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CHAPITRE 1

Rappel nombres complexes

Les nombres complexes ont été introduits afin de pouvoir résoudre les
équations algébriques de la forme

"™ + an 12"+ .+ @z + ag =0,
ol a, € Reta, # 0.Sans perte de généralité on peut poser a,, = 1. Un exemple
bien connu est I'équation quadratique,
22+ pr+q=0,
ol p,q € R. 1l est bien connue, qu'une telle équation peut étre résolue par

extension quadratique qui donne I'équation équivalente (z+p/2)? —p? /4+q =
0. On voit bien qu’il y a deux solutions :

T1o = —g +(p?/4 —q.

Si p?/4 — q < 0 on doit évaluer la racine d'un nombre réel et négatif. On
est donc amené a définir des nombres dont le carré peut étre négatif — les
nombres complexes — si on veut qu’il y ait une solution dans ce cas. Dans
d’autres contextes cas 1'utilisation des nombres complexes n’est pas indispen-
sable, mais bien pratique. Ceci concerne surtout la description mathématique
de tous les phénomenes de vibration en physique et en ingénierie.

1. L'ensemble des nombres complexes

On définit d’abord formellement une unité réelle, 1, que est I'élément neutre
de la multiplication, et une unité imaginaire, i, qui a la propriété

it = —1. (1)
Un nombre complexe arbitraire est une combinaison linéaire de 1 et de 4,
z=x+ 1y, z,y € R. (2)
On appelle z la partie réelle de z et y la partie imaginaire,
r = R{z}, 3)
y = S{z} 4)

Deux nombres complexes sont identiques si leurs parties réelles et leur parties
imaginaires sont égales. L'ensemble de tous les nombres complexes est

C:={z|lz=z+1iy,x,y € R}. (5)
3
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FIGURE 1. Le plan complexe.

Sil'on définit deux axes perpendiculaires, un axe réel et un axe imaginaire,
x et y apparaissent comme la projection de z sur ces axes (voir figure[I), et on
peut définir le module d"un nombre complexe comme pour une vecteur dans
un repere Cartésien de deux dimensions :

r=lz) = a2 g2 (6)

2. Opérations fondamentales de 1’arithmétique

2.1. Addition. On donne deux nombres complexes z; = z1 + iy, et 2o =
x9 + iyo. Comme pour les vecteurs, 'addition de deux nombres complexes et
définie par ’addition des composantes :

21+ 22 = (21 + 22) +i(y1 + y2)- )
L’addition est commutative, z; + 2o = 29 + 21.

2.2. Multiplication. On obtient la regle de multiplication en traitant ¢
comme un “nombre normal”, utilisant cependant i* = —1:

2129 = (1 + iy1) (22 + iy2) = (v122 — Y1Y2) + i(T1y2 + T2y1). (8)
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On voit que 722 = 222;. On note que la multiplication d'un nombre z = x + iy
avec —1 donne —z = —z — iy, ce qui permet de définir la différence de deux
nombres complexes, z; et z; par z; — 2o = 21 + (—1) 2.

2.3. La complexe conjugée. La complexe conjugée de z = =+ iy est définie
par

2 i=x—y. )

En utilisant cette définition on trouve que
R{zp = 5 (10)
N _ oz z* 1
3{z} 5 (11)
|z2]? = z*z (12)

On vérifie que

(21 +2)" = 21 +2, (13)
(2122)" = 27z, (14)

2.4. Inverse et division. La regle de multiplication peut étre combinée
avec la définition de z* afin d’obtenir I'inverse d’un nombre complexe et en-
suite la regle de division. Pour z = z + iy, |z| # 0, on écrit

1 z* T — 1y
-1
z =—-_—__— = — ].5
z |22 a4 y? (15)
On voit facilement que 27!z = 22*/|z|* = 1. La division de z; par z; est alors
donnée par
_ 1% + Y1Ya) + i(T2yr — 1Yo
21/ =22 = ( )2 (2 ) (16)
Ty + Y

2.5. Forme polaire. D’apres fig. et la définition (6) du module d'un

nombre complexe z on peut écrire

z = r(cos ¢ + isin @) (17)

car la partie réelle et imaginaire de z sont données par = = r cos ¢ ety = rsin ¢,
respectivement. On appelle ¢ la phase de z.

3. Formule d’Euler et Moivre

Nous allons maintenant dériver la formule d"Euler et Moivre qui simplifie
considérablement la manipulation de la forme polaire des nombres complexes.
En utilisant les séries de Taylor pour cos ¢ et sin ¢, on trouve que

cos¢ +ising = z; { (&:37 " + i(Q(qq,_i)I)!QSQnH} ‘
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Or, (—1)" = i*", et par conséquent

cos ¢ +ising = ZO {@(m)% + o i_ 1)!(i¢)2n+1} _

La premiére série ne contient que des termes paires en n et la deuxiéme ne
contient que des termes impaires. On peut alors écrire

cos ¢ +ising = Z %(wﬁ)” = exp(i¢). (18)
n=0

Ceci est la célebre formule d’Euler et Moivre. En utilisant et (T1), on voit que

: exp(1¢) + exp(—1
cos 6 = Rfesplig)} = “PILLL PI0)
Singzﬁ = %{exp<l¢)} _ eXP(ZQﬁ) —2€Xp(—z¢) ‘

1
D’apres un nombre complexe quelconque peut étre écrite sous la forme
exponentielle :

(19)

(20)

z =rexp(ip). (21)
L’exponentielle exp(i¢) est un cas spécial de I'exponentielle complexe
o0 Zn
exp(z) = 2_% - (22)

qui existe pour tout z € C. Les fonctions d'une variable complexe seront
traitées dans le chapitre {4 et on note ici qu’on peut les regles (exp z)" = expnz
(n € Z) et exp z1 exp 2o = exp(z1 + 22). La forme exponentielle des nombres
complexes est ainsi particulierement utile pour la multiplication et la division.
Si z1 = riexp(igr) et zo = roexp(igs) (22| # 0), on trouve

2129 = rirgexp (i[ér + ¢a]), (23)
alm = e ilt - o). (24)
On note que exp(2kmi) = 1, et par conséquent
z =rexp(i[¢ + 2kn]), k€ Z. (25)
Pour la puissance d"un nombre complexe, z = r exp i¢, on obtient
2" = (rexpi¢p)” = r"exp(ing) = r"*(cosng + isinng). (26)

On peut également dériver les théoremes d’addition pour sinz et cosz :
Comme exp(i[z + y]) = expix expiy, il suit que
exp(ilr +y]) = cos(x+y)+isin(z+y)
= (cosx +isinz)(cosy + isiny)

= (coszcosy —sinxsiny) + i(coszsiny + sin x cos y).
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On trouve alors que

cos(x +y) = coszcosy —sinxsiny,

sin(z +y) = coszsiny + sinx cosy.

La formule d’Euler et Moivre permet également de calculer d/dt exp(iat)
et [dt exp(iat), ce qui est tres utile pour la manipulation des séries et des
transformées de Fourier. Comme exp(iat) = cos(at) + isin(at), a € R, il suit
que (exercice)

%exp(mt) = iaexp(iat), (27)
/dt exp(iat) = w +C. (28)

On a donc les mémes regles pour la différentiation et l'intégration des ex-
ponentielles réelles. La différentiation et I'intégration des fonctions d"une va-
riable complexe, f(2), z € C, seront discutées en chapitre @

4. Représentation matricielle

I existe une isomorphie entre les nombres complexes et certaines matrices
réelles de dimension 2 x 2. On définit

10 0 —1
1::(01>, I::(1 O)’ (29)

comme unité réelle et imaginaire, respectivement. En applicant la multiplica-

tion matricielle, on vérifie que I = —1. La représentation matricielle d’un
nombre complexe z = x + 1y s’écrit alors
— _ (T 7Y
Z—x1+yI—<y x) (30)

Le module z est donné par le déterminant de Z,

2| = \/det(Z). (31)

Si zZ1 = 11 + Zyl et 29 = X9 + Zyg (|Z| 7é 0), les Opérations Z1 + ZQ, Z1 . Z1
et Z, - Z;' donnent les représentations matricielles de z; £ 25, 2122 et 21/ 2,

respectivement :
— Addition :
T+ 7 — TroTh) (T2 T2 r1+x2 —(y1 + Yo) .
1o Y2 T2 Y1 +y2 T+ T2
— Multiplication :

Zi-Zo = Ty =y (T2 Y2\ _ (T1T2 — Y1l2 —(y11172+331y2)
Yy T Yo T2 Y122 + T1Yo T1T2 — Y1Y2 )
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L’échange des indices “1” et “2” montre que la multiplication est com-
mutative, bien que la multiplication matricielle ne 1'est en général pas!

— Division :
— 1
Yy Ty +y; \TY2 T2
~——
1/ Z2|l
_ 1 122 +y1y2 — (Y122 — 1Y)
o3+ ys \Ni%e —T1y2 T2+ Yy )
On note que ||Z;|| = 22| est le déterminant de Z, et que le résultat ci-

dessus reflete l'identité 21 /29 = 2125 /|22|%

La représentation de u = exp(i¢) = cos ¢+isin ¢, est donnée par une matrice

orthogonale,
[ cos¢p —sing

U= ( sing  cos¢ ) ' (32)
avec UT - U = 1. Ici “T"” dénote une transposition (les lignes deviennent les
colonnes et vice versa) et “-” une multiplication matricielle. On sait que l'ap-
plication d’une matrice orthogonale a un vecteur de colonne ne change pas
la norme du derniere. Soit ¢ = (z,y)” un vecteur de colonne qui contient les
deux composantes d’'un nombre complexe. Considére maintenant le vecteur
de colonne ¢’ = (2, y/)" qui est défini par

) _t1 ~_ [cos¢ —sing) (x

¢=U-¢= (singb cos ¢ ) <y>
et qui contient la partie réelle et imaginaire, respectivement, du nombre com-
plexe 2’ = exp(i¢)z. On vérifie que

C’T-C’=$’2+y’2=3?2+y2ZCT'C,
ce qui suit de I'orthogonalité de U, car

/T , p— . T . . p— T . T . . pr— T .
¢ -¢=(U-¢)-U-¢C=¢ \U_lU,C ¢ ¢
Le cosinus de 'angle entre ¢ et ¢’ est donné par
T

¢ ¢
Ceci illustre bien que la multiplication d’un nombre complexe, z, par exp(i¢)
est décrite par une rotation dans le plan {z,y} et que exp(i¢) correspond a

une matrice orthogonale dans I'isomorphie entre les nombres complexes et les
matrices 2 x 2 introduites ci-dessus.

COS Pe¢r = = CO0S ¢.
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5. Racines d’un nombre complexe
On cherche les solutions de 1’équation algébrique de la forme spéciale
2" —a=0, (33)

oita € Cetn € N. On verra qu’il y a n solutions qui sont les racines
d’ordre n de a. En écrivant a sous la forme polaire, a = r,exp(i¢,), 7o = |a,
on voit facilement que z = /7, exp(id,/n) est une solution de 1’équation (33).
Comme a = aexp(2kmi) ceci est aussi vrai pour tout nombre de la forme
2 = Yreexp(ilpq + 2km|/n), avec k € N, mais il n y a que n solutions
différentes,

2, = /e exp(ifp, + 2kr]/n), k=0,...,n—1. (34)

Les n racines sont situées sur un cercle de rayon r = |z| = {/r, dans le plan
complexe, et la racine k a la phase ¢, = (¢, + 2km)/n (voir la figures ). Afin de

Im
A

\/

z, Re

FIGURE 2. Les cinq solutions de z° + 32 = 0. Icir = |z| = 2 et
¢=2k+1)r/5k=0,...,4.

souligner la multiplicité des racines d'un nombre complexe, on écrit parfois

2 = 20Ck, k=0,....,n—1,
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ol zj et ¢ sont définis par

20 = Yraexp(ig,/n),
(. = exp(i2km/n).



CHAPITRE 2

Séries de Fourier

1. La forme réelle

On considere d’abord des fonctions réelles périodiques. Si T' est la période
d’une fonction f(t), la périodicité peut étre exprimée par

ft+nT) = f(t), n € Z. (35)

Si les conditions de Dirichlet (conditions suffisantes),
a) f(t) est une fonction définie partout en (0,7"), a 'exception d'un nombre
fini de points,
b) f(t) et f'(t) sont continues entre deux discontinuités,
c) en dehors de (0,7") f(t) est périodique avec la période T,
sont remplies, f(t) peut étre développée en une série de Fourier,

o0 o0

Qo .
ft) = ) + ; a, cos(nwot) + nz:l by, sin(nwyt), (36)
ol n € Z et wy est la pulsation,
2m
Wy = ? (37)

Si f(t) est discontinue en un nombre fini de points ¢, € (0,7") la série
converge vers

; f(t) t # ty
ft) = { lim,_, [tttz 4y (38)
Dans la suite on ne distinguera pas entre f(t) et f(t), sachant que la série de
Fourier est “presque partout” identique a f(t).

Chaque fonction f(t) peut étre décomposée en une partie paire,

AEIUES (C))
et une partie impaire,
TIEIURS (&)
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La série montre que

[e.9]

Filt) = % +3 " ay cos(nuwt), (39)
f-@t) = Z by, sin(nwot). (40)

On peut obtenir les coefficients a, et b, en utilisant les rélations d’orthogona-
lité

T
T
/ dt cos(mwgt) cos(nwot) = E(émn +0_mn)s (41)
0 , .,
/ dt sin(mwot) sin(nwet) = E(émn — 0_mn)s (42)
0
T
/ dt cos(muwyt) sin(nwet) = 0, (43)
0

oll d,,,,, est le symbole de Kronecker,

5o — 1 m=n

™l 0 m#En
En partant de la forme (36) de f(¢) (on renomme les indices de sommation,
n — m) on trouve avec (1) — que

T
a, = 2/ dt cos(nwot) f(t), (44)
T Jo
) T
b, = —/ dt sin(nwot) f(t). (45)
T Jo
Eq. montre que /2 est la valeur moyenne de f(t) sur une période,
Qo . 1 T Yy
D2 /0 dt f(t) = 718). (46)

A cause de la péridiocité de f(t) l'intervalle d’intégration dans et
peut étre décalé par une constante o € R quelconque,

2

T+a
a, = T/ dt cos(nwot) f(t), 47)

2

T+a
b, = T/a dt sin(nwot) f(t), (48)
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Sil’on choisit en particulier & = —7'/2, on obtient
T/2 4 [T/
:—/ dt cos(nwot) f(t) :—/ dt cos(nwot) f1(t), (49)
T/2 T Jo

/2 4 [T
b, = T /T/2 dt sin(nwot) f(t) = T/o dt sin(nwot) f— (). (50)

En accord avec les identités et a, = 0si f(t) est impaire, et b, = 0 si
f(t) est paire.
2. La forme complexe

On reprend la forme réelle d’une série de Fourier. La formule d’Eu-
ler et Moivre permet d’exprimer cos(nwyt) et sin(nwgt) par des exponentielles

complexes (voir egs. et (T9)) :

Qo > s .
ft) = 5 + ; a, cos(nwot) + ; by, sin(nwot)

_ G i o {exp(inwot) +2exp(—inw0t) }

N i": b {exp(z'nwot) - gxp(—inwot) }

21
n=1
ao > (a, — ib, , > (a, +ib, ,
= 5 + Z 5 exp(mwot) + Z 5 exp(—mwot).
n=1 \ > J n=1 _f,_/

La derniere ligne peut étre écrite sous la forme compacte

= i fnexp(inwot), (51)

n=—0oo

ot les coefficients f,, sont donnés par

a,
fO = 507 (52)
=2 22 n>0, (53)
n .bTL
fo=tt2 g w0 (54)

La série de Fourier montre qu'une fonction périodique peut étre
représentée par son spectre complexe, f(t) < f,, dont les pulsations associées
sont w = nwy, n € Z.
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On peut calculer les coefficients f,, sans la détermination préalable des co-
efficients a, et b,,. Partant de la relation d’orthogonalité

T
/ dt exp(imwot) exp(—inwoet) = 16, 1, (55)
0

et la représentation de f(t) (renomination n — m), on vérifie que

T
fo = %/0 dt exp(—inwot) f(t)
THa
::%/ dt exp(—inwot) f(t), (56)

ott o € R. La dernieére ligne est une conséquence de la périodicité de f(t). On

note que f, = f(t¢) est la valeur moyenne de f(¢) sur une période. L'inversion

des relations - donne

S (N YR S NN (58)

]

bn

Comme f() S R, ag = 2f0 et b(] = 0.

Jusqu’a maintenant on a toujours supposé que f(t) est une fonction réelle,
f:t€R — f(t) € R. Pour cette raison les coefficients de Fourier {a,, b, } sont
également réels, et les coefficients f,, de la forme complexe ont la propriété

fon=1a (59)

qui découle directement de (56). A cause des relations d’orthogonalité (@I)-
et les expressions pour les coefficients {a,,b,} et f, restent toujours
valables, méme si f(f) € C (on discutéra des fonctions complexes dans le
chapitre [4). La seule différence est que les {a,, b, } sont également complexes,
et la symétrie n’existe plus.

3. Illustration

Considérons maintenant la fonction

(1) = % _ f(t+2mm)  teo,2m)
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qui n’est ni paire ni impaire. On calcule les coefficients de Fourier en utilisant

(@4) et @5), avec T =27 = wy = 1:

1 [ ot
o [at o
T Jo 2m

1 [ t

a, = — dt cos(nt)— =0, n >0,
T Jo 2m
1 [ t =1

b, = —/ dt sin(nt)— = —, n>0.
T Jo 2 nw

La série de Fourier de f(¢) (“dents de scie”) prend alors la forme

o0

f(t) = % B lz sin(nt)'

n

3

Pour ¢, = 2kn cette série converge vers 1/2 = lim, (f(t;C +€)+ f(ty — e)) /2.

Ceci confirme éq. (38). Fig. |1l montre I'approximation de f(¢) par un nombre
Nmag fini de termes dans la série de Fourier. Pour n,,,, — oo la série converge

vers f(t).

Souvent une opération simple permet de transformer une fonction donnée
en une fonction paire ou impaire. Un exemple est la fonction “dent de scie”
utilisée dans cet exemple. Elle peut étre écrite sous la forme f(t) = f_(t) +1/2,
ou f_(t) est la partie impaire. On sait que les coefficients a, sont zéro, et il
suffit alors de calculer les b, = b,,. En utilisant ’expression (50) on trouve que

2 t 1 —1

Calculons maintenant les coefficients de la série de Fourier complexe. En utili-
sant on obtient

L[t - 0
fn = %/0 dt—exp(—int) = {iwn n 7£ )

2m 5 n = 0.
Les coefficients {a,, b, } sont obtenus en utilisant les identités et :

ap = 2%{f0} = 17
a, =2%{f,} =0, n>0,

—1

On retrouve bien les coefficients de la représentation réelle.
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FIGURE 1. Approximation de la fonction f(t) = 5 avec la

période 27 par 1,2, 5, 10, oo termes de la série de Fourier.

4. Approximation d’une fonction périodique
Si f(t) = f(t + nT') est une fonction périodique de périodie 7" dont la série
de Fourier existe, on appelle

21

N
fn(t) = n:ZN foexp(inwgt), wo = T (60)

Somme de Fourier de I'ordre N de f(t), qui représente une approximation. Dans
la limite ot N — oo on obtient la fonction f(¢) sans approximation,

f(t) = lim_ fu(t). (61)

La fonction fy(t) peut étre interprétée comme représentation approximative
de f(t) par un nombre fini de fonctions de base
D, (1) := exp(inwot). (62)

Les coefficients f,, apparaissent alors comme “coordonnées” de f(t) dans cette
base.
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Afin de pouvoir quantifier la qualité d"une approximation il faut définir
une “distance” entre f(t) et son approximation fx(¢). Une distance est définie
a travers une norme. Un exemple est la norme L2,

1/2

£l = ( / ' dt|f(t>|2) - (63)

Si le produit scalaire de deux fonctions f(t), g(t) de méme période T est défini
par

T
(Fa)i= [ s 0o = (017" (64)
on peut écrire
(f. ) = IIFII. (65)
En utilisant la norme £%, on peut mesurer la distance dy entre entre f(t)
et fn(t):
dy = If = Il = (f = f. f = fw). (66)

Ayant une mesure pour la qualité d'une approximaton, on peut chercher une
approximation optimale, partant de la forme

N
= Y fa®ald), (67)
n=—N

ot les coefficients f,, sont inconnus. Un critére possible pour définir ce qu’on
appelle “optimale” est de postuler que

& = (f — fn, [ — fx) = min. (68)

La définition du produit scalaire montre que d3 est une fonction des coef-
ticients f,, et de leurs conjugés complexes, f;:. On a explicitement

dy = (f, f) - Z Silf, @) = Z 2 (P, f Z Ji fu(@r, @),
I=—N k=— ki=—N
et avec I’orthogonalité des ®,,(¢) (voir éq.[55),
(‘I)k, D,,) = T6gn, (69)

on obtient

N
= > A = Y (@ )+ T Z il
[=—N k
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En utilisant les conditions nécessaires pour un minimum de d%;,

o2,
= 7
O,
= 71
pour k = —N,..., N on trouve
1
S 72
1
fn - T((bn)f)a (73)

respectivement. Comme d3; est réelle il suit que dd3,/0f; = (0d3;/0fx)* Les
deux conditions et sont donc équivalentes — 1'une est simplement la
conjugée complexe de l'autre — et par conséquent et (73) contiennent la
méme information. La relation montre que les coefficients f,, qui mini-
misent d3 sont identiques avec les coefficients de Fourier (56).

5. Regles de calcul

Dans la suite on discutera quelques propriétés fondamentales des séries de
Fourier complexes. On admet en particulier des fonctions complexes f : ¢ €
R — f(t) € C.

5.1. Linéarité. On considere deux fonctions périodiques, f(t) et ¢(t), avec
la meme période, T, et les coefficients de Fourier f, et g,, respectivement. Soit
s(t) == af(t) + Bg(t), ot o, B € C. Pour la fonction s(t) on a la correspondance

s(t) == af(t) + Bg(t) = sn = afn + Bgn. (74)

La preuve est triviale : Les s,, sont obtenus par l'intégration (56), ot f(t) —
af(t) + Bg(t), et I'intégration est une opération linéaire.

5.2. Fonction complexe conjugée. Soit f(¢) une fonction périodique,

f(t) =32 fuexp(inwot), wy = 27/T. La série de Fourier de f*(t) est alors
donnée par
+00 +oo
f(t) = Z frexp(—inwyt) = Z 1, exp(inwot).

Pour obtenir la série a droite on renomme n — —m dans la série a gauche,
on utilise ensuite que > %, (...) = >'* _(...), et on renomme finalement

m=-—00
m — n. On trouve alors que

() — [, (75)
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5.3. Réflexion ¢ — —t. Soit f(t) une fonction periodique dont la période
est T" et dont la série de Fourier existe, f(t) = > "= __ f, exp(inwot), wo = 27 /T.
La série de Fourier de f(—t) est alors donnée par

Z fnexp(—inwet) = Z fon exp(inwot).

n=—oo n=—oo

Pour passer de la série a gauche a la série a droite on utilise la méthode de
changement d’indice de sommation qu’on a utilisée pour dériver la corres-
pondance (75). On obtient alors

f(=t) — fn. (76)

Si f(t) est décomposée en une partie paire, f(t) = (f(t) + f(—t))/2, et une
partie impaire, f_(t) = (f(t) — f(—t))/2, on a les correspondances

5
f-()

f n f —-n
5
Les coefficients de Fourier de f*(¢) sont pairs en n et ceux de f~(¢) sont impairs
enn.

Si f(t) est réelle, et par conséquent f_,, = f (voir éq. (59)) il suit que

(77)

(78)

f(=t) — 13, (79)

et par conséquent
fet) e R{fu}, (80)
() = S {fa}. (81)

Les coefficients de Fourier de f. (t) sont purement réels et pairs en n, et ceux
de f_(t) sont purement imaginaires et impairs en n.

5.4. Transformation de 1’échelle de temps. Soit f(¢) une fonction
periodique dont la période est T et dont la série de Fourier existe, f(t) =

oo o fnexp(inwot), wy = 27/T. La série de Fourier de f(vt), v > 0, est alors
donnée par

+00 +oo
= Z fnexp(inwoyt) = Z o exp(inf2ot).

n=—oo n=—oo

On trouve la correspondance

fyt) «— fa. (82)

Les coefficients de g(t) sont les mémes que pour f(t), seule I’pulsation change
de wy a Qy = ywy. La transformation de 1’échelle de temps est équivalente a
une transformation de la fréquence fondamentale.
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FIGURE 2. La fonction f(t) = 5= avec la période 27 et les fonc-
tions décalées g(t) = f(t + 7/6) et h(t) = f(t — 7/6). Les co-
efficients de Fourier sont f,, = i/(2mn), g, = f.exp(in7/6), et
hy, = fnexp(—inn/6), respectivement.

5.5. Translation de 1'échelle de temps. Soit f(¢) une fonction périodique

dont la période est 7" et dont la série de Fourier existe, f(t) =
oo faexp(inwot), wy = 2m/T. La série de Fourier de f(t + a), a € R, est

alors donnée par
+00 +oo
ft+ao)= Z fnexp(inwlt + o) = Z {fnexp(inat)} exp(inwt).

On trouve la correspondance
ft+ a) «—— fnexp(inwpa). (83)
Remarque : Si o > 0, I'échelle de temps est décalée vers la gauche, si o < 0,

I’échelle de temps est décalée vers la droite — voir fig.

5.6. Translation de 1’échelle de fréquences. Comme l’echelle de
fréquences d’une fonction périodique est discrete, on peut considérer
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des translations discrétes w = nwy — W' = (n + k)wg. On déduit de que

ft) = Z fnexp(inwgt) = Z frtr exp(i[n + klwot)

= exp(tkwyt) Z frtr exp(inwot),

si —oo < k < 00, et on obtient la correspondance

f(t) exp(—[ikwot]) «— frik- (84)

6. Corrélation et convolution

Les théorémes de convolution et corrélation ont une importance primor-
diale pour la théorie du traitement du signal, en particulier pour la discussion
des systémes linéaires comme des filtres. Ici on discutera des théorémes de
convolution et corrélation pour les fonctions périodiques.

6.1. Convolution périodique. La convolution de deux fonctions
périodiques complexes de méme période T est définie par

Fear(t)= 1 [ ar e =gl )

La substitution 7 — u = ¢t — 7 dans l'intégrale et 1'utilisation de la périodicité
de f(t) et g(t) montrent que la convolution est commutative (exercice)

(f*9)r(t) = (g+ F)r(t). (86)
Le théoréme de la convolution périodique dit que
(f*9)r(t) < fagn, (87)

ou f, et g, sont les coefficients de Fourier de f(¢) et g(¢), respectivement. On
suppose, bien entendu, que les séries de Fourier pour f(¢) et g(t) existent.

PREUVE : Si C(t) := (f = g)r(t), les coefficients de Fourier de C(¢) sont
données par

T
C, = l/ dt C(t) exp(—inwyt)
T Jo

_ %/OTdt {%/OTde(t—T)g(T)}exp(—inwot)

1

T T
= 7 i dTg(T)/O dt f(t — 7) exp(—inwyt).
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On a utilisé le fait que I’on peut changer l'ordre des intégrales convergentes.
Dans la deuxieme intégrale on substitue ¢ — u =t — 7. Ceci donne

1 T T—71
¢ = L[ dargm / du f (u) exp(—inwolu + 7])
1 OT - T—1

=72 dr g(7) exp(—inwyT) /_ ] du f (u) exp(—inwou)

_ {% /0 " dr o) exp(—inw(ﬂ')} {% /O " du f () exp(—inwou)} = fugn O

J/

~~ ~

gn fn

Pour passer de de deuxieme ligne a la troisieme on utilise que f(t) est
périodique et fT;T du f(u) exp(—inwyt) = fOT du f(u) exp(—inwet) (voir éq.

GeD).

6.2. Corrélation périodique. La corrélation de deux fonctions périodiques
complexes de la méme période 7" est définie par

17 .
(Fognt) =7 | drft+ng(r) (88)
0
Sig(t) = f(t) on parle d"une autocorrélation. Par rapport a la convolution 1’ar-
gument de la fonction f dans l'intégrale changede (t —7) a (t + 7), ce qui
fait que la corrélation n’est pas commutative, et g(7) est remplacé par g*(7).

Le théoréme de la corrélation périodique dit que

(f o g)r(t) «— fugn, (89)

ou f, et g, sont les coefficients de Fourier de f(¢) et g(t), respectivement. Pour
I'autocorrélation on a donc la correspondance

(fof)r(t) «— Iful* € R. (90)

La preuve se déroule de la méme fagon que pour la convolution : Avec
C(t) := (f o g)r(t) il suit que

C, = %/OTdtC’(t) exp(—inwot)
T T
= %/0 dt {%/0 de(t+7')g(7')}exp(—mwgt)
1 /7

T
= 7 i dTg*(T)/O dt f(t + 7) exp(—inwyt).
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Dans la deuxieme intégrale on substitue maintenantt — u =¢ + 7 :

1 T T+1
c, = 7% dr g* (1) / du f(u) exp(—inwo[u — 7))
0 T
1 T T+t
= 73 dr g* (1) exp(’mon)/ du f(u) exp(—inwyu)
0 T

T T
_ {% / dTg*<T>exp<inwOr>}{% / duf(u)exp(—inwou>}=fngzﬂ

-~ -~

9n fn

6.3. Théoreme de Parseval. D’apres I'autocorrélation d'une fonction
périodique f(t) de période 7', dont la série de Fourier existe, peut étre écrite
sous la forme

(fof)r Z | ful? exp(inwot), 1)

n=—oo

ol wy = 27/T. En utilisant la définition de la corrélation périodique on
trouve pour ¢t = 0

1 T o g +oo )
o RCVCTE TR SRR 92)

n=-—00
Ceci est le théoreme de Parseval pour les séries de Fourier. Souvent | f(7)/?
représente I'énergie du signal f(¢). Dans ces cas le théoreme de Parseval dit
que la somme des carrés des amplitudes | f,,| équivaut a 1'énergie moyenne du
signal sur une période.
Le théoréme de Parseval peut étre formulé pour la représentation réelle des
séries de Fourier. Ici f(t) € R et par conséquent

1T ~ -
?/0 dr () = Sl = 1P Sl ol
n=1

= [folP+2) 1fal*
n=1

En remplacant f, = (a, — ib,)/2 (voir éq. (53)), on trouve la forme réelle du
théoreme de Parseval :

2 [o¢]
2 2( =% 1 2)
/drf —4+2;a+b (93)
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6.4. Illustrations. Voici quelques exemples pour illustrer I'application des
théoremes de convolution et corrélation des fonctions périodiques.

Exemple 2.1. Soient
f(t) ;== coswpt, g(t) := sinwyt,
ot wy = 27/T > 0. Les coefficients de Fourier f,,, g, sont donnés par

1
= n=1
1 [T jwot —iwpt 2
f, = ?/ dt exp(—inwot) (eXp(MO )—i—;xp( il )> =491 n=-1
0 N g o |0 n#£EL
cos wot
(1 n=1
1 [T jwot) — —iwpt 2 N
gn = —/ dt exp(—inwot) <exp(zw0 ) .exp( 0 )) = —% n=-—1
T J 21 g
~ ~ 0 n # +1.
sinwqt

Ici on a utilisé la relation d’orthogonalité (55).

Toutes les relations concernant la convolution et la corrélation peuvent étre
facilement vérifiées :
— D’apes le théoréme de convolution on a

1 _
4 n=1

1.
fngn = _i n=—1+— (f * g)T(t> = §SIHWOt.

0 n # £1

On vérifie que
e . 1
— [ dr cos(wo[t — 7]) sinweT = = sinwpt.
T/, 2

— Le théoréme de corrélation donne
1

N — 4%, n=—1+—(fog)r(t) :—asinwot.
0 n # +1

On vérifie que
I : Iy
— [ dr cos(wo[t + 7]) sinwyT = —= sin wyt.
T, 2

— Pour les autocorrélations on trouve
n=1

n= -1 (fo Pr(t) = (g0 9)r(t) = 3 cosat.
n # +1

[fal® = lgul* =

O ==
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0.8

0.6 1

0.4+

0.2

-0 5 0 5 10
FIGURE 3. Les fonctions f(t) et g(t) de I'exemple[2.2]
On vérifie que
1 [ 1
— [ dr cos(wo[t + 7]) coswoT = = coswpt
T/, 2

1

T
= —/ dr sin(wo[t + 7]) sinwyT.
T Jo

— Le théoréme de Parseval est confirmé :

i | ful* = i g |2:1:l/TdTCOSZWT:l/TdTSinsz
n=-—00 ! n=-—00 ! 2 T 0 ’ T 0 o
Comme a,, = 0,1, b, = 0 pour coswyt et a, = 0, b, = 6,1 pour sinwyt,
la forme réelle du théoreme de Parseval (voir éq. (93)) est également
vérifiée.

Exemple 2.2. On donne les deux fonctions (voir fig.
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3

FIGURE 4. Illustration de la convolution des fonctions montrées
en fig. 3l De gauche a droite on voit les paires de fonctions

{f(7),9(=7)}, {f(7),9(1 = 1)}, {f(7),9(5 - 7)}, our €0, 2m).

Ft) = % — f(t+2mn)  te2m)

1 tel0,m) .
t) = de 2
g(t) {0 t € [r,2m) période 2,

dont on cherche la convolution (f * ¢)2.(t). Pour simplifier le calcul on utilise
la commutativité de la convolution, et on écrit la convolution sous la forme

(F*9)erlt) = 5 | drat =) (7).

On note que ¢(t — 7) = g(—[7 — t]), ceci dit qu’on prend la fonction g(—7) qui
est ensuite décalée par t vers la droite (¢ > 0), tenant compte de la périodicité
de g(t — 7). A cause de la forme simple de g il suffit de trouver les intervals
dans lesquels g(t — 1) est différent de 0.

Te{(0,t) U (m+t,2m)} O0<t<m,
7€ (t—mt) T <t<2m.

gt—7)=1 si {

Fig. [l montre f(7) et g(t — ) pour ¢t = 0,1,5. Dans la période fondamentale,
t € [0,27), la convolution est donnée par

L(fparg+ [frarg)=2-£ o0<t<nm
(f*g)%r(t) -

1t T o 1 t
%ftiﬂ_dTg——g‘i‘E 7T§t<27'l',

et (f * g)o(t +2mn) = (f * g)2-(t). On note que (f * g)2.(t) est continue pour

teR: (f * 9)27r(0> - (f * g>27r<0_) = 3/8 et (f * 9)27r(7T> - (f * g)2fr<7r_) = 1/8'
Calculons maintenant les coefficients de Fourier de f(t), g(t), et de la convo-

lution (f * g)2r(t). Les coefficients f, ont été déterminés dans la section[3]

1 21 t 7
fn / dt — exp(—int) = {f”” n7#0,
0 2m

:% 5 Tl:O,
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0.59

-0 -5 0 5 10
FIGURE 5. Convolution des fonctions montrées en fig.

et les g, sont donnés par

2 Jo % o

D’apres le théoreme de convolution on trouve donc la correspondance

(f % 9)2n(t) & frgn = {ﬁ«_l)n - 1) n # 0,

1 _
1 n = 0.

On vérifie qu’on trouve ce résultat également par calcul direct. Comme C'()
(f * g)ar(t) est une fonction paire, les coefficients de Fourier sont donnés par

™ -1 —1\* —
Cn — l/ dt cosnt (g _ M) _ {47r2n2 (( 1) 1) n 7£ OJ
0

m am) "1 n=0 O

On note que C,, = b,/2, ou b, sont les coefficients de Fourier de la
représentation réelle de C'(t). Les a,, sont égaux a zéro, car C'(t) est paire.



28 2. SERIES DE FOURIER

7. Peigne de Dirac

Dans la théorie du traitement du signal I’action d’un “systéme linéaire”,
comme un filtre, est décrite par une convolution. Si f(¢) est un signal donné,
on écrit f(t) — f(t) = (f x h)(t), ott h(t) est la fonction de transfert qui décrit
le systéme linéaire. Dans le contexte des fonctions périodiques on peut alors
chercher une fonction de transfert périodique qui laisse invariant un signal de
la méme période. Comme (f + h)(t) < f,h,, on cherche alors une fonction
dont les coefficients de Fourier sont h,, = 1 pour n € Z. On va voir quiln’y a
pas une seule fonction qui a cette propriété, mais qu’il s’agit de la limite d"une
classe de fonctions, qu’on appelle peigne de Dirac. Un peigne de Dirac est un
exemple pour une distribution.

7.1. Une représentation simple. On considere maintenant la convolution
des fonctions (voir fig. [6)

f(t) := sint,

Tt <
Ht) = 40 =@ période 21 > 2a.
0 |t >«

La convolution de ces fonctions (voir fig. [7) est donnée par

™ [0

(fxHy)(t) = S drf(t — 7)H(7) :%/ drsin(t — 1)

2m - —a

t— o) — t i
_ cos(t — a) — cos(t + «) _ sina sin(t).
2cx Q

On trouve alors que

lim (f + Hq)(1) = f(t)

a—0
pour f(t) = sint.
Regardons maintenant les coefficients de Fourier de f(¢) et H,(t),

it Lo in(na)
sin(na
fa= -1 n=-1 H,,=— dr exp(—int) = .
2i ’ 200 ), (na)
0 n # £1,
Par conséquent
pume oy .
. sin o
Fullog = 3 =52 0= =1 (£ Ho)(t) = =2 f(2).
0 n# £1

Le théoréme de convolution est bien vérifié. Comme

lim H,, — 1,

a—0
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;
g
G
yAAVARVARY VIR VARV
21

FIGURE 6. Les fonctions sin(t) et H,(t) (voir chapitre [7.1). Les
largeurs de H,(t) sont o« = 1 et = 0.5.

il suit que
lim(f + Ho)(t) = £(t)

pour toute fonction f(t) dont la série de Fourier existe. Si f(t) a une période T’
quelconque on définit

L |t <
Hro(t) = {80‘ H ; Z période T' > 2a. (94)

Les coefficients de Fourier sont alors

sin(nwo@) a—o

Hn;T,a = — 1. (95)

(nwoa)
Cet exemple montre que I'élément neutre de la convolution périodique peut
étre obtenu par la limite

Aq(t) := lim Hyo(t). (96)

a—0

Arp(t) est un peigne de Dirac. Du point de vue mathématique il s’agit d'une
distribution périodique. Cette notation vient du fait que les fonctions hr ,(t) sont
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FIGURE 7. Laconvolution (f*H,)(t) pour les fonctions montrées

en fig.[6]

normées a T,

/ "t Hro(t) =T, (97)
0

quelque soit leur largeur o. Ceci est une propriété caractéristique des distri-
butions statistiques (qui sont normées a 1). Dans la limite @« — 0 on obtient la
distribution Ar(t) quin’est plus une fonction au sens classique, mais qui garde
la propriété de normalisation

/ " Ar(t) =T. (98)
0

7.2. Forme analytique d’un peigne de Dirac. L'exemple suivant montre
qu’il n’y a pas une seule facon de définir un peigne de Dirac, et qu'on peut
trouver une forme analytique. Regardons la fonction

[e.9]

Lr(t) = Z ri™ exp(inwgt); 0<|r| <1, wy=2m/T, (99)

)

n=—oo
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ou T est la période de I, r(t). Par construction on a la correspondance

Lop(t) e— " 231, (100)

et, comme la fonction k7, (t) de I’exemple précédent (voir egs. (94) et (97)),
I, 1(t) est normée a T" pour tout r valable :

/ "t Lr(t)=T. (101)
0

Ici on utilise que la valeur moyenne d’une fonction périodique f(t¢) est donné
par f, (voir éq. ) il suit que 1/T fOT dtI.r(t) = r® = 1 pour tout r avec
0 < |r| < 1. En utilisant que pour ¢ # 1

qkzl_qN+1
1—q '’

WE

Sy =

ol

—0

) 1

lim Sy = ——, |q| <1,
—4q

N—oo 1

la série (99) peut étre écrite sous une forme analytique :

Lr(t) = Zr” exp(inwot) + Zr" exp(—inwgt) — 1

n=0 n=0

8

= [ exp(iwot)]" + Z rexp(—iwgt)]" — 1
0 n=0

1 1
= — 1.
1 — rexp(iwgt) * 1 — rexp(—iwpt)

n

Ceci peut étre écrit sous la forme

Lo(t) = Lo (102)
P T or coswot + 12
En utilisant (100) et (I01) on voit que
lim (f + I.r)(t) = f(1), (103)

et on obtient la deuxiéme forme d’un peigne de Dirac - voir fig.[§]:

Ar(t) = lim L (1) (104)
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FIGURE 8. La fonction I, r(t) pour r =

{0.3,0.5,0.9}. Dans la
limite » — 1 on obtient le peigne de Dirac Ar(?).

8. Solution des equations différentielles

8.1. Le concept. On considere I'équation différentielle

any(n) (t) + an_1y("_1)(t) +...4+ a1y(1)(t) + apy(t) = f(t),

(105)

ol a;, sont des constantes et y™(t) est la m-iéme dérivée de y(t) par rapport a
t. On suppose que f(t) est une fonction périodique de période 7" dont la série
de Fourier existe (on utilise ici I'indice de sommation k),

+00
ft) = Z frexp(ikwot), wo = 2%

k=—oc0

On pose maintenant que la solution de (105) a la forme

—+00

y(t) = Z yr exp(ikwot).

k=—o00

En utilisant cette forme on voit que

dm o
dt_my(t) — (Zk’(ﬂo) Yk

(106)

(107)

(108)
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Ceci dit que les coefficients de Fourier de la m-ieme dérivée de y(t) sont donnés
par (tkwy)™yy. Insertion de (107) et (106) dans 'équation différentielle (105)

donne alors une relation entre les coefficients . et f :

P (ikwo)yr = [i (109)
ot P,(z) est le polyndme caractéristique de 'eq. différentielle (105) :

Puz)=ag+arz+...4+an 12"+ a,z" (110)
La solution pour y;, est donc donnée par
"= (1)
et y(¢) prend la Forme d’une série de Fourier :
\~ .
exp(tkwot)). (112)

yp(t) = k; P (i)

L'indice p indique que y,(t) est une solution particuliere a laquelle on peut tou-
jours ajouter une solution de I’équation homogene, ot f(t) = 0. Ceci est vrai
parce que (105) est une équation différentielle linéaire.

8.2. Solution compléte. La solution compléte de (105) est donnée par
y(t) = yp(t) + yn(t), (113)

ott y,(t) est la solution de I'équation différentielle

any(()n) (t) + an,lyénfl)(t) + ...+ aly(()l)(t) + apy,(t) = 0. (114)

Ceci suit de la linéarité de 1'équation différentielle (105). Définissant
'opérateur
ar dn—l d
L= an%—l—an,lm—i—...—i—al%%—ag (115)
I’équation différentielle (105) peut étre écrite d'une maniére compacte Ly = f
etona
L{yp +yn} = Lyp + Ly = [
=y =0
Sil’on pose
yn(t) = exp(AL), (116)
on obtient avec (114)
P,(A) =0, (117)
ot P,(z) est donné par (110). Eq. (117) possede n solutions A\ (k = 1,...,n).
Si les coefficients a;, sont réels, il existe pour chaque \;, complexe une solution
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complexe conjugée. Comme (114) est une équation différentielle linéaire, la
solution générale s’écrit sous la forme

yn(t) = Z cr exp(Axt), (118)
k=1

si tous les A\ sont différents. Si A\, a la multiplicité my, il y a my, solutions de
base indépendantes qui correspondent a A,

thexp(=\gt), 1=0,...,my —1, (119)
et la solution générale de I’équation homogene prend la forme
N mp—1
yn(t) = Z Z crat exp(Agt). (120)
k=1 1=0

N est le nombre de zéros différents. Les ¢, (¢x) sont des constantes arbi-
traires qui peuvent étre fixées en posant des conditions initiales pour y(¢) et

ses dérivées y(()k) (t),k=1,...,n— 1.

8.3. Fonction de transfert périodique. La forme (111) des coefficients de
Fourier montre qu’on peut écrire

Yk = i fr, (121)
ot les hy, sont donnés par
1
hy = ———. 122
" Py (ikw) (122)

Les hy, sont les coefficients de Fourier de la fonction de transfert périodique

= exp(ikwot))

h(t) B Pn<Zk‘UJO) '

(123)
k=—o00

ot P(z) est le polyndme caractéristique donné par (110). En applicant le
théoréme de convolution a (121)) on trouve que

1

wit) =5 [ darhe=n)fe), (124)

N

quelque soit la forme de f(t), a condition qu’elle soit périodique avec la
période T'. En posant f;, = 1 dans 1’éq. on trouve que h(t) est la réponse
a une fonction périodique dont tous les coefficients de Fourier sont égaux a
1. Une telle fonction est le peigne de Dirac, et par conséquent h(t) vériefie
I’équation différentielle

anh ™ () + an_ B V() 4+ ..+ a bV (t) + agh(t) = Ap(t). (125)
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8.4. Un exemple. On donne I'équation différentielle
Yy 4y (t) = coswot, (126)
ot en utilisant la notation plus habituelle,

% + 7y (t) = cos wot.

La constante « est choisie positive, v > 0. D’apres l'identité les coeffi-
cients de Fourier de la fonction de transfert sont donnés par

B 1

 dkwo 4+

Dans l’exemple 2.1 on avait vu que

hu

1 k=
1 k=
ft) =coswot +— fr=435 k=-1
0 k#=£1
Par conséquent,
1 —
2(y+iwo) k=1
yk‘ - hk‘fk? - Q(VEiwo) k = _1 9
0 k# +1
et la solution particuliere est
exp(twot v cos wot + wy sin wyt
yp(t)zﬁ’%{ <. )}: — . (127)
¥ + 1w wy + 7y

La solution de I’équation homogeéne qui correspond a est donnée par
yn(t) = cexp(—vt), ¢ = const.,
oul c est fixée par la condition initiale. On trouve alors que
y(t) — yp(t) = yoo(t), si t>1/7.

Ceci dit que y,(t) est également la solution stationnaire de (126) qu’on atteint
pour n'importe quelle condition initiale — voir fig. 9|
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FIGURE 9. La fonction f(t) = coswyt (“entrée”) et la solution
lety = {1,10}.

stationnaire de 1’équation différentielle (126)) (“sortie”) pour wy =



CHAPITRE 3

La transformée de Fourier

1. Dérivation heuristique

Si f(t) est une fonction périodique (période T') qui remplit les conditions
de Dirichlet, elle peut étre développée en une série de Fourier,

o0 1 +T/2

f(t) = Z exp(inwot) ?/ dr exp(—inwoT) f(7),

n=-—00 —T)/2 ,

u
oll wy = 27 /T. On considére maintenant la situation ou 7' — oo et f(¢) devient
apériodique. Par conséquent, w, devient un différentiel “infiniment petit”, wy —

dw, et I'échelle des fréquences devient continue, w,, = nwy — w € R. Avec
1/T = wy/27 on obtient donc

1 (3] T/2
fo = — Z wo exp(mwot)/ dr exp(—inwot) f(7)
27 = —T/2
T—o0 1 e e
— o dw exp(iwt)/ dr exp(—iwT) f(7).
T J_—co —00

f(w)

On définit (la variable d’intégration 7 est remplacée par t)

~ +oo
Flw) = /_ dt exp(—iwt) f(2) (128)
comme transformée de Fourier de f(t) et
1 [t .
f(t) = %/_ dw exp(iwt) f(w) (129)

comme transformée de Fourier inverse de f(w). La transformation de Fourier est
une fonction d’intégrale qui dépend du parametre w et qui existe si

/+00 dt exp(—iwt)|f(t)| < co. (130)

(e 9]

Ceci est une condition suffisante pour 'existence de flw).
37
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2. Distribution de Dirac

2.1. Définition. L'application consécutive des transformations f(¢) —
f(w) et f(w) — f(t) est une opération neutre,

1 +oo +oo
fit)y = o | dt exp(iwt)/_ dr exp(—iwT) f(T)
) 28 ’
+o0o +o0
_ /_OO dT{%/_w dt exp(iw[t—r])}f{r).
5(1::7')

On en déduit la définition de la distribution de Dirac,

1[re :
i(t) = %/OO dw exp(iwt), (131)
qui a la propriété fondamentale
+oo
| arse-nsm =0, (132)

ou f(t) est une fonction quelconque pour laquelle |f(¢)| < co pour ¢ € R. Les
propriétés suivantes sont vérifiées par substitution de la variable w dans la
représentation (131) (exercice) :

S(t) = 8(—t), (133)
Slat) — ﬁa(t), 0 ER. (134)

Il y a deux remarques a faire :

(a) 4(t) n’est pas une fonction “normale” mais, comme le peigne de Dirac,
il s’agit d"une distribution, i.e. de la limite d"une classe de fonctions qui
convergent vers §(t). Eq. doit étre interprétée dans ce sens. Cet as-
pect sera discuté dans les paragraphes suivants.

(b) Eq. représente la convolution de la fonction (apériodique) f(t) avec
d(t) et montre que §(t) est I'élément neutre de la convolution. La distri-
bution 6(¢) est donc 1’équivalent du peigne de Dirac pour la convolution
apériodique.

2.2. Une représentation simple de 6(¢). Regardons la fonction

= It] < «
ho(t) = ] 2 135
(0 {O i (135)
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FIGURE 1. La fonction h,(t) définie en éq. (135) pour o = 1, 0.5, 0.2.

qui est normalisée a 1 :

+0oo
/ dt ho(t) = 1. (136)

he(t) est la version non-périodique de H, r(t) définie en éq. (94). La transfor-
mation de Fourier de h,(t) donne

- Hoo sin wa
ho(w) = / dt exp(—iwt)hy(t) = : (137)

wo

—00
En applicant la transformation de Fourier inverse on trouve que

I

ili’%ha(t) = o5 - dw exp(iwt) —

“+oo

_ /_ dw expliwt).

o0

sin wao

La comparaison avec la représentation (131) de la distribution de Dirac montre
que
8(t) = lim ha(t). (138)

a—0
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On comprend maintenant que 4(¢) est la limite d"une fonction “normale”, la
forme (138) étant une représentation possible. Regardons dans ce contexte
I'intégrale de convolution

F) = [ drhafe-)f)
de h,(t) avec une fonction “lisse” quelconque. A cause de la forme simple de
hq(t) cette intégrale devient

_ 1 t+ao
t) = — d
) =50 [ o).
ce qui montre que f(¢) est la moyenne de f dans l'intervalle [t — o, t + a]. Dans
la limite & — 0 cette valeur moyenne est identique avec la valeur de la fonction
art=t,

lim f(t) = f(2),

a—0

en accord avec la relation (132).

2.3. Représentation par une distribution gaussienne. On considere une
gaussienne (“cloche de Gauss”), comme on la connait de la statistique
mathématique (voir fig. 2) :

1 t°
ge(t) :== o exp <—@> , €>0. (139)
Les gaussiennes g.(t) sont normées a 1 pour n’importe quel € > 0 (exercice) :
+oo
/ ge(t) = 1. (140)

Calculons maintenant la transformée de Fourier de g.(t),

+00 1 100 )
Gelw) = /_OO dt exp(—iwt)ge(t) = e /_OO dt exp(—iwt) exp (—;—62)

1 /+°° 2 4 22wt
= dt exp | ————
27me J—oo 2¢2

1 /+°° it ( (t +i€*w)? + e4w2)
= exp | —

27€ J oo €2

w?e? 1 Hoo (t +ie%w)?
— . dt exp (- C@l L
o ( 2 ) { 2me /—oo o ( 2¢? > }

-

=1

Pour prouver que l'intégrale dans la derniere ligne équivaut a 1, on introduit la
fonction auxiliere G(«) := fj;o dt g.(t+ia) (o € R), et on montre que G'(«) = 0.
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FIGURE 2. Gaussiennes normées pour € = 1, 0.5, 0.2.

Ceci indique que G ne dépend pas de o, et G(a) = G(0) = 1 pour n'importe
quel o € R (exercice). On trouve donc la correspondance

1 t? w?e?
= —— g = — . 141
0= e (~55) — i@ =en (-95). s

La largeur de g.(w) est 1/¢ et donc l'inverse de la largeur de g¢.(t). En utilisant
que

1 +o00 w2€2
li_x)%ge(t) = 11_1)%%/_ dt exp(iwt) exp <— 5 )

o0
I

dt exp(iwt),

2 J o
on voit que

i) = lil% ge(t). (142)
On a donc vu deux représentations possibles de 4(¢) : (a) La représentation
138

par une distribution rectangulaire de largeur zéro, et (b) la représentation
142)) par une gausienne de largeur zéro.
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3. Quelques exemples

Exemple 3.1. On donne les fonctions f(t) = coswyt et g(t) = sinwpt (wy € R)
dont on cherche les transformées de Fourier.

fo - [ "t exp(—iwt) {exp(’iwot) ¥ eXP(—Wot)}

o 2
cos‘:)()t
1 [T 1 [T
= 5/ dt exp(—ifw — wolt) —|—§/ dt exp(—ilw + wolt) .
2#6(:—w0) 2776(:2,—1—0.)0)

Dans la deuxieme ligne on utilise que 6(z) = 6(—z). La transformée de Fourier
de coswyt est donc donnée par

cos wot «— mI(w — wp) + T (w + wp). (143)

Comme sinwgt = (exp(iwgt) — exp(—iwot))/2i, on trouve de la méme
maniere

sinwot «— im0 (w + wp) — imd(w — wp). (144)

Exemple 3.2. Soit f(t) = exp(—ylt|) coswpt (wy € R, v > 0) une fonction qui
décrit une oscillation amortie (voir fig.[3). On cherche la transformée de Fourier

de f(t).
+oo

flw) = /_ dt exp(—iwt) exp(—7|t|) cos wyt

(e 9]

+oo
= / dt coswt exp(—|t|) cos wot

o /+oo dt exp(—iwt) exp(—|t]) (exp(iwot +2exp(—iwot))}

/000 dt exp(—iwt) exp(—~t) (exp(iwot + exp(—iwot)) }

{
{

- %{/OOO dt exp((—i[w —wo] — 7)t> + /OOO dt eXp((—i[w +wo] — v)t)}
{

Donc

i i
—|t t . 14
exp(—7|t]) coswy (W — wo)2 + 12 + (W + wo)? + 72 (145)

Ceci est la somme de deux fonctions de Lorentz, 1'une centrée sur wy et ’autre
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FIGURE 3. La fonction f(t) = exp(—~|t|) coswpt pour wy = 1 et
v ={0.1,0.3}.

centrée sur —wy (voir fig.[d). Si wy — 0 on obtient alors

2y

S (146)

exp(—t]) —
L’autre cas limite est wy # 0 et v — 0. Dans ce cas f(f) — coswpt. La
transformée de Fourier est donnée par éq. (143), et on peut conclure
1 gl

(== = lim —
(W WO) ’YIE’% T (w ¥ WO)Q n ,_)/27

ou, en utilisant une notation plus générale,

5(z) = lim ~— 1 (147)

=0 7T 12 4 2

On trouve alors une troisieme représentation de la distribution de dirac. Une
remarque dans ce contexte : On voit que

+oo +oo 2
| s [ et =2 <.

o —00
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FIGURE 4. Transformée de Fourier de f(t) = exp(—7|t|) coswyt
pour wy = 1lety = {0.1,0.3}.

Siy = 0 cette intégrale est divergente et la transformée de Fourier de cos wyt
n’existe pas d’apres la condition (130). La transformée de Fourier de coswyt
donne une distribution et doit étre interprétée comme limite de la fonction
f(t) = exp(—7|t|) cos wyt pour v — 0.

4. Regles de calcul

Dans le suivant on donnera quelques regles de calcul pour la transformée
de Fourier. Comme pour les séries de Fourier on admet des fonctions com-
plexes f :t € R — f(t) € C.

4.1. Linéarité. On considere deux fonctions f(t) et g(¢) dont les trans-
formées de Fourier existent. Soit s(t) := af(t) + Sg(t), ot o, 3 € C. Pour la
fonction s(¢) on a la correspondance

s(t) = af(t) + Bg(t) «— 3(w) = af(w) + Bj(w). (148)

La preuve est triviale : 5(w) est obtenue par l'intégration en éq. (128), out f(t) —
af(t) + Bg(t), et I'intégration est une opération linéaire.
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4.2. Fonction complexe conjugée. Soit f(¢) une fonction périodique dont
la transformée de Fourier existe. Avec (129) on peut alors écrire

1 [t F
o= g el W)
v % ;:O —du exp(iut) f*(—u)

—+00
wi=u 1

e dw exp(iwt) f*(—w).

Ceci donne la correspondance
f1(@t) — fr(-w). (149)

4.3. Réflexiont — —t. Soit f(t) une fonction complexe dont la transformée
de Fourier existe. En utilisant (129) on obtient

1 [ .
f(=t) = o | dw exp(—iwt) f(w)
u=—w 1 >

o . —du exp(iut) f(—u)

+oo
|

e dw exp(iwt) f(—w).

Ici on obtient la correspondance
(=) = f(-w). (150)

Comme pour les séries de Fourier on décompose f(¢) en une partie paire,

f+(t) = (f(t) + f(—t))/2, et une partie impaire, f_(t) = (f(t) — f(—t))/2. Pour

les transformées de Fourier respectives on a les correspondances

fult) o Fiw) = TICE) (151)
) — fw =D (152)

A cause de la correspondance (150) les transformées de Fourier f (w) et f_(w)
ont les mémes symétries que f, () et f_(t), respectivement.

Eq. montre que

f(—w) = fr(w) sif(t)eR. (153)
Si f(t) est une fonction réelle on obtient avec et
frlw) = R{f @)} (154)

folw) = iS{f(w)}. (155)



46 3. LA TRANSFORMEE DE FOURIER

Ceci dit que f, (w) est paire et purement réelle, et f_(w) estimpaire et purement
imaginaire.

4.4. Transformation d’échelle pour ¢ ou w. Soit f(¢) une fonction com-
plexe dont la transformée de fourier existe et v # 0 € R. Avec éq. on
obtient

1 +00

ot = oo dw exp(iwyt]) f(w)
— 1 [T dv ~ (v
= = — expl(ivt <—) ,
) p(ivt) f S
w=v 1 oo . 1-:/w
= gL (5 (5))
d’ot1 la correspondance
1-./w
En posant p := v~ !, on en déduit
1 t ~
;f (;) — f(uw). (157)

4.5. Translation en ¢. Soit f(¢) une fonction complexe dont la transformée
de fourier existe. Si ¢, € R on obtient avec éq. (129)

1 [t

flt+1to) = o dw exp(ict + to]) f(w)
+o00 _
= % . dw exp(iwt) {exp(iwto)f(w)} :
ou bien ~
f(t+tg) «— exp(iwty) f(w). (158)

4.6. Translation en w. Soit f(¢) une fonction complexe dont la transformée
de fourier existe. Si wy € R on obtient avec éq. (128)

~ +OO
Flotwn) = [ dt esp(ilo+ i f(0)

o0

= /+OO dt exp(—iwt) {exp(—iwot) f(t)},

o0

d’ot1 la correspondance

f(t) exp(—iwgt) — f(w + wp). (159)
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4.7. Différentiation en t. On donne une fonction f(¢) € C dont la trans-
formé de Fourier existe. La n-iéme dérivée par rapport a ¢ est alors donnée

par
d" - {1 [T ;
%f(t) = {% /_OO dw exp(iwt)f(w)}

1 [t .
= — dw (iw)" exp(iwt) f(w).

2 J_ o
On en déduit la correspondance
d" n
%f(t) — (iw)" f(w), (160)
si la transformée de Fourier inverse de w" f (w) existe.

4.8. Différentiation en w. Soit f(t) € C une fonction dont la transformée

de Fourier existe. La n-ieme dérivée de la transformée de Fourier par rapport
a w est alors donnée par

L = 2 [T denwnio]

dw™ do™ | J_o

+00
= / dt (—it)" exp(iwt) f(t).
Ceci donne la correspondance

" f(t) — i"— f(w), (161)

dw™

si la transformée de Fourier de " f(t) existe.

5. Convolution et corrélation

Comme pour les séries de Fourier il existe des théoremes de convolution et
de corrélation pour les fonctions apériodiques.

5.1. Convolution. On donne deux fonctions apériodiques f(t) € C et
g(t) € C dont les transformées de Fourier existent. La convolution de f et g

est définie par
+o0

U*maw:/“ dr f(t —7)g(7). (162)

—00

La substitution u(7) = ¢t — 7 montre que

(f*9)(t) = (9 )(), (163)
i.e. la convolution est commutative.
Le théoreme de convolution pour des fonctions apériodiges dit que

(f * 9)(t) «— f(w)j(w). (164)
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PREUVE :
/:o dt exp(—iwt)(f * g)(t) = /:O dt exp(—iwt) {/:o drf(t — 7)9(7)}

uizf/+wdﬂﬂ7%/+mdueMX—uﬂu+TDf@)

[e.o] —00

= /_+oo drg(7T) exp(iwT) /+°° duf(u)exp(iwu) O

o —0o0
/ \\

—~ —~

G(w) fw)
La nouvelle variable d’intégration u dans la deuxieme ligne est une fonction
de t.
Remarque : Si g(t) = 0(f) ona
(f % 8)(t) — flw), (165)

car §(w) = 1. Ceci est une autre facon d’exprimer que la distribution de Dirac
est ’élément neutre de la convolution — voir éq. (132).

5.2. Corrélation. On donne deux fonctions apériodiques f(t) € Cet g(t) €
C, dont les transformées de Fourier existent. La corrélation de f et g est définie

par

+o0
(Fog)t) = [ st ng(r) (166)
Le théoreme de corrélation dit que
(fog)(t) — f(w)g"(w). (167)
PREUVE :
+o00 +oo +o0o
/ dt exp(—iwt)(f o g)(t) = / dt exp(—iwt) {/ dr f(t + T)g*(T)}
+o0o +oo
- / drg*(7) / du exp(—iwlu — 7)) f (u)

_ /_ ™ g (7) explion) / "t (w)exp(—iwn) O

o0 —0o0
/ \\

-

(@) )
On remarque que la corrélation n’est pas commutative.
5.3. Théoreme de Parseval. On donne une fonction apériodique f(t) € C

dont la transformée de Fourier existe. D’apres (167) I"autocorrélation peut étre
écrite sous la forme

(Fo ) =5 | do explivn) )P (168)

21 J_ o
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En utilisant la définition de la corrélation on obtient pour ¢t = 0

+o0 +oo
| arnsor =5 [ awlfer (169)

o0 —00

Ceci est le théoreeme de Parseval pour les fonctions apériodiques. A part le
facteur 1/27 les intégrales de |f|? sur ¢ et de | f|? sur w sont identiques.

5.4. Convolution en w. Soient f(t), g(t) deux fonctions complexes dont les

transformées de Fourier existent. On considére la convolution de f(w) et g(w),
(Friw) = [ dofw-2a), (170

[e.9]

i.e. la convolution dans le domaine de w. Par transformation de Fourier inverse
on trouve la correspondance

F@)g(t) — 5-(F* 3)(w) a71)

PREUVE :

LAY expiwt)(Fxd)(w) = — /_ o exp(iwt) { /_ e flw- Q)Q(Q)}

21 [e¢)

+00 Foo g
v=w—0 1 /_ dQ §(Q) /_ dv exp(itfv + Q]) f(v)

1 +oo 400 _
=5 dQ) g(£2) exp(itf2) / dvf(v)exp(itv) O
T J -0 —00
o(0) 2 (1)

5.5. Corrélation en w. Soient f(t), g(t) deux fonctions complexes dont les

transformées de Fourier existent. La corrélation de f(w) et g(w) est donnée par,
+oo

(Foaw)= [ doftw+ 5@, (172)

e}

La transformation de Fourier inverse donne la correspondance

F(0)g° (1) — (o 3)(w) (73)
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PREUVE :
1 [r> . 1 [t foe oz
p dw exp(iwt)(fog)(w) = 2—/ dw exp(iwt) {/ 2 f(w + Q)g*(fD}
Y —00 ™ — 00 —00
v=w+Q 1 oo ~ oo . ~
= o dQ g*(2) dv exp(itfv — Q]) f(v)
T J oo o
1 —+o00 +oo ~
=5 dQ g () exp(—itQ)/ dvf(v)exp(itv) O
T J oo oo
gt 2n (1)
5.6. Exemple.

Exemple 3.3 (Convolution en w). Soient f(t) := exp(—vlt|) (v > 0) et g(¢t) :=
coswot (wp € R). On cherche la transformée de Fourier du produit h(t) :=
f(t)g(t). Les transformées de Fourier de f et g sont

coswot «— I (w — wp) + T (w + wp),
2y
w2442
Si I'on applique le théoréeme de convolution dans le domaine des fréquences

(voir éq. (171))) on obtient

exp(—[t]) «—

+o00
f)g(t) «— % ) df} (Q—jﬁ (ﬂ&(Q —wp) + wH(Q+ w0)>
v N g

(w—wo)?+7%  (w+wy)?+7%
On retrouve le résultat (145).

6. La fonction de Heaviside

6.1. Définition. Formellement la fonction de Heaviside est définie comme
“primitive” de la distribution de Dirac,

o) = /t dr d(7), (174)
i) = %@(t). (175)

Evidemment ©(t) = 0sit < 0, et ©(t) = 1sit > 0. Pour ¢ = 0 on pose
Ot)=1/2:

0 si t<0
O(t) = % si t=0. (176)
1 si t>0
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FIGURE 5. Les fonctions 4, (t) et ©,(t) pour v = {0.3,0.1} (ligne
pointillée et continue).

La définition ©(0) = 1/2 vient du fait qu'on integre sur la “moitié de la
distribution de Dirac”. Ceci peut étre illustré en partant de la forme
pour §(t). L'avantage d’utiliser cette forme est qu'une fonction de Lorentz est
différentiable en ¢t € R et sa primitive est une fonction trigonométrique bien
connue : On définit (voir fig.

I
= 177
5’}’ (t) T t2 + 72 ( )
¢ 1 1 t
O,(t) = . dré, (1) = 5T arctan - ) (178)
La fonction de Heaviside est la limite
O(t) = liH(l) O,(t). (179)
’y%

Comme arctan(0) = 0 on trouve que ©,(0) = 1/2 pour n'importe quel v > 0,
et on peut conclure que ©(0) = 1/2.
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6.2. Transformée de Fourier. Calculons maintenant la transformée de
Fourier de O(t), qui peut étre écrite sous la forme

N +o0o o
Ow) = / dt ©(t) exp(—iwt) = lim dt exp(—iwt)
o 0

— i 1-— exp(—zwa).
0—00 w

Cette limite n’est pas définie et on considére une définition suivante pour
Ow):
- o0 1

Olw) = lig j db exp(iwt)exp(=et) = lim —2r.

Le facteur exp(—et) (¢ > 0) force la convergence de l'intégrale pout tout € > 0
et on obtient la correspondance

1
li ) 1
O(f) — lim —— (180)
Une autre forme est
O(t) «— mé(w) + P (%) , (181)
w

ol 'on définit

W 0 si w=20

p(i) - {i st w0 (182)

Pour passer de 1’éq. (180) a I'éq. (181) on utilise que
1 € w 1
li =1li — =70 — .
0% € + iw e—1>%l+{62—|—w2 62+w2} i (w)+P(iw)

6.3. Application.

Exemple 3.4 (Transformée de Fourier d"un sinus cardinal). On donne la fonc-
tion (“sinus cardinal”)

sint

f(t) = - = sinc(t)

dont un cherche la transformée de Fourier. On voit que

+1
f(t) = —/ da cos(at).

-1
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N 0.5

15 N=A0 W 5 N 15
-0

.2 -2 -1 1 2

FIGURE 6. Le sinus cardinal (a gauche) et sa transformée de
Fourier (a droite).

Par conséquent

fw) = /:O dt exp(—iwt) {% /:1 da cos(at)}

-~

f®)

1 [+ oo 1 [+
= 5/ da / dt exp(—iwt) cos(at) = 5/ da {mé(w — a) + m0(w +a)}
-1 —00

-1

+1 w+1
:7T/ dad(w + a) w+%_>uﬂ'/ du o (u)

1 -1

:W{/wﬂdué(u) —/w_ldué(u)} (0w 1) — 0w — 1)}

— 00 —0o0

Ici on utilise que f_+11 dad(w—a)= fjll da §(w + a), ce qu'on montre par la sub-
stitution @ — —a. La transformée de Fourier de f(t) s’écrit alors explicitement

f(w):{w si |w] < 1,

0 sinon.

La fonction f(t) et sa transformée de Fourier sont montrées dans la figure[6| Par
transformée de Fourier inverse on voit facilement que ce résultat est correct,

1 “+o00 _ 1 +1 . "
5 | e expliwn) @) = 3 / o explivt) = T O

La transformée de Fourier joue un role important pour le traitement
numérique du signal (théoréme de Shannon)ﬂ

1. voir cours “Traitement numérique du Signal”
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7. Solution des équations différentielles

7.1. Le concept. Nous avons vu qu’on peut facilement exprimer la solu-
tion (particuliere) d’une équation differentielle ordinaire linéaire sous forme
d’une série de Fourier sil'inhomogénéité f(¢) est une fonction périodique dont
on connait les coefficients de Fourier. En utilisant la transformation de Fou-
rier ceci peut étre généralisé a des cas o f(t) est une fonction quelconque (en
général non-périodique) dont la transformée de Fourier existe. On considere
encore une fois (voir éq. (I83)) 1'équation différentielle

any™ () + an_1y™ V() + ..+ aryO () + aoy(t) = (1), (183)

ol ay, sont des constantes et y*)(t) est la k-iéme dérivée de y(t) par rapport a t.
Comme

d?’L

S y(t) —— (1w)"g(w),
on trouve par transformation de Fourier

P (iw)j(w) = f(w), (184)
ot P,(z) est le polynome caractéristique (110),
Puz)=ag+arz+...4+ap_ 12"+ a,2"

La solution pour (w) est donc donnée par

o W)
i) = piy (185)
et on obtient une solution particuliere de (183)) par
_ Lo e
yp(t) = gy /_OO dw Pliw) exp(iwt). (186)

L'évaluation de telles intégrales est facilitée par la méthode des résidus qui va
étre présentée dans le chapitre 4

On rappelle que la solution complete a la forme y(t) = y,(t) + yn(t), ou
yn(t) est la solution de I'équation homogene (voir eq. (114)). Nous avons vu que
la forme générale est

N mg—1

Z Z Cklt exp )\kt

k=1 [=0

N est le nombre de zéros différents du polynome caractéristique et les c;; sont
des constantes arbitraires qui peuvent étre fixées en posant des conditions ini-

tiales pour y(t) et ses dérivées yo ( ), k=1,...,n—1.
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7.2. Fonction de transfert. L'équation (185) montre que g,(w) a la forme

(@) = h(@)fw), (187)
~ 1
h(w) = P’ (188)
En applicant le théoréme de convolution on voit que
+o0o
wit) = [ bt =) (159)
1 [t 1 ‘
h(t) = dw exp(iwt). (190)

21 ) o Po(iw)

On appelle h(t) la fonction de transfert. Sil’équation différentielle décrit un
systeme physique, par exemple circuit électrique, et f(t) une force extérieure,
par exemple une source de tension, h(t) décrit la transformation de cette force
extérieure en une “réponse” y,(t) du syteme. On voit que h(t) décrit le systeme
et ne dépende pas de f(t). Un systeme qui peut étre décrit par une fonction de
transfert h(t) est un systeme linéaire.

D’apres éq. h(t) peut étre interprétée comme réponse a une force dont
la transformée de Fourier est I'unité. On sait que la distribution de Dirac a cette
propiété. Par conséquent h(t) vérifie 'équation différentielle

anh ™ (t) 4+ an BV (@) + .+ arhD(t) 4 aoh(t) = 6(1). (191)

Ceci est l'équivalent a 1'éq. pour les fonctions non-périodiques.
L’équation différentielle suit aussi par la réflexion suivante. Partant de
I'opérateur (par rapport a la définition on indique explicitement 1’action
sur la variable t)

Limand pa il
t = andtn Ap—1 dtn_l aq di Qo
il suit de (189) que
+oo
Lonlt) = £ | drhe = 7)5(7)

:/ OOdT{Eth(t—T)}f(T)Z/ OOdT5(t—T>f<T)7

oo — 00
N

—f(t
d’ott on déduit L;h(t — 7) = §(t — 7), ol bien
Lh(t) = 6(t).
Ceci est exactement 1'eq. (191).
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7.3. Un exemple. On considere 1'équation différentielle

y@ () + 7y (t) + WFy(t) = F(1). (192)
ou bien

d*y dy 2
_ _ = t

ol y = y(t). On pose v > 0 et wy € R. La force extérieure n’est pas spécifiée.
L'équation (192) décrit par exemple le courant dans un circuit RLC qui est
produit par une source de tension f(t).

7.3.1. Fonction de transfert. Transformation de Fourier et utilisation de la
correspondance (160) donne

{—w® +ivw+wi} (w) = flw).
Ici le polyndme cractéristique a la forme
Py(2) = 22 + vz + uj. (193)

Une solution particuliere s’écrit alors

y(t) = — / " o expliwt)h(w) f(w) = / S drh(t— ) (),

B % — 0o —0o0
ou
~ 1 1
h = =
() Py(iw)  wi—w?+iyw’
W) — I exp(iwt)
Y S Wi —w? 4w

Le calcul de h(t) est facilité par l'utilisation du théoreme des résidus qu’on
va discuter dans le chapitre 4] Il est néanmoins possible de calculer A(t) sans
utilisation de ce théoreme. On cherche d’abord les zéros du dénominateur de
h(w). L’équation quadratique

W —iyw—wi =0

iy / 7
W172:5i97 Q= w%—z

(2 peut étre réelle, imaginaire, ou zéro. On utilise maintenant la décomposition
en éléments simples de h(w). Posant

h(w) = - -4, 5
Cw—w)w—w) w—w w—wy

a les solutions

on trouve A = —1/(2Q2) et B = 1/(2(2). La transformée de Fourier inverse de
h(w) prend alors la forme

1 1 [t exp(iwt) 1 [t exp(iwt)
W)= —d—— [ 4 — [ |
(®) QQ{ 27r/oo u)w—i(v/2)—Q—|_27r o ww—z’(v/2)+9}
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Dans la premiere intégrale on substitue v = w — 2 et dans la deuxiéme u =
w + 2. Ceci donne

1 exp(iQt) [T  exp(iut)  exp(—iQt) [T exp(iut)
=5 {25 [ e [ )

On sait que

21 €+ w

O(t) exp(—et) = 1 /Jm dw exp(iwt)

—00

pour tout € > 0. Par conséquent,

h(t) = 1 {—i@(t) exp (—lt> exp(iQt) + iO(t) exp (—lt) exp(—z’Qt)} :
2Q 2 2
Une forme plus compacte pour h(t) est
h(t) = O(1) exp (-%) S”;Qt. (194)

On voit que h(t) est une fonction de transfert causale. Comme h(t) =0sit < 0,
la solution particuliére peut étre écrite sous la forme

(1) = / dr h(t —7)f(r),

—00

car h(t —7) = 0si 7 > t. La réponse y,(t) ne contient que des contributions de
f(7) pour lesquelles ¢t > .

On note que est valable pour tout Q € R. Si w2 < +?/4, Q devient
complexe et on peut écrire 2 = 7|(2|. Dans ce cas h(t) n’est plus périodique,

inh [t
h(t) = O(f) exp [ — 2L ) bl (195)
2 2]
Dans le cas limite, ot 2 = 0, on a
h(t) = O(t)t exp (—%t) | (196)

Fig.[7|montre la fonction h(t) pour wy = 1 et trois constantes de friction , tel
que wi > /4, wi = /4 etwi < 4?/4.

7.3.2. Solution complete. Afin d’obtenir la solution complete de I'équation
différentielle il faut également résoudre 1’équation homogene,

d*yn | dyn
ar " at

Sil’on pose yj,(t) = exp(At) on obtient
Py(A) = X+ X +wi=0.

+ wly, = 0. (197)

Les zéros sont

/\1’2:—%"—2.9, Q= wg——.
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FIGURE 7. La fonction de transfert h(t) de l'‘équation
différentielle (192). Les parametres sont wy = 1 ety = 0.5, 2, 3.

Au lieu de choisir les fonctions complexes
vyt .
exp(Mt) = exp (—5> exp(idt),

t
exp(Aat) = exp (—l> exp(—i§2t),

comme base pour y;(t) il est plus pratique d’utiliser les combinaisons linéaires
réelles

De cette manieére y,(t) est par construction réelle. On écrit alors

y(t) = yp(t) + yn(t)

+o0o ’}/t )
= dr h(t — 7)f(1) + exp ) <C’1 cos Qt 4+ Cy stt),

[ee]

ot h(t) est donnée par 1'éq. (194), f(t) est une fonction quelconque dont la
transformée de Fourier existe, et ' , sont des constantes qui sont fixées par les
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conditions initiales. Posons maintenant

f(t)=06().
Ceci donne
1 —exp (—2) {cos Qt + o5 sin(Qt)
yp<t> — @(t) ( 2) { 5 20) }
wo
Avec les conditions initiales
y(0+) = lim y(e) =0,
. _ o y(e) —y(0)
y(0+> - eli)%i € - 07

on obtient ¢y = C;y = 0, car y,(0+) = y,(0+) = 0. On remarque que les condi-
tions initiales doivent étre posées sous la forme ci-dessus parce que ¥,(t) “sau-
te” at = 0. Comme C; = C; = 0, la solution complete est identique avec la
solution particuliére,

y(t) = (1)
Fig. [/ montre y(t) correspondant a la fonction de transfert montrée dans la fig.
[7l On voit que dans le cas apériodique limite, ot Q = 0, y(t) atteint la valeur
d’équilibre, y(c0) = 1/w3, le plus rapidement.
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FIGURE 8. La réponse y(t) de 'équation différentielle pour
f(t) = O(t). Les conditions initiales sont y(0+) = y(0+) = 0 et
les parametres sont wy = 1, et v = 0.5, 2, 3. Les valeurs pour wy et
7 sont les mémes que dans la fig.[7]



CHAPITRE 4

Eléments de I’analyse complexe.

1. Définition
On considere maintenant des fonctions dont 1’ensemble de départ (en-

semble de définition) et 'ensemble d’arrivée (I’ensemble des valeurs) sont des
domaines dans C,

A chaque z € D, correspond exactement une valeur f(z) € D,. Si z = x + iy
(r,y € R) on écrit
f(2) = fe +ay) = u(z, y) +iv(z,y), (199)

ol u et v sont des fonctions réelles de x et y.
On dit qu'une fonction complexe est continue en un point z, € ID; si pour
tout € > 0 il existe un § > 0 tel que

|f(2) = f(z0)| <€ si|z— 2| <. (200)

2. Quelques fonctions élémentaires

2.1. Exponentielle. Un exemple pour une fonction complexe est 1'expo-
nentielle

o0

Zn
exp(z) =)~ |zl <o, (201)

n=0

pour laquelle D; = D, = Z. Comme
exp(z) = exp(x + iy) = exp(x) exp(iy) = exp(x) cos(y) + i exp(x) sin(y),
on trouve que
u(z,y) = exp(x)cos(y),
v(z,y) = exp(x)sin(y).

On voit que

exp(z1 £ 22) = exp(z1)exp(Eza), (202)
exp(—z) = @ , (203)
exp(z) = exp(z+ 2mik), keZ. (204)

61
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2.2. Le logarithme complexe. Le logarithme d’un nombre complexe est
définie par la relation

exp(ln(z)] = 2. (205)
La définition suivante vérifie la relation ci-dessus :
In(z) = In(|z|) + i(¢ + 2k7), k€ Z, (206)

ol z = |z|exp(ip) et z # 0. Comme z = |z|exp(ip) = exp(ip)exp(i27k), le
logarithme n’est pas une fonction univoque, et on définit la branche principale

par
Ln(z) = In(|z|) +ip, ¢ € (—m, 7). (207)

Le logarithme complexe permet entre autres de définir le logarithme d'un
nombre réel négatif. Si z = —2, on écrit = = 2exp(im), et par conséquent
Ln(—2) = In(2) + in. Regardons un deuxieme exemple : z = —i. Comme
exp(i37/2) = exp(—im/2), on trouve Ln(—i) = In(1) — in/2 = —in/2.
2.3. Puissance complexe. Pour a, z € C, a # 0, on définit

a® = exp[zLn(a)]. (208)
Avec cette définition on trouve pour z;, 2, € C

ala®? = g\, (209)

Preuve : a*'a** = exp[z;Ln(a)] exp[zLn(a)] = exp[(z1 + 22)Ln(a)] = al®1+22),
De la méme maniére on trouve que

(a*)? = a™*. (210)
Preuve : (a**)* = (exp[z1Ln(a)])” = exp[z221Ln(a)] = a**2.
2.4. Fonction trigonométriques. On définit

exp(iz) + exp(iz)

cosz = 5 , z € C, (211)
sin z = exp(i) 2_ exp(zz)) z €C, (212)
i
tan z = sz, cos z # 0, (213)
Cos 2
cot z = (tanz) ™, sin z # 0. (214)

Quelques régles de calcul :

(1) Les zéros de cos z et sin z.
Avec z = x + iy on trouve les décompositions

cosz = cosxcoshy —¢sinzsinhy,

sinz = sinxcoshy + ¢cosxsinhy.
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On rapelle que coshz = (exp[z] + exp[—z])/2 et sinhz = (exp[z] —
exp[—z])/2, x € R. Par conséquent

cosz=0 <« y=0, x:(2k+1)g, (215)
sinz=0 & y=0, z=km. (216)

Les zéros de cos z et sin z sont les mémes que pour les fonctions réelles
correspondantes.

(2) Formule d’Euler.
exp(iz) = cos z + isin z. (217)
Attention : cos z et sin z ne sont pas la parties réelle et imaginaire, res-
pectivement, de exp(iz) !
(3) Théoremes d’addition.
cos(z1 + z2) = €OS 21 COS z3 — sin 2 sin 2o, (218)

sin(z; + z3) = €08 21 sin 29 + sin 21 oS 2. (219)

Ces relations suivent de (217) et (202).

(4) Relation entre sin z et cos z.

cos® z +sin® z = 1. (220)
On vérifie cette relation en utilisant (218) avec z; = z et 2, = —2z;. Ceci

donne cos(0) = 1 = cos? z + sin? z.

2.5. Fonctions hyperboliques. On définit
exp(z) + exp(2)

cosh z = 5 , z € C, (221)
sinh z = exp(2) ; exp(z)j z € C, (222)
inh
tanh z = S0 Z, cosh z # 0, (223)
cosh z
coth z = (tanh z)™*, sinh z # 0. (224)

Quelques régles de calcul :

(1) Relation avec les fonctions trigonométriques.

cosh z = cos(iz), cos z = cosh(iz), (225)
sinh z = —isin(iz), sinz = —isinh(iz) (226)
tanh z = —itan(iz), tanz = —itanh(iz) (227)

coth z = i cot(iz), cot z = i coth(iz). (228)
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(2) Les zéros de cosh z et sinh z.
Avec z = z + 1y il suit que
coshz = coshxzcosy + ¢sinhxsiny,

sinhz = sinhxcosy + ¢coshxsiny.

Ceci montre que

™

coshz=0 <& y:(2k+1)2, x =0, (229)
sinhz=0 < y=km, x=0. (230)
(38) Théoremes d’addition.

cosh(z; + z2) = cosh z; cosh zo + sinh z; sinh 2, (231)
sinh(z; + 29) = sinh z; cosh z5 + cosh z; sinh z,. (232)

(4) Relation entre sinh z et cosh z.
cosh? z — sinh? z = 1. (233)
On vérifie cette relation en utilisant avec z; = z et 29 = —2z,. Ceci

donne cosh(0) = 1 = cosh® z — sinh® z.

3. Différentiation d’une fonction complexe

3.1. La dérivée d’une fonction complexe. La définition de la dérivée
d’une fonction complexe est la méme que pour les fonctions réelles :

dz 2=20 z2—20 Z— 20

On remarque que le chemin z — 2, n’est pas spécifié. Dans un voisinage infi-
nitésimal de z, le chemin peut étre approximé par

2z = zy + eexp(io), (235)

o e > 0et¢ € [0,27). Une différence importante par rapport aux fonctions
réelles est qu’il y a un nombre infini de directions pour s’approcher de z,. Si
I'on travaille avec des fonctions réelles, un point x, sur 1’axe réel peut étre
atteint par la droite ou par la gauche. On dit qu'une fonction réelle f(z) est
différentiable en un point z si

lim f(z) — f(xo) — lim f(z) — f(zo)

. (236)
T—xo+ T — 2o T—To— T — X

Pour les fonctions complexes on demande que la limite (234) ne dépende pas

du chemin z — z,. En utilisant le paramétrage (235) on demande alors que la

limite (234) ne dépende pas de ¢.
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Im{=}|k

FIGURE 1. Le paramétrage du chemin z — 2, dans le voisinage
de zy. On pose z = z, + eexp(ig).

3.2. Equations de Cauchy-Riemann.

Théoreme 4.1 (Différentiabilité d"une fonction complexe). Une fonction f(z) =
u(z,y) +iv(x,y) (2 = = + iy) est différentiable en un point z, si et seulement si
les équations différentielles de Cauchy-Riemann (CR)
ou v du v
or Oy’ oy 0z’
sont vérifiées en ce point (on suppose que toutes les dérivées partielles de u et
v existent). On appelle une telle fonction holomorphe ou analytique.

(237)

On montre d’abord que les équations de Cauchy-Riemann sont une condi-
tion nécessaire pour la différentiabilité de f(z) dans z = z,. La différence
f(z) — f(20) ala forme explicite

f(z) = f=0) = {u(z,y) — u(wo, yo)} + i{v(z,y) — v(20,y0)},

oll 29 = g + 1Yo et z = x + iy. D’apres 1'éq. (235) la partie réelle et imaginaire
de z sont données par

r=1x9+e€cosp, et y=1yy+ esing,
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respectivement. Si € est petit on peut approximer

0
w(z,y) — u(zo,yo) ~ du= = €cos ¢+ 2 €sin ¢
81' OW—/ ay 0
dx dy
0 0
v(z,y) —v(To,y0) =~ dv= 7 €COS @ + z esing.
8.1' OR/—/ 8y 0
dx dy
L'indice “0” indique que les dérivées partielles sont a évaluer en z = z,.
Comme z — z, = eexp(i¢) on trouve que
tim =G iz )
Z—20 Z— 20
y {%‘Oecomé—i- g—Z Oesingzﬁ} —l—i{%‘oecosqb—i— g—z Ogsjn¢}
T cexp(io)
. ou ou| . | Ov ov| .
= exp(—i¢) { {% OCOSQH— o Osmgb} +1 [% Ocosq5+ ay Osmgb] } .

La dérivée de f(z) en z = z, est a priori une fonction de l'angle ¢. Si f est
différentiable en z = z;, on doit imposer que f'(zy, ¢) ne dépend pas de ¢, ou

bien
Of' (20, 9) L 0
0¢p '
Ceci donne la condition
ou ou

. ov [ Ov
exp(‘”@{(%ﬁa—yo)“(a—yo‘%o)}:&

Comme exp(—2i¢) # 0 pour tout ¢, les équations doivent étre vérifiées en
z = 2. Les équations de Cauchy-Riemann sont donc une condition nécessaire
pour que f(z) soit différentiable en z = z,. On voit facilement qu’elles sont
également une condition suffisante pour la différentiabilité de f(z) en z = 2.
On écrit

ou v

f'(20,¢) = exp(—ig) { {% Ocosgb—l— g—z Osingb} +1 [% Ocos¢+ gy Osingzﬁ} } :
et on élimine les dérivées partielles de v(x,y) a l'aide des équations CR que
I’'on suppose données. Ceci donne

Fe06) = exp(-io)] O

0
[cos¢+isinqb]+a—u [sin¢—icos¢]}
— Yo ~———~\——

expl(i6) D iewnlio)

0

@
ox

o
0 o

(238)

0
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Cette expression ne dépend plus de ¢! On remarque qu’on peut également
éliminier les dérivées partielles de u dans 'expression pour f/(z9, ¢) :

0 5}
f'(z0,0) = exp(—i¢){ a—Z [cos ¢ + i sin ¢] — % Lsingb —icos qbl}
R 0 ~

exp(i¢) —iexp(i¢)

ov
dy
Comme on suppose les éq. CR données, ce résultat est équivalent a 1’expres-

sion (238).

Exemple 4.1. Pour illustrer I'application des équations CR. On considere la
fonction

Ov

/l/_
0 ox

(239)

0

f(2) = exp(z) = expxcosy +iexpzsiny

u(@y) v(a)
Les dérivées partielles sont

ou ou _
—— = eXp T Cos Y, —— = —expwsiny,
ox oy
ov , ov
—— = expxsiny, —— = eXp T Ccos Y.
0w 0

Ceci montre que les équations CR sont vérifiées pour n'importe quel z, € C, et
f(z) est donc différentiable dans C.

4. Intégration d’une fonction complexe

L'intégration d'une fonction complexe est définie comme intégration le
long d’un contour orienté (¢) dans le plan complexe (voir fig. 2). Le contour
doit étre paramétré, i.e. on définit une courbe z(t) = z(t) + iy(t), t € [to,t1], tel
que z(ty) = 2z et z(t1) = 2. Ici t est le parametre de la courbe choisie. On peut
imaginer que z(t) est une courbe en fonction du temps. Toute intégrale dans le
plan complexe devient alors une intégrale de chemin :

t1

/dzf(z) ::/ dt 2(t) f(2(t)). (240)
Rl to

I est évident que le résultat de l'intégration dépend en général du contour

qu’on choisit.

Exemple 4.2. On consideére la fonction f(z) = 2? qu’on integre le long des
contours montrés en fig.
— Contour A : On définit z(t)

= (1414)t, ou A € [0, 1]. La courbe z(t) vérifie
les conditions z(0) = 0 et z(1) =

1414, et 2(t) = 1+ i. Avec ces définitions
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Ee{=z|

FIGURE 2. Contour d’intégration dans le plan complexe.

on obtient

1
Iy = /dzf(z):/ dt (1+1){(1+4)t}?
i 0 (1) 2(1)?2
B [ (1)
— Q+Q§A(ﬁﬂ_ T

— Contour B : Pour la premiere partie (z = 0 — z = 1) on définit 2 (t) = ¢,
t € [0,1], et la deuxiéme partie (z = 1 — 1 + 7) est paramétrée par 2,(t) =

1+it, t €[0,1]. Avec & = 1 et ©2 = j ceci donne

2:(1+0f

1 1
Ip :—/ dzf(z)—/ dtt2+/ dti(1 + it)
B 0 0 3

On obtient alors le méme résultat que pour le contour A.

On refait les mémes intégrations pour la fonction f(z) = |z|.
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Exemple 4.3.
Imi{=}| &

1+i

L————————

=
Ee{=|

FIGURE 3. Contours d’intégration = = 0 — 2z = 1 + 4 pour la
fonction f(z) = 2. Contour A : ligne continue, contour B : ligne
discontinue.

— Contour A :

Ih = /dzf(z):/o dt (14 4)|(1 + )]

1 1 21 -
= /dt(1+i)2t2—2(1+i)/ dtt? = (3“).
0 0

— Contour B :

1 1
Iy = /dzf(z):/ dtt2+/ dt i1 + it 2
B 0 0
! ! 1+ 4i
= /dtt2+/ dti(l+t%) = :
0 0 3

Pour la fonction f(z) = |z|? les intégrales I, et I sont différentes.

69
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5. Le théoreme de Cauchy

Nous avons vu que la dérivée d’une fonction complexe f(z) en un point
2y est définie si les équations CR sont vérifiées en ce point. Dans ce cas uni-
quement on peut parler de la dérivée f'(z,). Maintenant on peut se poser la
question : A quelle condition l'intégrale d"une fonction complexe ne dépend-
elle pas du chemin choisi ?

Théoreme 4.2. L'intégrale d"une fonction complexe ne dépend pas du chemin
entre deux points 2 et z; ssi les équations de Cauchy-Riemann sont vérifiées
dans le domaine d’intégration et si le domaine est connexe.

PREUVE : Partant de la définition (240) de l'intégrale d"une fonction com-
plexe, on écrit

e [ | Y it (1)1 (=(1)

to

- / at (flt +%) (ulart). w(1)) + (1), (1))

f dx dy f dx dy
= dt | —u— — ' dt | —

ol z = z + iy et f(2) = u(z,y) + iv(z,y). La partie réelle et la partie imagi-
naire de l'intégrale I peuvent étre écrites sous forme d’intégrales de chemin
des champs vectoriels en Ry. En posant

T = x€ + Y&y,
A(F) = Aglr+ AyE, = u(x,y)é, — v(z,y)é,,
é(?) = B,é, + B,é, = v(z,y)e, + u(x,y)é,,

on peut écrire

wiy = [ (G- Go) = [ dvto),
S{1} - /:dt <d—%+—u) /dtr 0 - Bir()).

On sait de I’analyse vectorielle que R {1} et 3 {/} ne dépendent pas du contour

choisi ssi
04, 04, 0B, %

=Y o L= ,
oy ox dy ox
respectivement. Avec les définitions de A et B, ceci est équivalent a

ou ov dv  Ou

ay oz ¢ 9y o
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Une conséquence immédiate du théoreme [4.2] est que I'intégrale le long d'un
contour fermé est zéro :

Théoréme 4.3 (Théoréme de Cauchy). Soit f : 2 € D C C — C une fonction
holomorphe (analytique) partout dans D, et v : ¢t € R — C un contour fermé
dans D. L'intégrale de f(z) le long ~ est zéro,

f d=f(2) = 0. (241)

Il est important que f(z) est analytique partout dans D. Regardons
I'intégrale de la fonction f(z) = 1/z pour le contour fermé v : z = explit],

te0,2m):
2m 2 (¢
j{dz f(z) = / dt& = 2mi.
o' 0 Z<t>
Avec 1
___ 7t Y
fe) =7 PN
N—— N——
u(z,y) v(z,y)
on trouve que
ou  —x*+y* v
or (22 +92)2 Oy’
ou —2ry  Ov
oy (22 +y2?2 O

Les équations CR sont vérifiées, a I'exception du point z = 0, out f(2) est sin-
guliere. C’est cette exception qui fait que l'intégrale la long du contour fermé
v n’est pas zéro.

6. La formule fondamentale de 1’analyse complexe

Pour dériver la formule fondamentale de I’analyse complexe on a besoin
du théoréme suivant qui est une conéquence du théoreme de Cauchy :

Théoreme 4.4. Soit f(z) une fonction holomorphe dans un domaine D C C
non-connexe. Si y; et v, sont deux contours fermés quelconques dans D), il suit

que
jél dz f(z) = 7{ dz f(2). (242)

PREUVE : On consideére les contours fermés ~; et 7, de la figure E| qui
contournent deux “trous” dans le domaine D C C. En revanche, les contours
fermés w; et w, ne contournent pas de points exclus. Par conséquent

]{1 de(z)Jr]i dz f(2) :]idzﬂz)_ﬁ dzf(z)=0 O
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———

N\
N/

FIGURE 4. Les contours pour démontrer le théoréme (voir texte).

Ici on a utilisé que les intégrales le long des ségments communs (lignes poin-
tilliées dans la fig. ) s’anullent. On peut maintenant démontrer une identité
qui est fondamentale pour 1’analyse complexe :

Théoreme 4.5 (Théoréme fondamental de 1’analyse complexe). Soient D C C
un domaine connexe dans C, f(z) une fonction holomorphe dans D, et v un
contour fermé dans . Il suit que pour tout point z a I'intérieur du contour

1) =5 fac 2 (243)

PREUVE : On définit d’abord un deuxiéme contour w : {(t) = z + eexplit],
e > 0, a I'intérieur du contour ~ (voir fig. 5). En utilisant le théoreme [4.4] on

peut écrire
f(¢) f(¢)
d¢ —* = ¢ d({ —>*.
7{ T K
Avec ceci on a

1 ACO NS S SR (410
27ri£dcg—z C2mi dtqt)C(t)—z
_ oy L f(©)
= dt f(z + eexplit]) = ZWiﬁdCC—z
pour n'importe quel contour fermé v dans D. Le résultat est valable pour tout
rayon € > 0 et on peut faire tendre € vers zero :

Qim]{dgg(%)z: m 5 [ derte+coxplit) = ) O

lim —
e—0+ 27T

1 2
2r Jo
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I peut étre obtenue en utilisant 1'identité (243). On change la variable
d’intégration de z a ( et on écrit

L e
7%3 R,

1 expC 1 exp ¢
—- = d -~z d

27{@3 s 2f<|=3 ‘T2

1

2

exp C 1
d - = d

1

= 27ri(%exp(0)—§exp( >—7m(1—e ).

Exemple 4.5. On change le rayon du contour dans 1’exemple précédent

j f " exp z
' \z|=l 22 + 22

Maintenant on obtient
exp C
I = f d{ ———
=1 ¢+ 2¢

1 exp( 1 exp( 1 exp ¢
= = d - = d == d
27221 ¢ ¢ 2?{421 CC—FQ 2?{421 C(—Z

=0

z=0

Comme z = —2 esta l'extérieur du contour || = 1 la fonction (exp ¢)/({+2)
est holomorphe a l'intérieur du contour || = 1, et 'intégrale donne zéro.

7. Séries de Taylor et de Laurent
7.1. Séries de Taylor.

Théoréme 4.6 (Séries de Taylor). Soient D C C un domaine connexe dans C,
f(z) une fonction holomorphe dans D, et v un contour fermé dans D. Pour
deux points z, 2y € D, f(z) peut étre représentée sous la forme

fz) = D calz— z)" (245)
n=0
_ _ S
o= 5 é ey (246)

Si v est réalisé par un cercle autour de z,, on appelle la valeur maximale pour
le rayon de ~y le rayon de convergence de la série (245) (voir fig.[6).
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FIGURE 6. Domaine de convergence d'une série de Taylor pour

un développement autour de 2.
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Les integrales ci-dessus ne dépendent pas du chemin choisi, a condition qu’il
reste entierement dans ID. Si y est un contour fermé quelconque dans I, il suit
que

o0

© _ B f©)
T 2mi —z HZ:O(Z 2m ]{dé (¢ — zo)"“/ =

-
Cn

Une propriété intéressante des fonctions holomorphes est qu’on peut expri-
mer leurs dérivées par des intégrales de la méme fonction. Il suit de I'équation

£5) que
1 n
Cpn = Ef( )(20)7
et la comparaison avec (246) montre que

f(n)(zo) = Zn_7r|2 j{ydé’% (247)

Pour n = 0 on retrouve le théoreme fondamental (243). La relation (247)
montre aussi que les fonctions holomorphes possédent des dérivées de tout
ordre.

7.2. Séries de Laurent.

Théoreme 4.7 (Séries de Laurent). Soient D C C un domaine non-connexe
dans C, f(z) une fonction holomorphe dans D. Pour tout point z, a I'intérieur
de la partié exclue de D, f(z) peut étre représentée sous la forme

o

fz) = D clz—z)" (248)

n=—0oo

e (249)

ol v est un controur fermé a l'intérieur de D et z € D. Si v est réalisé par un
cercle autour de z,, on appelle la valeur maximale pour le rayon de v le rayon
de convergence, et la valeur minimale le rayon de divergence de la série (248)) (voir

fig.[7).
PREUVE : On utilise les contours C ; et w; » montrés dans la fig.[7] D’apres
le théoreme fondamental (4.5 ﬂ on peut écrire

flz) =

2m %

C L[ 1© lfcd%f@-

2mi Jo, T C—2  2mi
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FIGURE 7. A gauche : Domaine de convergence d'une série de
Laurent pour un développement autour de z,. A droite : Les
contours utilisés pour démontrer le théoreme [4.7] (voir texte).

L'intégrale sur w, donne zéro parce que f(¢)/(z — () est holomorphe partout
a l'intérieur de wy. Comme les intégrales le long des parties communes de w;
et w; s'annullent, il suit que fm + fwg = 3@02 - fcl. On définit maintenant C; :
¢ — 20| =retCy:|¢— 2| =R.SurChyona |z — 2| < | — 2| =R, et par
conséquent

r 1 1 > (z—z\"
C—Z_(C—Zo)—(z—zo)_C—ZogQ—ZO)

En revanche, sur Cj ona |z — 2| > [( — 2| =7,

I 1 _ 1 — ((—2\"
C—2 (C—2z)—(2—2) Z—ZO;(Z—ZO> '

n

Ceci donne

> 1

n=0
oo

1
DN O TG
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Si l'on change l'indice de sommation dans la deuxieme somme de n a m =
—(n+ 1), on obtient

o0

—(n+1 1 n
> =) s Q- )

n=0
— m 1 f(¢
= (2= T}'{ dCLmH‘

—1 Ti Jo, T (C— 20)
Dans cette somme on peut encore une fois changer 1'indice de sommation,
m — n, et inverser 1’ordre de sommation. Pour tout z avecr < |z — 29| < R la
fonction f(z) peut donc étre écrite sous la forme

-1 o)
1 f(©) 1 f(Q)
f(z) = (z—zo)”—.]{ d{ ————+ ) (z2—20)"— ¢ d{——"—.
n:z—:oo 2mi Jo, 7 (C—20)" ! nz:% 2mi Jo, 7 (C—20)"*!

Au lieu d’utiliser des contours C; et C, différents, on peut choisir le meme
contour v dans les deux sommes ci-dessus, a condition que » < |( — 2| < R.
Ceci est une conséquence du théoreme fondamental Il suit alors que

f(z) = Z (z—z@”%%dC% O

8. Calcul de résidus

n=—oo ol

8.1. Théoréme de résidus.

Théoreme 4.8. Soit f(z) une fonction holomorphe dans un domaine non-
connexe D C C et z; un point dans la partie exclue de D. Il suit que

?{dz f(z) =2mic_q, (250)
v
ol c_; est le coefficient pour l'indice n = —1 de la série de Laurent,
“+00
f(z) = Z cn(z — 20)".

On appelle c_; le résidu de f(z).

PREUVE : On choisit d’abord un contour fermé autour de zj, qui est défini
parw : 2(t) = 2o + aexplit] (@ > 0), t € [0,27). On trouve que

]{dz (2 —2)" = /027r dt 2(t)(2(t) — 20)"

2w . .
2 S1 =-1
= ia"“/ dt exp(i[n + 1t) = { m i " :
0 0 sinon



8. CALCUL DE RESIDUS 79

FIGURE 8. Contours d’intégration pour démontrer la relation
. La superposition des integrales le long de 74, 2 et v3 donne
I'intégrale pour le contour v, parce que les intégrales le long des
parties communes a l'intérieur s’anulent.

A cause du théoreme (4.4 ce résultat est valable pour n'importe quel contour
fermé ~. Par conséquent

7{ az f(2) =

Si D contient plusieurs parties (distinctes) exclues, G, (o« = 1,..., N), éq. (250)
peut étre généralisée par

fdz fl2)=>2rmid?),  a=1,..N, (251)
v ey

+o00o
Z cn]{dz (z — 20)" = 2mic_, O
— vy

n=

ot ¢i”) est le résidu qui correspond a un contour d’intégration qui n’entoure

que G,. On montre l'identité (25I) en choisissant autour de chaque domaine
G, des contours 7, montrés en fig. |8 Les intégrales le long des parties com-
munes s’annullent et on garde le contour v qui entoure tous les domaines ex-
clus.
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8.2. Calcul de résidus pour une fonction singuliére. Soit f(z) une fonc-
tion holomorphe dans un domaine non-connexe D C C dont la partie exclue
consiste en un seul point, z;. dans la partie exclue de D. On dit que f(z) est sin-
guliere en z,. Les singularités d’une fonction peuvent étre classifiées comme
suivant :

(1) Une fonction f(z) a un pole simple en z = 2 si la série de Laurent a la
forme .
f(z):ﬁ+co+cl(z—zo)+..., (252)
— <0

i.e. si tous les coefficients de Laurent sont nuls pour n < —1.

(2) Une fonction f(z) a un pole de multiplicité m & z = 2z, si la série de
Laurent a la forme

Com c_
f(Z):(Z_—Zo)m—i----—i‘z_lz(]+Co+cl(2_20)+-"7 (253)

i.e. si tous les coefficients de Laurent sont nuls pour n < —m.

(3) Une fonction f(z) a une singularité essentielle a z = z; si
+oo

f(z) = Z cn(z—20)", ¢ #0 si n— —oc. (254)

n=—oo

Les équations (252) et (253) montrent que le calcul de c_; est tres simple si
f(z) n’a pas de singularité essentielle en z = z :

¢ 1 =Res(f(2), %) = — lim {jL(z _ zo)mf(z)} | (255)

(m — 1)l 2=z | dzm~!

ou m est la multiplicité du pole.
8.3. Calcul des transformées de Fourier inverses.

Exemple 4.6. On donne la fonction

f(t) = ©(t) exp(—nt), n>0,
dont la transformée de Fourier est donnée par
. 1
f(w)

Nous avons utilisé ce résultat afin de trouver la transformée de Fourier de O(t).
Dans ce cas on consideére la limite = ¢ — 0 (voir section [6.2). Connaissant
f(w), on peut donc écrire

f(t)

Une telle intégrale peut étre évaluée par la méthode des résidus. Ceci
permet souvent de calculer la transformée inverse d'une fonction f(w)

:77+2'w'

1 /+°° s exp(iwt)

" or Cw n+iw
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t 1|z}

L

Re{z}

FIGURE 9. Contours d’intégration pour le calcul des tran-
formées de Fourier inverses dans les exemples 4.6 et 4.7

donnée (évidemment sans connaitre f(¢) auparavant). Dans notre exemple on
considere les intégrales

12t
Iy ::j{ dz%zj{ dz G(z)
w o MR %

pour les contours 71, 2 montrés en fig. 9] G(z) a un pole simple a z = in, donc

L _.exp(izt)
I =2mi 1 — —— =2 —nt).
! ngg?{(z in) — } m exp(—nt)

En revanche

I = ]{ dzG(z) =0,
72

car G/(z) est holomorphe partout dans le domaine d’intégration pour ~, qui ne
contient pas de singularités. Maintenant on décompose les contours 7, et v, en
une partie de z = —R a z = +R le long 1’axe réel et un demicercle de rayon R
qui ferme le contour respectif (voir fig.[9). Si z est interprété comme fréquence
complexe, z = w + 17,
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Dans la limite R — oo les parties pour lesquelles 3{z} = 0 sont propor-
tionnelles a l'intégrale qu’on souhaite calculer. Si l'on fait tendre R — oo on
doit impérativement choisir v; sit > 0 et v, sit < 0 : On écrit exp(iz) =
exp(i[z’ +i2"]t) exp(iz't) exp(—2"t), ot 2/ = R{z} et 2" = J{z}.

Exemple 4.7. On considére maintenant la fonction

f(t) = exp(=nlt]), n>0.
D’apres 1’exemple 3.2|1a transformée de Fourier de f(t) est donnée par
~ 277
flw) = Erwr
et par conséquent
1 +o00 277 .
f(t) = % /_OO dw mexp(zwt).

Comme dans I'exemple précédent on imagine ne pas connaitre f(t), mais sa
transformée de Fourier. Afin d’obtenir f(t) on calcule d’abord les intégrales

2ne 2t

I ::7{ danLOj) 57{ dzG(z)
Ve Ntz Ve

pour les contours ~, 7, montrés en fig. @ Les poles sont ici 21 o = =+in, et par

conséquent les contours v; et v, inclient le poles in et —in, respectivement. En
appliquant le théoreme de residus on obtient

. . 2nexp(izt)
I =2mi 1 —m)——m" =2 —nt
1 i ZLI%? {(z in) 4 2 mexp(—nt),
2nexp(izt)

W =27 exp(nt)

Dans la limite R — oo on doit choisir le contour v, sit > O ety sit < 0.
En méme temps les contributions des demicercles dans la figure 9] deviennent
nulles, et on obtient f(t) = I /2rsit > 0et f(t) = [/2rsit <0,

_Jexp(-nt), t=>0
J() = {exp(nt), t<0’

I, =2mi lim {(z +in)

Z——1in

ou bien f(t) = exp(—nlt|).



CHAPITRE 5

La transformation de Laplace

1. Transformée de Laplace et transformée inverse

Dans la suite on considere des fonctions (réelles ou complexes) f(t) qui
vérifient f(¢) = 0sit < 0. On peut donc écrire

f@) =0@)f(). (256)
La transformée de Laplace d'une fonction f(¢) est définie par
flo)= [ dt expl-st)s (o) 257)
0
ol s est une variable complexe dont la partie réelle est positive ou nulle,
seC, R{s} > 0. (258)

Dans la suite on utilisera également la notation

L{f(),t, s} = f(s). (259)

La transformation de Laplace est une transformation d’intégrale, et la fonc-
tion (intégrale) résultante est une fonction de la nouvelle variable s. Si 1'on
écrit

5 =S¢ + tw, so >0, weR, (260)
on obtient
fls) = [ at expl—it) {7(0) expl=sut)} = glews o) (261)
0 ~~
g(t;50)

~

i.e. f(s) apparait comme la transformée de Fourier de

g(t; s0) = f(t) exp(—sot).

L'existence de g(w; so) est garantie si [~ dt |g(t; so)| < oo ou, explicitement, si

/0 T () exp(—sot)| < 0. (262)

Ici s est un parameétre qui est a notre disposition. Ceci montre que la trans-
formée de Laplace existe méme pour les expontielles f(t) = exp(at), ot a > 0.

11 suffit de choisir R{s} = so > a pour que f(s) existe.
83
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FIGURE 1. A gauche : Contour de Bromwich pour le calcul de
la tranformée de Laplace inverse. A droite : Le contour ~} défini
par la transformation s — u = —i(s — sp).

Afin d’obtenir une expression pour la transformée de Laplace inverse on
part de 1'éq. (261) et on considere la transformation de Fourier inverse de

g((.d, SO)/

1 [t o
g(t; s0) = f(t) exp(—sot) = %/ dw exp(iwt) f(s), s = So + iw.

[e.e]

Par conséquent

ft) ! /+OO dw exp(st) f(s), s = Sg + iw.

2 J_ o
Comme s = cste., on peut également écrire

So+100
f(t) = L/ ds exp(st)f(s), ds = idw. (263)
2mi S0 —100

Ceci est une intégrale de chemin le long du contour s(w) = sy + iw, olt w est
le parametre du contour qui parcourt tout 'axe réel, w € (—oo,+00). Afin
d’évaluer on peut utiliser le théoreme des résidus. On construit d’abord
le contour fermé v = ~; + 7, montré en fig. [1| (Contour de Bromwich), et on

introduit les intégrales

1 .
Iy = — [ ds f(s)exp(st), kE=1,2.
211 -
Dans la limite wy — oo, ou bien R — o0, 7; devient le contour s(w) dans 1'éq.
(263). Afin de montrer que la contribution de v, au contour de Bromwich est
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nulle dans la limite R — oo, on applique une transformation de variable dans
I'intégrale I5. On introduit la nouvelle variable

u=—i(s — sg),
et [, devient
t .
I = w/ du f(so + iu) exp(iut).

2m 72

En décomposant u = «’ + iu”, ot v’ et v’ sont la partie réelle et imaginaire de
u, respectivement, on obtient

¢ R —00
I := % / du f (so + iu) exp(iu't) exp(—u"t) =30,
T v

car u” > 0 et u” — oo si R — oo. Le facteur exp(—u"t) décroit plus fortément
que n’importe quelle puissance de R qui peut apparaitre dans le reste de
l'intégrant, en parametrant ;. Par conséquent,

f(t) = Jim ([ + L)

En utilisant le théoréme 4.4 on peut écrire
0 = 57  J)en) = Y Res (o) explotsa) . @64

ott C' est n'importe quel contour fermé qui contient tous les poles de f(s),
comme le contour de Bomwich.

2. Exemples

Dans la suite on donnera quelques exemples pour l'application du
théoreme des résidus au calul de la transformée de Laplace inverse.

Exemple 5.1 (Fonction de Heaviside). On donne la fonction de Heaviside

1 t>0
o) =41 t=0 (265)
0 t<O.
La transformée de Laplace de O(t) est
O(s) = / dt exp(—st) = % (266)
0

D’apres 1'éq. (264) on a

O(t) = Res (GXP—(St),s = O) =limexp(st) =1 (t>0) O

S s—0

On rappelle que ©(t) = 0sit < 0.
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Exemple 5.2 (L'exponentielle). On donne la fonction
f(t) = O(t) exp(at), acC. (267)
La transformée de Laplace est
. o 1
f(s) = / dt exp(at) exp(—st) = P R{s} > R{a}. (268)
0 _
D’apreés 1'éq. (264) on a

f(t) = Res (exp(st) , 8 = a) = limexp(st) = exp(at) (¢t >0) O

S —a s—a

Exemple 5.3 (Fonctions trigonométriques). On donne les fonctions

fi(t) = ©(t)coswpt, (269)
f2 (t) = @(t) sin u)(]t. (270)
En utilisant I'exemple précédent on trouve que
- 1 1 1 s
- - - 271
fils) 2(s—iw0+s—i—z’wo) $2 4+ wi’ @71)
. 1 1 1 wo
= — = : 272
f2(s) 2i <s — iwy s+iw0> s2 4+ wd (272)

Les poles de fl(s) et fQ(S) sont s; 9 = Fiwy. Siwy > 0, on a la restriction R{s} >
0 pour le contour de la transformation de Laplace inverse, et on trouve que

t
SR (10 )
s% 4w

sexp(st) sexp(st)

= lim — + lim
s—iwo S+ Wy s——iwg S — Wy

t
ZR <(U026Xp 2),8 — Sa>
$° 4+ Wp

wo exp(st)

=coswot (t>0) O

wo exp(st)

= lim lim =sinwet (t>0) O

s—iwo S 4 twy s——iwo  § — Wy
Exemple 5.4 (Puissance ¢"). On donne la fonction
fult) = O()t", n € N. (273)
Afin d’ obtenir la transformée de Laplace on écrit (R{s} > 0)

fuls) = /000 dtt" exp(—st) = [t”w]m—kz /000 dt = Lexp(—st).
d 0

—S S

-~

=0
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On trouve donc la récursion
fn(S) = gfn—l(s)

dont I'application répétitive donne

Il suit la corréspondance

t" —— (274)

8n+1 :

On remarque que f,(s) a un pole de multiplicité n + 1 a s = 0. Il suit alors
que

B nlexp(st) 1. ~d" s

3. Quelques regles de calcul pour la transformée de Laplace

3.1. Linéarité. Comme la transformation de Laplace est une transforma-
tion d’intégrale et donc une opération linéaire, il suit que

af(t) + By(t) — af(s)+ B54(s) (275)

pour n’'importe quels coefficients o, 3 € C.

3.2. Décalage en t. On donne une fonction f(t) = O(t)f(¢) dont la trans-

formée de Laplace f(s) existe, tel que
1 R
F(6) = 55 s Fls) explst)

2w

Pour @ > 0 on obtient pour la transformée de Laplace de f(t — a) (décalage
vers la droite)

L{f(t—a)t s} = /000 dt exp(—st)f(t —a)

o0

= / dt exp(—s[t +a]) f(7)

—a

= exp(—sa)/ dt exp(—sT)f(7),
0
car f(7) = 0si7 < 0. On trouve donc la correspondance

f(t = a) < f(s) exp(—sa). (276)
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Si f(t) est décalée vers la gauche, la transformée de Laplace a une forme
moins simple. On écrit

L{f(t+a) t,s} = /Ooodt exp(—st)f(t —a)
T /00 dt exp(—s[T + a]) f(7)

- exp(sa){ /O "t exp(—s) f(7) — /O "t exp(—s7) f@)}.

Ici on trouve la correspondance
f(t+a) < exp(sa) {f(s) — /0 dt exp(—ST)f(T)} : (277)

3.3. Similarité. On donne une fonction f(t) = ©O(t)f(t) dont la trans-
formée de Laplace f(s) existe, tel que
1 A
£(6) = 51 ds ) expls).
Il suit que (y > 0)
o ]_ “~ u:—’ys ]_ du “~ u
100 = 5 s fesptort) "= o 2 () explun)

On obtient alors la correspondance (u — s)

fot) — 1 (—) | 278)
Y Y

Une relation similaire existe pour la transformée de Fourier (voir eq. (156)).
On remarque que la relation (278) donne également une relation de similarité
dans le sens inverse. En posant ;¢ = 1/ on obtient

L1 (2) e ) 279)

3.4. Convolution. On donne deux fonctions, f(t) = O(t)f(t) et g(t) =
O(t)g(t), et leurs transformées de Laplace respectives, f(s) et §(s). En utilisant
la définition de la convolution non-périodique de f(t) et g(?),

(Feg®)= [

— 00

“+oo

t
arf(t =) = [ drfe-mglr). @80
0
le théoreme de convolution pour les transformées de Laplace s’écrit

(f % g)(t) < f(5)g(s). (281)
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PREUVE :

/Ooodt exp(—st) /Othf(T)g(t—T):/OOO dr g(7) /OOO dt exp(—st)f(t—T)/

-

exp(—s7) f(s)

~

— f(s) / " drg(r) exp(—s7) = f(s)j(s) O

Ici on a utilisé que
a) la limite supérieure de l'intégrale de convolution peut étre étendue de ¢
a oo, car f(t — 1) =0siT >t (voir éq. (280)),
b) la relation peut étre utilisée (a = 7) pour obtenir la transformée de
Laplace de f(t — 7) par rapport a t.

3.5. Distribution de Dirac. On définit d’abord la fonction auxiliaire
1
h(t) := - {6(t)—06(t—-r1)}. (282)
Comme la fonction %, (t) définie en éq. (135), h,(t) est une pulsation de durée
limitée dont 1'intégrale est normée a 1, tel que

lin% h-(t) = 6(t). (283)
Afin de pouvoir calculer la transformée de Laplace, h.(t) remplit la condition
h-(t) = ©(t)h.(t). Il suit que

1 —exp(—s7) r—0

h.(s) ="1. (284)

On a alors la correspondance

§5(t) — 1 =6(s). (285)

ST

3.6. Différentiation. Soit f(¢) une fonction dont la transformée de La-
place, f(s), existe. La transformée de Laplace de la dérivée f(¢) est donnée
par

ft) — sf(s) = f(0). (286)

PREUVE :
|t exol=stnfo) = et O + [ desesp(-snip(e)
— sf(s) - £(0) O

Pour la n-iéme dérivée on trouve la correspondance
fOE) e 5" f(s) = 5" f(0) = "2 (0) == fUTN0), (287)
ou fM(t) = d"f/dt".
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£ (1)

fin) T N 2T N

FIGURE 2. Construction d'une fonction semi-périodique fr(t)
par répétition d’un motif fy(¢).

PREUVE : On écrit d’abord

o0

| dt exp(=st) 00 = fexp(-st)r " Do)y + [ desexp(-st) 00t
0 0
Avec la définition £ { f™(),t, s} = f (s) on trouve alors la récursion

LLFO@),t s} = sL{F0 () 85} = FO70(0).
Application consécutive a toutes transformées de Laplace des dérivées de f(t)

donne (287) O

3.7. Fonctions périodiques. On considere une fonction semi-périodique
fr(t) de période T' > 0, qui est définie pour ¢ > 0, fr(t) = O(t) fr(t). La fonction
fr(t) peut étre construite par répétition d’un motif f,(t) (voir fig. 2),

frt)y =" folt —nT). (288)
n=0

Formellement, la construction de fr(t) peut étre écrite sous forme d’'une
convolution,

fr(t) = (0r * fo)(1), (289)

ot d7(t) est un “demi-peigne” de Dirac,
or(t) =) ot —nT). (290)
n=0

Afin d’obtenir la transformée de Laplace de fr(¢), on peut utiliser le théoreme
de convolution. L'utilisation des correspondances (285) et (276) donne
d(t —nT) «— exp(—snT),
et on obtient
1

or(t) «— Zexp(—snT) = T exp(=sT)’

n=0

(291)
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Ici on utilise que

iexp(—snT) = i(exp(—sT))k = m,

=0

car |exp(—sT)| < 1 avec R{s} > 0. Comme fr(s) = 67(t)fo(s), ott fo(s) estla
transformée de Laplace de fy(¢), on obtient

; _ fO(S)

fr(s) = T exp(—sT)" (292)

4. Solution des équations différentielles

4.1. Concept, fonction de transfert, stabilité. La transformation de La-
place est un outil tres performant pour la solution des équations différentielles

du type (voir eq. (183))
any"™ (1) + anay" V() + .+ aryD (1) + agy(t) = f(D), (293)

ol a;, sont des constantes et y¥)(t) est la k-iéme dérivée de y(t) par rapport a
t. Linhomogénéité doit vérifier f(t) = O(t)f(t), et on cherche la solution y(t)
pourt > 0. En utilisant 'identité on trouve facilement la solution de (293),
tenant automatiquement compte des conditions initiales. Ceci est un avantage
par rapport a l'utilisation de la transformée de Fourier. La transformée de La-
place de la solution (complete) y(¢) prend la forme,

QPO | fs)
y<5) - P(S) +£(f_>/7
yp(t)

ou P et () sont des polyndmes de degré n et m < n, respectivement, et ()
dépend des conditions initiales {y*)(0)}. Si I'on introduit la fonction de trans-
fert, h(t), et sa transformée de Laplace,

(294)

h(s) = (295)

on peut écrire

gp(s) = h(s)f(s), (296)
et la solution particulere y, () de (293) prend la forme d"une convolution (com-
parer eq. (187))

gp(t) = (hx f)(t) = /0 dr h(t — 1) f(7). (297)

Si les poles s, de h(s) (ou bien les zéros de P(s)) ont tous la propriété
R{sp} <0, (298)
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la solution y(t) est stable. Sinon elle a une croissance exponentielle pour ¢ — oo.
En revanche, les poles w; de la transformée de Fourier h(w) (si elle existe!)
doivent vérifier
S{wi} > 0. (299)

Un exemple a été donné en section [7.2] La condition garantit également
que h(t) est causale, la raison étant que le contour pour le calcul de h(t)
ne contient pas de singularités de h(w) si t < 0. La fonction de transfert
déterminée par transformation de Laplace est causale par définition.

L’examination des poles de h(s) (et de h(w)) est important pour com-
prendre les propriétés essentielles de la solution d"une équation différentielle
linéaire, mais h(t) ne doit pas étre explicitement construite afin d’obtenir cette
solution.

4.2. Exemples. Pour illustrer 1'utilité de la transformée de Laplace pour la
solution des équations différentielles, deux exemples seront présentés dans la
suite.

Exemple 5.5. On regarde 1'équation différentielle
0(t) + yu(t) = coswot,

oty > 0 etwy > 0. La solution de cette équation différentielle a été discutée en
section Ici on présentera la solution par transformation de Laplace. Ceci
donne d’abord 1'équation algébrique

R R s
sv(s) —v(0) + yo(s) = i
La solution par rapport a v(s) donne
o s v(0)
E Y P I R
s v(0)
= +

(s —s0)(s—s1)(s—s2) s—5g
ot les poles s, sont
So = —1, S1,2 = Fiwp.
D’apres l'identité on obtient la solution complete

sexp(st) _ sexp(st)
v(t) = lim + lim
(®) s—s0 (s —51)(s— 82)  s—s1 (s —50)(s — $2)
+ 1i s exp(st) + lim v(0) exp(st)

s—so (8 — S0)(s —s1)  s—s0

7y cos wol + wp sin wot — 7y exp(—t)

=v(0 —t
U( )eXp( 7)+ f)/z_i_wg
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La solution stationnaire, y,(t), est obtenu en négligeant tous les termes
exp(—~t). Ceci donne
7y coswot + wp Sin wot

o(t) = )
y() ’72+w8

en accord avec eq. (voir aussi fig. ). Avec la méthode de transforma-
tion de Laplace on obtient directement la solution compléte d"une équation
différentielle, et on peut séparer la partie stationnaire de la partie transitoire de
la solution. On n’a pas besoin de construire d’abord une solution particuliere,
d’ajouter la forme générale de la solution de I’equation homogene, et de fixer
les constantes libres par les conditions initiales.

Exemple 5.6. On reprend l’exemple traité en section i.e. I’'équation
différentielle

(1) + 79 (t) + woy(t) = O(). (300)
Transformation de Laplace de 'équation différentielle donne
N . " " 1
$%(s) = 5y(0) = 5(0) + 7 (s3(5) — 9(0)) + wils) = .
La transformée de Laplace de la solution y(t) s’écrit alors

o(s) = (5% 4+ vs)y(0) + sy(0) + 1‘

s(s2 + s + wd)
Avec les conditions initiales

y(0+) = lim y(e) =0,
Ly —y()
y(0+> o el—l}g}‘r € N 0’
y(s) prend la forme
1 1

y(s) = =

s(s?+ys+uwg) (5= s0)(s—s1)(s—s2)
Les poles de y(s) sont sy = 0 et

¥ o v,
8172:—§:|: Z—wg:—§:i:ZQ,
ou l'on a défini
. 2
Q= wg—f: :’.Q’ %f wézfg‘
4 =1 if wg <

On remarque que
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ce qui montre que la solution y(t) est stable. On rappelle que la solution de
I’équation (300) par transformation de Fourier présentée en section me-
nait aux poles w;» = 2 + Q) du polyndme caractéristique P(z). Ceci montre
également que la solution est stable (et que la fonction de transfert est cau-
sale, une propriété qui est implicite si 'on travaille avec la transformation de
Laplace).

D’apres l'identité on obtient la solution complete y(t) par

t t
y(t) = lim exp(st) + lim exp(st) + lim exp(st)
s—s0 (5 —81)(s — 82)  s—s18(s—S52)  s—s2 8(s— 5)
1—exp (—%t) [cos Ot + 55 sin Qt]

5 )
Wo

La solution pour le cas limite apériodique ({2 — 0) s’écrit
_1—exp(=31) [1+ 7]

y(t) 5

Wo

Si 2 devient complexe, 2 = i|], les fonctions cos 2t et sin 2t sont a remplacer
par cosh ||t et i sinh |2|¢, respectivement. On obtient

1 —exp (—1t) [cosh |t + 37 Sinh |Q|t}

y(t) = 7 :

On retrouve les solutions de I'exemple [7.3] (voir fig. [7).
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