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Avant-Propos

Au sujet de ce manuel

Ce manuel a été écrit a 'intention des étudiants de deuxieéme année des filieres scientifiques et
techniques des universités et écoles d’ingénieurs d’Algérie. Il correspond au programme officiel
du module Vibrations et Ondes mécaniques enseigné en deuxiéme année (L2-S3) des filieres
ST-Sciences et Technique et SM-Sciences de la Matiere.

Les objectifs assignés par ce programme portent sur 'initiation des étudiants de deuxiéme
année aux phénomenes de vibrations mécaniques et de propagation des ondes mécaniques. Ce
manuel essaie de répondre au mieux aux recommandations du programme officiel.

L’utilisation du formalisme de Lagrange est clairement spécifiée dans le programme officiel.
Nous avons essayé d’introduire le formalisme de Lagrange le plus simplement possible dans le
cas particulier d’un systeme a une particule possédant un degré de liberté. La classification
des différents types de liaison n’est pas abordée. Il nous a semblé opportun d’insister sur la
notion de force généralisée et d’introduire, dans le cas des systémes dissipatifs, la notion de
fonction dissipation. La généralisation aux systémes a plusieurs degrés de liberté est énoncée
sans démonstration.

L’étude des oscillations est volontairement restreinte aux oscillations de faible amplitude.
Cette démarche est présentée dans le chapitre intitulé Oscillations libres des systémes a un
degré de liberté. De plus, les seules forces de frottement prises en comptes sont les forces de
frottement de viscosité proportionnelles a la vitesse.

Les notions de résonance et d’impédance mécanique font I’objet du chapitre suivant consacré
aux oscillations forcées des systémes a un degré de liberté. L’étude des systéemes oscillatoires
a plusieurs degrés de liberté est restreinte aux systémes possédant deux degrés de liberté. La
méthode matricielle de recherche des modes n’est pas utilisée en raison des connaissances pré-
requises en calcul matriciel. Nous avons opté pour une démarche basée sur la superposition de
solutions particulieres sinusoidales. L’étude des oscillations forcées des systémes a deux degrés de
liberté permet de consolider les notions de résonance et d’'impédance et d’introduire le phénomeéne
d’anti-résonance. Les analogies entre les systemes électriques et mécaniques sont présentées dans
une annexe.

Le programme officiel recommande d’introduire la propagation des ondes mécaniques en
utilisant le modele de la chaine linéaire et assurer ensuite le passage du milieu discret au milieu
continu ; nous avons estimé que cette démarche, bien que tres intéressante, n’était pas adaptée
au niveau de nos étudiants car elle introduit la notion d’onde par des concepts relativement
difficiles tels que la notion de dispersion. Pour cela nous avons préféré introduire la propagation
des ondes mécaniques a travers le modele plus classique de la corde vibrante qui permet de mettre
en évidence la différence entre vitesse de vibration et vitesse de propagation. Pour des raisons
pédagogiques, nous avons préféré établir I’équation de propagation a l'aide du formalisme de
Newton plutét qu’en utilisant le formalisme de Lagrange. L’équation de propagation est résolue
par la méthode de d’Alembert présentée dans un chapitre intitulé Généralités sur les phénomenes
de propagation. La méthode de Fourier est présentée lors de la résolution du probleme des
oscillations libres d’une corde de longueur finie. Les notions d’impédance, de modes propres et
de résonance sont définies dans ce chapitre.

La propagation des ondes élastiques dans les solides est abordée dans le chapitre suivant
ou, volontairement, nous avons préféré commencer par les systemes continus non dispersifs puis
aborder le modeéle de la chaine linéaire et finir avec le passage a la limite d’un milieu discret vers
un milieu continu.

La propagation des ondes acoustiques dans les fluides est abordée dans le dernier chapitre.
Les notions d’intensité acoustique et de niveau sonore sont présentées dans des cas simples.
L’effet Doppler est introduit de fagon assez sommaire.
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’ Semaine \ Cours

‘ Travaux Dirigés

1 Equations différentielles Rappels de mécanique

2 Formalisme de Lagrange Equations différentielles

3 Oscillations libres des sys- | Formalisme de Lagrange
téemes non amortis a 1 degré
de liberté

4 Oscillations libres des sys- | Oscillations libres des sys-
temes amortis a 1 degré de li- | témes non amortis a 1 degré
berté de liberté

5 Oscillations forcées des sys- | Oscillations libres des sys-
temes a un degré de liberté temes amortis a 1 degré de li-

berté

6 Oscillations libres des sys- | Oscillations forcées des sys-
temes a deux degré de liberté | temes a un degré de liberté

7 Oscillations forcées des sys- | Oscillations libres des sys-
temes a deux degrés de liberté | témes a deux degré de liberté

8 Généralités sur les ondes Oscillations forcées des sys-

temes a deux degrés de liberté

9 Cordes vibrantes Généralités sur les ondes

10 Ondes acoustiques dans les | Cordes vibrantes
fluides

11 Ondes dans les milieux dis- | Ondes acoustiques dans les
crets fluides

12 Ondes élastiques dans les so- | Ondes dans les milieux dis-
lides crets

TABLE 1: Proposition de progression des enseignements

Afin de combler les lacunes éventuelles des étudiants venant de premiere année, il nous a
semblé nécessaire de consacrer un chapitre entier (Annexe) a la résolution des équations diffé-
rentielles du second ordre a coefficients constants.

Enfin, une bibliographie sommaire présente les principaux ouvrages utilisés pour la confection

de ce manuel.

Gestion du temps pédagogique

Le contenu de ce programme est prévu pour étre enseigné pendant un semestre de 15 se-
maines, a raison de deux cours hebdomadaires de 1h30mn et une séance de travaux dirigés
de 1h30mn par semaine. Toutefois pour diverses raisons, la durée réelle de ’enseignement par
semestre est de 12-13 semaines. Afin de couvrir la plus grande partie du programme officiel
pendant cette durée une gestion rigoureuse du temps pédagogique ainsi qu'une coordination-
synchronisation entre les cours et les travaux dirigés sont indispensables. Nous recommandons
la progression ci-dessus (Tableau (1) dans laquelle la durée réelle du semestre (12-13 semaines)
est répartie équitablement entre les vibrations mécaniques et les ondes mécaniques.

Ce manuel est le fruit d’une longue pratique pédagogique dans cette matiere et résulte
de longues discussions avec les collegues qui ont eu & assurer cet enseignement. Les exercices
proposés dans ce manuel ont été confectionnés a partir d’une compilation des séries d’exercices
et des sujets d’examens proposés par les collegues qui enseignent le module Vibrations et Ondes
Mécaniques a la Faculté de Physique de 'Université des Sciences et de la Technologie Houari
Boumediene.
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En parallele un enseignement de travaux pratiques est dispensé dans un autre module a
raison d’une séance de 3 heures toutes les deux semaines. Les collegues en charge du module
de travaux pratiques essaient de synchroniser le contenu de leur enseignement avec le contenu
dispensé en cours et en travaux dirigés.
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Chapitre 1

Introduction aux équations de
Lagrange

1.1 Equations de Lagrange pour une particule

1.1.1 Equations de Lagrange

Considérons le cas particulier d’une particule astreinte a se déplacer, sans frottement, sur
une courbe plane contenue dans le plan xOy. La courbe sur laquelle est astreinte & se déplacer
la particule de masse m, est le lieu des points dont les coordonnées vérifient les relations :

z=0
f(z,y) =0

La premiere relation correspond au plan xOy . La seconde relation représente I’équation de la
trajectoire dans ce plan. Ces deux relations définissent les équations des liaisons appelées souvent
liaisons. Le nombre de degrés de liberté est égal au nombre de coordonnées qui représentent la
position de m (trois dans le cas général) moins le nombre de liaisons (deux dans le cas particulier
étudié ici). La particule possede donc un degré de liberté. Il faut choisir une variable ¢ pour
repérer sa position. Cette variable est appelée coordonnée généralisée. Il est possible d’exprimer
le vecteur position 7 de la particule en fonction de la coordonnée généralisée ¢ par la relation :
F=r (q)._’

Soit F' la résultante de toutes les forces agissant sur la particule. La relation fondamentale
de la dynamique s’écrit :

Fem®l =@

az” "ar

Lo dr : .
ou v = o est la vitesse de la particule.

Soit W le travail fourni par la force F lors d'un déplacement infinitésimal 07 :

SW = F .67

Le déplacement infinitésimal §7 peut s’écrire en fonction de la variation dq de la coordonnée
généralisée q :

Dans ce cas le travail §W peut se mettre la forme :

H. Djelouah



2 Introduction aux équations de Lagrange

or
—6
0q e
On appelle force généralisée conjuguée de ¢, ou g-composante de la force, la quantité Fj
définie par :

SW=F.

ow = or
Fp=-—"—=F. or
oq 9q
Par conséquent 6W s’écrit :
oW = F,dq

En tenant compte de la relation fondamentale de la dynamique, cette expression peut éga-
lement s’écrire :

dv or

D’autre part :

0 [y, 07) 40 07 o
dtvaq_dt J0q Ut 0q

i oa) = 70 () = oy
dt |0q| Oq |dt] 0Oq

dv 8?__ci[g 8?]__6 v
dq dq

Sachant que

on obtient

dt g dt
Le vecteur vitesse ¥, peut aussi s’écrire :
dr  0roq  or.

dt ~ 9q ot aq”

U=
D’ou la relation :

oF 05

g 0q
et

@ 8777 d[q 86}_q ov
dt dq dt

T T Y

Sachant que

o1, o1, | L o

%_iv_za—qév'v :v-a—q
et que

0 [1 4 o1, ] , 0v

a—q 51} za—q iv-v_:v-a—q
on obtient

d?dewlﬂ_ﬁrﬂ
dt " aq  dt log 2" v

L’expression du travail §W peut alors s’écrire :

H. Djelouah



1.1 Equations de Lagrange pour une particule 3

o= (G o 5] -3 (3]} o

Si on note T = %mv2 I’énergie cinétique de la masse m , on obtient finalement :

d [0T oT
W =<{—|=|——=7d
W {dt[aq} 0q} 1

On obtient finalement les deux expressions équivalentes du travail §W
d [0T oT
— = —=1d0q=F,¢

{dt[aq] aq} 1T et

On en déduit I’équation de d’Alembert pour un systéme a un degré de liberté :

d {aT] o _ L

dt Log]  oq
1.1.2 Cas des systémes conservatifs

Dans les systémes conservatifs, la force appliquée au systeme dérive d’un potentiel U et elle
s’écrit :

ou

Fq:—aiq

L’équation de Lagrange devient alors :

o [or) _or o
dt | 9¢ dqg  Oq

Généralement ’énergie potentielle U ne dépend pas de la vitesse, c’est—dire que 0 = 0.
q
L’équation de Lagrange peut alors s’écrire :

d {8(T—U)} (T -U)

dt |~ g g

On introduit la fonction de Lagrange ( ou lagrangien du systéme ) qui est la différence de
I’énergie cinétique et de ’énergie potentielle :

L=T-U
D’ou la forme de I’équation de Lagrange dans le cas d’un systéme conservatif :
A L
dt | 0¢ dq
1.1.3 Cas des forces de frottement dépendant de la vitesse

Equation de Lagrange

Considérons une situation physique dans laquelle la particule est soumise a des forces de
frottement de viscosité dont la résultante f est de la forme :

f:—aﬁ

Pour calculer la force généralisée f, correspondante, nous utilisons la définition du paragraphe
précédent :

H. Djelouah



4 Introduction aux équations de Lagrange

- OF 9712 dq
=1 50= 5

Cette derniére expression peut se mettre sous la forme :

fo=-B4q
avec 87—.* 9
#=a 5]

Si en plus des forces qui dérivent d’un potentiel il existe des forces de frottement de viscosité,
I’équation de Lagrange s’écrit :

d [T oT

il el I S

dt [&1} og = Fvatia

. U , s , . N
ou Fyg = —8—q représente les forces qui dérivent d’un potentiel. D’ot :

d [0L oL .
e -5 =B
dt | 0q dq

Fonction dissipation

Calculons le travail W} fourni par la force de frottement pendant un intervalle de temps 6t
pour un déplacement 67 :

Wi = f-0F = —av?dt

La quantité de chaleur 6Q) gagnée par le systéme en interaction avec la particule, est telle

que :
6Q = av? it
Soit Py = 5—? la puissance dissipée par les forces de frottement sous forme de chaleur :
P;=« v?

Cette puissance dissipée peut étre exprimée en fonction de ¢, par :

dr? oF dq1* 5
Pd—a[dJ —Oé|:8qat:| —5(]

Par définition, la fonction dissipation est égale a la demi-puissance dissipée :
1 1
D=_P;=-3¢
5ta=384q

La g-composante f, de la force de frottement peut alors s’écrire :

oD
fo=

L’équation de Lagrange s’écrit alors :

d{aﬁ] oL oD _

at|og) ~aq " aq ~

H. Djelouah



1.2 Systéme a plusieurs degrés de liberté 5

1.1.4 Cas d’une force extérieure dépendant du temps

Considérons le cas plus général d’une force extérieure dépendant du temps agissant sur un
systeme qui est le siege de forces de frottement qui dérivent d’une fonction dissipation D. Soit
F,, la g-composante de la force extérieure. Dans ce cas I’équation de Lagrange peut s’écrire sous
I'une des deux formes équivalentes suivantes :

d [0L oL

Bl ndadl IR daduuy /N

dt [aq] og ~ Fea = P4
d [85} oL n oD 7
dt | ¢ dqg 0q 1

1.2 Systeme a plusieurs degrés de liberté

Dans le cas général d’un systéme a plusieurs degrés de liberté, il y a autant d’équations
de Lagrange que de degrés de liberté. Ainsi, si le systeme posséde N degrés de liberté, il est
nécessaire d’avoir N coordonnées généralisées ¢; (i = 1,2, ...., N); nous aurons ainsi N équations
de Lagrange :

d [85] oc a—DzFem (i=1,2,...,N)

|5 31+ 5
dt [0¢;] 0q;i 04
La g;—composante de la force généralisée extérieure est définie par :
ow
0gi 3q;#0

€,q; —

Dans cette expression dW représente le travail des forces extérieures résultant d’une variation
dq; de la coordonnée g; telle que les coordonnées g;-; soient constantes (d¢;.; = 0).

Exercices

Exercice 1 : On considere un point matériel astreint a se déplacer sur un cercle de rayon R et
de centre O contenu dans le plan xOy.

1. Traduire la liaison par une ou des relations mathématiques; quel est le nombre de degrés
de liberté de ce point ?

2. Quelles sont les coordonnées généralisées que I'on peut utiliser pour repérer ce point ?

Exercice 2 : On considére un point matériel astreint a se déplacer sur une sphere. Répondre
aux mémes questions que l'exercice précédent.

Exercice 3 : Pour repérer la position d’un solide dans 'espace, il faut repérer la position de
trois points non alignés A, B et C de ce solide.

1. Traduire les liaisons physiques par des relations mathématiques; quel est le nombre de
degrés de liberté de ce solide ?

2. Quelles sont les coordonnées généralisées les plus couramment utilisées pour décrire le
mouvement d’un solide ?

3. Quel est le nombre de degrés de liberté pour un solide qui possede :
(a) un point fixe ?

(b) deux points fixes ?

H. Djelouah



6 Introduction aux équations de Lagrange

Exercice 4 : On considere une haltére constituée de deux masses identiques m, supposées
ponctuelles, reliées par une tige de longueur a, de diametre et de masse négligeables.

1. Comment s’écrit mathématiquement la liaison entre les deux masses 7

2. Quel est le nombre de degrés de liberté de ce systéme ?

Exercice 5 : On considére une masse M qui glisse sans frottement selon une droite sur un
plan horizontal. Elle est reliée & un béati fixe par un ressort parfait de raideur k, colinéaire avec
la trajectoire.

1. Quel est le nombre de degrés de liberté ?

2. Quelles sont les forces qui s’exercent sur la masse M. Quelles sont celles qui dérivent d’un
potentiel 7 Quelles sont celles qui ne travaillent pas?

3. Calculer I’énergie cinétique et 1’énergie potentielle de ce systeme; en déduire I’équation
différentielle du mouvement par la méthode des équations de Lagrange.

4. Etablir ’équation différentielle du mouvement en utilisant la seconde loi de Newton ; que
remarque-t-on 7 Quelles sont les forces qui n’interviennent pas dans I’équation de Lagrange
et qui sont prises en compte dans les équations de Newton ? Quelle est leur particularité?

Exercice 6 : On considere un pendule simple constitué d’une masse m reliée a un point fixe
O par un fil de longueur ¢ et de masse négligeable. Cette masse peut osciller librement dans le
plan vertical xOy.

1. Quel est le nombre de degrés de liberté de ce systeme? Quelles sont les coordonnées
généralisées les plus pratiques a utiliser 7 Ecrire les coordonnées x et y de la masse m dans
le repére Oy en fonction des coordonnées généralisées choisies.

2. Quelles sont les forces qui s’exercent sur la masse m. Quelles sont celles qui dérivent d’un
potentiel 7 Quelles sont celles dont le travail n’est pas nul au cours du mouvement ?

3. Etablir les équations du mouvement par la méthode des équations de Lagrange.

4. Ecrire les équations du mouvement par la méthode de Newton ; retrouve-t-on le méme
résultat que par la méthode de Lagrange ? Déterminer le module de Iaction du fil sur la
masse m ; pouvait-on déterminer ce module par la méthode de Lagrange ? Commenter le
résultat.

Exercice 7 : Etudier le mouvement d’un cylindre de masse M et de rayon R, qui roule
sans glisser le long de la ligne de plus grande pente d’un plan incliné qui fait un angle ¢ avec
I’horizontale.

Exercice 8 : Etudier a 'aide des équations de Lagrange, le mouvement d’une masse M qui
glisse sur un plan incliné faisant un angle ¢ avec ’horizontale, avec un coeflicient de frottement
de glissement p. La masse est soumise de plus a une force F(t) parallele au plan incliné.

Exercice 9 : Etudier, a I'aide des équations de Lagrange, le mouvement d’un cylindre de masse
M et de rayon R autour de son axe de révolution fixé horizontalement, entrainé en rotation par
laction de forces extérieures dont le moment par rapport a ’axe de rotation est M ().

Exercice 10 : Une particule de masse m est lachée sans vitesse initiale dans un fluide caractérisé
par un coefficient de frottement visqueux «. Etudier son mouvement & ’aide des équations de
Lagrange.

Exercice 11 : Etablir I’équation différentielle du mouvement, dans un plan vertical, d’une
masse ponctuelle m reliée a un point O par une tige de longueur ¢ et de masse négligeable. La
masse est soumise & une force F(¢) qui reste perpendiculaire & la tige lors du mouvement. Les
forces de frottement de viscosité peuvent étre ramenées a une force f = —a ¥ appliquée a la
masse m dont la vitesse instantanée est ¥ . Le coefficient de frottement visqueux « est supposé
constant.
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Chapitre 2

Oscillations libres des systéemes a un
degré de liberté

2.1 Oscillations non amorties

2.1.1 Oscillateur linéaire

Un systeme oscillant & un degré de liberté est habituellement repéré a I’aide d’une coordonnée
généralisée ¢ qui est ’écart par rapport a la position d’équilibre stable. Le mouvement vibratoire
est dit linéaire s’il est régi par une équation différentielle harmonique de la forme :

G+wia=0

Cette équation est appelée équation différentielle de I'oscillateur harmonique simple.

2.1.2 Energie cinétique

Dans le cas d’un systeme a un degré de liberté, constitué d’une masse m dont la position est
repérée par la coordonnée généralisée ¢, I'énergie cinétique s’écrit :

1, 1 [afr 1 [amqr 1 {&T 9
T=—-mv=-—m|—=| =-m|=—%| =-m |=—| ¢
2 2 ot 2 0q Ot 2 0q
L’énergie cinétique d’un systéeme a un degré de liberté est fonction de ¢ et ¢ . Elle peut

s’écrire sous la forme :

1 )
T = 561(61) q2

ou a(q) est une fonction de la coordonnée généralisée ¢, définie dans le cas étudié par :
or?
ala) = m |5
En faisant un développement limité de a(gq) au second ordre en ¢, au voisinage de ¢ = 0, on
obtient :
1 0%
q=0 " 5 87q2

Oa

) 1
T(0.4) = 5 |a(0) + 5 :

q=0
En limitant I’approximation au second ordre, on obtient :

1
T = a0

ou ap est une constante égale a a (0) .

H. Djelouah



8 Oscillations libres des systémes a un degré de liberté

2.1.3 Energie potentielle
Les oscillations se font autour de la position d’équilibre stable ¢ = 0 caractérisée par :

bl _,
aq q=0

Il est toujours possible , lorsque les écarts par rapport a la position d’équilibre sont faibles, de
faire un développement en série de Taylor de U(q) au voisinage de la position d’équilibre ¢ = 0.
En négligeant les puissances de ¢ d’ordre supérieur a deux, on obtient :

ou 1 0%U
Ul =UO0)+ o=| q+5 55| @€+
(9q q=0 2 an q=0
q = 0 correspond a un minimum de U(q) pour lequel
ou 0*U
— =0 et -5 >0

Si on choisit Porigine de 1’énergie potentielle & cette position d’équilibre (U(0) = 0), I’énergie
potentielle U (q) peut s’écrire sous une forme quadratique :

1
Ulq) ~ 550 q2

0*U

avec : bg = a—qQ

q=0

2.1.4 Equation différentielle
L’équation de Lagrange s’écrit :
drog) ot _,
dt | 0q dq
Ce qui permet d’obtenir I’équation différentielle de 1'oscillateur harmonique simple avec la
valeur de la pulsation propre wy :

02U
2 bO . an q=0
CL)O = — = ——
ao ao

Les oscillations d’un systéme vibratoire s’effectuent autour d’une position d’équilibre stable.
Pour des oscillations de faible amplitude autour de la position d’équilibre, tous les mouvements
vibratoires peuvent étre assimilés a des vibrations linéaires et 1’énergie potentielle peut alors
étre approximée par une forme quadratique de la coordonnée ¢, tandis que 1’énergie cinétique
peut étre approximée par une forme quadratique en g¢.

2.1.5 Reésolution de I’équation différentielle de I’oscillateur harmonique simple

L’équation différentielle de 'oscillateur harmonique simple s’écrit :

G+wiqg=0

La solution d’une telle équation est une fonction sinusoidale du temps
q(t) = A cos(wot+ )
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2.2 Oscillations libres des systémes amortis a un degré de liberté 9

ou A représente I'amplitude des oscillations, ¢ est la phase initiale.

Il est important de remarquer que la pulsation propre wg ne dépend que des éléments qui
constituent le systéme physique étudié (masse, ressort, etc...) tandis que amplitude A et la
phase initiale ¢ sont calculées & partir des conditions initiales :

q(t =0) = qo

q(t =0) =qo
Enfin "amplitude des oscillations d’un oscillateur harmonique libre ne dépend pas du temps.
De telles oscillations sont dites non amorties.
Il faut néanmoins remarquer qu’au dela d’une certaine amplitude la vibration devient non
linéaire. Il s’ensuit d’abord une modification de la période des oscillations et ensuite un change-
ment de la nature du mouvement.

2.2 Oescillations libres des systemes amortis a un degré de liberté

Dans le paragraphe précédent, nous n’avons pas tenu compte de certaines réalités physiques.
En effet, nous n’avons pas pris en compte les forces de frottement qui sont a 'origine de la perte
d’énergie mécanique du systeme sous forme de chaleur. Dans ce paragraphe, nous allons tenir
compte de ces réalités en nous limitant toutefois au cas simple ou les pertes sont dues a des
frottements visqueux pour lesquels les forces de frottement, qui s’opposent au mouvement, sont
proportionnelles a la vitesse.

2.2.1 Equation de Lagrange pour les systémes dissipatifs

Rappelons I'équation de Lagrange associée a un systeme a un degré de liberté dont I’évolution
au cours du temps se ramene a 1’étude de la coordonnée généralisée ¢

4oL 2L,
dt | ¢ oqg 1

Fq représente la composante suivant g de la résultante des forces généralisées qui ne dérivent
pas d’un potentiel.

Nous nous intéressons au cas particulier des forces de frottement définies par la force géné-

ralisée

F q— f q— —Bq
ou 3 est une constante réelle positive.
L’équation de Lagrange s’écrit alors dans ce cas :
d [oL oL .
N -5 =R
dt | 9q dq

2.2.2 Cas particulier des oscillations de faible amplitude

Nous avons montré dans le chapitre précédent que dans le cas des oscillations de faible
amplitude, la fonction de Lagrange s’écrivait sous la forme :
1 1
L=-a¢—=bg
o4 5%

L’équation différentielle du mouvement s’écrit alors :
ad+bg=—pq
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10 Oscillations libres des systémes a un degré de liberté

C’est une équation différentielle du second ordre a coefficients constants qui peut se mettre
sous la forme :
G+25¢+wiq=0

ou ¢ est un coefficient positif, appelé facteur (ou coefficient) d’amortissement et défini par :

_ B

_Tao

wp est la pulsation propre définie par
bo

ag

wo =

2.2.3 Reésolution de I’équation différentielle

La solution de I’équation différentielle dépend de la valeur de 0 par rapport & wy :
— Si d > wy , on dit que le systéme est suramorti ou apériodique.

— Sid =wp, on dit que 'on a un amortissement critique.

— Sid <wpy, on dit que le systéeme est sous-amorti ou pseudopériodique.

Cas ou le systéme est suramorti (§ > wy)

La solution de I’équation différentielle s’écrit dans ce cas :

q(t) = A elrimvarg]e + Ay el—0HV/E2 =it

Aq et Ay sont des constantes d’intégration définies par les conditions initiales. La figure ci-
dessous représente ¢ en fonction du temps dans le cas particulier ou ¢(0) = g9 et ¢(0) = 0.
q(t) est une fonction qui tend exponentiellement (sans oscillation) vers zéro.

q0

0] | | temps‘
Régime fortement amorti : variation de ¢ en fonction du temps

Cas de ’amortissement critique (§ = wy)

La solution générale de I’équation différentielle est de la forme :
q(t) = (A1 + Agt) e
Dans le cas particulier ou ¢(0) =¢qo et ¢(0) =0,
a(t) = a0 (1 +3t) 0
q(t) est encore une fonction qui tend vers zéro sans oscillation lorsque le temps augmente.
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2.2 Oscillations libres des systémes amortis a un degré de liberté

11

q0

q(t)

o

temps

Amortissement critique : variation de ¢ en fonction du temps

Cas ou le systéme est sous-amorti (§ < wp)

La solution générale de 1’équation différentielle est de la forme :

q(t) = A e % cos (wat + @)

avec wq = \/wg —02; A et ¢ sont deux constantes d’intégration déterminées & partir des

conditions initiales. Dans le cas particulier ou ¢(0) = go et ¢(0) = 0, on obtient :

q0

q(t)

Systeme faiblement amorti : variation de ¢ en fonction du temps

Exercices

Exercice 1 :

A=—qp

k,

temps

k,

E

Calculer la fréquence des oscillations pour chacun des systémes suivants dans

lesquels la masse m est astreinte & un mouvement vertical uniquement :
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12 Oscillations libres des systémes a un degré de liberté

Exercice 2 : Une masse ponctuelle m glisse sans frottement sur une table horizontale. Elle
est fixée a deux batis fixes par deux cordes de masse négligeable tendues horizontalement. En
supposant que la tension T' des cordes reste constante lors du mouvement, calculer la période
des oscillations pour de faibles amplitudes du mouvement dans la direction x.
m

X

»&
L]

L2 L2

Exercice 3 : Un iceberg de masse volumique pg, assimilable a un parallélépipede régulier et
homogene de masse M flotte sur de 'eau de masse volumique constante pg. Sa surface de base
est S et sa hauteur est L.

PG

PE

On rappelle que la poussée d’Archimede qui s’exerce sur un objet immergé est : Py = —pEV{
ol V est le volume immergé et g 'accélération de la pesanteur.

1. Calculer, a I’équilibre, le volume immergé de l'iceberg en fonction de son volume total. La
masse volumique de la glace est pg = 900 kg/ m? ; celle de l'eau est pg = 1000 kg/ m®.

2. L’iceberg est écarté d’une distance verticale h par rapport a sa position d’équilibre. Calculer
la période de ses oscillations quand les frottements sont considérés comme négligeables.
Faire 'application numérique pour L = 150 m, h =2 m, g = 9.8 m/sQ.

Exercice 4 : Une tige d’acier de constante de torsion C est soudée par son extrémité au centre
d’un disque homogene de masse M et de rayon R. L’autre extrémité est encastrée dans un bati
fixe. Une masse m est soudée au point le plus bas du disque.

M,R

On tourne le disque d’un angle ¢g et on le lache sans vitesse initiale. Déterminer I’expression en
fonction du temps de l'angle ¢(t) d’écart du systéme par rapport a sa position d’équilibre. On
néglige la flexion de la tige d’acier.

Exercice 5 : Un métronome est schématisé sur la figure ci-dessous. La masse M est soudée a
Iextrémité de la tige. La position de la masse m sur la tige peut étre réglée. La tige est supposée
de masse négligeable ; elle est mobile sans frottements autour de O. La masse M étant en bas,
on ’écarte d’un angle 6y petit et on 'abandonne sans vitesse initiale.

ALy

P x
0
>0R

oM
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2.2 Oscillations libres des systémes amortis a un degré de liberté 13

1. Quelle(s) condition(s) doit satisfaire le systéme pour qu’il puisse osciller ?

2. Déterminer ’expression de la période pour des oscillations de faibles amplitudes.

3. Sachant que M = 80 g, m = 20 g et L = 4 cm, déterminer la distance ¢ pour que la
période du métronome soit égale a 2 s.

4. On veut augmenter la période d’oscillation du métronome. Faut-il rapprocher ou éloigner
la masse m du point O 7

Exercice 6 : Dans les figures ci-dessous, une tige homogene de masse M et de longueur L
oscille sans frottement, dans un plan vertical, autour d’un axe fixe perpendiculaire au plan du
mouvement en O.
1. Quelle est la déformation du ressort a 1’équilibre, sachant qu’a cette position 8 =07
2. Etablir ’équation différentielle du mouvement dans le cas des mouvements de faible am-
plitude.
3. A quelle condition le systéme de la figure (b) peut-il osciller ? Quelle est la nature du
mouvement lorsque cette condition n’est pas satisfaite ?

M LA
Oa QL k
. O
o R T,
0 0) — L

(a) (b) (©)

Exercice 7 : Quand I’électron d’un atome d’hydrogene, se déplace d’une petite distance x a
partir de la position d’équilibre, il subit une force de rappel donnée par :

F = —kz, avec k = %,

ou r = 0.05 nm correspond au rayon de I’atome. Calculer la pulsation propre wg des os-
cillations de 1’électron. On donne e = 1.6 x 107! C,m, = 9.1 x 1073 kg, ¢ = 8.85 x
1072 N"tm=2C2,
Exercice 8 : Calculer la période des oscillations d’une particule de charge ¢ et de masse
m astreinte & se déplacer selon une trajectoire rectiligne entre deux charges égales ¢ fixées en
z = *a.

Exercice 9 : Une particule de masse m se déplace dans un champ de force conservatif avec
une énergie potentielle donnée par :

3k (a*> —2%) powr |z|<a

0 pour |z|>a
ol a et k sont des constantes. Sachant que a > 0, étudier les types de mouvement possibles selon

le signe de k.

Exercice 10 : L’énergie potentielle d’une particule de masse m est
cx
Vi) = x? + a?
ou c et a sont des constantes positives. Représenter graphiquement V' en fonction de x. Etudier
le mouvement des oscillations de faible amplitude au voisinage de la position d’équilibre stable.
Sachant que cette particule démarre de sa position d’équilibre stable avec une vitesse v, trouver
les valeurs de v pour lesquelles :
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14 Oscillations libres des systémes a un degré de liberté

1. elle oscille au voisinage de la position d’équilibre;
2. elle s’échappe vers +00;

3. elle s’échappe vers —oo.

Exercice 11 : Une particule de masse m se déplace dans la région x > 0 sous l'action d’une

force F(z) : \
F(z) = —muw? <m — ;)

ol w et a sont des constantes. Représenter graphiquement 1’énergie potentielle en fonction de
x. Calculer la période des oscillations de faible amplitude au voisinage de la position d’équilibre
stable. La particule démarre de cette position avec une vitesse v. Trouver les valeurs de x limitant
la région des oscillations. Montrer que la période des oscillations est indépendante de v. (Astuce
pour le calcul de I'intégrale : faire le changement de variable y = ?)

Exercice 12 : Un bloc de masse 25 kg est monté sur un support en caoutchouc, de masse négli-
geable, qui se comprime de 6.1 cm sous ce poids. Quand le bloc vibre librement, on enregistre les
positions de la masse apres 'avoir déplacé de 5 cm a partir de sa position d’équilibre (voir figure
ci-dessous). Sachant que le tapis de caoutchouc peut étre symbolisé par un ressort de raideur K
associé a un amortisseur de coefficient de frottement visqueux « , calculer ces coefficients K et
Q.

6
4
21\
z 0 \ /
S 2\ /
-4
_6 ! ! !
0,0 0,5 1,0 1,5

t(s) 20

Exercice 13 : Le systéme de la figure ci-dessous est constitué d’un cylindre homogene de masse
M et de rayon R en rotation autour de son axe de révolution fixe (A). Un fil inextensible, de
masse négligeable, entraine le cylindre sans glissement sur sa périphérie; ses deux extrémités
sont reliées & un bati fixe (B) par un ressort de raideur K et un amortisseur de coefficient de
frottement visqueux «. Quelle la valeur critique du coefficient a¢ ?

Exercice 14 : Le systéeme mécanique de la figure ci-dessous est constitué d’une tige rectiligne
AD, homogeéne, de masse M = 3 kg et de longueur L = 2 m. Cette tige peut tourner, dans le plan
vertical, sans frottement, autour d’un axe horizontal (A) fixe. Les extrémités A et D de la tige
sont reliées au bati fixe By par deux amortisseurs identiques de coefficient de frottement visqueux
a. Le point C, milieu de la tige, est relié au bati B; par un ressort de raideur k. A 1’équilibre,

H. Djelouah



2.2 Oscillations libres des systémes amortis a un degré de liberté 15

la tige est horizontale. Lorsque la tige est écartée de sa position d’équilibre d’un angle 6y puis
lachée sans vitesse initiale, elle prend un mouvement oscillatoire amorti de pseudo-période 1
s. On constate qu’au bout de 5 pseudo-périodes, 'amplitude est égale a 20 % de amplitude
initiale. En déduire la valeur numérique de « puis celle de k.

(B))

k (A) D
oy _T—= |
A C . .
2a ‘ | @
o a Ba
(B,)
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16 Oscillations libres des systémes a un degré de liberté
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Chapitre 3

Oscillations forcées des systemes a
un degré de liberté

3.1 Equation différentielle

Rappelons la forme générale de ’équation de Lagrange pour les systemes a un degré de
liberté :
d [Gﬁ] oL 0D

|5 |~ &5 :Fe:c
at |9g) " aq T oag et

. . = . C 1.
ou Fyept est la force généralisée associée a Fey et ol la fonction dissipation est D = 3 Bd>.

Pour les oscillations de faible amplitude, la fonction de Lagrange pouvait se mettre sous une

forme quadratique de ¢ et ¢

1 1
L= —apd®— =byq>
2(1061 20(1

D’ou I’équation différentielle du mouvement
aOd+6d+b0q:quxt

Cette équation peut se mettre sous la forme d’'une équation différentielle du second ordre a
coefficients constants, avec second membre

G+28¢+wiq= A1)

avec
s5- B
2(10
[ bo
wo =] —
ap
F
A(t) = qext
ao

3.2 Systéeme masse-ressort-amortisseur

Considérons l’exemple mécanique de la figure ci-dessous soumis a une force extérieure F'(t)
appliquée a la masse m.
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18 Oscillations forcées des systémes a un degré de liberté

J | ‘m

"

Systeme masse-ressort-amortisseur

Calculons la force généralisée F, conjuguée de la coordonnée z. Pour cela nous pouvons
utiliser I'une des deux méthodes suivantes :
— Soit calculer le travail §W de la force F'(t) pour une variation 67 de son point d’application

oW =F - 6F = Fdx

On en déduit la z-composante de la force extérieure

ow
F,=—=F(
5 (t)
— Soit utiliser la définition de la force généralisée
- Or
F,=F -—=F(t
5~ L)

L’équation différentielle du mouvement s’écrit alors

i 4 200 + wiz = A(t)

5= =) et A = O
2m m m

3.3 Solution de I’équation différentielle

avec

La solution de cette équation différentielle du second ordre est égale a la somme de la solution
de ’équation sans second membre (ou solution homogene) x(t) et d’une solution particuliere
de I’équation avec second membre zp(t) :

z(t) =zg(t) +xp(t)

Nous avons déja étudié I’équation sans second membre z 7 (t) et nous savons que cette solution
contient dans tous les cas le terme exponentiel e =% . Aprés un intervalle de temps ¢ supérieur
a3/doud/d, le terme e~ devient trés petit et la solution homogene est alors pratiquement nulle.
Il ne subsistera que la solution particuliere de I’équation avec second membre. L’intervalle de
temps pendant lequel la solution homogene est non négligeable est appelé le régime transitoire.
A la fin de ce régime transitoire commence l'intervalle de temps pour lequel la solution homogene
est quasi-nulle et pour lequel la solution x(t) ~ z,(t); ce régime est appelé régime permanent
ou stationnaire.
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3.3 Solution de 1’équation différentielle 19

3.3.1 Cas particulier ou A(t) = Ay cos(§2t)
Calcul de la solution permanente a ’aide de la méthode des nombres complexes

Pour ¢ suffisamment grand, nous pouvons considérer que la solution transitoire s’est annulée
et que la solution z(t) s’identifie alors avec la solution particuliére : z(t) ~ xp(t). Par commodité
de notation l'indice p est sous-entendu dans ce qui suit. La méthode des nombres complexes
permet de calculer aisément la solution stationnaire.

Soit le déplacement complexe représenté par le nombre complexe X = X % avec X =
Xo e?. Nous pouvons considérer, en outre, que A(t) = Ag cos(2t) constitue la partie réelle du
nombre complexe A = Age®¥. L’équation différentielle se transforme en une simple équation
algébrique en fonction de 'amplitude complexe X :

[(w§ - 0?) +i259) X = A
dont la solution est :

Ao
(W — Q%) +1i26Q

X =

D’ou l'on tire 'amplitude X et la phase ¢ :

X Ao
0 p—
V@i —02)? 146202
= —aurctan257Q
v= wi — Q2

Etude des variations de amplitude et de la phase en fonction de la pulsation de
Pexcitation

dX
Le maximum de 'amplitude est obtenu pour la valeur de €2 qui annule TQO'

Il existe un maximum & la pulsation Qp = \/wg — 262 seulement si amortissement est

suffisamment faible pour que § < wy/v/2. A cette pulsation, appelée pulsation de résonance, on
dit que le systéme entre en résonance et 'amplitude X est maximale; elle vaut :

A

XOmax =
20y /wi — 62

La figure représentant les variations de Xy en fonction de la pulsation d’excitation 2 est
appelée courbe de résonance en amplitude. On remarque qu’a la pulsation wq, le déphasage ¢

4]

7’ N 7T \ 7’
est égal a —5 et qu’a la résonance ¢ = — arctan
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20
Ao 0 wWo Q
26 w(2]~52
S-
Ag
Ug /(5 < W()/\/§ _%
(5 > wo/\/i
‘ QR/fu‘}Q ‘ 2(‘4)0 ‘ (9] —T
Amplitude X en fonction de €. Déphasage ¢ en fonction de €.

Etude de la résonance pour les faibles amortissements

Dans le cas des faibles amortissements ( 0 << wp), la fréquence de résonance est tres peu
différente de la pulsation propre, Qr ~ wgy . Dans ce cas, 'amplitude de vibration & la résonance

Xomax est égale a :

A
XOmaX = m

Pour les faibles amortissements, Xgmax €st donc inversement proportionnel a 4.

Etude de la vitesse

En notation complexe, la vitesse s’écrit :

dX o
V(t) == E = ZQX = Xemt
ou 'amplitude complexe de la vitesse est définie par
. QA
X = iQX = 2240

(W — Q%) +i260

L’étude des variations de I'amplitude de la vitesse en fonction de la pulsation d’excitation
montre que, quelle que soit la valeur de §, la résonance en vitesse est obtenue pour Q2 = wy (voir
figure ci-dessous). La valeur maximale de 'amplitude de la vitesse vaut dans ce cas :
Ao

Xmax = X(WO) = 275

wl3

wo Q

|
N

0 ‘ wo ‘ 2o ‘ Q Déphasage 1) de la vitesse en fonction de
Q.

Courbe de résonance de la vitesse
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3.3 Solution de 1’équation différentielle 21

Bilan énergétique

Soit Pr(t) la puissance instantanée fournie par la force extérieure F'(t) au systeme. En régime
permanent, on obtient :

Pr(t) = F(t) i(t) = FyXocos(Qt) cos(Qt + 1))
Soit < Pp > la valeur moyenne sur une période de Pr(t) :
1 .
< Pr >= §FOX0 COS(’(ﬁ)

En tenant compte de I'expression de X en fonction de Fp, on obtient :

1 .
< Pp >= §an

Comparons cette valeur a la valeur moyenne < Pp > de la puissance dissipée par les forces
de frottement de viscosité. La valeur instantanée de cette puissance dissipée s’écrit :

Pp(t) = ai? = a X3 cos®(Qt + 1)

D’ou l'on tire la valeur moyenne sur une période :

1 .

L’étude des variations de la valeur moyenne de la puissance < P >=< Pp >=< Pp > en
fonction de la pulsation d’excitation montre que la valeur maximale de la puissance moyenne est
obtenue pour 2 = wq quelle que soit la valeur de §. La valeur maximale de la puissance moyenne
dissipée ou fournie vaut dans ce cas

F2
< P >pax= =2
2a

La figure ci-dessous représente les variations, en fonction de 2, de la puissance moyenne
dissipée par les forces de frottements (ou de maniére équivalent la puissance moyenne fournie
par la force extérieure ).

< P>
< Praz >
<Praz>f B
2
O wo QZ Q

921
Courbe de résonance pour la puissance
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Bande passante

On définit par bande passante, la bande des pulsations autour de 2 = wy pour lesquelles
< P >>< P >pax /2. Les deux pulsations Q et g , situées de part et d’autre de la pulsation
wo et pour lesquelles < P >=< P >y /2, sont appelées pulsations de coupure. La bande
passante B s’écrit :

B=Qy—

Le calcul de B consiste a rechercher les deux pulsations pour lesquelles < P >=< P >« /2.
On obtient I'expression de la bande passante B :

B=Qy—Q; =26

Coefficient de qualité d’un oscillateur

Le coefficient de qualité d’un oscillateur est défini par le rapport de la pulsation propre wg a
la largeur de bande B :

3.3.2 Cas d’une excitation périodique

Nous avons étudié dans le paragraphe précédent la réponse d’un systéme vibratoire a une
excitation sinusoidale dite excitation harmonique. En pratique, les excitations mécaniques ne
sont pas toujours parfaitement sinusoidales; elles sont souvent périodiques. En considérant le
cas d’excitations périodiques, nous procéderons a une généralisation du cas harmonique.

Soit une excitation périodique appliquée a un systeme amorti & un degré de liberté. L’équa-
tion différentielle qui régit ce systeme s’écrit :

éj+25q+wgq:A(t)

La fonction A(t) étant périodique, de période T', son développement de Fourier s’écrit :

At) = % + > an cos(nwt) + by, sin(nwt)

n=1

L’équation différentielle s’écrit alors :

o0
G+26¢+wiq= % + Z an cos(nwt) + by, sin(nwt)

n=1

La réponse permanente (ou stationnaire ) qui s’identifie avec la solution particuliere, pour ¢
suffisamment élevé, peut alors étre calculée pour chacune des composantes de I'excitation : ag/2,
ap, cos(nwt) et by, sin(nwt). On obtient alors par superposition :

) io: Qn cos(wnt + %) + by Sin(wnt + wn)
- 2
| \/(w% —w})? + 46%w?

q(t)
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3.4 Impédance mécanique 23

3.4 Impédance mécanique

3.4.1 Définition

Considérons un systéme mécanique soumis a une force sinusoidale F'(t) = Fycos (Qt). En
régime permanent, le point d’application de cette force se déplace avec une vitesse v (t) =
Vo cos (2t + ¢) . On appelle impédance mécanique d’entrée du systéme mécanique, le rapport
des amplitudes complexes de la force F' et de la vitesse v

§
|
<ibs

3.4.2 Impédances mécaniques
Amortisseur

Dans le cas d’un amortisseur, la force appliquée est reliée a la vitesse par
F=av

On en déduit 'impédance complexe d’un amortisseur
Z

O(:a

Masse
Dans le cas d’une masse, la relation fondamentale de la dynamique s’écrit

dv
F=m%
M

On en déduit 'impédance complexe d’une masse

Z,, = imQ = mQe'z

Ressort

Dans le cas d’un ressort de raideur k, la force appliquée f appliquée au ressort s’exprime en
fonction de l'allongement par

f=kx

On en déduit 'impédance complexe d’un ressort

3.4.3 Puissance

La valeur moyenne, sur une période, de la puissance fournie est

1. 1 .
< Pp>= 5 X, cos (¢) = 5 Re (Zp) X3
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24 Oscillations forcées des systémes a un degré de liberté

3.4.4 Applications
Systéme mécanique résonant

Soit un systeme mécanique constitué d’un ressort de raideur k, d’un amortisseur de coefficient
de frottement visqueux « et d’une masse m soumise a une force sinusoidale F' (t) = Fy cos (§2t).
L’impédance d’entrée de ce systéme est

k
Ly = ] Q——
E a+z<m Q)

[k
A la résonance | Q = wg = > , le module de I'impédance est Zg = «. Lorsque la pulsation
m

Q) — oo, 'impédance Zg ~ imf).

| ZE|

0 wo 2w 3wyg 4wy O 0 wo 2wp 3wy 4wy 9]
Module de I'impédance d’entrée. Amplitude de la vitesse

Systéme antirésonant

Considérons un systéme mécanique constitué d’un ressort de raideur k dont une extrémité
est reliée & une masse m et dont l'autre est soumise & une force sinusoidale F'(t). Soit x le
déplacement de la masse m et soit y le déplacement du point d’application de la force F (t).
Pour calculer 'impédance d’entrée de ce systéme, nous devons d’abord écrire les équations
différentielles du mouvement :

F .
ZE:E:—Z

[k .
La pulsation d’antirésonance est wy = 1/ —. Lorsque 2 = wy, la vitesse Y est nulle tandis

m
que le module de 'impédance est co. Lorsque la pulsation €2 — oo, 'impédance Zg — 0.
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3.4 Impédance mécanique
|ZE | l T T T T
| kFyQ
0 wo 2w 3w 4w @) 0 ' wo 2w 3wo 4w
Module de I'impédance d’entrée. Amplitude de la vitesse.
Exercices

Exercice 1 :

Un disque circulaire homogene, de masse M, de rayon R, peut osciller sans

frottements autour de son axe horizontal O. Deux masses m et ms sont soudées aux extrémités
d’une tige de masse négligeable liée rigidement au disque et passant par O. Les distances de my
et mo au centre sont notées respectivement #1 et £5. Un ressort vertical, de constante de raideur
K a une extrémité fixe et I'autre est reliée au disque en un point A situé a une distance a de
O. En position d’équilibre la tige est verticale avec mj en bas et le point A est au méme niveau
que le centre O. Le disque subit un frottement visqueux de coefficient o au point B. La masse
mq est soumise & une force F(t) = Fycos(€2t) perpendiculaire a la tige. Valeurs numériques :
M =1kg, m3 =mg =0.1%kg K =16 N/m, R =20 cm, {; = 50cm, {5 = 25cm, a = 10 cm,

g:

Ll

10m/s? , a = 7.25 x 1072 kg/s.

F
It

m,

Etablir I’équation différentielle du mouvement.
Trouver sa solution en régime permanent.

Calculer le facteur de qualité @) du systeme.

rad.

Déterminer la valeur de Fj pour qu’a la résonance I'amplitude maximale soit égale & /30

Exercice 2 : (suite de 'exercice n°14 du chapitre précédent) Le bati By est maintenant animé
d’un mouvement vertical sinusoidal donné par : s(t) = Spcos(2t) ot Sy =1 cm.
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26 Oscillations forcées des systémes a un degré de liberté

1. Montrer que I’équation différentielle qui régit le mouvement du systéme peut s’écrire :
6+260+ w0 = Ay cos(Qt)

On précisera de maniere explicite le terme Agy. Calculer sa valeur numérique.

2. Quelle est l'expression de la solution 0(t) lorsque le régime permanent est établi? Véri-
fier que le systeme est trés faiblement amorti; en déduire la fréquence de résonance et
Pamplitude de 6(t) a la résonance.

3. Quelle est, a la résonance, 'amplitude de la force Fr transmise au sol par chaque amor-
tisseur ?

Exercice 3 : Le dispositif mécanique ci-dessous représente le schéma de principe d’un appareil
de mesure de vibrations. La masse m est liée par deux ressorts et un amortisseur de coefficient de
frottement visqueux « & un support rigidement lié au systéme mécanique dont on veut étudier
les vibrations. Le mouvement du support est repéré par s(t) tandis que le mouvement de la
masse est repéré par x(t). On étudie des vibrations sinusoidales de la forme s(t) = Sy cos(§2t).
L’origine est prise a la position d’équilibre.

1. Etablir I’équation du mouvement de la masse m en fonction de la coordonnée relative
y(t) = x(t) — s(t).
2. Déterminer la solution stationnaire y(t).

3. Dans le cas de ressorts de faible raideur, la pulsation propre wg est petite devant la pul-
sation €. Donner dans ce cas ’expression de y(¢). Montrer que I'on peut ainsi déterminer
facilement I'amplitude Sy de la vibration (on a réalisé ainsi un vibrometre).

4. Lorsque la raideur des ressorts est élevée, la pulsation propre wy est grande devant la
pulsation €2 des vibrations. Montrer , que dans ce cas on peut déterminer facilement
Paccélération du support (on a ainsi réalisé un accélérometre).

Exercice 4 : Un véhicule roulant est un systéme complexe a plusieurs degrés de liberté. La
figure ci-dessous peut étre considérée comme une premiere approximation d’un véhicule qui se
déplace sur une route ondulée décrite par le profil y (t).

Dans ce modele simplifié, on suppose que :
— La raideur élastique des pneus est infinie, c¢’est-a-dire que les ondulations de la route sont
intégralement transmises a la suspension du véhicule.
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— Les roues ne décollent pas de la chaussée.

— On s’intéresse uniquement au déplacement vertical y(¢) du véhicule dans le plan de la
figure.

— On se place dans le cas simple ou le véhicule se déplace horizontalement a une vitesse
constante v sur une route & profil sinusoidal y;(z) = Y] sin(27z/A).

1. Etablir I’équation différentielle qui régit les variations au cours du temps de la coordonnée
y du véhicule.

2. En déduire I'amplitude Y du mouvement du véhicule dans le sens vertical .

3. Application numérique m = 350 kg, &k = 350 kN/m, v = 100 km/h, A = 5m, ¥} = 20 cm;
(a) pour a = 2000 N s/m,
(b) pour @ =200 N s/m.

Exercice 5 : Les machines tournantes (moteurs électriques, turbines, machines a laver, etc...)
peuvent étre le siege de vibrations importantes car tres souvent le centre de masse ne coincide
pas avec l'axe de rotation. Pour limiter ces vibrations on utilise des supports antivibratoires
constitués généralement de caoutchouc renforcé. En raison de leurs propriétés mécaniques ces
supports peuvent étre modélisés par un amortisseur en paralléle avec un ressort.

On se propose d’étudier a titre d’exemple le cas d’une machine a laver le linge (figure 1 ci-
dessous). Soit M la masse de cette machine. La partie tournante est constituée d’un tambour de
rayon e tournant a une vitesse angulaire constante {2. On considere que la masse tournante est
constituée par le linge de masse m. Pour des raisons de simplicité, on suppose que le lave-linge
ne peut effectuer que des mouvement verticaux repérés par la coordonnée y.

M M+m
tIa ] wt [
¥ << LE,
| m
g L 8k
Figure 1 Figure 2

1. Etablir ’équation différentielle du mouvement pour la coordonnée y.

2. Montrer qu'un tel dispositif est équivalent au schéma simplifié de la figure 2 ci-dessus;
donner I'expression de Fe, .

3. Dans I'hypothese des faibles amortissements ( § << wp ), tracer et commenter le graphe de
I'amplitude Y du déplacement vertical du lave-linge en fonction de la vitesse de rotation.

4. Calculer 'amplitude de la force transmise au sol a la résonance.
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Chapitre 4

Oscillations libres des systemes a
deux degrés de liberté

4.1 Introduction

Les systemes qui nécessitent deux coordonnées indépendantes pour spécifier leurs positions
sont appelés systemes a deux degrés de liberté.
FExemples

y<

Y1 Y2

T1p----

Lof---mmmmmmm == :

Ty

Figurel Figure2 Figure3

— Figure 1 Siles masses mj et mg sont astreintes a se déplacer verticalement, 2 coordonnées
1 et xo sont nécessaires pour spécifier la position de chaque masse a chaque instant.

— Figure 2 Si la masse M est astreinte a se déplacer dans un plan vertical, deux coordon-
nées sont nécessaires pour spécifier la configuration du systeme. L’une de ces coordonnées
peut étre le déplacement x qui correspond a la translation verticale de la masse. L’autre
coordonnée peut étre le déplacement angulaire 6 pour tenir compte de la rotation de la
masse. Ces deux coordonnées sont indépendantes I'une de I'autre.

— Figure 8 Dans le cas du double pendule, deux coordonnées sont nécessaires pour spécifier
la position des masses mq et msy. Plusieurs choix sont pourtant possibles, en effet on peut
choisir (z1,z2) ou (y1,y2) ou (01, 62).

Il est possible de spécifier la configuration d’un systeme a 1’aide de plusieurs ensembles de
coordonnées indépendantes ; un ensemble quelconque de ces coordonnées est appelé coordonnées
généralisées. Il y a autant d’équations de Lagrange que de degrés de liberté ou de coordonnées
généralisées. Pour I'étude des systemes a deux degrés de liberté, il est nécessaire d’écrire deux
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30 Oscillations libres des systémes a deux degrés de liberté

équations différentielles du mouvement que I’on peut obtenir a partir des équations de Lagrange
4oL o
dt 10¢1] Oq1

4[0L) o

dt [0¢2]  0gp

4.2 Systemes a deux degrés de liberté

4.2.1 Systeme masses-ressorts en translation
my ma

k1 K ko

AN NS

L~ L~

T T2

Systéme masses-ressorts en translation

Considérons le systéme ci-dessus, constitué de deux masses m et ms reliées respectivement
par deux ressorts de raideur ki et ko a deux batis fixes. Les deux masses sont reliées par un
ressort de raideur K. Ce ressort est appelé ressort de couplage.

Equations différentielles du mouvement

Les équations du mouvement pour ce systeme a deux degrés de liberté peuvent étre obte-
nues a partir des équations de Lagrange pour chaque coordonnée z1(t) et xo(t). Soit T' et U
respectivement I’énergie cinétique et 1’énergie potentielle :

T = %mlx% + %mgx%
2
U = %k‘l .’L‘% + %K (331 — .%2) + %k‘g .’L‘%

U=13% (ki +K)zt+ 35 (ko + K) a3 — Kz
Le lagrangien £ =T — U s’écrit alors

1 1 1 1
L zimlx’% +§m2j:%—§ (k1+K)x%—§ (ko + K) 23 + Kx129

Les équations de Lagrange s’écrivent

11oL) 0L
dt 89’51 81‘1 N
1[0L) 0L
dt 89‘52 81‘2 -

D’ou le systeme d’équations différentielles du mouvement
mii1 + (k1 + K)zp — Kxg =0

moio + (ko + K)xg — Kx1 =0

Les termes —Kx9 et —Kx1 qui apparaissent respectivement dans la premiere et la seconde
équation sont appelés termes de couplage, et les deux équations différentielles sont dites couplées.
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Résolution des équations différentielles

Recherchons une solution particuliere de la forme :
x1(t) = Ay cos(wt + @)

x9(t) = Ay cos(wt + @)

ou A1, Ay et ¢ sont des constantes et w I'une des pulsations propres du systéme. La substi-
tution de z1 et xo dans le systéme d’équations différentielles donne

[k1+K—m1w2] Al — KAy = 0

— KA + [k2 + K — maw?] A2 = 0

Ce qui constitue un systéme d’équations linéaires homogeénes dont les inconnues sont A; et
As. Ce systéme admet une solution non identiquement nulle seulement si le déterminant A(w)
des coefficients de A; et Ay est égal a zéro.

Aw) = | [kl + K — mle] - K |

- K [k‘g + K — mng]

Le déterminant A(w) est appelé déterminant caractéristique. L’équation A(w) = 0 est appe-
lée I’équation caractéristique ou équation aux pulsations propres. Elle s’écrit

[/ﬁ—i—K—mlwﬂ [kg—l—K—mng} —K?>=0

ou encore

=0

w

4_w2{7€1+K+k‘2+K]+k‘1k‘2+k‘1K+k‘2K

m1 ma mi1 ma

Cette équation est une équation quadratique en w qui admet deux solutions réelles positives
w1 et wo appelées les pulsations propres du systéme.

Cet exemple montre qu’il y a en général deux pulsations propres dans un systéme a deux
degrés de liberté. Chacune des coordonnées, x; et x2, possede deux composantes harmoniques
de pulsations wy et wo

x1 = Ay cos(wit + ¢1) + Aia cos(wat + ¢2)

xo = Aoy cos(wit + ¢1) + Agg cos(wat + ¢2)

ou Aq1, A2, As1, Az, ¢1 et ¢o sont des constantes. Le terme de plus basse fréquence
correspondant & la pulsation wy est appelé le fondamental. L’autre terme, de pulsation wo, est
appelé harmonique.

Les doubles indices sont utilisés pour les amplitudes des différentes composantes harmo-
niques; le premier indice se référe & la coordonnée et le second & la pulsation. Par exemple Aqs
est amplitude de x1(t) a la pulsation ws.

Lorsque A5 = Ags = 0, x1 et x9 correspondant & la premiére solution particuliere sont des
fonctions sinusoidales, en phase, de pulsation wj ; on dit que le systéme oscille dans le premier
mode. Dans ce cas

x1 = Ay cos(wit + ¢1)
To = A21 COS(UJlt + gf)l)
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Lorsque A11 = Ao = 0, z1et xo correspondant a la seconde solution particuliere et sont des
fonctions sinusoidales, en opposition de phase, de pulsation ws; on dit que le systeme oscille
dans le second mode. Dans ce cas

x1 = Aqg cos(wat + ¢2)

T = A22 COS(LUQt + ¢2)
Etudions les particularités de ces deux solutions particulieres :
— La premiere solution particuliere s’écrit :
z1 = A1 COS(wlt + ¢1)
x9 = A9y cos(wit + ¢1)
x1 et zo doivent vérifier le systeme d’équations différentielles, ce qui donne
[k‘l + K — mlw%] A1 — KAy =0
— K A1 + [kz + K — mgwﬂ Ay =0

Ces deux équations permettent d’obtenir le rapport des amplitudes dans le premier mode
ou fondamental
_Agl_kl—f-K—mlw%_ K
'u’liAlli K 7]4:2—|—K—m2w%

— La seconde solution particuliére s’écrit :
x1 = Aqg cos(wat + ¢2)
xo = Agg cos(wat + ¢2)
x1 et xo doivent vérifier le systéme d’équations différentielles, ce qui donne
k1 + K — miw3] A1z — K Ay = 0
— K Az + [k2 + K — mow3] Ay = 0

Ces deux équations permettent d’obtenir le rapport des amplitudes dans le second mode
ou harmonique

Aoy kh + K — mlw% K

MZ_TH_ K _/{Q—FK—me%

— La solution générale (x1,x2) est une combinaison linéaire de ces deux solutions particu-
lieres. x1 et xo s’écrivent alors

x1 = Ajg cos (wit + ¢1) + Ara cos (wat + ¢2)

xo = p1 Aj1cos (wit + ¢1) + pa Are cos (wat + ¢2)

ou Aj1, A2, ¢1 et ¢o sont des constantes d’intégration dont les valeurs sont fixées par les
conditions initiales.
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4.2.2 Cas particulier de deux oscillateurs identiques
Calcul des constantes d’intégration

Considérons le cas particulier de deux oscillateurs identiques tels que mq = mo = m et

k1 = ko = k. Dans ce cas les pulsations propres sont respectivement égales a

k
w1 = m

N = v N

Les rapports d’amplitudes correspondant a ces pulsations sont respectivement p; = +1 et
po = —1.

Soit x19, T20, T10 €t T9g les valeurs initiales respectives de x1, xo, &1 et &2 . Tenant compte de

ces conditions initiales, on obtient le systéeme d’équations suivant qui permet de déterminer les
constantes d’intégration A1, A1z, ¢1 et o

A COS(¢1) + Ao COS(¢2) = 10
A11 cos(¢1) — A1z cos(p2) = w20
—W1 A11 sin(¢1) — W2 Alg sin(¢2) = fth
—w1 A1y sin(¢1) + wa A1z sin(d2) = 20

Les solutions de ce systéeme d’équations sont

x10 + 20 Z10 — 220
Ajj=—F= et Ajp=——=
=0 cos(¢1) 279 cos(¢2)
ou encore
10 + 220 Tog — T10
Ajj=——m""— et Ajg=——"———
1 2 wy sin(¢) 12 2 wy sin(¢2)

1. Considérons le cas particulier suivant 19 = x29 = xg et £19 = T99 = 0; on obtient dans
cecas o1 = o =0, Ajo =0et Ay; = x9; d'ou

x1 = xo cos(wit)
9 = xo cos(wit)

Pour ces conditions initiales particulieres, les deux masses oscillent en phase a la méme
pulsation wy. On dit que le systéme oscille dans le mode fondamental.

X

VAVAVAVAY
{VAVAVAVAY

Oscillations dans le mode fondamental

H. Djelouah



34 Oscillations libres des systémes a deux degrés de liberté

2. Considérons un autre cas particulier pour lequel 219 = —x99 = xg et T19 = 420 = 0. On
obtient dans ce cas ¢1 = ¢ =0, 411 =0 et Ao = x¢; d'on

x1 = xo cos(wat)
x9 = —xo cos(wat)

On dit que le systéme oscille dans le second mode car les deux masses oscillent en opposition
de phase avec la méme pulsation ws.

MINA
I

Oscillations dans le mode harmonique

3. Considérons enfin le cas particulier suivant x19 = xg, T99 = 0 et £19 = 499 = 0; d’ou
¢1 = ¢2 =0, A;1 = A1 = 29/2. Les solutions s’écrivent alors sous la forme

r1(t) = B cos (wyt) + B cos (w2 t)
ra(t) = % cos (wit) — 5 cos (wat)

Les solutions ne sont plus des fonctions purement sinusoidales du temps mais des combi-
naisons linéaires de deux fonctions sinusoidales de pulsations respectives wy et wo. 1 et
T9 peuvent s’écrire sous la forme

x1 (t) = o cos (Mt> cos <w2+wlt>
2 2
x2 (t) = x¢ sin (u&;wlt> sin (wz—;wlt>

La figure suivante représente le résultat obtenu dans le cas ou w; est tres différent de wo
(c’est-a -dire si K >> k).

X
X1
: s
X
X2 r
: g

Oscillations dans le cas des conditions initiales : 19 = zq, T99 = 0 et £19 = $99 =0
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4.2 Systémes a deux degrés de liberté 35

Si wy est peu différent de wy (c’est-a -dire si K << k), on observe un phénomeéne de
battement (voir figure ci-dessous).

X,
X1
) tarps
Xq
X
0 tarps

Phénomene de battements

Coordonnées principales
Considérons les coordonnées p; et ps obtenues a partir des coordonnées x; et xo par les
relations
b1 = D)

1 — X2

p2 =

Tenant compte des expressions de x; et xo et des valeurs particulieres de u; et pg pour
I’exemple étudié, on obtient

p1 = % cos (w1t)

p2 = % cos (wat)

On remarque que, quelles que soient les conditions initiales, p; et po sont des fonctions
purement sinusoidales du temps de pulsations respectives wy et wo. Ces coordonnées particulieres
sont appelées coordonnées principales. On peut vérifier que le systeme d’équations différentielles
qui régit le mouvement du systéme considéré s’écrit sous la forme de deux équations découplées

Pr+wip=0
Po+wspa=0
Les relations inverses suivantes
1 =p1+p2

T2 =P1 — P2

permettent d’obtenir les coordonnées z1 et xo a partir des coordonnées principales p; et po.
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36 Oscillations libres des systémes a deux degrés de liberté

4.2.3 Pendules couplés

Considérons le cas de deux pendules simples identiques couplés par un ressort de raideur K
et qui effectuent des oscillations de faible amplitude repérées par les angles 6, et 6s.

Pendules couplés

Etablissons tout d’abord les équations différentielles du mouvement dans le cas des oscilla-
tions de faible amplitude. Il est aisé de montrer que l’énergie cinétique et I’énergie potentielle
s’écrivent sous les formes quadratiques suivantes

T = $mi® 63 + 3mi? 63

U =1 [KI? +mgl] 03 + L [K1? + mgl] 03 — KI26:105

On remarque la présence du terme de couplage —K1?610, dans 'expression de ’énergie
potentielle. Comme dans I'exemple précédent, on dit que le couplage est élastique. Si le terme
de couplage n’existe que dans ’expression de I’énergie cinétique, on dit que le couplage est de
type inertiel.

Les équations de Lagrange permettent d’obtenir les équations différentielles du mouvement

mi%0; + [KI? + mgl] 0; — K126, = 0

— K120, + mi%0y + [KI? + mgl] 6 = 0

En ’absence d’amortissement une solution particuliere de ce systéeme d’équations différen-
tielles serait

01(t) = Ay cos(wt + @)

Oo(t) = Ay cos(wt + ¢)
Ces deux expressions doivent satisfaire le systeme d’équations différentielles, d’ou
[K1? +mgl — ml*w?] Ay — K145 =0

—KI?Ay + [KI? + mgl — ml*w?] Ay =0

Ce systeme d’équations admet des solutions non nulles seulement si w est solution de ’équa-
tion aux fréquences
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2
[Kl2 + mgl — mz%ﬂ ~ KA =0

D’ou I'on tire 'expression des pulsations propres wy et wo

2K
wlz\/getc@: Q+7
l l m

La solution du systeme d’équations différentielles est donc
01 = Ax cos(wlt + gbl) + Ay COS(UJQt + gf)g)

Oy = Agj cos (wit + ¢1) + Aga cos (wat + ¢2)

Pour calculer les rapports des amplitudes dans les modes, on suppose que le systeme oscille
soit dans le premier mode soit dans le second mode. Dans le premier mode, on obtient le systeme

[K1% + mgl — ml?w?] — K’ =0

—KI? + [KI? + mgl — mli?w}| pp =0
Dans le second mode, on obtient

[K1? +mgl — ml?w3] — KI?us =0

—KI? + [KI? + mgl — ml?w3] pa = 0

Tenant compte des expressions de w; et wy on obtient les valeurs du rapport des ampli-
tudes dans les modes p1 = +1 et uo = —1. Les solutions du systeme d’équations différentielles
s’écrivent alors

01 = Aqy cos (wit + ¢1) + Aja cos (wat + ¢2)

Oy = Ajjcos (wit + ¢1) — A1 cos (wat + ¢2)
Exercices

Exercice 1 : Soit le systéme mécanique représenté par la figure ci-contre, composé de deux
oscillateurs linéaires (m, k) couplés par un ressort de raideur %'.

>

k T_l’ k' ’_z’k
@) -AD—G

1. Ecrire le lagrangien du systeme.

2. (a) Mettre ce Lagrangien sous la forme :

L= %m {(ZL’% + x%) —w? (ZE% + x5 — 201‘1962”

Donner les expressions de w? et C' (coefficient de couplage).
(b) En déduire les équations du mouvement.

3. (a) Déterminer les pulsations propres du systéme.
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38 Oscillations libres des systémes a deux degrés de liberté

(b) Sachant que Ty = 27/wy = 0,5s et C = 0,3, calculer les valeurs numériques des
périodes propres.
4. (a) Le coefficient de couplage C' étant faible, donner les solutions z1(t) et z2(t) avec les
conditions initiales suivantes : a t = 0's, x1 (0) = Xo, %1 (0) = 0 et z2 (0) = 0,22 (0).
Quel phénomeéne physique observe-t-on ?
(b) Tracer l'allure des courbes représentatives de x;(t) et za(t).
Exercice 2 : Soit le systéeme mécanique représenté figure ci-dessous. Les variables z1(t) et x2(t)

représentent les déplacements horizontaux (a partir de ’équilibre) des masses m; et mg dans le
cas des petites oscillations. La tige de longueur L est de masse négligeable.

On se place dans le cas ou : K1 = Ko = K3 = k et m; = mg = m. On posera :

5k g 2k
2_ (2% 9\ _4F
w0_<4m+L) m

1. Calculer les pulsations propres

2. Déterminer les rapports des amplitudes de chacun des modes.

3. En déduire I'expression de z1(t) et xa(t).

4. Donner les solutions de x;(t) et x2(t) si x1 (0) = xg, %1 (0) =0 et 22 (0) = 0,22 (0) =0

Exercice 3 : Soit le systeme mécanique suivant comprenant entre autres une barre horizontale
de masse négligeable et qui peut pivoter sans frottement autour d’un axe passant par son milieu.

ks L m
A/W?
L k)
m
M
K y

On prendra M =2m et ki = ko =ks =k
1. Etablir les équations régissant les petites oscillations.
2. Trouver les pulsations propres et les rapports des amplitudes pour les différents modes.
3. Ecrire les solutions générales y(t) et 6(t).

Exercice 4 : Dans la figure ci-dessous, M et R représentent respectivement la masse et le

rayon de la poulie. 1 et x5 représentent les écarts des deux masses par rapport a leur position
d’équilibre.
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4.2 Systémes a deux degrés de liberté 39

L

On prend : M = 2(mg — my) avec mg =m, et kg = k1 = ky = k.
1. Ecrire le Lagrangien du systéme.

2. Déterminer les pulsations propres et le rapport des amplitudes de chacun des modes en
fonction de m et k.

Exercice 5 : Sur la figure ci-dessous, nous avons schématisé un véhicule avec sa suspension
(sans amortisseurs). Nous supposons que les ressorts restent verticaux. La masse du véhicule est
m et son moment d’inertie par rapport & un axe horizontal D passant par le centre de gravité G
et perpendiculaire au plan de la figure est Jy. Le déplacement du centre de gravité par rapport
a 1’équilibre est repéré par z (pompage). L’angle 6 (tangage) que fait le chassis avec le sol, par
rotation autour de D, sera supposé petit. L’inclinaison sur les cotés (roulis) est supposée nulle.

On donne les valeurs suivantes :
— masse du véhicule m = 1000 kg,
— distance entre 'axe avant et G : L1 = 1 m,
— distance entre ’axe arriere et G : Lo = 1.5 m,
— constante de raideur du ressort avant : k3 = 18 kN/m,
— constante de raideur du ressort arriere : ko = 18 kN/m,
— moment d’inertie du véhicule : Jy = mr?; r = 0.9 m.

1. Déterminer les pulsations propres du systeéme ainsi que le rapport des amplitudes dans
chacun des modes.

2. Ecrire les solutions z(t) et 6(t).
3. (a) Quelle condition doit étre réalisée si 'on désire avoir un découplage entre x et 67

(b) Quelles sont alors les fréquences propres de pompage fp et de tangage fr?
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Chapitre 5

Oscillations forcées des systemes a
deux degrés de liberté

5.1 Equations de Lagrange

Soit un systeme a deux degrés de liberté, soumis a des forces qui dérivent d’un potentiel, &
des forces de frottement de viscosité et a des forces extérieures. Si les coordonnées généralisées
sont q1 et ¢o, les équations de Lagrange s’écrivent :

q2

i 106 oc o0 _,
dt [Oq: o 01 T
d [({)[,} oL 8D:F

T e
942 0qa O

Dans cette expression Fy, et Fy, sont les forces généralisées conjuguées des coordonnées
généralisées respectives q1 et go. Elles sont respectivement définies par

dt

4% . , . -
o F, = Sor lsa0’ dans cette expression dWp représente le travail des forces extérieures
q1
q1 o
pour une variation dq; de la coordonnée ¢;, lorsque dgo = 0.
oWy . , . -
o I, = Son lsqi=0’ dans cette expression dWs représente le travail des forces extérieures
q2 |991=
0g27#0

pour une variation dgo de la coordonnée gs, lorsque dg; = 0.

5.2 Systéme masses-ressorts-amortisseurs

k i—» . k
o | m @m m ma
L~ L~

T T2

Systeéme a deux degrés de liberté en oscillations forcées.

Pour étudier les particularités des oscillations forcées des systémes a deux degrés de liberté,
étudions le systeme symétrique de la figure ci-dessus, soumis & une force horizontale F' appliquée
a la premiere masse.
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42 Oscillations forcées des systémes a deux degrés de liberté

5.2.1 Equations différentielles

Les équations différentielles du mouvement s’écrivent :

mi1+ (k+ K)z1 + a1 — Kzg = F
—K:cl—l—mi“g—i—(k—i—K)xg—i—aj:g:O

5.2.2 Etude du régime permanent sinusoidal
Solution permanente

La solution générale de systéeme d’équations différentielles est égale a somme de la solution du
systéeme homogéene et d’une solution particuliére. La solution de ’équation homogene, en raison
de I'amortissement, tend vers zéro lorsque le temps augmente. Lorsque le régime permanent
s’établit, la solution devient égale a la solution permanente et s’écrit alors :

x1 = X7 cos (Qt + ¢1)

x9 = Xocos (U + ¢2)

Pour calculer les amplitudes X et Xo, ainsi que les phases ¢1 et ¢, utilisons la méthode
des nombres complexes. On peut ainsi écrire :

1 = Re (Xl emt> 9 = Re (Xz emt) F =Re (E emt)
Dans ces expressions les amplitudes complexes sont définies par
X, =X e Xo=Xp€?  F=Fye®
Dans ce cas les équations différentielles se transforment en équations algébriques :
(k+ K -mQ?+iaQ) X, - KX, =F
—KX,+ (k+ K —-mQ*+iaQ) X, =0

Amortissement négligeable

Considérons d’abord le cas d’'un amortissement suffisamment faible pour que l'on puisse
considérer que a ~ 0. Le systeme d’équations différentielles s’écrit alors

(k+K_mQ2)X1—KX2:E
—KX,+ (k+K—-—mQ?) X, =0

Les solutions de ce systéme sont :

o E (@)
LT - )
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. k k+2K . , .
Les pulsations w; = {/ — et wy = 1/ ———— sont les pulsations propres calculées au chapitre
m m
précédent. La valeur de la pulsation 24 est :

K
Oy = kL
m

Les amplitudes des déplacements X et X5 sont alors données par

_F |94 -
oo fef = Q7 |wi - 7

X3

v _ Ky 1
ST vl

Les variations des amplitudes X7 et Xo sont représentées sur les figures ci-dessous.

woWow, W W W W

Variation de X; en fonction de {2 Variation de X5 en fonction de 2

On remarque que le phénomeéne de résonance se produit pour X; comme pour X lorsque la
pulsation d’excitation €2 est égale a I'une des pulsations propres wy ou wy du systéme. L’amortis-
sement étant tres faible, les amplitudes a la résonance sont tres importantes. Lorsque la pulsation
() devient tres grande, ces amplitudes tendent vers zéro. Enfin lorsque €2 = Q 4, Pamplitude X;
est égale a zéro; pour cette raison, la pulsation €24 est appelée pulsation d’antirésonance.

5.3 Impédance

Considérons le systeme a deux degrés de liberté étudié dans le paragraphe précédent dans
lequel nous supposons que 'amortissement est nul (a ~ 0). En régime stationnaire, on obtient
pour 'amplitude complexe de la vitesse X :

0 02— 02
A F

X, =i’
ST (@2 W)

On en déduit I'impédance d’entrée :

F m (92 — w}) (0% — w3)

Z = — =7—
P 3% 7' 02— 0%

Les figures ci-dessous donnent les variation de X et Zg en fonction de . On note le phé-
nomene de résonance lorsque la pulsation d’excitation €2 est égale a I'une des deux pulsations
propres w1 ou we. A ces pulsations, le module de I'impédance d’entrée est nul. Enfin, lorsque 2
est égale a la pulsation d’antirésonance €2 4, la vitesse de la premiére masse est nulle et le module
de 'impédance d’entrée est infini. Lorsque Q — oo, Zg >~ m2.
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ZE

ol

Q4
¢:

{ | |
i

w1 (;02 0 0 w1 QA w2 Q
Variation de ‘ X 1‘ en fonction de (2 Variation de Zg = |Zg| en fonction de

5.4 Application

Le phénomeéne d’antirésonance peut étre avantageusement utilisé pour supprimer une vibra-
tion résultant d’une résonance dans un systéme mécanique.

k o i
m
Flf —¢ 1
K
W
M —¢ Lo
Etouffeur de vibrations . Variation de Xy en fonction de ).

Considérons le systeme a deux degrés de liberté de la figure ci-dessus. Les équations diffé-
rentielles du mouvement s’écrivent

mi +aiy + (k+ K)x; — Kxg = F
—Kx1+mio+ Kxg =0

En régime permanent sinusoidal, on obtient

Fy 92_%
Xl:g_ﬂ4+92 M+% _% + 120 QQ—%

m m

X, = KF, 1
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Lorsque la pulsation de la force excitatrice est égale a Q4 = \/%, la masse m est immobile
(X1 =0).

Si on choisit K et M telles que % = % (c’est-a-dire telles que wy = Q24), la masse m est
immobile lorsque la pulsation excitatrice §2 est égale a wy = % = \/%. Dans ces conditions,

I’'ajout de M et K permet d’annuler la vibration de m a cette pulsation. Un tel dispositif
constitue un "étouffeur” dynamique de vibrations.

Exercices

Exercice 1 : Dans la figure ci-dessous, M et R représentent respectivement la masse et le
rayon de la poulie, x1 et zo les écarts des deux masses par rapport a leur position d’équilibre.
On prend : M = 2(mg —mq) avec mg = m et kg = k1 = ko = k. Le systéme sera étudié en
régime permanent avec : F(t) = Fy cos(wt).

Lo

F(t)

1. Calculer 'impédance d’entrée.
2. Calculer les vitesses @1 (t) et @a(t).
3. (a) A quelle pulsation la masse m; reste-t-elle immobile ?
(b) Dans ce cas, quelle est 'amplitude d’oscillation de la masse mgy 7
4. (a) A quelles pulsations, la vitesse de la masse m; est en phase avec la force F(t)?
(b) En comparant ces pulsations a celles calculées dans 'exercice 4 du chapitre précédent,

déduire le déphasage de @9 par rapport & F'(t) pour chacune de ces pulsations.

Exercice 2 :

1. Etablir les équations différentielles régissant le fonctionnement des systémes représentés
par les figures 1 et 2.

2. Pour

— w =+/bk/4m; + g/r et my = mg pour la figure 1
— et w = \/ka/m avec m = M /2 + mg pour la figure 2,
calculer en régime permanent sinusoidal :

(a) I'impédance d’entrée,

(b) 91, U2, y1 et yo .
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k /2 1/2 k
/2 1/2
m
2 m, o
F(t k "
—Dyz —Dyl
figure 1 figure 2

Exercice 3 : Pour les systémes mécaniques des figures 1 et 2 et avec F(t) = Fy cos(wt) et
pour w = \/k1/my , calculer :

1. L’impédance d’entrée ,

2. La puissance instantanée fournie par le générateur mécanique et la puissance instantanée

dissipée par le systéeme. Comparer et commenter.

3. La puissance moyenne fournie par le générateur mécanique et la puissance moyenne dissipée
par le systeme. Comparer et commenter.
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Chapitre 6

Généralités sur les phénomenes de
propagation

6.1 Propagation a une dimension

6.1.1 Equation de propagation

Dans les phénomeénes vibratoires traités dans les chapitres précédents, nous nous sommes
intéressés & des phénomenes ou des grandeurs physiques qui dépendaient d’une seule variable,
le temps. Nous allons maintenant examiner toute une série de phénomenes qui sont décrits par
une fonction qui dépend a la fois du temps t et d’une variable d’espace, x par exemple.

Ces phénomenes sont régis par une équation aux dérivées partielles, appelée équation de
d’Alembert ou équation d’onde ou encore équation de propagation & une dimension de la forme :

9%s 1 0%s

92 V2 oo 0

dans laquelle V' est une grandeur physique qui a les dimensions d’une vitesse et sera appelée
dans la suite vitesse de propagation.

6.1.2 Solution de ’équation de propagation

Méthode de d’Alembert

Pour résoudre I’équation des ondes a une dimension, opérons le changement de variable
suivant :

n=t——
%
T
=t 4+ =
§=t+y

Calculons les dérivées partielles par rapport & ¢ et z, en fonction des dérivées partielles par
rapport a 7 et &.
Sachant que :

on _ 08 _,
ot ot
et que
on 06 1
or  dx V
on obtient
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48 Généralités sur les phénomeénes de propagation

Os _0sdn  0s0¢ 0Os  Os

ot onor oot oy o

s _0s0dn 0s0¢ 1 [83 85}

9z onor ocor Vo o

En tenant compte de ces résultats et sachant que

9%s B 9%s
oo 0Edn

on obtient :

d%s  0%s d%s  9%s

o _ Y2 97 72
92 ~ o2 “onoE T o8

9%s 1 |9%s 0%s 0%s

922 V2 | “onoe o0&

. . 2 2 . . . ,
En remplacant dans 1’équation d’onde % et % par les expressions ci-dessus, on obtient I’équa-

tion d’onde exprimée en fonction des dérivées partielles par rapport aux variables n et £ :

2
0“s _0
onoé

Cette derniere équation peut s’écrire

oo g
o¢ Lon]
Un intégration par rapport a £ donne :

Os
877 =fn)

ou f (n) est une fonction qui ne dépend que de 7 (et pas de £). Enfin une intégration par rapport
a n donne :

s(1,€) = F(n) + G (§)

ou F'(n) , qui ne dépend que de 7, est une primitive de f (7). La fonction G (§) est une fonction
qui ne dépend que de £. En revenant aux variables = et ¢, on obtient la solution générale de
I’équation des ondes a une dimension :

s(:x,t)zF(t—é)—l—G(t-i—é)

Les fonctions F' (t — %) et G (t+ %) sont des fonctions dont la nature est fixée par les conditions
aux frontieres imposées a la solution s (z,t).
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Propriétés des solutions particuliéres F (t — &) et G (t + {7)

Propriétés de F' (t — {7) On étudie le cas de la solution particuliere F (t — {7). Pour cela
on suppose que les conditions aux frontieres sont telles que G (¢t + %) est constamment nulle.
On consideére a l'instant ¢; un point d’abscisse x1 . La valeur de la fonction s en ce point et a cet
instant est s (z1,t1). On recherche & un instant to postérieur a t; (tz > t1) la position zg d'un
point pour lequel la valeur de s est la méme que la valeur qu’elle avait en x; a Uinstant ¢;. Ce
probléme est formulé par I’égalité suivante :

S (.7}1,751) =S (.1‘2,t2)

F<t1—:€;>:F<t2—:€f)

X1 i)

t— =ty — —
1 % 2 %

Ce qui se traduit par

Cette équation est satisfaite si

D’ou la valeur de z9 :
o :$1+V(7§2*t1)

Comme t9 > t1, T2 est supérieure & x1 et ces deux points sont distants de
Tr9 — T1 :V(tg—tl)

F(t— %) correspond & une onde se propageant dans le sens des x croissants (Voir la figure
ci-dessous). F (t — %) est appelée onde progressive et cette expression constituera dans la suite
la définition d’une onde progressive.

Direction de ﬁ
propagation

tztl

v |

Onde progressive dans le sens des x croissants : F (¢ — %)

Propriétés de G (t + %) On étudie le cas de la solution particuliere G (¢ + %) Pour cela
on suppose que les conditions aux frontiéres sont telles F (¢ — %) est constamment nulle. On
considere a l'instant ¢; un point d’abscisse 1 . La valeur de la fonction s en ce point et a cet
instant est s (z1,1). On recherche & un instant to postérieur a t; (to > t1) la position zg d’un
point pour lequel la valeur de s est la méme que la valeur en z; a U'instant ¢;. Ce probleme est
formulé par ’égalité suivante :

S (xl,tl) =S (.21?2,752)

il _ ﬂ
G<t1+v>—G<t2+V>

B oL =ty o2
Ty TRy

Ce qui se traduit par

Cette équation est satisfaite si
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50 Généralités sur les phénomeénes de propagation

D’ou la valeur de z :
Tr9 = X1 —V(tg—tl)

Comme t9 > t1, xo est inférieure a x1. Ces deux points sont distants de
r1 — T2 :V(tg—tl)

G(t+ %) correspond a une onde se propageant dans le sens des z décroissants (Voir la figure
ci-dessous).

<: Direction de
propagation

—
X1-X2=V (t2-t1)

Onde progressive dans le sens des x décroissants : G (t + &)

6.1.3 Onde progressive sinusoidale

On considere une onde progressive se propageant dans la direction de 'axe des z, telle que
le point d’abscisse x = 0 est soumis a une vibration sinusoidale de la forme

s(x=0,t) =Sy cos (wt)

Le point se trouvant & ’abscisse x > 0 aura la méme vibration que celle du point x = 0 mais

avec un retard égal a 3 :
x
)= t——
s(x,t) 0 cos [w( Vﬂ

Cette expression constitue la définition d’une onde progressive sinusoidale (ou harmonique) ; elle
peut étre écrite sous la forme :

s(xz,t) =Sy coswt — ¢ ()]
ol ¢ (r) = {x représente le déphasage lié au temps de propagation {;. On dit que ¢ () représente

le déphasage dii a la propagation. L’onde progressive sinusoidale s’écrit sous la forme suivante
qui permet de mettre en évidence la double périodicité (dans le temps et dans I'espace) :

s(xz,t) =Sy cos {277 (; - f\)]

La quantité T = %’r est la période temporelle tandis que la quantité A = VT est la longueur
d’onde qui constitue la période spatiale. On peut vérifier aisément que :

s(x,t+nT) = s(x,t)
s(x+n\t) = s(z,t)
ol n est un nombre entier.
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I’onde progressive s’écrit souvent :

s(x,t) =Sy cos|wt — k]

ouk=y = 27” est appelé le module du vecteur d’onde qui s’exprime en m™!.

On utilise tres souvent la notation complexe d’une onde progressive sinusoidale :

s(z,t) =S el(wi—kz)

s(x,t) =8 et

ot S = Sy e *** représente 'amplitude complexe de I’onde progressive sinusoidale. Le module
Sp de S est 'amplitude de 'onde tandis que son argument —kx représente le déphasage di a la
propagation.

6.1.4 Superposition de deux ondes progressives sinusoidales
Cas de deux ondes de méme fréquence se propageant dans le méme sens

Considérons deux ondes de méme fréquence et de méme direction de propagation, d’ampli-
tudes respectives Sp et Sa, et de phases respectives ¢1 et ¢o. L’onde résultante sera alors :

s(z,t) =S ilwt=katen) 4 g cilwl—kates) _ g gilwt—ka+e)
ou encore en notation réelle :

s(x,t) =S cos (wt — kx + ¢)

avec

S = \/312 + 53 425152 cos (g1 — ¢2)
et

Sy sin (¢1) + 52 sin (¢2))
S1 cos (¢1) + Sa cos (¢2)
La superposition de deux ondes harmoniques de méme fréquence, et qui se propagent dans la

méme direction, donne une autre onde harmonique progressive de méme fréquence, d’amplitude

S et de phase ¢.

¢ = Arctg (

Cas de deux ondes de méme fréquence se propageant dans des sens opposés

Si par contre, on superpose deux ondes harmoniques de méme fréquence mais se propageant
dans des sens opposés, le résultat est tout autre. En effet, dans ce cas :

s (.T,t) -5 ei(wtkaer)l) + S 6i(wt+kx+¢2) _ Sleigbl efikx + S2ei¢26+ikx eiwt

et on ne peut plus écrire 'onde résultante sous la forme d’une onde progressive simple. Un cas
particulier important se produit quand les deux amplitudes sont identiques. Si on note :

S1=85=2>5

on a :

s (z,t) = 2S5y cos (kx + 91— ¢ g ¢2> i (Wt =52)
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et donc en notation réelle :

s (x,t) =28y cos (kac + (Z)I;@) cos (wt + gbl—;d)?)

Ce mode de vibration est tres différent d’une onde progressive puisque tous les points x de la
corde vibrent en phase avec des amplitudes différentes. En particulier, il existe une série de

points :
_ 1 ¢1—¢2} A
n = K”Jr 2) or |2

n=0,%1,42,

avec

ou l'amplitude de vibration est constamment nulle. On dit dans ce cas que 'onde est sta-
tionnaire et que les points x, sont les nceuds de I'onde. Entre chaque paire de nceuds existe un
ventre ou 'amplitude de vibration est maximum et égale a 25y. On note aussi que 'intervalle
entre deux nceuds est égal a une demi-longueur d’onde A\/2.

6.1.5 Vitesse de phase

Considérons une onde progressive sinusoidale qui se propage dans le sens des x croissants.
Un point d’abscisse x posseéde, a I'instant ¢, ’élongation :

s(x,t) =8y cos(wt — kx)

Entre l'instant ¢ et ¢t + At 'onde progresse d’une quantité Az. A lUinstant ¢t + At, le point
d’abscisse © + Ax possede la méme élongation que celle que possédait le point d’abscisse x a
Iinstant antérieur t. Ceci se traduit par I’égalité :

s(z,t) =s(z+ Az, t + At)
So cos (wt — kx) = Sy cos|w (t + At) — k (x + Ax)]

Cette égalité est satisfaite si les phases instantanées sont égales :
wt —kr =w (t+ At) — k (x + Ax)

Soit encore

w At =k Ax
On définit la vitesse de phase V = % qui s’exprime en fonction de w et k par :
w
Ve = —
* Tk

Si la vitesse de phase ne dépend pas de w, le milieu est dit non dispersif. Dans le cas contraire
il est dit dispersif.

La figure ci-dessous permet d’illustrer la notion de vitesse de phase en considérant deux
représentations a des instants différents d’une corde parcourue par une onde . La courbe continue
représente 'ensemble des points de la corde a l'instant ¢. Le point de la corde d’abscisse x est
représenté par le point blanc, tandis que le point d’abscisse x + Az est représenté par le point
noir. On constate qu’entre les instants ¢ et ¢ + At chacun de ces points suit une trajectoire
rectiligne et le déplacement du point noir a l'instant ¢ + At est égal au déplacement du point
blanc & l'instant t. En particulier la créte de la corde, correspondant a une valeur particuliére
de la phase instantanée, semble se déplacer dans le sens de propagation de I'onde avec la vitesse
de V, mais la trajectoire de chaque point matériel est une trajectoire rectiligne perpendiculaire
a la direction de propagation.
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o 'K....-..-.-.....

Onde progressive sinusoidale
Trajectoire de deux points o et e entre les instants ¢ et t + At

6.1.6 Vitesse de groupe

La vitesse de phase V4 n’est pas nécessairement la vitesse que 1'on observe lorsqu’on analyse
un mouvement ondulatoire. En général une onde n’est pas parfaitement sinusoidale mais a une
durée limitée et se présente sous la forme d’un train d’onde appelé communément "pulse” ou
“groupe” qui se propage avec une vitesse Vg appelée vitesse de groupe. Cette onde sous la forme
d’un pulse contient plusieurs fréquences. Si la vitesse de phase est indépendante de la fréquence
(Milieu non dispersif) alors toutes les fréquences qui constituent le pulse se propagent & la méme
vitesse et le pulse se propage avec une vitesse de groupe égale a la vitesse de phase. Mais si le
milieu est dispersif (i.e. la vitesse de phase dépend de la fréquence), alors le pulse se propage
avec une vitesse de groupe différente de la vitesse de phase.

Pour illustrer ce phénomene, considérons une onde constituée de deux ondes de fréquences
différentes et de méme amplitude. En z = 0, cette onde s’écrit par exemple sous la forme :

s(0,t) = Sp cos (wit) + So cos (wat)
Cette onde peut s’écrire encore :
s(0,t) =25y cos (wpt) cos (wt)

ou
W2 — W1

w2 + w1
wp = et w= ——"-—

2 2

Si wy est voisine de ws, la vibration résultante se présente sous la forme d’une sinusoide de
pulsation w dont 'amplitude est modulée par un battement de pulsation wp (Modulation d’am-
plitude).

En un point x > 0, 'onde obtenue résulte de la superposition de ces deux ondes qui se sont
propagées a des vitesses différentes car le milieu de propagation est supposé dispersif :

s(x,t) = Sy cos(wit — kix) + Sy cos (wat — ko)
s (x,t) peut s’écrire :

s(x,t) =28y cos(wpt — kpx) cos(wt — kx)

Dans cette expression :

ko — k k k
_ k2 Lot b — 2+ K1

k
B 2 2
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L’amplitude du battement se propage a une vitesse qui est la vitesse de groupe définie par la
relation :
WB W2 — Wi
V = — = —
Tk k- k
Comme ko est peu différent de kq, la vitesse de groupe est définie par :
wy —wy  dw

Vo= lim — = —
¢ k211>1}€1 ko — k1 dk

Tandis que la sinusoide contenue a 'intérieur du battement se propage a la vitesse de phase :

1

Propagation d’un paquet d’ondes : Les fleches verticales noires correspondent au maximum des
battements qui se propagent a la vitesse de groupe. Les fleches verticales blanches
correspondent au maximum des vibrations qui se propagent a la vitesse de phase.

6.1.7 Onde vectorielle

Dans ce qui précede, la quantité s (x,t) représente une grandeur scalaire, mais certains phé-
nomenes décrits par des vecteurs conduisent a des équations similaires :

PA_ 1 PA_
ox2 V2 o012

Le vecteur A, défini dans un milieu a trois dimensions, possede trois composantes A;, A,
A, et 'expression ci-dessus signifie que chacune de ces composantes satisfait individuellement

I’équation de propagation :
PA, _ 1 9PA, _
Ox2 VZ  ot?

9% Ay 1 04y
Oz2 V2 12

9%A, 1 0%A, -0
0x2 VZ o2 T

Chacune de ces composantes A;, A, A, se propage ent — 3> et t + 7.
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6.2 Propagation dans I’espace a trois dimensions

6.2.1 Equation de propagation

Dans un systeme de coordonnées cartésiennes, I’équation de propagation dans ’espace a trois
dimensions s’écrit sous la forme :

0%s  0%s  O%s 1 9%s
—+t =+ —"5=5=0
ox2  Oy?2  0x2 V2 0t2

On définit le laplacien scalaire de s par 'expression ci-dessous :

9%s  0%s  O%s

As= 05 05 O
s 6$2+8y2+6332

et I’équation des ondes s’écrit sous la forme condensée :

1 92%s
A= g =0

s est fonction du temps mais également des cordonnées du point M ou la fonction s doit étre
calculée. Si ’on appelle le vecteur position 7 = OM, la quantité s dépend du temps et du vecteur
position 7; on écrit s (7, 1).

6.2.2 Onde plane progressive sinusoidale

Définition

L’onde progressive sinusoidale (ou harmonique), se propageant dans une direction donnée
par un vecteur unitaire « est définie par :

s(r,t) =Sy cos (Wt—E-F)

ot le vecteur k = k i est appelé le vecteur d’onde. Si les composantes du vecteur k sont ke, Ky
et k., alors 'onde plane est définie par

s(x,y,2,t) =Sy cos (wt — kpx — kyy — k,2)

On peut utiliser la notation complexe pour représenter I’onde plane progressive sinusoidale qui
s’écrit dans ce cas sous la forme :

s (7,t) = Sp ¢! (“t=F )

Relation de dispersion

En remplagant s(7, t) par son expression dans I’équation de propagation, on obtient la relation

= k(w) qui est la condition pour que 'onde plane définie ci-dessus constitue une solution

particuliere de I’équation d’onde. Cette relation est appelée la relation de dispersion et elle
s’écrit :

k=

<€
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Surface d’onde

On appelle surface d’onde ou surface équiphase, ’ensemble des points de I'espace pour les-
quels, au méme instant, s (7,t) a la méme valeur. Recherchons la surface d’onde passant par
un point My a un instant ¢; cette surface est I’ensemble des points M de ’espace pour lesquels
I’égalité suivante est satisfaite :

s(rt) = s(70,t)

Cette égalité se traduit par :
SO ez’(wt—lZ-F) — SO ei(wtfif'-f"o)

Cette égalité est satisfaite si
k-7=k- -1

Tenant compte des propriétés du produit scalaire, on obtient

La surface d’onde passant, a I'instant ¢, par le point M est I’ensemble des points M satisfaisant
I’équation ci-dessus. Cette surface est un plan passant par My, et perpendiculaire a la direction
du vecteur d’onde, donc a la direction de propagation. L’onde est dite plane.

Direction de
propagation

Surface d’onde
X

Onde plane

Il existe d’autres types d’ondes définis par les surfaces d’onde respectives : par exemple les
ondes sphériques pour lesquelles les surfaces d’onde sont des spheéres ou les ondes cylindriques
pour lesquelles les surfaces d’onde sont des cylindres.

Polarisation

Dans le cas d’une onde plane progressive sinusoidale représentée par une quantité vectorielle
A (T,t), cette quantité peut avoir différentes orientations par rapport aux surfaces d’ondes :

1. A est constamment perpendiculaire a la surface d’onde, ou de maniere équivalente parallele
a la direction de propagation : I’onde est dite longitudinale.

2. A est contenu dans la surface d’onde, ou de maniere équivalente perpendiculaire a la di-
rection de propagation : ’onde est dite transversale. Dans ce cas, ’extrémité du champ
vectoriel A peut décrire une trajectoire rectiligne : 'onde transversale est dite a polarisa-
tion rectiligne. Elle peut décrire une trajectoire circulaire (onde transversale a polarisation
circulaire), ou une trajectoire elliptique (onde transversale a polarisation elliptique).
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Exercices

Exercice 1 : Vérifier que les fonctions suivantes :

1. u(z,t) = Asin (w (t — %))

2. u(z,t) = Acos (k(z —Vt))

3. u(z,t) = alz + Vi)

4. u(z,t) = Aexp (iw (t — &))

5. u(x,t) = Aexp (iw (t + 7))

6. 0) = Aexp i (1 1)) + Bexp (i 1+ )

sont solutions de ’équation :

0%u 1 0%u B

ox2 V2 o2
ol z, t et V représentent respectivement la position, le temps et la vitesse de propagation.
Déterminer les dimensions des constantes A, w, k et a.

Exercice 2 : On étudie la propagation d’un ébranlement transversal sur une corde. Cet ébran-
lement se propage dans le sens des z croissants avec une vitesse V. A I'instant ¢ = 0 s, la forme
de la corde est donnée par : u (z,0) = Ae=o*  Donner D'expression de la forme u(z,t) de la
corde a un instant ¢. Représenter graphiquement cette corde aux instants ¢t =0 s, et t = 0.3 s
pour: A=1cm, a=0.5cm 2V =20 cm.s .

Exercice 3 : Le dispositif représenté sur la figure ci-dessous permet de communiquer a ’ex-
trémité S d’une corde tendue horizontalement, une vibration verticale sinusoidale entretenue :
u (0,t) = 5sin (wt) (en cm)

u(O t)

Feutre

D O Poulie
Moteur
M

1. La longueur totale de la corde est L = 5 m et sa masse est m = 100 g. Sachant que
la vitesse de propagation des ondes transversales dans une corde de masse linéique u et
tendue par une tension 7' est donnée par : V = /T/u, quelle doit étre la valeur de la
masse M qui tend la corde pour que la longueur d’onde des vibrations transversales de
pulsation soit A = 1 m lorsque le moteur tourne & la vitesse de 3600 tr/mn.

2. Juste avant la poulie, la corde est pressée a frottement doux entre deux plaques de feutre,
empéchant toute réflexion de se produire.

(a) Ecrire 'expression en fonction du temps de I’élongation u(z,t) du point A tel que
SA=uzx.

(b) Donner les abscisses des points qui vibrent en phase avec S et de ceux qui vibrent en
opposition de phase avec S.

(c) Représenter sur un méme graphique le mouvement de S entre les instants ¢t = 0 et
t =1/30 s et le mouvement du point A tel que x = 2,75 m.

(d) Représenter I'aspect de la corde sur un méme graphique aux instants ¢t = 0 et t =
1/600 s, entre x = 0 et x = 4 m.
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Chapitre 7

Cordes vibrantes

7.1 Equation des ondes

Considérons une corde tendue, rectiligne selon la coordonnée z, et de longueur infinie. Nous
allons étudier la propagation d’un faible ébranlement le long de la corde. Supposons que cet

ébranlement se produise suivant 1’axe Oy.

Etudions ’équation du mouvement de cette corde. Nous dénoterons par T la tension a
laquelle est soumise la corde. On considére en un point d’abscisse x un segment tres court de

cette corde, de longueur Az. La masse Am du segment est donnée par :

Am = pAx

ou i est la densité linéique de masse de la corde, c’est-a-dire la masse par unité de longueur

qui s’exprime en kg/m.

Ya enmouvement  Fy(X*DX)  T(x+Dx)
q(x+Dx)

al’équilibre

Corde vibrant transversalement.

Dans une situation hors équilibre, le segment n’est plus droit, il présente une courbure. Nous

considérons des mouvements d’oscillation de la corde de petite amplitude

U(x,t) =u(x,t)ey,
si bien que nous pouvons faire I’approximation :

_ Ou

sin (0)|, = tan (0)|, = p

T

. ou
S (9)’m+Aa: = tan (0)|x+Am = %

r+Ax
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Cette approximation néglige aussi I’allongement du segment, et considére donc la tension T
comme constante. La force appliquée sur le segment dans la direction y est la résultante de la
force appliquée au point x, qui est une force appliquée vers le bas et égale en module a

F(o,t) = Tsin(6)], =T tan (6)], = T %

et de la force appliquée au point x+Ax qui est vers le haut et égale a

. N ou
F (x4 Az,t) = T sin(0)|,,pn, =T tan (0)|, n, =T pr
La force totale dans la direction y est donc :
ou ou 0%u
R=F Ax,t) — F(x,t) =T | — - —| | =T=—A

Nous pouvons appliquer maintenant la loi fondamentale de la dynamique au segment Ax. La
force dans la direction y doit étre égale au produit de la masse Am du segment par 1'accélération
de celui-ci. Donc :

9%u

0%u 9%u
o _rZ=
F o 92

Si on définit V = ,/% qui a la dimension d’une vitesse, on constate que :

0%u 1 0%u
dr2 V2 ot?
qui est ’équation d’onde de la corde. V est la vitesse de propagation de cette onde.

=0

7.2 Ondes progressives harmoniques

7.2.1 Définition

Une onde progressive harmonique se propageant selon Ox est définie par :

u(z,t) = Uy cos (wt — kx)
ou encore en notation complexe

u(z,t) = Uy elwi—kz)

ol k= = 27” est le module du vecteur d’onde, A étant la longueur d’onde.

7.2.2 Force en un point

On appelle force en un point, la projection selon Oy de la force exercée, en ce point, par la
partie gauche de la corde sur la partie droite :

ou
F = —T%

Dans le cas d’une onde progressive sinusoidale, cette relation devient :

F(xz,t) =ikT U e @tk
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La vitesse de particules s’écrit :

u(x,t) = Ou = jw Uy el @wt—ko)

ot

On constate que pour une onde progressive la vitesse de particules @ est en phase avec la
force F.

7.2.3 Impédance

On appelle impédance en un point le rapport de 'amplitude complexe de la force & 'ampli-
tude complexe de la vitesse de particule

Dans le cas d’une onde progressive, on obtient :

Z (x) = uV = /uT

La quantité /1" définit 'impédance caractéristique de la corde

Ze =T = pVv

On obtient une propriété de I'onde progressive plane

Z(x)=2. Vz

7.3 Oscillations libres d’une corde de longueur finie

u(x,t)

.

Corde de longueur L fixée aux extrémités

.

3

< >
< >

Considérons une corde de longueur L fixe aux points ¢ = 0 et * = L. Recherchons une
solution de I’équation d’onde sous la forme :

u(z,t) =g (z) f(t)

En remplagant dans I’équation de propagation, on obtient :

1d’¢g 1 1d%f

gdaz? ~ V2 fdt?

Le membre de gauche de cette équation ne dépend que de x, tandis que le membre de droite
ne dépend que de t. Ces deux expressions sont donc égales a une constante qui doit étre un
nombre réel négatif que nous posons égal & —k? car la solution ne doit pas tendre vers I'infini
lorsque t tend vers U'infini. Posons w = £V . On en déduit que :
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d? 2
ﬁ——k‘g
d? ’2f
Fg__

Les solutions de ces deux équations différentielles sont de la forme :
[ = A cos (wt) + B sin (wt)

g = C cos (kz) + Dsin (kx)

La solution de I’équation d’onde peut alors s’écrire sous la forme :

u(z,t) = [A cos (wt) + B sin (wt)] [C cos (kx) + D sin (kz)]

Tenant compte des conditions aux limites
u(0,t) =0

u(L,t) =0
on obtient
=0
k=nf oun=0,1,2---

La solution de I’équation d’onde qui satisfait ces conditions aux limites est donc la somme
d’une infinité de termes :

[oe)
Z ap, €08 (wpt) + by, sin (wyt)] sin (kyz)
n=0
avec
T n%4
k":nf et wy, = ky, V—nf

Les w,, sont les pulsations propres. Les coefficients a,, et b, sont déterminés par les conditions
initiales du mouvement. Supposons qu’a ¢t = 0 nous imposions a la corde une certaine forme
initiale u(x,0) = up(x) et une vitesse initiale

(0, x) = vo (x)

Dans ce cas nous aurons les conditions initiales suivantes :

ug (x) = ijo ap sin (k,x)

vo (x) = § —wpby, sin (kpx)
n=0

On doit inverser ces équations pour obtenir les coefficients a, et b,. La méthode de Fourier
consiste & les multiplier par sin (k,,z) et les intégrer entre 0 et L. Si on utilise les intégrales :

L T . 0 si m#n
/ sin (m) sin <n) dr = L )
0 L L — s m=n
2
on obtient
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2 L T
an = — ug (x) sin { n— | dz
2 L T
b, = — / v () sin (n) dx
WS Jo @) L
7.4 Réflexion et transmission
7.4.1 Réflexion et transmission entre deux cordes semi-infinies
) —>
incidente reflechle‘[ transmise
T, 0 T, Uy X
T T
Vi=_ [— Vo= |[—
! \/; 2 \m
Zy=mT Zy=mT
Réflexion transmission dans deux cordes semi-infinies
Soit deux cordes de longueur semi-infinie, reliées en x = 0. Leurs masses linéiques sont
respectivement p; et ps. Lorsqu’une onde venant de —oo se propage vers x = 0 dans la premiere
corde, elle donne naissance au point de jonction, x = 0, & une onde réfléchie et une onde

transmise. L’écriture de la continuité du déplacement et de la force en x = 0 permet d’obtenir

le coefficient de réflexion R, et le coefficient de transmission 7, définis respectivement par :

Ur
R, = —
U;
Ur
T, = -~
Ui

ou U; , Ur et Up sont les amplitudes des déplacements associés respectivement a 1’onde

incidente, 'onde réfléchie et I'onde transmise. On en déduit :

1 — 74
Ruzg

21+ Zo

271
T, = 2
Y21+ Zy

7.4.2 Réflexion sur une impédance quelconque
0'

Corde semi-infinie terminée par une impédance Zr

T,

v:\ﬁ
m

ZC=\/E
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Soit une corde de longueur semi-infinie, de masse linéique u, tendue horizontalement avec une
tension T et terminée en x = 0 par une impédance mécanique Zr. Lorsqu’une onde harmonique
se propage dans la corde de —oo vers x = 0, elle subit une réflexion en ce point. Sachant que le
déplacement de particules s’écrit :

u (:L‘, t) = Uz ei(UJt—kﬂ?) + UR ei(wt+kx)

on en déduit la vitesse de particules et la force en un point d’abscisse x

0 = % = jw |:Uz pli(wt—kz) +Ug ei(wt+kx):|

F = _T% — kT [Uz ei(wt—kx) —Ug ei(wt—i—kx)}

En x = 0, les conditions aux limites s’écrivent :

On en déduit le coefficient de réflexion R, en fonction de 'impédance caractéristique Z. et
de 'impédance Zr placée a 'extrémité de la corde :

Ur Ze— I1
Ruzizi
Ui Zc+Zr

Exercices

Exercice 1 : Soit une corde de longueur L = 2 m, de masse totale m = 80 g et soumise
a une tension T réglable. Comme indiqué sur la figure ci-dessous, elle est fixée en A, a un
ressort vertical de raideur K dont 'extrémité C' subit un déplacement forcé vertical sinusoidal
de fréquence f = 50 Hz, d’amplitude sy = 1 cm et décrit par : s(t) = spe’?™f*

La seconde extrémité B(x = L) de la corde est fixée & un amortisseur de coefficient de
frottement visqueux « égal a 0,2 N.s/m. Des guides parfaitement glissants n’autorisent que
les mouvements verticaux (transverses) des points A, B et C. Le mouvement d'un point M
quelconque d’abscisse x sur la corde est alors représenté par son élongation uy(x,t) . La tension
T est réglée de telle sorte qu’il n’y ait pas d’onde réfléchie en B.

1. Que représente I'amortisseur par rapport a la corde? Calculer I'impédance en un point
quelconque de la corde. En déduire la tension 1" de la corde.

2. En déduire la vitesse de phase V et la longueur d’onde .

3. Montrer que les extrémités A et B vibrent en phase.
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7.4 Réflexion et transmission 65

4. Quelle est la valeur de 'impédance de la corde au point A. Calculer 'amplitude et la phase
¢ de I’élongation uy(z,t) du point A. En déduire 'expression de ’élongation u,(z,t) d'un
point quelconque de la corde. Dans quel cas la phase ¢ est nulle ? Que vaut, dans ce cas,
I’amplitude de vibration de chaque point de la corde ?

Exercice 2 : Soit deux cordes de longueur semi-infinie reliées en x = 0. La corde qui s’étend
de —oo a 0 a une densité linéique p;. La seconde corde qui s’étend de 0 & 400 a une densité
linéique po = 0.25 1. Lorsqu’une onde incidente sinusoidale se propage de —oo dans le sens des
x positifs, elle subit une réflexion partielle en x = 0. L’amplitude de ’onde incidente est Uy et
sa pulsation est w .

1. Calculer le coefficient de réflexion en x = 0.

2. Montrer que 'onde résultante dans la premiere corde a une amplitude qui varie entre deux
valeurs extrémes Up,ae €t Unmin.

(a) Donner l'expression de Upy,q, en fonction de Uy et calculer la position des maxima en
fonction de la longueur d’onde A .

(b) Donner l’expression de Uy, en fonction de Uy et calculer la position des minima en
fonction de la longueur d’onde .

(c) Calculer le taux d’ondes stationnaires.

Exercice 3 : Une corde de longueur L est tendue entre deux points situés respectivement en
x=0et x = L. Le point situé en x = 0 est fixe et le point situé en x = L est relié a un ressort
de raideur K. La tension de la corde est T'. La corde est horizontale a 1’équilibre et on pourra
négliger son poids. On étudie les ondes transverses stationnaires sinusoidales de pulsation w. La
vitesse de propagation est V.

vt L

>
>

o N

X

A

K

1. Ecrire le déplacement w,(z,t) en un point quelconque d’abscisse = et a l'instant ¢.

2. En écrivant la condition limite pour z = 0, montrer que u,(x,t) peut se mettre sous la
forme : u, (x,t) = Ae™'f (x); ou f(z) est une fonction que l'on explicitera.
3. Ecrire la condition aux limites en z = L.

4. Montrer que les pulsations propres doivent vérifier la condition : tg (%) =C % ou C est
une constante que ’on précisera. Proposer une méthode de résolution de cette équation.

5. Déterminer les trois premieres pulsations propres w; , we et ws dans le cas ol % — 0 .

Exercice 4 : On considere une corde homogene de masse par unité de longueur p tendue
horizontalement avec une tension 7" trés grande devant le poids de la corde.. La corde de longueur
infinie est terminée en x = 0 par un amortisseur de coefficient de frottement visqueux a . Une
onde incidente transversale arrive de —oo et se propage dans la corde dans le sens des x croissants.
Cette onde correspond a un déplacement transversal donné par :

Ui(l',t) = U 6i(wtfka:)

ou k représente le module du vecteur d’onde.
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1. Donner I'expression du coefficient de réflexion R en amplitude de déplacement en = = 0.
Quel est le module et 'argument de R dans le cas particulier ou o < /p1'?

2. Ecrire I'expression du déplacement résultant u(z,t), en chaque point de la corde, en fonc-
tion des données du probleme et du coeflicient de réflexion R.

3. Montrer que le déplacement résultant en chaque point de la corde peut alors s’écrire sous
la forme de la somme d’une onde progressive et d’une onde stationnaire et qu’il s’écrit sous

la forme : ' '
u(a:,t) = U, ez(wt—kx) +U(m) elwt

Up et U(z) sont deux nombres réels qui représentent respectivement I’amplitude de ’onde
progressive et 'amplitude de I'onde stationnaire. Calculer I’amplitude U, en fonction de
R et U; , ainsi que amplitude U(zx) en fonction de R, U;, k et x.

4. Que devient u(x,t) dans les cas particuliers suivants :
(a) a=+/uT,
(b) a=0.

Exercice 5 : Une corde de longueur L et de masse m est tendue entre deux points fixes avec une
tension T'. A l'instant ¢ = 0, la corde est pincée en son milieu, écartée par rapport a I’horizontale
d’une distance h puis lachée sans vitesse initiale. Les positions u(x,0) des différents points de la
corde, a l'instant ¢t = 0, sont représentées sur la figure ci-dessous. Etablir 'expression de u(z,t).

Ay
| T

VV><

0 L2 L
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Chapitre 8

Ondes élastiques dans les solides

8.1 Propriétés élastiques des solides

8.1.1 Déformation

g 4 (I

I3 I3

Allongement d’un barreau sous I'action d’une force de traction.

Soit un solide déformable, continu et isotrope, sous la forme d’un barreau rectiligne de faible
section, c’est—a—dire dont les dimensions latérales sont faibles devant sa longueur ¢, dont une
extrémité est fixée sur un support rigide fixe. Sous I’action d’une force de traction F' appliquée
a Pextrémité libre, le fil s’allonge. La déformation persiste tant que la traction est maintenue.

L’allongement relatif est :
oo v -7

VA
ou ¢ est la longueur du barreau déformé. Chaque partie du barreau n’est pas nécessairement
déformée de la méme maniere. Il faut donc définir un allongement relatif local, ¢’est—-a—dire qui

dépend de la position en chaque point d’abscisse .

T T+ Az

F(z) F(z + Ax)

Déformation locale d’un barreau.

Pour cela, considérons la portion du barreau située initialement entre les points d’abscisses
respectives z et x + Az. Lorsque la traction est exercée, ces points se déplacent et leurs abscisses
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respectives deviennent x + u, (z) et © + Ax + u, (v + Ax). L’épaisseur de 1’élément situé entre
les deux sections devient :

Ar =[x+ Az + uy (v + Ax)] — [7 + ug (7))

Si I'épaisseur Ax est suffisamment petite, un développement en série de Taylor au premier

ordre permet d’écrire :
Ouy

Ox

Uy (r+ Az) = uy (z) + Az

L’allongement relatif de I’élément est :

Ax' — Az uy (v + Az) — uy (2)

Ax Ax
Par définition, la déformation € au voisinage du point d’abscisse initiale x est la limite de ce
rapport lorsque Az tend vers zéro, c’est-a-dire la dérivée de u, par rapport a x :
Ax) — 0
= lim Up (¢ + Az) —ug (z) _ Ou
Az—0 Az ox

Il convient de noter que la déformation £ qui est le rapport de deux longueurs est sans
dimension. Lorsque ¢ est négative on dit que le milieu subit une contraction locale et si ¢ est
positive le milieu subit une extension locale.

8.1.2 Contrainte moyenne

Le fil s’est allongé sous l'effet de la force extérieure F' exercée normalement sur sa section
droite de surface S. Dans le cas général, cette force n’est pas constante le long du fil, elle dépend
de I'abscisse . On définit la contrainte moyenne par le rapport :

T=—=

S

Cette grandeur homogeéne & une force par unité de surface s’exprime en N m~2 (ou en Pa).

8.1.3 Loi de Hooke

Dans le domaine de I’élasticité linéaire, c’est-a-dire pour des tensions mécaniques et des
déformations pas trop importantes, la déformation est proportionnelle & la contrainte. Cette
propriété est exprimée par la loi de Hooke :

1 F 1
e=4 5 =5
ou de maniere équivalente
T = r =F¢
S

Dans cette expression la constante E, caractéristique du matériau constituant le fil, s’appelle
le module d"Young; elle a les dimensions d’une force par unité de surface (en N m~2 ou en Pa).

8.1.4 Coefficient de Poisson

En plus de l'allongement selon Oz, il se produit un rétrécissement dans les directions per-
pendiculaires a ’axe du fil. Si d est la dimension latérale du fil, on a :
Ad d—d YAV
T a VT
Le coefficient v est appelé coefficient de Poisson ; ¢’est un nombre positif toujours inférieur
a 0.5. Pour les métaux usuels, sa valeur est v = 0.3.
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8.1.5 Loi de Hooke pour les forces tangentielles

el

A
y

Barreau soumis a une force de cisaillement.

Si nous appliquons a la surface S d’un barreau une force F', non plus normale mais tangen-
tielle, la longueur du barreau ne change pas, seules les arétes normales au plan d’application de
F tournent d’un angle a.

Dans l'approximation de D’élasticité linéaire (cas des petites valeurs de «), l'angle « est
proportionnel a la force appliquée. La loi de Hooke s’exprime dans ce cas par :

F
§:G0¢2G tan(a):G(S?h

olt G est le module de cisaillement ; il s’exprime également en N - m 2.

Le tableau ci-dessous donne les valeurs caractéristiques des modules de quelques matériaux
courants.

Matiere p(kgem™3) | E(Nm2) |G (Nm?2)
Acier 7.8x103 2.2x10M1 0.9x10
Fer 7.85%103 2x 10! 0.8x10'!
Aluminium | 2.7x10? 0.7x10M 0.26x 101
Cuivre 8.93x103 1.22x10M | 0.42x10!!

Caractéristiques mécaniques de quelques métaux usuels.

8.2 Onde plane longitudinale

8.2.1 Equation de propagation

Nous allons considérer ici uniquement le cas des ondes planes longitudinales se propageant
dans un barreau. Considérons un élément du barreau de section S compris entre deux sections
d’abscisses respectives x et x + Az. La section d’abscisse x est soumise & une traction F (z) de
la part de la partie gauche du barreau, tandis que la section d’abscisse x + Az est soumise & une
traction F' (x + Az) de la part de la partie droite du barreau. Sous I’action de ces deux forces
les deux sections se déplacent respectivement de ug () et ug (z + Az) le long de 'axe (Ox). Le
déplacement de particules u, est une fonction a la fois de la coordonnée x et du temps ¢. Si p
est la masse volumique du barreau, la masse de I’élément d’épaisseur Ax s’écrit :

Am = pS Ax
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70 Ondes élastiques dans les solides

Ecrivons la relation fondamentale de la dynamique pour cet élément :
0%uy,

ot?

Dans le cas ot Az est faible, la force F'(z + Ax) agissant en x + Ax s’écrit :

p S Ax =F(z+dx)— F(x)

F(x—i—A:c):F(:U)—i—g—];A:r

et la relation fondamentale de la dynamique devient

d%u, OF
S A =—A
e
Sachant que la force normale F' est reliée a la déformation € = 887;“ par la loi de Hooke :
0
F=SE:=SEZ"
oz

on obtient

Pu,  p Puy —0
or2  E o2
On retrouve 1’équation des ondes (équation de d’Alembert) qui décrit la propagation d’un
ébranlement a la vitesse

V=,=
p

Les ondes décrites par cette équations correspondent a une grandeur physique vectorielle,
le déplacement de particules @ , orientée le long de la direction de propagation. Ce type de
mouvement ondulatoire est dit longitudinal.

8.2.2 Ondes progressives harmoniques
Définition

Dans le cas d’une onde progressive sinusoidale, le déplacement de particules s’écrit en nota-
tion complexe :

ug (z,t) = Uy eilwt—kz)

ol k= = 2™ est le module du vecteur d’onde, A étant la longueur d’onde.
La composante F, de la force exercée en x par la partie gauche sur la partie droite est

F, (x,t) = —SE 88“9”

= ikE uy (z,t) = ikEUy @ =+)
x

Impédance

On appelle impédance en un point le rapport de 'amplitude complexe de la force F, a
I’amplitude complexe de la vitesse de particule ., :
Fy
Uy

Z(z) =

Dans le cas d’une onde progressive harmonique, on a :

_ Oug

ot

Uy

= iw Uy (z,t)
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d’ott 'expression de 'impédance en un point

Z (z) = SpV = S\/pE

On appelle impédance caractéristique du milieu constituant le barreau, la quantité

Ze=/pE =pV

D’ou I'expression de I'impédance mécanique du barreau :

7 (z) = SZ.

Nous remarquons que l'impédance caractéristique ne dépend pas de la position; cette pro-
priété est caractéristique des ondes planes progressives. Dans les autres cas, en présence de
réflexion par exemple, I'impédance en un point dépend de la coordonnée x. Notons que I'impé-
dance caractéristique du milieu Z¢ s’exprime en N m~2 tandis que 'impédance Z du barreau

s’exprime en kg s71.

8.2.3 Réflexion et transmission
Réflexion et transmission entre deux barreaux semi-infinis

Soit deux barreaux de méme section S et de longueur semi-infinie, reliés en = = 0. Leurs
masses volumiques sont respectivement p; et ps. Lorsqu’une onde longitudinale venant de —oo
se propage vers x = 0 dans le premier barreau , elle donne naissance au point de jonction, x = 0,
a une onde réfléchie et une onde transmise. L’écriture de la continuité du déplacement et de la
contrainte mécanique en x = 0 permet d’obtenir le coefficient de réflexion R,, et le coefficient de
transmission T,, définis respectivement par :

Ur
R, = —
Ui
Ur
T, = —
U;

ou U; , Ur et Ur sont les amplitudes des déplacements associés respectivement a l'onde
incidente, 'onde réfléchie et 'onde transmise. On en déduit :

L1 —Zy
Y2+ 7y
27
Tuzil
Zy+ Zy

ou Zj et Zs sont les impédances respectives du premier et du deuxiéme barreau.

Réflexion a ’extrémité d’un barreau terminé par une masse M.

Considérons un barreau (p, S, E) de longueur supposée semi-infinie (x < 0) terminé en son
extrémité x = L par une masse M. Le barreau est le siege de la propagation d’un onde incidente
et d’'une onde réfléchie ; 'onde résultante s’écrit :

u (x,t) =U; ei(wtka) +Ug ei(thrkz)
Ecrivons la relation fondamentale de la dynamique pour la masse M :

Pu
ot?

—ps 2

M ox

x=L =L
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On en déduit I'expression du coefficient de réflexion au niveau de la masse M :

p _Ur| _VpE—itg
“ Uz =0 va—I-Z%

On constate que le module du coefficient de réflexion |R,| est égal a 1; il s’agit donc d’un
phénomeéne de réflexion totale. On retrouve un résultat assez général qui est que le coefficient
de réflexion est égal a la différence des impédances sur la somme des impédances et que dans le
cas ou l'impédance terminale est imaginaire, il se produit un phénomene de réflexion totale.

8.2.4 Oscillations libres d’un barreau

Considérons un barreau de longueur L dont I'une des extrémités (z = L) est libre et 'autre
(x = 0) est fixée a un bati rigide . Lorsque le barreau est soumis a une déformation longitudinale
initiale, il est le siege d’ondes longitudinales se propageant dans le sens des = croissant et des =
décroissants. Chacune de ces ondes subit une réflexion totale aux extrémités du barreau, donnant
ainsi une multitude d’onde se propageant dans les deux sens. Ces différentes ondes interferent
entre elles.

\/

Oscillations libres d’un barreau

Pour ces raisons, nous recherchons une solution de ’équation d’onde sous la forme :

Uy (53775) =A ei(‘*’t_kf) +B ei(wt-ng)

Dans cette derniere expression le vecteur d’onde k est donné par la relation de dispersion
k = {7 tandis que A et B sont deux nombres complexes qui représentent I’amplitude complexe
résultante de toutes les ondes se propageant respectivement dans le sens des x croissant et dans
le sens des x décroissant. Ces deux nombres complexes dépendent des conditions aux limites en
x=0et z =L, quisont traduites par les équations suivantes :

{ uy (x=0)=0

Flz=L)=SE%=| =0

r=L

La premieére condition impose
A+B=0

d’ou B =—A, et
Uy (z,t) = A (e_ikx - e'”k"”) et = —2i Asin (kz) e
La seconde condition impose
—2ikSEA cos (kL) €“' =0
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soit
cos (kL) =0

dont les racines sont :

kn = (2n + 1) 5T

n étant un nombre entier. Les pulsations correspondantes permettant de satisfaire les conditions
aux frontieres sont

TV

wn=kn V= (20+1) 57

Ces pulsations "permises" sont appelées les pulsations propres. Il y a donc une infinité de
pulsations propres et la solution générale s’écrit :

Up (2,1) = Y —2iA,sin (knpa) €'
n=0

En revenant a la notation réelle, c’est-a-dire en prenant la partie réelle de ’expression pré-
cédente, on obtient :

Z ap, €08 (wr) + by, sin (wyt)] sin (kyx)

ou les coefficients a,, et b, sont reliés aux nombres complexes A,, par : —2iA,, = a, — ib,
avec

%4

kn:(2n+1)% et wp=k,V=02n+1)— 5T

Les w,, sont les pulsations propres. Les coefficients a,, et b, sont déterminés par les conditions
initiales du mouvement. Supposons qu’a ¢ = 0 nous imposions aux différents points du barreau
un déplacement initial

u(zx,0) = ug(z)

et une vitesse initiale

i (0,1) = vo (t)

Dans ce cas nous aurons les conditions initiales suivantes :

uo (x) = § ay, sin (k,x)
n=0

vo () = X wpby sin (kyx)
n=0

On doit inverser ces équations pour obtenir les coefficients a,, et b,. La méthode de Fourier
décrite dans le chapitre précédent, permet d’obtenir :

an = /OLuo (x) sin {(271 +1) ] dz

2
L 2L

by, = oL /0 vo () sin [(271 +1) 211} dx
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8.2.5 Oscillations forcées d’un barreau de longueur finie

Oscillations forcées d’un barreau de longueur finie.

Considérons un barreau dont I'extrémité en x = 0 est fixée rigidement tandis que I'extrémité
située en & = L est soumise a une force sinusoidale F' (t) = Fy cos (Qt).
En notation complexe les conditions aux frontieres s’écrivent :

ug (0,t) =
F,(x=L,t)= FO et
Le milieu de propagation étant de longueur finie, le déplacement de particules u, (x,t) s’écrit

en régime permanent .
Uy (.I',t) = A ei(Qthx) + B ei(Qt+KI)

)
avecK—Vet

ou

F, = L= —2iKES [A (KD _ i KD)]
X

En tenant compte des conditions aux limites on obtient les expressions de A et B :

FyeiKL
2iKES cos(KL)
B Fpe KL
~ 2%KES cos(KL)

A:

D’ou I'expression du déplacement de particules :
w(z,t) = U (z) e
ou 'amplitude U (z) s’exprime par :

Fy sin [Kx]
KES cos(KL)

U(z) =

On obtient un phénomene d’ondes stationnaires dont les amplitudes et les positions des
neeuds et des ventres pour le déplacement de particules sont donnés par le tableau suivant :

Noeuds Ventres
Position |z, =L—(2n+1)% zn, =L —n3
Amplitude Unin =0 Unax = ﬁgs(m

La résonance apparait pour des fréquences d’excitations €2 égales a l'une des pulsations
propres du barreau Q = w, = (2n + 1) . Pour ces fréquences, 'amplitude Upax au niveau des
ventres d’élongation devient infinie.
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8.3 Ondes élastiques transversales

Ondes transversales dans un barreau

Nous allons analyser le probleme des ondes élastiques transversales dans un barreau solide.
Lorsque l'extrémité du barreau est soumise a une force de cisaillement, parallele a la section S,
nous pouvons supposer que chaque section du barreau se déplace de bas en haut et de haut en bas
sans mouvement horizontal. Appelons u, le déplacement transversal d’une tranche d’épaisseur
Az a un instant donné. Le déplacement u, est fonction de la position x sinon il correspondrait a
un déplacement de I’ensemble du barreau parallelement & lui méme. Il en résulte une déformation
de cisaillement. Chaque tranche d’épaisseur Az est soumise aux forces antagonistes F' () et
F (z + Az) qui sont tangentes aux sections et qui sont produites par les portions du barreau qui
sont situées de chaque c6té du barreau. Il existe entre la force tangentielle de cisaillement et la
déformation de cisaillement, une relation analogue a la loi de Hooke :

F G@uz

S T Ouy

ou (G est un coefficient caractéristique du matériau, que ’on nomme module de cisaillement.
La force résultante sur la tranche Ax est :

F(x+Ax)fF($):aa—iAx

La relation fondamentale de la dynamique pour la tranche Ax s’écrit :

oF 0%u,

F(z+ Azx) — F (2) —%Ax—pS Ax 52
oF 0%,
0 =" o

La dérivation de la loi de Hooke, par rapport a x donne :

or 0%,
or Ox?
Par substitution, on obtient
0%u, 13 0%u, _ 0
ox2 G o2

A nouveau nous obtenons 1’équation de propagation d’une onde, de cisaillement cette fois,
qui se propage a la vitesse

V=y—
p
La composante F, de la force exercée par la partie gauche du barreau sur I’élément d’épaisseur

Ax est définie par :
Ou,

Ox

F,=-5G
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On peut montrer que I'impédance mécanique du barreau Z s’écrit :

Z:7:SZC

Uz

ol Z, = pV = /pE est 'impédance caractéristique du matériau constituant le barreau.

8.4 Modéle de la chaine linéaire

Dans ce paragraphe on développera sommairement le modele de la chaine linéaire d’atomes
qui permet de décrire le phénomene de propagation des ondes élastiques dans les solides. Consi-
dérons un barreau de section S et de longueur L "trés grande', taillé dans un solide cristallin
monoatomique. Si on applique sur la face située en z = 0 une force de compression F (t), une
onde longitudinale va se propager le long de I’axe Oz. Etudions le phénoméne qui se produit dans
le barreau avant que le front d’onde n’ait atteint son extrémité. Nous supposons que le barreau
est un solide monocristallin monoatomique et que les atomes le constituant sont disposés aux
noeuds d’un réseau tridimensionnel régulier. En se propageant une onde plane longitudinale fait
osciller simultanément tous les atomes se trouvant dans un plan perpendiculaire & la direction de
propagation Ox. Puisqu’ils se déplacent tous en bloc, ces atomes sont équivalents & une masse
unique M concentrée sur 'axe Ox. Chacun des plans transversaux d’atomes est maintenu en
place par les forces de liaison qui agissent comme des ressorts placés en paralléle; ils sont donc
équivalents a un ressort unique de raideur K. Il suffit donc de raisonner sur une seule chaine
d’atomes identiques et équidistants, séparés a 1’équilibre par une distance a.

8.4.1 Modélisation microscopique du probléme et mise en équations.

Uo uy U2 u3 Unp—1 Un Un+1

g g

De e

sY

T Ty T T3 Tpo1 T, Tny1
a a a a a

Modeéle de la chalne linéaire

Le solide est constitué d’une chaine comportant une infinité d’atomes, assimilés a des points
matériels de méme masse M, reliés par des ressorts identiques de longueur a vide a et de raideur
K, et susceptibles de se déplacer sans frottement le long de 'axe Oz.

Ces ressorts fictifs modélisent, dans I’approximation linéaire, les actions subies par les atomes
lorsqu’ils se déplacent au voisinage de leurs position d’équilibre. C’est ce couplage entre les
différents oscillateurs qui permet la propagation d’une onde élastique. On repére les positions a
I’équilibre de I'atome d’ordre n par : xy|¢q = n a. Hors équilibre, les abscisses de ces atomes
sont : T, = ¥|équ + un (t) = n a + uy (t); les déplacements particulaires u,(t) supposés faibles
devant a, dépendent a la fois du temps et de la position a I’équilibre na.

L’énergie potentielle de ce systeme s’écrit :

1

1 1 1
U= §K(u1 —uo)2+§K(u1 —uo)2+"‘+§K(un—un_1)2+§K(un+1 — )

tandis que I’énergie cinétique s’écrit :
1 1 1
T= §Ma§+§Ma%+---+§Mu§L+---
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D’otu la fonction de Lagrange :
E——I—U——E flMaQ—E flk(u —u,)2

L’écriture de I’équation de Lagrange permet d’obtenir I’équation différentielle du mouvement
pour 'atome d’ordre n :

A%u,
M o2 =—-K (un - Un—l) - K(un - Un—i—l)
Mii, = —K (2up — Up—1 — Up41)

8.4.2 Solution en régime permanent sinusoidal
Imposons a la particule d’ordre n = 0 une oscillation sinusoidale :

up = ag e™*

En régime permanent et en ’absence d’atténuation, le mouvement de chaque atome est
identique a celui de la particule d’ordre n = 0 & un déphasage prés qui correspond au temps de
propagation de ’onde :

Up = ag el(wtkan)

ou k est le vecteur d’onde et z,, = na. L’équation différentielle du mouvement s’écrit alors :

(2K - Mw2) K (e“m + e—"’m) -0

soit
(2K — Mw?) — 2K cos (ka) = 0
d’ott .
Mw? = 4K sin® <2“>
ou encore
o K| <I<:a> ’
w = — |sin { —
M 2

Cette derniere relation est appelée relation de dispersion. Sa représentation graphique est
appelée diagramme de dispersion du milieu de propagation (figure ci—dessous).

Diagramme de dispersion
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Comme ’sin (%)‘ < 1, la fréquence des ondes élastiques pouvant se propager dans un cristal

est limitée par la fréquence de coupure :

1 |K

_We 1R
f<fc_27r T\ M

L’intervalle —% < k < 7 est appelé premiere zone de Brillouin. La longueur d’onde la plus
courte que puisse transmettre le réseau est :
2
Ae=—=2a
C kc
ol ke = 7.
Nous remarquons que u,, peut s’écrire également :

iw (t—i>
Up = AQ € Yo
oll vy = 7 représente la vitesse de phase.
Pour les faibles valeurs du nombre d’onde ( ka << 1), la relation de dispersion s’écrit :

| K
w ™~ Mak

C’est ’équation d’une droite dont la pente Vy = a\/% représente la vitesse de propagation
des ondes élastiques de basses fréquences. La fréquence de coupure peut s’écrire en fonction de
Vo :

Vo
fc =

Ta

8.4.3 L’approximation d’un milieu continu.

Dans un réseau cristallin, la distance a entre deux atomes est typiquement de 'ordre de
10~ 0m, distance tres inférieure aux dimensions caractéristiques des phénomenes de propagation
a étudier (qui sont plutét de l'ordre de grandeur du mm a quelques metres). Ceci suggere de
considérer la chaine d’atomes comme un milieu continu, dont les déplacements sont décrits par
une fonction continue u(x,t) prenant les valeurs u,(t) aux points d’abscisses x,, = na.

L’équation du mouvement de la particule d’ordre n peut se réécrire sous la forme :

M, — K (upt1 — up) + K (uy — tpy1) =0

Si A >> a, la différence un4+1 — uy est un infiniment petit qui, au premier ordre pres, peut
s’écrire :

Uptl — Up _ Uptl — Up <6u)
Tn+1

Tptl — Tp a ox
Up — Up_1  Up — Up_1 ou
Ty — Tp—1 a ox /),

Dans ces conditions, ’équation différentielle du mouvement devient :

0%u ou ou
M—=K — — [ =—
ot? a l(ax>zn+1 (&U)n]
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Au premier ordre pres, on peut considérer que :

(8), ~ ()., &
O fonss N9 e DU

Tptl — Tp Ox?
et I’équation du mouvement s’écrit alors :

Pu_ Ka o
o2 M Ox?

Cette équation est équivalente a ’équation de propagation :

0%u o%u
a2 = gz

ou Vy = ay/ % est la vitesse de propagation des ondes élastiques de basse fréquence.

Ordres de grandeur : La vitesse Vy des ondes élastiques de basse fréquence dans les so-
lides est en général comprise entre 1000 m s~! et 10000 m s~'. Les distances entre atomes
sont de quelques angstroms. Avec Vo = 5000 m s~! et a = 51&, la fréquence de coupure est
f. = 3.2 x 10'2 Hz. Cette valeur est si élevée que pour le domaine des fréquences inférieures
a quelques gigahertz, on se situe au tout début de la courbe de dispersion, la ou la pulsation
est proportionnelle au nombre d’onde. La longueur d’onde A = Yo comprise dans ces cas entre
quelques mm et quelques pum, est tres grande devant les distances interatomiques, si bien que
pour 'onde le milieu apparalt comme continu.

Exercices

Exercice 1 :

X x+/Ax

| | ‘ «4—— section S
>

u(x,t)

Soit un barreau de grande longueur et de faible section S, soumis a des vibrations longitudinales.
La masse volumique du barreau et son module d’Young sont respectivement p et E. Considérons
un petit élément d’épaisseur faible égale & Ax, situé a la position x. Lorsque cet élément est
atteint par la vibration, il se met en mouvement sous 'action de la résultante des forces exercées
par les parties du barreau qui se trouvent a gauche et a droite,. En raison de 1’élasticité du
milieu, les deux sections situées respectivement en x et z + Ax subissent des déplacements
différents notés respectivement u(z,t) et u(z + Ax, t); 'élément subit donc une déformation en
plus du mouvement de translation autour de sa position d’équilibre. On négligera dans la suite
la déformation latérale.

1. Montrer que u(z,t) correspond & une onde longitudinale qui se propage a une vitesse V
que ’on précisera. Dans le cas d’une onde progressive sinusoidale, calculer 'impédance en
un point quelconque du barreau.

2. Ce barreau, dont la longueur est égale a L, est encastré dans une paroi rigide. Son autre
extrémité est libre.
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\ 2o

0 L

(a) Oscillations libres : Ecrire l'expression générale de u(z,t) sous la forme d’ondes si-
nusoidales de pulsation w. Ecrire les conditions aux limites en x = 0 et x = L. En
déduire les pulsations propres du barreau.

(b) Oscillations forcées : L’extrémité du barreau en x = 0 est soumise a une force hori-
zontale F'(t) = Fjcos(Qt) . Montrer que le déplacement en chaque point s’écrit sous
la forme u(x,t) = U(x)cos(Qt + ¢) ; quelle est 'expression de 'amplitude U(z) et de
la phase ¢ . Quelle est la position des minima et des maxima de vibration ? Quelles
sont les amplitudes Up,in €t Upgse en ces points. Pour quelles pulsations obtient-on le
phénomene de résonance ?

Exercice 2 : Un barreau de longueur L est fixé rigidement en = = 0; son extrémité en z = L
est libre.

1.
2.

N.B

Montrer que seuls les harmoniques impairs sont permis.

Déterminer la fréquence fondamentale du barreau s’il est constitué d’acier et que sa lon-
gueur est L = 0.5 m.

Si une force statique est appliquée a 'extrémité libre du barreau de telle sorte a déplacer
cette extrémité d’une longueur égale a h, montrer que, lorsque le barreau vibre suite a une
suppression brusque de cette force, les amplitudes des différents harmoniques de vibration
sont donnés par A, = [8h/n7?] sin (nm/2) .

Déterminer ces amplitudes si la force statique vaut Fig = 5000 N et si la section droite du
barreau a une surface égale a s = 0.00005 m?.

: Rechercher préalablement les caractéristiques mécaniques de l'acier dans la bibliographie.

Exercice 3 : Un barreau d’acier de 0.0001 m? de section droite et de 0.25 m de longueur est
libre de se mouvoir en z = 0 et il est chargé a I'autre extrémité , en x = 0.25 m, par une masse

de 0.
1.
2.

4.

15 kg.
Calculer la fréquence fondamentale des vibrations longitudinales de ce barreau.

Déterminer la position a laquelle ce barreau doit étre fixé pour causer la plus faible per-
turbation de son mode fondamental de vibration.

Quand ce barreau vibre dans son mode fondamental, quel est le rapport de 'amplitude du
déplacement de I'extrémité libre a celle qui est chargée par la masse?

Quelle est la fréquence du premier harmonique de ce barreau ?

Exercice 4 : Une masse m = 2 kg est suspendue a un fil d’acier de longueur £ = 1.0 m et de
section droite s = 0.00001 m? .

1.

Calculer la fréquence fondamentale des oscillations verticales de la masse en la considérant
comme un simple oscillateur.

. Calculer la fréquence fondamentale des oscillations verticales du systéme constitué par un

barreau vibrant fixé a une extrémité et chargé par une masse a I'autre extrémité.

Montrer que pour kL < 0.2, ’équation obtenue a la question précédente peut se mettre
sous la forme : wp = /s/m.
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Exercice 5 : Soit une chaine linéaire de particule identiques de masse m. A 1’équilibre, la masse
d’ordre n est située, sur 'axe Oz, au point d’abscisse =, = n - a, x,, étant négatif ou nul (Figure
a). Les masses sont reliées entre elles par des ressorts identiques de raideur K, dont la longueur
au repos est a. Soit u, 1'écart de la particule d’ordre n par rapport a la position d’équilibre.

Un

Figure (a)

Figure (b)

. Ecrire I’équation du mouvement de la particule d’ordre n.

. En cherchant les solutions sous la forme d’ondes progressives sinusoidales planes telles que

Uy = eri(wtfkna)

w=w(k).
La particule en xg = 0 est fixe. On envoie une onde incidente de la gauche vers la droite
décrite par u, = Upe!@!=Fna) Déterminer 'amplitude U’ et la phase ¢ de 'onde réfléchie.

, ou Uy est une constante réelle, déterminer la relation de dispersion

La particule en x = 0 est maintenant liée & un bati fixe par I'intermédiaire d’un ressort
de raideur K’ et d’'un amortisseur de coefficient de frottement visqueux « (Figure b). On
choisit K’ et a pour qu’il n’y ait pas d’onde réfléchie.

(a) Ecrire I’équation du mouvement de la masse située en z = 0.

(b) On envoie une onde incidente comme précédemment. Déterminer les coefficients K’

et a pour que cette masse vibre sous 'effet de la seule onde incidente (pas d’onde
réfléchie).

Exercice 6 : Soit une corde plombée telle que représentée sur la figure ci-dessous, ou x,
représente la position de la masse m et u, son déplacement. Les plombs sont espacés I'un de
I’autre de a et reliés entre eux par des segments de fil de tension Ty que I'on supposera constante
lors des déplacements des masses. Cette corde plombée de longueur L telle que L >> a, subit
une vibration transversale.

m I m
m »
A,
I T T T I T [«——1
0 Xn a X

Dans le cas des vibrations de faible amplitude, on demande de :

1.

Ecrire ’équation du mouvement du plomb d’ordre n.

2. Chercher les solutions de cette équation sous la forme d’une onde progressive.
3.
4

. Montrer que I'on peut limiter I’étude a l'intervalle 0 < |k| < 7/a. Tracer la courbe w =

En déduire la relation entre la pulsation w et le vecteur d’onde k.
w(k).
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5. Calculer la pulsation de coupure wy; .

6. Définir la vitesse de phase Vj et la vitesse de groupe V. Décrire le mouvement lorsque
k=m/a.

7. Dans le cas des trés grandes longueurs d’onde, que deviennent Vy et Vg ?
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Chapitre 9

Ondes acoustiques dans les fluides

9.1 Introduction

Les ondes acoustiques sont des ondes élastiques qui se propagent dans les fluides (gaz ou
liquides). Il est donc possible d’obtenir ’équation d’onde qui régit la propagation des ondes
planes dans un fluide par la méme démarche que celle que nous avons utilisée pour établir
I’équation de propagation des ondes transversales dans une corde.

Dans la suite, nous utiliserons les symboles suivants pour étudier I’onde acoustique qui se
propage suivant ’axe des x :

x : coordonnée a I’équilibre d’une particule du milieu.

ug : composante suivant I'axe des x du déplacement de particule par rapport a la position
d’équilibre.

po : masse volumique du fluide a I’équilibre

P : pression instantanée en un point quelconque

Py : pression a I’équilibre

p =P — Py : surpression ou pression acoustique

c : vitesse de propagation de 1’onde

On entend par particule, un élément de volume contenant des millions de molécules de telle
sorte qu’il puisse étre considéré comme continu, mais toutefois suffisamment petit pour que les
grandeurs acoustiques comme la pression, la masse volumique et la vitesse de particule puissent
étre considérées comme constantes dans cet élément de volume. Dans ce qui suit, nous négligerons
les effets de la gravitation de telle sorte que Py et pg sont uniformes dans tout le milieu. On
suppose d’autre part que le milieu est homogene, isotrope et parfaitement élastique, c’est-a-dire
non dissipatif.

9.2 Equation d’onde

Considérons le cas d’une onde plane émise dans un fluide par une membrane vibrante plane.
Lorsque celle-ci est au repos, la pression dans le fluide est uniforme et égale a Fy. En se déplagant,
par exemple dans le sens des z positifs, la membrane comprime la couche de fluide adjacente.
Cette situation est instable : le fluide se détend en comprimant a son tour la tranche voisine.
L’onde progresse ainsi de proche en proche par une succession de compressions et de détentes.
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P(x) | P(x+dx) |
—
X i x+dx
iU, (x) iU (x+dx)

—>

dx

Propagation d’une onde acoustique

Soit une tranche de fluide de petite épaisseur Ax située a I’abscisse x. Lorsque la perturbation
atteint ce point, les forces agissant sur cette tranche ne s’équilibrent plus et elle se met en
mouvement. Soit ug (z,t) le déplacement a 'instant ¢ du plan d’abscisse z. Soit Fj (x,t) et
F, (x + Az, t) les forces agissant sur la tranche de fluide respectivement en = et = + Az. Ces
forces s’expriment par :

F,(xz,t) =S P (z,t)
F, (z+ Az, t) = =S P (z + Ax,t)

La résultante de ces deux forces est :

AF, = F, (z,t) + F, (x + Ax,t)
AF, = =S [P (x + Az,t) — P (x,t)]

En faisant un développement en série de Taylor au premier ordre de P (z,t), on obtient :

P
P(z + Ax,t) :P(:U,t)—l—g—xAx

D'ou :

oP
AF, = -5 —Azx
ox
Comme P = Py + p, la force résultante s’exprime par :
AF, = -5 2 Ax
ox

Sous l'action de cette force, la tranche de fluide subit une accélération et en écrivant la
relation fondamentale de la dynamique, on obtient :

0%uy B Op
"o T 7 ox

Le fluide étant compressible, le déplacement du plan d’abscisse x + Ax est différent du
déplacement du plan d’abscisse x et il vaut u, (z + Az, t). De nouveau un développement en
série de Taylor au premier ordre permet d’écrire :

A

Ug (z+ Az, t) = ug(x,t) + %ux

Ax

x

Pour prendre en compte la compressibilité du fluide, calculons la dilatation volumique subie
par la tranche de fluide . Soit Avg = S Az, le volume & 1’équilibre et soit Av, le volume en cours
de mouvement, avec :
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Av="S [z + Az + uy (x + Az) — . — uy ()]
Av =85 [Az + uy (z + Ax) — uy ()]

Av=_S {Aaz + Ot Ax]
ox
Av = Avyg + Ouy Ay
oz
On en déduit la dilatation volumique
0— Av — Ay
N AUO
Ouy
0=
Ox

Rappelons que pour un fluide compressible, la surpression p est reliée a la dilatation volu-
mique 6 par la relation
p=—kb

ol k est le module de compressibilité. On obtient ainsi :

. Ougy
p==F ox

1
Remarque : On utilise souvent le coefficient de compressibilité x = —.
K

Les deux équations

9%uy, B _@

po o2 Ox
. Ouy
p==r ox

constituent les deux équations fondamentales de ’acoustique.
En remplacant dans la premiere équation p par son expression tirée de la seconde équation
on obtient I’équation de propagation :

9%p 1 0%
ox? V2 0ot?
ou V représente la vitesse de propagation définie par

=0

vo [

PO /POX

9.3 Vitesse du son

Le phénomene de propagation étant un processus adiabatique, la relation liant la pression
et le volume est
Pv7 = constante

En calculant la différentielle, on obtient :
VY dP +~yPv" tdv =0
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Si 'on considere que dP représente la variation de pression au voisinage de la pression a
I’équilibre Py, on obtient :

vy p+ ’yPovg_l Av =0
d’ou :

p=-—P—
Vo

En tenant compte de la définition du module de compressibilité, on obtient :
1
k=—=v9F
X

D’ou la vitesse du son dans un fluide :

[vP
V= 7o
Po
Exemple : Dans Dair, dans les conditions normales T = 20°C et Py = 10°N -m™2, v = 1.4

et po = 1.29kg - m~3, on en déduit V ~ 330 m - s~}

La valeur de la pression & I’équilibre dépend fortement de la température. Pour une mole de
gaz parfait, on a :

Povo = RT
d’ou RT
Py=—"—
Vo
et

RT
V=2
Lovo

Le produit pgug représente la masse molaire M du gaz; d’ou :

_ YRT
V_\/ M

Dans un gaz parfait, la vitesse de propagation du son est proportionnelle a la racine carrée
de la température mesurée en kelvin (K).

9.4 Onde progressive sinusoidale
9.4.1 Définition

Une onde acoustique sinusoidale, s’écrit :

p(z,t) = po cos {w (t - ‘i)]

On définit le module du vecteur d’onde k par

k=

<le

d’ou
p(z,t) = po cos (wt — kx)
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En notation complexe, ’onde progressive sinusoidale s’écrit

p(x,t) = po ')
La relation liant la pression acoustique et la compressibilité, a savoir
B ou
b= ox
permet d’écrire
1
u(z,t) = ——/p(a:,t) dx
K
1 .
u(z,t) =—— /poe (wi=kz) gy
K
_ Po i(wt—kx)
u(r,t) = —e
(z,) kK
_ _Po i(wt—kx)
u(r,t) = ——e
(z,1) wpeV

La dérivation de cette derniere expression par rapport au temps permet d’obtenir la vitesse
de particules :

@ _ 1 Do ei(wt—kx)
ot ,00V

On constate que pour une onde progressive la vitesse de particules est en phase avec la
pression acoustique.

u(z,t) =

9.4.2 Impédance acoustique

On appelle impédance acoustique en un point le rapport de 'amplitude complexe de la
pression a 'ampliude complexe de la vitesse de particule

Z(@)="2

i
Dans le cas d’une onde progressive, on obtient :
Z(z) = poV
Le produit pgV définit 'impédance acoustique caractéristique du fluide
Ze = poV

On obtient une propriété de 'onde plane progressive :
Z(x)=2. Vx

9.4.3 Energie acoustique
Densité d’énergie cinétique
Soit un petit élément de volume vy dont le dépélacement est u (z,t) et dont la vitesse est

@ (x,t); il posséde une énergie cinétique

1 .
E.= §Povou2
On définit I’énergie cinétique par unité de volume ou densité d’énergie cinétique

527:7 ]
c %0 2p0u
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Densité d’énergie potentielle

Soit un petit élément de volume vg. Sous ’action de la surpression p, cet élément se comprime
ou se dilate en raison de la compressibilité du fluide. L’énergie potentielle emmagasinée est égale
au travail fourni par la pression pour comprimer ou dilater le volume vg :

E. :/—pdv

Sachant que

on en déduit que :

d’ou :

'UO 2
Ep=—2
p 2/£p

On en déduit la densité d’énergie potentielle :

E 1
& =P — )2
P Vo 2K
Densité d’énergie

La densité d’énergie est égale a la somme de la densité d’énergie cinétique et de la densité
d’énergie potentielle

E=E.+6,
1 1
E="= .2 -2
2P0U +2/§p

Dans le cas particulier d’une onde plane progressive sinusoidale,

1
Ec=& = ng cos? (wt — kx)
et
&= ! cos? (wt — kx)
~ o2

On définit la valeur moyenne temporelle de la densité d’énergie comme
1 T
S-7 [ ca
©=7
2
onT =",
w
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On définit également la moyenne spatiale de la densité d’énergie :

1 T+
(&) = X/z £ do

Dans le cas d’une onde progressive, ces deux valeurs sont égales et valent :

) %

~ 2pgV2

Intensité

On appelle intensité de 'onde acoustique la puissance qui traverse, par unité de temps, une

surface unité perpendiculaire a la direction de propagation.
Pour calculer l'intensité de 'onde calculons I’énergie qui traverse pendant un intervalle de

temps une surface S perpendiculaire a la direction de propagation.

t t+dt

—>

————

V dt

Flux de puissance

Cette énergie dE est égale a I’énergie contenue dans un volume SV dt et elle est égale a

dE=ESVdt

D’ou la puissance P traversant cette surface

dE
P="r=E5V

On en déduit I'expression de l'intensité de 'onde acoustique

1()= 5P
It)=EV
P

(t) = po—ovcos2 (wt — kx)

On appelle intensité de 'onde acoustique la valeur moyenne

1 t+T

I =— I(t)dt
T/t (t)
i

- 2poV
P

I =
27,
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Niveau sonore

On définit le niveau sonore en décibels par

I
NdB = 1010g (I)
0

Iy est une intensité de référence correspondant a Iy = 1072 W . m~2.

Exemple : Pour une fréquence f = 1kHz, le seuil d’audition est égal a 0 dB et le seuil de
douleur est égal a 130 dB. Pour calculer l'intensité, 'amplitude de pression pg la vitesse de
particules et le déplacement de particules, dans le cas on V = 330 m/s et Z. = 411 rayleighs,
on peut utiliser les relations suivantes :

I = Iy10°%1 Nas

Po :p\/ 2ZCI

0=
Ze
U
U=—"
2n f
Pour chacun de ces deux cas, on obtient :
Nog | T(W/m*) | po(Pa) |a(m/s) | u(m)
0 dB 10712 2.9x107% | 7x 107 | 1.1 x 1071
130 dB 10.0 91 0.22 3.5 x 107

9.5 Réflexion-Transmission

Onde incidente Onde transmise

E—

X' )

e
Onde réflechie
roVy

Xy

r,V,

Réflexion & un interface fluide-fluide

Soit deux milieux fluides semi-infinis séparés par un surface plane. Choisissons un repere
orthonormé de telle sorte que le plan yOz coincide avec la surface de séparation. Lorsque une
onde acoustique provenant de —oo, se propageant dans le premier dans la direction de 'axe des
x arrive a la surface de séparation, elle donne naissance & deux ondes

— une onde réfléchie qui se propage dans le premier milieu dans le sens des = décroissants.

— une onde transmise qui se propage dans le second milieu dans le sens des x croissants.

L’onde résultante dans le premier milieu (x < 0) est caractérisée par :

p1(x,t) =p;i (z,t) + pr (z,1)
p(z,t) =P, elwi=k1z) | pp, pi(witkiz)
1

ay (z,t) = 7 [pz pilwt—kiz) _ Pg ei(thrklgg)}

Dans le deuxieme milieu, on a
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b2 (J,', t) =pr (.’IJ, t)
p2 (z,t) = Pre'@=he)
1

o ((L’, t) _ ZPT ei(wtfkgx)

Les relations de continuité & 'interface s’écrivent

On en déduit

{ P+ Pr=Pr
1 1
— (P, — P —P
Z (Pi — Pr) Z, 0
ou encore
P
14+ 28— Pr
P P,
P _Zibr
P Zy Pr
On définit
— le coefficient de réflexion pour la pression
Pr
Rp = —
"R
— le coefficient de transmission pour la pression
Pr
Tp = —
"7 R

Les deux relations de continuité s’écrivent alors

1+Rp=Tp
1—Rp=%ZTp

On en déduit les coefficients de réflexion et de transmission

Zo — 7
Rp=22_721
Zy+ 2y
27
Tp = _ar2
Zy + 24
En tenant compte des relations p; = Z1 t;, pr = —Z1 g et pr = Zo Uy, on peut calculer les

coefficients de réflexion et de transmission pour la vitesse de particules et pour le déplacement
de particules :

AR
Ry = Ry =
v Y 7,
271
Ty, =Ty =
v v Zy+ Zy
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En tenant compte des relations I; = P?/27y, Ir = P%/2Z et It = P%/2Z5, on peut calculer
les coefficients de réflexion et de transmission pour l'intensité acoustique :

I [Zl — ZQT
(8 = —_—— —_—
R Iz Zl + Z2
Ir 4717,
aT = —————
Ii [Zl + Zg]z

9.6 Effet Doppler

9.6.1 Définition

On appelle effet Doppler le changement apparent de la fréquence d’un signal électromagné-
tique (radio ou lumineux)ou acoustique re¢u par un observateur mobile par rapport & une source
émettrice fixe ou bien par un observateur fixe par rapport a une source émettrice mobile. La
variation apparente de fréquence est proportionnelle a la vitesse relative entre I'observateur et
la source le long du chemin qui les sépare. Si la source d’ondes oscillant avec la fréquence vy se
déplace par rapport au milieu avec la vitesse ¥; et I'observateur avec la vitesse U5, la fréquence
v, percue par l'observateur sera alors :

1+ 72 cos 02

V=1 —
1+ 3+ cos by

ou V est la vitesse des ondes dans le milieu immobile, 6, et 62 sont les angles formés par les
vecteurs U7 et Uy avec le vecteur R reliant le récepteur a la source d’ondes.

9.6.2 Cas particulier des faibles vitesses

Dans le cas ot v1/V << 1 et v3/V << 1, on peut appliquer la formule approchée

V=1 (1— ;COSQ)

ou v est la vitesse relative de la source et du récepteur (¥ = v — v3), 6 étant Pangle entre ¥ et
R.

Si la source et l'observateur se rapprochent, 'angle 6 est obtus, cosf < 0 et v > 1y si la
source et I'observateur s’éloignent 1’'un de ’autre, 'angle 0 est aigu, cosf > 0 et v < 1y

Exercices

Exercice 1 : Dans les conditions normales de température et de pression, 'air est caractérisé
par une masse volumique & Iéquilibre p = 1.21 kg/m3 et une valeur de v = ¢,/c, = 1.402.
Calculer la vitesse de propagation du son dans ’air et son impédance acoustique spécifique dans
ces conditions de température et de pression (T = 20 °C et Py = 10° N/m?).

Exercice 2 : Soit une onde acoustique plane de fréquence f = 24 kHz, qui se propage dans
leau avec une vitesse ¢ = 1480 m/s. Elle véhicule une puissance moyenne de P = 1W unifor-
mément répartie sur une section circulaire de de diametre D = 40 cm, normale a la direction de
propagation. La fréquence de 'onde est f = 24 kHz.

1. Calculer I'intensité acoustique ; quel est en dB le niveau de I'intensité acoustique relative-
ment & un niveau de référence Iy = 10712 W/m?*?
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2. Calculer amplitude de la pression acoustique, ’amplitude de la vitesse de particules et
I'amplitude du déplacement de particules.

3. Comparer aux résultats que 'on aurait obtenus si cette onde se propageait dans I’air.

Exercice 3 : Une onde acoustique plane se propageant dans ’eau arrive en incidence normale
a la surface de séparation avec l'air. Calculer les valeurs numériques des rapports suivants :
Pr/P;, Pr/P;,Ur/U;,Ur U;, Ur /Ui, Up Ui, Ig/1;, It/ I; ot U, U, P et I représentent respecti-
vement le déplacement des particules, la vitesse des particules, la pression acoustique et 1'in-
tensité acoustique. Les indices ¢, R et T se rapportent respectivement a ’onde incidente, I’onde
réfléchie et I'onde transmise.

Exercice 4 : Répondre aux mémes questions que pour l’exercice précédent en supposant que
I’onde acoustique se propage initialement dans l'air et se transmet dans ’eau. Comparer aux
résultats de ’exercice précédent.

Exercice 5 : Un tuyau cylindrique de section S constante est rempli d’un gaz, de masse volu-
mique p , ou les ondes acoustiques peuvent se propager a la vitesse V. A 1'une des extrémités
du tuyau, en x = 0, on place un piston plan qui est animé, suivant I’axe Oz du tuyau, d’un
déplacement sinusoidal d’amplitude Uy et de pulsation w . A la position z = L, le tuyau est
fermé par une paroi rigide.

1. Montrer que le déplacement peut se mettre sous la forme : u(z,t) = U(z) e“t?) ou U(x)
est réel. Donner I'expression de amplitude U(z) et de la phase ¢ de 'onde résultante.

2. En déduire les positions et les valeurs des maxima et des minima de ’amplitude U(z) en
valeur absolue.

3. Pour quelles fréquences obtient-on un phénomene de résonance ? Quelle est alors I'ampli-
tude du déplacement au niveau des ventres de déplacement.

4. Dans le cas ou L = 13)\/12, X étant la longueur d’onde, tracer sur un graphe les variations
de |U(x)| en fonction de z. Echelle : 1 cm = A/12. Quel est le nombre de maxima (ventres)
et de minima (noeuds) ?

Exercice 6 : Une onde acoustique plane, sinusoidale de pulsation w , d’amplitude A1, se propage
suivant la direction Ox dans un milieu fluide de masse volumique p;. Elle arrive sous incidence
normale sur un second milieu fluide de masse volumique ps et d’épaisseur Lo, déposé sur un solide
parfaitement rigide (voir figure).On notera V; et V5 les vitesses de propagation respectives dans
chacun des deux milieux fluides. Les vecteurs d’onde correspondants seront notés respectivement
]{21 et kg.

X
Onde
Incidente
Milieu 1
O
Milieu 2 L,
Solide rigide
XVV
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Dans chacun des deux milieux, la pression acoustique s’écrit respectivement
1 (w,t) = Ay ez(wtfqu) +A/1 el(wt+k1x)

D2 (aj,t) — A2 ei(wtszz) +A/2 ei(wt+k2x)

1. Ecrire les expressions respectives, t1(z,t) et ug(xz,t) , des vitesses de particule dans le
milieu 1 et dans le milieu 2.

2. Ecrire les relations de continuité pour la pression acoustique et pour la vitesse de particule
en z = 0. En déduire deux relations entre les coefficients A;, A}, Ay et A5.

3. Ecrire la relation de continuité pour la vitesse de particule en = Ly. En déduire une
relation entre les coefficients Ay et A

4. En déduire le coefficient de réflexion R = ’:—1. En donner le module et la phase.

5. Mesure de la vitesse V5

(a) Quelle est la condition pour que, dans le milieu 2, la pression posseéde un noeud en
x = 0 et un seul ventre ?

(b) Sachant que le premier noeud de pression dans le milieu 1 se situe en x = — L1, calculer
la vitesse de propagation V5 en fonction de Vi, Lq et Lo.

(c) L’expérience est réalisée, dans les conditions ci-dessus, avec de I’eau comme milieu 1
(V1 = 1500 m/s) et de la glycérine comme milieu 2. On mesure L; = 7.5 mm et Ly =
4.95 mm. Quelle est la vitesse de propagation V2 des ondes acoustiques dans la gly-
cérine ?

Exercice 7 :

Source Récepteur Source Récepteur
U -0
Figure 1 Figure 2

Un récepteur capte les ondes sonores émises par une source dans un milieu ou le son se propage
a la vitesse V. N ondes sont émises pendant le temps t.

1. Le récepteur étant au repos et la source se déplacant a la vitesse ¥ (figure 1), quelle est la
distance qui sépare deux ondes successives 7 En déduire la fréquence vg ans le systéeme de
référence (R) lié au récepteur et la comparer a la fréquence vg de 'onde dans le systeme
de référence (.9) lié & la source.

2. La source sonore est maintenant immobile et le récepteur se déplace & une vitesse —7
(figure 2). Quelle est la fréquence v de la fréquence vi de la vibration sonore regue par le
récepteur ?

3. Comparer les résultats de 1) et 2) dans le cas ou V' >> v. Conclusion.
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Annexe A

Equations différentielles

A.1 Introduction

Les oscillations linéaires des systémes a un degré de liberté sont régies par des équations
différentielles du second ordre a coefficients constants. Une équation différentielle linéaire du
second ordre a coefficients constants est une relation entre une variable dépendante y et ses
dérivées premiere et seconde par rapport a une variable indépendante ¢, qui peut s’écrire sous
la forme :

2
Ty 5%
dt? dt

Les coefficients d et wy sont des constantes réelles positives. Dans les problémes de vibration
le parametre ¢ représente le temps et on note par convention :

+uwly=A(t)

dy .
ar Y
d2y

darr

D’ou I'écriture de I’équation différentielle :

G420y +wiy=Alt)

A.2 Equation homogeéne
L’équation différentielle est dite homogene si A(t) =0 :

3)+26y+wgy:0

On recherche des solutions qui sont de la forme y(t) = e*! . Dans ce cas I’équation différentielle
s’écrit :

s +263+w(ﬂ et =0
Cette équation doit étre vraie quel que soit ¢, ce qui implique :

2 +20s+wi=0

On obtient ainsi une équation du second degré en s dite équation caractéristique. Les racines
de cette équation caractéristique sont :
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s1=—0+1/62 —wd
s9=—0— /62 —w?

La solution de I’équation différentielle s’écrit alors :

y(t) = Aje™! + Age™

A et As sont deux constantes d’intégration que 'on peut déterminer & partir des conditions
initiales :

y(t =0) =yo
y(t =0) = go
Sachant que 4 et wp sont des nombres réels positifs, s; et s9 sont négatives ou complexes avec

une partie réelle négative. La nature des solutions s; et so de ’équation caractéristique dépend
de la valeur relative de § par rapport a wg . Ainsi trois cas sont & envisager :

A.2.1 Régime fortement amorti ( J > wy )

Dans ce cas, les deux racines s; et so sont réelles et négatives. L’écriture des conditions
initiales donne un systeme de deux équations :

A1+ A =1yo
5141 + s2A2 = 1o

dont les solutions sont les constantes d’intégration A; et Ao :

$2Y0 — Yo
A, = 520 =0
59 — 51

o — 8
Ay = Yo 1Yo
S9 — 81
y(t) est une fonction décroissant sans oscillations vers zéro lorsque ¢ augmente. La forme
exacte de y(t) dépend des valeurs de A; et Ay qui sont déterminées par les conditions initiales.

Pour les conditions initiales particulieres suivantes :yo # 0; o = 0, la figure suivante représente
les variations de y au cours du temps

Yo

y(t)

0] temps
Régime apériodique
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A.2 Equation homogeéne

A.2.2 Régime critique ( § =wp )
L’équation caractéristique possede une racine double :
S1 = SS9 = )
La solution générale de 1’équation différentielle est de la forme :
y(t) = (A1 + Ast) e

Les constantes d’intégration A; et Ao sont déterminées & partir des conditions initiales et

valent :
A = Yo
Ay =10+ 6o

y(t) et une fonction décroissant vers zéro quand ¢ augmente. Il est aisé de vérifier que cette
situation correspond & la décroissance la plus rapide de y(t). Ce cas correspond au régime

critique. Pour le cas particulier de conditions initiales :yg # 0; 7o = 0, la solution est :

y(t) = yoe° (1 + dt)

La figure ci-dessous représente les variations de y(t).

Yo

y(t)

temps

Régime critique

A.2.3 Régime pseudo-périodique ( § < wp )

Dans ce cas s1 et sy sont complexes conjugués :

51 = —0 +i\/wd — 62

S9 =
\ . 7 . . . 7 . . 2 _ .
ou 7 représente le nombre imaginaire pur vérifiant la relation i = —1. Posons :

wp = \Jwd — 62

La solution générale s’écrit alors :
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y(t) = o0t [A1 ewnt 4 A, e—ith}

Sachant que :

Pt = cos(wpt) + i sin(wpt)

e—ith

= cos(wpt) — ¢ sin(wpt)
y(t) s’écrit :
y(t) = e 7% [(A] + Ag) cos(wpt) + i (A1 — Ag) sin(wpt)]

y(t) étant réelle, les nombres complexes A; et Ay doivent vérifier les relations :

A + Ay ¢ réel

Ay — As : imaginaire

Aj et As sont donc complexes conjugués et peuvent se mettre sous la forme :
A= A€

Ay = Al e
y(t) s’écrit alors :
y(t) = A’ e 0 {ei(th"ﬂP) + 6—%’(th+¢)]
soit finalement, en posant A = 24’ :

y(t) = A e cos(wpt + )

y(t) peut étre interprétée comme une fonction périodique de pulsation wp , de phase initiale
¢ et d’amplitude Ae~% décroissant exponentiellement au cours du temps. On peut définir une
pseudo-période

2
T, = 2L
wp

A et p sont deux constantes d’intégration définies a partir des conditions initiales :

yo = A cos(p)
go = —A cos(p) [0 + wp tan(p)]
D’ou 'on tire :
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_ [y'o + 5?/0}
p = — arctan | ———

WD Yo

A V(Wb y0)? + (o + 0yo)?
wp

La figure ci-dessous représente les variations de y(¢) dans le cas particulier de conditions
initiales :yg # 0; 9o = 0.

y(t)

I BUINR
yveT

Régime pseudo-périodique
Remarque : Cas particulier ou 6 =0 :

L’équation différentielle s’écrit :

y—l—wgy:O

La solution s’exprime dans ce cas :

y(t) = A cos(wot + @)

Cette solution est appelée solution harmonique car y(t) est une fonction sinusoidale du

temps, de pulsation wy , de période Ty = 27 /wg et dont amplitude A et la phase initiale ¢ sont
déterminées par les conditions initiales :

yo = A cos(¢)

g)o = —Wy A Sin((b)

d’ou l'on tire :

Yo

(&)

La figure suivante représente les variations au cours du temps de y(t) dans le cas particulier
ou:yo=1etgy=0.

¢ = —arctan {wo yo}

A=|y2

_l’_
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I
JRVAYAY

Oscillations non amorties

A.3 Equation avec second membre

A.3.1 Solution générale
Soit y(t) la solution générale de I’équation différentielle avec second membre :
J+289+wiy=A()

Soit ym(t) la solution de ’équation homogene et soit yp(t) une solution particuliere de
I’équation avec second membre; yp(t) et yp(t) sont les solutions respectives des deux équations

différentielles suivantes :

G+ 209y +wiyw =0

ijip+28yp +wiyp = A(t)

Les opérations de dérivation qui interviennent étant des opérations linéaires, 1’addition

membre membre des deux équations différentielles précédentes donne :
(im + iip) + 26 (9m + §p) +wi (yur +yp) = A(t)

Ainsi la solution générale peut étre obtenue en faisant la somme de la solution homogene et

d’une solution particuliere :
y(t) =yu(t) +yp(t)

A.3.2 Cas particulier ot A(t) est constante
Considérons le cas particulier important ou A(t) = Ag , Ap étant une constante réelle.

L’équation différentielle s’écrit alors :
G+20y+wiy= Ay

On peut vérifier que
Y= wg

constitue une solution particuliere de ’équation avec second membre. Selon le cas la solution

générale de I'équation avec second membre sera :
— Régime fortement amorti (§ > wp)
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A
y(t) = Are™ + Age™ + =3
wWo
— Régime critique (0 = wy)
Ao

y(t) = (A1 + Ast) e + —
wo

— Régime pseudo-périodique (§ < wy)
Ap

y(t) = A e cos(wpt + @) + 2
0

Dans les trois cas considérés les constantes d’intégration A , Ao, A et ¢ sont déterminées a
partir des conditions initiales. Considérons a titre d’exemple le cas particulier yg =0 et g9 =0 .
La résolution des systemes d’équations obtenus permet de calculer les constantes d’intégration
et de tracer les variations de y(t) pour les trois régimes. Les variations correspondantes de y(t)

sont représentées par la figure ci-dessous.

L /5<w0
r 5:u}0
4 /

= 5>LUU

) ‘ ‘ ‘ temps
Cas ol A(t) est une constante.

A.3.3 Cas particulier ou A(t) = Ag cos(Q2) :

Nous pouvons vérifier que yp(t)

= Yp cos(2t 4+ 0) constitue une solution particuliere de

I’équation différentielle avec second membre a condition que 'amplitude Y et la phase 6 vérifient

la relation :
[wg - QQ} Yo cos(Qt + 0) — 20 QY] sin(Qt + 0) = Ay cos(Qt)

Le développement des termes en cosinus et en sinus permet d’obtenir :

Yo = o
VIwd — Q22 + 45202
2002
f = — arctan |:u]g—f22:|

La solution complete s’écrit alors suivant le cas :
— Régime fortement amorti (6 > wy)

y(t) = Are®t + Age™ + Yy cos(Qt + 0)

— Régime critique (§ = wp)
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y(t) = (A1 + Ast) e 4y, cos(Qut + 6)

— Régime pseudo-périodique (§ < wp)

y(t) = A e cos(wpt + @) + Yo cos(Qt + 6)

Comme dans le cas précédent les constantes d’intégration Ay , As , A et 6 sont déterminées
a partir des conditions initiales. La figure suivante représente le résultat obtenu dans le cas
particulier ot :(yo = 0,90 =0).

Régime
transitoire; Régime permanent ou stationnaire

;
Cas ot A(t) est une fonction sinusoidale

On remarque que dans tous les cas la solution homogene tend zéro lorsque ¢ augmente, et la
solution générale s’identifie alors avec la solution particuliere :

y(t) ~ yp(t)

Pour cette raison la solution de ’équation homogene est appelée solution transitoire tandis
que la solution particuliere est appelée solution permanente.

A.3.4 Cas ou A(t) est une fonction périodique du temps
Introduction

Nous avons étudié dans le paragraphe précédent la solution de I’équation différentielle dans le
cas harmonique, c’est-a-dire lorsque le second membre est une fonction sinusoidale de la variable
t. En considérant le cas de fonctions périodiques, nous procéderons & une généralisation du cas
harmonique.

Développement en série de Fourier d’une fonction périodique

Les fonctions périodiques Une fonction f(t) est dite périodique, de période T', si pour tout
t, f(t+T) = f(t) ou T est une constante positive. La plus petite valeur non nulle de T" est
appelé la période de f(t).

Ezemples :

1. La fonction sin(7t) reprend les mémes valeurs pour ¢ = 2,4,6 puisque sin[n(t + 2)] =
sin[m(t 4+ 4)] = sin[r(t + 6)] = sin(¢). Cependant 2 est la période de sin(7t).

2. La période de sin(2t) ou de cos(2t) est 27/Q. La période de sin(nt) et de cos(nflt) est
27 /nf.

3. Une constante a pour période n’importe quel nombre positif.
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4. Les figures ci-dessous représentent deux exemples de fonctions périodiques non sinusoidales.

A1 0,
AAUNA
t t

Exemples de fonctions périodiques

Définition des séries de Fourier Soit f(t) une fonction périodique de période T', c’est—dire
telle que f(t) = f(t+T), la série de Fourier ou le développement de Fourier qui correspond f(t)
est définie par :

o
ft) = % + Z ap, cos(ndt) + by, sin(ndt)
n=1
ou Q = 2x /T, n est un entier positif, a,, et b, sont les coefficients de Fourier. Ces coefficients
sont définis par les expressions suivantes :

an = ;/T f(t) cos(nQdt)dt
0

by, = ;/OTf(t) sin(nt)dt

La valeur ag/2 représente la valeur moyenne de f(t) sur la période 7. Le terme sinusoidal de
pulsation 21 = Q , la plus faible est appelé fondamental tandis que les termes de pulsation
Q,, = nf) plus élevée sont appelés les harmoniques.

Cas des fonctions paires et impaires
— Une fonction est dite paire si f(—t) = f(¢). Dans le cas de développement en série de
Fourier d’une fonction paire,il n’y aura que les termes en cosinus et parfois une constante
qui représente la valeur moyenne. Il est aisé de montrer que :

b, =0
4 % 2mnt
an = T/o f(t) cos (T) dt
— Une fonction est dite impaire si f(—t) = —f(t). Seuls les termes en sinus peuvent tres

présents dans un développement en série de Fourier d’une fonction impaire. Il est également
aisé de montrer que :
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Solution de I’équation différentielle La fonction A(t) étant périodique, de période T', son
développement de Fourier s’écrit :

At) = % + Z ap, cos(ndt) + by, sin(nfdt)

n=1

L’équation différentielle s’écrit alors :

oo

a

G420y +wiy = ?0 + Z an cos(nft) + by, sin(nflt)
n=1

La réponse permanente ( ou stationnaire ) qui s’identifie avec la solution particuliere, pour ¢

suffisamment élevé, peut alors étre calculée pour chacune des composantes de ’excitation : ag/2,

ap, cos(nfdt), by, sin(nt). On obtient alors par superposition :

) ag i ap, cos(Qpt + 0,) + by, sin(Qpt + 60,)
Yit) = 552
2% oo V(92 - w2)? + 46202
Exercices
Exercice 1 : Calculer et représenter graphiquement la solution de I’équation différentielle
homogene :

T+ 4z =0
, pour les conditions initiales suivantes :
1. z(0) =1et & (0) = 0.
2. z(0) =0et £ (0) = 2.

Exercice 2 : Pour les conditions initiales suivantes :

1. z(0)=1et £ (0) =0.

2. z(0) =0et 2 (0) =2.

3. z(0) =1et £(0) =2.
calculer et représenter graphiquement les solutions des équations différentielles homogenes sui-
vantes :

1. 2452 +42=0
2.2 +42+42=0
3. 24+03z+4x=0
Exercice 3 : Pour les conditions initiales 2:(0) = 0 et 4 (0) = 0, calculer et représenter graphi-
quement la solution générale de chacune des équations différentielles inhomogenes suivantes :
1. 24+4z =5
T+5r+4r =35
T+4z+4x =5
T+03x+4x =5
& + 4x = 5 cos(3t)
%+ 4x = 5cos(2.1t)
&+ 5 + 4x = 5 cos(3t

NS gtk W
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8. & + 44 + 4z = 5cos(3t)
9. &4 0.3% + 42 = 5cos(3t)

Exercice 4 : Calculer la solution particuliére de chacune des équations différentielles inhomo-
genes suivantes :

1. & 44z = f(t)
2. &4 5%+ 4z = f(t)
3. &+ 4d + 4z = f(t)

ou f(t) est une fonction de période T', définie par :

IN
o

f(t) —a pour —T/2
f(t) = +a pour 0

a étant un nombre réel positif.

IN

T/2
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Annexe B

Analogies électromécaniques

B.1 Introduction

Des systéemes mécaniques peuvent étre représentés par des circuits électriques analogues.
Deux systéemes mécanique et électrique sont dits analogues si les équations différentielles qui
régissent leur évolution sont identiques. Quand cette équivalence est obtenue, les termes corres-
pondant dans les équations différentielles sont dits analogues.

Il y a deux types d’analogies pour les systemes mécaniques et électriques

— l'analogie force-tension ou analogie masse-inductance ; c’est la plus utilisée.

— l’analogie force-courant ou analogie masse-capacitance.

B.2 Analogie force-tension ou masse-inductance

Les relations entre le courant électrique i et la charge électrique () sont exactement de méme
nature que celles qui existent entre la vitesse & et la position z d’un systeme mécanique en
translation : p

1= d—? ou encore Q:/idt

. dx )
= — ouencorex:/xdt
dt

Comme ces grandeurs sont liées par les mémes relations, nous dirons que les grandeurs
électriques @) et i sont respectivement analogues aux grandeurs mécaniques & et x

r=Q
=1

Lorsque le condensateur a emmagasiné une charge électrique @), la tension électrique v a ses
bornes est donnée par la relation :

1
U—GQ

Cette relation est de méme nature que celle qui relie 'allongement « d’un ressort linéaire soumis
a une force F
F=kx

Nous dirons que la tension électrique v est analogue a une force mécanique et que I'inverse
de la capacité est analogue a un coeflicient de rappel élastique k :

v=Fetl/C=k
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Dans le cas d’une force de rappel proportionnelle au déplacement xz, ’énergie potentielle
U(z) est donnée par :

1
U(x) = ik z?

Tandis que 1'énergie £g(Q) emmagasinée par le champ électrique dans un condensateur
s’écrit :

1Q?

g = ——

B(Q) 50

Ces résultats montrent que 1’énergie potentielle élastique U(z) est analogue a ’énergie élec-
trique £ (Q) emmagasinée dans le condensateur.

Il suffit donc de considérer 'analogie : L = m pour que la relation v = L% soit équivalente
a la relation fondamentale de la dynamique

di
F=m
i

Tenant compte de ces résultats, nous pouvons considérer que la quantité électrique analogue
a l’énergie cinétique est représentée par 1’énergie magnétique £y emmagasinée dans la bobine
d’auto-inductance :

1_. 1

La puissance dissipée sous forme de chaleur dans une résistance électrique est donnée par la
loi de Joule :

Pj=Ri®
La fonction dissipation qui, par définition, est égale a la moitié de la puissance dissipée peut
s’écrire dans ce cas :

1
DziRF

On remarque qu’'un amortisseur de coefficient de frottement visqueux a est analogue a une
résistance électrique :a = R.

On peut donc établir le tableau des analogies électromécaniques suivant :

Mécanique Eléctricité

vitesse : T courant : ¢

force : F ddp:wv

masse : m inductance : L

amortisseur : « résistance : R

ressort : k capacitance : %

Energie potentielle : U | Energie électrostatique : Ug
Energie cinétique : T' Energie magnétique : Uy

Tableau des analogies force-tension
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B.3 Systémes a un degré de liberté

‘ m

Cette équation différentielle peut s’écrire en fonction de la vitesse & sous la forme

»
md—f+a¢+k/a‘:dt:

L’écriture de la seconde loi de Kirchhoff permet d’obtenir ’équation différentielle qui régit
le circuit R.L.C série ci-dessus

L— +R2+C/zdt—e

i

Les équations différentielles qui régissent ces deux systeémes sont de méme nature. Les deux
systémes physiques sont dits analogues.

B.4 Systéeme a deux degrés de liberté

Exercice résolu

Etablir, dans le cadre de I’analogie force-tension, le systéme électrique analogue au systéme
mécanique a deux degrés de liberté ci-dessous.
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VXZ

Solution
Seule une démarche méthodique permet d’obtenir le circuit électrique analogue. Les diffé-
rentes étapes sont

1. Etablir le systeme d’équations différentielles

mixy + (061 + Oég) T+ (k‘1 + k‘Q) T, — ool — koxg = F

Modg + aoda + koxg — a1 — koxp = 0

2. Regrouper les différents termes en mettant en facteur chaque grandeur correspondant a
un élément mécanique.

mid1 + o121 + kix1 + as (i‘l — iz) + ko (:rl — xg) =F
0

made — g (&1 — &2) — kg (x1 — 22) =

3. Ecrire le systéme d’équations différentielles sous la forme d’un systéme intégro-différentiel

di

m1%+a15’c1+k31/5&1dt+a2(i1—:b2)+k2/(g'31—5c2)dtzp
dz _ _ _ .

mQCTtQ_0‘2(371_x2)—k2/($1—x2)dt:0

4. Etablir la liste des éléments électriques analogues

Mécanique | Electricité

T i1
T 02
mi Ly
m2 Lo
k1 %
ko o
aq R1
a9 R2
F e
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5. Remplacer chaque terme du systeme d’équations mécanique par un terme électrique ana-
logue. Ce qui permet d’établir le systeme d’équations intégro-différentiel électrique

] 1 1
Llci;tl+R1i1+Cl/ildt-l-Rz(il—iQ)-i-Cb/(il—ig)dtze
diz L 1 L
L2dt_Rz(ll_lQ)_Cb/(/Ll_YQ)dt_O

6. Construire le circuit électrique analogue en remarquant que les termes de ces deux équa-
tions sont respectivement la d.d.p aux bornes de Ly, Ri, C1, Rs, Cs, e et Ly. Ces deux
équations réprésentent 1’écriture de la seconde loi de Kirchoff pour deux mailles parcourues
respectivement par les courants i1 et i3 et qui ont une branche commune contenant Ro et
C5 et parcourue par le courant i = i1 — io.

i 1—@;@?—{
1
R

1
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