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Chapter 1

Chapter 1 Introduction a la Mécanique
des Fluides et aux équations de
Navier-Stokes

1.1 Introduction

Les équations de Navier-Stokes (ENS) forment un modéle mathématique dérivé a partir des lois de con-
servations qui décrit ’écoulement d’un fluide. Ce modéle est bien accepté et utilisé par les ingénieurs
et les physiciens.

Il est navrant de constater que de nombreux mathématiciens travaillent sur les équations de Navier-Stokes
dédaignent la mécanique des fluides. Ignorant sciemment les principes physiques dont découlent les équation,
ils espérent toutefois en percer le mystére. Vaine entreprise. Ils ont les mains pures mais ils n’ont pas de
mains. Evidemment les ingénieurs moquant les difficultés mathématiques de ces équations et considérant
I’analyse fonctionnelle comme un luxe gratuit dénué d’intérét ne sont pas & meilleure enseigne. En quelque
sorte, ils avancent les yeux volontairement bandés. Nous allons tenter de naviguer entre ces deux écueils.

Les ENS sont un exemple d’EDP multidimensionnelle ayant une signification physique profonde, présen-
tant une non-linéarité (quadratique)...), dont les inconnues (vecteur vitesse et scalaire pression) sont de nature
trés différentes. Elles fournissent un terrain d’apprentissage privilégié de techniques fructueuses pour bien
d’autres EDP!. Si les écoulements plans sont bien connus, dans le cas de I’espace de nombreuses questions
demeurent dont le fameux probléme & 1M$ du Clay insitute[14].

Les écoulements turbulents interviennent au sein de nombreux phénoménes naturels. Leur connais-
sance s’avére utile, par exemple, en météorologie, en aéronautique ou en océanographie. Les équations
régissant leur comportement contiennent des termes non-linéaires rendant leur évolution & un instant ¢ + dt¢
trés sensible & de petites variations a l'instant ¢t. Autrement dit une connaissance détaillée de I’écoulement
a l'instant ¢ est nécessaire pour prédire sa situation a ’instant ¢ + d¢.

Plus précisément, dans le cas d’un écoulement turbulent, statistiquement homogéne et isotrope, le rapport
entre les plus grandes et les plus petites échelles actives L/l est de I'ordre de grandeur de Re3/*, o le nombre
de Reynolds Re rend compte du rapport des forces d’inertie et des forces de viscosité.

La connaissance de la situation 4 I'instant ¢ en un nombre de points de I'ordre de (Re/4)? = Re/* est
donc nécessaire, en dimension 3, pour prédire & I'instant ¢ + dt la situation d’un écoulement dans un volume
de diameétre L.

De nombreux domaines font intervenir de grands nombres de Reynolds (10'? & 10%° en astrophysique),
rendant ainsi le calcul en tous les points du maillage hors de portée de la puissance actuelle et méme

Ipour un exemple en traitement d’image, voir [8]



prédictible des calculateurs. D’autres approches s’avérent alors nécessaires pour ramener le nombre de degré
de libertés du systéme étudié & un ordre de grandeur rendant possible la résolution numérique.

Les deux principales approches utilisées pour réduire ce nombre de degré de liberté sont le calcul se limi-
tant & la moyenne statistique de la solution (RANS pour Reynolds Averaged Navier-Stockes equation)
et la Simulation des Grandes Echelles (SGE) modélisant U'effet des petites échelles sur les grandes.

1.2 Préambule-Résumé-Objectifs

Ce cours volontrairement succinct poursuit les buts suivant :
e &tre assimilable en sept semaines par un étudiant de DEA

e étre assimilable en sept jours par un mathématicien désireux de s’initier aux équations de Navier-Stokes
(ENS)

e servir de tremplin pour une thése

Il existe relativement peu de traités "“’complet"’ sur la théorie des Equation de Navier-Stokes, cet opus-

cule, en établissant un choix délibéré ne vise pas I'exhaustivité, il vise plutot la simplicité? Les notions sont
présentées sans afféterie, sans technicité inutile, mais nous avons cherché & présenter ’essentiel, en insistant
sur l'interprétation mécanique.

Une spécificité du texte est la présence de commentaire heuristiques, signalés par le signe * A méditer :
Nous pensons en effet que les mathématiques ne se livrent pas seulement par la déduction ou la démonstration,
mais surtout par l'interprétation vivante, qui ne s’élabore que lentement, progressivement. Ces commentaires
ne sont pas destinés a étre saisi d’emblée, ne doivent pas forcément étre compris d’ailleurs, ils sont simplement
proposés, et non imposés, pour faciliter 'appropriation de la théorie. Ce document est une premiére version,
l'auteur est trés reconnaissant pour toute erreur, coquille ou commentaire qu’on voudra bien lui adresser a
brun.cemagref@orange.fr.

1.3 Principe de déterminisme de Newton

Connaissant a l'instant ant ¢ = ¢y I’état de ’écoulement ainsi que ’ensemble des conditions limites du
probléme consideré, il n’existe qu’un seul état réalisable pour tous les instants ¢ > ¢ .

— Existence et unicité de la solution mathématique, notion de probleme bien posé.

Remarques : — En pratique 'unicité de la solution n’est pas verifiée.

1.4 Introduction sur la turbulence

1.4.1 O observer la turbulence ?
La turbulence est un phénomeéne présent de maniére trés facilement visible dans la nature :

e dans l'air : les rafales de vent, les mini-tornades dans le désert, le panache de fumée des grandes
cheminées, turbulence atmosphérique (tourbillons de taille > 1000 km)...

e dans ’eau : le lait dans le café, les remous dans les riviéres...
e dans la mer : le gulf stream

e dans la terre : le mouvement des plaques continentales

2mDélire laborieux et appauvrissant que de composer de vastes livres, de développer en cing cent pages une idée que ’on
peut trés bien exposer oralement en quelques minutes. Mieux vaut feindre que les livres existent déja et en offrir un résumé,
un commentaire."” JL Borges, Fictions, Gallimad, trad. de Ficciones, SUR, Bueno Aires, 1944
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Figure 1.1: Schéma d’analyse de stabilité d’un écoulement en réponse a une perturbation de conditions
initiales et/ou aux limites



dans ’espace : ’atmosphére externe de Jupiter

1l est également trés présent dans les écoulements industriels :

aérodynamique externe des voitures, des camions
sillage des avions

aérodynamique interne dans les moteurs (combustion, etc.)

1.4.2 Les caractéristiques du phénomeéne

Les caractéristiques principales de la turbulence sont les suivantes

incertitude (de mesure, de calcul)
grande variété des échelles spatiales (des tailles de tourbillons) dans 1’écoulement
caractére aléatoire, désordonné, chaotique, fluctuant ; redistribution des fluctuations dans ’espace

imprévisibilité, non déterminisme, grande sensibilité aux conditions aux limites : si il existe de
trés petites différences a I’état initial, elles vont s’amplifier sous leffet d’interactions non linéaires (cf.
exemple bien connu de la météorologie qui n’est pas prévisible a plus de quelques jours, car on ne
connait jamais suffisamment précisément 1’état initial). Les cyclones par exemple se déclenchent a

quelques diziémes de degrés de température prés. Ceci est valable aussi bien en calcul qu’en essai.

augmentation du mélange : forte diffusion des quantités transportées (exemple : le lait et le café,
la température dans un fluide, la fumée, la quantité de mouvement, etc.)

trés large gamme de longueur d’ondes : tourbillons présents de tailles trés variées (pour un avion
: de quelques microns & quelques centaines de métres, pour la turbulence atmosphérique : de quelques
millimétres a quelques milliers de kilométres)

le bruit : les écoulements turbulents sont bruyants du fait des sources acoustiques créées par les
fluctuations de pression dans le fluide (cf 'expérience du tube de Poiseuille). Cela peut générer de
I'inconfort dans certains cas (exemple le bruit des rétroviseurs extérieurs des véhicules).

Les effets de la turbulence sont parfois positifs, parfois négatifs :

effets positifs : 'augmentation du mélange permet d’améliorer la combustion par exemple, d’améliorer
la portance des avions, de réduire la température

effets négatifs : diffusion de la pollution

Et pourtant, certaines grandeurs macroscopiques sont bien reproductibles. Par exemple :

trainée et portance d’une voiture dans une soufflerie donnée
débit d’une conduite & haut Reynolds

puissance d’'un moteur & combustion

température maximale des disques de frein

durée de persistance du sillage d’'un avion de ligne

portance et trainée d’un avion



1.5 Contenu et Cadre du cours

Le théme du cours est une introduction & ’analyse mathématique des écoulements de fluides newtoniens
incompressibles. Le résultat principal qui sera présenté concerne 'existence d’une solution faible pour les
équations de Navier-Stokes. Comme préliminaire technique, nous introduirons divers outils issus des théories
de l'intégration vectorielle et des distributions vectorielles.

Ce cours présuppose des rudiments d’analyse fonctionnelle, ainsi qu’exposés par exemple dans [19,17]. En
particulier, les résultats classiques sur les espaces de Sobolev sont utilisés sans complexes. Une bibliographie
suggeére des compléments au texte.

Nous allons situer dans ce document les problématiques liées a I’étude des écoulements turbulents puis
nous présenterons les principaux modeéles élaborés.

Dans le chapitre 772 nous montrons comment les équations de Navier-Stokes, sont dérivées & partir des
lois de conservation de la masse et de conservation de la quantitée de mouvement. Préalablement
nous introduisons des notions utiles de cinématique. Dans certains chapitres la rigueur mathématique est
mise au second plan.

Nous aborderons ensuite Iexistence de solutions aux équations de Navier-Stokes avant de nous interesser
plus particuliérement & un modéle de Simulation des Grandes Echelles au sein duquel la fermeture des
équations moyennées est accomplie par ’approximation V- (wu) =~ V - (un) et pour lequel on utilisera le filtre
différentiel @ = A5 'u, ot Asu = —62AU + 7.

Etude des écoulements turbulents

e Concepts généraux de mécanique des fluides

e Transition, apparition de la turbulence

e Turbulence développée, exemples classiques

e Qutils expérimentaux et statistiques

e Equations de Reynolds moyennées

e Couche limite turbulente

e Turbulence homogéne

e Méthodes numériques
Thémes abordés

e Le modéle mathématique

e La difficulté de résolution des équations

e La complexité de la solution et du phénoméne physique associé

e Le principe de décomposition de la solution et la modélisation statistique d’une partie de celle-ci

e L’alternative numérique
Aspects non traités

o Les effets d’une physique plus complexe (effets d’action a distance, fluides réactifs, effets d’anisothermie...)

o Les effets de compressibilité (chocs, acoustique,...)



1.6 Bilan

e - on dispose d’un modéle mathématique complet et de trés bonne qualité

e - la validité des équations est trés large, en permettant de couvrir la trés grande majorité des écoule-
ments geophysiques ou industriels, qu’ils soient turbulents ou non

Les equations de la turbulence sont donc connues. MAIS

e . la resolution analytique de ces equations n’est pratiquement jamais realisable . les non-linearites
presentes dans les equations sont principalement a l'origine des difficultes pour obtenir une solution
analytique

e . les rares solutions analytiques disponibles peuvent traduire un etat d’equilibre instable, ce qui sup-
prime tout realisme

e . les solutions des problemes d’interet sont presque toujours instationnaires

e . de nombreuses methodes numeriques pourraient permettre la resolution des equations dans des cas
realistes si la puissance des ordinateurs etait plusieurs milliards (de milliards’c) de fois superieure a
celle d’aujourd’hui

— couts de calcul encore inaccessibles pour longtemps

. Des solutions correctes sont pourtant envisageables avec un certain nombre de simplifications.



Chapter 2

Mécanique des fluides et Cinématique

2.1 Cinématique et dynamique des fluides : un bref apercu de mé-
canique des fluides

Pour commencer une définition :

Définition 2.1.1 (Fluide). Un est un milieu continu dans lequel les molécules sont “libres de se mouvoir
les unes par rapport aux autres”(milieu matériel povvant étre déformé a partir d’efforts dont la valeur peut
étre aussi réduite que l’on veut)

Parmi les fluides, on distingue les liquides et les gaz, nous verrons plus loin que la notion d’incompressibilité
clarifie les choses. Cette définition est vague, il faudrait invoquer la physique statistique et la notion de “’libre
parcours moyen”’ pour une définition précise.

Remarque. On peut d’ailleurs déduire les équations de la mécanique des fluides des équation de Boltz-
mann (Cf H. Grad). Toutefois la démonstration laisse encore & désirer d’'un point de vue mathématique,
voir la théorie des équations cinétiques (Bardos, Perthame, Golse...).} ©

Mentalement, il faut se représenter un fluide comme la réunion de particules fluides de taille suffisamment
petites pour étre assimilées & des points matériels de I'espace R?, mais suffisamment grosse par rapport a
Péchelle atomique. Les physiciens parlent de V.E.R. (volume élementaire représentatif).

Nous décrirons I’état du fluide par :

e le domaine occupé par le fluide, supposé ouvert connexe noté €2. On considére un ensemble de particules,
qui, & l'instant ¢t = 0 occupe un espace g C R3.

e le vecteur vitesse du courant au point x = (1, ...,2,) et & l'instant ¢ noté u(z,t)
e la pression (scalaire) du fluide au point x = (21, ..., 2, ) et & 'instant ¢ noté p(z, t)

e la densité (scalaire) du fluide au point x = (z1, ..., z,,) et & 'instant ¢ noté p(x,t)

2.1.1 Les deux points de vue sur la turbulence : Description Lagrangienne et
Eulerienne

Les scientifiques ont alors deux points de vue possibles :

11.a justification des équations de mécanique des milieux continus & partir de ’équation de Boltzmann est I’objet du sixiéme
probléme de Hilbert. La réponse la plus compléte a ce jour est I’article : The Navier-Stokes limit of the Boltzmann equation
for bounded collision kernels, Francoise Golse, Laure Saint-Raymond, Inventiones Mathematicae, vol 155, 2004, pp 81-161.



e soit chercher & moyenner directement la turbulence, & lisser le phénoméne : c’est le point de vue
statistique. On cherche uniquement les grandeurs moyennes, et ’énergie cinétique turbulente moyenne.
C’est une vision "figée" ou "rationnelle" de la turbulence, souvent celle des numériciens.

e soit chercher & extraire la cohérence dans la turbulence : c’est le point de vue des "structures co-
hérentes". On cherche alors I’évolution des structures qui persistent au milieu du chaos, celles qui vont
déterminer la physique de I’écoulement. C’est une vision instationnaire, fluctuante et plus expérimen-
taliste de la turbulence.

Chaque particule est repérée par sa position X € €. Les particules sont en mouvement. A linstant ¢,
le domaine € s’est déplacé en €2, C R3. Au cours du temps, chaque particule peut étre repérée par :

e (i) La position X € Qg qu’elle avait initialement (configuration de Lagrange)
e (ii) La position x € Q; qu’elle occupe & l'instant ¢ (configuation d’Euler)

Description eulérienne:
x A méditer : A chaque instant fixé ¢, les vitesses du courant donnent un champ de vecteurs . Les lignes
du champ ou caractéristiques associées sont appelées lignes de courants. Ce sont les solutions de 'ODE :

d
= = u(E(s),0) (2.1)

C’est I'approche usuelle, selon le point de vue d’Euler.

On se place en un point M € R3 fixé et on se référe aux particules qui passent en ce point (& deux instants
différents, la particule qui passe est a priori différente). Les variables utilisées sont appelées variables d’Euler.
Il Sagit de x = (1,22, x3) et ¢. La fonction qui permet de retrouver les particules observées est notée g:

X = gpu(x,t) (2.2)

Description lagrangienne:

On se référe & chacune des particules que l'on suit dans son mouvement. Pour cela, on utilise les
variables lagrangiennes X = (X7, X3, X3) et t. Une autre fagon de voir, selon Lagrange, est de s’intéresser
aux trajectoires individuelles des “'particules fluides” étiquetées en fonctions de leur position d’origine X a
un instant initital. La trajectoire d’une particule est alors une courbe paramétrée t — x = prq4(X,t) telle
que prqe(X,0) =X.

La position des particules au temps t est donnée par la fonction f:

X = Prag(X,t) (2.3)

Remarque : Les équations de Navier Stokes sont de type différent selon les cas : & Reynolds infini
(Euler) : elles sont hyperboliques

Lien entre les deux descriptions: B

Une propriété physique ¢ associée aux particules, peut étre représentée par ¢(X,t) ou ¢(x,t). Dans le
premier cas il s’agit de la description lagrangienne, ¢(X,t) définit la valeur de la propriété ¢ pour la particule
X et a Iinstant t. Dans le second cas, ¢(x,t) définit la valeur de la propriété ¢ au point x € R? et & I'instant
t.

On a les correspondances suivantes:

¢(X’t) = ¢(80Lag(X7t)’t) (

(b(X,t) = (b(gEul(Xv t)at)' (

Etant donnés les applications X — ¢r.4(X,t) = ¢:(X) (R® — R?) supposées suffisamment réguliéres,
pour revenir au point de vue eulérien, en théorie il suffit de les inverser.

u(x,t) = U(p; 1(x),1). (2.6)
¢ (%) = gmu(x,t)

NN
U
=

10



Remarque. Il ne faut pas confondre trajectoires et lignes de courants. Sauf dans le des écoulements
stationnaire, i.e u(x,t) = u(x), les deux notions sont différentes. ¢

Pour construire les applications trajectoires ¢rq4(X,t), & partir du point de vue eulérien, il faut résoudre
I’'ODE

0PLag (X, 1)
U((x),t) = ——
(), 1) = “EEe
avec la condition initiale ¢r1.4(X,0) = X.
Remarque. C’est une EDO et non pas une EDP, X joue le role de paramétre. ¢
Nous utiliserons principalement le point de vue d’Euler, mais parfois il sera utile de recourir au point de
vue de Lagrange.

dE

= u(é(s),t) Euler : lignes de courant

=u(prag(X,1),t) (2.8)

temps paramétre, espace variable
vecteur vitesse :

M HH

8<PLag(Xa t)

Lagrange : trajectoires 5

= u(‘PLag (Xa t)v t)
espace paramétre, temps variable

courbe paramétrée t — X = @rqq(X, 1)

telle que ¢r.4(X,0) =X

vecteur vitesse :

Table 2.1:

En un point de 'espace on sait ce qu’il se passe pour tout temps (espace paramétre, temps variable) :
trajectoire x / Lagrange.

En un temps donné on sait ce qu’il se passe en chaque point de ’espace (temps paramétre, espace variable)
: ligne de courant X /Euler.

2.1.2 YVitesse et accélération

Vitesse
x A méditer : Imaginer par exemple que vous suivez la trajectoire d’un grain de pollen emporté par la
riviére. Selon ce point de vue, lorsque t — (X, t), (R — R3) est dérivable, le vecteur vitesse est simplement

Oprag(X,t
(X, t) = UX, 1) = % (2.9)
Cela donne ’expression lagrangienne de la vitesse.
L’expression eulérienne s’obtient alors en utilisant (1.2). On a
aSOLa
v(x,t) = 5 (g (x,1);t) (2.10)
2.1.3 Dérivée matérielle et accélération
Dérivée particulaire
0?0rq(X,t
rx, o) = 2 prasXH) (2.11)

ot?

11



Pour l'accélération, en variables lagrangiennes, on a

%X 1) (2.12)

§(X,0) =

La formule est bien plus simple dans le cadre lagrangien.
En utilisant (1.2) on obtient aussi

ov
J(x,t) = E(Q(X;t)ﬂf) : (2.13)

Cette derniére expression est mixte puisqu’elle utilise les variables d’Euler ainsi que la vitesse lagrangienne.
L’accélaration des (ou de la...) particules fluides au point x a l'instant ¢ est donnée par

Ou du
Yt = oo+ Z“’“aT:k (2.14)
k

Preuve : 1. Considérons une particule fluide X que l’on suit dans son mouvement t — x(t) = prqqe(X,1t).
L’accélération de cette particule est par définition

du(x(t),t)
_ 2.15
y (2.15)
Le théoréme de différenciation des fonctions composées donne alors :
du(z(t) ,t ou dxk
_— 2.16
dt Z oxy ( )
d:I}k(t)
1l suffit de noter que = Uk Re

Remarque. Diverses notation plus ou moins heureuses sont utilisées : la plus courante? est (u - V)u

u
Cela vient du fait que formellement u-V = )", up=—. Mais Vu est une matrice, et si l'on lit u- Vu il faut

8xk
faire trés attention... Car en fait (u-V)u = Vu - u au sens usuel du produit matrice vecteur et pas u? Vu.
On apelle le terme non linéaire terme advectif ou inertiel.
x A méditer : essayer de comprendre le pourquoi de cette dénomination. La difficulté majeure du
probléme vient ce terme non linéaire. ¢
On notera et on appellera

—=—+u-Vv (2.17)

la dérivée matérielle. De sorte que

Df df(e(X,1),t

I 2.1
Dt dt (2.18)

représente bien la dérivée d’une fonction attachée & une particule.?

?malheureusement pas trés heureuse
3Certains auteurs I’appellent d’ailleurs dérivée particulaire.
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La dérivée particulaire d'une grandeur ¢ est le taux de variation temporelle de cette grandeur en suivant
une particule a laquelle elle est attachée. On note d¢/dt avec le sens suivant:

dp 9 .

e E(X, t) en variable de Lagrange (2.19)
dop ¢ 9¢ , ,
T a(x, t) 4+ v;(x, t).%j(x, t) en variable d’Euler.(1.3) (2.20)

Dans la relation (1.3), nous avons utilisé la convention de sommation d’Einstein sur les indices répétés. Dans
la suite nous adopterons cette convention sans plus le rappeler. On note par Dv le tenseur des gradients de

vitesse, i.e.
I (2.21)
v = or,) .
i

En utilisant (1.3) nous obtenons ’expression eulérienne de I’accélération :

9
v@ﬂ:£+lhw.@® (2.22)
8%
()i—al.jﬂ)j

Dérivée particulaire d’une intégrale
On considére ici une grandeur physique K qui est attachée & un ensemble (en mouvement) w(t) de particules.
La grandeur K est définie a I’aide d’une fonction k donnée, par une intégrale sur w(t):

K(t)= k(x,t)dx : (2.23)
w(t)

On suppose que k et v sont continues dans Q x (0,T"), et admettent des dérivés partielles bornées. On obtient
alors:

t—[: = /w(t) (?)IZ(X, t) + div(k(x, t)v(z, t))) dx.(1.5) (2.24)
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Chapter 3

Equations de Navier-Stokes

3.1 Incompressibilité ou conservation du volume
La divergence du champ u est

Ou;
divu:V-uzzau (3.1)
- Zq

Soit V; = ¢:(V) le volume matériel correspondant. On dit que I’écoulement conserve le volume ssi
Vil = VI (3.2)
Comme par changement de variables :
= [ do= [ 13(elax (33)
Vi v

la conservation du volume équivaut a |J(¢;)| = 1. La propriété de conservation du volume (on dit aussi que
Pécoulment est isochore) se traduit simplement en terme de divergence.

Proposition 3.1.1 (Ecoulement isochore). L’écoulement est isochore si et seulement si le champ de vitesse
est incompressible :

diva = 0 (3.4)

Plus précisément, si J(p:) désigne le jacobien de pr = ¢(.,t) il satisfait I'équation différentielle d’*’expansion
du volume” :

dJ (1)
dt

= divu - J(py) (3.5)

avec la condition initiale J(0) = 1.

Preuve. Cette preuve est tirée du cours de F. Golse [3] et repose sur le joli lemme suivant.

Lemme 3.1.2 (Lemma 1). L’application det : A € M, (R) — detA € R est de classe C1. Sa différentielle
en tout point A € GL,(R) est donnée par

d(det)(A) - M = detA - trace(A™* M) (3.6)
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Commengons par prouver le lemme. Dapplication det est polynomiale sur M, (R) = R"*" donc C°.
D’autre part, la matrice A étant inversible

det(A + €M) = detAdet(I + eA~1 M) (3.7)
1

— det(A) - e*det(=] + AV M) (3.8)
€

Utilisons alors le polynémes caractéristique de A :

det(\.3I — A) = \" — traceA - \""1 4+ O(\"?) (3.9)
1 _ 1 1
det(A+ eM) = det(A)e" + o + trace(A™ M) prrm +0 (e”—2> (3.10)
Finalement
det(A + eM) = det(A) (1 + etrace(A™ M) + o(e)) . (3.11)
Le lemme est ainsi démontré. o 5
(Lt
La preuve du théoréme s’en déduit aisément : Notons pour simplifier J(¢) = J(¢p¢) et Vxo = @6)(( )
en utilisant la différentielle d’une fonction composée ’
0vi(.,t
ddet ( = )(( )> o
J -1 xp
— = = J(t)t _ 12
- — T)trace(Vxg) o (3.12)
Remarquons que (en supposant I’écoulement régulier)
OVxo dp
——=V,—= U(X,t 1
e \Y En VxU(X,1) (3.13)
Par le théoréme de différenciation composée (avec des notations évidentes) :
VxU(X, t) = qu ‘X P. (314)
D’ou
dJ .
i J(t)trace (Vxe)™ " Vyu- Vxo) (3.15)
La propriété fondamentale d’invariance par conjugaison de la trace donne enfin
dJ
Fri J(t) - trace(Vzu) (3.16)
Il reste a remarquer que trace (Vyu) = divu. o O O

Remarque. B.Dacorogna m’a fait remarquer qu’on peut aussi ratacher I’équation différentielle d’expansion
du volume & la propriété bien connue d’algébre linéaire :

detexp A = T4 (3.17)

d’ott on déduit par linéarité et continuité

t
det exp/ A(s)ds = elo TrA(s)ds (3.18)
0
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Considérons alors ¢ — Y (¢) matrice solution du systéme différentiel :
Y = A(t)Y. (3.19)
On sait que detY (t) = exp fot TrA(s)ds - detY (0) donc

d
EdetY(t) =TrA(t) - detY (¢) (3.20)
; . N a¢l(7 t)
11 suffit alors d’appliquer cette formule & Y () = X Vxp et A(t) = Vyu. ©
J

Une application fondamentale du résultat (1.1) est le théoréme du transport qui permet de dériver les
intégrales sur des domaines matériels :

Theoréme 3.1.3 (Théoréme de transport). Soit V un ouvert, et Vi = (V) le volume matériel correspon-
dant. soit f une fonction a valeur scalaire, on a

d g D

— | flz,t)de = / 2 (x,t) + div(f - u)(x,t)de = —f(x, t) + f - divu(z, t)de (3.21)
dt )y, v, \ ot v, Dt

Preuve. La preuve est basée sur la formule de changement de variable pour se ramener & un domaine fixe et
dérivation sous le signe somine.

flatide = [ fo(X.0,017(0)4X = (322
Vi %
D’aprés I’équation différentielle (1.1), et la condition initiale évidente J(0) = 1 (puisque ¢(.,0) = Id) on a
t
J(t) = exp/ divu(s)ds (3.23)
0
donc J(t) est toujours strictement positif et on peut enlever la valeur absolue donc
d d
G | fextix =5 [ viexo.000ax (3.24)
dt Jy, dt

en dérivant sous le signe [ (ce qui est légitime car dans ce chapitre les fonctions sont lisses) :

d X, t),t dJ(t
= / V%J(t)dX + / Vi(p(X,t), t)%dX (3.25)

Par définition

Df _df(e(X,t),t) Of

LA A A . . 2

Dt dt e T VS (8.26)
De plus = divu - J(t). Il ne reste plus qu’a faire le changement de variable inverse pour revenir a une
intégrale sur V; et a remarquer que u -V f + fdivu = div(f - u) pour obtenir le résultat annoncé. Qe O

Exercice 1 (loi de Biot-Savart). Soit un domaine plan étoilé, moniré que si u est a divergence nulle alors
il existe une fonction 1 appelée fonction de courant telle que u = V4. Dans ce cas, montrer que les lignes
de courant sont les lignes de niveau' de vp. Montrer que

AY = w. (3.27)
En déduuire la preuve formelle de la loi de Biot-Savart. Indication utiliser la solution fondamentale du

1
Laplacien (dans R3, A—— = §).
4dmr

Lon dit aussi isovaleurs
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La lot d’incompressibilité du fluide.
Un fluide est dit incompressible, lorsque tout sous ensemble de particules du fluide conserve un volume
constant au cours de ’écoulement. Autrement exprimé :

d
2 / ldz = 0,V (t) C Q. (3.28)

En appliquant (1.5), nous obtenons donc
/ divvdzr = 0,Vw(t) C Q, (3.29)
w(t)

d’ou :

divi = 0,Vt,Va € Q,(1.20) (3.30)

3.2 Conservation de la masse

Un principe fondamental de la mécanique des milieux continus est la conservation de la masse. Soit p = p(x,t)
la densité du fluide au point x a 'instant ¢. la masse totale contenue dans un volume matériel 1, est donnée
par

m(Vt):/V pdx (3.31)

D’aprés ce qui précéde

dm t 0
d(tV): /v | (o, ) + div(p - w)(x, 1) (3.32)

le volume V), étant arbitraire on obtient ’équation de conservation de la masse :

%(x, t) + div(p - u)(x,t)dx (3.33)

Remarque. On peut obtenir directement ce résultat en raisonnant sur un volume fixe ¥V comme suit.
D’une part

d [, p(x,t)dz _/ ap(x7t)dx (3.34)
1%

dt o ot

D’autre part la variation de masse ne peut provenir que des flux de masse a travers la paroi 9V de V.

d ,t)d
M = —/ p(x,t)u - ndz (3.35)
dt .
1l suffit alors d’intégrer par parties
/ p(x,t)u-ndS’:/ div(p(x,t)u-)dx (3.36)
v v

Comme V est arbitraire on obtient le résultat.2o

20n notera que t — fv p(x, t)dx n’est alors pas constante, & moins que le fluide soit homogeéne, i.e. p soit constante. Ajoutons
que, contrairement & une opinion assez répandue un fluide incompressible n’est pas necessairement & densité constente (fluides
dits stratifiés).
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Conservation de la masse et conséquences

Soit w(t) C 2 un ensemble quelconque de particules. Sa masse est donnée par la formule
miw() = [ plat)d,
w(t)

o p(z,t) désigne la densité au point x et a l'instant ¢.
La loi de conservation de la masse, se traduit alors par

&m(w(t)) =0,Vw(t) Ct.

En utilisant (1.5) cette équation devient

0
/ —p(x,t) + div(pv)dz = 0,Vw(t) C t
w(t) ot

qui est encore équivalente & I’équation suivante, appelée équation de continuité:

%(x,t) + div(pv) = 0,Vw(t) C ¢(1.10)

Considérons a présent une quantité physique @ attachée a I’ensemble w(t), de la forme
Q) := / pB(z,t)dx.
w(t)

La dérivée particulaire de ) prend 'expression suivante:

dQ 0
— = —(pB) + div(pBv)d
3 |, B+ div(pBo)s
—/ B ap( t)+d'()+aB+ aB d
= » BN z, 1w (pv p o PY; oz, z.
N—_——
=0par(1:10) dB
:Epar(ltffo)

Nous voyons donc que 'on a la formule :

C I B / 4B, )
— x,t)dr = p—dx.(1.
dt w(t) w(t) dt

Les actions de contact sous l’hypothése de Cauchy

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

Soit w(t) C €4 une région de fluide, délimitée par sa frontiére dw(t). On note par i le vecteur normal

extérieur défini en chaque points de dw(t).

Sous I’hypothése de Cauchy, on postule que Q; — antislashw(t) agit sur w(t) et que laction peut étre
représentée par une densité de force F(M,t, 1) sur la surface dw(t). Cette densité ne dépend que de ¢, de

M € Jw(t) et de la normale ©i en M, & Ow(t).
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Figure 3.1: a

Figure 3.2: arr
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3.3 Etude des déformations

On fixe un temps ¢ et on étudie les déformations que 2y a subi. Soit d My un vecteur infinitésimal qui a pour
origine le point My € 0, de coordonées X. Au temps ¢, dMO a été transformé en d1M/ comme représenté dans
le schéma ci-dessous My, dMy — fl,t) = M, dM

On définit le tenseur F, gradient de la déformation au point My a l'instant ¢, en posant

dM = FdMj, (3.45)
_0fi(X, 1)
Fy(X,t) = X (3.46)

On introduit ensuite la notion de déformation & l'instant ¢, par rapport & la configuration €y, et au
voisinnage de My, par la variation

dM.5M — dMo.6 Mo, (3.47)

pour tous les couples infénitésimaux dMO.JMO, au point My. Etant donné que dM = Fd]\_% et M = Fé]\_%,
nous obtenons encore

AM .6M — dMy.0My = FijdX; Fypd X, — dX;0X; (3.48)
FAdMy.FS§ Mo — dMqy.6 M (3.49)
= CjpdX;6X), — 0;5d X ;6 X . (3.50)

Nous avons fait apparaitre le tenseur C := F'F appelé tenseur des dilatations. On définit encore le tenseur
des déformations X par:

1
X = §(C — Id). (3.51)
Nous obtenons finalement la relation
AM .M — dMo.6My = 2X,;;dX;8X;, (3.52)

d’ou la propriété suivante

Il n’y a pas de déformation au point M
et A 'instant ¢, par rapport a la configuration, (3.53)
< X(M,t) =0.

Le tenseur des vitesses de déformationsOn fixe un temps t et on étudie la vitesse & laquelle les
déformations se produisent en M € €);:

d/w o A N
= (ANL00E — allo 30y ) = — (aRL.651 ) ¥dillo.6s (3.54)
d g g - d -

= (a01) 831 + air. (s31) (3.55)

d [ 9f; d [ of
== (a)J;‘(X’ t)) dX; 0, + da; (8){3()(, t)) e (3.56)

J [

o '
= aX_Ui(Xv t)deéxi + ﬁvj (X, t)dl‘j(SXi, (357)
J [
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dif frenceentredetd (3.58)

d [ 0f; ofi
277 — | == m?
7 <6Xj(X,t)dXJ> o, DXL (3.59)
d (0f; 9
277 — — b 299
b ( an(X, t)) an”Z(X’ £)?771 (3.60)
w23 (4 Y d 777
7 (dM) AN = — (FdX;) Fud X273 (3.61)

Remarquons ensuite que, pour x = f(X,t), on a 9;(X,t) = v;(z,t), d’ou

o 0 Ofr
—
=dxg
et, au final:
d - - - — (9% 81)j
- (dM.(SM - dMo.cSMO) - ( 5t aﬁ) da ;6. (3.63)

On définit alors le tenseur des vitesses de déformations, noté Dij par:

D L 1 avi 8vj
* (U) o 5 al‘j + 8,’L‘i

) = %(Dv +Dv') .(1.9) (3.64)

1l est attaché a la description eulérienne. C’est un tenseur symétrique qui s’exprime linéairement par rapport
aux composantes du champ des vitesses en description eulérienne. On a la propriété suivante:

[t] La région w(t) ne subit pas de déformation entre les instants t; et to,
4 Dij(I,t) = O,VI € w(t),t € [tl,tg].

Cette propriété se vérifie aisément. En effet, s’il n’y a aucune déformation, c’est & dire si dM.SM reste
constant, alors en utilisant (1.8) on obtient

Dij (.’E, t)d(EZ(Sﬁj = 0; VdiC“ (5£Cj. (365)
on conclut alors que Dy;(x,t) = 0. De lautre coté, si Dyj(x,t) = 0, alors I'expression (1.8) implique que
d M .§M reste constant. 11 n’y a donc pas de déformation.

3.3.1 Conservation de la quantité de mouvement

Jusqu’a présent, nous n’avons pas considéré que la cinéatique et la conservation de la masse. Appliquons

. dmv
maintenant la loi fondamentale de la dynamique (loi de Newton) F = m#y = 7 4 un volume matériel :
d
— | prudx= T(x,t)dS + / p-f(x,t)dx (3.66)
dt Jy, oV, Vi

ou

o T(x,t) désigne la résultante des forces intérieures s’exercant au point de 0V, a P'instant ¢
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o f(x,t) désigne la résultante des forces extérieures s’exercant au point de V; a 'instant ¢
Considérons la variation de la quantité de mouvement du volume matériel Nous allons prouver la proposition

Theoréme 3.3.1. Proposition

d d —/ M V) d (3.67)
o th udx = th 5 T (U u | dx .
(3.68)
beginPreuve D’aprés le théoréme de transport
d d A(pu;
i b puidx = dt/w ( (gjjl) + div(pu; - u)) dx i=1,2,..,n (3.69)
Or
(g? ) + div(pu; - 1) = a—ful + 8—1;,0 + widiv(p - u) + pu - Vu, (3.70)
Utilisons maintenanst la conservation de la masse (3.33), il vient
d d —d/ LR (3.71)
& thul x=q th 5 T (- Vu; |dx. .
O *x Qe

Remarque. Tout se passe comme si le volume fluide avait une masse constante et subissait ’accélération
Ou
o +
besoin de résultats de mécanique des milieux continus que nous rappelons sans preuve.

La conservation de la quantité de mouvement (loi fondamentale de la dynamique).

On traduit ici que la dérivée par rapport au temps du torseur des quantités de mouvement est égale au
torseur des forces extérieures appliquées au systéme. Rappelons que le torseur de quantité de mouvement
associé & w(t) C t est caractérisé par :

(u-V)u. En particulier la forme précédente est la méme que p soit constant ou non. Nous aurons

sa résultante/ w(t)pvde, (3.72)
w(t)

son moment en OM A pidz. (3.73)
w(?)

Les forces extérieures agissant sur w(t) sont de deux types: les forces massiques de densité volumique p f
dans w(t) et les actions de contacts de densité F'(M,t,1d) sur dw(t). Le torseur associé a pour résultante

/ pFds + / F(M, . 5)ds, (3.74)
w(t) Ow(t)
et son moment en O s’exprime comme suit
OM A pfdx + / OM A F(M, t,i)ds, (3.75)
w(t) Ow(t)
La loi fondamentale de la dynamique se traduit donc par les équations suivantes:
d _, _
—/ pvdz = / Fdx + / F(M,t,n)ds (3.76)
dt Jo w(t) 9w (t)
d - - > - .
7/ O A pida = / O A pfd + / OM A F(M, t,8)ds, Yoo(t) C Q. (3.77)
dt J ) w(t) duw(t)
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Nous pouvons encore simplifier ces équations en utilisant (1.11), et obtenir:

/ (p’? - pf)dx - / Fds, (1.12) (3.78)

w(t) Ouw(t)

/ OM A (pi - pf)d:ﬂ = / OM A Fds, (1.13)Vw(t) C Q. (3.79)
w(t) Ow(t)

3.4 Le tenseur des contraintes
On pose
b:=p7 - pf, (3.80)

et on fait ’hypothése que b est bornée. On suppose aussi que, pour tous ¢, i fixés, la fonction M — F'(M7 t, i)
est continue. On a alors le résultat suivant:

Il existe un champ de tenseurs o (M, t),0 = (0;;) tel que I’équation (1:12) prenne 'expression (1:14) énoncée ci-dessou

/ (fﬁ - pf) dz = / o onids, Vw(t) C; (1.14) (3.82)
w(t) Ow(t)

Preuve.

e Soit ¢ fixé, M € (Q;, et 11 un vecteur unitaire d’origine M. On commence tout d’abord par étendre
F(M,t,7) a tout R?, en posant

F(M,t,.8) = [E|F(M, é),vg 33 (3.83)

Pour montrer que E—> 13(M7 t, 5) est linéaire, il suffit alors de vérifier que FH(M7 t,—n) = —ﬁ(M, t,1).
e Montrons que F(M,t, —@i) = —ﬁ(M,t,ﬁ). Soit g > 0 choisi de telle maniére que la boule fermée,
centrée en M et de rayon rq soit incluse dans ¢. Pour r € [0, 7], on note par w, C {2 la boule centrée en M
et de rayon r. Soit encore ¥ le plan passant par M et orthogonal & . On note par X, l'intersection de w;,.
avec Y (voir figure ci-dessous).

¥, sépare w, en deux demi-boules. Nous notons par w™ la partie supérieure, de frontiére d1w™ U X,., et
par w™, la demi-boule inférieure, de frontiére dyw~ UX,.. En appliquant la relation (1.12) pour les ensembles

w(t), wt(t) et w™(t), nous obtenons les trois équations suivantes :

/ bdz = / F(7)ds, (3.84)

w(t) OLwTUO w—
/ bdz = / F(7)ds +/ F(ii)ds, (3.85)

w(t)t Orwt Py
/ bdo — / Fo)ds + / F(=n)ds (3.86)

w(t)~ OLw— >r

En soustrayant la somme des deux derniéres équations & la premiére, nous obtenons encore :
/ (F(P, fi) + F(P, —ﬁ))ds = 0,¥r € [0,70].(1.15) (3.87)
o
=G (P)
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Figure 3.3: erh

Sous les hypothéses faites sur ﬁ, la fonction P — é(P) est continue sur XN, et en particulier sur la partie
compacte wy,. Soit € le module de continuité de G sur @,,. On a :

|G(M) — G(P)| < (r),Vr € [0,70], VP € %, (3.88)
d’ou:
G(M) = G(P) + e(r)nP, (3.89)

avec |n_]5| < 1. En intégrant cette égalité sur ¥,., nous obtenons encore:

/Z T G(P)dz + € / Tn_Pd:z:. (3.90)

w2

G = —

2

=0par(1:15) || <mr2
En utilisant alors le fait que €(r) tend vers 0 lorsque r tend vers 0, nous obtenons
G(M) =o. (3.91)
Ce qui est encore équivalent a :
F(M, %) = —F(M, ). (3.92)

A ce stade nous avons prouvé que e — F(M,t,€) est linéaire, d’ou l'existence du champ de tenseur o défini
par

F(M,t,i) = 0 o . (3.93)

En conséquence, I’équation (1.12) prend bien la forme (1.14).@¢
Réécriture de la conservation de la quantité de mouvement En appliquant la loi de conservation
de la quantité de mouvement, nous avons obtenu les deux équations (1.12) et (1.13). Par la suite, nous avons
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introduit le tenseur des contraintes, ce qui nous a permis de réexprimer (1.12) en (1.14). A présent, nous

reprenons l’équation (1.14), i.e.

/ (pvi — pfi)dx = / oijonids, Vi =1,2,3, Yw(t) C Q.
w(t) dw(t)

En appliquant la formule de la divergence, nous obtenons alors

0
/w(t) <P%‘ —pfi— ({hjo'ij>dx = 0,Vw(t) C .

Cette derniére équation permet finalement d’établir les équations du mouvement :

Oo

pyi = 2 4 pf dans Vi = 1,2,3.(1.16)
(9{,17]'

Rappelons que, pour un champ de tenseur du second ordre T = T;;, on définit divT en posant:

- 9
divT . = aiijZ]

Ainsi, la relation (1.16) admet I’écriture vectorielle suivante:
p¥ = divé + pf dans Q;.(1.17)

Il nous reste encore a établir un lien entre (1.13) et o. En premier lieu, nous obtenons

» O A (p’_}f - pf) do = /&u(t) (07\4 Ao o ﬁ) ds,Yow(t) C L.

=D

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

(3.99)

En appliquant la formule de la divergence sur le membre de droite 13, nous obtenons aprés développement :

D= OM A divoBydz = 0,Vw(t) C Q, (1.18)
w(t)

Dans cette derniére expression nous avons utilisé la notation suivante:

., 032 — 023
Bo=| 013 —031 .
021 — 012

Ainsi, en combinant (1.18) avec (1.17), nous obtenons :
/ (03 — 0ji)da = 0,4, j,Yw(t) C Q,
w(t)

et par conséquent
o est un champ de tenseur symétrique i.e.

O'ij(t,M) = O'ﬂ(t,M)(].].g)
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Contraintes dans un fluide

Le théoréme de Cauchy dit que la résultante des forces intérieures exercées sur la surface V; par le fluide
environnant s’exprime :

/ o -ndS (3.104)
oV,

ol ¢ = (0;;) est une matrice n x n. Ainsi la contrainte élémentaire s’exercant sur la surface dS est
T(x,t) = 0 -n. L’opérateur n — o - n est appelé le tenseur des contraintes.®> On admet (principe de Stokes)
que dans un fluide le tenseur des contraintes est fonction seule des taux de déformations

1(0u; Ou,
1y (= i J
(Vu+Vu') = <2 (aijr 8:&)), | (3.105)
]

Remarque. Le terme “déformations®’ vient du fait suivant. Soit 1 le vecteur reliant deux point matériels
situés en x et x + 1 & l'instant t. Considérons leurs trajectoires respectives et étudions la variation de
I(t+s) =p(x+1s)—px,s).

D’ou en dérivant par rapport & sen s =0

D = Def(u) =

DO =

D1

D= u(x+1,t) —u(x,t) = Vu- -1+ o(l) (3.106)

Décomposons la matrice Vu en partie symétrique et antisymétrique

1 1
Vu = 3 (Vu+Vu') + 3 (Vu—Vu) (3.107)
de sorte que
1
Vu-1= Def(u)-1+ wal (3.108)
ainsi au premier ordre
Dl 1
—= Def(u) -1 + —w x 1 (3.109)
Dt ——— 2

—

mouvement de déformation pure . .
mouvementderotationsolide

D DI
D7||1||2 =21 = 21+ Def(u)l (3.110)

La forme quadratique de la matrice Def(u) controle donc les déformations de longueurs. Ecrit autrement,
1
u(x+1t) =u(x,t) + v X 14 Def(u) -1+ 0(1) (3.111)

1
Les termes u(x,t) et §w x 1 g'interprétent respectivement comme une translation de vecteur u(x,t) et une

1
rotation de vitesse angulaire —w. Ils n’introduisent aucune déformation, ils s’agit d’'un mouvement rigide.

La déformation réside donc dans le terme Def(u) - 1. ©

31ci aussi, il faudrait plutot utiliser le langage des formes differentielles. Le tenseur des contraintes est en fait une 2-forme.
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La fonction doit étre objective, c’est & dire indépendante du repére choisi et isotrope. On peut alors
prouver (théoréme Rivlin-Eriksen, Cf[5]) que la loi de comportement est nécessairement

oc=a-I+b-D+c-D? (3.112)

avec a,b,c fonctions scalaires des invariants principaux de D.* Pour les fluides dits newtonniens incompress-
ibles la loi de comportement est

oc=—p-I+2u-D (3.113)

avec p = p(x, t) la pression et p > 0 la viscosité dynamique du fluide. Lorsque p = 0, le fluide est dit parfait.
Remarque. Dans un fluide parfait, les contraintes sont uniquement dues & la pression et sont normales
aux volumes fluides. Comme il n’y a pas de forces tangentielles, les forces ne peuvent générer aucune rotation.
Par conséquent si I’écoulement est irrotationnel a Uinstant initial, il le demeure par la suite (théoréme de
Lagrange). ¢
Transformons l'intégrale de surface en intégrant par partie avecla formule de la divergence :

T(x,t)dS = o-ndS = | divodx (3.114)
th 8Vt Vt

La loi de Newton se traduit alors par I’équation de Cauchy

0
/ p —u—i— (u-u)u |dx :/ divadx+/ pf(x,t)dx (3.115)
v \ 0 Ve Ve

Il reste & calculer (nous utilisons la convention de sommation des indices répéteés.)

00 ;
divo = a(;; (3.116)
divo = div(—p-I+2u- D) (3.117)
Op 0 [ Ou; Ouy
_ 9 3.118
ox; + H&Uj ((%cj + 8951') ( )
Le fluide étant supposé incompressible, nous avons :
8’LL1'
=0 3.119
oz, (3.119)
Il rese donc
dive = —-Vp + nAu (3.120)

~—~—~

gradient de pression  forces dues a la viscosité

Rassemblant les considérations précédentes nous obtenons

0
/ p (u + (u- V)u) dx= | —Vp+pAu+ pfdx = (3.121)
v, \ Ot Vi

Comme le volume matériel est arbitraire, la conservation de la quantité de mouvement se traduit par

0
p (altl—k (u- V)u) = —Vp + pAu + pf (3.122)

4ce sont les quantités > )‘ivzz'q Aidj et A1 A2A3 ol les \; sont les valeurs propres de la mtrices symétriques D.
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Remarque.Si nous écrivons

g (8;; + (u- V)u2> = 8(2:51) + divpu, - u (3.123)
Nous retrouvons la forme générale d’une loi de conservation : variation instantanée + divergence des flux
= sources. En quelque sorte les forces s’interprétent comme des sources de quantité de mouvement. Les
équations de Navier-Stokes ne sont rien d’autre qu’un systéme d’équation de convection diffusion des scalaire
u1, Uz, u3 par le champ u. La nonlinéarité réside dans le fait que les scalaires advectés sont actifs, i.e. ils
sont liés au champ qui les transporte. ¢

Nous sommes maintenant en mesure d’écrire les équations de Navier Stokes d’unfluide newtonien ho-
mogéne incompressible visqueux :

0
p <altl+(u-V)u) = —Vp+ pAu+ pf

dp . (3.124)
E—i—dw(p-u) =0

divu =0

Le systéme comporte n + 2 équations scalaire et n + 2 inconnues uq, ..., Un, p €t p.

Remarque.La pression p n’apparait que sous forme Vp, elle ne peut étre déterminée qu’a une constante
prés. diaond

Les ENS admettent un certain nombre de symétries, i.e. elles sont invariantes par les transformations
suivantes :

e translation en espace x < x + a et en temps t «— t 4+ 7

e les isométries de I’espace (rotations et reflexions) x « Ax avec ATA =1

e les transformations galiléennes z «— z — vit, u « u(z — vt, t) + v avec v =const.
e le changement d’échelle z « Az, t + A%t, u « Au, p «— \2p

Exercice. Montrer la symétrie suivante des ENS (pour un fluide homogéne). Soit A € R et u,p une
solution des ENS. uy(z,t) = Au(Az, A%t), pa(x,t) = A\2p(\z, \%t) est encore solution. Jean Leray a posé la
conjecture de solutions self-similaires. Un probléme résolu il ya peu par Malek-Ruzicka-Necas concerne la
non-existence de solutions self-similaires respectant ’inégalité d’énergie.

Il faut compléter le systéme précédent par des conditions initiales et aux limites. Comme condition
initiale, on prend u(.,0) = up un champ de vitesse donné a divergence nulle et p(.,0) = pg. Comme la
dérivée temporelle de la pression n’apparait pas donc la pression ne satisfait pas un probléme d’évolution.
On ne peut donc prescrire p(.,0) = po.

Fluide newtonien (ou de Navier-Stokes) : fluide tel que :

— -~ —= -
T = —pI + n(divil + 2uD, loi de Newtong = —AgradT, loi de conduction de Fourieravec 7, i, A fonctions que de T

° . ? est le tenseur des contraintes dans le fluide

. p est la pression, T', la temperature

e . 1, 1 sont les coefficients de viscosité

e . D est le tenseur des taux de deformations
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e . U est la vitesse eulerienne

e . T est le tenseur des contraintes de viscosité

e . 7 est le vecteur courant de chaleur ou vecteur densité de flux de chaleur
e . )\ est la conductivité thermique

Hypothése de Stokes : A partir du premier et second principe de thermodynamique, on peut montrer
que : u>0,3n4+2u > 0et A > 0. L’hypothése de Stokes se formule de la facon suivante : 3n + 2u = 0
Elle s’avére satisfaisante dans la plupart des cas traités. Elle permet de considérer seulement la viscosité
dynamique p .

3.5 Fluide newtonien

3.6 1.2. Les inconnues du probléme

Dans le cas géneral, seules 4 grandeurs suffisent a caractériser I’état du fluide :
e - le champ de vitesse : 4(Z,t), (1 inconnue vectorielle)
e - le champ de pression : p(Z,t), (1 inconnue scalaire)
e - le champ de masse volumique : p(Z,t), (1 inconnue scalaire)
e - le champ de masse température : T(Z,t) (1 inconnue scalaire)

La viscosité dynamique et la conductivité thermique etant supposées connues (valeurs expérimentales et/ou
empiriques).

3.7 1.3. Les équations de Navier-Stokes compressibles

Pour un gaz parfait et dans le cas ou l'on neglige 'action de la pesanteur, on doit resoudre le systeme
d’équations suivant :

e continuité :

0
o+ div(pi) (3.125)
e quantite de mouvement (Navier-Stokes) :
o N2 L
o +p (gradu) - = —gradp + div (2uD) - ggrad(udwu) (3.126)
e equation de la chaleur :
BT R — 3 — ap = — 2 . n2
pCpa + pCp (u : gradT) = div (AgradT) + Tﬁa +2uD : gradi — gﬂ(dwu) (3.127)

= 1/ —T
avec p = rpT loi d’etat d’un gaz parfait et D = 5 <g7"adﬁ+ grad

Parameétres physiques : C), : chaleur massique a pression constante3 : coefficient de dilatation isobare

B=—-—-—— Les équations de continuité et de Navier-Stokes s’appliquent également aux gaz réels et

aux liquides (newtoniens), seule ’equation de la chaleur change.
Attention : Ne pas confondre fluide parfait (1 = 0 et A = 0) avec gaz parfait (p = rpT)
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3.8 1.4. Les equations de Navier-Stokes incompressibles

Pour un fluide de masse volumique constante, on a plus simplement :

e continuité :

div(pt) (3.128)
e quantite de mouvement (Navier-Stokes) :
ou N L 1 - .
—+ (gradu) - = ——gradp + VAU (3.129)
ot P
e equation de la chaleur :
or _ -
Fn + 4 - gradl = kAT (3.130)
Dans ce cas ’équation de la chaleur est decouplée et T joue le role d’un scalaire passif.
Parametres physiques :v = ﬁ: viscosité cinématique k = - diffusivité thermique
p PLp

Remarque importante : les équations de Navier-Stokes présentent des non-linearité vis a vis des
inconnues. Ainsi en coordonnées cartésiennes, on écrit : non-linearites

Ou; Ou; 10p 0%u;

— — =t v— 3.131
ot T Oz pox; N Vaxjaxj ( )
Pour illustrer le role de ces termes, on considére I’équation simplifiée :
Ou Ou =0 3.132
En prenant comme condition initiale :
u(zx,tg) = Acos(kx) (3.133)
On obtient par un développement de Taylor :
Ju 9
u(z,t) = u(x,to) + (t — o) 5 +o(t —to) (3.134)
to
Ju 9
u(z,t) = ul(x, to) + (t —to) —un + o(t — o) (3.135)
to
u(z,t) = u(z, to) + (t — to) A%k cos(kx) sin(kx) + o(t — to)? (3.136)
A2
u(z,t) = u(x,to) + (t — to)?k sin(2kz) + o(t — to)? (3.137)

— apparition d’une harmonique supérieure dans la solution.

Plus géneralement, dans un contexte tridimensionnel instationnaire, les termes nonlinéaires provoquent
I’apparition d’harmoniques et de sous-harmoniques.

— notion de transferts de mouvement et d’énergie entre différentes échelles.

30



3.8.1 Conservation de ’énergie

Considérons un fluide homogéne newtonnien incompressible remplissant un domaine . Si I’on multiplie
scalairement au sens L? les ENS par u on obtient :

/{Z((zltl+(u~V)u'u>/QVp.qul//QAu~u+/Qf.u (3.138)

Intégrons par par parties

/Vp-u:—/pdivu—I—/ pu-n (3.139)
Q Q 90

L’incompressibilité, et la condition limite & la paroi entrainent que

/ Vp-u=0 (3.140)
Q

Les forces de pressions ne *‘travaillent pas” ! De méme le terme visqueux

1// Au'u:fz// Vu:Vquz// u-(Vu-n) (3.141)
Q Q

[2}9)

avec la condition limite d’adhérence u = 0 sur le bord il reste

v| Au-u=-v [ Vu:Vu= —1// [IVul| (3.142)
Q Q Q

ot la notation A: B=Tr(ABT) =%, ; @ijbi; désigne le produit scalaire des matrices, la norme euclidienne
correpondante étant la norme de Frobenius. Avec le théoréme de dérivation sous le signe [ transformons

maintenant le terme :

Ou d1 /

Tu=—— [ Jul? (3.143)
o Ot dt2 Jq

Il reste le terme non-linéaire qui vérifie une propriété remarquable d’antisymeétrie.

Theoréme 3.8.1. Soit a un champ incompressible tel que a : n = 0 sur le domaine et deuz fonctions
scalaires C*

/(aVso)w:f/ (aV- )¢ (3.144)
Q Q

Preuve Il suffit de remarquer que puisque diva = 0,
a-Vyp=divp-a (3.145)

La formule de la divergence donne alors

/Qdivcp-aw:—/gwa-quL/ma-nw/; (3.146)

la condition au bord a - n permet de conclure. ecEn appliquant on obtient

/ (u-V)u-u=0 (3.147)
o
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L’équation (3.138) devient alors :

dt2/ [[ul = —V/Q||Vu||2 + /Q||f-uH2 (1.5) (3.148)

R N I —

variation instantanée d énergie cinétique dissipation visqueuse puissance fournie par les forces extérieures

On voit sur cette équation que le terme v fQ Au a un effet dissipatif d’autant plus grand que la viscosité est
élevée.

Remarque.Nous verrons plus ultérieurement que cette égalité d’énergie, que nous avons obtenue en
supposant que le chant u était ’‘assez régulier” pour déiver sous le signe somme, intégrer par parties...n’est
en fait rigoureusement démontrée que dans le cas des écoulements plans, ou pour certains types de solutions
dites fortes en dimension 3. En revanche nous montrerons que 'inégalité est vérifiée pour des solutions

faibles en dimension 3.
dt2/ Ju]|* < —V/ IVul* + /llf u||*(1.6) (3.149)

Forme adimensionée NS:

Ou 1
divu =0
Reprenons 'inégalité d’énergie (1.6 et supposons les forces extérieures nulles ou dérivant d’un potentiel
f = —VU de sorte que le terme fQ f - u soit nul (intégrer par parties et utiliser I’incompressibilité). On
obtient

1 2
— Vu 151

Supposons que u € Hg(2)3. Nous verrons dans le prochain chapitre que c’est I'espace fonctionnel naturel
pour u. Utilisons l'inégalité de Poincaré-Friedrichs :

lellz < ClIVel| L2 (3.152)
En posant y(t) = |Ju(.,t)||2., nous obtenons I'inéquation différentielle :

dy «

T2y, y(0) = luollZs (3.153)

at
ot up = u(0, -) désigne la vitesse initiale du fluide. En multipliant par le facteur intégrant exp Te
€

d t
V(1) exp % <0 (3.154)
at
d’ont y(t) < y(0) exp — ou encore
Re
at
lu( Ol < [[ulZ: exp <Re> (3.155)

On voit bien 'effet de la dissipation visqueuse : qu’elle que soit la vitesse initiale, le fluide tend vers
I’état au repos, avec un amortissement exponentiel. C’est pour cela que le café une fois remué ne tourne pas
indéfiniment...
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3.9 Condition limites

Les principales conditions limites cinématiques (portant sur le champ de vitesse u d’un écoulement limité
par une paroi immobile sont :

e cas des fluides visqueux : adhérence a la paroi u = 0 sur 92
e cas des fluides parfaits : glissement imperméable u-n = 0 sur 0S2

Remarque.On peut aussi prescrire des conditions limites dynamiques (portant sur le champ de con-
traintes o - n) par exemple dans le cas d’une surface libre o - n = 0.

On peut enfin mélanger et prescrire par exemple u, = u-n et o,y = (on) X n ou uy = u X n et
Onn = (on) - n.

Notons enfin que ces conditions limites sont naturelles car elles se déduisent de la forme faible des
équations, formulation qui traduit le principe variationnel dit des ’‘vitesses virtuelles”. ¢

Conditions initiales et aux limites.
Nous supposons que la vitesse initiale des particules est donnée, i.e.

¥(x,0) = tp(z), Vo € £, (3.156)

et nous considérons des conditions aux limites d’adhérence sur les parois, i.e. .U(z,t) =0, sur 9Q x [0, T].
Nous posons

I

y = 3.157
Po ( )
p
P=-—(1.23) (3.158)
Po

Exprimées sur la frontiére 0Q2 d’'un domaine 052, avec 7L la normale extérieure au domaine en &, €
09.0n pose U, (T, t) = U(Zp,t) — ON(Zp, t) vitesse relative / I .
1l existe plusieurs types de condition aux limites :

e - Adhérence : (T, t) = 0 surdQ.
e - Glissement : 7 - Uy (Zp,t) = 0 surdf.

o - Glissement libre :

Si

Uy (Zp, t) = 0 surdf
. (3.159)
— (U (Zpy t) — Upn,(Zp, t)71) =0

o - Température imposée : T(Zp,t) = Toa(Zp,t) sur 02

or
- Densité de flux thermique imposée : —A——(&p,t) = 7 - o (Zp,t) sur 0N

on

Avec — =11 - gr?zd et Upp, = Up(Zp, 1) - 7.
n
up(Zp, t), Toa(Tp, t), poa(Zp, t) sont des données du probléme.
Remarques :

o Si Tha(Zp,t) = cte : condition aux limites isotherme.

e Si Faa(Lp,t) - =0 : condition aux limites adiabatique.
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0Q2

Figure 3.4:

3.10 Conditions initiales

A un instant de référence tg, on suppose connu :
u(f, to) = ﬁof

p(f, to) = po.’f

p(f7 tO) = pOf

(@, to) = To(%)

Remarque : en compressible, deux des trois derniéres conditions sont nécessaires, tandis qu’en incom-
pressible, seule la condition sur u.. est utile.
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3.11 Equations de Navier-Stokes

Equations de conservations

Les équations de Navier-Stokes proviennent de la conservation de la masse et de la conservation de la quantité
de mouvement :

pt+ V- (pu) =0(A.1) (3.160)
pD—ltl: V.o+pf(A2) (3.161)

ou :
e - u est la vitesse du fluide ;
e - p la masse volumique ;

e - o le tenseur des contraintes ;

- f la densité massique des efforts extérieurs ;

D
la dérivée particulaire ( Di= 7t +u-V).

Dt

Pour un fluide Newtonien 7 s’écrit

o=—pl+7(A3) (3.162)
avec
7=n(V-u)l +2uD(A.4) (3.163)
2p
=€~ 5 (A5) (3.164)
ou :

- p est la pression ;
e - 7 la partie irréversible du tenseur des contraintes ;

o - et £ les coefficients de premiére et deuxiéme viscosité ;

1
e - D le tenseur des taux de déformation (D = é(Vu + vuTl)).

La conservation de la quantité de mouvement peut ainsi s’écrire

Du

Por = V(nV-u)+2V - uD — Vp+ pf(A.6) (3.165)

Pour des coefficients de viscosité p et n constants on a donc :

pD—ltl — —Vp+pf + (n+ p)V(V - u) + pAu(A.7) (3.166)
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3.11.1 Cas d’un fluide incompressible

L’équation A.1 devient dans ce cas

V-u=0(A.8) (3.167)
et A.7 devient alors
Du
Ppr = —Vp+ pf + pAu(A.9) (3.168)
Equation qu’on peut encore écrire
w+u-Vu+ Vp—rvAu= f(A.10) (3.169)

ou :
e - p = p/p est la pression réduite ;
e - v =p/p est la viscosité cinématique.

Pour mémoire, voici les équations de Navier Stokes complétes : ’équation de continuité et les trois
équations de transport de la quantité du mouvement :

3u 31} 8w _0 3170
ou  Ou  Ou ou 10p 82u 8
U VU W = — (3.171)
ot 0 0 0z pox 8w2 8z2

v  Ouwv  Ov v 19p 0%v 32 3179
o o oy T e poxV\ a2 + 5 (8.172)
Jw N ow N Jw ow 1 dp Ly 8211) 5‘ (3173)

ot "or Ty T s T par Vo T '
opérateur(u- V)u =V - (uu) (3.174)

“ 0

= ; uig (3.175)
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[0/0x uu o uv uw
V-(uu)= [0/0y]| - |vu wvv wvw (3.176)
10/0z WU WU WW
[ 0 0 0
) o) o
= ax(”“) + 8—y(vv) + &(vw) (3.177)
0 0 3]
&E( u) + @(wv) + %(ww)
[ 0 0 0 0 0
2ugz(u) + vgy(u) + u%y(v) + w%z(u) + u%z(w)
= uggc(v) + U?;U(u) + QUgy(v) + wgz(v) + va%(w) (3.178)
w%(u) + u%(w) + wﬁ—y(v) + va—y(w) + QM@(U/)
[0 9 d d d 9
u%(u) + 87<u) + wa(u) + (895(@ 87y( ) @( ))
0 0 0 0 0 0
= u%(v) + va—y(v) + wa(v) + v ((%c(u) + @(U) + az(w)) (3.179)
0 0 0 0 0 0
_ua—(w) + a*(w) + wa—(w) + (817(“) &(w) @(U )_

On rappelle ci-dessous les équations de Navier Stokes incompressibles :

190p 0%u;
Ou; Ot Ouidr; = —— 3.181
u; 0t + u;0uidT p8x¢+y<8xj8xj ( )
Les inconnues du systéme sont wi(xi,t) et p(xi,t).
Compte tenu de 2.6, ’équation 2.7 peut également s’écrire
w+V-(uu)+Vp—vAu=f (3.182)

en notant uv = u® v = wv’ = (u;v;);;.
Les équations gouvernant le mouvement d’un fluide sont les équations de Navier-Stokes qui, dans le cas
incompressible s’écrivent (cf. appendice A) :

V-u=0 (3.183)
w+(u-Vu+Vp—vAu=f (3.184)
ou : - u est la vitesse du fluide ; - p la pression réduite ?777; - v la viscosité cinématique ; - f la densité

massique des efforts extérieurs ; les différents termes étant adimensionalisés.

3.12 Les équations de Navier-Stokes.

Ce que nous avons fait jusqu’a présent est valable pour des milieux mécaniques continus trés généraux.
Nous allons maintenant nous occuper plus spécifiquement des fluides, et au final, nous considérerons des
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fluides newtonien incompressibles. Nous établirons les équations d’écoulement de tels fluides, aussi appelées
équations de Navier-Stokes classiques.

Loi de comportement de o pour les fluides newtoniensDe maniére générale, il a été établi expéri-
mentalement, que pour des fluides quelquonques, le tenseur o vérifie les conditions (i) et (ii) ci dessous:

e (i) o est une fonction du tenseur des vitesses de déformations, i.e.
o(M) = ¢(D(v(M))),

e (ii) La fonction ¢ introduite en (i) est isotrope, c’est a dire :

VQ matrice de rotation : $(QDQ") = Qp(D)Q".

Signalons qu’il est d’usage courant, de faire *I’économie de la fonction ¢” et, de conserver la notation o pour
désigner la fonction qui, au tenseur des vitesses de déformations, associe le tenseur des contraintes.
Lorsque le fluide est Newtonien, on a, en plus de (i) et (ii), la propriété suivante (iii) o dépend de maniére
afine de D i.e. au plus du premier degré par rapport aux composantes de D.
Nous considérons & partir de maintenant un fluide newtonien incompressible. En tenant compte des lois
(i), (iii) ainsi que des équations (1.19) et (1.20), nous obtenons la loi de comportement pour o :

o= —pld+2uD, (1.21) (3.185)

ot p est la pression du fluide (a priori inconnue) et u est le coefficient de viscosité du fluide, qui est lui connu.
Homogénéité du fluide.

Nous supposons que le fluide étudié est homogeéne. Cela signifie, qu’a ¢ = 0, sa densité est constante et égale

A une valeur pg.

En utilisant I’équation de continuité (1.10) du fluide, nous vérifions ensuite que p reste constamment égale

a Po-

Reprenons a présent ’équation (1.17) qui traduit le mouvement du fluide. On a

po = dive + pof dans Q. (3.186)

En utilisant encore (1.4) et (1.21), il vient:

ov - S
Po <+D170 17) = —Vp+ pAT +pof. (3.187)

ot —

:dizjopar(lﬁl)
Ypar(1:4)
D’ou finalement, I’équation vectorielle :

ov I O
—+ Dot — —AT=f— —Vp.(1.22 3.188
= EAv=F-—Vp022) (3.189)

Nous sommes a présent en mesure de formuler le systéme de Navier-Stokes classique, qui décrit I’écoulement
d’un fluide homogéne et incompressible. A partir de maintenant, nous n’utiliserons plus de notation parti-
culiére pour désigner les vecteurs. Le systéme de Navier-Stokes est le probléme que nous appelons (P), qui
est constitué des équations ci-dessous:

p)
& Dvov—vAv=f— VP, dans Q x (0,7),

ot
v(z,t) =0, sur 9Q x (0,7),
v(x,0) = vo(z), dans Q,
div v(x,t) =0, dans Q x (0,7).

3.189

3.190
3.191

)
)
)
3.192)

(
(
(
(

Les inconnues sont v : Q x (0,7) — R3 et P : Q(0,7) — R. Alors que Q, T, f : Q x (0,T) — R3 et
vg : 2 — R3 sont donnés.
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3.12.1 La transition du laminaire au turbulent, Nombre de Reynolds et turbu-
lence

Adimensionnement des équations

Suppossons que le fluide soit & densité constante p, les ENS s’écrivent (quitte & changer p en p/p)

ou
E+ (u-V)yu=-Vp+rvAu+f (3.193)

divu =0
Le coefficient v = u/p est la viscosité cinématique ou moléculaire du fluide. Atitre indicatif pour I'eau
v~ 10~*m?2.s71. Introduisonsdes grandeurs de référence, (ou échelles caractéristique). Soit L une longueur

de référence, par exemple le diamétre de €2, ou de Q¢ (la longueur de la coque d’un navire...). Ensuite on
peut se donner ou bien un durée de référence T ou encore U une vitesse de référence (par exemple la vitesse

“moyenne” du courant) en respectant évidemment le lien U = —

T
Introduisons les coordonnées ’adimensionnées”
z .t
tP=— t=— 3.194
et les inconnues
u . p
= — = — 3.195
u= D= (3.195)
. L fT?
et les forces extérieures f = 7
0O 8_18t8_16d t les ENS se t f t
na 5" Toi e % Lo e sorte que les se transforment en
oun R ) T .
§+ (-V)u= —Vp+VﬁAu+f (3.196)
diva = 0
Introduisons le nombre sans dimension, appelé nombre de Reynolds
UL
Re = — (3.197)
v
on a
L 3.198
R~ I (3.198)
de sorte que les ENS s’écirvent (en enlevant les *‘chapeaux”)
Ou 1
diva = 0
C’est sous cette forme adimensionnée que nous les écrirons le plus souvent.
Introduisons le nombre de Reynolds
UL vitesse caractéristique x longueur caractéristique
Re = (3.200)

Cou/p viscosité cinématique
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sphére de diameétre 1 cm se déplagant dans 'eau & 1 ecm/s  Re 22 100
petit avion se déplagant a 30m/s Re = 2.107
fluides géophysiques Re 21020

Table 3.1: Reynolds

L’équation A.10 s’écrit alors :
ug +u-Vu+ Vp— Re P Au = f(A.15) (3.201)

Le nombre de Reynolds peur étre interprété comme le rapport entre le temps visqueux 7,;s, temps nécessaire
a la viscosité pour amortir une perturbation et le temps cinétique 7;,, temps caractéristique de déplacement
des particules fluides.

LU Ly T

€ - - cin
14 L/U Tecin

(3.202)

Il représente ainsi le rapport dans I’équation A.15 entre l'action de la viscosité et celle de la convection.
Citons quelque valeurs représentatives du nombre de Reynolds :

Le nombre de Reynolds a été introduit par Osborne Reynolds en 1883. Il compare les termes de convection
(non linéaires) aux termes de dissipation visqueuse.

Re = —— (3.203)
v
Au fur et & mesure ou le nombre de Reynolds augmente, on observe un changement de topologie de
Pécoulement qui correspond a la transition laminaire / turbulent. Le nombre de Reynolds critique Re.
correspond a ce passage, il est en général de I'ordre de 1000. On constate en effet que ’écoulement devient
“turbulent” & partir de Re = 2000. Il prend des valeurs différentes selon le type d’écoulement.
Quand Re >> 1, les termes non linéaires deviennent prépondérants, et ’approximation linéaire n’est plus

1
possible. On voit que lorsque Re >> 1 le terme de diffusion —Au *‘au risque”® d’étre petit par rapport au

terme non linéaire (u - V)u0. La non linéarité va prédominer e“i I’écoulement va étre complexe.

Inversement, lorsque Re ~ 1 le terme de diffusion va prépondérer et I’écoulement sera trés régulier
“‘laminaire”. Quand Re << 1 les termes non linéaires (la convection) sont masqués par la diffusion visqueuse,
les équations se rapprochent donc d’équations linéaires. On pourra méme dans le cas des écoulments dits
rampants (creeping flows) par exemple les glaciers (Re << 1) négliger complétement le terme non linéaire.
On obtient alors le systéme de Stokes qui fait I’objet du chapitre suivant.

e pour un écoulement de Poiseuille (écoulement dans un tube) (1841), au dela de Re = 2000, les quantités
ne dépendent plus du nombre de Reynolds. Le frottement est proportionnel a U2 au lieu de pU/D
dans le cas laminaire.

e pour un écoulement de Couette (écoulement entre deux plans infinis) : Re. = 1000

e pour une couche limite sur plaque plane, on utilise le nombre de Reynolds basé sur I’épaisseur de couche
limite §, Re = Ud/v. Pour Res < 520, la couche limite se développe suivant un profil de Blasius en
d = y/z. Pour 520 < Res < 2000, on a une zone de transition dans laquelle se développent des ondes
dites de Tollmien-Schlichting. Au dela, des petites échelles apparaissent et on parle alors de couche
limite pleinement développée. Le nombre de Reynolds correspondant basé sur la distance x depuis le
démarrage de la couche limite est de Re, = 10° environ. Dans un écoulement d’air & 10m/s, la couche
limite devient pleinement turbulente & environ 1m du bord d’attaque.

5]es choses ne sont pas si simples évidemment, en particulier au voisinage des parois 4 cause des phénoméne de couche limite.
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e pour une couche de mélange (écoulement qui résulte du mélange de deux fluides injectés a deux vitesses
différentes), le nombre de Reynolds critique basé sur la vitesse moyenne (Us — Uy)/2 et sur I’épaisseur
de couche de mélange §(z) est Re, = 2500 environ.

3.12.2 Quelques notions sur les instabilités et les tourbillons

Le nombre de Strouhal (1870) est le nombre principal & connaitre pour I’étude des structures cohérentes
dans un écoulement turbulent. Il représente la fréquence principale de ’écoulement, rendue sans dimension
par la dimension D de ’obstacle et par la vitesse de ’écoulement UOQ :

_

St D

(3.204)
C’est ce nombre qui est regardé en premier pour caractériser un lacher de tourbillons ou un phénoméne
périodique ayant lieu dans un écoulement turbulent.

Vous trouverez ici un apercu de quelques phénomeénes qui apparaissent de maniére récurrente dans
les écoulements turbulents, et qui sont étudiés avec minutie pour la compréhension de la physique de
I’écoulement.

e les spirales de Kelvin-Helmholtz : dans des couches de mélange ou dans les couches cisaillées. Les
tourbillons grossissent en s’éloignant et s’apparient deux par deux

e l'allée de Van Karman (1911) : en aval d’un cylindre a section circulaire ou & section carrée

e les tourbillons longitudinaux : les tourbillons 2D (comme des spaghettis crus) se déstabilisent, en
s’élougnant de ’obstacle, dans la 3éme direction comme des serpents, et se rapprochent les uns des
autres par endroits. A ces endroits, il se forme des plus petits tourbillons dans le sens de ’écoulement
(le sens longitudinal), qui forment des liens entre les tourbillons principaux.

e les tourbillons en épingle & cheveux : il s’agit de structures caractéristiques de la couche limite pleine-
ment développée, ils se détachent de la paroi en se relevant de plus en plus & mesure que la couche
limite se développe.

Tous ces phénoménes sont des exemples d’analyse déterministe des écoulements turbulents. Une mesure
ou un calcul moyen ne peut prédire ces phénomeénes qui sont intrinséquement instationnaires. Il faut effectuer
des calculs trés fins en temps et en espace pour étre & méme de bien prédire ce type de phénoméne. Or ce
sont ces phénoménes qui vont étre responsables de la topologie globale de I’écoulement. C’est 1a 'un des
problémes majeurs des simulations numériques de la turbulence.

3.13 Equation du tourbillon (ou de la vorticité)

La vorticité est le rotationnel de la vitesse, @ = rotd
En appliquant 'opérateur rotationnel a I’équation de Navier-Stokes incompressible, on obtient 1’équation
vérifiée par @ (équation du tourbillon) :

ow — S—
= +(gradd)-i=(gradd) @+  yAE 3.205
ot J g Yoy (3.205)
~~ dif fusionviscosit
instationnaire convection tirement

Le terme d’étirement joue un role fondamental en turbulence tridimensionnelle. Pour illustrer ce role, on
peut observer que ’équation de w dans laquelle on ne tient compte que du terme d’étirement.
d

== (Wg) @ (3.206)

41



Déformation pure

: Loi en 1.
Rotation pure

Ioienr

Ecoulement rotationnel Ecoulement irrotationnel

Figure 3.5: Ecoulement rotationnel - Ecoulement irrotationnel

est équivalente & I’équation vérifiée par un vecteur infinitésimal construit a partir de deux points voisins M
et M’ transportés par i, avec

AM M . — N =
= (M) — (M) = (gradﬁ) Mir (3.207)

o [ = o
J

7

Figure 3.6:

— on peut faire une analogie entre le phenomene de dispersion de paires de particules et le mecanisme
d’etirement tourbillonnaire.

Vorticité ou tourbillon
Définition 3.13.1. On appelle vecteur vorticité et on note w le rotationnel de u
w=Vxu (3.208)

Remarque. On notera que la vorticité a une nature différente en dimension deux ou trois®. En dimension
8u2 8’[1,1

8uk
2, w= Freniale v est un scalaire. En dimension 3, & = €;;, -— - ; est un vecteur. ¢
Xr1 X9

aJCj

6En fait il s’agit d’une 2-formes différentielle obtenue par différentiation extérieure de la 1-forme circulation u-dl = Zj ujdx;
Préciser la notion de n-formes
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beginExercice.
En dimension 4, on peut représenter w par une matrice antisymétrique.
beginExercice. Vérifier une écriture due a Lamb du terme non linéaire

u-Vu=wxu+ Vu?/2 (3.209)
L’intérét principal de la vorticité d’un champ de vecteur est qu’elle détecte les tourbillons.
beginExercice.
%[?] Considérer par exemple l’écoulement circulaire suivant : u = (—y,z), tracer (par exemple avec

gnuplot)ses lignes de courants et calculer la vorticité correspondante. Faites de méme avec I’écoulement de
Smolarkiewicz u(z,y) = (sin(wz) sin(wy), cos(nzx) cos(my)) ou (x,y) € (3,3) x (3,3). Indication : on pourra

oY 0
introduire la fonction de courant 1 par u = V+e¢ = f—w, —w
dy’ Ox
1.2 T T T T
1 = . S L = = = e -
1 E
.rf A
0.8+ S G -
RN
lI ﬁl:
'-.*I N
VN
0.6 T "-_‘ = |
1T ™
| o e
0.4+ J = .
S L
02 _ ’l l- W =]
oy
f'.‘ Yy
Yo tw
b e,
0 —_ = — -_— - —_ — - — —
_02 | 1 | | | |
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Figure 3.7: a

Remarque. Pour un écoulement remplissant tout ’espace R™,n = 2, 3, tel que divu = 0, la loi de Biot
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et Savart permet d’exprimer u en fonction de w

u(x,t) = / K(x,y) X w(y, t)dy

avec
1 z—
E‘x—y‘?” sin=3
K(z,y)=4 707
T—Yqy .
— , sin =2
2|z — y|

(3.210)

(3.211)

La question de la régularité est délicate. On peut montrer que si w est borné et hélder alors u est C?.
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Chapter 4

Modéles de turbulence

4.1 Les principales modélisations de la turbulence

Il existe trois principales méthodes de modélisation d’un écoulement turbulent : la simulation numérique
directe, dans laquelle on cherche & représenter la totalité des phénoménes physiques, la simulation des grandes
échelles, dans laquelle on représente seulement les plus gros tourbillons en fonction du temps, et la simulation
moyennée dans laquelle on représente seulement I’écoulement moyen.

4.1.1 La simulation numérique directe (DNS)

Lorsque le nombre de Reynolds est élevé, 1’écart entre les plus grandes échelles dans I’écoulement et les plus
petites devient tellement élevé qu’il est impossible de prendre en compte toutes les échelles dans un calcul.
On montre que le nombre de mailles nécessaires pour résoudre toutes les échelles est proportionnel a Re®/4

Ainsi pour un nombre de Reynolds de 10000, il faut envisager un nombre de mailles de 10° mailles...
C’est ce que l'on appelle la simulation numérique directe (DNS ou Direct Numerical Simulation) : aucune
modélisation de la turbulence n’est effectuée, on résout toutes les quantités physiques.

En D’état actuel des choses, les plus gros calculs sont justement de 1’ordre de 10242 mailles, et tournent
sur des machines de plusieurs centaines de processeurs en paralléle. Ce type de calcul est extrémement
dificile & mettre en oeuvre et génére un nombre de données tellement important qu’elles sont trés dificiles
A utiliser, méme dans un cadre de recherche scientifique. Ce type de simulation est donc reservé & des
écoulements académiques a des nombres de Reynolds inférieurs & 1000, pour servir d’expérience numérique,
souvent utilisées pour la validation des modéles de tubulence que nous allons voir par la suite.

avoir un exemple de calcul et les différentes équations correspondantes DNS, LES, RANS

Par le moyennage des équations de Navier-Stokes, on souhaite substituer le calcul de (@,p) a celui de
(u, p). Toutefois, le filtrage des équations de Navier-Stokes fait intervenir T dans ’équation moyennée (2.10)
or ce terme n’est pas connu. Il ne peut étre déterminé par de nouvelles équations sans faire apparaitre de
nouvelles inconnues : on peut par exemple multiplier ’équation (2.10) par u et la filtrer de nouveau, auquel
cas apparait un terme de corrélation triple, wuw et ainsi de suite ... Il est donc nécessaire d’introduire des
hypothéses de modélisation supplémentaires.

4.1.2 RANS
La simulation des équations de Navier Stokes moyennées (RANS)

Cette approche consiste a ne simuler que I’écoulement moyen en temps. Toutes les fluctuations sont filtrées
et on modélise ces fluctuations par I'action d’une viscosité turbulente.
Les deux types de moyenne possible sont les suivantes :
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e moyenne d’ensemble : on effectue N fois la méme expérience (c’est-a-dire le méme écoulement dans la
méme soufflerie) et on moyenne les données obtenues

e moyenne temporelle : on effectue une expérience pendant un temps trés long et on moyenne les données
obtenues

Si le temps de moyenne est sufisamment long, en principe les moyennes temporelles sont indépendantes
du temps. En revanche si le temps de moyenne est court (pas de temps petit devant le phénomeéne principal),
les moyennes temporelles restent dépendantes du temps. Les moyennes d’ensemble peuvent également étre
dépendantes du temps, par exemple pour un écoulement & une fréquence principale périodique.

Lorsque les moyennes temporelles et d’ensemble ne coincident pas, on dit que le systéme n’est pas
ergodique : lorsque le systéme évolue lentement par exemple, ou lorsque la moyenne temporelle sera différente
en fonction de conditions initiales différentes. Lorsque les moyennes d’ensemble et les moyennes temporelles
sont indépendantes du temps et égales, on dit que le processus est "statistiquement stationnaire".

Dans le paragraphe suivant, on décrit la démarche d’obtention des équations moyennées et les modéles
de turbulence associés.

L’objectif des modéles RANS est de calculer la moyenne statistique (u) = @ du champ de vitesse u.
L’hypothése premiére est de supposer que le tenseur de Reynolds est fonction du gradient de vitesse, ce
qu’on écrit, pour des raisons de symétrie :

R = R(V®u), ott V'u = Vu+ Vu' (4.1)

L’hypothése n’est pas vérifiée, cependant, le long des parois, ou ’écoulement est laminaire.

Hypothése de Reynolds - Equations des modéles RANS

Puis ’hypothése de Reynolds consiste & écrire V sous la forme

2
R =vrViu+t gkl (4.2)

L’action du tenseur sous-maille est ainsi assimilé & celui d’une viscosité turbulente vy combiné & un ajuste-

N\

ment de la pression : p:=p — gk:l . Les équations de Navier-Stokes moyennées peuvent alors s’écrire :

en effet vAu = V - (vV°1), compte tenu de (2.13).
Reste a modéliser vr .

Modéle de Smagorinsky

Le modéle le plus immédiat, en se placant dans le cas d’une turbulence homogéne, est de prendre vy = C'te.
Le niveau de modélisation suivant, proposé par Ladyzhenskaya et Smagorinsky, consiste & écrire :

vr = Cs6% |V (4.5)

Ce modéle pour étre performant demande cependant une grille de discrétisation de taille trés fine.
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modéles a zéro équation

modéles a zéro équation : v; est obtenu directement par une expression algébrique en fonction d’une
vitesse caractéristique et d’une longueur caractéristique appelée la longueur "de mélange"

vy = Kuyl (4.6)
avec u, la vitesse de friction
o
u? =v 3Z> (4.7)
y=0

et [ la longueur de mélange donnée par la loi de Van Driest

4
l =Ky <1 — exp (L)) (4.8)

U
avec = 0,41 la constante de Von Karman, AT = 26 une constante, et y* = Yl

N

modéle a une équation

modéle a une équation : v; est réecrit en fonction de ’énergie cinétique turbulente k.

v = C,IVE (4.9)
On écrit alors une équation supplémentaire pour obtenir k
O i 08 g0 o B0 oty 28 (4.10)
ot Yox; MmN T ax \V T YT g '

modéle a deux équations

modéle & deux équations : v; est réecrit en fonction de k et du taux de dissipation de la turbulence € :

E2

— CM? (4.11)
avec
_ Ou; Ou; (4.12)
€= V&)x]— ax]-' )

Ce taux de dissipation est de plus en plus élevé lorsque ’écoulement posséde beaucoup de petites échelles,
de fluctuations de vitesses. Il s’agit de la dissipation de ces petites échelles en chaleur.

On écrit alors deux équations supplémentaires pour le transport de k et d’e. Les équations pour k et
pour € sont les suivantes

ok ok B ——Ou, 0 o ok (4.13)
BT g, T TGy, T T gy | Gt g :
et
Oe Oe —— € €2 0 Oe
a + 'lej%j = —CduiujSijE — CEQE + (9733] (I/ + Cgel/t)%j (414)



avec S;; le taux de déformation du champ moyen :

O (CCTCLT (4.15)
=9\ 0z, T oz, | ‘

On observe I'apparition de quatre constantes : C,, Cyk, Ce1, Ce2, Cye. Il reste donc & caler ces constantes.
Pour cela on utilise soit des considérations théoriques (cascade de Kolmogorov), soit des comparaisons avec
les termes exacts calculés avec des données expérimentales, soit en faisant varier les constantes jusqu’a obtenir
un écoulement moyen satisfaisant. Les constantes les plus souvent utilisées sont celles de Jones et Launder
(1972) :

Cyu | 0,09
Cok 1

Ca | 1,44
Ce | 1,92
Cyoe | 0,77

Ces constantes ont donc été optimisées de maniére "empirique". D’aures auteurs (Yakhot et al, 1992)
ont cherché & renormaliser ces constantes de maniére & ce que certains principes de la physique ne soient pas
violés, notamment le fait que k et ¢ doivent toujours rester positifs, et que le modéle doit étre invariant par
changement de repére galiléen. La nouvelle constante C), est de 0,085 au lieu de 0,9. On appelle le modéle
le modéle & — ¢ RNG (pour Re-Normalization Group).

En dehors de ce modéle il existe d’autre modeéles a deux équations comme par exemple le modéle k — w,
ot w = €/k de Wilcox en 1988. 1Tl existe aussi des approches dites "au second ordre" (Launder, 1975)
dans lesquelles on ne modélise pas le transport de %k, mais celui de chaque terme du tenseur de Reynolds
o;; = ww'j . A la place de 'équation pour k, il y a 6 équations & résoudre dans ce type de modéle :
(u/2, 02, w2, /v, u/w’, v'w’), et toujours équation pour € . Dans chaque équation apparait de nouvelles con-
stantes de calage, qui doivent étre fixées par comparaison avec des expériences en souflerie. Ces modéles sont
plus précis, et plus adaptés pour les écoulements fortement anisotropes, c’est-a-dire pour lesquels certaines
directions de I’écoulement ne se comportent pas comme les autres, comme par exemple dans un décollement
en arriére d’une voiture. Tous ces modéles sont décrits en détails dans Chassaing ([3]).

Modéle K—Epsilon

Le modéle K—Epsilon, plus évolué, est largement utilisé. Il se fonde sur I'idée que :
R = R(k,e,V°a) (4.16)
ou

v
o -c= §<\Vsﬁ'|2> est le taux de dissipation d’énergie turbulente ;

1
o - k= 5<|ﬁ’\2> I’énergie cinétique de la turbulence.!

Pour obtenir les équations vérifiées par k et € il est nécessaire que soient vérifiées les hypothéses suivantes

e - 'hypothése de Reynolds ;

e - Pergodicité ;

1T,a notation k désigne ici le taux de dissipation d’énergie turbulente et non plus le nombre d’ondes.
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e - Iisotropie de u’ ;
o - O(Ge + (W+u')Ve) = de + uVe — V - (upVe) pour toute quantité scalaire e.
Le modéle conduit alors & une viscosité turbulente de la forme :

k2
vr = Cu—, (4.17)

ol ¢ et k sont estimés par les équations approchées suivantes, déduites des équations de Navier-Stokes :

— C1 S—12 k2 52
O +uVe — EkW ul‘-V- cE?Vs + 2 g = 0(2.15) (4.18)
_ cuwk® oo k2

Les constantes ¢, = 0,09, ¢; = 0,126, co = 1,92, ¢. = 0,07, ont été évaluées expérimentalement par
Comte-Bellot et Corsin en 1966. Cette estimation repose sur les hypothéses que :

e - la décroissance en temps de k et € est polynomiale ;
e - la variation radiale de @ par rapport au flot moyen est localement linéaire ;
e - la décroissance de u prés des parois est logarithmique.

Ce modele est détaillé par Mohammadi et Pironneau [3].

4.1.3 La simulation des grandes échelles (LES)

Afin d’augmenter le nombre de Reynolds des simulations numériques, la simulation des grandes échelles (LES
pour Large eddy Simulation) ne résout que les échelles de ’écoulement supérieures a une taille de coupure
donnée. On suppose qu’en dessous de cette taille, la turbulence est isotrope et que les tourbillons peuvent
étre modélisés par une viscosité turbulente supplémentaire. Cette approche est apparue dans les années 1970
et permet & ’heure actuelle d’effectuer des calculs relativement réalistes & des nombres de Reynolds entre
1000 et 50000 environ.

En pratique on considére que toutes les échelles qui ont une taille inférieure & la taille locale de la maille
sont modélisées. Ainsi on appelle le modéle de turbulence le modéle "de sous-maille". Le nombre de modéles
de sous-maille développés depuis les années 70 est trés important. Chaque modéle a été développé et validé
pour telle ou telle classe d’écoulement, avec chacun des caractéristiques différentes en terme de coiit de calcul,
de robustesse (non explosion des calculs), de précision (par rapport a des essais), de représentation physique
des phénomeénes, d’universalité (précision sur plusieurs types d’écoulement).

On trouvera dans l'ouvrage de Pierre Sagaut [7] une description assez compléte de I’ensemble des modéles
existants.

Les modéles de SGE se fondent sur une séparation entre grandes et petites échelles, autour d’une valeur
qualifiée de longueur de coupure, la séparation étant obtenue par l'application d’un filtre passe-bas en
fréquence. Les grandes échelles sont alors résolue alors que 'action des petites est modélisée. Différentes
approches sont utilisées pour cette modélisation. Ainsi que par Sagaut [15] qui recense les principales
approches utilisées, on peut les répartir en deux grandes catégories :

e - la modélisation structurelle qui consiste & approcher le tenseur sous-maille 7 & partir d’une relation
de la forme u’ = H(u) ou directement 7 = H (1) ;

2Les valeurs citées sont celles actuellement utilisées et qui ont été réajustées depuis leur estimation initiale
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e - la modélisation fonctionnelle oti ’'on modélise non plus 7 mais son action, par une relation de la forme
V-7 =H(u).

Nous détaillons ci-aprés un modéle et renvoyons a [15] pour une description trés compléte des principaux
modeles de SGE.

Similarité d’échelle

La notion de cascade d’énergie suggére que les échelles interagissent de proche en proche. Les plus grandes
échelles résolues agissent sur les plus petites qui elles mémes agissent sur les échelles non résolues. Le modéle
de similarité d’échelle suppose que les tenseurs construits & partir de 2 bandes spectrales consécutives sont
similaires. On utilise dans ce modéle, appelé modéle de Bardina, 'approximation ab ~ @b. On a alors pour
les tenseurs de Reynolds, croisé et de Léonard :

R =u'v

~u u

4.20
4.21
4.22

4.23
4.24

4.25
4.26
4.27

= (u-u)(u-mu

(4.20)
(4.21)
(4.22)
(4.23)
(4.24)
(4.25)
(4.26)
(4.27)

COMMENT POURKOI D’ott R+ C = (Wu—1u u) et le tenseur sous-maille s’exprime en fonction de U sous
la forme :

T=L+R+C=(Uu—-unu) (4.28)

Ce modéle conduit a un trés bon niveau de corrélation avec le tenseur sousmaille effectif. En revanche
il sous-estime la dissipation. Il a donné lieu & des modéles dérivés. Citons le modéle de Bardina filtré,
comprenant une opération de filtrage supplémentaire, le modéle de Liu-Meneveau-Katz qui fait appel & deux
niveaux de coupure différents, le modéle de similarité dynamique ol intervient un troisiéme niveau de filtrage.

4.1.4 Equations de la simulation des grandes échelles

Contrairement au modéle k — e qui est basé sur un filtrage temporel des équations (on résout seulement les
quantité moyennes et on modélise toutes les fluctuations temporelles), la simulation des grandes échelles est
basée sur un filtrage spatial des équations : on résout seulement les grandes échelles et on modélise les plus
petites.

Pour cela on introduit un nouveau filtrage spatial qu’on va noter f , et on décompose la vitesse u; de la
fagon suivante :

wi(t) = i (t) + /(1) (4.29)

Ce filtrage spatial en théorie est le produit de convolution avec la variable f et un filtre passe bas en
espace (filtre boite, filtre Gaussien, filtre porte...).

En pratique ce filtrage est implicitement effectué par le maillage du calcul lui méme. Tout ce qui est plus
petit que la maille est par définition non résolu, et sera modélisé par une hypothése de viscosité turbulente
comme pour le modéle k — e.
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On suppose que le filtre 4 commute avec les dérivées temporelles et spatiales, qu’il conserve les constantes
& = a, et qu'il est linéaire u 4 v = @ + 9. En revanche contrairement aux moyennes de Reynolds, le champ
de vitesse filtré deux fois n’est pas obligatoirement égal au champ de vitesse filtré une fois :

o # i, (4.30)
et les quantités non résolues filtrées ne sont pas obligatoirement égales & zéro :
a™ #£ 0. (4.31)

Les équations sont obtenues par application de ce filtrage sur les équations de Navier Stokes :

oi
8xi o

O Ouju; 18ﬁ+ 824, (4.32)
ot 5l‘j B pazi v al‘jawj

A nouveau on obtient un terme non résolu lié au terme non linéaire de ’équation de quantité de mouve-
ment u;u;. Pour cela on introduit de maniére similaire au tenseur de Reynolds, le tenseur dit de sous-maille
osm (Léonard, 1979) tel que

Tsm = Willj — Uity (4.33)
Alors les équations deviennent :
ou;
gi dini; _ 10p < 0%, > 00 (4.34)
ot Ox; pox; O0x;0x; Ox;

Le seul terme non connu est ce tenseur o,,. Il faut donc écrire une équation de fermeture pour ce terme.
Comme pour le tenseur de Reynolds, on utilise une hypothése de Boussinesq qui postule que le champ de
vitesse sous-maille se comporte comme un fluide avec une viscosité dite de sous-maille v, :

ou;  Ou; 1
—Osm = Vsm < + J> - 70'Ek5ij (435)

N ~ 2 A A . - . . - L . . .
Ou ok, = u? — ;" représente I'énergie cinétique de sous-maille. Finalement les équations de la simulation

des grandes échelles deviennent :

O _ 0 (4.36)
ox; )
i Biqi;  19p* 9%,
= —— " 4.37
ot + Oz pox; + v+ vom) <8$j8xj ( )
avec p* la pression modifiée de la facon suivante
1
p*=p+ 30Tk (4.38)
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4.1.5 Smagorinsky

Les modéles de sous-maille qui expriment v, en fonction des variables résolues ; sont trés nombreux dans
la littérature. Le plus connu est celui de Smagorinsky (1963) :

Vem = Cs A/ 2]|S3;]|2 (4.39)

avec S;j le tenseur de déformation du champ de vitesse résolu

o _1fod od, "
=3\ 0z, " 0a, (4.40)

La constante C's est de 0,18 en théorie, mais elle est souvent fixée & 0,1 par les auteurs afin de réduire
la dissipation souvent trop importante de ce modéle.

A représente la taille du filtre spatial. En pratique on 1’évalue localement en fonction de la taille des
mailles :

A = (AzAyAz)/3. (4.41)

De nombreux modéles de simulation des grandes échelles sont encore en cours de développement. Ils sont
de plus en plus utilisés dans l'industrie car la puissance de calcul disponible permet maintenant d’utiliser
des maillages suffisamment fins pour la LES & des nombres de Reynolds proches de cas industriels.

4.2 Modélisation des écoulements turbulents

Lorsque le calcul direct ne permet pas la résolution d’un probléme d’écoulement, on va chercher & résoudre
un probléme approché obtenu en moyennant tout ou partie des valeurs du probléme initial. Nous allons
chercher & préciser le cadre théorique dans lequel se place cette approche avant de présenter plus précisément
certains des modéles utilisés.

4.2.1 Equations moyennées

Commencons par présenter les outils que nous allons utiliser.

Moyenne d’ensemble

Soit une grandeur X (&), £ € R™. La moyenne d’ensemble de X en x est la moyenne obtenue par une infinité
de mesures indépendantes X (9 de X :

(X) = lim %ZXW(JU) (4.42)

i=1

Pour X € RP on définit de méme la moyenne d’ensemble du produit des valeurs de la k-iéme composante
X} de x aux points x1, ..., x, par :

N
(Xp(21)-. Xp(2,)) = lim %Z XM (@) X () (4.43)

N—oo
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Ergodicité

Un point w est dit topologiquement infiniment récurrent si tout voisinage de ce point posséde une infinité
de points de sa trajectoire.

Lorsqu’une grandeur est homogeéne un domaine Q considéré (la notion d’homogénéité sera précisée plus
loin dans le cas de la turbulence), on peut faire ’hypothése d’ergodicité, consistant & supposer que les points
w de Q sont topologiquement infiniment récurrents.

Dans ces conditions, par ’application du théoréme d’érgodicité, a partir d’une réalisation unique de
I’expérience considérée, nous pouvons identifier la moyenne spatiale & la moyenne d’ensemble recherchée :

~dim LS gy - L
)= gim x> XO0W = [ X (144)

De méme, lorsque X est stationnaire, sous I’hypothése d’ergodicité, on va pouvoir identifier la mesure
moyennée dans le temps avec la moyenne d’ensemble en temps :

1Y ” 1 [tHT/2
lim — X’t:—/ X(r)dr 4.45
m xS xXO0=g [ xe) (4.45)

Filtres

La réduction recherchée du nombre de degrés de liberté est effectuée par lintermédiaire d’un filtre passe-
bas en fréquences ¢. En effet, un maillage plus lache devient alors pertinent vis & vis de la résolution des
équations filtrées. Il est souhaitable que ce filtre posséde plusieurs propriétés pour permettre la manipulation
des équations de Navier-Stokes :

e - la linéarité

o(u+ Av) = o(u) + Ap(v) (4.46)
e - la commutation avec la dérivation
9i(p(u)) = ¢(0;u) (4.47)
e - la commutation avec l'intégration
10) (/ u) = /qb(u) (4.48)
e - la propriété
P(d(u)v) = d(u)p(v) (4.49)

qui entraine l'idempotence (¢™ = ¢).

4.2.2 Filtre : I'opérateur de Reynolds

Un filtre possédant ces quatre propriétés est appelé opérateur de Reynolds. Dans le cadre d’une démarche
de type RANS, ou l'on s’attache uniquement aux valeurs moyennées, le filtre naturel est le filtre statistique :

o(u) = (u) = /u(x,hw)dw (4.50)

quelle est la différence entre w et = 77
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Le principe est le suivant. On introduit dans les équations de Navier Stokes une décomposition de u; en
sa moyenne temporelle u; et sa fluctuation u's.

u(t) =u+u'(t) (4.51)

On utilise les axiomes de Reynolds, qui postulent que pour toute fonction aléatoire f(x;,t),g(x;,t), et pour
toute constante o

f+9=7+7 (4.52)
af =af (4.53)
fg=13g (4.54)
of  of
= 4.
of of
- _ 2L 4.
ot ot (4.56)
Alors on en déduit que
=0 (4.57)
et
fg=1g +fg (4.58)
4.2.3 Exemples de filtres
Les filtres utilisés en pratique sont les moyennes
e - en espace
1
¢p(u) = (u)p = — u(y, t)dy; (4.59)
‘B‘ B(z,r)
e - en temps
1 to+T
br(w) =)y = [ ulwr)dr (4.60)
to
e - en espace et en temps
1 to+T
Gpi(w) = (W =7 [ (w)pdr. (461)

to

Dans une démarche de type SGE on fait intervenir des filtre passe-haut en échelle que ’on peut modéliser
par Iaction d’un opérateur de convolution. L’action du filtre peut ainsi étre locale. Les filtres classiquement
utilisés sont, pour une fréquence de coupure ¢ :

e - le filtre boite, correspondant & une moyenne en espace sur B(z,7) ;

op(u) = Gy xu, Gp(€) = si €] <4/2 (4.62)

S o =

sinon ; (4.63)
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e - le filtre gaussien

vz T
¢g(u)—<£2> [ u(y) exp <7|52y>dy (4.64)

Ve
=Gg*u,Gg(£)=<7z;2> exp( 32 ) (4.65)

~vétant une constante choisie ;

e - le filtre porte

+o0 T —
Pp(u) = /_ u(y) sine(— )y (4.66)
=G, *u, (4.67)
Gp(€) =sin, (g) , ou sing(z) = sin(nz)/mz. (4.68)

On notera, d’'une maniére générale, la décomposition de u par ’application d’un filtre, sous la forme :
u=u+u (4.69)

ol u=¢(u) et ' =u—¢(u)

On remarque que seul le filtre statistique est un opérateur de Reynolds tel que défini plus haut. Les filtre
RANS s’en rapprochent toutefois car il vérifient les propriétés (2.1), (2.2), (2.3) et I'idempotence au lieu de
la propriété (2.4).

On peut également noter qu’a partir du momment ou la propriété (2.2) est satisfaite, ¢ peut étre modélisé
par un opérateur de convolution. Cette propriéré n’est cependant pas mise en avant pour les filtres de type
RANS pour lesquel ’action du filtre sous forme d’une moyenne est fondamentale.

4.2.4 Application filtre

L’application a ces équations d’un filtre possédant les propriétés décrites au paragraphe 2.1.3 nous donne les
équations de Navier-Sokes filtrées (ou moyennées) :

u=u-+u (4.70)

V-(@+u)=0 (4.71)
(U+u),+V-(u+u)@+u)+Vp—vA(u+u) =71 (4.72)
V-u=0 (4.73)

u+V-(uu)+Vp—rvAu=f (4.74)
umu=uu+r7 (4.75)
=uut+uu-—-uu (4.76)

(4.77)
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Tenseur sous-maille

L’équation 2.10 peut s’écrire sous la forme

W+V-(UWu+7)+Vp—vAu=f (4.78)
w+V-(@u)+Vp—vAu=f-V-7 (4.79)

Le terme 7 = ttu — U U est appelé tenseur sous-maille. Par linéarité du filtre on peut le décomposer :
r=(U@4+uw)(W+uv)—uu (4.80)
=(@u-unu)+ (ud +uu) +u' (4.81)
=L+C+R (4.82)

ot ’on définit
e - le tenseur de Léonard : L =uu—uu ;
e - le tenseur croisé : C =uu’ +u'u;
e - le tenseur de Reynolds R = u'u’.

Si le filtre posséde la propriété (2.4), on a alorsu =1, u’ =0 et

L=uu-uu (4.83)
=uu-uu (4.84)
—uu-uu (4.85)
_0 (4.86)
C =uud +u'u (4.87)
=uu’ —u'u (4.88)
—0 (4.89)
Le tenseur sous-maille se réduit alors au tenseur de Reynolds.
4.3 Equations de la simulation moyennée
On décompose u;(z;,t) = u;(z;) + ui(z;,t) et p(t) =D+ p'(t), on obtient :
O(u; + )
A——2=0 4.90
oz, (4.90)
O(u; + ub) N O(uj + ufy)(u; + ug) _ 10(p+79p) , 0%u; , 0?u] (4.91)
ot Oz p  Ox; O0x;0x; O0x;0x;

Si on applique maintenant ’opérateur moyenne a ces équations, en utilisant les axiomes de Reynolds, on
obtient :

8ui —0

8(Ei o

ou; N o' ju N uju;  10p N 0%u; (4.92)
ot Oz or;  pox; v Ox;0x;
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On obtient un nouveau terme inconnu : u;u; Les équations ne sont pas fermées. On appelle cela le

probléme de fermeture. On appelle ce terme le tenseur des contraintes de Reynolds 7;; = u;u; Pour fermer
les équations, la méthode est basée sur I’hypothése de Boussinesq : on suppose que le tenseur des contraintes
de Reynolds a la méme forme qu’un tenseur des contraintes visqueuses, c’est-a-dire que ’écoulement turbulent

se comporte comme un fluide de viscosité v; :

ou; Ou; 2_
T ? J -
—UU; =V (&q + 6$Z> — gkéw (493)
avec k l’énergie cinétique turbulente instantanée
k= Ll 4.94
= Uiy (4.94)

et k I'énergie cinétique turbulente moyenne.
Les équations de Navier Stokes Moyennées deviennent finalement :

(3U7; -0

83% a

8u7_+8u7u7_ 13p*+( ) 0%y (4.95)
ot n 890]- B paxl v e 81}]‘6.’Ej

avec p* la pression modifiée :

1
Pt =p+ gpk. (4.96)

On note que la pression résolue n’est pas la vraie pression moyenne mais la pression modifiée p*. On soustrait
ensuite a posteriori I’energie cinétique turbulente moyenne & la pression obtenue par le calcul pour retrouver la
pression moyenne. Nous avons maintenant une nouvelle inconnue : v;. Les modéles de turbulence consistent
A fermer cette inconnue par diverses méthodes.

4.3.1 Théorie de Kolmogorov (K41)

En 1941 Kolmogorov a présenté une théorie, appelée communément K41, précisant comment se déroulent
les transferts d’énergie au sein de la turbulence. Cette théorie est a la base de certaines modélisations que
nous aborderons plus loin.

La cascade de Kolmogorov

A Topposé de cette observation des structures cohérentes des écoulements turbulents, il existe une théorie
qui a contribué de fagon majeure dans la compréhension de la turbulence : la théorie de Kolmogorov (1941).
Elle repose sur une vision "statistique" de la turbulence. Elle dit que les tourbillons dans 1’écoulement ont
une taille comprise entre les deux taille limites suivantes

e la plus grande échelle de I’écoulement L (imposée par la géométrie de ’écoulement, par exemple
typiquement le diameétre d’un cylindre, le diamétre d’une cheminée, ou encore la hauteur d’une voiture),

e la plus petite échelle de I’écoulement 7 : imposée par la viscosité du fluide ; cette échelle est appelée
échelle de Kolmogorov, ou échelle de dissipation visqueuse.

L’ordre de grandeur entre L et n est le suivant :

L
0 Re?/* (4.97)
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La théorie de la "cascade" énergétique prédit que les toubillons recoivent de ’énergie des échelles plus
grandes qu’eux, et la transmettent ensuite aux échelles plus petites qu’eux, et ainsi de suite jusqu’a la plus
petite échelle présente dans ’écoulement, 1’échelle 1. On parle de production d’énergie lorsque les grosses
structures sont générées - par un décollement par exemple - et de dissipation d’énergie lorsque les tourbillons
disparaissent complétement en aval de ’obstacle. Lorsque la production d’énergie est égale & la dissipation
d’énergie, on parle de turbulence "en équilibre".

Cascade d’énergie

Nous allons nous intéresser & un écoulement statistiquement stationnaire dans lequel la turbulence est pleine-
ment développée, c’est & dire dont le nombre de Reynolds est élevé.

Remarquons tout d’abord que les équations de Navier-Stokes sont invariantes par transformation de
Galilée. Autrement dit, si u(z,t) est solution, alors u(x — ugt,t) + ug 'est également. En effet :

O (u(x — uot, t) + ug) = Oru(x — ugt, t) (4.98)
= _uovyu(ya t) + atu(yv t)’ (499)
pourquoi ?
0 O0(z — upt) Ou ou
a(u(m — upt,t)) = # a(x — upt) + a(x — ugt) (4.100)
= —uoQyu(y,t) + Oru(y,1) (4.101)
((u(z —uot, t) + uo) - V) (u(z — uot, t) + uo) = (u(y, 1) - Vy +uoVy) (uly, t) + uo)
(4.102)
= (U(y, t) ! Vy + UOVy)u(yv t) + Uo, (4103)
Au(z — upt, t) + ug) = A(u(r — uot, t)) (4.104)
= Ayu(y,t), (4.105)
et
V- (u(z — upt, t) + ug) = V - (u(z — upt, t)) (4.106)
=V, - u(y,1). (4.107)

On peut donc étudier ’écoulement dans un repére se déplacant & une vitesse uy constante. Le champ de
vitesse est alors réparti sur toutes les échelles du systéme et on peut considérer I’écoulement statistiquement
homogeéne, isotrope et stationnaire. Pourkoi 77

L’hypothése selon laquelle I’écoulement se maintient dans un état statistiquement stationnaire suppose
qu’on lui communique en permanence de I’énergie a une échelle [;. Kel est cette échelle Or, par hypothése,
le nombre de Reynolds associé & cette échelle est trés grand et, donc, la dissipation visqueuse y est trés petite.

On est ainsi amené & 'image d’une cascade d’énergie, appelée cascade de Richardson, ou I’énergie se
déverse de proche en proche vers des échelles de plus en plus petites jusqu’a une valeur Iz & laquelle la
dissipation visqueuse agit pleinement. Kel est cette échelle

La cascade de Richardson permet de comprendre le fait qu'une modification de la viscosité d’un fluide
turbulent ne change pas la dissipation d’énergie qui s’y produit. Seul le nombre d’étapes de la cascade
change.
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Loi d’échelle de Kolmogorov

La théorie de Kolmogorov permet de décrire le déroulement de la cascade de Richardson. Outre I’hypothése
selon laquelle la turbulence, aux échelles considérées, est statistiquement homogéne, isotrope et stationnaire,
elle repose sur les hypothéses que :

e - dans la zone inertielle, c’est & dire entre [; et [;, 'énergie est transférée sans dissipation et & taux
constant ;

e - les propriétés statistiques ne dépendent que de I’énergie dissipée et de la viscosité ;
e - dans la zone inertielle elles ne dépendent que de ’énergie dissipée.

De 1a nous pouvons déduire, par une analyse dimensionnelle une loi reliant le flux d’énergie & sa répartition
en fréquence. Précisons ce que nous entendons par 1a. Keske ¢a veut dire

Remarquons qu’en raison de ’homogénéité, les grandeurs considérées sont proportionnelles & la masse
totale du fluide, nous pourrons donc les rapporter & I’'unité de masse.

Compte tenu de la premiére hypothése, le taux de dissipation visqueuse est égal au taux d’injection
d’énergie ¢ [unités], représentant ’énergie fournie au systéme par unité de temps (et par unité de masse).

Intéressons nous par ailleurs I’énergie cinétique moyenne par unité de masse. Considérons le tenseur des
corrélations de vitesse

Riy(7,t) = (wi (& + 7 ), (7. 1)) (4.108)

On peut écrire par transformation de Fourier bigint

Ri;(7,t) = / exp!™Fo (B0 E, (4.109)
ou
¢i; = bij(k,t) = Ryj. (4.110)
On a alors - Kaseke c’est 7777777777777
E = R;(0,t) = /RS bii(k, t)dk (4.111)

Par lisotropie de la turbulence, on en déduit en intégrant sur des couronnes de rayon k = |k| :
E= / 2k% i (k, t)dk = / E(k)ddk (4.112)
0 0

On peut donc définir ainsi la densité d’énergie cinétique E(k) = 27k2¢;(k,t). Par une analyse dimen-
sionnelle s’appuyant sur le théoéme de Vaschy-Buckingham, les hypothéses de Kolmogorov nous permettent
alors d’obtenir une loi reliant E(k),c et k :

BE(k) ~ Cge?/3k=/3, (4.113)

En effet, puisque ¢ est homogéne & L*T~3, k a L~! et E(k) & L3T~2, la seule combinaison £*k” possible
correspond & o = 2/3 et § = —5/3. La valeur de Cf, trouvée expérimentalement, est de ordre de 1,5.

On peut montrer que les limites k; = lz_l et kg = l;l de la zone inertielle, dans laquelle cette formule
s’applique, sont :

kr =v kg =eY/*y — 3/4. (4.114)
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Figure 4.1: Fig. 2.1 - Cascade d’énergie

Tenseurs de corrélation

On définit le moment d’ordre 2 des corrélations de vitesse aux position &y, ¥ et aux instants tq,to comme
le tenseur U de composantes :

Uij = <Ui(fl,t1)uj(52,t2)> (4115)

(-) représentant la moyenne d’ensemble telle que définie au paragraphe (2.1.1), u = (u!, u?, u3) représentant
le champ de vitesses.
U permet d’évaluer la corrélation entre vitesses u; en T, t1 et us en o, to dans le sens ou si uy et us

sont indépendants, alors U;; — <u§> <u§> =0.

Remarquons que U est bien un tenseur. En effet, effectuons un changement de coordonnées : Un point
M est représenté par ¥ = (z',2%,23) dans la base initiale, par z = (2!, 22,23) dans la nouvelle base,
avec x! = z!(z1, 22, 2%). Notons V = V(My, Ms) 'expression de U = U(M;y, Mz) dans la nouvelle base,

v = (vt v2,0?) celle du champ de vitesses. On a alors :

anciennes coordonnées : M, ¥ = (z1,x2,23)
ancienne base :

nouvelles coordonnées : Z=(z
nouvelle base : v

Table 4.1: A
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3 i 15k
X or*dz
“= Z 0zF dt
k=1
3 i
_ ok ox
Ozk’
k=1
d’ou
3 ‘ 3 ‘
oz’ oz’
_ k = l -
Uij(My, Ma) = <ZU ﬁ(%,h)zv (f)zl($27t2)>~
k=1 =1
Or 9x' /02" (Z,,t,) ne dépend pas de la mesure effectuée, donc
S e Ox' oz7
Uij(My, Mz) = Z (V" (&1, tr)v (IQ,t2)>a k(Ihh)a (T2, t2),
k=1
soit encore
3 or? oz’
Uij(My, M) = Z Vij (M, My) 92 k(ﬂ?htl)a (T2, t2),
k=1

qui est I’expression d’un tenseur d’ordre (2,0).
On définit de méme les moments d’ordre supérieur ; ainsi, a 'ordre n :

Ualaz...ozn = <Ua1 (fl, tl)uaz (fg, tg) ..... uan (fn, tn)) .
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Chapter 5

Aspects Théoriques

5.1 Chapitre 3 Existence d’une solution

5.1.1 Position du probléme

On s’interesse a la résolution des équations de Navier-Stokes :

du+ (uV)u—rvu+ Vp =0(3.1) (5.1)
V-u=0 (5.2)
ujpo =0 (5.3)
uj;—g = Up (5.4)
On se place en dimension 3, dans le cas ou f = 0 et on suppose ug € L2.!
(L2)?7?77? Espaces H(Q), CO(L2), L>(H™)
Solution faible
Soit 'espace V = v € H}(Q); V- v = 0, on dira que u est une solution faible de (3.1) si :
o -u€ L*(Hg) CO(L3)* ;
e -u(0,z) =ug(z) ;
e -Juecl?*H1Y,;
o - Vo eV, (O, d) — [ [ouuVe+v [ [, VuVe=0
Inégalité d’énergie
En multipliant la premiére équation de (3.1) par u et en Iintégrant en espace et en temps, on obtient :
t t t t
/ / u.u +/ / (V-uu)u— 1// / Au.u —|—/ / VPu=0(32) (5.5)
0 JQ 0 Jo 0 JQ 0 JQ
(5.6)

1On notera L2 pour (L2)3 et, en général X pour (X)3.

2w pour la topologie faible
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Or

/Ot/va.u/Ot/QP.v.uo, (5.7)

/Ot/ﬂ (V~uu).u:—/0t/9 (uw) : Vu (5.8)

-3 /0 t /Q O (5.9)

5 /0 RS Xk -5/ t [ oy o
0

(5.11)

REPRENDRE Dot I’égalité d’énergie :

%/ lu(t, z)|*dz — %/ [ug () [*dz + l// |Vu(t, z)[*dzdt’ = 0(3.3) (5.12)

Lorsqu’on considére une suite (u,) vérifiant (3.1), cette égalité, ainsi qu’on le verra plus loin, devient une
inégalité lors du passage a la limite. On obtient ainsi I’inégalité d’énergie :

%/ lu(t, z)|?dz — %/ |u0(x)|2dx+u/ |Vu(t, z)[2dzdt’ < 0(3.4) (5.13)

5.1.2 3.2 Existence d’une solution
3.2.1 Théoréme de stabilité

Théoréme 1 Soit une suite (u,,) de L*(V), avec dyu,, € L*(V') vérifiant les équations de Navier-Stokes
(3.1), alors on peut en extraire une sous-suite (u,) convergent faiblement vers une limite u dans L?(V),
solution faible de (3.1) et vérifiant I'inégalité d’énergie (3.4).

Résultats préliminaires On utilisera sans les démontrer les résultats suivants :

Lemme 1 Soient les espaces

~V=vecH;Q);V-v=0; (5.14)
—H =he L*(Q);V-h=0;hnpg = 0; (5.15)

on aV — H < V', les injections sont denses et celle de V' dans H est de plus compacte.

injection dense définition
injection compacte définition
relativement compacte

Lemme 2 (Aubin-Lions) Soient les espaces emboités X — F < Y ou les injections sont denses et celle de
X dans F est compacte ; soit une suite (u,,) bornée dans LY (X) est telle que (dyuy,) est bornée dans Ly (Y),
avec p,r > 1;
Alors (uy,) est relativement compacte dans L™ ®7)([0, T — o], F).

Lemme 3
Si la suite (¢,,) est bornée dans LP(X), avec X borné et que ¢,, — ¢ presque partout, alors (¢,,) est compacte
dans L(X) pour g < p.

Lemme 4
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En dimension N = 3, pour tout r € [2,6], on a :
6—r 3(r—2)
<l Z fullyg 2" (5.16)

[ Ay
3(r—2),r
3.2.2 preuve du théoréme
convergence de u,

Soit u, € L?(V), Oyu,, € L*(V"), vérifiant (3.1). Par ’égalité d’énergie on a :

1 1
5/ |u(t7x)\2dm+u// |Vu(t', z)|?dedt’ = 5/ |ug()|?dz.(3.5) (5.17)
Par conséquent :
1 2 1 2
5/ lu(t, 2)[2dz < 15/ o () 2da, (3.6) (5.18)
et
1
1///|Vu(t’,x)|2dxdt’ < 15/ [u(x)|*dx.(3.7) (5.19)
Autrement dit
SLtlp |un(t,z)ll2 < [luollL2, (3.8) (5.20)
et
1
[Vt )l zzcv) < ol z=.(3.9) (5.21)

Puisque V C H{ , I'inégalité de Poincaré nous donne alors

1
lun(t, )2y < ClIVun(t, @)l L2(v) < - lluollz2-(3.10) (5.22)
Ainsi, par (3.8) et (3.10), u,, est bornée dans L2(V) N L$(L2). Or V est reflexif et dans un espace reflexif

toute suite bornée admet une sous-suite faiblement convergente. A une sous-suite prés, (u,) admet donc une
limite faible, u, dans L2(V).

estimations

Nous savons que (u,,) appartient a L°(L?) N L2(H}) or, en dimension 3, L2(H}) — L2?(L%) donc L{°(L?) N
L?(H}) < L (L?) N L?(L®). Par application du lemme 4 avec r = 4, on a alors

1/2 3/4
unlls/s.a < llunlle % llun 3 - (5.23)

(u,) est donc bornée dans L8/3(L*).
Par ailleurs, puisque u,, vérifie (3.1), on a, Yo € C*(V) :

//&gunv—i-// (unny, v—u/ / Auy,.v (5.24)
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soit encore, en intégrant par parties,

(Otun, v) = —u/ / Vuy, : Vo +/ / Unly, ¢ 0.(3.11) (5.25)

Puisque (u,) est bornée dans L3/3(L*), (u,u,,) est bornée dans L*/3(L?). On en déduit alors par (3.11) que
v € L*(V) et, donc, que dtu, est bornée dans (L*(V)) = LY/3(V").

Compte tenu de ’emboitement V «— H < V'’ donné par le lemme 1 et des bornes que 1’on vient d’établir
p0>1r (un) et (Otuy), on a, par application du lemme 2 (Aubin-Lions), (u,) relativement compacte dans
LY3(H).

Enfin, puisque (u,) converge dans L*/3(L?) et est bornée dans L¥3(L*), on en deduit que (u,) est
compacte dans L?(L?).

Passage a la limite dans la formulation faible de (3.1)

Pour que u, limite de (u,, ), soit solution faible de (3.1), il faut que ’on puisse passer a la limite dans 1’équation
(3.11) pour tout v € L?(V). Considérons séparément le passage & la limite dans chacun des termes de cette
équation.

e - ler terme
Soit

V =veC®(0,T] x w);vjpn = 0;v(T,0) =0;V-v =0 (5.26)

et soit g la limite faible de (9;u,) dans L*/3(V’).0On a, pour w € C$°([0,T] x ),

//&gunw:—/ / unatw—>/ / U Opw = (Qpu, w) . (5.27)

Ainsi (Oyup,) — Opu dans D’. On identifie alors g et dyu. On a donc bien, pour v € 1%4

T
(Opu, v) —>naoo/ /uatv—/ uov(0, ) (5.28)
0o Ja Q
e - 2me terme

u, — u dans L%(V), on a donc directement, Yo € C*([0,7] x Q) :
—1// / Vu,Vv — —u/ / VuVu (5.29)
e - Jme terme

u,, est bornée dans L3/3(L*) donc, par le lemme 3, u,, est compacte dans LP(L9) pour ¢ < 4 et p < 8/3.
Par conséquent (u,u,) est compacte dans LP(L9) pour ¢ < 2 et p < 4/3.

Pour tout v € C([0,T] x Q) on a donc, dans L*/3(L?) :

//unun:vﬁ/ / Uy ;. (5.30)

Vérification de I'inégalité d’énergie (3.4)

Considérons ’égalité d’énergie vérifiée par u,, :

1 ¢ 1
7/ \un(t,x)|2dx+1// / |V, (t', ) 2dedt’ = 7/ lug(x)|2dx.(3.12) (5.31)
2 /o 0 Ja 2Ja
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En intégrant (3.12) en temps, on obtient :

1 T T t T
5 / / (2, ) 2ddt + v / / / Vo () Pdrdad’ = / o () 2. (3.13)
0 Q 0 0 Q Q

Puisque (u,,) — u dans L?(V), on a

//|Vu|2dxdt§m//|Vun|2dxdt

Vg € C([0,T] x Q),Lm/ / ([Vun]? — |Vul?)édzdt > 0.

et

(|Vuy,|?) étant de plus bornée dans L'(L'), on a, au sens des mesures dans [0,7] x €,
[V |* = [Vul* + p

ol p est une mesure de défaut. Ainsi :

T ot T ot T ot
/ //\Vun(t’,z)|2d7dzdt’ﬂ/ //|Vu(t’,z)|2d7dzdt’+/ /,udet’,
o Jo Ja o Jo Ja o Jo
T ot
/ /udet’ZO.
o Jo

Par ailleurs, par compacité forte dans L?(L?),

e 1T
f/ / |t (t, ©)Pdodt — f/ / lu(t, z)|*dzdt.(3.14)
2Jo Ja 2Jo Ja

u vérifie donc bien I'inégalité d’énergie.

avec

3.2.3 existence

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

Le théoréme 1 nous garantit de pouvoir passer a la limite pour une suite (u,,) vérifiant les équations de Navier-
Stokes, sous réserve que certaines condition de régularité soit vérifiées. Il reste donc & pouvoir construire
une suite d’approximations (u,) pour garantir I’existence d’une solution. Nous n’aborderons pas ce point.

5.1.3 3.3 Pression

En passant & la formulation variationnelle des équations de Navier-Stokes le terme de pression a disparu. 11

va cependant pouvoir étre retrouvé (& partir de cette formulation) par le théoréme de De Rahm.

Théoréme de De Rahm

e -SiueD(),V-u=0et PecD'(Q),alors (VP,u) =0.

e - Inversement, si F' € D'(2) vérifie (F,u) = 0 pour tout v € V , alors il existe P € D’'(Q) vérifiant

F=VP.

Théoréme du potentiel si & divergence nulle alors on peut trouver sous forme potentiel

?? décomposition de Helmotz 777
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e -Sideplus F € H(Q2), alors P € L?/R et on a ||P||7|p2/g < C||F| g

Corollaire :Soit s € D'([0,T]x ), si, V¢ € V, (s(t), $) = 0, alors il existe P appartenant a D’(]0,T] x ),
vérifiant s(t) = P.

La résolution du probléme variationnel permet donc bien de résoudre le probléme initial. La valeur de p
pouvant étre obtenue a partir de u en prenant la divergence de la premiére équation de (3.1) qui se simplifie
en :

Ap =V - ((uV)u) (3.15) (5.39)
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5.2 Chapitre 4 Application & un modéle de SGE

5.2.1 4.1 Choix du modéle

Rappelons les équations de Navier-stokes moyennées :

V-u=0(4.1 (5.40)
W+ V- (uu)+Vp—rvAu=f+ V- R(u,u)(4.2) (5.41)

Le modéle de similarité d’échelle de Bardina, présenté au paragraphe 2.3.2, suppose R(u,u) ~ S(u,u) =
7u U — u u, permettant ainsi d’obtenir une équation ne dépendant que de u et p.

Nous allons présenter ici un modéle proposé par W. Layton et R. Lewandowski ([6], [5] et [7]) modélisant
la similarité plus simplement par V - (u) ~ V - (W u), ce qui revient a supposer :

R(u,u) ~ R(W,u) =u u —u u(4.3) (5.42)
Nous allons donc nous intéresser au probléme

V-w=0,(4.4) (5.43)

wy + V- (ww) + Vg — vAw = f,(4.5) (5.44)

ol w et ¢ sont les valeurs approchées de @ et p découlant de 'approximation (4.3).
w doit vérifier de plus une condition de compatibilité & ¢ = 0 et nous rechercherons une solution de
moyenne nulle :

w(z,0) = Tp(z); (4.6) (5.45)
/ wdx = 0.(4.7) (5.46)

Nous nous placgons dans le cas d’'un écoulement périodique, cas d’étude plus simple que lorsque interviennent
des parois ; ainsi le domaine d’étude sera un pavé de R3. Enfin, nous allons nous intéresser au filtre Agl,
approchant le filtre Gaussien, défini par :

b=A;'¢ (5.47)
Asdp = =8N+ ¢ = ¢(4.8) (5.48)
Pour toute fonction ¢(x) € L% (1), sa moyenne ¢ est bien définie comme étant 'unique solution périodique

de (4.8). Compte tenu des conditions de périodicité on remarque que les termes de bord s’annulent lors
d’une intégration par parties et qu’alors le filtre Agl commute avec la dérivation et est auto-adjoint.

5.2.2 4.2 Existence d’une solution

4.2.1 Théoréme de stabilité

On notera #
VozveLi;Vw:O;/v:O (5.49)
Q
D=¢ec;§(9);v.¢=o;/¢=o (5.50)
Q
Dy =¢(,t)eDpour 0 <t <T;¢(.,T)=0 (5.51)
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Solution faible

Soient ug € Vg, f € L7(H~'), On dira qu’une fonction w € Lf(H)2 NnL} (H)1 est une solution faible de (4.4),
(4.5) si, V € Dy , w vérifie

T
| tw.06) = v (V00.90) = (v - (ww), o)t = (5.52)
T
| Gy = o.ot.0 49) (5.5)
Egalité d’énergie formelle

De maniére similaire a ’égalité (3.3) présentée au paragraphe ?? on établit une égalité d’énergie a partir de
(4.4), (4.5). En multipliant (4.4) par —62Aw + w et en intégrant en espace, on obtient :

1 1
/ oufw] + 5/ or| VP~ (5.54)
o 2 o 2
/ V-(W)(—62w+w)+y/ |w|2—|—V52/ Aw? :/ F(=0%w + w). (5.55)
Q Q Q Q
Or, Aj étant auto-adjoint, on a
/ V- (ww)(—6*w + w) = (A7 1(V - (ww)), Asw) (5.56)
Q
= (V- (ww),w) (5.57)
=0, (5.58)
ainsi que
/ F(=0%w +w) = (f, Asw) (5.59)
Q
= (A5 f,w) (5.60)
=(f,w). (5.61)
On a donc, par une intégration en temps, 1’égalité d’énergie
t t
k(t) +/ e(t')dt’ = k(0) +/ P(t")dt', (4.10) (5.62)
0 0
en notant
1 , 0 5
k(t) = Sllw(t, 7+ SV, )% (5.63)
e(t) = v||Vuw(t, .)||? + vé2||Aw(t, )| (5.64)
P(t) = (f,w). (5.65)

Théoréme 2 Soient ug € V et f € LI (H™1'), le systéme (4.4), (4.5) admet une solution faible w €
L (HY) N L?(H?) et, de plus, cette solution vérifie I'égalité d’énergie (4.10).
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4.2.2 preuve d’un résultat de stabilité
Estimation de w

Considérons le second membre de 1’égalité d’énergie (4.10). On a par Cauchy-Schwart

t t
| o)< [ 171Nl (560
0 0

et par 'inégalité de Young

r 1
Il lwl e < SI7132 + o-lwle, v > 0. (5.67)

De méme

0 ' t s ) 1 )
Viivws [ (IR + w3 ), s> 0 (5.68)
t 0 S

On obtient donc, a partir de (4.10), une relation de la forme
allwllf g1y + Blwll7z ey < M(K(0), f.7,5), (5.69)
avec v, 3 > 0 pour V et s suffisamment grands. On a donc w € L} (H') N L?(H?).

Estimation de wy

Compte tenu du résultat précédent, on montre que Qs(w) = ww € L} (H?). En écrivant alors 1’équation
(4.5) sous la forme d’un probléme de Stokes

wy — vAw + Vg = f = V- Qs(w), (4.11) (5.70)

on en déduit que w; € L?(L?(12)).

Passage a la limite

Considérons maintenant une suite (w,) de solutions du probléme (4.4), (4.5). Les estimations de w et w;

établies précédemment ont montré que (w,,) est bornée dans l'espace F' = w € L® (H%e (Q))NnL? (Hi (Q);V-w=0;w, €1
On peut donc extraire une sous-suite que I’on notera également (w,), convergent faiblement vers une

limite w appartenant & F.
Puisque (w,) est bornée dans Lj(HZ(Q)), que ((wy):) est bornée dans LP(L7Y)), que HZ(Q) —

H# (Q) — L%Q) et que ’injection de Hi dans H# est compacte, nous savons alors, par le lemme d’Aubin-

Lions (lemme 2), que (w,) est compacte dans Lj(H}(9)).
Par conséquent (w,wy,), converge fortement vers ww dans L%L2) et Qs(wy,) vers Qs(w) dans L?Hl). En

considérant la forme (4.11) de ’équation, les résultats classiques du probléme de Stokes permettent alors le

passage & la limite.
4.2.3 existence

Par la méthode de Galerkin, il est possible de construire une suite de solutions approchées du probléme
présenté ici ((4.4), (4.5), avec le filtre ®(u) = A5 'u). Compte tenu du résultat de stabilité précédent, nous
avons donc existence d’une solution faible dans L (H} N Lj(H?).
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5.2.3 4.3 Conclusion

La pertinence du modeéle proposé a été confirmé par Layton et Lewandowski ([5]) qui ont montré que lorsque
d — 0, les solutions du probléme en w (( 4.4), (4.5)) convergent vers une solution faible des équations de
Navier-Stokes (3.1), et qu’il y avait unicité de la solution faible dans w € L} (H') N L?(H?) pour ug € V et
fe L3(H).

De plus ce modéle est réversible (I’égalité d’énergie est préservée) et semble particuliérement stable
contrairement & d’autres modéles utilisant la similarité d’échelle qui sont également réversibles mais posent
des problémes de stabilité.
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5.2.4 Adimensionalisation

L’équation est mise sous une forme sans dimension en posant v = u/U,2’ = z/L et ¢ =t/T. U, Let T
étant respectivement la vitesse, la longueur et le temps caractéristiques. On obtient alors :

Vo -/ = 0(A.11) (5.71)
Uow U?, , 1, vU ,

En choisissant 7' = L/U et en posant p’ = p/U?, f' = Lf/U?, v' = v/UL on retrouve les équations A.8
et A.10 avec les variables portant les symboles "prime" :

Vi u' =0(A.13) (5.73)
why +u' Vo' + Vp =V Apu = f/(A14) (5.74)

72



Chapter 6

Aspects Numériques

6.1 Simulation numérique des écoulements turbulents

Avant d’entreprendre une simulation numérique des écoulements turbulents, il faut tacher de répondre aux
questions suivantes :

e quelles équations résoudre ?

e quelle discrétisation utiliser ?

e quel modéle de turbulence choisir ?

Les équations de Navier Stokes sont donc de type différent selon les cas :
e en instationnaire : elles sont paraboliques

e en stationnaire : elles sont elliptiques

e 4 Reynolds infini (Euler) : elles sont hyperboliques

e en compressible supersonique : elles sont hyperboliques

Les outils numériques (schémas numeériques temporels et/ou spatiaux, type de discrétisation) pour ré-
soudre chaque type d’équation sont trés différents. Il est donc nécessaire de choisir le code de calcul en
fonction du type d’équation & résoudre.

6.2 Quelques notions sur la mise en oeuvre numérique

1l existe de nombreux ouvrages traitant des méthodes numériques de résolution des équations aux dérivées
partielles. L’ouvrage de Patankar [8], celui de Hirsch [12] et celui de Fletcher [9] sont des ouvrages de
référence. Cette section donne simplement quelques éléments spécifiques aux équations de Navier Stokes en
incompressible, qu’il est utile de connaitre pour utiliser les codes de calcul commerciaux usuels.

6.2.1 Algorithmes de calcul

Le probléme principal des équations de Navier Stokes incompressibles est qu’il n’existe pas d’équation pour
la pression, séparée de celle de la quantité de mouvement [11]. De plus la vérification de ’équation de
continuité n’est pas garantie pour un champ de vitesse qui vérifie I’équation de quantité de mouvement.
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L’équation de continuité s’écrit :

8ui
al'i

=0 (6.1)

On écrit ’équation de la quantité de mouvement de cette fagon :

ou; op
= —0—+ H; .2
P ot S (62)

5ui’UJj 57—z’j
P 5.’Ej éxj '
La démarche la plus simple pour les équations instationnaires est d’effectuer un avancement en temps de
maniére explicite :

avec H; =

Deltat "
wpt = 4 (H} — 62
p

) (6.3)

4 4 5xz

n
7

(Sl‘i

On suppose que la continuité est vérifiée au temps n, alors = 0, et on cherche a faire en sorte qu’elle

7
5331‘
Alors il faut que (d’aprés (?7?))

. . Coour+1
soit vérifiée au temps n + 1, soit =0

o [ p™ OH!
p = v (6'4)
Il faut donc que la pression p™ vérifie cette équation de Poisson discréte pour que la continuité au

temps n + 1 soit vérifiée.
Les étapes sont donc les suivantes :

e 1. on prend un champ de vitesse u]' au temps n, & divergence nulle

SH?

e 2. on calcule H et sa divergence
T

e 3. on résout I’équation de Poisson pour p”

e 4. on calcule u?“ en fonction de u}', H et de p", par un schéma explicite.

Alors on a la garantie que u?“ est bien & divergence nulle, et ainsi de suite.

Pour les solutions stationnaires, on utilise souvent une méthodes instationnaires avec un pas de temps
élevé pour obtenir une solution stationnaire. On utilise en général des méthodes implicites, c’est-a-dire pour
lesquelles le champ de vitesse u?“ est une fonction & la fois de données au temps n et de données au temps
n + 1. Elles plus rapides que les méthodes explicites.

L’alogrithme couramment utilisé pour effectuer ’avancement en temps est appelé SIMPLE : Semi-Implicit
Method for Pressure Linked Equation (1984).

Il ne s’agit pas d’une méthode implicite pure qui consiste a effectuer des inversions de matrices, mais
d’une méthode de projection-correction, dans laquelle on estime la solution par des quantités intermédiaires,
puis on les corrige afin qu’elles vérifient bien la divergence nulle, et ainsi de suite jusqu’a ce que les corrections
appliquées tendent vers zéro. Il s’agit d’un traitement pseudoinstationnaire des équations pour converger
vers une solution stationnaire. Les étapes sont les suivantes : au départ on connait u]" et p” au temps t".
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e 1. on résout de maniére itérative les équations de quantité de mouvement linéarisées (C’est a dire
777 discrétes 7) et on obtient un champ intermédiaire u™*. La correction de vitesse est définie par

ul = ul™* 4.

e 2. on introduit une correction de pression telle que p™ = p™~! + p’. On résout I’équation pour de
correction de pression p’

e 3. on corrige la pression p™ et la vitesse u]” , qui satisfait la continuité

4. on retourne a l’étape 1 et on effectue la sous-itération m + 1, ainsi de suite jusqu’a ce que p’ et o’
soient négligeables.
n+1

e 5. alors on obtient u; " = u"et pnth = pm,

Pour les problémes instationnaires, le pas de temps est choisi afin de reproduire la physique des fréquences
souhaitées. Les itérations se poursuivent jusqu’a obtenir une bonne précision & chaque pas de temps. Pour
les problémes stationnaires, on choisit un pas de temps plus grand et on continue les itérations juqu’a obtenir
un état stationnaire.

Des améliorations de rapidité de convergence l'algorithme SIMPLE ont été apportées par la suite : il
s’agit de SIMPLEC (pour SIMPLE Consistant, en 1984), de SIMPLER (pour SIMPLE Révisé, en 1980).
PISO (Pressure Implicit with Splitting of Operators) (1966) est un autre algorithme adapté aux écoulements
transitoires. Dans ces algorithmes la relation entre u’ et p’ est légérement modifiée, ce qui accélére la
convergence. SIMPLEC est le plus rapide.

Pour l’agorithme SIMPLE, il est possible d’améliorer la convergence en additionnant seulement une
portion de la correction de pression a la pression et de méme pour la vitesse :

P =p" by, et ul = U+ o (6.5)

ol oy, et o, sont appelés coeficients de sous-relaxation de la pression et de la vitesse, compris entre 0 et 1.
Si 'on choisit @, = 1 — o, on obtient les performances optimales du schéma SIMPLE, proches de celles
du schéma SIMPLEC. Cet algorithme est souvent couplé a un schéma QUICK (pour Quadratic Upstream
Interpolation Schemes) pour la résolution des termes de convection

Qujuj (Ui“j)?ﬂ/z - (“i“j)?—uz

oz ; oz (6.6)

Ce type de schéma est basé sur 'utilisation d’une grille décentrée (staggered en anglais) ou les quantités
sont calculées de la fagon suivante :

1 q
Uj_1/2 = §(uj + Ujfl) — g(’uj',g — 2Uj,1 + Ujfl) (67)
1 q
Ujsr/2 = (U5 + tg41) = (w1 = 2uj + ) (6.8)

Le schéma Quick correspond a ¢ = 0,375 (Léonard, 1979).

6.2.2 Les calculs paralléles

1l est dificile de parler de simulations d’écoulements turbulents sans dire quelques mots sur les machines sur
lesquelles on effectue ce type de calcul.

Dans l'industrie automobile, les maillages utilisés sont de 'ordre d’une dizaine de millions d’éléments
pour un calcul sur véhicule complet. Il n’est pas possible de faire tourner ce calcul sur un seul ordinateur,
et il est donc nécessaire d’avoir un code qui est capable de tourner sur plusieurs processeurs (typiquement
entre 10 et 50 processeurs linux) en paralléle. Le domaine de calcul est décomposé de maniére automatique
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en sous-domaines, et le code va devoir gérer a la fois le calcul sur chaque processeur, et les communications
entre les processeurs, en cherchant & minimiser au maximum le coiit de ces communications.

On définit plusieurs indicateurs caractéristiques pour quantifier 'eficacité de la parallélisation d’un code
de calcul ; on compare par exemple le temps que mettrait un calcul de cing million de mailles sur 10
processeurs et sur 20 processeurs. Si le code est bien parallélisé, on devrait mettre la moitié de temps, par
exemple mettre 1 jour au lieu de 2 jours. En pratique, on perd au minimum 20% de rendement, c¢’est-a-dire
qu’on met 1,2 jours au lieu de 2. Le speed up S est dépendant de nombreux paramétres :

e du type de processeurs (Linux, Intel, Optéron, etc.)

du type de réseau d’interconnection entre les processeurs

du code de calcul

de la taille du maillage
e du nombre de processeurs utilisés
e du type de découpage du domaine (en général non modifiable par I'utilisateur)

Il est donc dificile de savoir a priori sur combien de processeurs lancer sa simulation. La meilleure solution
est souvent de faire passer des cas tests représentatifs en terme de taille de maillage sur plusieurs nombres
de processeurs différents pour optimiser le délai d’obtention de solution.
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