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“C’est avec la logique que nous prouvons

et avec l'intuition que nous trouvons”

(Henri POINCARE)

Préambule

Ce cours ne prétend en aucune fagcon étre un cours de mathématiques, mais
vise & familiariser les étudiants en Licence de physique avec des méthodes et des tech-
niques mathématiques sans la maitrise desquelles la physique d’aujourd’hui tout simple-
ment n’existerait pas. Cette ambition limitée — qui pourra sembler modeste aur yeux
de certains puristes — n’en fera pas pour autant un catalogue de recettes énoncées sans
démonstration : on s’efforcera de trouver ’équilibre entre la rigueur et l’intuition, n’hési-
tant pas a donner des versions “faibles” de vraies démonstrations de théorémes grace
a lutilisation d’hypotheéses contraignantes, adoptées dans le seul but de maintenir la
démonstration & un niveau relativement élémentaire, en tout cas largement suffisant pour
les préoccupations usuelles du physicien. Il arrivera méme que l’on se borne a indiquer
le fil d’une démonstration sans donner le détail de celle-ci, animé par la conviction que
la compréhension des idées doit prendre parfois le pas sur un exposé détaillé ralentissant
le rythme sans apporter vraiment d’élément nouveau.

L’émergence et la construction des théories physiques “modernes” (par exemple
la Mécanique statistique, la Relativité, la Mécanique quantique) auraient été impossibles
sans le recours a des concepts ou des outils mathématiques assez élaborés et trés puis-
sants. Cette nécessité s’était déja imposée au XIX® siecle pour l’E’lectmmagnétz’sme (et
sa cohorte d’équations aux dérivées partielles) et la Mécanique statistique dont Boltz-
mann peut étre considéré comme le pére-fondateur. Au XX° siécle, l'analyse complexe
a débarqué en force : jusque la cantonnés au réle d’outils commodes (mais d tout pren-
dre pas absolument nécessaires), les nombres complexes sont devenus lexpression la plus
naturelle de la spécificité quantique — et de ses étrangetés.
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L’objectif ici poursuivi inspire en grande partie le choix des questions abordées, et
ne permet pas de prétendre a [’exhaustivité pour chacune d’entre elles. Le choix résulte
inévitablement d’un compromis, tout en essayant de maintenir une structure cohérente
destinée a préserver l'unité de l'exposé. En ce sens, on peut dire que le cours est ar-
ticulé autour de la théorie des fonctions analytiques dont les premieres pages, écrites par
Cauchy, sont certainement l'une des plus belles histoires mathématiques par son élégance
et sa simplicité formelle. Quant a l'exhaustivité, elle ne pourrait étre qu’un leurre, tant
en ce qui concerne le fond que la richesse des applications. Il est souhaité que, malgré
les coupes claires inévitables, un équilibre a été trouvé entre efficacité et le pragmatisme
d’une part, la possibilité de compréhension en profondeur d’autre part.

1l est certain que Mathématiques et Physique sont deux disciplines intellectuelles
trés proches, comme en témoignent non seulement leur histoire et leur développement
au fil des siecles, mais aussi les échanges fructueuz et les enrichissements qu’elles se
sont mutuellement apportés. C’est un fait que les théories physiques s’écrivent presque
spontanément en termes mathématiques — au point que certains considerent les mathéma-
tiques comme le “langage de la nature”, pour reprendre l’expression de Galilée — et que les
grands principes physiques y trouvent une expression naturelle et lumineuse. Par exem-
ple, le principe de causalité impose des propriétés analytiques remarquables auz fonctions
de réponse d’un systéme, comme on le verra.

Toutefois, la démarche du mathématicien et celle du physicien (toutes deux fondées
sur Uintuition contrairement d ce qui est parfois prétendu) sont de natures trés différentes,
en simple conséquence des objectifs poursuivis par l'un et Uautre. Il arrive aussi que, en
dépit des apparences, la formulation d’une “méme” question ne traduise pas la méme in-
terrogation, faute d’employer des concepts parfaitement définis, ou des termes dénués de
toute ambiguité. La physique est une science expérimentale qui, partant des observations,
énonce des lois ayant le statut de principes a partir desquelles toute théorie physique est
construite ; une théorie physique est, a un instant donné, considérée comme exacte si
elle permet de rendre compte de tous les phénomenes observés et sa fécondité se situe
réellement dans son aptitude 4 prévoir de mouveauzr phénomeénes mon encore observés.
On peut dire que la prévison théorique d’un effet inconnu jusqu’alors, la suggestion d’une
expérience permettant de l'observer ...et son observation de fait constituent le menu
royal du physicien.

Le mathématicien ne saurait s’en remettre a l'expérience au sens ou l’entend le
physicien, et introduit ou manipule des concepts sans se soucier de leur mise a ’épreuve
expérimentale, et pour cause puisque la plupart d’entre eur sont par nature inaccessibles
a Uexpériencet. La notion d’infini (méme le plus petit d’entre euz, le cardinal des entiers
naturels), la notion de nombre irrationnel, ..., ne sauraient faire l’objet d’une quelconque
quéte de vérification expérimentale, et c’est ce qui a tant troublé les Anciens, les Grecs
notamment : on aura beau remplacer la diagonale d’un carré de coté de longueur unité
par une succession de petits segments formant un escalier autour de la diagonale, la

1Par exemple, s’agissant de prouver la véracité d’une propriété fonction du cardinal N € N d’un
certain ensemble, on peut faire ’expérience avec un ordinateur, qui va examiner systématiquement les
valeurs successives de N. Aussi puissant que soit l'ordinateur, il ne pourra jamais considérer qu’un
nombre maximum Npax. Ceci ne démontrera jamais que la propriété est vraie VN € N.
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somme des longueurs des segments formant [’escalier sera toujours égale a 1, alors que
la diagonale a pour longueur /2. En la circonstance, ce qui est impossible & réaliser
expérimentalement c’est ce que le mathématicien appelle passer a la limite. On peut
dire que la notion d’infini est hors de portée pratique du physicien, ce qui ne [’empéche
évidemment pas faire le saut conceptuel et de la manipuler effectivement, quand il sait
(pour de bonnes raisons) qu’il peut le faire.

Si la notion d’infini échappe au physicien dans ses tests expérimentauz, il en va
de méme de la notion de 2éro® : le physicien considére comme nulle (et non avenue)
toute “perturbation” dont les effets se situent en-deca de ses capacités observationnelles,
ou toute grandeur physique pour laquelle on a su trouver expérimentalement une borne
supérieure tres petite : si on déclare nulle la masse du photon ou la charge du neutron
(par exemple), c’est d’une part parce que les théories construites avec ces hypothéses sont,
jusqu’a présent, en accord avec l’expérience, d’autre part parce que l'on a pu trouver
expérimentalement des bornes supérieures incroyablement petites’. De méme, dans la
construction d’un modéle physique*, on déclare (plus ou moins explicitement) que certains
effets sont négligeables, ce qui revient a les annuler strictement a zéro.

L’une des démarcations les plus indiscutables entre l'univers du physicien et celui
du mathématicien tient sans doute au fait que le premier a toujours da sa disposition
des échelles pour les grandeurs physiques pertinentes du probléme considéré : échelles de
temps, de longueur, d’énergie, etc. C’est par rapport a ces échelles que se situent le zéro et
Uinfini du physicien : pour la physique atomique, la taille de notre galaxie est réellement
“Infinie”, cependant que pour les phénomeénes se situant dans le domaine d’énergie® de
eV, le noyau atomique peut étre considéré comme ponctuel® (de rayon nul). Au contrai-
re, pour l’astrophysicien qui étudie 'univers a grande échelle, notre galaxie est un objet
“microscopique”, cependant que pour l’expert en gluons et quarks, un noyau est a lui seul
un véritable univers. De la méme fagon, le temps de (quasi-)récurrence d’un systéme
macroscopique est exponentiellement grand, mais en toute rigueur fini : c’est pourquoi
le physicien énonce le Second Principe, légitimé par le fait qu’un intervalle de temps
~ 1010 fois l’age de l'univers est réellement pour lui inaccessible, tout comme linfini
au sens commun est et restera toujours hors de portée’. La notion d’échelle est reliée
a celle de résolution : toute mesure est effectuée a l'aide d’un appareil de précision
limitée fournissant des valeurs dont on peut seulement dire que chacune se trouve dans
un certain intervalle fini autour de la valeur retenue ; l'intervalle est communément

2A au moins une exception toutefois, lorsqu’il s’agit d’une loi de conservation fondamentale (celle de
la charge électrique, par exemple), et de la symétrie sous-jacente.

3Pour la masse du photon, la borne supérieure expérimentale actuellement admise est environ
10752 kg. Quant au neutron, sa charge totale réputée nulle ne doit pas dissimuler le fait qu’il possede
une structure de charge (I’atome aussi est de charge nulle !).

411 n’est pas exagéré de dire que tout 1’art du physicien est de construire les (bons) modgles pour
rendre compte des observations.

51 eV ~ 1,6 x 10719 J.

8L’ordre de grandeur du “rayon” des noyaux est le Fermi (1 F= 107!% m).

"De I’hypotheése de Riemann (“Tous les zéros non-triviaux de la fonction de Riemann sont sur la
droite. ..”), le matheux ne dira pas qu’elle est vraie puisqu’elle n’est pas encore démontrée ; en revanche,
le physicien qui, dans les bonnes unités, travaille avec des nombres < 25 millions la considérera comme
exacte. Méme pour une science dite exacte, la vérité peut étre toute relative.
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appelé barre d’erreur. C’est par référence a la situation expérimentale que 'on pourra ou
non, et éventuellement, conceptualiser une grandeur physique comme prenant des valeurs

continuess.

Noter aussi qu’une échelle physique donnée a une signification toute relative,
dépendant du probléme analysé. Par exemple, la relaxation d’un systéme macroscopique
(de volume V') traité en thermodynamique relativiste exige la considération de ’échelle de
temps T 9 %/S qui prend en compte la vitesse finie de propagation. De la méme fagon,

la longueur d’onde Compton % n’est pertinente que pour des phénomeénes impliquant

une échelle d’énergie hv ~ mc?.

Il convient également de rappeler que l’horizon de la Physique est borné ; en
l’état actuel des choses, ou gravitation et théorie quantique ne sont pas unifiées, le
physicien est aveugle au-dela des échelles de Planck®. Pour n’importe quel probléme

de Physique, elles constituent des “infiniment petits/grands” incontournables bornant
inférieurement/supérieurement toute autre échelle pertinente pour le probléme considéré.

Ce sont ces distinctions qui permettent de légitimer une approche pragmatique des
mathématiques a l'usage des physiciens, ot l'introduction de certains nouveaux concepts
en tant que résultats de passage a la limite au sens du mathématicien n’est pas toujours,
au vu des principes physiques, indispensable, et me s’impose que par pure commodité
technique. L’exemple le plus simple venant a ’esprit est sans doute la notion de dis-
tribution, nécessaire en toute rigueur pour la formalisation de l’Electmstatique, laquelle
pourtant n’a pas di attendre (heureusement !) les années 1950 pour trouver son acheé-
vement, et pour la Mécanique quantique mais cela n’a pas empéché Dirac de formuler
Z’Electrodynamique quantique des 1928. En fait, le bien-fondé de Uapproche physique des
mathématiques repose sur l’hypothése que le physicien n’a pas perdu la raison, rassuré par
la certitude que s’il fait des bétises, il va trouver des aneries ! Par exemple, la “fonction”
de Dirac n’est que lidéalisation conceptuelle d’une vraie et bonne fonction 0. (x — xq) de
largeur € trés étroite (a laune de la bonne échelle, précisément), d’intégrale unité, et
qui, associée a une fonction f(x) & variation lente, extrait précisément la valeur de la
fonction au point de concentration :

+oo
/ f(x)de(x — o) da ~ f(xo) (1)
— 00

Ceci n’est acceptable que dans la mesure ou, si Ax est l’échelle de variation significative
de f, Uinégalité ¢ < Ax est vérifiée pour le probléme considéré ; cela étant, le physicien
n’a pas vraiment besoin de connaitre la théorie des distributions pour écrire l’égalité

8Pour une source radioactive jeune et macroscopique, considérer le nombre de noyaux actifs comme

une variable continue n’est pas déraisonnable puisque 1 est un “infiniment petit” comparé au nombre
. . " L . d 1
d’Avogadro. De méme, ’'intensité dans un circuit macroscopique est I = d—‘tz, alors que ’on sait bien que

la charge électrique est quantifiée, de méme le nombre 1 est tout petit quand il est la différence de deux
nombres quantiques valant chacun des milliards de milliards (d’ou la limite (asymptotique) classique de
la Mécanique quantique), etc.

9Le temps de Planck est 7p = Z—5G ~ 3x10~%3 s, la longueur de Planck est lp = 4/ Z—3G ~ 9x10735 m ;
quant & ’énergie de Planck Ep = %, elle de ’ordre de 4 x 108 J, soit environ 2 x 108 GeV. ..
FIP 1 - 2010/2011 Cl. A.
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approchée (1), qui est en fait une simple trivialité (au moins pour lui), et se borne a
admettre la régle opérationnelle de la “fonction” de Dirac 6(x — xo) :

b
/ f(x)d(x — zo)dz = f(zo) (a <z9<b) . (2)
Dans le méme ordre d’idées, a propos des rappels sur les séries de Fourier, on “démon-

trera” la relation : .
Z e = 21 Z §(x — 2pm) (3)
ne PEZL

qui joue un réle important dans les problémes de diffraction (condition de von Laue,
équivalente a la condition de Bragg n\ = 2dsin®). On donnera néanmoins un bref
apercu de la théorie des distributions, aussi appelées fonctions généralisées — on verra
POUTQUOT.

Autre exemple, relatif a la notion de fonction périodique. Pour le mathématicien,
cette notion est définie sans ambiguité : une fonction f(t) est T-périodique s’il existe
un réel'® T tel que f(t +T) = f(t). En soi, cette affirmation contient le fait que la
fonction f est non nulle de t = —oo a t = +00. Pour le physicien, ce simple fait est une
vue de Uesprit : sit est le temps, toute fonction g(t) représente un phénoméne de durée
forcément finie ; ainsi, les fonctions manipulées par le physicien ne sont jamais stricto
sensu périodiques. Par exemple, la fonction égale o sin(2nt/T) si 0 < t < 7 et nulle
ailleurs sera considérée en Physique comme périodique si sa durée T est grande par rap-
port a la période T (autrement dit, on a le temps de compter un grand nombre de périodes
avant Uextinction). De facon plus quantitative, la transformée de Fourier sera considérée
comme quasi monochromatique'® si dw ~ 771 est trés petit devant la résolution en pul-
sation disponible (expérimentalement ou dans lintellect du physicien) : ici encore, une
échelle (la résolution spectrale) permet au physicien de faire le saut conceptuel a propos
d’objets qui ne sont pas strictement ceux qu’a définis le mathématicien.

Un dernier exemple. L’équation de Newton :

a2

n’a jamais été démontrée par personne. La seule chose avérée (expérimentalement !)
est que si l'on fait des mesures entre deux instants t et t + dt, la trajectoire polygonale
construite par la succession des points discrets, relevés expérimentalement, s’inscrit sur
la courbe continue différentiable (i.e.lisse, sans rugosité) déduite de (4). Bien sir, la
technologie aidant, on sait diminuer §t, mais il sera toujours fini, dans toute expérience,
et ne sera jamais le dt du mathématicien. Si le physicien recourt a la forme limite (4),
c’est juste parce qu’il sait intégrer les équations différentielles, et qu’il est beaucoup plus

107] existe évidemment des fonctions périodiques dont la période est un nombre complexe. La restriction
n’est ici que pour la pertinence physique de ’argument.

et dans les calculs on introduira justement des fonctions de Dirac 6(w £ wo), avec woT = 27, qui ne
sont que l'idéalisation de fonctions trés étroites ds,, (w & wo).

Cl. A. FIP 1 - 2010/2011
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simple techniquement de procéder ainsi plutot que de faire les calculs avec des accroisse-
ments finis'2. C’est aussi et surtout parce qu’aucune expérience n’est venue démentir
(4) au sens ou, 4 partir d’un 0t trop petit, les points expérimentauzr se seraient écartés
de la ligne continue déduite de (4). Si un jour on découvre qu’il faut discrétiser temps
et espace'® en-dessous de certains ér et 8t, alors il faudra — au moins & ces échelles —

renoncer & des écritures différentielles comme celles employées dans (4).

La notion de limite semble bien étre ['un des concepts au sujet duquel les univers
du mathématicien et du physicien se chevauchent sans se superposer parfaitement : si
le second peut passer a la limite sur le papier pour faciliter un développement formel,
empruntant ainsi un concept défini par le premier, il sait aussi qu’en cas de difficulté,
un retour en arriére est toujours possible. Notamment, on sait bien que l’ordre des limites
est parfois d’importance et conditionne le résultat. Lorsque tel est le cas, et sachant que
la réponse physique d’un probléme bien posé doit étre unique, cet ordre doit étre dicté
par la physique du probléme. Des exemples connus sont la transition ferromagnétique*,
ot les deux limites sont N — 400 et B — 0, le coefficient de réflexion sur une marche
de potentiel d’épaisseur I, pour laquelle les deux limites h — 0 et [ — 0 ne commutent
pas non plus [2], ou encore la limite classique et la limite de température nulle ; dans
ce dernier cas, le bon paramétre est un rapport du genre ki‘;wT, et il est bien clair que
cette quantité peut étre zéro ou l'infini selon que l'on fait tendre T wvers zéro avant h, ou
l'inverse.

S’agissant d’exposer des méthodes pour physiciens, on s’efforcera de montrer d’em-
blée en quoi les concepts et/ou les outils introduits trouvent leur application naturelle
en Physique, laquelle a d’ailleurs souvent ouvert des voies aux mathématiciens'®. Par
ailleurs, lorsqu’il s’agira d’illustrer des résultats importants (ou des curiosités), on es-
saiera précisément de choisir un exemple physique concret.

12 .. ce que on fait toujours, en revanche, quand on utilise une procédure de résolution, ou de simu-

lation, numérique.

A I'inverse, il arrive aussi que des fonctions non dérivables surviennent en Physique, par exemple dans
le mouvement Brownien (les trajectoires browniennes n’ont pas de tangente !), ou dans la physique des
systemes désordonnés (escaliers du diable).

La grande place faite a I'intuition peut conduire & des situations dangereuses, voire a des résultats
contre-intuitifs s’ils ne sont pas tout simplement erronés (la “vitesse” d’une particule brownienne n’existe
pas). Il est justement espéré que la surprise provoque alors une réflexion en profondeur sur le point qui
y a conduit.

13Ce que semblait penser Schrédinger, lui qui écrivit

“Nous ne devons pas admettre la possibilité d’une observation continue. Les observa-
tions doivent étre considérées comme des événements discrets, disjoints les uns des autres.
Entre elles il y a des lacunes que nous ne pouvons pas combler”

(Physique quantique et représentation du monde, Coll. Points Sciences, ST8, Ed. du Seuil, Paris, 1992).

Si de tels quantums d’espace et de temps existent, ils sont en-deca de toutes les capacités actuelles
d’observation.

MPour la transition ferromagnétique, on dispose de scénarios théoriques justifiant la bonne procédure
de limite & considérer (brisure d’ergodicité) : en présence d’un champ magnétique fini, le temps de
basculement d’un domaine augmente exponentiellement avec le nombre N de spins ; & la limite N — 4-oc0,
la moitié de l’espace des phases devient inaccessible [1].

15Par exemple, pour sa formulation de la Mécanique quantique (Mécanique des matrices, 1925), Heisen-
berg a introduit (apparemment sans se poser de question) des espaces vectoriels de dimension infinie
dénombrable, dont la théorie a été faite ultérieurement, essentiellement par Hilbert.

FIP 1 - 2010/2011 Cl. A.
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Les notations utilisées respecteront les usages ; par exemple, x désignera le plus
souvent l'argument d’une fonction et, de ce fait, est un nombre pur (i.e. un étre mathéma-
tique bien défini en l'absence de toute référence d une unité). Aw contraire, toutes les
grandeurs physiques ont une dimension (masse, longueur, temps, etc). Il en résulte
que largument de toute fonction (autre que la fonction mondme) intervenant dans un
probléme physique doit étre sans dimension'® : écrire sinx quand x est une longueur n’a
pas de sens (si on passe des métres aux millimétres, la valeur de la fonction change !).
En revanche sin(xio), ol xg est une autre longueur du probléme, est parfaitement sensé.
De méme e out est le temps et v Uinverse d’un temps, est parfaitement légitime alors
que, dans les mémes circonstances, e~t est absurde.

Terminons ce préambule en laissant la parole a l'un des plus grands mathéma-
ticiens, Emile Borel, qui, dans son livre Le Hasard [3] et & propos de la notion de proba-
bilité, s’exprime en des termes dont chaque mot peut étre pesé :

“Toute probabilité concrete est en définitive une probabilité statistique
définie seulement avec une certaine approximation. Bien entendu, il est
loisible aux mathématiciens, pour la commodité de leurs raisonnements et
de leurs calculs, d’introduire des probabilités rigoureusement égales a des
nombres simples, bien définis : c’est la condition méme de I'application des
mathématiques a toute question concrete ; on remplace les données réelles,
toujours inexactement connues, par des valeurs approchées sur lesquelles on
calcule comme si elles étaient exactes : le résultat est approché, de méme que
les données”.

Notes

1. Les références indiquées ci-dessous refletent le plus souvent un goit personnel, et ne constituent
nullement une liste bibliographique exhaustive. Pour la plupart, elles renvoient a des ouvrages
généraux aux qualités avérées et ayant fait date pour I’enseignement des mathématiques a I’'usage
des physiciens.

En outre, il existe de nombreux sites trés intéressants par le souci pédagogique de leur(s) auteur(s),
et parfaitement accessibles au niveau L3. L’un d’entre eux, particulierement remarquable, est celui
da a Serge MEHL : http://www.chronomath. com/

2. Ce polycopié, tres imparfait, doit étre considéré comme un document de travail. C’est peu dire
combien toutes les suggestions, remarques et critiques seront les bienvenues afin de pouvoir en

améliorer le fond, le contenu et la forme!7.

Je remercie d’avance les lecteurs attentifs de leur coopération.

161,’usage consistant & poser i =m = c = ... = 1 peut étre une source de confusion.

La fonction monéme est exception qui confirme la régle : z* a une dimension qui n’entre en conflit
avec personne. A l'inverse, le développement en série entiere de sin x (par exemple) ferait apparaitre une
somme de termes n’ayant pas tous la méme dimension.

17En raison de modifications effectuées en temps réel par la suite, la table des matieres et la liste de

références ci-dessous, établies & ce jour, pourront se révéler parfois approximatives.
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Chapitre 1

Eléments de Théorie des
probabilités

“It is impossible to trap modern physics into
predicting anything with perfect determinism
because it deals with probabilities

from the outset.”

(Sir Arthur EDDINGTON, 1882-1944)

Ce chapitre est consacré a un exposé élémentaire de la Théorie des probabilités.
L’approche intuitive délibérément choisie permettra néanmoins d’obtenir des
résultats importants et indispensables pour le Physicien, de caractériser les lois
de répartition les plus courantes et d’énoncer le Théoréme limite central.

La théorie des probabilités constitue un pan entier des mathématiques et fait
appel & des notions tres abstraites liées a la difficulté du sujet!. Celle-ci peut étre
mesurée par le fait que, si la notion de probabilité est finalement assez ancienne, il
a fallu attendre les années 1930 pour qu’en soit faite une construction axiomatique?
cohérente (Kolmogorov, 1933). On touchera du doigt plus loin les subtilités qui rendent
les exposés élémentaires insatisfaisants quand le but est ’édification d’une théorie dénuée
d’ambiguités et logiquement irréfutable.

1Selon Daniel Dugué [14] :

“Le calcul des probabilités est certainement l'une des branches les plus récentes des
mathématiques, bien qu’il ait en fait trois siécles et demi d’existence.”

2D’aprés Georges Glaeser [15]

“Ainsi, lorsque A. Kolmogorov a formalisé, en 1933, les fondements du calcul des
probabilités, il a permis a cette science de se dégager des motions vagues et subjectives de
hasard?® et de chance ; I’étude des probabilités, restée longtemps stagnante, a pris ainsi un
nouvel essor, devenant une partie trés vivante des mathématiques.”



2 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

On s’en tiendra ici & un exposé tres élémentaire, essentiellement guidé par le
pragmatisme et par le souci de garder le contact avec les préoccupations usuelles du
physicien. Ceci n’interdira pas, de loin en loin, de mentionner des situations un peu
exotiques que l'on rencontre parfois en Physique, par exemple les mesures singuliéres
continues a propos des systémes désordonnés. Un ouvrage de référence en la matiere est
Padmirable livre de Feller [16], [17], dont la lecture est vivement recommandée.

1.1 Notion de variable aléatoire

Il semble indiscutable que la notion de variable aléatoire* est inévitablement liée & la
notion d’ezpérience, ou de mesure®. On entend par 14 qu’un dispositif expérimental ayant
été mis en place, le but de ’expérience est d’obtenir les valeurs d’une certaine grandeur
d’intérét, qu’il s’agisse de 'intensité dans un circuit électrique ou de la taille des individus
d’une population donnée. Il est toujours possible d’établir une correspondance (bijective)
entre les résultats d’un type d’expérience et des nombres ; par exemple, s’agissant de
distinguer quantitativement des boules de couleur différente, des blanches, des rouges et
des noires par exemple, on peut décider d’affecter la valeur —1 a la couleur blanc, la
valeur 0 a la couleur rouge, la valeur 1 a la couleur noir. De méme, pour la piece de
monnaie, on pourra dire que face correspond a 1, et pile & 0. Pour le dé cubique (six
faces), on peut décider d’attribuer & chaque face le nombre correspondant & sa valeur.
Cette association est purement conventionnelle et n’est définie que dans un but opératoire
mais, évidemment, une fois choisie il faut s’y tenir. En tout cas, on pourra donc toujours
supposer que lexpérience (la mesure) débouche sur une valeur numérique. Le caractére
aléatoire est révélé par le fait que la répétition de I'expérience, censée se reproduire a
I'identique d’une fois & 'autre, ne produit pas toujours le méme résultat : N jets de
la piece produiront au total n fois pile et N — n fois face, sans que ’on puisse prédire,
lorsque la piece est en I'air, de quel coté elle va retomber. L’expérience est ici le jet de
la piece, le résultat de chaque expérience est soit pile, soit face ; avec la correspondance
définie plus haut, les valeurs numériques obtenues sont donc soit 1 soit 0 respectivement ;
avec ce cadre de travail, la variable aléatoire est le résultat d’un lancer de la piece, et
peut prendre les deux® valeurs 0 et 1. Une variable aléaloire pouvant prendre un nombre
fini de valeurs distinctes, ou un nombre infini dénombrable, est dite discréte. Par la
suite, on considérera aussi des variables aléatoires continues, qui prennent leurs valeurs
dans R ou une partie de R. L’abrévation consacrée pour variable aléatoire est v.a. Il
convient toujours de soigneusement distinguer d’une part la variable aléatoire abstraite,
d’autre part les valeurs obtenues lors d’une expérience — tout comme on doit distinguer
une fonction x — f(z) des valeurs numériques f(x, ). Le plus souvent, on notera X la
v.a. et x, ses valeurs numériques possibles, ou simplement x si la v.a. est continue.

4Le terme vient du latin alea, qui désigne le jeu de dés (dictionnaire Littré).

5Le sens de ce terme est précisé dans les lignes qui suivent. Le méme terme est employé (pas par
hasard !) par les mathématiciens, pour désigner une notion abstraite diiment définie qui, dans les cas
élémentaires, se réduit & celle utilisée par I’arpenteur (longueur d’un chemin, surface d’une parcelle, .. .)

60n parle souvent alors de variable binaire ou variable de Bernoulli ; dans le contexte des phénomenes
critiques, le physicien emploie le vocable spin, en référence a la Drosophile des experts en la matiére, ou
encore variable d’Ising.
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1.1. Notion de variable aléatoire 3

Dans le cas du jet de la piece, la non-reproductibilité du résultat de chaque
mesure tient au fait que I’expérimentateur, de fait, ne controle pas tous les parametres
déterminant le mouvement de la piece. En toute rigueur, si tous ces parametres étaient
controlés et connus, un protocole completement défini devrait donner toujours le méme
résultat, étant entendu que la piece est un objet macroscopique obéissant aux équations
déterministes de la Mécanique classique’. En fait, au-dela des apparences sensibles, et
des effets mesurables, de nombreuses petites causes influent le mouvement de la piece
en dehors de tout controle, et ce sont elles qui font finalement varier le résultat de
chaque lancer. L’ensemble de ces causes est ce que 'on appelle communément le hasard
et traduit, en quelque sorte, l'ignorance inévitable d’effets certes petits mais essentiels
puisqu’ils produisent une dispersion des résultats. Le hasard est ainsi ’ensemble des
causes non-maitrisées qui sont responsables de la variabilité des résultats de mesures
réputées identiques, au sens ou le protocole expérimental est completement défini.

Le but de toute théorie probabiliste est non pas de tenter de décrire (de fagon
déterministe) les causes d’une telle variabilité (par nature le hasard échappe a tout
controle), mais d’en prendre acte et de fournir un cadre alternatif affectant & l’issue
possible de chaque mesure un nombre (sa probabilité) permettant de quantifier les
résultats d'un trés grand nombre (& la limite infini) d’expériences. En quelque sorte,
I’approche probabiliste part d’un constat (I'impossibilité de décrire dans le détail les
raisons premieres qui produisent un résultat ou un autre) et, par pragmatisme, aborde
le probleme posé suivant une autre méthode®. En définitive, confronté & la pertinence
incontournable du hasard pour un phénomene donné, on recourt a une méthodologie
radicalement différente, dont les ambitions quantitatives restent a un niveau d’exigence
élevé et dont les vertus prédictives sont d’une extréme richesse.

Dans le cas des boules de couleurs, le hasard réside dans le fait que I'on définit
un jeu, consistant a tirer en aveugle les boules dans un sac. En quelque sorte, le hasard
tient a la regle du jeu elle-méme, car il n’y a rien d’aléatoire en soi dans la couleur d’une
boule donnée : dans le sac, chaque boule a sa couleur, qui ne change pas au cours du
temps. Il convient de dire des a présent que la théorie des jeux a joué un role moteur
dans le développement historique de la Théorie des probabilités, des le XVIII® siecle
(D. Bernoulli, puis plus tard Laplace, Poisson, Gauss, Galton...).

En Physique, tout résultat de mesure est une variable aléatoire, puisque toute

"Dans le domaine quantique, il en va tout autrement : on doit admettre — sous la poussée de
P’expérience ! — que les objets microscopiques ont une dynamique foncierement aléatoire. D’un autre coté,
contrairement & une affirmation fréquente, la Mécanique quantique est elle aussi une théorie déterministe :
elle prévoit avec certitude (?) ce que sont les probabilités des événements observables. Par rapport a la
Mécanique classique, le déterminisme n’a pas disparu, il a seulement changé de registre.

Le cadre quantique est caractérisé par le fait que le hasard y est irréductible, et ne tient en aucune
fagon & I'imprécision d’une expérience ou a une incapacité de formalisation détaillée — 8 et 9.

8(C’est la méme forme de renonciation qui constitue les prémisses de la Mécanique Statistique : aucun
physicien doué de raison n’envisage une seconde de décrire les propriétés d’un gaz classique en se fixant
comme objectif de trouver les trajectoires des atomes du gaz. Cet objectif est utopique, ses résultats
(inaccessibles !) seraient inexploitables, enfin et surtout cette approche est en contradiction flagrante
avec lexpérience : pour décrire (parfaitement) les propriétés d’un gaz, quelques paramétres en nombre
trés réduit suffisent (pression, volume, température, pour un systéme fermé) : rien a voir avec les ~ 1023
degrés de liberté mécaniques du gaz !
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4 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

mesure est entachée d’imprécision : quel que soit le soin pris dans la réalisation d’une
expérience et sa conduite a terme, la valeur obtenue n’est pas infiniment précise ; d’ail-
leurs, la barre d’erreur est un ingrédient essentiel pour légitimer la valeur finalement
retenue pour la grandeur physique d’intérét. Ceci est vrai méme si, selon la théorie
en vigueur, la grandeur que l'on cherche a mesurer n’a en principe qu'une seule valeur
possible?, par exemple I’énergie d'un systéme isolé (en pratique, un systéme n’est jamais
strictement isolé !).

En ce qui concerne les grandeurs classiques (i.e. non quantiques), 'imprécision a
essentiellement trois causes :

1. les appareils utilisés ont une résolution finie A, qui permet seulement de situer les
résultats de mesure sur une grille de points isolés les uns des autres, séparés de A.
Pour toute valeur mesurée xg, on peut au plus dire que la valeur de la grandeur est
dans Pintervalle [zg — £, zo + 5.

2. L’état de l'appareil dépend de divers parametres, qui peuvent varier d’une expé-
rience & I'autre (ce que 'on peut désigner — assez vaguement, il faut bien le dire'® —
par le vocable de fluctuations). Il en résulte que la valeur effectivement mesurée
peut varier d’une expérience a l'autre — clairement, la grille de mesures elle-méme
peut fluctuer.

3. La grandeur elle-méme peut étre aléatoire, faute d’une maitrise absolue des condi-
tions expérimentales.

Cela étant, deux situations extrémes peuvent étre envisagées :

1. la résolution A est tres bonne, c’est-a-dire que A est tres petit devant les variations
mesurées résultant des fluctuations de toute nature. Alors, on pourra tracer un his-
togramme!! dont les batons ont pour largeur A, qui constituera I’histogramme des
valeurs mesurées. Sa moyenne et sa largeur seront caractéristiques des variations
statistiques des mesures ;

2. la résolution est médiocre, ou en tout cas A est grand vis-a-vis des fluctuations.
Alors, toutes les valeurs mesurées coincideront les unes avec les autres, ’écart entre
les deux valeurs extrémes n’excédant pas A.

911 existe évidemment des grandeurs intrinséquement aléatoires : la longueur d’une régle a des fluc-
tuations liées aux fluctuations thermiques, toutes les grandeurs quantiques, . ..

D’un autre c6té, on peut, paradoxalement & premiere vue, affirmer que le monde quantique est in-
finiment déterminé, dans la mesure ou certaines grandeurs physiques sont quantifiées, c’est-a-dire ne
peuvent prendre leurs valeurs que dans un ensemble de mesure nulle au sens du mathématicien. Par
exemple, les énergies possibles d’un systéme 1ié forment un ensemble fini ou isomorphe & N, {Ey, },. Le
résultat d’une mesure donnant la valeur E,, est de fait infiniment précis deés lors que 'incertitude liée
aux appareils de mesure est plus petite que I’écart entre E,, et ses deux valeurs les plus proches. On
peut ainsi comprendre pourquoi des caractéristiques atomiques (la longueur d’onde d’une transition, par
exemple) peuvent servir de standard métrologique.

107,’un des enjeux est précisément de préciser et de quantifier ces variations imprévisibles.

e mot est pris ici au sens élémentaire ; un langage plus précis (et propre aux probabilistes) appelle
histogramme la fonction de répartition définie plus loin (section 1.5).
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1.1. Notion de variable aléatoire 5

Finalement, affirmer que le résultat de la mesure d’une grandeur physique (clas-
sique, voir la note 9) est une variable aléatoire est d’une extréme banalité. Si X note la
grandeur mesurée, les valeurs obtenues seront (dans la bonne unité de X), des nombres
xy, définis par la grille discrete de pas A. On pourra dire que le résultat de chaque
mesure est x,, si on a trouvé une valeur dans l'intervalle [z, — %, Ty + %] Dans le
premier cas ci-dessus (trés bonne résolution), la grandeur X ressort comme une variable
aléatoire et est distribuée suivant un certain histogramme. Dans le second cas (fluctu-
ations d’appareil trés petites et/ou résolution médiocre), la variable X apparait comme
certaine, mais il serait aventureux d’affirmer, au vu de cette série d’expériences, qu’elle
est intrinsequement une variable certaine, c¢’est-a-dire ne pouvant prendre qu’une et une
seule valeur'?.

La regle générale est donc l'aléatoire, la variable certaine étant en fait le cas-
limite idéal ol toutes les valeurs sauf une sont impossibles ; cette valeur unique donne a
la grandeur la qualité de variable non distribuée. Pour une grandeur physique donnée, le
statut aléatoire vs certaine n’est pas toujours propre a cette grandeur, mais peut dépendre
du cadre d’étude!® et/ou du degré de précision des expériences envisagées. Ici encore,
le zéro du physicien n’est pas celui du mathématicien : pour le physicien, une variable
X prenant une valeur x; avec la probabilité 10710% et une valeur différente x5 avec la
probabilité 1 —10710* sera considérée comme une variable non aléatoire!* (certaine). . .

Pour désigner le résultat d’une expérience, le terme conventionnel est événement,
noté w. Plus précisément, on se doit de définir d’abord les événements élémentaires
(“atomiques” ), c’est-a-dire dresser la liste de tous les résultats possibles de 1'expérience.
Pour la piece de monnaie, il y a deux événements élémentaires :

w1 = pile (P) ou wy = face (F)
Pour les boules & trois couleurs, les événements (élémentaires) sont
w1 = blanc ou ws = noir ou w3 = rouge

Pour le dé, il y a 6 événements élémentaires, etc. L’ensemble des événements élémentaires
sera noté ) et est appelé espace des épreuves (aussi appelé parfois univers). Une fois
introduite une correspondance biunivoque entre les résultats possibles d’une expérience

12Répétons qu’une distinction est ici toutefois nécessaire. Quand on mesure des grandeurs prenant
des valeurs x € R continues — c’est toujours le cas pour les grandeurs physiques classiques —, la prise en
compte de 'imprécision expérimentale, toujours inévitable, permet de dire que la mesure de toute telle
grandeur fournit une variable aléatoire. Ceci n’est plus vrai pour les grandeurs physiques quantifiées
qu’introduit la Mécanique quantique, dont I’un des postulats affirme que toute mesure ne peut fournir
qu'une valeur discréte xr, & prendre dans un ensemble fini ou infini {X}, mais toujours dénombrable.
En pareil cas, si A est plus petit que minx} [zn — ,/|, mais toujours forcément fini, la mesure peut bel
et bien étre qualifiée d’infiniment précise, puisqu’elle fournit alors la seule et unique valeur disponible
dans l’intervalle de résolution de ’appareil.

B3Pour un systéme isolé (microcanonique), I’énergie est une grandeur certaine ; pour le méme systeme
placé en situation canonique, son énergie est une grandeur fluctuante.

14D’on affirmation contenue dans le Second principe de la Thermodynamique. Sur la tombe de
Boltzmann dans le cimetiére central de Vienne, cette inscription en guise d’épitaphe : S = kIn W (voir
p.6).
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6 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

S=klogw

INVDWIE
BOLT SMANN
e ey

Figure 1.1: La tombe de Boltzmann a Vienne, avec l'illustrissime formule. La constante
k a été en fait introduite par... Planck, une fois que celui-ci etit dépassé son aversion de
I’approche statistique de Boltzmann.

(e.g.pile <> 0, face <« 1), définissant les valeurs de la variable aléatoire, on peut dire
qu'une variable aléatoire est une application de l'espace des épreuves dans R (voire!®
dans C).

Les événements élémentaires sont des “briques” permettant de définir des événe-
ments composites (“molécules”) ; par exemple, on peut décider de lancer N fois la piece :
chaque expérience peut étre représentée par le mot de N lettres PPFPFPPFFFPEF.. . F,
ou par un nombre binaire 110101100010...0, c’est un événement (composite), fabriqué
avec les briques que constituent les événements élémentaires. Les résultats de toutes
ces expériences peuvent étre completement spécifiés a ’aide des deux seuls événements
élémentaires. Obtenir pile ou face est un événement non-élémentaire, ainsi qu’obtenir pile
et face'S. Pour les boules dans le sac, obtenir deux blanches et une noire en trois essais
est un exemple d’événement non-élémentaire, qui d’ailleurs n’est ni certain ni impossible.
Si nécessaire, on désignera par des capitales (A, B, ...) des événements composites, pour
bien les distinguer des événements élémentaires w,.

Deux événements sont dits exclusifs si 'obtention de 'un interdit celle de ’autre
(on dit aussi incompatibles, comme on parle des observables incompatibles en Mécanique
quantique). Deux événements élémentaires sont donc forcément exclusifs : tout jet de

15Pour le dé, on peut tout autant définir la v.a. eik%ﬂ pour la face de valeur k (k =1, 2,... 6). L’image
de Q n’est plus alors I’ensemble des six points sur ’axe réel d’abscisses k, mais six points équidistants
sur le cercle unité de C.

16¢%est un événement dit impossible.
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1.2. Notion de probabilité 7

la piece fournit a chaque fois une valeur, excluant I'autre ipso facto — on peut méme
caractériser les événements élémentaires en disant que pour chacun d’entre eux, le résultat
de toute expérience est soit cet événement, soit son contraire.

A Tl'inverse, deux événements composites distincts A et B ne sont pas forcément
exclusifs ; par exemple, les deux événements :

A = tirer deux boules blanches et une boule noire

B = tirer trois boules de couleurs différentes

ne sont pas exclusifs. Autre exemple : B est d’obtenir 8 comme somme du lancer de
deux dés, et A est d’obtenir 2 pour I'un, 6 pour l'autre. Dans ces cas on voit aussi que
la réalisation de A entraine la réalisation de B : on dit que A entraine B, ou que A est
inclus dans B — ce que 'on note A C B, ou A = B.

L’événement consistant en la réalisation de A ou de B est noté AU B ; celui
consistant en la réalisation de A et de B est noté AN B (si A C B, alors AN B # ().
Cette notation est tres utile, et parle & 1esprit : on verra (sans grande surprise, compte
tenu des habitudes algébriques de Iesprit) que 'union (U) est en relation étroite avec
I’addition des probabilités'”, que 'intersection (N) est associée avec la multiplication des
probabilités'®, et qu’enfin I'inclusion (C ou C) correspond & 'inégalité < ou <. Pour les
événements élémentaires, on a évidemment :

‘Unwn:Q ) Wy Nwy =10 (Vn#n’)‘ (1.1)

En revanche, pour des événements composites, AN B # (@, sauf si A et B sont incom-
patibles. Dans la suite, on utilisera 'une ou 'autre des notations, ou les deux (voir par
exemple (1.18)).

L’événement certain est un événement qui se produit a chaque expérience ; obtenir
pile ou face est I’événement certain du jeu de pile et face. Pour la complétude, on définit
aussi la notion d’événement impossible : c¢’est un événement qui ne peut pas se produire
(tirer une boule de couleur indigo). 11y a autant d’événements impossibles que ’on veut !

1.2 Notion de probabilité

Il s’agit maintenant d’aborder la description quantitative formant la base d’'une méthodo-
logie de nature probabiliste, en suivant comme annoncé une démarche essentiellement
pragmatique'®. Dans un premier temps, on s’en tient & une approche intuitive ot il sera
supposé que le nombre d’événements élémentaires est soit fini, soit dénombrable ; ceci
veut dire que le cardinal de 2 est un nombre entier fini ou infini : ) pourra toujours

17pour des événements exclusifs — voir plus loin.

18pour des événements indépendants — voir plus loin.

19Cette approche est parfois qualifiée d’un horrible néologisme, étant désignée comme 1’approche
fréquenciste. On peut préférer approche statistique. . .
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8 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

étre mis en bijection avec {1, 2, ..., Ng} ou avec N, et est alors qualifié de discret, tout
comme la v.a. correspondante (elle prend des valeurs bien séparées les unes des autres).
En conséquence, I'ensemble des événements composites construits avec les w,, € ) est
forcément lui aussi dénombrable. Dans un deuxiéme temps, mais sans pouvoir rentrer
dans le détail, on pointera les difficultés inhérentes a cette approche intuitive.

1.2.1 Définition intuitive

Enoncer la liste des événements élémentaires possibles, supposés formant un ensemble
dénombrable, est un premier stade, de type qualitatif. Pour donner une véritable dimen-
sion quantitative a la description théorique, il convient d’attribuer un nombre mesurant
que tel ou tel événement se produit plus ou moins souvent. Pour ce faire, I'approche
intuitive consiste & se reposer sur une longue série d’expériences réputées identiques®,
et a faire le relevé soigneux du nombre de fois oti un événement donné s’est produit ;
clairement, il suffit d’effectuer ce travail sur les événements élémentaires. Si N est le
nombre total d’expériences, et si I’événement (élémentaire) w,, est survenu N, fois, on

définit alors sa fréquence statistique f, par le rapport :

ase N

fréquence d’observation de w, = f, = NG (1.2)

L’acte de foi consiste alors a admettre, sous la poussée de ’expérience, que dans la
limite d’'un nombre infini de tirages, chaque fréquence a une limite qui est, suivant cette
définition pragmatique, la probabilité de I’événement w,, :

déf

Yw, € Q, HNEIEOO fn et p, = Nlirilm fn <= Probabilité de w, = p,| (1.3)

Evidemment, la convergence (supposée) de la suite des f,, vers les p,, est fort subtile :
en réalité, chaque série d’expériences a sa propre suite de fréquences. Si on fixe n,
en se concentrant sur un événement donné, on peut tracer une trajectoire donnant f,
en fonction du nombre d’expériences A. Cette trajectoire a un aspect “rugueux” et
passe sans cesse d’un coté a 'autre de la valeur-limite p,, en suivant le plus souvent
un chemin tres surprenant : il peut rester tres longtemps d’un méme et unique coté,
faire une breve excursion de l'autre, avant de refranchir la limite et s’en écarter en
donnant I'impression de n’y plus vouloir revenir. Clairement, pour un événement donné,
la trajectoire varie d’une série d’expériences a ’autre. Le point essentiel est de postuler
que toutes les trajectoires relatives a un événement donné ont une limite commune — dans
le langage convenu, on peut parler de bassin d’attraction, vers lequel convergent toutes
les trajectoires (tous les chemins ménent & Rome). Cette régularité est parfois appelée
stabilité des fréquences statistiques.

200n appelle souvent tirage ou échantillonnage, une telle longue suite d’expériences. A ce pro-
pos, rappelons que la notion de reproductibilité d’une expérience est I'une des pierres angulaires de
la méthodologie de la Physique.
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1.2. Notion de probabilité 9

2 5 10 20 50 100 400

Figure 1.2: “Trajectoire” de la probabilité d’avoir pile lors d’un tirage de 400 coups
(figure extraite de ouvrage de Rényi [18], p. 25).

Ici, rien n’est donc affirmé sur la loi de convergence des fréquences f, vers leurs
valeurs limites p,, : la seule hypothese, a ce stade, est I'existence de la limite p,, pour
chacune d’entre elles. La grande difficulté de 1’échantillonnage statistique tient au fait
qu’il faut en général un trés grand nombre d’expériences pour que la fréquence f, soit
soit & peu pres stabilisée a une valeur proche de la valeur théorique p,,.

Par leur définition (1.2), les fréquences sont des quantités positives ; leur limite p,,
(la probabilité de wy,) est donc elle aussi positive. En outre, par construction, la somme
des fréquences est constante et égale & 1, quel que soit N et quel que soit le tirage :

No N, N
Zf":ZW:EDl\/ :Nzl- (1.4)

Il en va de méme de la somme des p,, :

Par ailleurs, la fréquence d’avoir un événement w,, ou un autre événement w,, est
évidemment la somme de leurs fréquences respectives, somme du nombre de cas ou wy,
s’est produit et du nombre de cas ou w,, s’est produit :

fréquence d’observation de (wy, ou wy/) = fr + fur ; (1.6)

on a donc aussi :

Probabilité de (w, ou wy/) = pp + pp/ (1.7)

L’événement composite : obtention de w, ou de w,/, noté w, U w,/, conformément a
ce qui a été mentionné plus haut, a donc tout naturellement une fréquence égale a la
somme des fréquences, une propriété qui se reporte sur les probabilités correspondantes,
signature du fait que deux événements élémentaires sont forcément exclusifs. D’un autre
cOté, la composition et est en un sens triviale lorsqu’il s’agit d’événements élémentaires,
pour lesquels on a toujours w, Nwy, = @, d’ou :

Probabilité de (wy, et wy) =0 pour tout couple d’événements élémentaires‘ (1.8)
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10 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

A ce stade, on pourrait étre tenté de vouloir définir la notion de probabilité sans
faire référence a la notion de fréquence statistique. Par exemple, pour le dé cubique
parfait, on pourrait dire d’emblée que la probabilité de chaque face est %, rapport entre
le nombre de cas favorables et le nombre de cas possibles. En réalité, cette définition n’en
est pas une, car elle suppose (implicitement) que chaque face a ... la méme probabilité
que toutes les autres | En effet, s’il n’en va pas ainsi (dé pipé), il est bien clair que les
probabilités des différentes faces ne sont pas égales entre elles et ne valent pas toutes
%. Il en résulte que la définition tentative ci-dessus devrait étre précisée en disant que
la probabilité est le rapport du nombre de cas favorables au nombre de cas possibles?!,
sachant que tous les cas possibles ont la méme probabilité. Alors le caractere spécieux de
cette définition saute aux yeux : pour définir la notion de probabilité, on fait appel a .. .la
notion de probabilité. En Logique, une telle définition est souvent dite circulaire et, ne
serait-ce que pour cette raison, cette définition ne saurait étre pleinement satisfaisante et
définitive. Notons toutefois que 1’équiprobabilité des cas possibles est probablement (!)
I'une des meilleures définitions du hasard : c’est justement parce que l'ignorance est
totale que tous les cas possibles doivent étre traités sur un pied d’égalité®2.

1.2.2 Difficultés de la définition intuitive

L’incohérence logique qui vient d’étre pointée est I'une des difficultés historiques de la
théorie premiere des probabilités. Une autre difficulté majeure survient quand le nombre
d’événements a la puissance du continu. Dans tous les exemples intuitifs présentés ci-
dessus, le nombre d’événements est fini. La plupart des résultats s’étendent sans trop
de difficulté au cas ou €2 est équipotent a N, moyennant la définition convenable de la
convergence sous différentes formes ; par exemple, une distribution de probabilités p,,
peut tout a fait étre de la forme p,, = n% (n € N*) & condition que I'exposant « soit
strictement supérieur a 1. En revanche, si  a la puissance du continu, la difficulté
est profonde, et la définition intuitive extrapolée brutalement conduit aisément a des

situations présentées comme paradoxales.

La notion de variable aléatoire peut se généraliser au cas ou les valeurs possibles
sont dans un intervalle inclus au sens large dans R (ce peut étre R lui-méme). En effet,
rien dans la notion de v.a. ne s’oppose a considérer un tel cas, c’est méme a la réflexion le
cas le plus naturel, puisque (théoriquement) la plupart des grandeurs physiques prennent

210n trouve cette définition dans le livre Théorie analytique des probabilités de Laplace (1819) :

“La théorie des hasards consiste a réduire tous les événements du méme genre a un
certain nombre de cas également possibles et a déterminer le nombre de cas favorables
a l’événement dont on cherche la probabilité. Le rapport de ce nombre a celui de tous
les cas possibles est la mesure de cette probabilité, qui n’est ainsi qu’une fraction dont le
numeérateur est le nombre de cas favorables, et dont le dénominateur est le nombre de tous
les cas possibles.”

220n retrouve ici la plausibilité du postulat fondamental de la Mécanique statistique (pour I’ensemble
microcanonique, tous les états de méme énergie ont la méme probabilité).

L’équiprobabilité de tous les cas possibles est intimement liée & celle d’entropie, qu’il s’agisse de
I’entropie de Boltzmann, ou celle de Shannon et Wiener en Théorie de I'information (pour une introduc-
tion éclairante sur ce sujet, voir 'ouvrage de Renyi [18]).

FIP 1 - 2010/2011 Cl. A.
Mathématiques pour physiciens 7 X 2010 UPMC



1.2. Notion de probabilité 11

en principe leurs valeurs dans R (le cas discret est & la réflexion plutdt exceptionnel, sauf
dans le domaine quantique évidemment). Le physicien peut par exemple se poser la
question : quelle est la probabilité pour que la vitesse d’un atome de gaz soit inférieure a
une valeur vg choisie a 'avance 7 Ou : quelle est la probabilité pour que l'activité d’une
source radioactive soit supérieure & un seuil de tolérance donné?? ? Dans la vie de tous
les jours, les variables réputées aléatoires sont souvent des variables prenant des valeurs
continues : quelle est la probabilité pour que la taille d’un individu soit inférieure a une
valeur donnée ?

L’un des plus célebres paradoxes est dii & Bertrand (1888), qui a montré qu'une
méme (?) question — “Soit un triangle équilatéral et son cercle circonscrit. On tire une
corde au hasard. Quelle est la probabilité que sa longueur soit supérieure®* ¢ celle d’un
coté du triangle” ? — semble pouvoir recevoir plusieurs réponses différentes?®.

Une autre grave difficulté surgit a propos des événements impossibles qui, dans un
espace ) discret ont, par leur définition, une probabilité égale & zéro (puisque la somme
des probabilités de tous les événements possibles vaut 1, et qu’un évément impossible est
le contraire de I’événement certain), et réciproquement. Cette assimilation équivalente
n’est pas acceptable dans le cas continu. Par exemple, selon la définition intuitive, la
probabilité de trouver un réel compris entre 0 et 1 dans l'intervalle [0, 1] est visiblement
nulle. De facon plus imagée : s’agissant d’atteindre un objectif2® de surface D sur une
cible de rayon R, on a envie de définir intuitivement la probabilité comme le rapport
%32; mais comme la surface d’un point est nulle, la définition produit 'absurdité : tous
les événements élémentaires sont impossibles !

L’intégrale de Lebesgue permet de résoudre cette difficulté, en conduisant a une
définition rigoureuse de la probabilité telle qu'un événement de probabilité nulle n’est pas
forcément impossible, éclairant la nature précise de la relation logique entre impossibilité
et probabilité nulle :

Evénement impossible = Probabilité nulle (1.9)

la réciproque étant fausse en général. L’assimilation de bon sens, pour une variable
discréte, entre impossibilité et probabilité nulle ne tient plus dans le cas d’une variable
continue puisqu’alors aucune valeur ne serait possible. Ce paradoxe se résout en arrivant
a énoncer une définition de la probabilité telle que la probabilité qu’une v.a. continue X
prenne une valeur x appartenant & un ensemble non-dénombrable (un intervalle par ex-
emple) n’est pas I'addition des probabilités des valeurs individuelles. En effet, la mesure

23Quoique dans ce cas, précisément, la notion de continuité au sens strict est douteuse : I’activité est
le nombre de désintégrations par seconde, qui est forcément un nombre entier. . .

24Cette fagon astucieuse de poser le probleme évite un piege majeur (voir ci-dessous), et préfigure la
bonne formulation : on ne s’intéresse pas & la coincidence (égalité) entre un résultat et une valeur pres-
crite, mais on se demande si le résultat est plus grand qu’une certaine valeur (inégalité). Cette différence
fondamentale est inhérente & définition de la fonction de répartition introduite plus loin (sectionl.5).

25En réalité, il n’y a pas de paradoxe, car les trois raisonnements donnant trois réponses différentes
correspondent en fait & trois protocoles expérimentaux différents. Pour une discussion approfondie, voir
par exemple http://www-ensps.u-strasbg.fr/enseignants/harthong/Hist/BERTRAND.HTM

26 Cette formulation anodine est d’ailleurs en soi trés ambigué : s’agit-il de jouer aux fléchettes ou
d’envoyer des particules a sur une (mince) feuille d’or ?
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12 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

de Lebesgue p d’un singleton?” étant nulle — u({z}) = 0 —, on ne peut visiblement pas
écrire que la mesure d’un intervalle A = [a, b] est A\(A) = > ., u({7}) — et heureuse-
ment. Au moins deux raisons & cela ; la premiere est que la seule valeur “raisonnable”
pour une telle somme est zéro puisque chacun de ses termes est nul, ce qui donnerait
une mesure nulle pour A (alors qu’elle vaut b — a). La seconde est que additivité d’une
mesure est définie au plus pour les réunions dénombrables?8.

De cette définition, il résulte notamment que la probabilité qu’'un nombre x tiré au
hasard dans [0, 1] C R soit rationnel est nulle, et ceci bien que les rationnels inclus dans
[0, 1] constituent un ensemble dense dans cet intervalle. En effet, 'intégrale de Lebesgue
de la fonction de Dirichlet?® D(z) est bien définie — elle est nulle. La probabilité est
nulle que le nombre trouvé soit rationnel, mais il n’est pas impossible pour un nombre
d’étre rationnel : il ne fait ainsi aucun doute que la relation (1.9) n’est pas a double
sens. Par ailleurs, la difficulté est bien levée puisque ’ensemble des rationnels n’est pas
Iespace € : malgré leur densité dans R, les rationnels forment un ensemble de mesure
nulle’. En définitive, alors que pour une v.a. discréte on peut dire qu'un événement
de probabilité nulle est impossible, il n’en va pas de méme pour une variable continue
puisqu’alors aucun événement ne serait possible.

Ces difficultés étant sommairement mentionnées, on s’en tiendra pour l’essentiel
dans la suite, et s’agissant de la dimension conceptuelle, a la définition intuitive présentée
ci-dessus et aux généralisations qu’elle autorise, tant pour les variables discrétes que pour
les variables (réputées) continues. Au moment opportun, on reviendra briévement sur
des situations quelque peu exotiques (escalier du diable3'), mentionnant d’ailleurs des
situations physiques ot des monstres3? interviennent, mais tout en gardant & l’esprit la
distinction essentielle entre la notion de limite telle que le mathématicien la définit sans
ambiguité, et celle que congoit le physicien, butant t6t ou tard sur la notion d’échelle
physique (voir 'Introduction du cours). La restriction délibérée d’inspitation pragma-
tique est légitimée parce que, reposant fondamentalement sur la notion de fréquence
statistique d’observation, elle procede d’une attitude pas vraiment incompatible avec le
fait que la Physique est d’abord une science expérimentale. S’il est certain que, comme
le dit Feller ([17], p.11) “Problems are not solved by ignoring them”, on peut néanmoins
maintenir cette attitude dans le cadre d’un enseignement de mathématiques a 'usage des
physiciens.

On peut enfin ajouter que si la notion de variable continue est intrinseque a la
Physique — jusqu’a présent, on admet que les variables d’espace et de temps le sont,

27L’ensemble formé par = tout seul, noté usuellement {x}, est appelé singleton.

281e probleéme discret vs continu n’est pas sans rapport avec les discussions autour du paradoxe de
Zenon.

291a fonction de Dirichlet D(z) est définie comme valant 1 si z est rationnel, 0 autrement.

30Un tel ensemble est parfois dit négligeable, terminologie dénuée de toute connotation péjorative.

31En anglais : devil’s staircase.

32 Jean Perrin emploie ce terme & propos des trajectoires browniennes dont il avait eu I’intuition géniale,
suivant au microscope optique la marche erratique des grains de pollen, d’y reconnaitre certains monstres
inventés par les mathématiciens (justement, les fonctions partout continues mais nulle part dérivables. . .)

Il est bien clair que l’intuition de Perrin est un exemple typique de passage a la limite au sens du
physicien : en tant qu’ardent défenseur de l’atomisme, il savait bien que la dissection de la trajectoire
ne saurait s’approcher trop pres de I’échelle d’une longueur atomique !
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1.3. Axiomes. Premiéres conséquences 13

pour ne citer qu'un exemple —, toute vérification expérimentale d’une loi repose sur
la définition d’un intervalle caractérisant la résolution de ’expérience. De ce point de
vue, une grandeur continue est de facto assimilée a une variable discrete, et les difficultés
conceptuelles évoquées ci-dessus disparaissent d’elles-mémes ; pour en revenir a I’exemple
de la cible cité ci-dessus, I'existence d’une résolution linéaire finie § entraine forcément
que le plus petit “point” observable a en fait une surface o< 62, et la définition intuitive
contrainte par la résolution finie inévitable fournit une réponse et une seule, parfaite-
ment sensée. Que cette réponse dépende du protocole expérimental (la définition de la
résolution §) ne saurait ici choquer : tirer sur une plaque avec des billes ou envoyer des
particules « sur une feuille d’or sont deux expériences fort différentes !

Pour en terminer avec cette introduction intuitive, il convient de rappeler le lien
historique étroit entre la Théorie des probabilités et ’analyse combinatoire, elle-méme
liée a la Théorie des jeux. Ces deux disciplines ont joué un role moteur dans I’édification
de la Théorie des probabilités. Fondamentalement, le lien est précisément la définition
(circulaire !) énoncée plus haut, la résolution de chaque probleme consistant & dénombrer
les différents cas pour finalement retenir la probabilité cherchée comme le rapport du
nombre de cas favorables au nombre de cas possibles, ces derniers étant réputés également
probables. Dans cet exposé élémentaire, I’aspect combinatoire sera délaissé, au profit de
I'introduction d’instruments d’usage courant en Physique, étant admis que les bases des
techniques élémentaires de dénombrement sont connues.

Notons enfin que si la présence d’aléatoire exige le recours a un formalisme proba-
biliste, la réciproque est fausse : la Théorie des probabilités est un outil puissant pour
Pétude de certains modeles purement déterministes (o, suivant la définition usuelle,
tout élément aléatoire est exclu) ; c’est le cas notamment des paradigmes du chaos
déterministe33.

1.3 Axiomes. Premieres conséquences

Les considérations précédentes permettent de construire un cadre théorique ou, sans
vouloir formaliser a ’extréme, il est bon de rassembler un nombre minimum de proposi-
tions non-contradictoires définissant un cadre cohérent (axiomatisation élémentaire), et
débouchant sur des instruments de travail indispensables, dont le plus important est ce
que L'on appelle la fonction de répartition®* d’une variable aléatoire, généralement notée
F, définie précisément dans la section 1.5.

337 ce sujet, voir larticle de Sinal dans 'ouvrage collectif [20], “L’aléatoire du mon-aléatoire”, ou se
révele la distance qui sépare prédictibilité et déterminisme. Les derniers mots de Sinai sont :

“La conclusion immédiate de tout ceci est l’absence de nécessité d’un mécanisme
aléatoire extérieur pour Uapplicabilité des lois de la théorie des probabilités. [...]
L’instabilité d’une dynamique non-aléatoire conduit a 'apparition de l’aléatoire”

340n dit aussi loi de répartition.
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14 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

1.3.1 Axiomes

Il s’agit ici de rationaliser les constatations intuitives précédentes pour énoncer finale-
ment les axiomes sur lesquels est construite la version élémentaire de Théorie des proba-
bilités exposée dans ce chapitre. Les affirmations suivantes, constituant les axiomes3?
de Kolmogorov (1933), sont énoncées a propos de lespace des épreuves {2, formant
I’ensemble des événements élémentaires. Elles permettent de trouver la probabilité de
tout événement composite.

1. toute probabilité est un nombre compris entre 0 et 1 :

0<plwy) <1 Vw, €N (1.10)
| |

2. la probabilité de 1'événement certain est égale & 1, ce que I'on peut noter3S :

P =1 < > p,=1 (1.11)
neN

Cette relation est le pendant de (1.5).

3. la probabilité de I’événement consistant en la réalisation de I'un ou 'autre de deux
événements exclusifs est la somme de leurs probabilités :

‘ Prob [w, ou wy/| = prn + Do (1.12)

Ceci est affirmation de principe découlant de (1.6) et (1.7). Dans la limite ot 1'on
considere tous les événements w,, de (), on obtient

Prob|w; ou ws ou ...ou w, ou...] ,

soit la somme de toutes les probabilités p,,, qui vaut 1 d’apres 'axiome 2.

¢ Remarque

La conjonction ou est parfois ambigué : c¢’est pourquoi on distingue (quand
c’est nécessaire) le ou exclusif, quand les deux possibilités s’excluent mutuelle-
ment (perdre ou gagner quand on a parié sur pile), et le ou conjonctif quand
les deux événements ne sont pas exclusifs, et qu’il convient cependant de les
distinguer (avoir sa Licence ou ne pas avoir la moyenne & chaque UE). Le ou
entre deux événements élémentaires est forcément (et implicitement) exclusif ;
le ou disjonctif ne peut impliquer que deux événements non-élémentaires. ¢

35De fagon un peu plus formelle, les trois axiomes de Kolmogorov sont cités dans 1’encadré p. 15.

360n suppose toujours € fini ou dénombrable. Toutes les sommations peuvent étre notées sur N : le
cas ou {2 posséde un nombre fini No événements élémentaires s’obtient en posant formellement que toute
probabilité p,,~ n, est nulle.
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1.3. Axiomes. Premiéres conséquences 15

Les axiomes de Kolmogorov

1. Axiome 1 : Pour tout événement A, 0 < P(A) <1

2. Axiome 2: P(Q) =1
(la probabilité de I’événement certain, ou d’obtenir I’'un quelconque de tous les
événements possibles, est égale a 1)

3. Axiome 3 : Soit une suite dénombrable d’événements incompatibles A1, Az ... ;
on a P(Unen+4An) = 3, cnx P(An)
Cette propriété est appelée o-additivité.

1.3.2 Premieéres conséquences

Des affirmations précédentes résultent immédiatement un certain nombre de regles d’usa-
ge constant, énoncées d’abord a propos des événements élémentaires w,, :

1. si wy, a la probabilité p,, le contraire de w, a la probabilité 1 — p,. En effet,
I’événement contraire @, de w, consiste a d’obtenir n’importe lequel des autres
wnry 1 #n' ;5 d’apres 'axiome 3, la probabilité d’obtenir wy ou we ou ... ou wy_1
OU Wpy1 OU ... est >, pn. Dapres (1.11) :

pn-i-an/:l <= anlzl—pn; (1.13)
n#n’ n#n/'

d’ou la regle importante :

‘Prob [@n, = contraire de wy,] =1 — Prob [wy,] ‘ (1.14)

Noter que pour un événement élémentaire, toute expérience donne cet événement
ou son contraire.

2. tout événement impossible a une probabilité nulle3”. En effet, la probabilité d’ob-
tenir w,, est p,, celle d’obtenir son contraire est 1 — p,. Un événement impossible
Aimpossible €st le contraire Ade A= (wyn, ou son contraire @y,) ; ces deux derniers
événements sont exclusifs ; la probabilité de A est P(A) = p, + (1 — pn) (A est
en fait certain), celle de son contraire A est 1 — P(A) = 0 (la probabilité est nulle
de n’obtenir aucune des valeurs possibles {x,, },, une quasi-évidence, ou encore, un
événement impossible est le contraire de 1’événement certain).

En ce qui concerne tout événement quelconque A, pas forcément élémentaire, les
affirmations suivantes sont vraies :

37mais un événement de probabilité nulle n’est pas forcément impossible — voir p. 11.
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16 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

1. la probabilité de A, P(A), est un nombre compris entre 0 et 1

0<P4)<1 vA (1.15)

2. la probabilité d'un événement certain est égale a 1.

3. la probabilité d’un événement impossible est égale a 0. La réalisation de A et B
quand A et B sont incompatibles est un événement impossible :

ANB=0 = P(ANB)=0 . (1.16)
4. la probabilité de A, contraire de A, est P(A) =1 — P(A)
5. si A C B, alors P(A) < P(B) ; autrement dit :

(A= B) <« P(4) <P(B] (1.17)

6. la probabilité de deux événements exclusifs A et B est la somme de leurs proba-
bilités :

|P(Aou B)=P(A)+ P(B) < P(AUB)=P(A)+P(B)|  (118)

Plus généralement, si tous les A,, sont deux a deux incompatibles :

P(UpAn) =Y P(A,) . (1.19)

7. Soit A et B deux événements quelconques (pas forcément exclusifs). Pour avoir
soit A, soit B, il faut avoir [A ou (disjonctif) B] ou (exclusif) [A et B], ces deux
derniers événements étant clairement incompatibles ; il en résulte que, quels que
soient A et B, on a P(AUB) + P(AN B) = P(A) + P(B), soit :

| P(AUB) = P(4)+ P(B) - P(AN B)| (1.20)

(1.18) est le cas particulier de (1.20) lorsque A et B sont incompatibles, auquel cas
P(AnB)=0.

8. Jusqu’a présent, seule l'opération d’addition des probabilités a été définie. La
multiplication des probabilités s’introduit par l'axiome de Bayes, qui énonce un
résultat majeur introduisant d’ailleurs la notion de probabilité conditionnelle, qui
est la probabilité d’un événement sachant qu'un autre est réalisé. On note ainsi
P(A|B) la probabilité de A sachant que B est réalisé. L’axiome de Bayes s’énonce
comme suit : la probabilité pour que A et B soient réalisés est :

| Prob [A et B] = P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A)] (1.21)

I1 est licite de lire cette formule & 'envers :

P(AB) & Pmbp[g;t Bl _ P(]f(g)B) (1.22)
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1.3. Axiomes. Premiéres conséquences 17

et de la considérer comme la définition de la probabilité conditionnelle. Dans les
dernieres formules, A et B jouent évidemment des roles strictement symétriques.

Cela étant posé, il est alors possible de définir la notion capitale d’événements
indépendants ; A et B sont dits indépendants ssi P(A|B) ne dépend pas de B ou,
de fagon équivalente, ssi P(B|A) ne dépend pas de A :

A et B indépendants

¢ (1.23)
P(A|B) indépendant de B <= P(B|A) indépendant de A

Dans ces conditions, la probabilité conditionnelle P(A|B) ne dépend nullement de
B, et n’est autre que la probabilité attachée au seul événement A, P(A), et de
méme pour B, les roles étant inversés. Pour des événements indépendants, on a

donc P(A|B) = P(A), P(B|A) = P(B) et (1.20) devient :

| Aet B indépendants <= Prob [A et B] = P(A) P(B)] (1.24)

Cette relation joue un réle de tout premier plan dans les applications. On peut dire
que la difficulté d’un probleme augmente infiniment lorsque les variables aléatoires
ne sont pas indépendantes®®, un peu comme un systeme de particules en interaction
est en un sens infiniment plus difficile a étudier qu’un ensemble des mémes particules
sans interaction mutuelle.

9. La notion de probabilité conditionnelle joue un role important en Théorie quan-
tique. Elle apparait tout naturellement lorsque I'on compare 1’évolution libre d’un
systéme entre deux instants ty et ¢t a son évolution si 'on effectue une mesure
d’observable entre ces deux mémes instants. Prenons la situation la plus simple ou
le systeéme est un spin %, J, dont les états propres communs & (f 2 J.) sont notés
| £ 1), et lorsque 'on fait & linstant intermédiaire ¢;, une mesure de l'observable
Jz, incompatible avec J, puisque [J,, J;] = ihiJ, # 0. Dans le premier cas, I'état a
I'instant ¢ est :

W) = ULt 1) W(ty)) , (1.25)

ou U(t, ti) est le propagateur ; |¥(t;)) est I’état initial, que l'on doit connaitre
faute de pouvoir faire une prévision sensée physiquement, puisque I’équation de
Schrodinger est du premier ordre en temps. Dans ces conditions, la probabilité de
trouver la valeur € pour J, a I'instant ¢ est P, o(tf) = |(|¥(¢))|?. En introduisant
la relation de fermeture, ceci s’écrit :

Poctin) = | Y U, nle) e () ° (1.26)
e'==+1

C’est le module au carré d’'une somme d’amplitudes, chacune de celles-ci étant
associée & un chemin (ici, il n’y en a que deux).

38Tout naturellement, on dit que deux v.a. sont indépendantes si elles se référent & deux événements
indépendants.
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18 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

Dans le second cas, il faut décomposer I’évolution en deux étapes, et considérer les
deux possibilités pour la réduction du paquet d’ondes provoquée par la mesure de
lobservable (incompatible) J,. Alors, la probabilité d’observer la valeur € pour J,
a 'instant t; est maintenant :

P.o(te) =Y P(e, tele', tm)Pr o (tm) - (1.27)
e'==+1

C’est une somme de probabilités, épuisant toutes (il n’y en a que deux) les possi-
bilités de résultat de la mesure de J, a l'instant intermédiaire ; chaque terme est le
produit de la probabilité d’obtenir ¢’ pour J, a t,,, par la probabilité conditionnelle
d’obtenir € pour J, a t sachant que ’on a trouvé &’ pour J, a ty,.

Fondamentalement, la différence entre les deux expressions (1.26) et (1.27) est que
la premiere est une somme d’amplitudes dont on prend le module carré, alors que
la seconde, somme de probabilités, est une somme impliquant des (produits de)
modules carrés d’amplitudes. On peut dire que tout le fait quantique est dans
cette distinction.

lsans mesure intermédiaire‘ l avec mesure intermédiaire ‘

@@ “@@ﬁe

’2 P = ZP(ﬂm)P(mh)

m

P_¢ :) Z Amplitudes

chemins

Figure 1.3: Illustration de la propagation d’un systéme quantique selon que ’on ne fait
pas (& gauche) ou que l'on fait (& droite) une mesure intermédiaire d’observable. Toutes
les probabilités s’obtiennent en effectuant la bonne somme d’amplitudes, puis en en
prenant le module au carré.

1.4 Sur Pintégrale de Lebesgue

L’intégrale de Lebesgue a été brievement mentionnée ci-dessus. Cette section a pour but
d’en rappeler les idées principales en termes aussi simples que possible, étant entendu
que rien ne remplace la lecture d’ouvrages consacrés d’une fagon générale a la théorie de
la mesure — méme si leur lecture est souvent difficile pour le non-mathématicien.

A un niveau élémentaire, la théorie de Iintégration se borne a la définition de
Riemann, ou l'on découpe l'intervalle de définition [a, b] d’une fonction x — f(z) en
petits morceaux, ce qui permet de définir les sommes de Darboux Sp, + et d’énoncer
les conditions dans lesquelles ces deux sommes, qui encadrent un certain nombre I,
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1.4. Sur l'intégrale de Lebesgue 19

admettent la méme limite suivant un processus de limite bien défini. Lorsque c’est le
cas (toujours vrai pour une fonction continue sur [a, b]), la limite commune s’appelle

lintégrale de f sur le segment [a, b] et on note I = f;f(z)dx. Cette définition est
susceptible de généralisations diverses (appelées intégrales impropres) : 1'une (ou les
deux) borne(s) est(sont) infinie(s), la fonction présente des discontinuités, voire diverge
en certains points de 'intervalle d’intégration®®.

La définition de Riemann pose des difficultés théoriques de plusieurs natures.
L’une d’entre elles concerne 'intégrale d’une suite de fonctions f,(x) ; on sait bien que
si ces fonctions ont une limite foo (), I'intégrale de la limite n’est pas forcément la limite
de Vintégrale : pour qu’il en soit ainsi, il faut que la convergence soit uniforme. Par
exemple?®; soit la suite ¢, (z) = 2" si 27" < x < 271 et 0 ailleurs. La limite ¢oo ()
est la fonction nulle partout, dont I'intégrale (de 0 & 1 par exemple) est nulle ; en revanche
fol ¢n(x) de = 1 quel que soit n, de sorte la limite de la suite des intégrales est égale & 1.
Une autre difficulté de U'intégrale de Riemann réside dans la (possible) non-complétude
d’un espace de fonctions doté d'une (semi-)norme*! définie par cette intégrale : toute suite
de Cauchy n’y converge pas forcément. Par exemple, soit z € Ry — f,(x) = eli-w)e,
n € N* ; soit par ailleurs || f || = 0+°° |f(z)| dz la semi-norme, permettant de définir
lespace L1 des fonctions dont une telle norme est finie. La suite est bien convergente,
chaque f, a une norme finie, mais ce n’est pas le cas de f : ’espace n’est pas complet.

L’interprétation géométrique de I est évidente : c’est ’aire sous le graphe de
la fonction f(z) ; chaque somme de Darboux correspond & un encadrement du graphe
par une suite de rectangles verticaux. L’idée initiale dans I’intégration de Lebesgue*?

39Un exemple tres utile en Physique est de la partie principale de Cauchy (qui réapparaitra dans le
chapitre 2 en tant que distribution, voir section 2.2.5), consistant & considérer le nombre défini par la

limite suivante : b
lim </x0—5 G (@) dx) , (1.28)
e—=04 a x zot+e T

que ’on note souvent ’P%, ou encore ff(;) dz, comme le forte en écriture musicale. Cette opération
a une interprétation géométrique évidente : on retire symétriquement le point problématique, ce qui
supprime deux nombres égaux en module et de signes contraires. Il n’y a aucun doute que X — X =(,
aussi grand que soit le nombre X . Physiquement, I’ “infiniment petit” € sera une certaine échelle physique
invisible pour le probléme en cours (par exemple ... le temps de Planck pour toute expérience de basse
énergie !).

Cette régularisation joue un réle important en Physique ; on la rencontre souvent en Mécanique
quantique (régularisation des états propres non sommables dans R — on introduit une boite de taille L
aussi grande que l’on veut et on prend au moment judicieux la limite L infinie), mais aussi en Théorie
de la réponse linéaire (relations de Kramers - Kronig pour une susceptibilité, ol elle exprime un principe
physique immuable — celui de causalité).

En raison de la possible nécessité de devoir régulariser d’une fagon ou d’une autre, il vaudrait parler
des intégrales de Riemann, et non pas de 'intégrale de Riemann.

40Dans ce cas précis, intégration d la Lebesgue ne fait pas mieux.

410n parle de semi-norme car deux fonctions différant en un nombre fini de points ont la méme norme,
alors qu’elles sont différentes, justement. La semi-norme d’une fonction non-nulle n’est pas forcément
non-nulle

421.ebesgue proposait I’analogie suivante : pour compter I’argent du porte-monnaie, on peut faire la
somme des pieces dans ’ordre ou on les prend. On peut aussi rassembler les pieces de 1 F (& I’époque,
pas d’euros !), puis les pieces de 5 F, etc. La somme d’argent disponible est tout autant égale a I’addition
du nombre de pieces de 1 F multiplié par 1, du nombre de pieces de 5 F multiplié par 5, etc.
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20 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

consiste a découper autrement la sommation, en considérant des rectangles horizontauz.
Pour fixer les idées, soit une fonction positive f(x) prenant un nombre fini N de valeurs
distinctes oy sur des intervalles I, C R (fonction en escalier, aussi appelée®® fonction
étagée) : f(x) = ay siz € Ii); supposons définie préalablement?* la mesure de chaque
intervalle, notée p(I). L’intégration d la Lebesgue consiste & effectuer la somme :

N
> apn(Iy) (1.29)
k=1

et & la définir comme I'intégrale de Lebesgue de f(z), notée E(f), ou plus simplement [ f.
Cela étant, la généralisation a une fonction continue (non-étagée) est possible puisque
toute telle fonction peut étre approchée d’aussi pres que I'on veut par une suite croissante
de fonctions étagées.

On peut aussi dire les choses autrement. Soit 0 = ag < a1 < as < ... < ay une
grille en ordonnées des valeurs prises par la fonction positive f(x), et soit Jj I’ensemble
des z tels que f(x) < ag. On peut alors écrire la somme dite de Lebesgue :

N-1

> (o1 — ow)ue) (1.30)

k=0

Si, quand N — oo avec Max(ag+1 — ar) — 0 la somme admet une limite finie
indépendante de la grille des ay, cette limite est I'intégrale de Lebesgue et la fonction
est dite intégrable*>. Dans le cas d'une fonction de signe non fixé, elle est dite intégrable
au sens de Lebesgue ssi, toujours par définition, |f| est intégrable.

Ces définitions se transcrivent commodément en introduisant la fonction indica-
trice d’'un ensemble A, 14(x), égale & 1 si z € A, 0 autrement ; elle est un outil commode
pour effectuer des opérations sur des ensembles, et permet méme d’exporter les nota-
tions “ensemblistes” dans l'algeébre des fonctions. Par exemple, si C = AN B, on a
1c =Inf(14, 1p), d’ou par analogie : 1¢ = 14 N 1. Pour deux fonctions f(z) et g(z),
on peut noter Inf(f, g) = f N g ; au contraire, si C = AU B, 1¢ = Sup(14, 15) et de
méme Sup(f, g) = f Ug. Toute fonction étagée peut alors s’écrire f = 3, aila,, et,
par définition E(f) = [ f =Y, ar [ 1a4,.

Alors par définition :

E(La) = [ 14 = u() (1.31)

43 Cette qualification est aussi employée quand I’ensemble des o, est dénombrable.

44D un point de vue théorique, I'une des difficultés est précisément de définir convenablement la mesure
u, en fonction des objectifs poursuivis. C’est l'objectif atteint par la théorie de la mesure, au prix de
l'introduction de concepts variés, dont la o-additivité, la notion de tribu, etc.

La mesure de Lebesgue est une mesure parmi d’autres qui, pour deux réels a < b définissant 'intervalle
I = [a, b], est égale & p(I) = b — a. C’est donc la longueur de Uintervalle, au sens intuitif du terme. La
mesure de Lebesgue de Q est nulle car les rationnels sont une réunion dénombrable de points (singletons),
la mesure de chacun étant nulle.

450n dit aussi mesurable. Revenant aux sommes de Darboux définissant 'intégrale de Riemann, il
devient évident que quand les deux intégrales existent, elles sont égales.
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1.4. Sur l'intégrale de Lebesgue 21

Cela étant, on peut alors démontrer les résultats suivants :

1. si f >0, E(f) est un nombre positif ou nul ou co. Si f change de signe, on coupe en
morceaux ; soit46 fy & Max(=£f, 0), appelées parties positive/négative de f. Alors
E(f) existe ssi E(f_) et E(f) existent et E(f) =E(f;)—E(f-). Une fonction f
est dite intégrable si E(f) est fini.

2. Si la suite f,, monotone croissante (f1 < f2 <...) a pour limite f, alors :

lim E(f,) =E(f) . (1.32)
n—oo
Autrement dit, la limite de la suite des intégrales est égale a I'intégrale de la limite
de la suite des fonctions. Ce résultat s’appelle théoréme de convergence croissante
de Lebesgue.

. . - déf N .
3. En prenant la suite des sommes partielles de la série Sy = Y, fn(z), ce dernier
résultat s’énonce comme suit pour une série :

i E(Sy) = E(i Sn) (1.33)

au sens ol les deux membres sont finis tous les deux, ou aucun des deux ne I’est.

4. Le théoreme de convergence croissante de Lebesgue, valable pour des fonctions

positives, repose sur 'hypothése que la suite des f,, est croissante. On ne peut
pas s’affranchir de cette hypotheése, comme le montre le contre-exemple de la suite
¢n(x) définie p. 19.
En introduisant la suite croissante gy = Inf,>n f,, on a?” imInff,, = lim gy, et
le théoréme de convergence croissante permet d’écrire [limInff, = lim [ g,,. Quel
que soit N, [ g, < [ fnsin> N ;ilenrésulte [ g, <Inf,>n [ fr <limInf [ f, ;
d’ont [limInff, <lim [ g, <limInf [ f, ; c’est le lemme de Fatou, qui s’énonce :
si f, est positive et intégrable :

E(limInf(f,)) < imInfE(f,) , (1.35)
En particulier, si f, — f, E(f) < limInfE(f,).

5. Théoreme de la convergence dominée : soit la suite f, de fonctions intégrables
convergeant simplement vers fo,. S'il existe une fonction positive intégrable G telle
que |fn| < G quel que soit n, alors foo est intégrable et E(f,) — E(fx) : on n’a
plus besoin de la propriété de convergence uniforme.

46S0it la fonction échelon-unité #(z) = 0 si z > 0, nulle si & < 0. Supposons que f(z) est positive si
x < z0, négative dans le cas contraire. Alors fi(z) = 0(zo — z)f(x), f-(x) = 0(x — z0) f ().
47Dans la notation introduite p. 20, on a :

+o00 400 oo too
limInff, = J () £ » limSupfr = () |J £ - (1.34)
=1 j=1 =1 j=1
Cl. A. FIP 1 - 2010/2011
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22 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

L’hypothese de l'existence d’'une fonction G intégrable est cruciale : revenant a
Pexemple de la suite ¢,, (voir p.19), on a ¢,, < % sur ]0, 1] or justement l’ordre des
limites compte : [lim # lim [ ; le théoréme n’est tout simplement pas applicable

puisque f]07 1 4z — 400

Pour terminer cette section au contenu forcément schématique, il est utile de
comparer les deux intégrales de Riemann et de Lebesgue. Un premier résultat est que
toute fonction intégrable au sens de Riemann — par exemple une fonction continue sur
[a, b] — Vest aussi au sens de Lebesgue (et alors les deux intégrales sont égales), mais
c’est justement la réciproque qui est fausse. L’exemple classique est celui de la fonction
de Dirichlet D(x) ; la mesure de @ est nulle puisque l'intégrale de Lebesgue de D(x)
est bien définie, et égale a 0. Dans le cas de Riemann, qui fait intervenir les sommes
de Darboux du genre >, (xi+1 — 2;)f(&), un premier choix consiste & prendre & chaque
fois &; € Q (possible puisque Q est dense dans R), auquel cas 'intégrale de Riemann sur
[a, b] est tout simplement égale & b— a, puisque tous les f(&;) valent 1 ; si au contraire on
prend tous les & dans R/Q, toutes les sommes de Darboux correspondantes sont nulles.
Visiblement, l'intégrale de Riemann de D(z) n’existe pas (les sommes n’ont pas la méme
limite).

Un autre exemple est instructif, celui de la fonction x — f(x) = Sigm, qui illustre
I'importance d’avoir défini une fonction intégrable comme une fonction dont l'intégrale
de la valeur absolue existe. f(x) n’est pas intégrable au sens de Lebesgue puisqu’elle n’est
pas absolument intégrable ; en revanche, elle est intégrable sur R au sens de Riemann
(elle vaut ), ce qui semble d’ailleurs invalider la premiére affirmation du paragraphe
précédent. En réalité, I'intégrale de Riemann est impropre et n’est définie que moyennant
une prescription précise de sommation, a savoir limx 1 fj;f 5‘% dz ; il est bien clair
que si 'on décidait de rassembler toutes les arches positives ensemble, le résultat serait
tout autre ! Tout comme pour une série numérique non absolument convergente, toute
modification de la procédure précise de sommation peut conduire & un résultat différent?.

1.5 Fonction de répartition

La fonction de répartition (et ses produits dérivés*®) est I'instrument primordial pour
la description quantitative d’une variable aléatoire. Si dans les cas “ordinaires” F' n’est
pas & proprement parler 1'outil que 'on manipule le plus souvent (quand les densités
(au sens large) existent, elles sont indiscutablement plus usitées), cette fonction demeure
conceptuellement ’objet fondamental de la description exhaustive de la dispersion des
valeurs inhérente a la notion de variable aléatoire, et a la mesure quantitative de ce que

le sens commun percoit comme leur fréquence d’apparition plus ou moins grande.

48Un exemple classique en Physique : 1’énergie de cohésion d’un réseau unidimensionnel d’ions de
charges alternées.

495ans jeu de mot !

En anglais, fonction de répartition se dit distribution function, ou, encore plus précisément, cumulative
distribution function. En frangais, la dénomination fonction de distribution désigne le plus souvent la
somme Fat + Feont dans la décomposition de Lebesgue (voir éq. (1.55)).
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1.5. Fonction de répartition 23

1.5.1 Fonction de répartition d’une v.a. discrete

Dans la suite de cette sous-section, X désigne une variable aléatoire®® prenant une suite
de valeurs discretes x,, chacune de ces dernieres étant associée a la réalisation d’un
événement particulier. Par exemple, pour la piece de monnaie, si on associe la valeur
—1 a face, la valeur +1 a pile, le résultat du lancer de la piece constitue la variable
aléatoire X, qui peut prendre les deux valeurs 1 = —1 et 2 = +1. L’ensemble des x,
est une image parfaite de ’espace des épreuves € ; désignant par V I'application  — R
définissant la v.a., on pourra noter au besoin :

{acl, L2y vy Tym, } = V(Q) . (136)

Pour la commodité des raisonnements, on supposera que l'indexation des valeurs de
I'aléatoire X a été choisie une fois pour toutes de sorte que :

21 < T2 < oo < T < ou (1.37)
La fonction de répartition, notée F'(z), est par définition la fonction dont la valeur

en x est la probabilité pour que X prenne une valeur inférieure ou égale a x. Tres
précisément, on définit F(z) comme suit®! :

F(z) ¥ Prob[X < z] (1.38)

De cette définition, résultent immédiatement les propriétés suivantes :

1. F(x) est une fonction positive ou nulle (c’est une probabilité).

2. La probabilité est nulle que X prenne une valeur inférieure a —oo :
F(—00)=0 (1.39)
3. La probabilité que X prenne une valeur inférieure a 400 est égale a 1 :

F(+00 (1.40)

4. F(x) est une fonction croissante au sens large®? puisque, si a<b, X <a = X <b;
d’apres (1.17), il en résulte :

|F(a) < F(b)  (a <) (1.41)

50X est ici généralement une variable sans dimension dont les valeurs x, sont des nombres purs. En
pratique, X est le rapport entre une grandeur physique L et une échelle de référence lp faisant office
d’unité.

51 Attention ! Dans certains ouvrages on définit F(z) comme F(x) < prob (X < z].

520n dit aussi non-décroissante [14], comme en traduction littérale de I’anglicisme non-decreasing.
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24 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

5. La fonction F'(z) est partout continue a droite, ¢’est-a-~dire que :

VE>O,€1LH%)F(.T+E)=F(.T) < F(z+0)=F(z) Vz (1.42)

Cette propriété résulte de la définition méme de la fonction F(z) :

Fx+¢e)=Prob[X <z +¢) = lir% Prob[X <z +4¢) =Prob[X < x) = F(z) .
£—>
(1.43)

Ces propriétés sont caractéristiques, au sens ou toute fonction F'(x) donnée les possédant
toutes peut étre considérée comme la fonction de répartition d’une variable aléatoire.

Il est maintenant possible d’établir 'important résultat suivant. Soit deux nom-
bres a et b tels que a < b ; la probabilité Prob [X < b] peut se décomposer en la somme de
deux événements exclusifs : (X est inférieur ou égal & a) ou (X est strictement supérieur
& a et inférieur ou égal & b). En terme d’équation :

Prob[X < b] =Prob[X < a]+Probja < X <] , (1.44)
et en vertu de la définition de F', ceci se transcrit comme suit :
F(b) = F(a) + Probla < X <] , (1.45)

soit :

|Probla < X <] = F(b) - F(a)| (1.46)

La probabilité étant une quantité positive ou nulle, cette derniere équation redit bien que
la fonction F'(z) est croissante au sens large.

[ I I
ilfp
P
—1 +1 v

Figure 1.4: Fonction de répartition F'(x) pour le jeu de pile ou face, quand on est convenu
des valeurs £1 pour les réalisations de pile et de face ; pour une piece parfaite p = % Le
quart de rond & gauche de chaque saut rappelle que F(z) est définie en chaque saut par
sa limite & droite (continuité & droite).

Dans le cas de la piece avec les deux valeurs conventionnelles choisies +1, a quoi
ressemble la fonction de répartition ? Tant que x < —1, plus petite valeur possible de X,
F est nulle. Dés que x franchit la valeur —1, F est égale a la probabilité associée a face,
soit p (p vaut 3 pour une pitce parfaite), puisque Prob[—1 < X < a] avec a < +1 (la
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1.5. Fonction de répartition 25

xT

Figure 1.5: Graphe de la fonction ©(x) définie en (1.50). Cette fonction est partout
continue a droite.

valeur attachée & pile) est la probabilité d’obtenir face. Tant que x, tout en augmentant,
reste inférieur a +1, la probabilité ne change pas, F' reste donc constante et égale a p
(traduisant le fait qu’il n’y a pas d’événement “intermédiaire” entre pile et face). Enfin,
quand x > 41, F(z) est la probabilité d’avoir ou pile ou face, et vaut donc 1.

En définitive, F' est ici une fonction en escalier (étagée), variant par saut a chaque
fois que la variable x franchit 'une des valeurs possibles pour 1'aléatoire X (c’est cette
fonction F' que les probabilistes appellent histogramme, contrairement au langage du
vulgum pecus). A chaque valeur, le saut est égal a la probabilité de I’événement corre-
spondant (voir fig. 1.4). On doit d’ores et déja noter que la dérivée de la fonction F' est
nulle presque partout, puisque F est une fonction constante par morceaux®s.

C’est le bon moment pour examiner précisément F' au voisinage d’un saut, en
illustration de la propriété 5 ci-dessus. Considérons le premier saut en z; = —1 ; par
définition de F :

x < —1, F(z) =Prob[X <z < -1]=0 , (1.47)

x=-1, F(x) =Prob[X <z =-1]=p , (1.48)

dott F(-1—-0)=0, F(-1)=pet F(z)=psi -1 <a < +1,dou F(-1+0) = F(-1),
exprimant la continuité a droite. Il en va de méme pres de z = +1. Finalement, pour la
piece de monnaie et le jeu de pile ou face :

0 r < —1
Flz)y=4 p -1 <x< 41 . (1.49)
1 z > +1

Introduisant la fonction échelon ©(x) précisément définie>® comme :

déf 0 z <0
O(z) & { L ey (1.50)
la fonction (1.49) s’écrit :
|Fl2)=pO+1)+(1-p)Oz—1)| (1.51)

53Bien siir, le physicien écrira F'(z) = p(z + 1) + (1 — p)§(x — 1) : pour lui, la dérivée de F est ici un
peigne de Dirac & deux dents ; on reviendra par la suite sur cette audace, au demeurant fort légitime.

549 differe d’un détail de la fonction de Heaviside définie dans le contexte de la transformation de
Laplace (voir chapitre 9) : © est définie en = = 0 et vaut 1 (voir fig. 1.5).
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26 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

A A
Flz+ ) Fr—5) Ha(z)
1 H A
1 2 —— A —1l-p
p P2 p D) — T
: ‘ —D =
1 1 ® - +1 z -1 11 z

Figure 1.6: Construction (& gauche) de I’ “histogramme” (& droite) donnant la probabilité
de trouver une variable binaire dans lintervalle |z — %, T+ %] Chaque baton a une
largeur A.

Ces éléments étant acquis, on peut par exemple trouver la probabilité pour que X
soit compris dans un intervalle de mesure donnée A autour d’une valeur x quelconque.
Plus précisément, compte tenu de (1.46) :

Problz — £ < X <z + 2]

F(;H %) —F(:z:— %) = H(z) . (1.52)

Le graphe de Ha(x) se déduit aisément de celui de F(z), en décalant chaque
tracé de % vers la droite, qui donne F(z — %), vers la gauche, qui donne F(z 4+ %) et en
faisant la différence pour fabriquer Ha (x) conformément & (1.52) (voir fig. 1.6). C’est ce
type de dessin que l'on appelle “histogramme” dans le langage courant, en contradiction
avec la terminologie des experts en Théorie des probabilités. Ha(x) est la différence de

deux fonctions continues & droite, c’est aussi une fonction continue a droite.

F(x)
1
J— Ipn
.”L"l 3}“2‘ x‘n ‘ fL"NO €

Figure 1.7: Fonction de répartition F(z) pour une aléatoire discréte & Ny valeurs (voir
(1.53)).

Pour une variable aléatoire X prenant Ny valeurs distinctes ordonnées confor-
mément a (1.37), et telles que Prob[X = z,]= pp, la fonction de répartition F(x)
présente un saut a chaque fois que son argument x franchit une nouvelle valeur possible
Zpn. Chaque saut a une amplitude égale a la probabilité p,, de I’événement ou X prend
la valeur x, ; la variation totale de F' entre +oo est égale a la somme des sauts, soit
P14+ D2+ ...+ PN, qui est égale a 1 comme il se doit. A nouveau, la dérivée de F est
nulle presque partout®, et F' est I'escalier schématisé sur la fig. 1.7. L’expression de F

55¢t, one more time, le physicien écrira F’(x) = S Pnb(x —zn).
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est dans ce cas :

No
F(‘T) = an @(l‘ - xn) (153)

en généralisation immédiate de (1.51) (voir fig. 1.7).

1.5.2 Cas général

Jusqu’a présent, toutes les variables aléatoires considérées ont été supposées discretes, au
sens ou le nombre d’événements élémentaires est soit fini, soit dénombrable, permettant
d’imager 2 par un ensemble {z1, 2, ..., } de cardinal fini ou ayant la puissance de N.

Comme tres sommairement expliqué dans la sous-section 1.2.2; la considération
de variables aléatoires continues pose de grandes difficultés de fond, qu’il s’agisse de
probleémes apparemment bien posés pouvant recevoir différentes réponses — en raison du
flou concernant la définition ce que 'on appelle un cas favorable et/ou un cas possible
(exemple, le Paradoze de Bertrand, voir p.11) —, ou de situations ot la probabilité nulle
est manifestement ’apanage d’événements qui ne sont manifestement pas impossibles

(voir éq. (1.9)).

Quoi qu’il en soit, la fonction F reste I'outil de référence, et se préte immédiate-
ment a la généralisation aux variables continues, permettant d’ailleurs tout naturellement
la définition précise des cas exotiques ou l'intuition premiere se trouve quelque peu mal-
menée (voir ci-dessous, décomposition de Lebesgue, (1.55)). En effet, rien ne s’oppose &
ce que la définition (1.38) soit recopiée & 'identique pour une variable aléatoire X dont
les valeurs possibles sont continues :

F(z) = Prob[X <a] , (1.54)

et ce fait méme démontre la puissance de 'outil que constitue la fonction de répartition,
par contraste avec les définitions plus élémentaires (ot I'on ne parle d’emblée que de
densité de probabilité). Cela étant, la définition étant strictement la méme que pour
une variable discrete, toutes les propriétés 1 a 5 de F' énoncées p.23 a propos d’une
variable aléatoire discrete restent valides. Le point qualitatif qui de prime abord saute
aux yeux est que maintenant F' ne varie plus seulement par morceaux : les valeurs
possibles de l'aléatoire X étant réparties de fagon dense par intervalles disjoints ou non,
F(z) augmente graduellement. Schématiquement, F' n’est plus exclusivement réduite a
une fonction en escalier constante par morceaux, et peut monter contintiment entre deux
marches, voire ne pas présenter de marche du tout (voir figure 1.8). Cette représentation
intuitive est certes plausible, mais masque une éventualité qu’il n’est pas possible de
traduire par un tracé de courbe... en raison de 1’épaisseur du trait.

En effet, un résultat majeur di a Lebesgue décrit les propriétés de la fonction
de répartition F' pour une variable aléatoire quelconque, dont les valeurs possibles sont

Cl. A. FIP 1 - 2010/2011
UPMC 7 X 2010 Mathématiques pour physiciens



28 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

F(x)
1 —
]
L |
xr;lin - - flj‘n ‘ -/L'm‘ax

Figure 1.8: Fonction de répartition F(x) pour une aléatoire prenant ses valeurs dans
[Zmin, Tmax] C R, dont les probabilités varient par saut pour certaines valeurs discrétes
ZTmin, -y Tn, ... Le graphe de Feopy est la juxtaposition continue des arcs disjoints ; celui
de Fyt est (ici) un escalier avec des marches en z,,. Souvent, les deux composantes Fyt
et Feont sont définies sur deux intervalles disjoints.

denses par intervalles, avec en plus la possibilité de valeurs discretes, isolées les unes des
autres, noyées dans les intervalles denses ou a 'extérieur de ceux-ci. Ce résultat peut
s’énoncer comme suit ; F' peut toujours se décomposer au plus en la somme de trois
composantes, notées Fit, Foont €t Fiing cont :

F=Fy+ Feont + Fsingcont (155)

avec les propriétés suivantes :

1. chaque composante est non-décroissante (croissante au sens large).

2. Fy est la fonction des sauts, constante en dehors des points de discontinuité de F’
formant un ensemble dénombrable. Aux points de discontinuité de F', le saut de
F,; est égal a celui de F. En d’autres termes, F,; représente la partie “escalier”
(étagée) de F, quand elle existe. La valeur & droite de Fy; est égale & la somme
des sauts p,. En Physique, une composante de type F,; est souvent appelée®®
distribution atomique, par référence aux états liés d’un atome.

3. La différence F' — F,; est donc une fonction continue, puisque c’est F,¢ qui contient
toute la partie discontinue de F'. Elle se décompose & son tour en deux morceaux :

F— Fat = Fcont + Fsingcont . (156)

(a) Feont est une fonction absolument continue®”, c’est-a-dire qu’elle peut s’écrire

56 A ce propos, le mathématicien parle parfois de fonction de masse.
57Soit une réunion finie d’intervalles disjoints de [a, b] : [a, b] = UN_ [ag, bi]. Une fonction F de [a, b]
dans R est dite absolument continue sur [a, b] si pour toute telle partition finie ([24], §9.2) :
N N
Ve>0,36>0,> (bp—ap) <3 =Y |F(by)— Flap)| <e . (1.57)
k=1 k=1
En prenant N = 1, on retrouve la définition de la continuité usuelle : une fonction absolument continue
est continue.
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sous la forme d’une intégrale de la forme :

Feont(z) = /Z p(z")dz’ (1.58)

en termes plus ordinaires, la dérivée de Fiont existe et est égale a p ; Feont
est ainsi I'intégrale de sa dérivée et releve du théoreme fondamental du calcul
intégral. Revenant & (1.46) et prenant a = z et b = x+ Az, on en déduit dans
la limite Az—0 (puisque F/ , existe) :

Jp(x) = lim L[F(:c + Az) — F(z)]= lim L [Problz < X <z + Ax]] ;

Axz—0 A[L‘ Az—0 AZC
(1.59)
compte tenu de (1.58), on pourra ainsi écrire en pratique :
‘chom(ac) = p(r)dz ‘ (1.60)

Tout naturellement, la fonction p(z) est appelée densité de probabilité as-
sociée & F — noter que si X a une dimension physique, p(x) a la dimension
inverse puisque le produit p(x)dz est un nombre pur. La densité p(x) est
positive puisque Feont(2) est croissante au sens large, peut avoir des sauts
de premiere espece (c’est pourquoi I'égalité F'(x) = p(x) est vraie seulement
presque partout) et peut méme présenter des divergences ; elle doit cepen-
dant étre intégrable puisque I'on doit avoir Feont(+00) — Feont(—00) < 1, soit
Jz p(z)dz < 1. En particulier, une divergence du genre p(z) ~ |z — xzo|~* est
tout a fait possible®® & condition que o < 1 ; en pareil cas, F(x) — C5*¢ ~
|z — xo|t2.

(b) Enfin, Fiingcont est la différence F — Fyy — Feont, souvent appelée composante
singuliére continue ; c’est une fonction croissante au sens large, continue mais
pas absolument continue. Elle ne varie que sur un ensemble de mesure nulle
ou, si on préfere, sa dérivée est nulle presque partout. En quelque sorte, cette
composante un peu exotique est ce qui reste dans F' quand on lui a retranché
ce & quoi on est plus ou moins habitué. Il n’y a pas de doute que si on trouve :

Fat('r > Tmax) + Fcont(w > xmax) <1, (1.61)

alors une telle composante existe.

Il n’est pas aisé de se faire une représentation mentale intuitive d’une fonc-
tion continue non dérivable ; on peut partir de 'image d’une ligne rugueuse
constituée de tout petits segments de droite ; dans un deuxieéme temps, on
décompose chaque petit segment en un grand nombre d’autre petits segments
d’orientation “désordonnée” (mais de sorte que la fonction soit toujours non
décroissante), et on recommence. .. Les escaliers du diable que ’on rencontre
en Physique a propos de certains systemes désordonnés peuvent fournir un

58 ’est aussi la raison pour laquelle la fonction d’onde de la Mécanique quantique — en dehors de toute
autre considération — ne peut avoir de singularité plus violente que |z — xo\’a/Q, a < 1.
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exemple de composante singuliere continue (dans la mesure ot 'on accepte de
diviser sans fin). L’expression tient a 'image simplifiée suivante : a ’étape
zéro, on part d’un escalier avec un certain nombre de marches ; puis on effectue
une transformation d’échelle qui décompose chacune des marches elle-méme
en un escalier, et I'on itere a l'infini, 'intervalle en abscisse entre la premiere
et la derniere marche étant fixé une fois pour toutes.

Cette situation est typique des systemes possédant une invariance d’échelle,
traduisant le fait qu’ils ont le méme aspect quand on fait un premier zoom,
puis un second, puis un troisieme, etc. : ces systémes sont communément
appelées fractales, et offrent a 1’ceil un spectacle magnifique, étrange, voire
parfois inquiétant.

Fz) I Falw) Feom(z) 10
08 = 08 08

ool L —

04 [Pn 04 — 04

02 02— H 2

xr

—4 -2 . 2 4 - —4 -2 0 2 4 g —4 —2 0 2 4

Tn

Lmin ZTmax Tmin Tp ZTmax

Figure 1.9: Illustration de la décomposition de Lebesgue dans le cas ou il n’y a pas de
composante singuliere continue.

¢ Remarques

1. Le “théoreme fondamental du calcul intégral”, énoncé pour l'intégrale de Riemann,

stipule que si f(x) est continue sur [a, b], alors la fonction F(z) = [2 (@) da’
est dérivable et F’(z) = f(z), d'ot F(z) — F(a) = [ F'(2')dz’, autrement dit :
I'intégrale de la dérivée est égale a la variation de la fonction.

En ce qui concerne l'intégrale de Lebesgue, qui d’ailleurs ne présuppose rien sur la
continuité de f(z), cette derniére égalité n’est pas vraie en général (méme pour une

fonction F(x) continue et monotone). Par exemple, soit F(z) = 2sin =5, dont

la dérivée F'(z) = 2zsin 5 — 2 cos % n'est pas intégrable au sens de Lebesgue
puisque fol |F'(z)|dz = oo : F(z) ne saurait étre la primitive d’une intégrale qui
n’existe pas. Un autre exemple est la distribution de Cantor - Lebesgue Fe(z) (voir
p. 37), dont la dérivée F{(x) est nulle presque partout et qui pourtant monte de 0 &
1 quand z varie de 0 & 1 : son intégrale est nulle de sorte que 1 = Fe(1) — Fe(0) #
fol F/(x)dz = 0. La fonction F¢(z) est continue mais pas absolument continue.
On peut montrer qu’'une fonction absolument continue est I'intégrale de Lebesgue
de sa dérivée, d’ou I'écriture (1.58).

. A titre mnémotechnique, les considérations précédentes peuvent étre paraphrasées

en termes plus naifs, et dans le cadre de I'intégrale de Riemann. On dit souvent
que la dérivation et I'intégration sont deux opérations inverses 'une de 'autre, de
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sorte que leur “produit” est 'opération identité ; sans souci de rigueur dans les
écritures, on écrit ainsi, pour une fonction nulle en x =0 :

(M) : F(z) = %/OZ F(2')da' ; (Il) : F(z) = /OZ %F(m')dx’ ,  (1.62)

tendant & faire croire que la dérivée de 'intégrale (I) est toujours U'intégrale de la
dérivée (II), ce qui est inexact : si (I) est vrai presque partout, (II) est stirement
faux pour une fonction dont la dérivée est presque partout nulle, comme le montre
le choix F(x) = O(xz — xo), pour lequel on a (raisonner graphiquement) :

z d 0 siz<uxg
/ / —
/0 O(z'—xo) da’ = (z—x0)O(x—10) _dac[(x 20)O(x xo)]f{ 1 siz>

(1.63)
d'olt £ [Y (2’ — ) da’ =O(z — ) partout sauf en z=x,. Au contraire, comme

L ©(z—x0) =0 partout sauf en zo, I'intégrale [
nulle.

L 0(2/ —xo) dz’ est certainement

Intuitivement, la différence repose sur le fait que pour (II), on effectue la dérivation
avant I'intégration, et on sait bien que la dérivation est une opération dangereuse.
Au contraire, pour (I), on commence par intégrer, ce qui, le cas échéant, adoucit les
anomalies (ci-dessus, I'intégration d’une fonction discontinue donne une fonction
continue). Les singularités étant effacées par l'intégration, la dérivation en dernier
ne saurait les faire apparaitre ex nihilo.

3. Pour une fonction f(x), il est naturel de supposer que différence f(z + 0x) — f(x)
peut a priori étre proportionnelle & §z%, « > 0, (& d’autres termes additifs pres qui
tendent vers zéro avec d0x). On a ainsi, par exemple :

f(x+6x) — f(x) = (6x) O (x) + ... ; (1.64)

le cas usuel, mais a la réflexion assez exceptionnel, est celui ou a = 1, traduisant une
propriété remarquable de la fonction : sa dérivabilité. Jean Perrin, commentant
ses observations au sujet du mouvement brownien, écrit ([21], p.166) & propos de
la trajectoire d’un grain de pollen : “ .., c’est un cas ou il est vraiment naturel
de penser a ces fonctions sans dérivée que les mathématiciens ont imaginées, et
que l’on regarderait a tort comme de simple curiosités mathématiques, puisque la
nature les suggére aussi bien que les fonctions a dérivée.”

Tres longtemps avant B. Mandelbrot, J. Perrin citait déja ’exemple de la représen-
tation de la cote de Bretagne. S’agissant de définir une fonction invariante d’échelle,
plusieurs choix sont a priori possibles (pour une autre définition, tout aussi 1égitime,
voir (1.163)). Une définition parmi d’autres est la suivante [22]. Soit I'incrément
Fa(z) = f(z4A)— f(x) ; la propriété d’invariante d’échelle (self-similarity) pour
f(x) se traduit par la relation :

Fxa(z) = X Fa(z) sid — 0 <= f(x+AA) = f(z) = X [f(z+A) - f(2)] ,

(1.65)

ol « est un certain exposant appelé local scaling exponent. Le cas a = 1 correspond

& une fonction f dérivable en xg. ¢
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Bien évidemment, une ou deux composantes de F' dans (1.55) peut(vent) étre
absente(s), c’est-a-dire étre identiquement nulle. Dans toute la suite, mis & part 'exemple
classique de Cantor (voir p.37), on ne considérera plus la possibilité d’'une composante
du type Fiingcont ; pour simplifier encore les choses, on se placera le plus souvent dans
deux cas :

e ['n’a qu'une composante de type Fy; : c’est en fait le cas d’une variable aléatoire
discrete, qui a servi de point de départ pour la définition de la fonction de répartition
(section 1.5). On parle alors de v.a. discréte.

e [ n’a qu'une composante de type Fecont, C'est-a-dire que d’une part la variable
aléatoire est continue, que d’autre part il existe une densité de probabilité. Compte
tenu de (1.46) et de (1.58), on peut aussi écrire :

Prob[z < X <z +dz] = F(z +dz) — F(z) = F'(z)dz = p(z)dx . (1.66)

Une telle v.a. est dite absolument continue.

En fait, le premier cas peut étre considéré comme un cas particulier du second, si ’on
accepte de manipuler la fonction de Dirac, en la prenant sans état d’ame®® comme la
dérivée de la fonction ©(x) définie en (1.50). Alors, dans les deux situations précédentes,
F admet une dérivée et tous les cas considérés dans la suite peuvent étre traités en bloc,
en jouant avec la densité de probabilité associée a F'. Cela étant admis, on pourra des lors
toujours supposer que toute fonction de répartition sans composante singuliere continue
est donnée par :

x

F(x) = an O(x — zp) + / p(z")da’ = Fuy + Feont (1.67)

neN >

et admet la “dérivée” p(z) = F'(z) donnée par®? :

p(x) =Y pud(z —wa) + pla) (1.68)

neN

En toute rigueur, avec la définition précise (1.38) d’ott découle (1.60), c’est 6+) qui figure
dans la composante atomique. Répétons que I'une ou 'autre de ces deux composantes
peut parfaitement étre identiquement nulle : si p(z) = 0, la variable X est purement
discrete ; par contraste, elle est absolument continue si tous les poids p, sont nuls. On
constatera au fur et a mesure que cette méthode opératoire fonctionne bien dans tous les
cas rencontrés en pratique. En particulier, en intégrant membre & membre (1.68) entre
400, on trouve :

+o0 t+oo
/ p(z)de = an +/ pl)yde =1, (1.69)

- neN >

59Ces manipulations seront justifiées dans le chapitre 2 — voir notamment (2.55) avec f = 6.
60La sommation n € N ne signifie pas qu’il y a une infinité dénombrable d’événements discrets : cette
notation contient le cas ou seuls des p, en nombre fini sont non nuls.
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apres avoir remarqué que le premier membre est F'(+00) — F(—o0) = 1, par définition de
la fonction de répartition. Il en résulte que p(x) est une fonction intégrable, au sens olt son
intégrale entre £oo est nécessairement finie (et vaut 1). Pour faire court, on peut aussi
écrire (1.69) sous la forme ¥ p = 1. A ce propos, répétons que trouver fj;o p(r)dr < 1
est le symptome de l'existence d’une composante atomique! et/ou d’une composante
singuliere continue. Dans la littérature francophone, p(x) s’appelle loi de distribution.

On rencontre souvent en Physique des v.a. “hybrides” admettant une fonction de
répartition du type écrit en (1.67). C’est par exemple le cas pour I’énergie E de 'atome
d’hydrogene dans un état ¥ donné qui, aux dires de la Mécanique quantique, est une
variable aléatoire au sens ou des mesures répétées de I’énergie de ’atome fournissent une
succession de valeurs appartenant toutes a un certain catalogue, avec des probabilités
calculables quand on connait ¥. Sa fonction de répartition a l’allure suivante :

E E
F(E)=Y p.© <E + n—21> +/ p(E')AE' (1.70)
neN N 0 ,
th Fcont

ou O est la fonction définie en (1.50). Les p,, et la fonction p(F) dépendent de 1’état W
considéré et satisfont la relation (dite de normalisation) ), .\ pn + f0+°° p(E)YdE =1 ;
E; est I'échelle typique d’énergie de la Physique atomique et vaut & peu pres 13.6 eV. La
partie discréte (énergies négatives, spectre discret) correspond aux états liés : ce sont eux
qui représentent ’atome constitué (d’oti, sans doute, la terminologie F,; pour une fonction
de répartition en escalier) ; la partie continue (spectre continu) représente les états non-
liés, décrivant quantiquement ce qui se passe quand on envoie un électron (projectile)
en direction d’un proton fixe (cible). Dans le cas considéré, F' contient effectivement les
deux composantes, le sens physique de chacune étant parfaitement clair.

Dans toute la suite, on appellera conventionnellement variable aléatoire ordinaire
une v.a. dont la fonction de répartition est dépourvue de composante singuliére continue ;
I'immense majorité des v.a. rencontrées en Physique est de cette nature. Ceci justifie
de raisonner presque toujours au plus avec p(x), retrouvant de ce fait le langage usuel
en Physique ou, il faut bien le dire, ’apparition de composante singuliere est tres peu
fréquente.

B Un exemple d’escalier du diable pas vraiment diabolique

Imaginons que la fonction de répartition F(x) d’une aléatoire X, dont on sait
par ailleurs qu’elle prend ses valeurs sur Uintervalle [0, 1] C R, satisfait I’équation
suivanteb? :

F(z) =pF(ax) (x<1), (1.72)

61Transposé en Mécanique quantique, une telle inégalité traduit la non-complétude de 1’ensemble des
vecteurs propres considérés. Par exemple, dans le cas du potentiel coulombien (atome d’hydrogene), il
existe a la fois des états liés et des états non-liés. La somme sur les états liés ou non-liés seuls produit
une inégalité de ce type.

62(’est par exemple la limite — supposée exister — d’une récurrence discréte pour une v.a. dont on sait
par ailleurs que sa fonction de répartition, a I’étape n, satisfait Fi,+1(x) = pFn(ax).
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34 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

ou p et « sont réels, avec 0 < p < 1, et @ > 1. Avec un peu d’ingéniosité, on trouve
que la solution de (1.72) satisfaisant F'(x < 0) =0 et F(x > 1) =1 est la fonction :

—+oo

Fz)=Y (1-pp"O—a™) (1.73)
k=0

montrant que la variable aléatoire considérée X prend les valeurs a=%, k € N et

que :
Prob[X = a~ %] = (1 —p)p" . (1.74)
On vérifie en outre que la somme des sauts, (1 —p)(1+p+p? +...), est bien égale
al.
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Figure 1.10: Zooms successifs sur le graphe de la fonction (1.73) (avec ¢ = 0.6, o = 2),
révélant son caractere quelque peu diabolique. . .

Le tracé du graphe de la fonction (1.73) (voir figure 1.10) révele toutes les curiosités
de cette derniére (on ne peut pas éviter la largeur du trait de figure lié & la dimension
de la pointe du crayon !) : quand on fait un zoom, on retrouve une figure ayant

Des situations nettement plus complexes se rencontrent dans certains systémes désordonnés, ol une
variable d’Ising (de Bernoulli) est telle que 'on a :

Fri1(2) = pFa(¢(@)) + (1 = p)Fn(6(2)) (1.71)

¢ et & étant deux fonctions données. Méme avec des fonctions ¢ et q; trés simples (des applications
linéaires suffisent !), la loi-limite F'(z) se révele tres bizarre [28] ...
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le méme aspect. Toutefois, le zoom sur une marche donnée révele qu’elle ne se
décompose pas elle-méme en un escalier : l'invariance d’échelle apparente a ici
ses limites. En tout cas, cet escalier n’est pas assez diabolique pour étre une
composante singuliere continue (il est discontinu), la fonction de répartition (1.73)
étant en fait du genre composante atomique, dont la densité généralisée s’écrit :

+oo
pa)=01-p) Y po@—ah . (1.75)
k=0

La densification des points de discontinuité quand on se dirige vers x = 0 ne
change rien au fait que la dérivée de F(z) est presque partout nulle, ’ensemble
des points de discontinuité restant dénombrable. F'(z) est un exemple de fonction
croissante au sens large dont la dérivée est presque partout nulle, mais comme elle
est discontinue, il n’y a rien de paradoxal dans la concommittance d’une fonction
variable avec une dérivée nulle, et c’est finalement pourquoi il n’y a, ici, rien de
vraiment diabolique.

4 Note

Pour les esprits curieux, quelques indications sur les méthodes permettant de
trouver la solution (1.73). Comme on sait ce que vaut F en dehors de [0, 1]
(0 & gauche, 1 & droite), il suffit de considérer des valeurs z € [0, 1].

Avec de la réflexion, la solution se trouve & vue, sans calculs. En effet, si x
est choisi de sorte que ax > 1, alors I’équation (1.72) s’écrit explicitement
F(z) =p x 1, puisque F(az>1)=1. On en déduit F(z) =p Vz € [é, 1].
Examinons maintenant z < é ; si on se restreint en fait a 'intervalle [%, é],
I'équation donne F(z) = p x p = p?, puisque ax étant entre é et 1, on sait de
ce qui précede que F(ax) vaut alors p. Et ainsi de suite : F' est la fonction en
escalier montant de p**1 & p¥F au point 2 = a=* et s’écrit donc :

+oo
F(a)=) (0" )6 —a™) (1.76)

k=0

C’est bien la fonction trouvée en (1.73).

Donnons d’autres fagons de s’y prendre — au prix d’une anticipation —, cons-
tituant d’ailleurs un petit exercice a propos des transformées de Fourier et
Laplace (voir chapitres 8 et 9).

Sans pousser le raisonnement jusqu’au bout comme ci-dessus, on remarque
que, puisque F(x > 1) = 1, ’équation permet d’emblée de trouver les valeurs
de F(z) aux points de la forme a~%, en profitant de la continuité & droite de
F(z). En effet, ’équation dit que :

F()=pxFe=1)=p, F(5)=pF(-)=p*, (177

o2
et ainsi de suite, suggérant que la solution doit pouvoir s’écrire F(z) = x7.

L’idée étant admise, toute la question est de trouver I’exposant A. Le report
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de cette forme dans (1.72), on obtient :

1=pa* =etne | (1.78)
dont on tire naivement /\ = 7112—2 ; ceci donne bien une sorte d’enveloppe pour

F(x), avec les valeurs p* aux points 7, = a~*. En réalité, 'équation (1.78) a
une infinité de solutions puisque tous les exposants A, de la forme :

2inm — Inp

An = (1.79)

Ina
conviennent tout autant. I’équation (1.72) étant linéaire, toute combinaison
linéaire des solutions correspondantes est solution ; a ce stade, on peut affirmer
que F(x) est une série du genre :

=Y R = o SR, ot (1.80)

nez neZ

On note que la derniére somme a droite est une série de Fourier par rapport
a la variable y = %g—i, représentant une fonction 1-périodique en y, et en se
souvenant que toutes les écritures doivent étre comprises dans I'intervalle [0, 1]
pour .

Plutot que de chercher a obtenir directement les coefficients de Fourier Fi,,
montrons que la fonction obtenue d’emblée en (1.75) peut effectivement se
mettre sous la forme d’un tel développement.

L’expression (1.73) peut s’écrire :

F(z)=p

ot E(x) est la fonction partie entiere®® (E(z) =nsin <z <n+1,n € 7).
Maintenant, la fonction E(y) — y est une fonction 1-périodique, donc toute
quantité de la forme 7®®) =¥ (0 < r < 1) est une fonction de méme période,
dont la série de Fourier se trouve facilement (utiliser (8.29)) :

0<z<1, (1.81)

_ 2ikmy
PEW)-y — _ L—r ©

. 1.82
r Inr + 2ikw (1.82)
kezZ

Ce dernier résultat peut d’ailleurs s’obtenir directement en calculant d’abord
la transformée de Laplace de r®®) :

c{ E(y) f/kﬂ e dy = 2 17 (1.83)

zlfre z

puis en effectuant la transformation de Laplace inverse ; par résidus®* on

630n note parfois [z] = E().

64

2 est 'un des zéros de 1 — re™

z
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obtient :
+oo — +oo 1
1—e % 1-—
E(y) _ Y ARRY _ - r (1nr+21k7r)y
" k;(x zE X 1 ¢ k; Inr 4+ 21k7r
+oo 2ikm
r—1 e“!" Y
Y _ 1.84
r " Z Inr + 2ikn ( )
k=—o0
d’ou : .
_ Sy 2ikmy
E@y)-y _ " 1 € 1.85
" r ;OO Inr + 2iknm (1.85)
En particulier (r — p, y — —}E—i) :
too  oikn—fos
_lnz _lnz p — 1 nao
F(z) = p'tF el = pp—hia Z L
P = Inp + 2iknm
o +oo 6721k7r :;‘g
—1)p e _ . 1.86
(p=1p kz Inp + 2ikm ( )
=—00

Inx

Commep e — e alBP — g~ lnal

=z e , (1.86) s’écrit aussi :

F —2ikT{E -k v
(z) Z 1np+21kﬂ'e * Zlnp—Qmﬂ'x

(1.87)
Cette expression est bien de la forme (1.80), et on lit les coefficients F,, par
identification. ¢ [ |

B Un exemple d’escalier du diable vraiment diabolique : la fonction de Cantor - Lebesgue

L’ensemble de Cantor (1883) — aussi appelé poussiére de Cantor — est un ensemble
de points dans® R possédant des propriétés tres étranges. On peut le définir de
fagon itérative en partant de l'intervalle [0, 1] ; dans la premiere étape, on supprime
louvert ] %, 2[, obtenant I'ensemble [0, 3]U[Z, 1]. A la deuxiéme étape, on supprime
le tiers médian ouvert des deux intervalles ainsi conservés, ce qui donne I’ensemble
formé des quatre intervalles :

SIUE IUE, DUl 11

le processus est répété a I'infini et I’ensemble de Cantor C est par définition I’ensem-
ble des points conservés & toute étape de I'itération®®. C ne contient aucun intervalle

65Par un procédé analogue de suppression itérative, on peut définir des ensembles bizarres dans R?
(triangle de Cantor, carré de Cantor, tipi de Cantor, rideaux de Cantor,. .. ), dans R? (cube de Cantor),
etc.

66La construction de C peut aussi se décrire en considérant Pécriture d’un nombre en base 3.
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de mesure non-nulle, et on peut méme apres tout se demander s’il reste seulement
quelque chose au bout du compte. En fait, il faut bien réaliser que I'on supprime
des intervalles ouverts, par exemple retirer ]%, %[ laisse derriere les points % et %
Les étapes suivantes ne suppriment pas ces points et d’autres puisque les inter-
valles supprimés sont toujours ouverts et a l'intérieur de ceux présents a 1’étape

précédente. C n’est donc pas vide, et contient un ensemble infini de points.

La mesure de C est nulle : a chaque étape, la mesure de I’ensemble conservé est
égal aux deux tiers de celle de I’ensemble précédent ; la longueur restante est donc
% X % X % ...00 = 0. Une autre fagon de le voir est de calculer la longueur totale

retirée, qui vaut :

1 2 4 2" 1 1

L I =1. 1.88

3+9+27+ Z3"“‘1 31-2 ( )

neN 3
10 10
i
038 n=0 / 0.8 I J
06 /// 06 A
: n=1

04 //// 04 =3
2 / 02 —
02 /?/ /

0.0 02 04 0.6 08 10 00 02 04 0.6 08 10 00 02 04 0.6 08 1.0

Figure 1.11: Graphes de la suite de fonctions f,(z) définie en (1.89) ; noter que des
n > 4, I’épaisseur du trait rend les courbes indiscernables les unes des autres.

La fonction de Cantor - Lebesque Fe(x) peut-étre définie comme la limite (le point
fixe) foo(2) de la suite de fonctions f, définie comme suit :

%fn(?):c) si nggé
for1(@) = ¢ 3 si g<z<3 (1.89)
H3BE-3) sf<est

avec fo(z) = x comme “condition initiale”. La fonction Fe(z) = foo(x) est vrai-
ment tres bizarre, et défie l'intuition (y compris la plus chevronnée ?) : elle est
partout continue, sa dérivée est nulle presque partout, et pourtant elle monte de
0 & 1 en prenant toute les valeurs quand « parcourt [0, 1]. En la prolongeant & 0
pour z < 0 et a 1 au-dela de =z = 1, la fonction de Cantor peut étre considérée
comme une fonction de répartition : c’est celle d’une v.a. uniformément distribuée
sur C. Elle n’a aucune composante atomique (elle est continue), et n’a pas de com-
posante continue puisque sa dérivée est presque partout nulle ; ce dernier point
est aussi évident (17) par le fait que si une densité finie existait, 'intégration sur
tout intervalle de mesure non-nulle devrait donner un nombre strictement positif,
alors que foo(z) attribue a cet intervalle une probabilité nulle. Un autre exemple
de tel monstre mathématique est la fonction Point d’interrogation de Minkowski
(Minkowski’s question mark function), notée souvent ?(x).
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1.6. Espérances mathématiques (moyennes) 39

11 est évidemment possible de tracer les graphes des dérivées f/ (x) ; la figure 1.12
en montre quelques uns. On observe qu’il s’agit de pics rectangulaires, d’autant
plus nombreux, fins et hauts que n est grand ; ayant tous la méme hauteur, ils
anticipent le fait que F¢(x) est bien la fonction de répartition d’une v.a. uniforme
sur C. |

L4F 30

12 25
108 20/
0.8F b
0.6F

04} 10§

T -
d .
'

0.2} 05/

02 04 06 0.8 1.0 02 04 0.6 0.8 1.0 02 04 0.6 08 10

Figure 1.12: Graphes des dérivées f], () de la suite définie en (1.89) ; noter I’augmentation
des pics de densité avec n.

1.6 Espérances mathématiques (moyennes)

Deés qu'une description probabiliste est nécessaire (parce que les variables d’intérét sont
aléatoires), la caractérisation maximale possible est la connaissance d’une loi de réparti-
tion F' ou, avec les hypotheses désormais admises, de sa dérivée F’'(z) = p(x) au sens
large précisé ci-dessus. L’une ou 'autre de ces fonctions étant connues, il est possible de
calculer toutes les valeurs moyennes relatives a la variable aléatoire X.

La quantité la plus naturelle pour quantifier une variable aléatoire, et aussi la plus
simple, est la valeur moyenne de l’aléatoire X elle-méme. Il est facile de la construire
intuitivement en se disant qu’une valeur possible x,, est d’autant plus importante que sa
probabilité p,, est élevée. La valeur moyenne de X, notée (X) ou E(X), émerge donc
naturellement, pour une variable aléatoire discrete, comme la somme pondérée :

B(X) = (X) = 3 pua (1.90)

qui se lit aussi :
(X)=> an x Problz = z,] . (1.91)

Finalement, se référant & un grand nombre N d’expériences et aux fréquences statistiques
fn, on voit que la moyenne n’est rien d’autre que la moyenne arithmétique des valeurs
trouvées ; si on trouve N,, fois la méme valeur z,,, elle apparait NV, fois quand on effectue
la moyenne arithmétique ; notant expx la valeur obtenue lors de lexpérience A (elle
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40 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

coincide avec l'une des valeurs possibles @y, Texpr € {Zn}n), la moyenne arithmétique
des valeurs trouvées est :

1 Y 1 N,
G Az::cepr =N ZNn:cn = Z T:cn = an:cn ) (1.92)
:1 n n n

La premiere somme court sur les résultats des A expériences, les deux suivantes s’effec-
tuent en sommant sur les valeurs différentes de la v.a. Dans la limite N' — oo, les f,,
tendent vers les probabilités et on retrouve (1.90).

Pour une aléatoire absolument continue de densité p(z), la moyenne se construit
suivant le méme argument ; on écrit :

+oo
<X>:/ xx Prob[z < X <z +da] , (1.93)
soit, d’apres (1.66) :
+oo
(X) = / x p(z)de (1.94)

C’est a nouveau une somme pondérée : on affecte a chaque valeur = un poids égal a la
probabilité élémentaire de trouver X entre x et x + dx, puis on fait la somme sur toutes
les valeurs possibles.

A la réflexion, on voit que la moyenne dans le cas discret, (1.90), peut aussi s’écrire
sous forme intégrale ; en effet, en raison de la regle opérationnelle de la fonction de Dirac :

+oo
(X) :/ prné(x—xn)dx: anacn ) (1.95)
—%©  peN neN

En définitive, pour une aléatoire ordinaire décrite par une densité du type (1.68), la
valeur moyenne est donnée par :

+oo
(X) = /_ eplz)de . (1.96)

La moyenne (X) s’appelle aussi espérance mathématique ; bien évidemment, X et (X)
ont la méme dimension physique.

¢ Remarque

La moyenne (X), supposée exister, peut aussi se calculer avec la fonction de
répartition F'. A partir de (1.96), utilisant le fait que p(x) = F'(x) et intégrant par
parties, il vient :

(X)= lim [[xF(x)}AB—/A F(:c)dx} . (1.97)

o A, B—+o0 _B
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Les deux contributions divergent puisque F'(x) — 1 si @ — +o00. Dans ’hypothese
ot la moyenne (X) est finie, les deux divergences doivent se compenser. Par exem-
ple, si F(z) se rapproche de sa valeur limite 0 quand z — —oo plus vite que %,
la limite B — +oo est finie puisque le terme tout intégré est nul et que l'intégrale
est bornée par une intégrale convergente. Du c6té x — 400, supposons pour fixer

les idées que F(r) ~ 1 — L. Comme la moyenne est supposée exister, et avec
€T

zF' ~ i—c il faut > 1 ; cela étant, 'intégrale ff F(x)dx se comporte comme
o0

A+ O(A=(@=D) quand A — +oo : la divergence o A se compense bien avec la
contribution de la borne supérieure du terme tout intégré. Quoi qu’il en soit, on
devine que, sauf cas exceptionnel, la formule (1.96) est plus efficace que (1.97). ¢

Ayant identifié le mode opératoire pour calculer la valeur moyenne de X, on peut
maintenant trouver la valeur moyenne de n’importe quelle fonction de X, f(X), définie
comme la fonction prenant les valeurs f(z) ; pour une v.a. discréte :

(F(X) = puflan) (1.98)

neN

Un exemple trés important est celui ott # — f(z) = 22 ; la moyenne du carré de

X dans le cas discret est :
(X%) = pna . (1.99)
neN

A nouveau, dans le cas général d’une densité du type (1.68), la moyenne s’obtient comme :

+oo
<X2>:/ v p(z)dr . (1.100)

— 00

Il faut noter dés maintenant que (X?2) > (X)2. En effet, calculons la valeur
moyenne de la combinaison®” (X — (X))2. On a :

(X — (X)) = (X2) = 2X) (X) + (X)? = (X*) — (X)> . (L101)

Le premier membre est une quantité positive ou nulle : c’est I'intégrale de la fonction
positive (z — (X))%p(z). D’ot :

(X?) = (X)?>0 <= (X?) > (X)? (1.102)

En fait, 1’égalité n’est obtenue que si la fonction (z — (X))2p(x) est identiquement nulle ;

ceci ne survient que dans un cas, celui ot X ne prend qu’une seule valeur (et alors c’est
forcément sa valeur moyenne !), soit quand X est en fait une variable certaine.

67La variable X — (X) est appelée variable centrée, en raison du fait que sa valeur moyenne est
visiblement nulle.
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42 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

Une variable aléatoire X, par définition, présente une dispersion des valeurs qui
“sortent” successivement d’une série expériences. Il est treés important de pouvoir décrire
quantitativement la dispersion de ces valeurs qui, lorsque le nombre d’expériences devient
assez grand, se déplacent de facon erratique de part et d’autre de la valeur moyenne
et représentent les fluctuations de X autour de la moyenne. D’apres les observations
précédentes, la mesure la plus naturelle de ces fluctuations est I'écart-type AX, définie
comme :

AX = \/(X2) - (X)2 (1.103)

la quantité sous le radical est appelée variance, ou écart quadratique moyen ou plus
simplement écart quadratique ; d’apres (1.102), c’est bien une quantité positive, nulle
dans le cas-limite d’une variable certaine. Des exemples simples montrent ce que 1’'on
peut pressentir : la valeur de ’écart-type est d’autant plus grande que les valeurs de X
sont trés dispersées, c’est a dire que la distribution densité p(z) est large, c’est-a-dire
décroit lentement ; a contrario, I’écart-type Az est nul dans le cas ou la variable X est
certaine, c’est-a-dire ne fluctue pas du tout. L’écart-type est donc une bonne mesure
globale des fluctuations ; toutefois, en tant que grandeur intégrale calculée avec p(x), il
“efface” forcément certains détails de la densité de probabilité. On retiendra en tout cas
I’équivalence :

| AX =0 <= X est une variable certaine (1.104)

En terme de distribution de probabilité, le cas certain correspond a p,, = dy,n, pour une
densité atomique ; pour une densité continue p(z), c’est formellement le cas-limite ou
p = lim. 0 0:(x — xg), dc(x — xy) étant un précurseur de la fonction de Dirac, £ étant
commensurable avec ’écart-type. En toute généralité, la fonction de répartition d’une
variable certaine (prenant la valeur z avec probabilité 1) est F(z) = ©(x — zp).

D’une fagon générale, on définit les moments M, d’une variable aléatoire ; ce sont
les valeurs moyennes des X (o n’est pas forcément entier, ni forcément positif) :
+oo

My = [ etpeyde = Y, [ stpde . (1209

— 00 — 00

—+oo

On a ainsi par exemple My = (X), AX? = My — M} et, bien str, My = 1.

Il est bien clair que rien ne garantit d’avance que les différents moments existent
et sont finis ; par exemple, lorsqu’il n’y a pas de composante atomique :

—+o0
M, :/ % p(z)dx . (1.106)

Si p est a support borné ne contenant pas l'origine, I'intégrale existe V « ; si 'origine est
dans le support de p, il faut o« > —1 si p(0) est fini (si p s’annule en = 0, la condition sur
« est moins sévere, elle est davantage si p diverge en = 0). Quand le support s’étend
jusqu’a l'infini, tout dépend de la nature de la décroissance de p a l'infini : pour que le
moment M, existe, il faut et il suffit que p décroisse plus vite que |x|_(a+1). Notons que
le moment d’ordre zéro existe toujours, et vaut 1 : ce n’est rien d’autre que l'intégrale
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et/ou la somme de la densité p(z) : ¥p =1 Vp. Si @ <0, on parle souvent®® de moments
inverses ; pour une v.a. ne prenant que des valeurs strictement positives, X > xy, > 0,
tous les moments inverses existent (aucune intégrale ne diverge). Notons enfin que des
inégalités variées entre les moments peuvent étre trouvées en partant de :

/+Oo(aca + 2P) 2 p(z)dz > 0, (1.107)

— 00

et en écrivant que le discriminant du trinéme est négatif :

(03

M2, 5 < Myo Mg . (1.108)

Il est parfois utile de s’intéresser non pas aux moments d’une v.a., mais a ses cumulants
— voir p. 68.

La notion de variables aléatoires indépendantes a été définie dans la sous-section
1.3.2 (voir note 38 p.17). Dans le cas de variables non-indépendantes, il est utile de
mesurer leur degré d’interdépendance. Un indice commun, et a priori tres naturel, est
la covariance. Pour deux v.a. X et Y, leur covariance C'xy (aussi appelée coefficient de
corrélation) est définie comme :

Cxy = (X = ()Y = () (1.109)

c’est une sorte de variance (ou d’écart quadratique) croisé. Il ne fait aucun doute que
si les deux v.a. sont indépendantes, la moyenne du produit est égale au produit des
moyennes et Cxy =0 :

‘X et Y indépendantes =— Cxy =0 (1.110)

La réciproque est fausse, comme le montre ’exemple suivant. Soit un angle 6 distribué
uniformément entre 0 et 27 ; les deux fonctions X = cosf et Y = sinf sont deux
variables aléatoires, dont la moyenne est d’ailleurs nulle. Ces deux variables ne sont
stirement pas indépendantes, puisque reliées I'une & lautre par X2 + Y2 = 1 ; pour-
tant, leur covariance est égale & la valeur moyenne de sinf cosf sur [0, 27] et est donc
nulle. L’usage est d’appeler variables décorrélées des v.a. dont la covariance est nulle,
mais cette terminologie doit étre bien comprise : elle ne signifie pas forcément que les
v.a. sont indépendantes. D’une fagon générale, et en termes physiques, ’existence d’un
lien de causalité entre deux événements entraine inévitablement que ceux-ci ne sont pas
indépendants (méme si leur coefficient de corrélation est nul).

Il est bien clair que la connaissance de p(z) (ou de F(z)) constitue l'information
maximale escomptable dans un cadre probabiliste. En pratique, on est souvent bien
démuni, ne connaissant d’expérience qu’un petit nombre de moments — sauf bien str si

68 Ces quantités apparaissent tout naturellement dans ’étude des marches au hasard en milieu aléatoire.
Ainsi, si Wy est un taux de saut d’un endroit & ’autre variant localement dans ’espace, le temps de
transit d’un point a ’autre est une certaine somme sur les durées des étapes intermédiaires : c’est donc
une somme du genre X ﬁ’ dont la valeur moyenne implique (%), premier moment inverse.
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on est capable d’échafauder un modele permettant de trouver théoriquement les fonctions
F(x) ou p(x). Dans le premier cas, se pose alors parfois le probleme difficile de recons-
truire la fonction inconnue a partir des moments obtenus d’une fagon ou d’une autre
— visiblement d’autant plus délicat que la distribution est large, un caractere qui traduit
la pertinence des événements rares. Il existe un théoreme important, le théoreme de
Marcienkiewicz, que I’on énoncera plus précisément par la suite (section 1.8), et qui érige
quelques garde-fous évitant les canulars (par exemple des distributions contenant des
probabilités. .. négatives).

Il est naturel de se demander avec quelle probabilité on peut trouver une v.a. X
loin de sa valeur moyenne ; l'inégalité de Tchebychev répond quantitativement a cette
question. Si la moyenne est (X) et la variance AX?, cette inégalité s’énonce :

@ = Prob[|X — (X)| > MAX] < (1.111)

1
a2

ol, en pratique et pour l'intérét de la question, A > 1. Pour la clarté de la démonstration,
admettons que la fonction de distribution de X est une densité p(x) (au sens large)
définie sur R. La probabilité w de I'événement cherché est l'intégrale de p(z) sur le
complémentaire I de intervalle I = [(X) — AAX, (X)+ AAX] ; en multipliant membre
a membre par (AAX)?2, on peut écrire la chaine d’inégalités :

+oo
(AXPw = [QAXP s < [(@- (0P pe)de < [ = (X)) pla)ds
I I —o0
(1.112)
L’intégrale de droite n’est autre que AX2, qui est positif, d’'ot @w < A72. Comme la
variance de la variable X;g) vaut 1, 'inégalité de Tchebychev s’écrit aussi :
AX?
Prob[| X — (X)) > A] < 2 (1.113)
On définit parfois la médiane comme le nombre réel m tel que :
| Prob[X < m] < m < Prob[X > m]| (1.114)

Pour une variable discrete, cette définition a un intérét tres relatif : en raison des plateaux
de F(zx), m est indéterminé. En revanche, pour une aléatoire continue dont la fonction
1

de répartition est strictement croissante, F'(m) = 5 définit un réel m et un seul.

¢ Remarque

L’écart-type est indéniablement une bonne mesure de I'incertitude liée au fait que
la variable est aléatoire. D’autres mesures complémentaires sont données par les
moments d’ordre supérieur. On peut toutefois souhaiter disposer d’un indice quali-
fiant la distribution des probabilités elle-méme, donnant un nombre a la hauteur
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de I’étalement des probabilités. Cette grandeur existe, et est appelée entropie de
Shannon et Wiener. La notant Sgw, elle s’écrit comme suit® pour une distribution
discrete de probabilités p,, 1 <n < N :

N
SSVV = _anlnpn (1'115)
n=1

C’est un nombre compris entre 0 et In N : Sgw = 0 ssi toutes les probabilités sont
nulles sauf une qui vaut 1 (pas d’aléatoire en fait), Ssw = In N si la distribution est
plate (uniforme), soit p, = % Vn (situation la plus incertaine (“désordonnée”), tous
les événements sont équiprobables). L’expression (1.115) se retrouve en Mécanique
statistique : S = —kp ), pn Inp, est de fait I'entropie (au sens physique du terme)
d’un systeme pouvant se trouver dans différents états avec les probabilités p,. Le
postulat fondamental de la Mécanique statistique affirme que pour un systeme isolé,
tous les états de méme énergie ont la méme probabilité : c’est bien ce qui assure a
I’entropie S sa plus grande valeur possible, Syax = kg In V. ¢

1.7 Lois de distribution courantes

Il s’agit ici de présenter quelques lois survenant fréquemment en Physique, en com-
mencant par les lois discretes.

1.7.1 Loi binomiale

La loi binomiale est une loi discrete qui survient quand on considere une population dont
les individus, agissant indépendamment les uns des autres, peuvent étre chacun dans
deux états possibles, avec les probabilités p et ¢ =1 — p. Par exemple, il peut s’agir
d’une source de Ny noyaux instables au départ qui, & un certain instant ¢ (fixé pour le
moment), peuvent étre soit excités (“vivants”, “non désintégrés”, probabilité p), soit a
létat fondamental stable (“morts”, “désintégrés”, probabilité ¢ = 1 — p). La variable
aléatoire est ici N, nombre de noyaux survivants a l'instant considéré, chaque noyau
vivant sa vie indépendamment de tous les autres. Tout ceci se transpose a une vapeur
atomique™ diluée, constituée d’atomes & deux niveaux |e) (excité) et |g) (fondamental).
Autres exemples : les boules blanches et noires que 'on tire successivement dans un sac,
les différentes suites possibles de pile et face quand on jette Ny fois la piece.

69Quand on substitue logy au logarithme néperien, on obtient la fonction dite Information manquante
de la Théorie de I'information (édifiée précisément par Shannon et Wiener, pour une introduction, voir
l’ouvrage de Renyi [18]).

70 hypotheése d’une vapeur diluée assure que les atomes ne se voient pas les uns les autres ; dans le
cas contraire, lorsque la distance typique entre deux atomes est de ’ordre de grandeur de la longueur
d’onde émise, le phénomene de superradiance est possible.
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En définitive, la loi binomiale est la distribution des probabilités pour Ny expé-
riences indépendantes (successives ou simultanées) tirant au hasard une variable de
Bernoulli (variable aléatoire & deux valeurs). Plus précisément, si on affecte la valeur
1 a l'état vivant, et zéro a I’état mort, IV est égal a la somme de ces Ny variables de
Bernoulli : la loi binomiale est de fait la loi de probabilité d’une somme de variables
de Bernoulli (indépendantes) — c’est aussi la distribution du gain d’un joueur au jeu
de pile et face. Ce fait sera retrouvé par la suite, notamment a propos de la fonction
caractéristique d’une somme de v.a. indépendantes (voir (1.194) et section 1.8.2).

Formulée a propos de la source radioactive, la question centrale est ici de trouver
la probabilité p, :

Probabilité d’avoir n survivants = Prob[N =n] < p, . (1.116)

Le nombre de facons distinctes d’avoir n individus vivants est C}, . En effet,
numérotons les individus de 1 a Ny et disposons-les sur une ligne en mettant les n vivants
a gauche, les Ny — n morts a droite. Il est clair que 'on peut effectuer n’importe quelle
permutation parmi les vivants (il y a n! permutations), ou parmi les morts ((Ng — n)!
permutations), sans modifier la nature de I’événement “n vivants et Ny — n morts” ; par
ailleurs, la numérotation des individus est arbitraire et il y a Ny! numérotations distinctes.
Au to|tal, le nombre de configurations contenant n vivants et Ny — n morts est égal a

Chaque répartition exclut toute autre ; une répartition donnée a la probabilité
p"(1 — p)No=". La probabilité p, d’avoir n noyaux vivants est donc la somme des CR,
probabilités toutes égales & p™ (1 — p)No=" soit :

pn=Cl,p"(1—p)™N™™  (0<n< Ny (1.117)

On vérifie immédiatement que la somme des p,, vaut 1 puisque [p + (1 — p)]¥ = 1. La
distribution n’est pas symétrique dans la transformation n — Ny — n, sauf si p = %,
évidemment.

A p donné, la valeur moyenne (espérance mathématique) du nombre de survivants
est :

N[) N[)
(N) =Y "np,=> np"(1-p)N"Cg, . (1.118)
n=0 n=0

Ce type de somme se calcule aisément en introduisant la fonction génératrice des proba-
bilités”! des probabilités f(s) :

Ny No
flo) B D s"pn=) "0 (1 =p)M T CR = s+ (1=p) . (1119)
n=0 n=0

"1La terminologie vient du fait que, au facteur n! pres, les dérivées successives de f en s = 0 sont

précisément les probabilités : pp, = 3 [5’97; f(s; t)] .
e s=0

s
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Figure 1.13: Distribution des probabilités binomiales (1.117) p,, en fonction de n, pour
p = 0.6 et Ny = 10, 100. Les probabilités sont strictement nulles si n est en dehors de
[07 NO]

et en calculant ses dérivées successives en s = 1. Par exemple :

d

&f(s)} =1 [%[p”(l*p)}%] : (1.120)

s=1

vy = |

d’ou :

Par définition, la moyenne de (N?) est :
No No

(N?) £ 3 " n’p,=> n’p"(1-p)"CR, (1.122)
n=0 n=0

et se calcule en dérivant f(s) une nouvelle fois” ; au total, on trouve que 'écart quadra-
tique est :

AN? 2 (N?) — (N)? = Nop(1 - p) (1.123)

Ceci permet d’écrire ’expression des fluctuations relatives :

AN 1 ][1
=T /5_1 _ (1.124)

—1/2 . . .
Il faut noter I'occurrence du facteur IV, / , qui reviendra souvent par la suite dans la
considération des fluctuations.

S’agissant de la source radioactive, la probabilité pour un noyau d’étre encore
vivant & l'instant ¢ est p(t) = e™**, ot A~! est la durée de vie moyenne d’un noyau a I’état
actif. En effet, la probabilité d’étre actif & I'instant ¢ + 0t est le produit de la probabilité

72Remarquer que n? = n(n — 1) + n.

Cl. A. FIP 1 - 2010/2011
UPMC 7 X 2010 Mathématiques pour physiciens



48 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités
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Figure 1.14: Distribution des noyaux survivants a trois ages d’une source contenant
initialement Ny = 1000 noyaux actifs. Chaque distribution est repérée par la valeur du
parametre 7 = At (& droite : source jeune ; & gauche : source vieille).

d’étre actif & ¢, soit p(t), multipliée par la probabilité de n’avoir pas basculé entre ¢ et t40t,
événement contraire de 1'événement ayant pour probabilité Adt : p(t+dt) = (1 —At)p(t).
Le passage & la limite §t — 0 donne p(t) = —Ap(t).

La probabilité p(t) décroit toujours (plus on attend, plus on a de chances de
trouver qu’un noyau donné est mort), et tend évidemment vers zéro. La dépendance
en t de p se reporte sur toutes les probabilités, p,(t), donc sur toutes les espérances
mathématiques. Ainsi, la moyenne de N devient une fonction du temps et (1.121) donne
(N)(t) = Noe=*, expression usuelle de la loi de décroissance radioactive (qui porte en
fait sur une moyenne, comme on omet trop souvent de le mentionner”). Aux premiers
instants (t < %, p~letqg=1—p~0),ladistribution est ramassée vers Ny (d’ailleurs,
au départ (¢ = 0) N est une variable certaine : on se donne comme information que

la source contient Ny noyaux actifs). A Dinstant™ T ot p = ¢, soit e ™ = %, ou
encore T = h‘TQ ~ %, la distribution est symétrique autour de %, il y a — en termes

de probabilités — autant de morts que de vivants. Enfin, pour ¢ > A7!, p ~ 0 et
q ~ 1, toutes les probabilités sont exponentiellement petites, sauf py < 1. Ceci ne veut
pas dire qu'une source radioactive devenue vieille est inoffensive : selon (1.124), on a
alors % ~ ﬁe+%’ ce qui signifie que les fluctuations relatives <A—A>f ... divergent
exponentiellement quand ¢ — +oo ! Ainsi, méme une vieille source — dont activité
moyenne est devenue faible en raison de son grand age — est capable d’émettre des
bouffées dangereuses ; cette observation élémentaire est a la base de ’éternel débat :
peut-on tolérer des faibles doses (moyennes) ou au contraire la seule dose acceptable
est-elle la dose zéro 7 — qui n’existe nulle part d’ailleurs.

73Ce fait est en pratique sans importance : pour une source jeune contenant un grand nombre de
noyaux, et en comptant les désintégrations pendant des intervalles de temps grands par rapport a ﬁ,
les fluctuations sont trés faibles (le bruit est trés petit). Il n’empéche que, conceptuellement, la différence
est de taille. Pouvoir confondre (au moins dans un premier temps !) valeur moyenne et variable aléatoire
résulte ici, comme pour tout systéme macroscopique, de I’énormité du nombre d’Avogadro.

74T est appelé (improprement) période ; en ordre de grandeur, T ~ A 71,
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Vv Dynamique des probabilités pour le déclin radioactif

La présentation précédente peut étre reprise d'un autre point de vue, permettant
au passage d’introduire la notion de processus stochastique (un must en la matiere :
louvrage de Gardiner [19]). Sans vouloir en donner une définition générale, on
peut dire qu’un processus stochastique est la succession des valeurs d’une variable
aléatoire lorsqu’un certain parametre varie, le plus souvent il s’agit du temps ou
d’une coordonnée spatiale, mais ce peut étre aussi ’énergie, quand un systeme se
promene entre des états caractérisés par leur énergie. Ici, la v.a. est N, nombre
de survivants a l'instant ¢ — qui prend les valeurs entieres 0 < n < Ny —, dont
les probabilités sont les p,, données en (1.117), et qui deviennent des fonctions du
temps par I'injection de la loi exponentielle pour p : p = e~ *.

On peut obtenir directement les p,,(t) sans effectuer le petit dénombrement qui a
conduit & (1.117), en écrivant, puis en résolvant, I’équation d’évolution des py(t).
Celle-ci s’obtient par un raisonnement” de bilan, en dressant I'inventaire des événe-
ments possibles entre deux instants ¢ et ¢t + dt, compte tenu du seul ingrédient
physique : chaque noyau a une probabilité \ét de se désexciter entre t et ¢t + 0t,
sans se soucier de ce que font les autres.

Soit donc la probabilité p,(t) de trouver n noyaux actifs a instant ¢, sachant qu’il
y en avait Ny a l'instant initial (¢ = 0). En appliquant les regles usuelles :

— événements indépendants < multiplication des probabilités soit :
Prob[A et B] = P(A) P(B)
— événements exclusifs <« addition des probabilités soit :
Prob[A ou B] = P(A) + P(B) ,

et en faisant l'inventaire des processus élémentaires pouvant survenir entre t et
t + 6t7%, on obtient le systeme d’équations de bilan :

Pr(t+0t) = (1=A5)"pp (t) + (n+ DAL = A5t)"ppy1 () + O((N61)*22) | (1.125)

avecn = 0,1,..., Ny (et pny+x = 0 si k > 1). Le premier terme provient de la
possibilité : aucun des n noyaux présents a U'instant ¢ n’a changé d’état ; le second

75Ce raisonnement par bilan a une portée universelle en Physique. C’est par ce type d’argument
qu’Einstein fut conduit & introduire (1917) les coefficients A, et B, (dits coefficients d’Einstein) ; le
second, B, est relativement classique (absorption et émission stimulées). Au contraire, A, est de nature
spécifiquement quantique et décrit 1’émission spontanée, qui se produit méme en I’absence de champ (en
moyenne) et résulte des fluctuations (quantiques) du vide de rayonnement (champ électromagnétique
dans son état fondamental — pas de photon présent).

Cet argument est aussi le fondement de ’équation-maitresse rencontrée lors de ’étude des processus
stochastiques (Mécanique statistique hors d’équilibre, Théoréme-H de Boltzmann), et de I’équation de
Fokker - Planck. Dans tous les cas, sous-jacente se trouve une équation de conservation “locale” de la
probabilité, du genre O p+§.j = 0, exactement comme en Electricité en conséquence de la conservation
de la charge.

"6Par exemple, la probabilité qu’aucun des m noyaux vivants a t ne bascule entre t et t 4 §t est
(1= XAét)™.
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terme signifie qu’il y avait n+ 1 noyaux a U'instant ¢t et que I'un de ces n+ 1 noyaux
a basculé, les n autres n’ayant pas changé d’état. Le symbole noté O rassemble
des processus multiples, qui sont d’ordre supérieur en §t (par exemple : plusieurs
noyaux se sont désexcités durant dt). Au méme ordre en dt, le systeme (1.125) est :

Pt +6t) = (1 = nA)pn(t) + (0 + DAStpns1 (t) + O((A6HF=2) . (1.126)

Apres division par 6t et passage & la limite 6¢ — 0, on obtient le systeme’”

différentiel suivant, de dimension Ny + 1 :

dpn

avec la condition aux limites py,+1(t) = 0 V t. L’intégration de ce systéme avec la
condition initiale p,, (¢t = 0) = §,, y, montre que la solution est de fait la distribution
donnée en (1.117) avec p = e~*. Noter que si p:% — soit & 'instant ¢t= h‘TQ =T —,

la distribution est symétrique : p,=pn,—n-

% Appendice Une fagon commode de résoudre le systeéme (1.127) est la suivante.
On considere & nouveau la fonction génératrice™ f(s; t) :

No

flsit) =D s"palt) (1.128)

n=0

qui est maintenant une fonction des deux variables s et t. A partir de (1.127), on
voit de suite que f satisfait I’équation aux dérivées partielles :

of of

— =A1-s) = 1.12

T xa-92 (1.120)
avec la condition aux limites f(t = 0;s) = so puisque p,(t = 0) = S, n,-

L’inspection attentive”™ de cette équation montre que sa solution est de la forme
F[(1 - s)a(t)], ou F est une fonction pour 'instant quelconque, et & condition que

a(t) satisfasse 'équation @ = —Aa <= a(t) = e~ d’on résulte :
f(s;t)=F[1—s)e ] . (1.130)
La condition aux limites impose F(1 — s) = s™0 <= F(S) = (1 — S)™o et finale-
ment :
fls;t)=[1— (1 —s)e N0 =[(1 —e ) 4 seM]No (1.131)

7711 est facile de vérifier que la somme des premiers membres est bien égale & zéro.

"8Tout comme en (1.119), le nombre de probabilités py est fini (il est égal & No + 1), de sorte que f
est un polynome.

En posant s = e'?, on voit que f(s = eit) der ¢(t) n’est autre que la fonction caractéristique introduite
plus loin (voir section 1.8) ; c’est la transformée de Fourier discréte des pn. ¢(t) est visiblement une
fonction de méme nature que la fonction f(s) introduite en (1.119).

7Une procédure moins intuitive et plus systématique consiste a effectuer une transformation de
Laplace de ’équation (1.129) ; en posant F(z; s) = f0+°° e ?t f(s; t) dt, on trouve que F(z; s) satisfait
une équation différentielle ordinaire. L’intégration de celle-ci, suivie de la transformation de Laplace
inverse, redonne I'expression (1.131) (faire cet exercice !).
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Le développement de cette expression en puissances de s (suivant la formule du
binéme), et l'identification avec le développement (1.128), reproduit 'expression
(1.117) des probabilités, comme il se doit. *

Conformément & (1.53), la fonction de répartition binomiale est :

No
F(z) =Y _ Ckp"1-pNo"O(z —n) ; (1.132)
n=0
c’est un escalier & Ny + 1 marches. A

1.7.2 Loi de Poisson

La loi de Poisson est relative a une variable aléatoire N prenant ses valeurs dans N et
s’écrit par définitionavec n€N, a€R, ; on vérifie immédiatement que ) _ypn = 1.

Prob[N =n] & p, =70 % (1.133)
n.

avec n €N, a € R, ; on vérifie immédiatement avec n € N, ¢ € R;. Comme on va le voir,
cette loi, qui ne dépend que du seul parametre a, décrit notamment, dans une certaine
limite qui va étre précisée, ce que 'on appelle les phénomenes d’attente. Afin de préciser
ceci, on se place dans la situation concrete suivante.

Soit un grand nombre d’individus (clients), N, souhaitant se rendre en un lieu
donné (un guichet) en un temps total donné, T'. Chaque individu agit pour son propre
compte sans se soucier des autres. Considérant la v.a. N du nombre de clients arrivant
pendant le méme intervalle de temps fixe et donné une fois pour toutes, noté At, la
question est de trouver Prob[N = n| = p,.

Une donnée fondamentale est la probabilité p pour qu'un client arrive pendant
At. L’hypothese la plus naturelle (en tout cas la plus simple) consiste & poser :

A

- (1.134)

p

C’est une fagon de traduire le hasard complet, au sens ou aucun instant n’est privilégié
entre 0 et T, que tous les temps se valent. Sans qu’il soit réellement possible de le
préciser en détail, on sent bien qu’adopter cette définition pour p contient une hypothese
de stationnarité.

Pendant l'intervalle de temps At¢, un individu arrive au guichet avec une certaine
probabilité p, ou n’y arrive pas, avec la probabilité 1 — p. Pour une population de N
clients potentiels agissant indépendamment les uns des autres, la probabilité qu’il arrive
n personnes est donc la méme probabilité que celle d’avoir n fois pile (par exemple) avec
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N lancers de la piece : c’est donc une probabilité binomiale, donnée par (1.117) et qui
ici 8’écrit (Ng — N) :
pn=Clp"(1—pN . (1.135)

Ceci fournit la réponse a la question posée, mais il est intéressant de ’analyser dans une
certaine limite, o1 & la fois A/ est trés grand et o I'intervalle de temps de comptage At
est tres petit devant la durée totale d’observation T, ce qui constitue typiquement une
analyse a grande échelle du probleme, dans un modele de quasi-continuum.

11 est clair que les deux limites AV > 1 et At < T ne doivent pas étre prises
indépendamment si 'on souhaite une réponse non triviale : par exemple, si on fait
tendre formellement T vers +oco en gardant N fixe, la réponse est immédiate : il ne se
passe rien, p = 0 par (1.134), et p,, est nulle, sauf si n = 0 ; c’est d’ailleurs bien ce que
donne 'expression (1.135) si on y fait brutalement p = 0. Inversement, si on garde T fixe
et que I'on fait tendre N vers 'infini, on obtient p, = 0 sauf si n = N : tout le monde
arrive en méme temps. Dans un cas comme dans l'autre, la réponse est triviale et sans
intéreét.

La facon la plus simple de lier les deux limites est de dire que le rapport %[ garde

une valeur fixe®0 :

N — o0, T — +oo , /X:CStegv

T (1.136)

En fait, c’est aussi la facon la plus naturelle de poser le probléeme en termes physiques ; la
grandeur constante v, inverse d’un temps, n’est pas un nouveau parametre du probleme
et a un sens physique tres clair : en tant que limite du rapport ’\%, c’est le nombre
moyen d’individus arrivés par unité de temps dans la limite d’une population infinie et
pour un phénomene durant une éternité. ~ représente le taux d’arrivée des clients ;
c’est une grandeur susceptible d’une vérification expérimentale préalable révélant, pour
le phénomene considéré, si elle est bien définie®!, et si oui combien elle vaut. Un tel test
statistique permet de savoir dans quelle mesure un phénomene réel releve ou non de la
loi de Poisson.

Avec cette procédure de limite, les grandeurs T' et A/ ne sont plus deux parametres
indépendants ; reportant T'= Ny~! dans (1.134) :

PZVW =

La prescription (1.136) s’écrit aussi :

At
L At (1.137)

‘N — +00 p— 0, Np=Cst =g (1.138)

80Ce type de limite est fréquent en Physique : la limite thermodynamique la plus simple pour un gaz
de N particules dans un conteneur de volume V' consiste a prendre la limite N — 400, V — +00, le
rapport % ayant une valeur fixée (c’est la densité p).

81En particulier, s’il s’agit d’un phénomeéne aléatoire stationnaire, v est une quantité indépendante du
temps.
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elle définit sans ambiguité le processus de limite, et est une nécessité formelle imposée
par le désir d’avoir une réponse non triviale dans le cas N' > 1. On va voir que, de fait,
les probabilités binomiales p,, (1.135) admettent alors une limite, et que cette limite est
la loi de Poisson donnée par (1.133).

Cela étant, il reste un peu d’algebre & effectuer pour arriver a (1.133). Ecrivons
Pexpression explicite de p,, & partir de (1.135) :

_ NN-1)...\N=n+1), a\n a \N-n
w=Chp*(1—pN " = )" (1-—= . (1.139
pn = CRep™(1 - p) o () (1-=7) (1.139)
qui se récrit comme suit :
I NN-1)...\N=n+1) , a \N-n
A n fixé, la grande fraction a pour limite 1 quand N — oo ; toujours & n fixé, on a :
m (1- %)N’” = fim MmO — e (1.141)

D’ou finalement, dans la limite considérée :
limp, = —e % ; (1.142)
n

c’est bien la loi de Poisson annoncée, (1.133). En résumé, si N dénote toujours la variable
aléatoire “nombre d’individus arrivés pendant l'intervalle de référence At”, on a :

Prob[N =n| = (Vi't) e VAL (1.143)
n.

dans la limite d’'une population N infinie et d’'une durée T infinie, le rapport % étant fixe
et égal & . La discussion détaillée ci-dessus montre que c’est le jeu T' — 400, N — +o00,
N/T = C5*¢ qui donne une limite non-triviale, bien que p — 0, conformément & (1.137).
Noter que, une fois cette limite prise, rien n’interdit de considérer des valeurs de n
arbitrairement grandes.

La loi de Poisson se rencontre également & propos d’un gaz de particules (supposées
classiques et sans interaction mutuelle) a I’équilibre, confiné dans un récipient de volume
V', quand on veut calculer la probabilité qu'un petit volume §V contienne un nombre
donné de particules. Pour une seule particule, son appartenance a 0V est une variable
binaire, 0 si la particule est en dehors de V', 1 si elle est dedans par exemple, avec les
probabilités 1 — p et p : il s’agit donc d’une variable de Bernoulli ; avec une hypothese
de type ergodique, on a p = ‘57‘/. Pour des particules sans interactions, la probabilité
pour une particule d’étre dans 6V reste égale & p en présence des autres puisqu’elles
ne se voient pas les unes les autres. Les particules étant supposées indépendantes, leur
présence simultanée dans §V est un événement composite formé avec des événements
indépendants ; la probabilité correspondante, p,, est donc le produit des probabilités,
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étant entendu qu’il y a C}, facons de répartir n particules parmi N dans §V : p,, est
donc & nouveau Cip™(1 — p)N=".

Le récipient étant fermé, le nombre de particules A est donné une fois pour toutes.
Si 0V <V, p < 1, mais avec §V “infinitésimal”, on peut aussi assurer N'p < 1 bien que
N > 1: on est ainsi dans le cas ou la limite ci-dessus s’applique, A'p étant un nombre
d’ordre 1 (=a) ; on retrouve ainsi la loi de Poisson :

5N

. 7L
limp, = T (1.144)

ol ¥ = Np s’interpreéte ici comme le nombre moyen de particules dans le volume §V.

0,05
] o Poisson
0,04- & - binomiale
0,03
0,02
0,01
0,004 - ‘
0 150 200

Figure 1.15: Comparaison des distributions binomiale et de Poisson. La loi binomiale
est tracée avec p = 0.1 et N/ = 1000 (noté Ny dans (1.117)). Conformément a Panalyse
conduisant & (1.145), la loi de Poisson correspondante a un parametre a égal & pA soit
a = 100.

La loi de Poisson est aussi celle qui régit des phénomenes de remplissage ; soit a
remplir un segment de longueur L avec des points jetés au hasard. Il suffit, dans ce qui
précede, de remplacer individu par point, T par L, le rapport noté y est alors égal a Af/ :
c’est la densité de points supposée constante quand on fait tendre le nombre de points
N et la longueur L du segment vers l'infini.

Enfin, la loi de Poisson apparait spontanément en Mécanique quantique, lors de
I'introduction des états cohérents de 'oscillateur harmonique, qui servent de base pour
la description d’états remarquables du champ électromagnétique.

La loi de Poisson porte aussi le nom de Lot des petites probabilités puisque, selon
(1.137), la probabilité p tend vers zéro par le processus de limite, précisément comme %
On retiendra :

o dm P ) = P )| (L)
p—U, N =700, Np= —
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ou p&POiSSOH) (a) désigne la loi de Poisson de paramere a. La fig. 1.15 fournit la compara-

ison entre les deux lois ; si leur proximité est manifeste a ’ceil, 'examen attentif révele
que, loin dans les ailes, les valeurs numériques (certes tres petites) des deux lois sont en
fait tres différentes : ce phénomene est fréquent et se retrouve également lorsque I’'on com-
pare une loi et son approximation par sa loi attractive (voir la section 1.9). On désigne
souvent par région d’échelle la zone centrale ou la coincidence est tres satisfaisante.

0,40+
035]]] a=1
0,30 1
0251
0,20 -
0,151
0,10 1 a=20

oos (il

(il
0 10 20 30

Figure 1.16: Distribution des probabilités de Poisson (1.133) pour a = 1 et a = 20.
Les probabilités sont toutes non-nulles (le support est N), mais deviennent tres vite tres
petites.

La distribution de Poisson (1.133) présente des aspects tres différents selon la
valeur du parametre a = yAt (voir fig. 1.16). Lorque a < 1, pg est trés voisine de 1,
cependant que les autres probabilités décroissent tres vite avec n. C’est le cas lorsque
I'intervalle de comptage des clients, At est trés petit devant ~!, intervalle moyen
séparant deux arrivées. Pour a < 1, les toutes premiéres probabilités sont voisines de 1,
les autres décroissant assez vite. Pour a = 1, on a pg = e~ = p1, pp = en;,l Quoi qu’il
en soit, pour a ~ 1, ce sont les probabilités avec un petit n qui sont les plus importantes,
le maximum de p,, survenant pour Npax ~ 1 :

Nmax ~ 1, Primax S 1 (1.146)

Au contraire, si a > 1, les probabilités avec un petit n sont tres petites, I’exponen-

tielle e™® I'emportant sur a” tant que n S == ; par ailleurs, pour n — oo, p, — 0 Va. Il

en résulte que p,, passe par un maximum pour un certain nmax qui est grand®? devant 1.
Ce maximum est petit ; en effet, en appliquant la formule de Stirling®?, on voit que :
1
a> 1 = npax > 1, Doy = ———— < 1 (1.148)

V2T Nmax

820n va voir que nmax =~ a (voir (1.149)).
83La formule de Stirling est une approximation de la factorielle ; on montrera ultérieurement (ch.7,
section 7.4) que :

N
N> 1: N'~v2zN(=)Y (1.147)
e
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Autrement dit, quand a > 1, la distribution des p,, est relativement “plate”, et présente
un faible maximum d’ordre (nmax) 2 (POUr Nyayx = 100, pp,... ~ 0.040). Ceci est bien
normal : supposer a > 1, c’est se placer dans la situation ot 'intervalle de comptage
est long devant v~!, auquel cas beaucoup d’événements (arrivée de n clients) ont une
probabilité sensiblement notablement différente de zéro.

Toutes ces propriétés se confirment précisément en remarquant simplement que,

selon (1.133), on a :
Pny1 _  Q
pn n+1

cette relation montre que pp+1 > pn tant que n + 1 < a. Si a < 1, la distribution est
toujours décroissante ; si a > 1, les probabilités croissent jusqu’a n = npax >~ a > 1, puis
décroissent. Cette derniere égalité approchée s’obtient aussi en dérivant formellement®*
ln p,, par rapport & n, apres avoir utilisé la formule de Stirling In N! ~ NIn N — N (justifié
puisque a > 1) :

d

d d
— Inp, = ﬁ(nlna—lnn!) ~1Ina— a(nlnn—n) =Ina—Inn , (1.150)

d’oll Npax =~ a quand a > 1.

; (1.149)

Ces constatations se retrouvent également sur la moyenne de IV et son écart-type.
Ona:

00 n +o00 n
—lla _ —a a _ .
<N>:nzzone H—;e Ry (1.151)

la moyenne de N? est :

+o00o n +o0 n
(N?) = n? e*a% =>"[n(n—1) +n] e*a% —a?+a=(N2+a, (1152
n=0 : n=1 :

d’ot I’écart-type :

et les fluctuations relatives :

AN 1 1

Ny~ Va~ JIN)

Sia < 1, la moyenne de N est pres de n = 0, et les p, sont tres vite trés petites : la
distribution est ramassée pres de n ~ 1 ; au contraire, si a > 1, la loi est en gros centrée
en un point nyax ~ a > 1, loin de l'origine, et sa largeur est égale & v/a ; dans ce cas :

AN _ 1 <1 (a>1) (1.155)
= a .

(N) (N)
et on retrouve alors le comportement typique en N~/< des fluctuations relatives, déja
rencontré en (1.124). On retiendra que, pour la loi de Poisson, 1’écart quadratique est
égal & la valeur moyenne : AN? = (N).

(1.154)

1/2

84Cette procédure peut paraitre cavaliére ; en fait, on peut écrire le gradient discret f(n+1)— f(n), puis
faire les développements limités adéquats quand 1 < n. C’est d’ailleurs ainsi qu’a procédé Heisenberg
lors de sa construction de la Mécanique des matrices (1925).
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1.7. Lois de distribution courantes 57

Vv Dynamique conduisant a une distribution de Poisson

Tout comme pour le déclin radioactif, on peut exhiber un processus stochastique
produisant tout naturellement des probabilités de Poisson. Historiquement, ce
probleme a été traité par Schottky, dans le but d’expliquer le bruit électronique
dans ces circuits, en conséquence de I'arrivée aléatoire de charges (bruit de grenaille,
shot noise en anglais). L’hypothese de base est que la probabilité d’arrivée d’une
charge supplémentaire entre ¢ et ¢ + dt est égale & \dt, X\ étant de facto la proba-
bilité d’arrivée d'une charge par unité de temps®®, supposée indépendante du temps
(hypothese de stationnarité).

Soit p,(t) la probabilité que n charges soient arrivées entre les instants 0 et ¢. Le
bilan des variations possibles des probabilités entre ¢ et ¢ + dt s’établit comme suit :

Pt +6t) = (1 = A6t) p(t) + At pr_1(t) + O((NG)*=2) . (1.156)

Apres division par dt et passage a la limite §¢ — 0, il vient :

Do A FApaalt) (W) (1.157)

Ce systeme d’équations se résout en introduisant a nouveau la fonction génératrice

comme en (1.128) :
+oo

Fsit) =" s"palt) , (1.158)
n=0

qui est ici une série (rien ne limite le nombre de particules arrivées), visiblement
uniformément convergente V |s| < 1 ; une fois trouvée la fonction f(s; t), il suffit
de regarder son développement en puissances de s pour obtenir p,(t), qui est le
coefficient de s™.
A partir de (1.157), on voit vite que f(s; t) satisfait 'équation aux dérivées par-
tielles®S :

of

ot
(comparer avec (1.129)). La solution générale est C(s)e En supposant la
population nulle & ¢ = 0 (p,,(0) = dno, soit f(s, t =0) = 1Vs, on a C(s) = 1,

AMs—=1)f(s;t) (1.159)

)\(s—l)t.

d’ou :
f(sit) =m0ty (1.160)
développant alors le second membre en puissances de s, on en déduit p,(t) par
identification : \
t n
pu(t) = ( ? e M (1.161)
n!

85Le méme formalisme décrit aussi une population d’individus augmentant spontanément avec 1’arrivée
des cigognes apportant chacune un nouveau-né, et en ’absence de déces, c’est-a-dire sur échelle de temps
courte devant la durée de vie moyenne d’un individu.

86 Comme il se doit, la dérivée % est nulle V ¢ si s = 1. Noter aussi que (1.159) est en fait une simple
équation différentielle.
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58 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

Il s’agit bien d’une loi de Poisson de parametre a = At. La moyenne du nombre de
charges & I'instant ¢ est Mt, et I'écart-type est v/ At (voir (1.151) et (1.152)). L’allure
de I’évolution temporelle de la distribution se déduit de la fig. 1.16, en remplacant
a par At. Aux temps courts devant A~1, la distribution est ramassée pres de n = 0.
Aux grands temps, la moyenne est grande, et la fluctuation relative est \/%7 (voir

(1.154)) : elle tend donc vers zéro, mais tres lentement. A

D’autres lois discretes jouent un role important en pratique. Par exemple, la
distribution dite hypergéométrique apparailt dans le cas suivant. On a un ensemble de N
objets et on s’intéresse & une qualité par tout ou rien de chacun d’entre eux (une piece
a des défauts, ou non, chacun a une étiquette oui ou une étiquette non) ; on sait que m
d’entre eux sont “oui”. La probabilité que tirant n objets, k d’entre eux soit “oui” est
donnée par :

k n—k
CmCN—m

P(k;N, m,n) =
Cy

(1.162)

avec N € N*, 0 <m < N, 1<n< N ; lesupport de cette loi est Max(0, n + m — N) ;

%. Sin = 1, c’est la distribution de
Bernoulli ; si N et m sont grands devant n et si p = %+ n’est pas trop pres de 0 et de
1, on retombe approximativement sur la loi binémiale de parametres n et p. Enfin, si

n > 1,N, m > n et p pas trop pres de 0 et 1, la région centrale est a peu pres gaussienne,
caractérisée par une moyenne ~ np et une variance ~ /np(l — p).

la moyenne est X7, la variance est

Sur des bases purement empiriques, une autre loi, dite de Zipf, est parfois invoquée
a propos de la fréquence d’apparition f; d’'un mot K dans une langue donnée ; elle stipule
que les fj, décroissent comme une certaine puissance de k£ dans une classification ou le
mot le plus fréquent est en premier, le plus fréquent apres celui-ci est en second, et ainsi
de suite : fr ~ k7% (si I'on s’autorisait de considérer un nombre infini de mots (!?), il
faudrait bien stir @ > 1) ; c’est donc typiquement une loi-puissance, tout comme la loi
de Pareto (sous-section 1.7.6), 'une de celles qui ont fait un débarquement en force dans
de multiples domaines ces dernieres décennies. Leur invariance d’échelle®” explique leur
importance pour les systemes fractales. La distribution est :

ke ke
N
p:

P(k;N, o) = (1.164)

1p_o‘ - HN,a

87Une fonction f(x) est dite invariante d’échelle si on peut trouver une fonction F telle que :

T x
/(@) =F(=) (1.163)

f(=’) @’
quels que soient x et x’ ; en supposant toutes les fonctions dérivables, et en dérivant par rapport & x et
(@) _ = f'(=")
f(=) f(=’)
est une certaine constante v ; l'intégration donne immédiatement f(z) = Kz,

par rapport & x’ cette relation entraine x quels que soient = et 2/, ce qui veut dire que

f(=)
T

montrant ’inéluctabilité de la loi-puissance des qu’il existe une invariance d’échelle.

la combinaison =
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N déf N — , . e . s . .
ou Hy, o = szl p~ % est appelé N® nombre harmonique généralisé. Dans la limite

N — +00, ces nombres sont égaux & la fonction de Riemann ((a), qui sera étudiée au
chapitre 7.

Apres avoir cité quelques lois courantes pour une v.a. discrete, on considére main-
tenant des variables aléatoires continues dont la fonction de répartition F'(z) est absolu-
ment continue : 3 F'(z) et F'(z) = p(x).

1.7.3 Loi uniforme

C’est la plus simple des densités pour une variable aléatoire continue X : on suppose que
la probabilité de trouver X au voisinage d’un point quelconque d’un intervalle [a, b] est
la méme pour tous les points de cet intervalle :

ste :
p(z){ C sia<z<b (1.165)

10 autrement

Comme lintégrale de p doit étre normalisée a I'unité, la C5'€ vaut ﬁ. Par exemple, si

® est un angle que l’on tire uniformément entre —7 et +m, CSt¢ = % et :

+7 +7 2
<q>>:/_ %qﬁdqbzo , (@2)=/_ %qﬁqub:% . (1.166)

L’écart-type d’'un angle tiré uniformément est donc \/ig ~ 1.81 radians. D’une facon

générale, pour une variable uniforme X, le rapport entre ’écart-type et la longueur de
Iintervalle des valeurs possibles est égal a ﬁ ~ 29%.

La loi de répartition F'(z) associée a la densité uniforme p(x) est nulle si z < a,
égale & 1 si > b et augmente linéairement entre a et b (c’est 'intégrale d’une constante) :

0 siz<a
Flz)=¢ =5 sia<z<b (1.167)
1 siz>b

c’est bien une fonction continue.

1.7.4 Loi de Gauss

La loi de Gauss est la plus connue des lois de distribution pour une variable aléatoire
continue X, sans doute parce que c’est la plus universelle, pour les raisons qui seront
expliquées dans la section 1.9. La densité correspondante pgauss(2) est :

1 (@—=20)?
auss\T) = e 272 1.168
PG ( ) \/%O' ( )
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60 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

ol xg et o sont deux parametres indépendants réels positifs. Le facteur \/%U assure la

normalisation & 1 de I'intégrale de p : fj;: PGauss () dz = 1. On vérifie immédiatement
que :

1 teo (@—20)?
X)=— re 202 dx =xp , 1.169
) V2no /,oo 0 ( )
= [T e G a2 o2 (1.170)
= x 202 = o° . .
V2rno J_s 0

Ceci donne l'interprétation des parametres apparaissant dans l'expression (1.168)
de la gaussienne ; xg n’est autre que la valeur moyenne et o est 1’écart-type :

AX = /(X% —(X)2=0; (1.171)
la variance est donc égale & o2. Le graphe de PGauss(Z) est une courbe en cloche,

symétrique autour de g, pGauss(T — o) = PGauss(—T + x0) ; le maximum est d’autant
plus grand et la largeur d’autant plus fine que o est petit®®, et inversement.

La loi de Gauss présente la particularité suivante : tous les moments My, k > 3,
s’expriment en fonction des moments d’ordre 1 et 2, My et M,y ; ceci est une carac-
téristique de l'intégrale gaussienne fj;o x* e*‘”Zd:c, qui joue un role fondamental dans
les applications®®. La loi de Gauss possede bien d’autres propriétés remarquables, qui
seront données au fur et & mesure dans la suite.

La fonction de répartition gaussienne est par définition :

1 T @ —eg)?
FGauss(x) = \/%0' /_Ooe 2020 da’ . (1.172)
Fgauss(7) a un point d’inflexion en zq et s’exprime commodément & ’aide de la fonction?
®(x) définie comme :
déf 2 z 2
o(z) & = / eV dy , ®(too) =+l ; (1.173)
VT Jo
on trouve :
1 T — Xg
Faau =—[1 d)—} 1.174
Ga ss(-r) ) + ( \/50 ) ( )

2
—_—=z_ .
FGauss(x) se rapproche de ses valeurs limites avec un écart o |g—|e 202, La fonction

1 — ®(x) est aussi notée erfe(z).

88La fonction de Gauss est un précurseur de la fonction de Dirac &6(x —x0), vers laquelle elle tend dans
la limite 0 — 0 — voir chapitre 2.

89Notamment pour la description des processus stochastiques gaussiens. C’est aussi gréice & cette
propriété que l'on peut “démontrer” 1’équation de la diffusion et, plus généralement, établir I’équation
fondamentale de Fokker - Planck.

9souvent appelée fonction erreur, notée aussi Erf(z), mais dont la définition précise peut varier d’un
auteur a ’autre.
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1.7. Lois de distribution courantes 61

On verra par la suite (section 1.9) en quoi la loi de Gauss (dite normale) a un
caractere universel et se rencontre tres fréquemment dans la pratique... pas toujours
d’ailleurs en raison du Théoreme limite central : le profil (en fréquence) d’une raie atomi-
que émise par une vapeur en équilibre thermodynamique est essentiellement gaussienne
— trouver pourquoi —, une raison qui n’a strictement rien a voir avec le fait que la gaus-
sienne est une loi attractive !

yd -
” Cauchy

__ Cauchy -

Figure 1.17: Comparaison des lois de Gauss et de Cauchy de moyennes nulles, de méme
largeur (prise égale & 1), cette derniére étant o (écart-type) pour la gaussienne, a (voir
(1.175)) pour la lorentzienne (dont I'écart-type est infini). A gauche : densités ; la lo-
rentzienne est vaguement triangulaire, la gaussienne est beaucoup plus ronde et plus
ramassée. A droite : fonctions de répartition ; la gaussienne est nettement plus raide
que la lorentzienne et sature tres vite.

1.7.5 Loi de Cauchy

Appelée lorentzienne par les Physiciens, cette loi a pour densité :

1 a

e P Epar (1.175)

PCauchy (-T) =

avec a € R,. A nouveau, PCauchy () est symétrique de part et d’autre de o — de toute
évidence, la moyenne de X est xg. Cette loi a une caractéristique remarquable : la
variance est infinie | En effet :

a +oo T — 2
AX? = (X?) —(X)? = {(X — (X)) = ;[ (x(_xoﬁderoo , (1.176)

en conséquence du fait que pcauchy () décroit trop lentement & l'infini®!, comme z72.

De surcroit, quoique 'écart-type AX est infini, la largeur (géométrique) est visiblement

91En fait, aucun moment n’existe & proprement parler, sauf les moments impairs de la variable centrée
X — x0 et a condition de les régulariser en écrivant :

_ . Ca [TA g2ktL
Mz (X = w0 = tim 2 [T ay =0 s (1.177)

c’est & ce prix qu’il est légitime de dire notamment que la moyenne de X avec la loi (1.175) est égale
a xg...
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62 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

finie : en la définissant conventionnellement comme la largeur a mi-hauteur, elle vaut 2a
puisque pCauchy(-TO + a) = %pCauchy(wo)-

La loi de Cauchy est ’exemple le plus simple de loi dite large, au sens ou les valeurs
tres éloignées de la moyenne (ici égale & xg) ont une probabilité qui n’est pas si petite que
cela : d’ou la pertinence des événements rares, qui joue un réle important en Physique,
notamment pour la relaxation de certains systémes complexes, ou la dynamique au sein
des milieux désordonnés.

La fonction de répartition de Cauchy est :

Tr — X

¢ 1 1 1
FCauchy(z) = / g— da’ = = + ;Arctan

1.178
oo T (2 — x0)?% + a? 2 ( )

Elle se rapproche de ses valeurs limites avec un écart variant comme ‘71‘

Exemple ot 'on trouve précisément une densité de Cauchy”? : les valeurs de
l'aléatoire Y = tan X quand X est uniformément répartie dans I'intervalle | — %, +3[. En

-z,
effet, si Fiy et Fy sont les fonctions de répartition correspondantes, on a par définition®? :

Prob[Y < y] =Prob[X < z] sachant que y =tanz <= = = Arctgy , (1.179)

soit :
Fy (y) = Fx(z = Arctgy) . (1.180)

Si Fx(z) est absolument continue et si la densité correspondante est px(x), alors la
probabilité Prob [X < z] est I'intégrale de px(x) de —F jusqu’a y. Au total :

Arctgy
Fy(y) = Prob[X <z = Arctgy] = / px(z)dx . (1.181)

i
2

jus

%, alors px (z) est une constante et vaut % En

Si X est répartie uniformément entre +
définitive :
Arctgy 1 1
F = —dz = —(= + Arct . 1.182
v = [ L=+ arig) (1182)
Il en résulte que Y admet aussi exclusivement une fonction de répartition absolument
continue, dont la densité est :

dFy 1 1
_ _1 1.183

qui est une loi de Cauchy centrée de largeur a = 1.

92],a lorentzienne est aussi le profil en fréquence d’une raie atomique quand seule la largeur naturelle
est en jeu — pourquoi ?

93 Noter que cette relation simple résulte du fait que la fonction * — tanz = y est monotone non-
décroissante dans l'intervalle considéré pour zx.
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Loi de Cauchy

1/m
03

02
1/(2)

0,1

0,0
-100 -50 0,0 50 10,0

Figure 1.18: Tllustration de la propriété géométrique de la densité de Cauchy (a = 1) :
les deux tangentes & mi-hauteur (en @ = +a) se coupent au sommet, et traversent 1’axe
des abscisses en +2a (le dessin est tracé avec a = 1).

Signalons une propriété géométrique intéressante du graphe de la loi de Cauchy,
illustrée sur la fig. 1.18 : pour tracer semi-quantitativement cette courbe, on part d’un
triangle isocele de base 4a et de hauteur % ~ 3%1 et, partant du sommet, on fait “tangen-
ter” la courbe aux milieux des deux autres c6tés du triangle. Ceci permet de distinguer
a Pceil une loi de Cauchy d’une loi de Gauss : la lorentzienne a une allure triangulaire
alors que la gaussienne est plutot ronde. Ces deux distributions se démarquent aussi
fortement l'une de 'autre par ’aspect des ailes : la lorentzienne traine en longueur alors

que la gaussiennne s’annule tres vite.

1.7.6 Loi de Pareto

La loi de Pareto est le prototype de la loi-puissance. Elle fut proposée par Pareto pour
décrire le partage de la richesse dans une population donnée ; depuis, on la retrouve dans
des domaines tres divers, de la “phynance” a la sociologie. L’aléatoire X étant supposée
prendre des valeurs supérieures a un certain seuil x, la fonction de répartition est :

0 Ve < x
Frareto(r) = { - (%)% vg > xg (1.184)

x

avec a > (. La densité correspondante est donc :

0 VSC<SCO

£ 1.185
a5 Ve > xg ( )

PPareto(T) = {

o 3 o 2 :
La valeur moyenne est =120, la variance est a-12@a—2)%0- Ces expressions attestent
d’une évidence : si a est petit, la queue de la distribution fait diverger les premiers

Cl. A. FIP 1 - 2010/2011
UPMC 7 X 2010 Mathématiques pour physiciens



64 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

moments (loi large). Si a < 2, la variance n’existe pas ; pour @ < 1, il n’y a méme pas
de valeur moyenne.

Pour terminer cette section, mentionnons d’autres lois assez fréquentes® :

eloil: p(z)=Ca% % >0 a>—1;
e loi de Maxwell : p(z) =C ef)‘zz7 ainsi appelée pour des raisons évidentes ;
e loi Beta” : p(x) =Ca“(a—2)’,0<z<a, a, B> —1;

e loi de Laplace : p(x) = Ce %l (qui est essentiellement la transformée de Fourier
d’une lorentzienne®®).

e loi de Gumbell : p(x) = Ce"¢" | qui apparait dans le calcul des corrections de
taille finie pour I’énergie libre de certains systemes désordonnés.

1.8 Fonction caractéristique

1.8.1 Définitions et propriétés

Par définition, et en adoptant les notations générales, la fonction caractéristique ¢(t)

d'une loi de probabilité p(x) est la valeur moyenne de la quantité”” el*X :
o(t) “ () = (1Y) (1.186)
Une premiére conséquence est que :
[¢(0) = EQ) = 1] (1.187)

et bien sir ¢(—t) = ¢*(¢), Vt € R.

En Pabsence de composante singuliére continue (une hypothése acceptable pour
la plupart des besoins), et en jouant avec la régle opérationnelle de la fonction de Dirac,
il est équivalent de dire que ¢(t) est la transformée de Fourier de la densité généralisée
p(z) définie en (1.68) p.32 :

qb(t):/+oop(x)eit”” dr <= p 5 o = Flp) (1.188)

— 00

94 désigne & chaque fois la constante de normalisation telle que I'intégrale de p(x) soit égale & I'unité.

F’?Z—J:I), pour la loi de Maxwell, C' = \/g, etc.

95Pourquoi doit-on avoir a, 8 > —1 ?

96 En conséquence, la fonction caractéristique (définie dans la sous-section 1.8.1) de la loi de Laplace
est une lorentzienne.

97En posant it = —BH, ¢(t) prend I’allure de ce que le physicien appelle une fonction de partition. En

cas de nécessité, la fonction ¢(t) peut étre prolongée analytiquement ; ici, on supposera toujours t € R.

Pour la loi T', on trouve C' =
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Cette écriture explicite permet de voir clairement que ¢ existe Vt € R puisque p(z) est
une fonction positive dont l'intégrale est finie :

—+oo

VieR o)) < / el p(x)| da :/ p(r)de =1 ; (1.189)

—o0 —o0
avec les conventions adoptées (voir (1.68)), Pexpression explicite de ¢(t) est :

—+o0

o(t) = anem" +/ p(z) ™ dx ; (1.190)

la normalisation de p(x) assure la satisfaction de (1.187).

La fonction caractéristique possede des propriétés remarquables, qui en font un
outil de toute premiere utilité (pour une revue, voir ’article de Lukas [26]). Par exemple,
si ¢(tg) =1 pour un certain nombre ¢y € R, alors la v.a. correspondante X ne peut pren-
dre que des valeurs multiples entiers de %—0” En effet, si on prend la partie réelle de la
relation de définition (1.186), il vient E(1 — costpX) = 0 ; comme 1 — costoX > 0, ceci

donne Prob[l — costpX = 0] = 1, soit Prob[X est divisible par %—0“] =1

En outre, ¢(t) est une fonction uniformément continue® :

[6(t2) — ¢(t1)] = [B(e">X — e ¥)] < B(lei*2X — e X ) = B(jeit=-tX _1]) . (1191

Le module de la différence de deux complexes est borné par la somme des modules ; la
quantité entre parentheses est donc bornée par 2. Le théoreme de la convergence dominée
permet de passer a la limite sous l'intégrale, donnant quels que soient ¢; et ¢ :

tlin% |p(t2) — &(t1)] =0 . (1.192)
2—1l1

La plupart des propriétés s’énoncent simplement avec ’écriture en transformée de Fourier,
et s’appuient sur le fait que Poriginal est une fonction positive (et intégrable).

Il existe une bijection entre la fonction de répartition F'(x) et la fonction carac-
téristique, qui s’exprime par le théoréme d’inversion :

1 +T 1— e—iAt )
Fle+8) - F(r) = Jim /T e () dr (1.193)

La démonstration peut étre trouvée dans ouvrage de Fisz [23], p.116 (ou dans [24],
p. 324, theoréme 12.7). En I’absence de composante atomique, la biunivocité est assurée
par le théoreme d’inversion de Fourier (voir chapitre 8).

98Une fonction f est dite uniformément continue ssi, quel que soit € > 0 donné, il existe § > 0 assurant
que si la distance de deux points quelconques z1 et x2 est plus petite que d, la distance des images f(z1),
f(x2) est inférieure & e ([24], §2.3).
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A titre d’exemple, les fonctions caractéristiques des lois présentées ou citées ci-
dessus sont? :

1+ pelt —1) (loi de Bernoulli)
[1+p(el — 1)]N° (loi binomiale)
ea(e*=1) (loi de Poisson)
B(t) = H;’*" 12:22%1 n~ %"t (loi de Zipf) ,
eltro—3t"o (loi de Gauss)
(C% ., /C) 2B (=ny, —m; N —m —n+1;e'!)  (loi hypergéométrique)
eltwo—tla (loi de Cauchy)
a(—izot)?*T(—a, —izot) (loi de Pareto)
(1.194)
Quant a la distribution de Cantor - Lebesgue, sa fonction caractéristique est :
t) = elt/? Cos i 1.195
pe(t) nl;g* an ( )

Ce résultat peut s’obtenir en examinant le point fixe de la récurrence ¢, (t) — ¢ny1(t)
déduite de (1.89).

Figure 1.19: Fonction caractéristique ¢¢(t) de la distribution de Cantor - Lebesgue (voir
(1.195)).
itx

Si dans la définition (1.186) on développe e'*® en série entiere, et que 1'on échange

formellement sommation et moyenne, on obtient :

w— (it)*
o) = T<X ) (1.196)
k=0
admettant provisoirement le caractere licite de ces opérations, on voit que les moyennes
des puissances entiéres de 1'aléatoire se lisent sur le développement en série entiere de
¢(t). Ceci justifie appellation de ¢(t) comme fonction génératrice des moments (entiers),

M, = (X*), puisque quand ce développement existe, on a immédiatement :

dk
dtt

My =i* [ qb(t)} (1.197)

t=0

99La notation T'(«, =) désigne traditionnellement la fonction Gamma incompléte d’Euler, oF1 (o, 8, )
est une fonction hypergéométrique.
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1.8. Fonction caractéristique 67

La légitimité de 1’échange entre moyenne et sommation repose sur le théoreme suivant.
Si pour un entier n, (| X|") < oo, alors

$(t) = (XEY 417, (1) (1.198)

k!
k=0

ol &,,(t) tend vers zéro quand ¢t — 0. La démonstration peut étre trouvée p. 324 de I'ou-
vrage [24] de Kingman et Taylor (leur théoréme 12.6). Dans le cas absolument continu, et
parce qu’elles forment un couple de Fourier, les fonctions p(z) et ¢(t) ont des propriétés
duales 'une de lautre. Ainsi, si p(z) possede des moments My~ de tous les ordres, alors
@(t) posséde un développement en série entiere centré en t =0 :

T ik oo T )k
o(t) = Z (;3 / ¥ p(x) dz = Z (]?' Mj, (1.199)
k= k=0

0 — 00

Il en va ainsi pour la gaussienne, pour laquelle il est maintenant facile d’établir
la propriété remarquable annoncée plus haut (tous les moments s’expriment & l'aide des
deux premiers). Prenons une variable gaussienne centrée (de moyenne nulle) ; le calcul

direct de Dintégrale (1.188) avec p(z) = —2—e 202 donne ¢(t) = e~z don :

2mo
+oo . k
1 t
SRS % My (1.200)
k=0

en développant en série le premier membre, ’identification donne'%° :

+o0 l +00 .o\ k |
le—' (%t202> => (lli—?Mk = Moypy1 =0, My= (Q—k) o . (1.201)
1=0 k=0

Ainsi, pour une variable gaussienne centrée, tous les moments pairs s’expriment simple-
ment & 1’aide de 02 = M,. Le point important est que Moy, est simplement proportionnel
a la k® puissance de o2 : cette propriété joue un role majeur dans ’étude des processus
stochastiques dits & diffusion lente!®'. Dans le cadre quantique de la Seconde quantifi-
cation, cette propriété est le fondement du Théoreme de Wick, qui joue un réle de tout
premier plan (Théorie quantique des champs, Probleéme & N-corps,...). Pour la référence
ultérieure'?, retenons que pour une v.a. gaussienne centrée :

My =o? | My = 30" | Mg = 150° . (1.202)

A Tinverse, la loi de Cauchy n’a aucun moment (sauf les moments impairs, et a condition
de les régulariser comme indiqué dans la note 91) ; de fait, sa fonction caractéristique

1007, formule de Stirling (voir (1.147)) montre que pour k > 1, My, ~ \/5(%)’“0%, qui augmente
vertigineusement avec k, quel que soit o.

101Crest cette propriété qui conduit & 1’équation de Fokker - Planck, une des équations fondamentales
permettant de décrire la dynamique hors d’équilibre d’un systéme macroscopique.

102y0ir sous-section 1.9.2 et notamment la fig. 1.20.
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68 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

—ltla

e~ 1% nest pas analytique en ¢ = 0 : si on peut certes toujours écrire e comme la

(=)™
neN " nl

série entiere Y [t|™, il ne s’agit pas d’un développement de Taylor !

Noter cependant que si ¢(t) existe toujours, ce n’est pas forcément le cas des My, :
pour la loi de Cauchy, ¢ = e~®/*l alors qu’aucun moment n’existe. A Iinverse, s’agissant
de déterminer la distribution de probabilités d’'un phénomeéne donné, une procédure stan-
dard consiste & mesurer, ou calculer, les différents moments M, afin de batir peu a peu la
fonction caractéristique ¢(t). Cette reconstruction a partir des moments est une opération
délicate, surtout quand on ne dispose pas d’information a priori sur les propriétés analy-
tiques de ¢(t) spécifiques au probléme analysé. Dans tout traitement par approximation,
il convient de respecter les propriétés intrinséques de ¢(t) autant que faire se peut, afin de
s’éviter des déboires : un schéma approximatif mal maitrisé peut conduire a des ennuis,

dont le plus spectaculaire est 'apparition d’une densité ... négative.

Il est aussi parfois trés utile de considérer le logarithme de ¢(t), ¥(t) = In¢(t),
soit103

e¥(t) (it Xy (1.204)

Quand il existe!®, le développement de Taylor de 1)(t) fait apparaitre, par définition, les
cumulants Cy, :

U(t) = o Ok (1.205)

et c’est pourquoi 1 (t) est aussi appelée, dans ce cas, fonction génératrice des cumulants.
En identifiant les développements, on voit que les C, sont certaines fonctions des moments
Mk’ :

Ci=M,, Co=My— M, C3=Ms—3MDM+2M}, ... (1.206)

Noter que la somme des coefficients figurant dans I’expression de C}>2 est nulle comme
il se doit, puisque pour une variable certaine, tous les cumulants Cj>2 sont visiblement
nuls et qualors M! = M},

Dans certains problemes, les cumulants sont les bonnes quantités décrivant globa-
lement la dispersion des valeurs d’une variable aléatoire. Pour une distribution gaussien-
ne, tous les cumulants sont nuls au-deld du second (Cy =g, Co =02, Ck>3=0) ; pour
une variable certaine, tous les cumulants sont nuls (sauf le premier, égal & la valeur cer-
taine). Sion considere le nombre de cumulants non-nuls comme une mesure de 1’aléatoire
percu qualitativement, la gaussienne apparait a cette aune comme une caractéristique de

103De ce point de vue, mutatis mutandis, ¢ ressemble & une énergie libre, cependant que (e!*X) joue le

role d’une fonction de partition. Le logarithme complexe In z désigne la branche qui vaut 0 si z =1, et
qui satisfait In(z*) = (Inz)*. En effet, avec t € R, ¢*(t) = ¢(—t), d’ou :

In g™ (t) = In () = $(—1) = ¥* (1) = (nH(1))" . (1.203)
104Pour la loi de Cauchy (1.175), ¢(t) = e!*0t =@l n’a pas de développement de Taylor centré en t = 0.
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1.8. Fonction caractéristique 69

l'aléatoire minimum, du plus faible hasard, du plus petit désordre : c’est la distribution
de probabilité la moins “hasardeuse”.

Citons enfin le théoréme de Marcienkiewicz [25], qui affirme que ¥(t) est soit un
polynome du second degré (pour la gaussienne), soit une série. Tronquer cette série dans
un cas donné, en guise d’approximation dans un probleme compliqué, expose a de sérieux
déboires, comme par exemple trouver des probabilités négatives (par Fourier inverse de
la fonction caractéristique approchée qui en résulte).

1.8.2 Somme de variables aléatoires

Il s’agit ici d’examiner les propriétés élémentaires de la somme de plusieurs variables
aléatoires, dans I’hypothese cruciale ou celles-ci sont indépendantes — 'extréme impor-
tance de cette hypothese apparaitra tres vite. Cette question permettra de mieux saisir
encore la puissance de 'outil que constitue la fonction caractéristique. Soit X; et Xo
deux telles v.a. dont les fonctions de répartition sont Fy et Fb, et soit X = X7 4+ X5 leur
somme, qui est de toute évidence une variable aléatoire. La question est de trouver la
fonction de répartition de X, F(z).

Afin de progresser graduellement, considérons en premier le cas de deux v.a.
discretes et, pour simplifier les écritures, supposons que chaque X; prend N valeurs
distinctes que 'on représente simplement par un entier n, 1 < n < N. Notons p; , la
probabilité Prob[X; = n]. La somme X = X; + X5 prend toutes les valeurs entieres
entre 2 et 2N ; la probabilité pour que X soit égale a m s’obtient en faisant 'inventaire
de tous les événements exclusifs donnant la valeur m pour X, et en faisant la somme
de leurs probabilités. X est égal a m si X; prend la valeur 1 et si Xo vaut m — 1, ou
si X7 prend la valeur 2 et si Xo vaut m — 2, et ainsi de suite. Comme les variables X;
sont indépendantes, la probabilité de chacun des événements (X; =k, Xo = m — k) est
le produit des probabilités individuelles, soit pi, xp2, m—k. En définitive, la probabilité
cherchée est :

Prob[X = m)] Z D1, kP2, m—k (2 <m < 2N) (1.207)

Notons que ce résultat, qui a la forme d’une convolution discréte, peut s’obtenir d’une
fagon plus systématique en sommant sur tous les événements possibles de ’espace produit

={1,2, ..., N}? mais en les filtrant avec le symbole de Kronecker afin de ne retenir
que ceux donnant la valeur donnée m pour la somme X1 + X5 :

Prob [X = m] Z Zpl 1D2, n3 Onytna, m - (1.208)

ni=1ns=1

Considérons maintenant le cas de deux variables admettant chacune une fonction
de répartition absolument continue, F;(x), associée a une densité p;(x) = F/(z). Suivant
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70 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

une démarche analogue, la probabilité que X soit inférieure ou égale a x est égale a la
somme des probabilités des événements exclusifs o & la fois X; < z — 2/ et X3 est
compris entre x’ et ' + dz’ dans la limite dz’ — 05 :

Prob [X < z] = Somme sur @’ {Prob[X; <z —2' et 2/ < Xy <o’ +02']}5,_0 3
(1.209)
cette derniere probabilité s’obtient encore par un simple produit de probabilités puisque
les deux variables sont indépendantes par hypothese ; de la sorte :
Prob[X <z] = 5 limO Z{Prob (X1 <z—2] xProb[z/ < Xy <2’ +62']} . (1.210)
x/—04

x!

La limite s lim0 > . Dest autre que l'intégrale de Riemann ; par ailleurs, le facteur
' —04

Prob[z’ < Xo <2/ 4 02'] = Fo(a’ + d2’) — Fo(2’) donne Fj(z') da’ & la limite, d’ott :
F(z) = /Fl(ac — 2 )Fy(2')da' = (Fy * F3)(x) . (1.211)

Il est clair que dans le raisonnement conduisant & (1.210), les roles de X; et de Xo peuvent
étre échangés : on peut tout autant dire que la probabilité pour que X soit inférieure ou
égale & x est égale & la somme des probabilités des événements ot & la fois Xo < z — 2’
et X7 est compris entre z’ et ' + dx’. Au total :

F(z) = /Fl(l' — 2 )Fi(2')da' = /Fg(x — 2F|(2") da’ (1.212)

Ainsi, F' est la convolution de I'une des F} avec la dérivée de l'autre.

Une fois trouvée la fonction de répartition F'(x), la question de sa densité associée
se régle en considérant la limite :

p(z) = lim F(zx + Az) — F(z)

Jim A : (1.213)

revenant & l'expression (1.211), et puisque Fj(z) est continue et dérivable, la limite ci-
dessus existe et n’est autre que [ F{(z — a/)Fj(2’) da’ ; notant p(z) = F’(x), il vient :

pa) = [ ;oo = a)ds’ = (o1 % p2) (o) (1.214)

Ainsi, en raison de I'indépendance des variables, p(x) ressort comme la convolution des
" . N R
densités p;. Pour une somme de N variables X =" | X, on a de méme :

p() :/dxg/dx3.../dx1vp1($—x2—xg—...—xN)f[pi(xi) (1.215)

La fonction caractéristique ¢(t) d’'une somme de v.a. indépendantes a une forme
remarquablement simple. Pour la somme X = vazl X;, elle s’obtient immédiatement
en partant de sa définition :

¢X(t) gf <eitX> — <eit(X1+X2+...+XN)> _ <eitX1 eith o eitXN> : (1216)
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1.8. Fonction caractéristique 71

par hypothese, les variables X; sont indépendantes, assurant que la loi conjointe & [N
variables est le simple produit des lois individuelles :

p(x1, z2, ..., zn) = p1(z1)p2(22) ... pN(TN) ; (1.217)

il en résulte que les moyennes se factorisent dans (1.216) :

ox(t) = H(e”Xw = H ;(t) (1.218)

En particulier, si toutes les variables indépendantes sont distribuées suivant la
méme loi po(x), de fonction caractéristique ¢g(t), alors, suivant (1.218), la somme est
distribuée suivant la loi ayant la fonction caractéristique ¢x (t) telle que :

dx (1) = [po(1))" (1.219)

C’est pour cette raison que, dans (1.194), la fonction caractéristique de la loi binomiale
est la puissance N§ de la fonction caractéristique de la loi de Bernoulli : on sait qu’une
variable binomiale prenant les valeurs 1, 2, ..., Ny est la somme de Ny variables de
Bernoulli indépendantes prenant les valeurs 0 et 1.

Pour terminer, signalons une fagon expéditive d’établir I’expression de la densité
p(z) de la somme de deux (ou plus) variables aléatoires indépendantes. Par analogie
avec ce qui a conduit & (1.208), et en acceptant le jeu formel avec la fonction de Dirac
jouant le réle d’un symbole de Kronecker continu, il suffit de filtrer toutes les possibilités
indépendantes de x1 et de zy avec §(x — x1 — xz3), ne retenant ainsi que les termes
correspondants a une valeur donnée x pour la somme X = X3 + Xo. Appliquant la regle
opérationnelle de 6(x), il vient :

plx) = /dxl /d$2 p1($1)p2($2)6($ — (21 +.T2)) = /pl(acl)pg(ac —x1)dzy . (1.220)

Pour la somme de N v.a., cette fagon de faire est un moyen mnémotechnique de retrouver
rapidement le résultat (1.215). L’expression (1.220) est visiblement le pendant de (1.208)
pour le continuum, la “fonction” de Dirac jouant le réle d’un symbole de Kronecker
continu.

1.8.3 Stabilité d’une loi par I’addition

Le résultat exprimé par (1.218) est d’une extréme importance (mais ne jamais oublier
qu’il ne tient que pour des variables indépendantes). Examinons ce qu’il implique pour
quelques lois présentées ci-dessus, en se référant aux expressions données en (1.194).
Prenons d’abord deux variables de Poisson X; et X5, de parametres respectifs a; et as.
La fonction caractéristique de leur somme X = X7 + X est :

d)X(t) _ eal(eit—l) eaz(eit—l) _ e(a1+a2)(eit—1) ) (1221)
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72 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

C’est encore la fonction caractéristique d’une loi de Poisson. Il en résulte que la somme
suit une loi de Poisson, de parametre a = a; + as — une fois établi le fait que la somme
suit une loi de Poisson, on a forcément a = a1 + as puisque a est la valeur moyenne.

Pour deux variables gaussiennes X; et X2 de moyennes respectives g1 et xg2, et
d’écarts-types respectifs o1 et g2, (1.194) dit que la fonction caractéristique de la somme
X = X; + Xy est eitvor—3t°07 gitzoa—3t°05 _ git(zor+202)=3*(014+03) . clest encore une
fonction caractéristique de gaussienne, de moyenne xg1 +xo2 (ce qui n’est pas surprenant),
et de variance égale & la somme des variances 0% + 03 (ce qui ne I'est pas davantage)'®.
Enfin, pour deux variables de Cauchy, la conclusion est encore la méme : leur somme
obéit a une loi de Cauchy de parametre a égal a la somme des parametres relatifs a
X; et Xo. On retiendra que la convolution de deux gaussiennes est une gaussienne, la
convolution de deux poissoniennes est une poissonienne, la convolution de deux lois de
Cauchy est une loi de Cauchy.

Le fait remarquable est que, pour ces lois, la variable somme X = X; + X5 obéit
a une loi de méme nature que chacune de ses “composantes” X; et X5. Cette propriété
extraordinaire n’est pas vraie en général : elle ne tient visiblement pas pour deux variables
de Bernoulli, ou pour deux variables binomiales. Les lois qui la possedent sont dites
stables par ’addition ; elles jouent un role de premiere importance en pratique, et sont
par ailleurs des curiosités mathématiques justifiant I'intérét qui leur est porté a la suite
des travaux de Paul Lévy dans les années 1920. Inversement, elles suggerent de se poser
des questions intéressantes, comme par exemple : dans quelle mesure une variable aléa-
toire X peut-elle étre décomposée en la somme de deux autres variables aléatoires, ce
que I'on formule usuellement en disant : dans quelle mesure une loi est-elle divisible ? Le
champ de recherche en la matiere porte le nom d’arithmétique des lois de probabilités, et
est encore a I'heure actuelle un domaine en pleine activité (pour une revue relativement
récente, voir l'article de Livshits et al. [27]).

Il convient de savoir que la réciproque n’est vraie que pour les lois de Poisson et
de Gauss : si X7 + X5 est une variable de Gauss (resp. de Poisson), et si X; et X5 sont
indépendantes, alors X; et X5 sont des variables de Gauss (resp. de Poisson). A Iinverse,
Dugué [14] signale, sans les préciser, qu'il existe des cas ot ¢y (t)¢o(t) = e/l sans que
X1 et X5 soient des variables de Cauchy.

1.9 Lois-limites. Théoréme limite central

1.9.1 Problématique

Les remarques faites dans la sous-section 1.8.3 attirent l'attention sur des lois remar-
quables par le fait qu’elles sont stables par ’addition de variables aléatoires indépen-

10515 moyenne d’une somme de variables aléatoires est toujours la somme des valeurs moyennes, que
ces variables soient indépendantes ou non. En revanche, la variance n’est égale a la somme des variances
que si les variables sont indépendantes.
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1.9. Lois-limites. Théoréme limite central 73

dantes. En termes plus précis, ceci signifie qu’étant donné des variables aléatoires indé-
pendantes X; obéissant & un méme type de loi (de Gauss, de Poisson, etc), si on définit
une suite de variables Sy (elles aussi évidemment aléatoires) :

S1=X1, S=X1+Xo, S3=X1+Xo+X3 ,...,Sv41 =58+ Xns1, (1.222)

alors la loi de probabilité de Sy est de méme nature — mais bien str a ses propres

parametres dépendant de N : siles X; sont toutes gaussiennes (moyennes g ; et variances
2 . N ) . N 2

03), la gaussienne pour Sy a pour moyenne ., Zo; et pour variance } ;" ok . En

quelque sorte, ces lois remarquables sont des points-fizes % dans un certain espace de

classes de fonctions, quand l'itération élémentaire est ’addition des v.a.

La propriété de point fize est une propriété en soi ; une autre propriété pour un
“point” est d’étre la limite x~, d’une suite x, de nombres proprement définie ; il peut
aussi s’agir d’une suite de fonctions f,, dont la limite est notée f.,. Un tel point peut
étre dit attracteur au sens ou, partant d’une certaine situation, la suite des opérations
conduit peu & peu inexorablement vers la limite!'?” considérée.

Ainsi, s’agissant cette fois de la somme Sy de N variables indépendantes X;
distribuées suivant des lois px,(x) a priori quelconques, on peut se poser la question
suivante : dans quelle mesure, et & quelle(s) condition(s), la fonction de répartition Fy (x)
de Sy peut-elle converger vers une certaine loi quand N tend vers l'infini ? Et si oui,
quelle est cette loi ? Il est bien clair qu’une telle loi-limite, si elle existe, aura un caractere
universel qui la fera apparaitre spontanément dans une multitude de phénomenes ou la
somme de variables aléatoires joue un réle de premier plan.

La réponse est oui. Une telle loi existe (dans des conditions qui seront précisées), et
c’est la loi de Gauss. L’affirmation qui précise les choses porte le nom de Théoreme limite
central (TLC). Notons que s’agissant de comprendre ce qui se passe lorsque ’on considere
une suite de variables aléatoires, il conviendrait au préalable de redéfinir completement
la notion méme de convergence, c’est-a-dire de plonger dans la topologie aléatoire — un
monde en soi (pour une introduction particuliérement claire, voir [14], section 1.7). On
se contentera ici d’affirmations élémentaires, dont certaines dissimuleront des difficultés
de fond, ou des subtilités le plus souvent inessentielles pour le physicien. Pour tout
dire, des affirmations dans la suite ne seront pas seulement élémentaires, elles seront
aussi quelque peu (ou trés ?) vagues aux yeux des puristes. En tout cas, les résultats
obtenus de fagon parfois peu rigoureuse permettront de comprendre des faits essentiels,
en particulier 'omniprésence de la loi de Gauss dans la Nature — un fait expérimental
indiscutable, méme si évidemment les phénomenes aléatoires n’obéissent pas tous a une
telle loi, tant s’en faut.

106Un point fixe est un point invariant dans une certaine loi de récursion (itération). Par exemple,

soit une suite de nombres x, définis par n4+1 = f(zn), zo donné, ol f est une fonction également
donnée ; un point fixe, noté z*, est un point qui satisfait * = f(z*) : c’est donc un point invariant par
I’application f.

On connait des itérations simplissimes aux propriétés stupéfiantes, lorsque la fonction f est non-linéaire
(ce qui est une banalité en soi). Par exemple, 'itération dite logistique, définie par f(z) = Ax(1 — z), est
sans doute ’exemple le plus simple de route vers le chaos quand le parametre de controle A augmente
(cascade de Feigenbaum).

1071 ’ensemble des points de départ ot il en va ainsi est appelé bassin attracteur ou bassin d’attraction.
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74 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

1.9.2 Théoreme limite central

La question est de montrer que, dans certaines conditions qui vont apparaitre d’elles-
mémes, la somme de N variables indépendantes :

Sy = 3
N ED> X, (1.223)
j=1

tend vers une variable gaussienne lorsque N augmente indéfiniment. A priori, chaque va-
riable X a sa propre loi de probabilité px, (x), de moyenne (X;) et d’écart-type finis'®
ox; ; supposant toutes les v.a. ordinaires, on suppose donc :

(X) :/xpxj(ac)dx, {X)| < o0 , (Xj2> :/prXj(x)dx<+oo , (1.224)

ok, = (X7) —(X;)* < +o0 . (1.225)

Bien str, I'information contenue dans la connaissance de tous les px;(z) permet de
trouver pg, : il suffit de convoluer toutes les lois px,;. Formellement, la loi cherchée a
pour expression :

pon(@) = [ oy [doe.. [ donoy px,ps (az) . px (o) x
pxy(@—x1 —22—...—2xN_1) , (1.226)

et il n’y a en principe qu’a calculer 'intégrale multiple pour obtenir ps, — dans le cas ou
les lois individuelles sont connnues, évidemment. En général (notamment pour les petites
valeurs de N), la loi pg, est ce qu'elle est, et ne présente aucun caractere d’universalité1%?.

En réalité, le probleme se présente souvent autrement : pour un enquéteur d’ins-
titut de sondage, N est de ’ordre de 1000 ; quant aux physiciens, ils sont plutét habitués
4 manipuler des nombres énormes, dont le prototype est le nombre d’Avogadro N ~ 1024,
En pareil cas, calculer 'intégrale (méme avec un ordinateur puissant) serait une tache
impossible!!?, et en fait totalement inutile dans bien des cas, comme on va le voir.
Par ailleurs, on ne connait pas toujours les lois individuelles px, (), une situation dans
laquelle on ne sait strictement rien faire en 1’état.

L’intrusion de grands nombres, voire de trés grands nombres, est une hypothese
qualitative essentielle pour toute la suite. Elle implique que d’autres conditions doivent
étre réunies, notamment que toutes (ou presque toutes) les variables X; doivent étre
réellement fluctuantes : & la limite ol seul un petit nombre n d’entre elles fluctuent (les

108 Comme on le verra, ’existence de chaque oXx; est une hypothése cruciale.

109Encore que. .. Il est frappant de constater, & ’aide d’une simple calculette, que la somme d’un petit
nombre (cing, six) de variables indépendantes distribuées uniformément (sur [0, 1] par exemple) est une
variable gaussienne & une trés bonne approximation (voir fig. 1.20).

110Si la machine met 10~7 seconde pour calculer une intégrale, le temps de calcul total avec N est
~ 107 secondes, soit environ trois milliards d’années. . .
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1.9. Lois-limites. Théoréme limite central 75

autres étant quasi certaines), on se retrouve de fait dans une situation avec un petit
nombre de variables fluctuantes, auquel cas les affirmations énoncées ci-dessous perdent
leur validité.

Dire que toutes les variables fluctuent de facon comparable, c’est affirmer que tous
les écarts-types ox; sont du méme ordre de grandeur : si certains étaient gigantesques et
les autres minuscules, on retrouverait le cas ou, relativement, seules certaines variables
fluctuent de fait. A partir du moment ot tous les ox; sont du méme ordre de grandeur,
on peut tous les supposer voisins de 1'unité, au prix d’un recalibrage trivial commun a
toutes les variables X ;. Dans toute la suite, on suppose donc :

na)

Comme la variance d’une somme de variables indépendantes est la somme des
variances, cependant que la moyenne de la somme est toujours la somme des moyennes!!?,
on peut des maintenant affimer que Sy est une variable aléatoire de moyenne . (X;)
et de variance égale & la somme de N nombres d’ordre 1, c’est-a-dire est d’ordre NV :

(Sn) =D (X5) o5y = Zag(j ~ VN, (1.228)

J

ce qui suggere d’introduire une nouvelle variable, centrée et dont les fluctuations sont
d’ordre unité ; on définit ainsi :

1

Yy & L(SN—X:(XJ‘» N

Sy — (S . 1.229
~ ‘ ( (Sw)) (1.229)

J
Il s’agit maintenant de préciser la loi de distribution de Yy, notée py, (y) ou, de fagon
équivalente, de trouver une approximation de sa fonction caractéristique ¢y, (t). On a
par définition :

by (1) = (&) = (e (W TEION) — o I W) (@t = TR M 2 (1)

(1.230)
C’est la quantité Zy(t) qu’il convient d’analyser dans la limite N >> 1 ;on a :
Zn(t) = (' 7w XXty — (TTelvm ) (1.231)
J

Comme les variables X; sont indépendantes, la moyenne du produit est égal au produit
des moyennes :

Zy(t) = [T = T[e %) = [Tes (55 - (1.252)

J

H1Cette affirmation est un truisme lorsque le nombre N de variables additionnées est fini.
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o1 'on retrouve le produit des fonctions caractéristiques des aléatoires X;. Compte
tenu des hypotheses (existence des moyennes et des variances individuelles), on a (voir
(1.198)) :

. 2 : .
9j(t) = 1+it(X;) = 5 (X7) + %5 (1) Vi (1.233)
out!? hms(])( t) = 0. Le logarithme de Zx(t) est :
In Z Zl [1 + < ) — e (X2) 4 U’( ! )} (1.234)
n Zn(t n i— 5N 2N Vol .
On développe maintenant le logarithme suivant In(1 + z) = z — i +0(23) :
n Zy(t) = 3 i (X)) - xy gy + o (”(L)} (1.235)
N —~ LyN" e T aN Y VN1 '
soit, puisque tlin(l)&éj)(t) =0:

In Zy(t) = i {Sn) — o 7 [(X2) — (%,)? — 9 ()]

N>>>1, t
< SN 2NZUX . (1.236)

En définitive, dans la limite des grands N, on a''® (compte tenu de (1.228)) :

7 it (Sn)—dx o2
N(t) >~ e VN N %N (1.237)
d’ol, revenant & (1.230) :
. . 2 5 o3
Pyy (1) ~ ¢ TIVRISN TR (SN R ohy — o R (1.238)

On reconnait a nouveau la fonction caractéristique d’'une gaussienne. Ainsi, la varia-

ble Yy est asymptotiquement distribuée suivant la loi normale de moyenne nulle et de

: 1.2 .
variance {05, :

1 72lyo'
pyn(y) = —m=———e¢ %

Sn N> 1) . 1.239
Vo Los ( ) ( )

Entre les deux variables Yy et Sy, prenant respectivement des valeurs notées x et y,
il y a un facteur ﬁ (voir la définition (1.229) de Yy ), qui se retrouve au niveau des
densités :

x7<X>)d_y

pyy (Y) dy = psy (v)dz < psN(z):pyN(W T (1.240)

112 A nouveau, il ne s’agit pas forcément du démarrage d’une série de Taylor. Le reste séj)(t) peut tres
bien étre de la forme t* (o € Ry, ou t¥ Int, etc.).
1137] serait plus juste, & défaut d’analyse plus élaborée, de remplacer ~ par ~.
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Comme g—z = \/—%, on trouve finalement :
1 _<ac—<82N>>2
20
)~ —e SN N> 1 1.241
pSN( ) \/%USN ( ) ( )
oli, conformément & (1.228), (Sn) = >_;(Xj), o5y = y/>_; 07 Ainsi, la somme Sy de

N variables aléatoires indépendantes X;, de moyennes (X;) et de variances og(j, mais

de lois px, quelconques par ailleurs est, pour les trés grands IV, une variable a peu pres
gaussienne de moyenne et de variance déterminées.

0,05
0,04 ] -
0,03 P
0,02 ] : .

0,014 . -

0,00 e P,
-0,5-0,4-0,3-02-0,1 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

Figure 1.20: Distribution de la somme de N = 10 variables aléatoires indépendantes,
chacun étant tirée uniformément dans [—0.5, +0.5]. L’aspect gaussien reconnaissable &
vue se confirme en calculant les premiers moments My, et en comparant avec les relations
spécifiques des moments d’une gaussienne (voir (1.201) et (1.202)). Pour cette expérience,

on a trouvé 3%42 = 0.962, u{)w# = 0.904, deux nombres assez voisins de 1 assurant que
2 2

la, somme est gaussienne & une bonne approximation. Que dire quand N ~ 10%3. ..

C’est ce résultat qui est appelé Théoréme limite central, dont la qualification est
largement méritée. A la réflexion, ce résultat est assez extraordinaire : il ne repose finale-
ment que sur un petit nombre d’hypotheses, essentiellement 1'indépendance des variables
et D'existence d’une variance pour chacune d’entre elles — en revanche rien d’autre n’est
dit sur les lois individuelles px; des différentes variables X;, sauf qu’elles sont toutes de
variance finie. S’il s’agit de deux hypotheses tres fortes, elles restent néanmoins assez peu
contraignantes et, trés souvent réalisées de fait en pratique, expliquent fondamentalement
I’apparition si fréquente de la loi gaussienne dans la Nature.

¢ Remarque

Donnons une autre “démonstration”, trés cavaliere, de ce théoréme, en supposant
les variables centrées (si ce n'est pas le cas, il suffit de retrancher sa moyenne a
chaque X;). Les variables X; étant indépendantes par hypothese, la probabilité
d’avoir une suite donnée {1, z2,...,z,} est le produit des probabilités relatives a
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chaque variable. La somme des {X;} prend la valeur X avec une densité pg, (z)
obtenue en sommant sur toutes les possibilités sous la contrainte que, précisément,
la somme Sy est égale & x ; en introduisant la fonction § de Dirac, ceci conduit a
I’écriture :

N
pSN /dl‘l/dSCQ /dszXl € sz(SC?) pXN :CN Zx”

n=1

(1.242)
Maintenant, on représente la fonction § & 'aide de la relation connue :
L[,
o(x) = — At 1.243
@ =g [ et (1.243)

ce qui transforme (1.242) en

1 [t .
psy(T) = %/ dteﬂtz/dzl/dzg.../d:erXI(zl)p)Q(zg)... X

pxy (zy)elt@rzetotan) (1 944)

les intégrales se factorisent et on obtient :

1 71tx 1tzn — 1 71tx
pSN( ) 271‘/ H/dzan Z'n 27‘(‘/ ]:[d)n )

(1.245)
ou ¢, est la fonction caractéristique de px, . Chaque ¢, démarre comme suit :

1
n(t) =1~ 20nt2+ o (1.246)

psy apparait alors sous la forme d’une intégrale de Fourier :

N N
1 » 1 i 1
psy (z) = %/dte X qun(t) = %/dte t H (1—20nt2+ ) . (1.247)
n=1

n=1

En développant le produit et en n’écrivant que les termes en ¢? au plus, il vient' :

1 : 2 &
ps (@) = o /dte*m [1 -3 > on+ O(tg)} : (1.248)
n=1

Il s’agit maintenant de trouver la forme asymptotique de pg,, quand N >1. Comme
N est tres grand, et puisque Pécart-type de X est d’ordre v/N > 1, l'intégrale est
dominée!!® par le voisinage t ~ 0, plus précisément par les valeurs de t telles que
[t < \/—% < 1; ceci autorise & retenir seulement les termes en 2. En outre, comme

114G les p,, sont paires en x, le premier terme non écrit est O(t*).
5] ’argument est du type phase stationnaire, autre avatar de la méthode du col, voir ch. 7.
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en dehors du voisinage de l'origine ainsi défini l'intégrand est quasi-nul, il n’y a
2

x

aucun dommage & remplacer 1 — 22 par e™® ; ainsi on trouve :

1 —itx —ﬁaz
psN(x):% dte ™ e” Z%n . (1.249)

Dans la limite N > 1, pg,, () apparait comme la transformée de Fourier d’une gaus-
sienne, c’est donc une gaussienne, dont la moyenne est nulle (on a centré toutes les
variables X;) et dont la variance est égale & 0% . ¢

Ce théoreme prend une forme encore plus simple si les variables X; sont identique-
ment distribuées, suivant une seule et méme loi px ; alors, toutes les X; ont la méme
moyenne (X) et la méme variance o2, de sorte que (Sy) = N(X) et 0§ = No?. Dans
ces conditions, la loi gaussienne asymptotique est :

1 _ (=N (X))?

Py (T) = psy(v) =~ me 2No? (1.250)

Un fait doit étre souligné. La fluctuation relative de I’aléatoire S est bien mesurée
par le rapport entre sa fluctuation et sa valeur moyenne''6. D’apres ci-dessus, on a :

N 1
osy _VNo _ 1 o oy (1.251)

(Sv)  N{X) VN (X)

Le point essentiel a retenir est que la fluctuation relative décroit comme ﬁ . elle tend

certes vers zéro avec N, mais tres lentement. Ce “détail” est sans importance pour le
physicien qui pratique la Mécanique statistique (N ~ 10?4, ce qui donne une fluctuation
relative de Pordre de 107!2), mais est sans doute un souci permanent pour les instituts

de sondage (\/110W ~ 4~ 3%...).

Donnons un exemple classique d’application de ce théoreme a la marche de [’ivro-
gne : une marche au hasard unidimensionnelle ou, tous les §t, I'ivrogne fait un pas de
longueur a soit dans un sens, soit dans l'autre, avec des probabilités respectives p (un
pas vers la droite) et 1 —p (un pas vers la gauche). On veut connaitre la position typique
de l'ivrogne au temps ty = Ndt.

Le probleme peut se résoudre exactement par dénombrement, en supposant qu’a
chaque nouveau pas l'ivrogne a complétement oublié les pas précédents (les différents
mouvements élémentaires sont alors associés a des v.a. indépendantes). La probabilité
pn(ty) que livrogne soit en na + (N — n)(—a) = (2n — N)a aprés N petits pas est
Cp™(1—p)N=", d’ot1 'on déduit immédiatement toutes les valeurs moyennes souhaitées.

1160n peut dire qu’une variable certaine est le cas limite d’une variable aléatoire pour laquelle un tel
rapport tend vers zéro. Par ailleurs, si la dispersion de X résulte d’une variabilité d’une série de mesures
physiques, ce rapport joue le role d’un incertitude relative.
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Si lon s’en tient & la seule position (et & son écart-type), et en se contentant de
la dynamique asymptotique (grands temps, soit N > 1), il est beaucoup plus rapide
d’utiliser le Théoreme limite central. La position X est une variable aléatoire qui est
la somme des petits pas élémentaires § X,, ; chacun de ces derniers prend 'une des deux
valeurs e,a, olt €, = +1 avec probabilité p, —1 avec probabilité 1 — p ; si les zx(N)
notent les valeurs possibles de la v.a. X pour une trajectoire donnée (A = 2V), on a :

N
oA(N) =) dxn ,  drn=cna . (1.252)
n=1

Compte tenu de 1'état de livrogne (et notamment de son amnésie), les &, sont des
v.a. indépendantes, distribuées suivant la méme loi de Bernoulli ; la moyenne de ¢, est
px (+1) 4+ (1 —p) x (=1) = 2p — 1, celle de €2 est p x (+1)2 + (1 —p) x (=1)? = 1.
L’écart-type o est donc +/4p(1 — p).

La moyenne de Xy est la somme des moyennes :

N
(Xn)=> (en)a=N(2p-1a , (1.253)

et comme les X, sont des v.a. indépendantes, la variance de la somme est la somme

des variances :
Xy = (XX) — (Xn)? =4p(1 —p)Na® . (1.254)

Ces deux résultats sont indépendants de N (petit ou grand). Maintenant, le Théoréme
limite central permet d’affirmer que si N >> 1, alors Xy est asymptotiquement une
variable gaussienne. Les valeurs de l'aléatoire X sont de la forme na, ol n est un
entier —N < |n| < N ; pour N >> 1, la loi de distribution de la position Xy est tres
bien approximée — au moins dans la région centrale (valeurs les plus typiques) — par la
gaussienne :

1 _ (na—(Xn))?

PXN (TL) = me 2(7%(1\7 (1255)
N

Bien stir, la vraie distribution de X est a support borné, compris entre +Na, alors que
la gaussienne est non-nulle entre 00 ; cette distorsion dans les ailes est pratiquement
sans incidence quand N est tres grand, et a condition bien stir de ne considérer que des
moments d’ordre peu élevé.

Avec t = Nét, le résultat important est :

oxy = V4p(l —p)Na = /4p(1 *p)éa = oxy x Vi (1.256)

ce résultat — caractéristique d’'un phénomene de diffusion — signifie que la taille typique
de la région visitée par l'ivrogne croit comme la racine carrée du temps, c’est-a-dire
beaucoup plus lentement que si I'ivrogne, débourré, se déplagait toujours dans le (bon)
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sens & vitesse constante (alors la distance parcourue serait o< t). Il est traditionnel

d’introduire la constante de diffusion, D définie (3 une dimension d’espace'!”) comme :
AX% = 2Dt (1.257)

on obtient ici : )
D=2%(1-p< . (1.258)

ot
La constante de diffusion est maximale pour p = % (c’est le hasard mazimum). A

Iinverse, si p tend vers 1, la marche devient de moins en moins au hasard ; a la limite
p = 1, la constante de diffusion s’annule, et Px, (n) tend vers une fonction infiniment
piquée, centrée au point d’abscisse Na : il s’agit alors d'un mouvement déterministe
(abscisse = Na = $:t), 'homme & jeun se déplacant a la vitesse constante v = -, et
explorant I'espace beaucoup plus vite que 'ivrogne qui va tantot dans un sens, tantot
dans l'autre. Noter que la limite p = 0 est apparemment singuliere puisque 1’exposant
de t vaut % sip#0etlsip=0. En réalité, il y a quelque part une échelle de temps
dépendant de p, 7(p), au-dela de laquelle le régime en t'/2 est effectivement réalisé (aux
temps courts, le hasard se manifeste peu, et on a un régime plutét linéaire). Que cette
échelle de temps diverge quand p — 0 n’est pas surprenant : en termes imagés, plus p
est petit, plus il faut du temps pour que ’aléatoire joue pleinement son role.

Il convient toujours de garder a ’esprit le fait que I’approximation par une gaus-
sienne dans la limite des grands N n’est assurément tres bonne que dans la région centrale
de la distribution (souvent appelée région d’échelle). Autrement dit, loin dans les ailes,
la vraie distribution de S peut différer notablement de son approximation gaussienne ;
les moments d’ordre élevés sont sensibles a la forme des ailes et sont parfois mal rendus
lorsque I'on s’en tient a I’approximation fournie par le Théoréme limite central. En par-
ticulier, si la (vraie) loi de Sy a des moments My, infinis pour k supérieur & un certain
ko, alors approximation gaussienne (qui donne des moments finis Vk) peut conduire a
des bétises, méme si elle reproduit bien le centre de la vraie distribution. A nouveau,
les événements rares peuvent en fait jouer un role déterminant, alors que les événements
typiques (les plus fréquents) semblent a priori plaider en faveur d’'un comportement stan-
dard.

Ces remarques, nécessaires, n’alterent la grande importance pratique du Théoréme
limite central que pour en délimiter 'usage raisonné, mais ne remettent pas fondamentale-
ment en cause I'universalité qu’il sous-tend, et permet d’accepter des hypotheses plausi-
bles comme celle consistant & affirmer que la somme d’un grand nombre de perturbations
aléatoires indépendantes est une perturbation gaussienne ; en raison des propriétés remar-
quables de la distribution de Gauss, une telle hypotheése permet de construire des modeles
traitables (tractable models, en anglais), sans lequels on ne saurait pas faire grand’chose.
De surcroit, comme Paul Lévy I’a montré, il est susceptible de généralisations diverses
(voir par exemple I'ouvrage de Gnedenko et Kolmogorov [29]).

"7Dans R%, on pose A7? = 2dDt, si la diffusion est isotrope. Dans (1.257), on a introduit plus
naturellement AXy = ox -

Cl. A. FIP 1 - 2010/2011
UPMC 7 X 2010 Mathématiques pour physiciens



82 Chapitre 1. Eléments de Théorie des probabilités

FIP 1 - 2010/2011 Cl. A.
Mathématiques pour physiciens 7 X 2010 UPMC



Chapitre 2

Introduction aux fonctions
généralisées (distributions)

“...the source of all great mathematics is the special case,
the concrete example. It is frequent in mathematics that
every instance of a concept of seemingly great generality
is in essence the same as a small and concrete special case.”

(Paul Richard HALMOS, 1916-2006)

Ce chapitre est une introduction élémentaire a la Théorie des distributions et vise
principalement a légitimer par des arguments simples des opérations courantes
en Physique dont la nature symbolique pourrait faire douter de leur validité.

2.1 Présentation intuitive

Comme on va le voir, la notion de distribution est une généralisation de celle de fonction,
d’ou 'appellation synonyme fonction généralisée. La nécessité d’une telle extension est
manifeste pour la Physique, comme le montrent quelques exemples simples.

Soit une charge réputée ponctuelle! fixe, située au point de rayon-vecteur 7. On
sait que le potentiel électrostatique U créé au point R par cette charge est donné par la

IBien évidemment, derriére cette qualification se dissimule un probléme d’échelle physique : dans
un contexte physique bien posé, on entend par ponctuel un objet dont la taille est minuscule devant
toute autre échelle de longueur déja présente dans le probleme considéré. D’ailleurs, nul ne sait si la
loi de Coulomb est vraie & toute échelle de distance ! En particulier, & grande distance, I’argument
dimensionnel donnant % pour la portée d’une interaction médiée par une particule de masse m permet,
connaissant la borne supérieure expérimentale de la masse du photon (mphoton S 10752 g), d’estimer
2 109m = 109 A = 1024 F D’échelle de distance au-deld de laquelle la loi de Coulomb non écrantée

pourrait étre invalide.
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fonction : .
U(R; 7o) = —1
dmeo ||R — 7 ||

(2.1)

c’est d’ailleurs plus précisément une fonction du seul module ||R — 7.

Prenons maintenant le cas d’une répartition continue de charge ; on entend par
la qu’il existe des charges réparties dans I’espace et que la somme des charges contenues
dans un volume Vi autour du point 7, Qv., est telle que la limite du rapport Qv./Vi
quand Vi — 0 existe quel que soit 7 :

QV« déf
Vi3 lim —= = p(7 2.2
3t = ) (2.2)
et sert de définition & la fonction? densité de charge, p(7). Dans ces conditions, la charge
totale de la distribution est @ :

Q= [ p(F)d*r ; (2.3)
R3

quant au potentiel électrostatique au point R créé par cette répartition de charge, il est

donné par :
. 1 7
UR) = / o) gy (2.4)
20 Jos IR 7

Ala réflexion, on observe que le cas d’une charge ponctuelle ¢ n’apparait pas a ce
stade comme un cas particulier de la distribution continue. En effet, il est impossible de
définir une fonction pponct(7) jouant le réle d’une densité : avec la définition ci-dessus,
cette “fonction” serait nulle partout sauf en un point olt on ne sait pas trop quelle valeur
lui donner (0o 7). Toute intégrale impliquant un tel objet est visiblement dénuée de sens.

Cette impossibilité est ennuyeuse, mais peut étre levée par un processus de limite
approprié. Par exemple, on peut définir une densité de charge trés “pointue”, psv; (7),
q

définie comme une fonction prenant la valeur constante 57— dans un petit volume 0V,
70

centré sur 7y et la valeur 0 partout ailleurs ; avec cette fonction, I'intégrale fRS psv.(7)d3r
est parfaitement définie, vaut justement g par construction, et ce quelle que soit la valeur
de §Vi, — en particulier a la limite 0V5, — 0.

a
= n =0
}@ 70
6%0 Bﬁ)vn

Figure 2.1: La charge ¢ est uniformément répartie dans la boule B,, de rayon 7, oll a est
une certaine longueur physique donnée.

2Par analogie avec ce qui est dit & propos de variables aléatoires prenant des valeurs continues (voir
ch. 1), la répartition de charges est plus précisément absolument continue.
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Le processus de limite peut étre plus précisément défini en considérant des boules
By, n dont le rayon 7, est une fonction décroissante d’un entier, par exemple 7, = =,

ol a est une longueur donnée (fig.2.1) ; ceci permet de définir une suite de fonctions

— — 3 N ’ . .
pn (75 To) valant ?’qu dans la boule, et 0 a 'extérieur. Pour chacune de ces fonctions
) 47\'& b bl

on a:
/ on (75 Fo)dgr = / on (75 70) dBr=gq . (2.5)
R3 Bign

s . . — — déf - =
Définissant alors la fonction §, (7 — 7o) = %pn(r; 7o), on a :

/ Sn(F—ip)dPr =1, (2.6)
R3
ou encore :

/ 1 X 0, (F—7p)d3r =1 . (2.7)
R3

La limite de la suite 6,(7; 7) n’est évidemment pas une fonction au sens ordinaire ;
néanmoins, la limite de I'intégrale — qui est en fait une constante indépendante de n —
est un certain nombre (égal & 1) — que 'on note ici (d7,, 1) :

(67,, 1) = lim 1 X 6, (F—7)d3r =1 (2.8)

n—-+o0o R3

le symbole § représentant traditionnellement la distribution de Dirac — ici c’est plus
précisément d5,, distribution de Dirac concentrée en 7. A ce stade, la notion de dis-
tribution (fonction généralisée) apparait comme une recette permettant d’associer un
nombre (ici 1, le second membre) & une certaine fonction ordinaire ¢(z), ici la fonction
valant 1 partout, présente dans l'intégrale.

Un autre exemple, plus élaboré, est fourni par la Mécanique quantique dans 'une
de ses plus élémentaires applications. Soit une particule de masse m confinée dans un
espace & une dimension sur un segment de longueur L mais qui, a part cette contrainte,
n’est soumise & aucune force. x désignant la coordonnée, I’équation fixant les états pro-
pres ¢(x) est, en représentation-q :

h2 1
——¢(x)=E¢Y(x) , O0<z<L, (2.9)
2m
avec 1(0) = (L) = 0 et étant entendu que ¢(z) = 0Vaz ¢ [0, L]. Posant® E = % ER,
on obtient ¥ (z)+k?y(z) = 0,0 < x < L, soit ¢(z) = Asin(kz+¢). Les deux conditions
aux limites donnent ¢ = 0 (), sin(kL+¢) = 0, d’ott les modes propres normalisés (définis
& une phase globale pres) :

(@) = RSz o e o, 1)

0 Va ¢ [0, L] (2.10)

3A ce stade, on ne dit rien sur k, qui est réel (si E > 0) ou imaginaire pur (si E < 0) ; la biunivocité de
la paramétrisation exige cependant de ne retenir que I’'une des deux branches de la fonction (2mE/ 52)1/ 2
par exemple celle qui prend des valeurs positives pour E > 0.

En fait, le cas E < 0 est exclu physiquement, la valeur propre ne pouvant étre inférieure au minimum
d’énergie potentielle.
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86 Chapitre 2. Introduction aux fonctions généralisées (distributions)

avec : 22
déf
E € {ET,L}T; ET,L - 2mL2 )
Les conditions aux limites donnant k de la forme 77, donc k a valeurs réelles, on trouve
ainsi que les énergies sont toutes positives, ce qui est physiquement la moindre des choses,
et méme strictement positives, en conséquence des relations de Heisenberg. On vérifie
sans peine que? :

reN* . (2.11)

/wT,L(x)d)W,L(x) dz = 57“7” 3 (212)
R

égalité exprimant 'orthogonalité de deux fonctions propres distinctes. Par ailleurs, la
densité de probabilité de trouver la particule entre deux points infiniment voisins est
Prr(z) = |, 1(x)]?, de sorte que I'on a :

1:/RPTL(J:)dx . (2.13)

Une question est maintenant la suivante : comment décrire une particule libre
dans l'espace infini > 0, juste soumise a une barriere impénétrable située a ’origine ?
La premiere idée qui vient a ’esprit est d’utiliser les résultats précédents, et y prendre la
limite I — 400, mais ceci conduit visiblement & une trivialité vide de tout sens puisque
toutes les fonctions propres sont identiquement nulles dans cette limite. En revanche,
il est tout a fait possible de définir une fonction généralisée représentant la densité de
probabilité de la particule confinée a R, P,, par I’égalité :

(P, 1) = Jim X Po()de =1 (2.14)
— 100 R

Dans la suite, on généralise et formalise les observations précédentes, a la fois pour
les préciser et pour justifier des opérations symboliques d’usage courant en Physique.
Pour la simplicité, on se bornera a ne considérer que des fonctions d’une seule variable.

2.2 Les distributions en tant que fonctionnelles
linéaires

2.2.1 Définition d’une fonction généralisée (distribution)

Dans le cas de fonctions d'une seule variable, z, I'analogue de (2.8) est’ :

(600, 1) = lim [ 1x6p(z—ao)dz=1]. (2.15)

n—-+o0o R

4Dans toute la suite, la notation [ signifie fjs:
56350 est une notation assez courante pour désigner la distribution de Dirac concentrée en xg ; & défaut
de cette précision, il est sous-entendu que zg = 0.

FIP 1 - 2010/2011 Cl. A.
Mathématiques pour physiciens 28 X 2010 UPMC



2.2. Les distributions en tant que fonctionnelles linéaires 87

Cette écriture est parfois remplacée par une autre, dont 'aspect symbolique doit sauter
aux yeux :

“ (5,0 1) = / 1 x 0z — ag)dz =1 (2.16)
R

ou la notation traditionnelle §(x — x¢), pas forcément trés heureuse mais consacrée par
l'usage, a été adoptée ; clairement, il n’existe pas de fonction au sens usuel satisfaisant
cette égalité. Quoique symbolique, cette facon d’écrire fort commode est celle que 'on
adopte presque toujours en Physique, les choses étant précisées. Enfin, il est bien clair que
I'on peut toujours se ramener au cas xg = 0, ce glissement étant supposé fait désormais.

Jusqu’a présent, et s’agissant de la distribution de Dirac, on a associé, sous une
intégrale, une certaine suite de fonctions d,(x) avec la fonction égale a 1 partout. Plus
généralement, une distribution permet d’associer un nombre & une certaine fonction
(ordinaire), appelée fonction-test, notée en général T'(z), supposée nantie des bonnes
propriétés (a préciser en temps utile) et appartenant de ce fait, par définition, & un
certain ensemble de fonctions.

Figure 2.2: Précurseurs gaussiens \/ge_"””2 de la distribution de Dirac.

Il est facile de préciser le mode d’action de la fonction généralisée  sur une
fonction-test T'(x) et en choisissant explicitement une suite de précurseurs ¢, (z), par
exemple les fonctions :

0 Va,|z|> 5
On(z) = ) (n e N¥) (crénean) , (2.17)
n Vo, |r] < 5
ou : )
on(z) = — H—# (n € N¥) (lorentzienne) , (2.18)
ou encore :

On(z) = \/gemz (n € N¥) (gaussienne) ; (2.19)

toutes ces fonctions sont telles que fR On(x) dz = 1, mais leur limite n’est clairement pas
une fonction. Considérons maintenant la suite d’intégrales I, :

I, = /RT(x)(Sn(:E)dx , (2.20)
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88 Chapitre 2. Introduction aux fonctions généralisées (distributions)

dont on ne peut rien dire sans connaitre les propriétés de la fonction-test T'(z), et dont
la limite n — 400 est, par définition, le nombre (§, T'). Supposons que T'(z) admette un
développement en série de Taylor dans un voisinage de l'origine de mesure supérieure a
nio, ol ng est un certain entier. Avec les précurseurs en créneau, on peut écrire, Vn > ng :

= +3n 0 p(29) I 729
1 T(29)(0) 1 TCI(0) 1
I, = —T<P>o/ P dy = 2 = .
2O [ et e = ) G G — 2 g ) e

(2.21)
Passons a la limite n — oo ; par définition, le premier membre de (2.20) tend vers
(6, T). Par ailleurs, tous les termes de la série de (2.21) tendent vers zéro, sauf celui
correspondant a ¢ = 0 ; il vient ainsi :

(6, T) = lim [ 6,(z)T(x)dz = T(0) (2.22)

n—oo R

Visiblement, le méme travail peut étre effectué avec le précurseur gaussien (2.19) (mais
pas avec la lorentzienne (2.18) ). A nouveau, l'usage courant fait écrire, symboliquement :

“(5, T) /R 5(2)T(x) dz = T(0) » (2.23)

égalité qui constitue en définitive la régle opérationnelle de la “fonction” de Dirac §(z).
Plus généralement, on a :

“(5(x—x0), T) = /]Ré(:c —x0)T(z)dz = T(xg) ” (2.24)

ou la clarté exige, dans le crochet, de préciser 'argument. Bien évidemment, avec des
fonctions-tests & support borné [a, b], 3(x), il convient de préciser :

0z — o), B) / 5z —20)B(x)dx = Blao) ,  a<wzo<b  (2.25)

et (6(x — xg), B) = 0 autrement — ce qui, en toute rigueur est compris dans (2.22) si on
précise que B(z) =0Vzx ¢ [a, b].

Clairement, § apparait bien comme une fonctionnelle, c’est-a-dire comme une
recette permettant d’associer un nombre & une certaine fonction 7'(z) nantie des bonnes
propriétés, c’est-a-dire appartenant a un certain espace de fonctions dont toutes possedent
les propriétés requises. Cet espace une fois précisé, permet de définir un certain ensemble
de distributions. Citons quelques espaces importants en pratique :

e lespace D des fonctions G(z) indéfiniment dérivables & support borné (c’est-a-dire
identiquement nulles au dehors d’un certain intervalle [a, b]). Exemple :

0 Ve, |z > 1

1 2.26
= Vr, |z] <1 (2:26)

) ={ -
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2.2. Les distributions en tant que fonctionnelles linéaires 89

-1.0 +1.0

Figure 2.3: Graphe de la fonction-test G(x) définie en (2.26).

e L’espace £ des fonctions indéfiniment dérivables a support quelconque.

e L’espace G des “bonnes” fonctions® au sens de Lighthill [30], c’est-a-dire des fonc-
tions indéfiniment dérivables partout, et dont toutes les dérivées décroissent plus
vite & I'infini que toute puissance” de z. Le plus souvent dans la suite, les fonctions-
tests seront prises dans G et seront génériquement notées ¢(x) ; alors, par défini-
tion : Vp € N, |¢pP)(z)| = O(|z| M) VN (exemple : ¢(z) = e=®"). Les distribu-
tions définies en prenant la fonction-test dans cet espace sont appelées distributions
tempérées.

e [’espace FG des “assez bonnes” fonctions, qui sont indéfiniment dérivables et dont
toutes les dérivées ne croissent pas plus vite a l'infini qu’une certaine puissance
donnée® de |z| ; notant () une telle fonction, on a [ ®) (z)| = O(|z|") (exemple :
¥(x) est un polynéme de degré N).

Espace de fonctions-tests

\ lilil / fn(@)T(z)de £ (f, T) = nombre
n—-—+oo R
suites de fonctions f,,(z) /

Figure 2.4: [Illustration des ingrédients nécessaires a la définition d’une fonction
généralisée f ; en tant que recette permettant d’associer un nombre & des fonctions
d’un certain espace, il s’agit d'une fonctionnelle.

En définitive, on adoptera la définition suivante : une fonction généralisée (dis-

Saussi parfois appelées fonctions a décroissance rapide. G est pour good ; cet espace est souvent

noté S dans les ouvrages en francais (S pour Schwartz). L’espace S est stable par la transformation de
Fourier.
"La relation f = O(g) signifie que, dans la limite considérée, il existe une constante C' > 0 telle que
|f| < Cl|g| ; ainsi, dans la limite |z| — oo, O(|z|~") désigne un terme qui est au plus d’ordre ﬁ
Ceci inclut la possibilité f = O(g), égalité signifiant que |f| < €|g| prés de la limite, quel que soit € > 0
choisi d’avance.

8Fonctions dites parfois & croissance polynémiale, ou & croissance lente. FG est pour fairly good.
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90 Chapitre 2. Introduction aux fonctions généralisées (distributions)

tribution) f(x) est une suite de fonctions f,(z) permettant d’associer un nombre® noté
(f, @) a toute bonne fonction ¢(x) suivant I’égalité :

(f, ) % lim / ful2)b(z) da (2.27)

n—-+4oo

que, le cas échéant, I’on notera prudemment :

“(f, ¢ = / f(@)o(a) d (2.28)

comme si la limite des f,,(x) existait, que 'on peut commuter limite et intégration et que,
enfin, il était possible de donner un sens a l'intégrale. Une autre écriture, symbolique
elle aussi mais résumant bien ces définitions, est :

“f= lim f, 7 (2.29)

n—-+4oo

Par exemple, on s’autorisera, pour faire court et quand aucune ambiguité n’est a craindre,
a écrire :
n
§(z) = lim = emna (neN) ; (2.30)
n—-+o0o T
I’aspect symbolique est d’autant plus manifeste que I’on peut remplacer la suite gaussien-
ne par toute autre suite équivalente (voir section 2.2.2). Il est bien entendu que ces rela-
tions doivent étre comprises comme devant étre réintroduites dans des égalités précises
ou figurent & gauche le nombre (4, ¢) et & droite la limite d’une certaine intégrale.

Les définitions ci-dessus mettent clairement en évidence le caractere linéaire de la
fonctionnelle que définit une distribution ; quelles que soient les deux constantes A\; et As :

(g, M1+ Aag2) = nETmAg"(x) Mo1(z)+Aopo(x)] do = Ai(g, é1)+A2(g, ¢2) (2.31)

2.2.2 Suites équivalentes : exemples a propos de la distribution
de Dirac

La distribution de Dirac a été définie comme le nombre obtenu en prenant la limite d’une
suite d’intégrales impliquant d’une part une suite de fonctions f,(z) (créneau, gaussien-
ne, etc.), d’autre part un ensemble de fonctions T'(x) possédant certaines propriétés.
S’agissant de suites formées de bonnes fonctions, f,(z), une suite est dite réguliére si
pour toute bonne fonction ¢(z) la limite suivante existe :

lim [ fu(2)¢(z)dz . (2.32)

n—oo R

911 s’agit bien d’une fonctionnelle, tout comme l'intégrale d’action Sif €&t fttif L(q(t)7 q'(t)) dt est une

fonctionnelle S[q] de la fonction ¢(t) (et de sa dérivée).
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Deux suites régulieres f,(x) et g, (x) sont dites équivalentes si les deux limites correspon-
dantes sont égales ; ainsi les suites fulz) = e~ /" ot gn(x) = e~’/m* sont équivalentes
puisque la limite de la suite [, gn(z)¢(x)dx est égale & celle de [ fn(x)¢(x)dz, toutes
deux valant [, ¢(z) dz, et définissant la fonctionnelle qui, & une fonction ¢(x), lui associe
son intégrale sur R. L’égalité des limites de suites régulieres équivalentes permet de dire
qu’une fonction généralisée est la classe de toutes les suites régulieres équivalentes a une
suite réguliere donnée.

La fonction (généralisée) de Dirac est de fait la limite de toutes les suites régulieres
équivalentes & la suite gaussienne \/§ e~ En effet, soit ¢(x) € G une bonne fonction ;
comme'® [ \/ge_"””2 dr=1,ona:

| /R \/ge"* o(x) dz — 6(0)| = | /R \/26”2 [$(x) — 6(0)] da . (2.35)

La différence ¢(z) — ¢(0) est égale & foz ¢'(¢") da’, intégrale qui est majorée en module
par max |¢' (z)||z|, d’ott :

‘/ \/7 —na? x)dr — (0)‘ < \/gmauwa’(ac)w/}R|gc|e”962 dax

I'intégrale de droite est 2 f0+oo ze " dy = L dou:

‘/R\/ée_mz ¢(x) da — ¢(0)‘ < \/% max |¢ ()] , (2.37)

: N _na? _
Jim [ (R o= o) (238)

égalité qui permet d’écrire :

(5,0) = Tim_ / \f 2?40y dz = 6(0) (2.39)

En pratique, et lorsqu’une régularisation explicite est nécessaire, la famille gaussienne
est le plus souvent d’un emploi tres commode. Par ailleurs, si les fonctions de la suite

; (2.36)

soit finalement :

100n aura & plusieurs reprises besoin du résultat :

70,12+bz 7r ﬁ
e dr =,/—e4a (a>0,beC) (2.33)
R a
Cette égalité se démontre directement en développant en série e® et en utilisant :
2n — !
/ 2n 71 dx ( n ) : (234)
R Q"ﬁ

elle sera démontrée tout autrement par la suite (ch. 6, p.249). D’ailleurs, on montrera aussi comment,
moyennant une définition préalable précise de la fonction z1/2, la méme égalité se prolonge dans tout le
plan complexe pour a, & I’exception d’une certaine ligne semi-infinie partant de 'origine.
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réguliere sont concentrées au point xg, on a :

n—-+4+oo

(0(x — xp), ¢) = lim /\/7 —n(@=w0)” o(z) dz = ¢(xo) (2.40)

La considération exclusive de suites de fonctions formées avec des bonnes fonctions
est assez restrictive. On admettra que la plupart des résultats énoncés ci-dessous restent
vrais pour des fonctions moins “bonnes”, ce dont on peut se convaincre par des arguments
intuitifs dont le manque de rigueur ne doit pas étre considéré comme un défaut de fond
rédhibitoire.

2.2.3 Opérations sur les distributions. Dérivation

Les définitions et résultats précédents conduisent tout naturellement a des opérations de
base sur les distributions.

Opérations algébriques élémentaires

La somme de deux distributions se définit d’elle-méme ; soit deux suites régulieres g, (x)
et hy(z) définissant les distributions g et h :

(9, 9) = lim [ gu(z)@(z)de ,  (h, ¢) = lim [ hn(z)@(x)dz (2.41)

n—-+o0o R n—-+4oo R

déf

La somme g+ h = f est la distribution construite par la suite g, (x) + hn(z) :

f=ht+g = (fi¢)= lim [ [gn(z)+ hn(z)]¢(z)dz . (2.42)

n—-+4oo R
Cela fait, on peut évidemment définir la distribution nulle comme étant la somme f + g,
avec g = —f, la définition de —f coulant de source. Ayant défini la distribution nulle,
cela a un sens d’écrire f = 0 ou {2 désigne une recette bien définie permettant de
construire une certaine combinaison (algébrique, différentielle!!,...), une fois donnée une
certaine distribution. L’égalité QQf = 0 constitue ainsi une équation dont I'inconnue f
est une distribution, et c’est pourquoi I'expression convenue est équation au sens des
distributions.

On peut aussi définir la distribution d’une fonction linéaire, & savoir f(ax + b),
a et b étant des constantes réelles ; tout naturellement, on la définira comme la suite
réguliere des fonctions f,(ax + b), (a, b) € R%. En conséquence, on a :

(Flaz +b), ¢) < lim /fn (az +b) $(z) do (2.43)

n—-+o00

11 On verra ci-dessous comment se définit d’elle-méme la dérivée d’une distribution.
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par un changement de variable X = ax + b, il vient :

1 X-b
ar +b), p) = lim — X —)dX ; 2.44
(o +b)0) = tim o [ (0)6(F)ax (2.44)
noter que c’est |a| qui figure dans le facteur : si a > 0, les deux variables z et X varient
dans le méme sens ; au contraire, si a < 0, si  varie de —oo a 400, X varie de +00 a
—o0 : avec la convention [, £ fj;:, le module de a est bien nécessaire. En particulier,
avec f =9, on a ’égalité importante en pratique :

1 X-b 1 b
oz +8).0) = tim = [ 56X = o(—D) (249
que 'on peut traduire par :
d(ax +b) = i5(5ch9) (2.46)
~lal a '

Plus généralement, soit & donner un sens & §(u(z)) olt u(x) est une application
1

monotone, ayant de ce fait une application inverse a une seule détermination, u~", et
supposée partout dérivable. On pose naturellement :
déf teo
(), 6) % tim [ 5 () o) dr (2.47)
le changement de variable z = u~!(X) dans l'intégrale de droite donne :
déf teo /
G(u@), &) 2 tm [ (06 0) T (OlX , (248)
le module permettant & nouveau de maintenir l'intégrale de —oo & +00 ; avec (u™!) = 1,
—1y\/ _ 1 YA .
(uH'(X) = T aEyy dou :
§(u(xz)) = ! O(x —x1) u(r1)=0,21 €R (2.49)
|u/ (1))

Ce résultat!'? se généralise immédiatement & une application u(r) monotone par mor-

ceaux en raisonnant intervalle par intervalle :

§(u(z)) = ; mé(x —xk) u(zg) =0,z €R (2.50)

permettant d’écrire par exemple :

S(sinz) = > _|(=1)"|d(x —nm) =Y d(x —nm) (2.51)

nez nez

12Bien sfir, si u(z) ne s’annule pas, §(u(z)) est la distribution nulle.
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Sleosz) = > |(~1 |5(zf(n+ ) Z5(zf n+1)). (2.52)

nez neZ

Noter le ¢ruc suivant pour mémoriser le résultat (2.50) (ou le retrouver rapide-
ment) : dans 'intégrale (2.47), tout se passe pres de u(z) = 0, soit pres de x; ; deés lors,
on peut remplacer la fonction u(z) par sa linéarisée uj, = u/(z1)(z — o) ; se retrouvant
avec §(u/'(x1)(z — 21)), le résultat (2.46) donne immédiatement (2.49).

Dérivation

On définit tout naturellement la dérivée d’une distribution comme la distribution cons-
truite avec les dérivées d’une suite réguliere. Partant ainsi de :

(f', o) = lim /f : (2.53)

n—-+o0o

et effectuant une intégration par parties, il vient :

(f's &) = *nEI}rloo/fn : (2.54)
d’our :
[0 ==, ¢) (255)
et plus généralement :
(fP, ¢) = (=1)"(f, o) (2.56)

Ainsi, la dérivée &’ est la fonction généralisée définie par les suites régulieres équivalentes

a fn(z) =0 (z) = 72n(%)1/2 ze " ; quelques fonctions de cette suite sont tracées sur
la figure 2.5. Alors que 0 est physiquement une charge, sa dérivée ¢’ est visiblement un
dipdle.

n = 100

T —
-1.0 10t =10

Figure 2.5: Quelques dérivées (premieres) de la suite réguliere gaussienne définie comme
= \/§ e 8§ évoque une charge ponctuelle, ¢’ est un dipole.
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Opération diverses

Clairement, les opérations linéaires sur les fonctions ordinaires se transcrivent a l’iden-
tique pour les distributions (exemple : (Af 4+ pg)’ = Af’ + ug’). En revanche, le produit
de deux distributions ne peut étre défini avec les moyens ci-dessus : méme si les suites
fn(x) et g,(z) sont chacune réguliere, leur produit f,(z)g,(x) ne I'est pas en général'®.
Toutefois, on peut certainement définir le produit d’une distribution par une assez bonne
fonction ¢ (x), posant pour le produit ¥ f :

.0 tim [ vla)fa@oe) do (257)
R
En particulier, le produit ¢ (z)d(z) est égal & ¢(0)d(x) puisque :

(¥6, ¢) = lim /}Rw(z)%(x)ﬂx) dz = 1(0)¢(0) = ¢(0)(4, ¢) (2.58)

n—-+4oo

que 'on traduit par :
()3 = $(0)0 (2.59)

Une conséquence immédiate, triviale mais importante, est obtenue avec ¢ (r) = x :
xd = 0, qu’il vaut la peine d’écrire plus généralement et explicitement :

‘ (x — z0)d(z — x0) :0‘ (2.60)

Cette égalité montre que ’équation (z —x1)f = 0, prise au sens des distributions, admet
une solution f(z) = C16(x—x1), ot C; est une constante quelconque. Plus généralement,
si Py (x) désigne un polynéme de degré N tel que Py (zx) = 0, 25 € R, 'équation :

Py(z)f(z) =0 (2.61)

possede les v < N solutions d(x — xx) ; comme ’équation est linéaire, toute combinaison

linéaire est encore solution!? :
v<N
f(z) = Z Cré(z — ) =0 = Py(2)f(z) =0, Py(ax) =0 , 2 €R|  (2.62)
k=1

C’est ainsi que C10(w — wp) + C_d(w + wp), avec les Cy quelconques, est solution de :
(w? —wd)f(w) =0. (2.63)

De telles équations, dans une vision ordinaire, seraient déclarées dépourvues de solutions,
puisque les seuls objets les satisfaisant sont des “fonctions” nulles partout sauf en un

I3Par exemple, on peut étre tenté de définir le “carré” de § en introduisant la suite [0, (z)]? ; celle-ci

est ﬂe*2’””27 et ne fait visiblement pas ce qu’il faut...
On n’a pas ici la prétention de démontrer que la distribution (2.62) est la solution la plus générale,
d’ou la relation logique & sens unique.

Cl. A. FIP 1 - 2010/2011
UPMC 28 X 2010 Mathématiques pour physiciens



96 Chapitre 2. Introduction aux fonctions généralisées (distributions)

certain nombre de points ol elles prennent une valeur indéterminée. C’est bien I'image
la plus naive que 'on peut se faire de la distribution 4, inventée par Dirac pour les besoins
de la cause.

Le produit ¢ f étant maintenant introduit, on peut trouver la dérivée de o f
comme :

(@), )= lim | ($(@)ful2)) d(z)do= lim [ [(2)f}(x) + 9 (@) fn(2)]6(2) dz

n—+oo [p n—+oo [p
(2.64)
la premiere limite définit la distribution f’1), la seconde définit f)’, d’ou :
() =wr +v'f] (2.65)

D’autres notions usuelles se généralisent aux distributions. Par exemple, on dira
qu'une distribution f est paire (resp. impaire) si (f, ¢) = 0 pour toute bonne fonction
impaire (resp. paire). Selon cette définition, 0 est paire, sa dérivée 0’ est impaire, et ainsi
de suite.

2.2.4 Les fonctions ordinaires comme distributions

Il n’est pas inutile de justifier 'appellation fonction généralisée en montrant comment
une fonction ordinaire peut étre considérée comme un cas particulier de distribution, a
condition de posséder certaines propriétés qui vont étre précisées. Soit f(x) une fonc-
tion (ordinaire) telle qu’il existe un entier N positif assurant que (1 + 22)~V f(z) est
absolument intégrable sur R. Montrer que cette fonction ordinaire peut étre considérée
comme une fonction généralisée, également notée f(x), c’est établir que pour toute bonne
fonction ¢(x), il existe une suite réguliere f,(x) telle que :

lim /fn(:c) ¢(x)dx = / f(@) p(x)de . (2.66)
n—-+o0o R R

Le second membre existe en vertu des hypotheses sur f(x) : lintégrand est le produit
(1+22)"Nf(x) x (1 +2*)N¢(x) = g(x) x ¥(x) ; or g(z) est absolument intégrable par
hypothese, et ¢ (z) est une bonne fonction. Le point est réellement d’exhiber une suite
réguliere f, (x) satisfaisant I’égalité (2.66), comme le fait le procédé systématique suivant.

La fonction (ordinaire) f(z) étant donnée, choisissons comme suite les fonctions
fn(x) définies par 'égalité :

12

folz) = /R f(@) S(n(z' —x)) ne” == da’ | (2.67)

ou la fonction S(X) est une fonction d’arrondi, ¢’est-a~dire une bonne fonction nulle pour
|X| > 1, positive si | X| < 1 et normalisée & I'unité : [ S(X)dX = 1. Il pourrait s’agir
de la fonction (normalisée) citée & titre d’exemple de fonction & support borné, p. 88 :

2 Jrl 2
S(X)=Ce /=X ot :/ V=X gx | (2.68)

-1
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2.2. Les distributions en tant que fonctionnelles linéaires 97

Quoi qu’il en soit, la fonction d’arrondi fait que 'intégrand dans (2.67) est non nul dans
le seul intervalle Jx — £,z + L[,

Il faut d’abord montrer que les f,(x) sont des bonnes fonctions ; la dérivée p® de
fn(z) est :
22
P (x) / f@) (=n)? S (n(a’ — z)) ne” == da’ ; (2.69)
en raison du facteur S (n(z' — ), lmtervalle utile pour 2’ est z — 2 <2’/ <z 4 2L
Siz>0,alors [z — 1] < |2/| < [z] + L ;siz <0, 2 est négatif et |2/| est encadré par

| — 2+ 1|. Dans tous les cas, on a |[z| — 1| < &/ < |z + 1, ce qui permet de majorer
suivant :

70 (@)] < 07 e SO0 [ g (2.70)

|z|<1

2
Le facteur 1 invisible dans l'intégrale est majoré par (%) > 1 ; en définitive :

‘fT(lp)(x” < pptl [|I;1|a<)i 5] e=(el= 1)2/n? (14 (Jz] + 1))V / (lli(z’zﬂ) da’ (2.71)

L’intégrale existe en vertu des hypotheses ; le préfacteur est une gaussienne multiplée par
un polynoéme de degré 2N ; il tend donc vers zéro a 'infini plus vite que toute puissance
de |z|, ce qui se traduit par I'existence d’un entier M tel que :

£ (@)| < O(|a| =) (2.72)

et exprime le fait que, toutes les fonctions fp, (p )( ) décroissant plus vite que toute puis-
sance, fp(z) est une bonne fonction.

Cela étant établi, il faut encore montrer que la différence :

/an(z) )da — / fl@)d(@)de =1, — T (2.73)

tend vers zéro dans la limite n — +o00. Par définition des f,(z), aprés changement de
variable n(z’ — z) = X et interversion des intégrales, la premiere intégrale I,, est :

i -2 / X /
In:/_l S(X)dX/Rf(:c)e 7 p(a’ — ) da’ (2.74)

La seconde intégrale I est égale a fjll S(X)dX [, f(x) ¢(x)dz puisque S(X) est nor-
malisée a l'unité. La différence I,, — I peut ainsi s’écrire :

+1 o b
I~ 1= /_1 S(X)dXURf(x’) o5 o(a’ = =) - ¢(x’)ﬂ de’ . (2.75)

Il est commode de faire apparaitre la dérivée de ¢(z) en écrivant :
e (e~ D)~ o) = e B~ 2) — 6] — )1 —e ] L (2.76)
Cl. A. FIP 1 - 2010/2011
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98 Chapitre 2. Introduction aux fonctions généralisées (distributions)

Reportant ceci, et utilisant le fait que la fonction S(X) est bornée!® par 1, on a :

=11 < e | [ £ae 5 [ola' =) —ota)]de’ - [ 7)) (1 o

Seule la premiere intégrale dépend de X ; en écrivant en plus que le module de la différence
est inférieur ou égal a la somme des modules, on a :

(2.77)

2
)(1—e” w7 )da’

(2.78)
Le premier terme est borné supérieurement par [, | f(2')|: max,_ <1 [¢(2')] dz’ ; ¢(2)
étant une bonne fonction, il existe N tel que max),_,/ <1 [¢'(2")| = O(|2’|72Y), ce que
on peut toujours écrire max|, /<1 |[¢/(z')| = A(1 + 2*)™" olt A est une constante
positive. Le premier terme tend donc vers zéro o< n=!

|I, — I| < max ‘/Rf(x')e_%z[ (m’——) )]da’

IX]<1

12

16 Hz >1—e" =2 quel que soit 2’ :

Le second terme se majore en notant que

’/f )1 —e 57 ) da!

Comme précédemment, on majore l'intégrale en remplagant |¢(x’)| par (wa e

/|f (1 +2?)da’ . (2.79)

deuxieme terme varie comme n~2. En définitive :

I, —I| < — /|f +—/|f 1+$,2)N, dz’ (2.80)

inégalité prouvant que lim, oo I, = 1.

2.2.5 Quelques distributions courantes

Il s’agit ici d’une part de revisiter des opérations élémentaires sur les fonctions ordinaires
en les prenant comme des distributions, d’autre part de définir (ou redéfinir) les distri-
butions les plus courantes en pratique, les reformulant comme on le fait habituellement
en Physique.

Une fois que 'on a montré qu'une fonction ordinaire est un cas particulier de
fonction généralisée, on peut, avec une telle fonction, appliquer les regles déja établies
pour les distributions. Par exemple, il s’avere que la fonction sgnz, qui est bien une
fonction assez ordinaire, a une dérivée non triviale au sens des distributions. On a :

déf -1 Va<O0
sgn(zr) = ; 2.81
gn(®) { +1 Va>0 (281)
5 puisqu’elle est positive et normalisée & I'unité.
a:2
167] suffit d’étudier la fonction n(z) &' 1:” (1—e n%).
FIP 1 - 2010/2011 Cl. A.
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revenant a (2.55), on en déduit :

0 +o0o
(sgn(@))’, ¢) = —(sen(z), ¢') = - / (—1)¢ () dz — / D¢ (@) dr (2.82)

— 00

le second membre étant égal a 2¢(0), il vient :

(sgn(z))’ = 26(x) (2.83)

Exactement de la méme fagon, on voit que la dérivée de la fonction de Heaviside Y (z) :

def 0 V<0
Yiw) = { +1 Ya>0 (2:84)
est la distribution § :
Y'(z) = 6(x) (2.85)

Cette égalité se comprend bien intuitivement : la fonction Y (z) est constante par mor-
ceaux ; sa dérivée est donc nulle presque partout. Y (z) montant de 0 & 1 en un point
(z = 0), son taux de variation y est infini. On peut aussi raisonner avec des précurseurs
— quitte & sortir de Pensemble des suites régulieres — par exemple Yy, () = +(1+tanhnz),
dont la limite Yy () est “presque” égale & Y (x), puisqu’elle est définie en z = 0 et y
vaut % Quoi qu’il en soit, Y;/(0) = n et tend bien vers l'infini avec n.

En conséquence de (2.65), on a (Y(z)w(z))/ = 0(z)yY(x)+Y (z)y'(z). Maintenant,
soit la fonction (discontinue) g(z) = vy (x) + ¥o(x)Y (z), ol les 1; sont dérivables et &
croissance polynomiale ; considérée comme une distribution, sa dérivée en ce sens est :

g'(x) = P1(z) + Ya(2)Y () + ¢ha(2)d(z) = 1 () + ¢o(2)Y (z) + ¢2(0)d(x) ;  (2.86)
compte tenu de la définition de g(z), on a g(0_) = 11(0), g(04+) = 11(0) + 12(0), d’onr
12(0) = g(04+) — g(0_). En conséquence :

g'(x) = ¥i(x) + 5(2)Y (z) + [9(04) — 9(0-)0(2) ; (2.87)

Les deux premiers termes coincident avec la dérivée ordinaire de la fonction g(z), obtenue
en se placant soit & gauche, soit & droite, du point de discontinuité. Notant celle-ci gy, (z),
I’égalité précédente se récrit comme :

9'(2) = greg () + [9(04) — 9(0-)]d(x) (2.88)

d’ou la régle : quand on dérive au sens des distributions une fonction discontinue, il appa-
rait, en plus des termes ordinaires, des distributions de Dirac concentrées aux points des
sauts, avec un poids égal a la hauteur du saut.

En Physique (quantique, notamment), on rencontre souvent des objets comme :

2 +OO .
I(w) < 71/ et dt (weR), (2.89)
0

Cl. A. FIP 1 - 2010/2011
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100 Chapitre 2. Introduction aux fonctions généralisées (distributions)

qui, tels quels, n’ont pas de sens, et doivent étre régularisés. Cette régularisation doit
étre faite sur des bases physiques afin de la nantir d’un sens. Le plus souvent, un argu-
ment physique permet de se convaincre que 'intégrale (2.89) apparait dans un calcul ou
I'inadvertance a fait délaisser un petit parametre!” v > 0 ; une fois celui-ci rétabli en
amont, la bonne intégrale qui arrive typiquement est :

2 +OO . .
IL(w) = —i / ellwtint gy (2.90)
0

Pour le coup, cette intégrale est parfaitement définie et vaut :

1 1 w .

q—iw:w+iviw2+727lw2+v2

L(w) = —i (2.91)

Supposons maintenant que I, (w) survienne dans une intégrale sur w en compagnie d’une
bonne fonction ¢(w), en tant qu’expression d’une certaine grandeur physique A :

A:/Rlv(w)qb(w)dw:/m( N Jo(w) dw . (2.92)

1
w2+,}/2 W2+’72

Dire que 7y est un petit parametre, c’est dire qu’il est tres petit devant toute autre échelle
caractérisant la variation de la fonction physique ¢(w) qui joue ici le réle de la bonne
fonction. Autrement dit, il est licite (physiquement) & ce stade de passer & la limite
v = 04, et de retenir que la grandeur physique est en fait donnée par :
w
A= lim ——¢(w)dw —i lim 7

——¢(w)dw . 2.93
7=04 Jp w? + 42 y—0 RW2+72¢( ) (2.93)

En revenant & (2.18), on voit que la deuxieéme intégrale définit la distribution 7d(w).
Quant a la premiere, I'examen du noyau WQLW montre qu’il a pour effet de couper
symétriquement de part et d’autre de w = 0 les contributions divergentes de I'intégrand
ou l'on aurait fait brutalement v = 0 ; par définition, c’est la régularisation en tant que
partie principale de Cauchy, notée 'P% :

<7>%, ¢ lim e Y p(w)dw (2.94)

=04 J_og w? 42

que 'on peut d’ailleurs tout autant définir comme :

lim [/_w L) dw +/+m éqb(w)dw} . (2.95)

=04 | oo W +v

Au total, on obtient 1’égalité importante :

1

im -
=04+ w + 17y

- P% _ims(w) (2.96)

17Cest par exemple l'inverse d’un temps de relaxation : dans un premier temps, on aura traité le
systeme comme un systéme isolé, excluant ainsi toute sorte de relaxation. Un systéme réel n’étant jamais
isolé, il est de ce fait toujours soumis a une dissipation, laquelle produit une relaxation caractérisée par
une échelle de temps finie, éventuellement trés longue comparée & un autre temps caractéristique — ce
qui aura justifié, dans un premier temps, de traiter le systéme comme §’il était parfaitement isolé, avant
de tomber éventuellement sur des difficultés techniques (voir sous-section 2.4.1).
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qui, comme toute égalité entre distributions, est précisément définie avec l'intervention
d’une intégrale. On en déduit aussi :

1 1 1 1
§(w) = —— lim ( =) == lim —— (2.97)
27 =04 \w — iy wHiy T y—04 w2 + 2

soit en revenant a l'expression intégrale (2.90) :

5w) = - lim ( D lemmig 4 +Ooeiw”)tdt) (2.98)
2m 7—04 —o0 0

qui est une régularisation de I’écriture symbolique (2.126) ci-dessous. De la méme facon,
on a :

1 1 1 1
P = dim (——— 4 ——) = lm —— (2.99)
w  29=04 \w—1y  w+iy =04 w? 4 42
et :
1 1 0 . . +oo . . +oo
P— == lim (/ W=t gy —/ e’(‘*”r”)tdt) = lim e sinwtdt
w 2 v—04 oo 0 =0+ Jo
(2.100)

2.3 Transformées de Fourier des distributions

La transformation de Fourier sera présentée en détail dans le chapitre 8. Pour I'instant,
on s’en tient aux définitions minimales en considérant exclusivement des bonnes fonctions
f(x). Pour une telle fonction, on peut définir'® sans difficulté sa transformée de Fourier
F[f] par I'égalité :

F(k) “’éf/Rf(x)eikfdx keR «— f5F (2.102)

L’existence de I'intégrale ne fait aucun doute puisque f(x) est une bonne fonction. Il est
facile de voir que la fonction F'(k) est elle aussi une bonne fonction ; en effet, en dérivant
p fois, il vient :

FP(k) = ip/ f(x)z? ™ da ; (2.103)
R
une intégration par parties donne alors :
FP(k) =iP —L [ ke 4 [2? f(2)] dz (2.104)
ik R dz ’

18Comme on le sait, différentes conventions existent pour définir la transformation de Fourier :

\/%/f(x)eikzdx , /f(a:)eim”kzdx , etc. (2.101)
m JR R

Dans ce cours, on adopte la convention usuelle des Probabilistes, donnant la fonction caractéristique
¢ = F[p] pour une v.a. de densité p(z), au sens large (voir section 1.8).

Cl. A. FIP 1 - 2010/2011
UPMC 28 X 2010 Mathématiques pour physiciens
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et N intégrations par parties conduisent a :

_1\N ) N
F®) (k) =iP ((ikl))N /R etk dde [2? f(2)] dz . (2.105)

L’intégrale existe puisque f(z) est une bonne fonction, de sorte que, quels que soient p
et N, [F® (k)| = O([k|~).

Soit maintenant la transformée de la dérivée f'(z) :

FIf1=E Fulk / f(x) e dz ; (2.106)
une intégration par parties donne :
k) = —ik:/Rf(ac)e”” dz (2.107)
le terme tout intégré étant manifestement nul pour toute bonne fonction f(z), d’olt :
|71 = ik Flf] (2.108)
et plus généralement :
FIW) = (k)" 71 (2:109)

Tres conventionnellement, la fonction f(z) est appelée original, cependant que
F (k) est appelée image. Cela étant posé, il est tout autant possible de définir la trans-
formation inverse :

=, (2.110)
application qui s’exprime par la relation dite d’inversion :
1 —ikx
fle)==— [ F(k)e dk (2.111)
27 R

Un moyen élémentaire pour obtenir cette formule est le suivant. Soit I'intégrale :

) & [ oot B di = / d’f/ da'e™= M=) () (2> 0) L (2112)
R

En permutant les deux intégrations (chaque intégrale converge uniformément), il vient :
I(z) = / dz’ f(x') / dk e= ek Hik(z—2) (2.113)
R R

)2
L’intégrale interne vaut \/Ze_% fonction dont 'intégrale sur R est \/é\/ dme = 21 ;
on peut ainsi écrire la différence I(x) — 27 f(z) :

I(@) - 20 f(a \f [ e = ) - g0 (2.114)

FIP 1 - 2010/2011 Cl. A.
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par le théoreme des accroissements finis, 3¢ € [z, 2], f(2')] — f(x) = (&' — ) f'(§), ce

qui permet la majoration :
™ / _(e—ah)? / /
[I(z) —2nf(z)| </ —max|f(z)] [ e 2 |z —2a'|dz ; (2.115)
€ R
I'intégrale vaut 2f0+oo e~ odr = de, Aot |I(z) — 27 f(z)| < O(y/€) : il suffit de passer
a la limite € — 0 pour obtenir (2.111).

Etant donné un couple de bonnes fonctions ((f(z), g(z)) et leurs transformées de
Fourier ((F(k), G(k)), des arguments du méme type permettent de démontrer I’égalité!'?
de Parseval - Plancherel :

/]RF(k)G(k:)dk: :271'/Rf(ac)g(—x) do (2.117)

Cette égalité servira ici de point de départ pour définir la transformée de Fourier
F[f] d’une fonction généralisée f associée & la suite réguliere f,,(z). Soit F, (k) et ®(k)
les transformées de Fourier respectives de f,, () et ¢(z) ; Pégalité de Parseval - Plancherel
permet d’écrire :

/Fn(k)q)(k)dk:27r/fn(z)¢(fx) dz ; (2.118)
R R

prenant la limite n — 400, on obtient au second membre la distribution 27 f(—z) ; le
premier membre est alors, par définition, la transformée de Fourier de f(x) :

(FIf], ®) = lim Fo(k)®(k)dk =27 lim /an(x)qﬁ(—x)deQW(f(—x), ®)

n—-+4oo R n—-+4oo

(2.119)
La premiére égalité sert de définition & F[f], la deuxieme égalité montre, s’il le fallait,
le lien étroit entre F[f] et f. En utilisant (2.109), on trouve & nouveau, mais pour des
distributions :

FlfP] = (—ik)? F[f] (2.120)

Par exemple, soit & trouver F[d] ; 'une des suites régulieres f,, (x) associée & § est

fu(x) =0p(x) = (%)1/2 e~"%”_ La transformée de Fourier de f,(z) est :

. 2
Fo(k) = (E)l/Q/Re—mz T dy = e~dn . (2.121)

™

La définition (2.119) se recopie ici comme (0 est paire) :

(FIo), @) = lim [ e Fok)dk =2r lim [ (2)2 e g(—z) du = 206, )

n—-+o0o R n—-+4oo R e
(2.122)
190n a tout autant :
/F(k)G(fk:) dk = 27r/ f(z)g(x)da . (2.116)
R R
Cl. A. FIP 1 - 2010/2011
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La suite F,, (k) converge (uniformément) vers la fonction égale & 1 quelque soit k € R,
d’ou :
Flo] =1 (2.123)

A titre symbolique ou mnémotechnique, on peut aussi reporter d(z) dans la relation
de définition (2.102), ou encore partir d'un précurseur d,(x) et passer & la limite sous
l'intégrale, extrayant ainsi la valeur en 2 = 0 de ei*®,

Le résultat (2.123) est un exemple extréme des propriétés duales d’'une fonction
(généralisée ou non) et de sa transformée de Fourier : plus I'une est large, plus lautre
est étroite — les éléments de la suite d,(x) sont de plus en plus piqués quand n croit,
mais leurs transformées de Fourier sont de plus en plus larges. Dit de fagon plus rapide :
0(x) est une “fonction” infiniment fine et un peu exotique, sa transformée de Fourier est
infiniment large et particulierement banale. On se souvient aussi du grand écart entre
la distribution de Cantor et sa fonction caractéristique (voir (1.195) et les figures 77 et
1.19).

D’une fagon plus générale, on a :

Flbz,] = elFoo (2.124)

De (2.123), on déduit aussi :
§=rF"11] (2.125)

ce qui, revenant a la formule inverse de la transformation de Fourier, fournit la représen-
tation symbolique standard de §(x) :

1 . 1 .
§(x) = Q—/eﬂ’” dk = Q—/e"” dk (2.126)
™ JrR ™ JrR

dont une régularisation est donnée en (2.98). Enfin, en utilisant Y/ (z) = d(z), on voit
que —ikF[Y] =1, soit :

1
FIY)(k) = -7 (2.127)
d’ott, par la formule inverse, la représentation symbolique?® de Y (z) :
Y(z) = = Lok g, (2.129)
YT 00 Jok© '

En ce qui concerne la transformée de Fourier de 73%, elle peut étre obtenue de
diverses fagons. La premiere, expéditive, consiste & partir de la définition (2.95) de la

200n verra plus tard comment le théoréme des résidus permet de valider cette écriture en justifiant
proprement 1’égalité :

1 1 .
Y(z)=— lim — —ikw g 0 2.128
@ == tm o /R k+ie© (@#0) (2.128)
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partie principale de Cauchy, en utilisant la formule de Fourier, soit :
<1 teor
lim (/ 2 gk dx+/ = giha dx) . (2.130)
e—04 oo L te X

On sépare en parties réelle et imaginaire ; la partie réelle est nulle en tant que somme
de deux intégrales visiblement opposées. La partie imaginaire est égale a fR % dz,
puisque l'intégrand est continu en x = 0. Cette intégrale vaut wsgn k, d’ou :

f[Pé](k) =imsgnk (2.131)

Une autre fagon (moins désinvolte) est de repartir de la définition (2.119), en

choisissant la famille de fonctions f.(z) = %(ziig z_lia), ce qui oblige & trouver les
transformées de Fourier de ——, afin de pouvoir former F.(k) = %[}‘[I}_ia] +Fl=x1]
on verra par la suite comment les obtenir tres facilement grace au théoreme des résidus,
soit : ) )
deéf ikx 0 Vk >0
der [ L — , 2.132
]:[eris] /Rerise de {217re€k VE<0 7 (2.132)
et de méme :
1 aef 1 e, [ +2ime = VE>0
f[x—ia]’Ax—ige dz{ 0 Vk<0 (2.133)

La famille de fonctions F.(k) est donc in[Y (k) e =¥ —Y (—k) e*] qui, dans la limite ¢ — 0
donne in[Y (k) — Y (—k)], soit expression (2.131).

2.4 Illustrations et exemples

2.4.1 Oscillateur harmonique

Il s’agit d’illustrer a propos d’un systeme tres élémentaire les affirmations énoncées ci-
dessus a propos des systemes réels et de montrer comment l’inclusion d’une dissipation,
éventuellement tres faible, permet de régulariser des quantités mal définies pouvant sur-
venir dans un probleme posé de fagon trop abrupte.

Soit un oscillateur harmonique : masse ponctuelle m attachée au bout d’un ressort
parfait de constante de raideur k, les oscillations se produisant le long d’un axe Oz, dont
l'origine est prise a la position d’équilibre. Posant k = mw?, 1’équation fondamentale
donne pour Iécart & 1’équilibre x(t) en I'absence d’excitation :

i(t) +wiz(t) =0 . (2.134)
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Si la bille est de surcroit soumise, & partir de ¢t = 0, & une force extérieure F(t) = me(t),
I’équation devient inhomogene :

i) +wizt) =6(t)  (t>0) . (2.135)

Afin que le probleme soit posé de facon physique, il convient de préciser 1’état de
la bille au départ, c’est-a-dire sa position xg et sa vitesse vyg. En outre, on peut convenir
que cet instant de départ est celui olt on commence & appliquer la force mg(t) ; enfin
rien n’interdit d’appeler ¢ = 0 'instant en question.

Soit X (w) et ®(w) les transformées de Fourier de z(t) et ¢(t) ; comme ces quantités
sont réelles, on a les symétries :

X*w)=X(—w), & (w) =0 —w). (2.136)
Par F, (2.135) devient :
—w? X (W) + Wi X (w) = d(w) . (2.137)
En allant un peu vite en besogne, on écrit la solution :
1
X(w) = —5—— ®w) = xo(w) ®(w) , (2.138)
Wi —w

ol xo(w) est par définition la susceptibilité. Cette expression est siirement incompléte :
le probleme dynamique admet une solution et une seule a condition d’avoir inclus les
(deux) conditions initiales, or rien dans cette expression ne les requiert.

En réalité, on peut ajouter a cette expression n’importe quelle fonction f(w) telle
que (wi —w?) f(w) = 0, 'équation (2.137) est encore satisfaite ; on sait que la fonction f
n’est autre que 6(w +wyp), & un facteur arbitraire pres. En définitive, la solution complete
est :

1
X(w)=Cr(w—wp) + C_0(w+wp) + T
0

d(w) (2.139)

On peut maintenant effectuer la transformation F !, pour en déduire :

z(t) = O 0t + O e7iwot 4 F1 ﬁ dw)(t) (Cx=2mCY) .  (2.140)
0

Le terme de droite ne peut étre explicité tant que I'on ne se donne pas ¢(t), mais on peut
affirmer qu’il est nul & t = 0 : a cet instant précis, la bille ne sait pas encore si on va
lui appliquer ou non une force, et seule peut apparaitre la solution libre constituée par
les deux premiers termes. Les constantes C'y s’obtiennent par calage sur les conditions
initiales, lequel donne C', = %(:co + 12—2) En particulier, si la bille est initialement au
repos & sa position d’équilibre, C’. = 0 et la solution complete est donnée par le seul
dernier terme de (2.139) ; comme c’est la source externe qui met la bille en mouvement,
ce mouvement s’appelle tout naturellement régime forcé :

Xforcé,non-amorti(w) = "3 3 q)(w) (2141)

FIP 1 - 2010/2011 Cl. A.
Mathématiques pour physiciens 28 X 2010 UPMC



2.4. Illustrations et exemples 107

La fonction ®(w) est ce qu’elle est et, en particulier, n’a aucune raison d’étre nulle en
w = ZFwp ; dans ces conditions, la susceptibilité diverge pour ces valeurs de w, et on
ne voit pas bien comment revenir en arriere pour trouver z(t). L’idée est maintenant
de trouver la bonne régularisation ; on va voir que 'inclusion d’un frottement regle le
probleme, et donne un sens physique & la régularisation en tant que partie principale de
Cauchy.

De fait, pour sortir de cette difficulté, il suffit de réaliser que I’équation (2.134)
décrit une situation idéalisée a I'extréme, ou I'énergie du systéme est constante. Or tout
systéme réel n’est jamais strictement isolé et il existe toujours une cause de dissipation
d’énergie, méme si celle-ci peut étre rendue tres petite grace au soin extréme pris pour
réaliser 'expérience. Ici, toujours afin d’en rester a un niveau élémentaire, on représente
la dissipation par une force de freinage, dont la version la plus élémentaire est le freinage
dit fluide, simplement proportionnel & la vitesse. Cela étant, I’équation fondamentale
nettement plus réaliste est :

B(t) +yi(t) +wiz(t) = o(t) (2.142)

ol v >0 est la constante phénoménologique caractérisant le frottement. Cela étant admis,
I’équation en Fourier est :

—w? X (W) — 1ywX (W) + Wi X (w) = d(w) . (2.143)
qui, toujours avec la bille au repos et a ’équilibre au départ, donne la solution :

1

Xforcé,amorti(w) = 3 B} N
wi —w? —iyw

P(w) = x(w) 2(w) , (2.144)

x(w) étant maintenant la susceptibilité en présence de dissipation. Cette fois, la trans-
formation inverse ne pose aucun probleme :

Troree, amort(t) = o R B(w) e ! dw (2.145)
’ 21 J_ oo wi —w? —iyw ’

puisque le dénominateur ne s’annule pas pour w réel (et en supposant en plus que ®(w)
est bien comme il faut et ne cause pas de souci) ; posant wy = —iZ £ y/wg — 172,
Iintégrale s’écrit :

1 1

+oo
1 1 .

orcé, amorti(t) = ( - )q) —lwt dw . 2.146
Fforce, u(?) 27rw+—w_/_oo Ww—w_  Ww—wy (w)e n ( )

A ce stade, on voit comment retrouver ’oscillateur non amorti en effectuant la bonne
limite ; correspondant a v — 04, elle signifie que chaque intégrale est en fait tres précisé-

ment :
+oo 1

lim P(w)e “dw . (2.147)
v—0 oo w+1% :F /wg o i'}/Q

Clairement, le 2 dans la racine carrée du dénominateur ne sert & rien ; finalement, on
observe que le frottement introduit naturellement la régularisation en tant que partie
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principale de Cauchy. En définitive, la limite de l'oscillateur non-amorti est maintenant
sans ambiguité donnée par :

1 e 1 1 —iwt
Tforcé, amorti(t) = 47_‘_“}07)/700 (UJ T w0 - o wo)q)(u)) e dw s (2148)
soit :
1 e 1 —iwt
Tforcé, amorti(t) = %'P[m m@(w)e dw (2149)

Ceci d’'une part valide physiquement la régularisation de Cauchy, d’autre part montre
que 'un des systemes les plus élémentaires de la Physique, mais idéalisé a l'extréme,
implique forcément la notion de distribution. La description limite qui en découle est la
bonne représentation théorique d’un oscillateur matériel réel observé pendant une échelle

de temps courte devant son temps de relaxation v~ 1.

2.4.2 Exemples de relations de fermeture

On rencontre souvent en Mécanique quantique des relations dites de fermeture, exprimant
la complétude d’une base de fonctions v, (z) pour I'espace des états d’un systéme. D’une
facon générale, ces fonctions sont des modes propres, ce qui signifie qu’elles sont propres
d’une observable du systéme qui est, tres souvent, le Hamiltonien représentant 1’énergie.
L’indice a rappelle la valeur propre de ’observable en question et peut étre discret,
continu ou successivement les deux quand on balaie ’axe réel?!.

Afin d’illustrer ceci, considérons une particule de masse m, libre de se déplacer
sur un cercle de circonférence L = 2w R. Sa position est fixée par un angle 6, compté a
partir d’'un point conventionnellement choisi. Formellement, il s’agit d’un probleme plan
a symeétrie cylindrique, pour lequel 1’énergie cinétique est représentée par un opérateur
différentiel agissant sur les coordonnées polaires (r, #). La distance & l'origine étant ici
fixée (et égale & R), seul subsiste un opérateur agissant sur I'angle 6, et le Hamiltonien
de la particule s’écrit :

n?  d?
H=——F——; 2.150
2mR2 do? ’ ( )
I’équation pour les modes propres (¢, E) est Hy = E1, soit :
n?  d%y

- =F 2.151

2mR?2 d6? v ( )
la fonction v(6) devant étre 27-périodique. Une solution typique est 1(0) = e*?, avec
E=- 2;522 A2. La condition aux limites (ici, de périodicité) donne A x 27 = i x entier 2,

210n connait quelques cas, assez singuliers, oii des valeurs propres discrétes surgissent dans le continu-
um.
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. . 7’ . . 252 .
soit A = in, avec n € Z ; les énergies possibles sont donc % et les fonctions propres

normalisées sur le cercle suivant f02 " 14, (0)]? d sont (3 une phase globale pres) :

Pn(0) = \/% e (2.152)

Le produit scalaire de deux modes propres distincts est :

1 2 . " .,
— ()" ™00 = 6y (2.153)
2m Jo
égalité qui résulte d’une part de la normalisation de chaque fonction, d’autre part du fait
que la différence n — n’ est un entier. Au total, (2.153) exprime l'orthonormalisation de
la base de fonctions v, (0).

Considérons maintenant la somme :

+N

+N : 1 /
1 oo 1 sin(N+35)(0 —0') 4
> Un( @) (0) = — Y e = — 2 X Sn(0—0") . (2.154
nszw ( )wn( ) Ut nsze 2T Sln%(eie/) N( ) ( )

La fonction 6y () est 2m-périodique ; elle vaut 3—(2N + 1) en 6 = 0 et s’annule pour la
premiere fois en % : pour N > 1, son graphe est donc un peigne régulier aux dents
trés fines et trés hautes (voir fig. 2.6). L’intégrale de o (6) sur tout intervalle de mesure
27 vaut visiblement 1 : il suffit d’intégrer la somme finie terme & terme ; seule I'intégrale
sur le terme n = 0 est non nulle, d’ou :

Oo+2m
/ Sn(@)do=1 VYN . (2.155)
()
6
N =20

L

—27 0 +27

Figure 2.6: Graphe de la fonction dx(6) pour N = 20.

Visiblement, la suite de fonctions dy(6), si elle n’est pas réguliere au sens défini
ci-dessus, permet néanmoins de définir une certaine distribution, que ’on va trouver
égale & § dans la mesure ou son action est strictement la méme. En effet, soit la suite
d’intégrales :

Iy & /H Sn(0)p(0)do | (2.156)

—T
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ou ¢(#) est une fonction infiniment dérivable et a support borné [—m, +x]. Il n’est pas
difficile de montrer que :

+7
NliI_Ii_l On(0)p(0)do = ¢(0) , (2.157)
ce qui autorise a écrire 1’égalité :
—+7
Jim [ v @000 = 5, 9) (2.158)
ou encore :
. ' _ /
Ghim Z U (0 =50-0) (—m<0,0 <+n) (2.159)

C’est la relation de fermeture pour le probleme considéré ; noter que cette forme simple
est liée au fait que les ¢, sont a la fois orthogonales entre elles, et normalisées a I'unité
(voir (2.153)). On peut aussi I’écrire comme suit :

lim Z el =2m5(0) (—m <6< +m) ; (2.160)

N—>+oo

cela étant, il est possible de prolonger périodiquement cette égalité sur tout 'axe réel,
puisque la fonction au premier membre est 27w-périodique. On obtient ainsi :

i Y e =2y 5(0-k2m) VOER) ; (2.161)
=N kez

Utilisant 276 (x) = d(5%), ceci s’écrit encore :

D et = 25 — — k) = III(6) (2.162)

nez kEZ

ou IT1(9) est le peigne de Dirac, par définition, représenté par un symbole évocateur.

Donnons un autre exemple, a propos de la particule libre sur le segment de droite
[0, L] (puits infini de largeur L), dont les modes propres ont déja été donnés (voir (2.10)).
Comme précédemment pour le cercle, considérons maintenant la somme :

+N ’
s 2
n( @) 2N dal@)un () = T Y sin - sin o (2.163)

n=1
déf , . . .
Posant k = 7 et écrivant les sinus avec les formules d’Euler, on obtient :

1

Sn(z, ') = (2) 7

[27T5N( (@+a) —1— [2n0n (k(z — ') — 1]} , (2.164)
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ol 0y est la fonction définie en (2.154). = et z’ étant strictement positifs, toutes les
intégrales définissant précisément les distributions seront resteintes a l'intervalle borné
[0, L], et on peut donc oublier le terme § (k(x+x’ )), qui donne 4 la limite la distribution
d(z + 2’). En définitive, on obtient :

Sy(z, 2') = %51\[(16(:0 —a)) (2.165)
ce qui autorise & écrire (symboliquement), utilisant §(ax) = |a|~*6(z) avec a = T :
N
. * 0 0\ o
i D@ () = o 29 (2.166)

qui est la relation de fermeture pour la particule libre confinée sur [0, L]. Il est possible
d’établir une correspondance précise entre le cercle de longueur L et le segment de droite
de méme longueur dans la limite L — 400, en définissant les conditions cycliques de
Born - von Karmén, qui sont d’usage constant en Théorie des champs, en matiere conden-
sée, etc.

2.4.3 Les représentations -q et -p en Mécanique quantique

Il est & peine exagéré de dire que toute la Mécanique quantique peut se déduire de la
relation fondatrice :

ap —pq = (g, p] = in1 (2.167)

ol ¢ et p sont les représentants quantiques (observables) de la coordonnée et du moment
conjugué d’une particule se déplacant sur R, 1 désignant 'opérateur identité (qui ne fait
rien). Une telle relation impliquant un produit non commutatif ne peut tenir qu’entre??
opérateurs. Comme 1’a montré Schrédinger, une premiere facon de représenter cette
égalité est d’admettre l'association :

q— Xq, p— —ihﬁ (2.168)
dq
puisque [g, —ihd4]1(¢) = iA(q) pour toute fonction dérivable. L’association (2.168)
définit la représentation-¢ de la Mécanique quantique, ot I’état d’un systeme de spin nul
est entierement décrit par une fonction d’onde ¥(q, t), dépendant de la coordonnée et
du temps.

Un peu de réflexion montre que I'égalité (2.167) est tout autant satisfaite par
I’association duale :

0
q— +ih— , p— Xp, (2.169)
Ip

puisque pour toute fonction dérivable ¢(p), on a [ihdy, p]o(p) = ifip(p) ; dans cette facon
de faire, I’état est décrit par une fonction d’onde ®(p, t). Clairement, rien ne privilégie

220n ignore des nombres du genre de Grasmann, qui d’ailleurs anticommautent.
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dans l’absolu une représentation ou une autre, toutes deux (et n’importe quelle autre
respectant (2.167)) devant avoir la méme signification physique.

La question arrive alors naturellement : pour un méme état physique représenté
(au méme instant) soit par ¥(g, t), soit par ®(p, t) suivant ’humeur du moment (ou
plutot la commodité technique du probleme), quelle est la relation précise entre ces deux
fonctions 7 Compte tenu du sens physique attribué a la fonction d’onde, quelle que soit
la représentation adoptée, on montre (voir cours de Mécanique quantique) que les deux
fonctions ¥(q, t) et ®(p, t) sont justement reliées par la transformation de Fourier, que
lon écrit en général sous la forme symétrique :

D(p, t) 'ﬁpq\II (g, t)dq < U(q, t) = e P D(p, t)dp . (2.170)

En vertu de la linéarité de ’équation de Schrodinger 0, = He, les fonctions ¥(q, t)
et ®(p, t) peuvent toujours étre développées en combinaison linéaire (avec des coeffi-
cients dépendant du temps) de modes propres, 1, (q) et ¢3(p) respectivement, propres
de 1’equation He = Fe. Prenons le cas d'une particule libre de masse m, pour laquelle

H= 2’7 En représentation-q, les fonctions propres satisfont :

0

o (= 05) 6(0) = (o) (2.171)

en représentation-p, ’équation propre a la forme :
1
5-0°00) = E¢(p) <«  (p°—2mE)¢(p) =0 . (2.172)
Cette équation est du type (2.61), et a donc pour solution :

do(p) =Cyo(p—py) +C6(p—p-) , p+r=V2mE . (2.173)

De fait, la solution la plus générale de (2.171) est une combinaison linéaire arbitraire des
deux ondes planes e*#V2mE
des distributions 6(p — pi).

7, qui sont bien, selon (2.123), les transformées de Fourier

L’ensemble des solutions propres en représentation q est donc constitué des ondes
planes Ael*?, 1’énergie E étant alors donnée par E = ZE- et k prenant toutes les valeurs
dans R. Smt maintenant la somme :

i +Kmax . o, ink o
Stucla=d) [ et dk = 2 AP ka0 =d) _ o) p25, gy

~Fmax ¢—q
(2.174)
ol kmax > 0 est un vecteur d’onde de coupure, tronquant 'intégrale du coté des hautes
énergies et ou :

def l $in kmax (¢ — ¢')

Ohmae (@ — ') = — PR (2.175)

FIP 1 - 2010/2011 Cl. A.
Mathématiques pour physiciens 28 X 2010 UPMC



2.4. Illustrations et exemples 113

L’intégrale [, #2232 dz vaut?® msgnA quel que soit A > 0 (intégrale de Dirichlet) :
lintégrale de dy,, .. (q) est donc égale a 1, et définit en fait une suite (non réguliere)
de la classe de §. En effet, soit a trouver la limite :

lim / St (@)0(0) g | (2.177)

kmax—+0o0 Jp

ol ¢(q) est une bonne fonction ; pour cela, montrons que la différence :

Bty @ [ b1 (@0(a)da - 6(0) (2179)
R
tend vers zéro. En posant knaxqg = X, elle s’écrit aussi :
1sin X X
A = — —¢(0)|dX . 2.179
e = [ 25 [0(G2) ~ 0(0)] (2179)
Ona 6(X5) — 6(0) = ;" ¢/(¢') g/, dot :
1sin X , X 1
X = 2.1
B 2| [ 2555 xS0 =] =00k . (@2150)
soit limp,, . —+oo [ Okmax (@)0(q) dg = ¢(0), et finalement :
lim  Sy...(¢—4q)=27A%6(qg—¢) . (2.181)

kmax—+00

Ceci montre qu’en prenant ¥ (q) = \/% e*?_on obtient la relation de fermeture sous sa

forme normale :

+Emax
[ @i dk =g - o) (2.182)

kmax—+00

kmax

Quant au produit scalaire (1, ¥y ), il ressort comme 5= f e~k ¢iF'a 4g. soit la repré-
sentation symbolique de 6(k—%’). Enfin, revenant a la transformatlon (2.170), on obtient
#(p) = Vhd(p — hk), d’ott pour une particle libre :

représentation-q : ¥ (q) = " représentation-p : ¢r(p) = VhI(p — hk)

1
V2T

B (2.183)
avec :

(r, Ypr) = 8(k — k') = (dk, Prr) - (2.184)
Ces résultats sont physiquement évidents : une particule libre d’énergie déterminée a une
impulsion parfaitement déterminée (au signe pres), et est donc completement délocalisée

23Trés précisément :
) +X sin Az
lim
X—+o0 J_x T

dx = msgn X ; (2.176)

(faire le lien avec .7:[73 -
24Remarquer llnvarlance des produits scalaires, exprimant que la transformation de Fourier est une
opération unitaire.
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dans tout Pespace (sa probabilité de présence est la méme partout). C’est peu dire que
cette affirmation, prise au sens strict, n’a pas grand sens en Physique : la bonne fagon
de s’exprimer est de dire que sur une échelle de longueur aussi grande que 'on veut
comparée a ’échelle du phénomene considéré, la probabilité de présence est constante.

2.5 En guise de conclusion...

L’un des buts de ce chapitre était de faire le lien entre les résultats formels exposés ci-
dessus et les procédés expéditifs couramment employés dans la pratique en Physique,
ressemblant & premiere vue a des manips’ pour le moins douteuses®®... On a donné ici
et l1a des trucs présentés comme mnémotechniques pour retrouver certains résultats : ces
manipulations doivent en fait rentrer dans les idiosyncrasies propres du Physicien.

L’une des idées-clés a retenir est que toutes les “fonctions” un peu bizarres ren-
contrées souvent dans la pratique doivent en fait intervenir dans des sommations, qui le
plus souvent sont des sommations sur une variable continue, c’est-a-dire des intégrales ;
c’est le cas notamment quand on convolue un signal d’entrée avec une fonction d’appareil
pour obtenir un signal de sortie.

Intervenant dans des intégrales avec des fonctions ordinaires, ces dernieres ser-
vent jouent le role des fonctions-tests désignées généralement par ¢(x) dans les sections
précédentes. Dans tous les cas pratiques, les fonctions physiquement pertinentes auront
les propriétés souhaitables pour que les résultats ci-dessus, éventuellement généralisés,
soient applicables. Par exemple, il pourra s’agir des états liés d’un systéme quantique,
¥n(x), qui, usuellement, ont un comportement typique du genre |z|™ e=*I#l & Pinfini, et
sont donc des “bonnes” fonctions. Dans d’autres cas, des considérations physiques seront
toujours disponibles pour assurer une coupure permettant d’assimiler les fonctions-tests
apparaissant naturellement dans le probleme a des fonctions & support borné. La discus-
sion précise pourra (devra), dans chaque cas, relever d’une analyse des échelles physiques
intrinseques a ce probleme.

25 “God does not care about our mathematical difficulties. He integrates empirically.” (Albert EINS-
TEIN).
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Chapitre 3

Fonctions d’une variable
complexe

“Si la vie est complexe, c’est parce qu’elle a
une partie réelle et une partie imaginaire.”

(Sophus LIE, 1842-1899)

Le but de ce chapitre est d’une part de rappeler les régles élémentaires de l’algébre
des nombres complezxes, d’autre part de montrer graduellement comment des no-
tions, familiéres dans le champ réel (limite d’une fonction, continuité, dérivation)
peuvent se généraliser au champ complexe.

3.1 Rappels des opérations élémentaires sur les
nombres complexes

Toute 'algebre des nombres complexes (dont I’ensemble est noté C) repose l'existence
postulée d’un nombre fondamental noté i dont la seule et unique propriété extraordinaire

est que son carré est égal a —1 :
o

Une fois admis ceci, un nombre complexe quelconque, z, est par définition un nombre
construit en combinaison linéaire a coefficients réels de 1 et de i :

VzeC: z=ax1l+bxi, acR, beR (3.2)

ce que l'on note plus simplement :

53
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Toutes les opérations (addition, 4, et multiplication, x) sont commutatives.
L’addition sera précisément définie plus loin et n’a pour l'instant qu’une signification
symbolique. La multiplication a x 1 est 'opération usuelle des réels ; avec b € N, b x i
est un raccourci d’écriture pour i+1i+ ... +1 (b fois), notation généralisée immédiatement
a un réel b quelconque. a est appelé partie réelle de z, b est la partie imaginaire de z,
respectivement notées Rz = a, Iz = b. Deux nombres complexes sont dits égaux s’ils

ont méme partie imaginaire et méme partie imaginaire :

Z1 = 22 < a; = asg et bl = b2 (34)

Le nombre complexe égal a zéro est celui dont les parties réelle et imaginaire sont toutes
deux nulles :
z=0 <= a=0 e b=0. (3.5)

Un nombre complexe dont la partie réelle est nulle est dit imaginaire pur, un nombre
complexe dont la partie imaginaire est nulle est un nombre réel “ordinaire”. Pour un
nombre complexe, qui est un étre “bidimensionnel”, la relation z > 0 n’a pas de sens
— sauf si on sait d’avance que z est en fait un réel.

Visiblement, les nombres 1 et i jouent dans (3.2) le méme role que deux vecteurs
orthonormalisés 7 et jet I'on voit que C va pouvoir étre muni d’une structure d’espace
vectoriel a deux dimensions sur le corps des réels : de ce point de vue, I’ensemble des
nombres C et I'ensemble R? des couples de réels (, y) sont isomorphes ; dans ce contexte
on dit de R? qu’il est le plan compleze. Le nombre complexe z est ainsi représenté dans
le plan par un point désigné! par m dont les coordonnées, par rapport & un repere
orthonormé, sont précisément a et b — ou plus naturellement x et y —, et on dit que z
est U'affize du point m. D’ol la notation systématique, un repeére orthonormé (Oz, Oy)
étant défini :

z=x+1y , zeR, yeR . (3.6)

Deux nombres complexes égaux sont représentés par le méme point du plan. En pratique,
pour ne pas alourdir les notations et quand aucune confusion n’est possible, on assimilera
le plus souvent un nombre z et son point représentatif m.

L’équation (3.3) contient Popération i x b, multiplication du nombre fondamental
i et d'un réel b. Ce dernier est sur 'axe Ox a l’abscisse b alors que le nombre i X b est
sur I'axe Oy a la cote b, d’ou l'interprétation géométrique de la multiplication par i :

multiplication par i — rotation de +3 dans le plan R? (3.7)

De méme, le carré de i, est associé au produit de deux rotations de 7, c’est donc une
rotation de 7 — et en effet comme i? = —1, i%b est I’affixe du point symétrique représentant
le réel b, qui de 'autre coté de lorigine O. Plus généralement, i2z = —z est I'affixe du

point image de celui associé a z dans la symétrie par rapport a lorigine.

L’existence de i étant admise, et avec elle les nombres définis par (3.6), il est
naturel de généraliser pour ces nombres les opérations usuelles de 1'algebre élémentaire.

IDans la mesure du possible, on essaiera de maintenir des notations systématiques : z est Paffixe de
m, Z est celle de M, etc.
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La définition de I’addition est déja embryonnaire dans la définition (3.6), qui additionne
un réel et un nombre imaginaire pur. Plus généralement, la somme (addition) de deux
nombres complexes est tout naturellement (Z = X +1Y)) :

Z§f21+22 <— X=z1+4+2x2 et Y =9y +yo (3'8)

La soustraction s’en déduit par z; — 22 = 21 + (—22). Géométriquement, si z, est Paffixe
de my, et Z celle de M, la définition (3.8), montre que I’addition de deux complexes est
en correspondance biunivoque avec la somme vectorielle :

O—l\)/[ = O—I>Il1 + O—I>Il2 (39)

La multiplication de deux nombres complexes s’obtient en utilisant les regles
usuelles de distributivité (z, = z, + iy,) :

2120 = (11 +iy1) (22 + iy2) = 2122 + i(21Y2 + Y172) + Y172 (3.10)

soit :
2122 = 122 — Y1y2 +i(T1y2 +y122) (3.11)

d’ou :
ZE 2z = RZ=zz0— 1130 , SZ =z1y2 + Y172 (3.12)

La multiplication étant définie, la division I’est tout autant. De toute évidence, toutes ces
opérations se réduisent aux opérations élémentaires avec les nombres réels si toutes les
parties imaginaires sont nulles ; en conséquence, toutes les égalités algébriques (identités
remarquables, formule du binéme, etc.) se transcrivent immédiatement dans C — par
exemple, le carré d’un nombre complexe est (z + iy)? = 22 — y? + 2izy.

On appelle conjugué de z le nombre, noté? z*, qui a méme partie réelle et dont la
partie imaginaire est changée de signe :

z=x+1iy , F=x -1y, (3.13)

d’ou résulte immédiatement Rz = 3 (z +2*), Sz = 5. (2 — 2*). Géométriquement, z* et z

sont les affixes des points se transformant 'un dans 'autre par la symétrie-miroir définie
par 'axe Oz. En posant z, = xp +1iy, (p = 1, 2), on voit que :

(z14+22)" =27 4+ 25, (z122)" = 2725 . (3.14)

Le produit d’un complexe et de son conjugué est remarquable :

22" = (x +iy)(x —iy) = 2° — (iy)? = 22 +4* . (3.15)

2Une autre notation usuelle pour le complexe conjugué z* est Z.
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C’est donc un nombre réel positif, nul seulement quand z = 0, i.e. quand x =0 et y = 0.
La quantité (positive) v/x2 + 32 est le module de z, noté3 |z| :

|z = Va2 +y2 =Vzz* >0 (3.16)

Le symbole | | généralise au champ complexe la notion familiere de valeur absolue, et

permet de définir une distance euclidienne dans C. On vérifie sans peine que le produit

2122 a pour module le produit des modules : |z122| = |z1]|22] ; en particulier ’%’ = ‘71‘

Géométriquement parlant, |z| est la distance au sens usuel entre son point repré-
sentatif m et l'origine O du plan complexe. De la méme fagon, le module de la différence,
|21 — 22|, est la distance entre les deux points représentatifs m; et my de 21 et 25 : c’est
donc aussi la longueur du segment myms,. Par ailleurs, l'interprétation géométrique de
la somme de deux complexes, (3.9), donne immédiatement I'inégalité triangulaire :

‘|21+Z2| < |Zl|+|22|‘ (3.17)

qui exprime le fait que dans un triangle la longueur d’un c6té est inférieure ou égale a
la somme des deux autres (le module d’une somme est inférieur ou égal & la somme des
modules). Plus généralement :

N N
]Z 5 < Izl (3.18)
j=1 j=1
Une autre inégalité utile est :
2] = 2] <[22 + 2 (3.19)
En effet, par Uinégalité triangulaire, |21| = |21+ 22— 22| < |21+ 22|+ |22|, ot |21]| — 22| <
|21 + 22|, et de méme |z3]| — |21| < |22 + 21|, d’oU |22 + 21| > max(|z1]| — |22]) = ||z1]| — |22l

et l'inégalité (3.19).

La décomposition z = x + iy présuppose choisi un repére cartésien permettant de
définir les deux coordonnées cartésiennes du point dont affixe est z (et on parle alors
de représentation cartésienne de z). On peut aussi introduire les coordonnées polaires*
du plan, r et 6, auquel cas on obtient ’écriture polaire du nombre complexe z :

z=x+1iy=rcosf+irsind , r=|zl, 0=argz . (3.20)

La combinaison cos 6 +isin 8 est remarquable. Toutes ses propriétés algébriques permet-
tent de l'identifier avec une certaine fonction exponentielle, ce qui conduit a la formule
d’Euler :

cosf + isinf = e'? ‘ (3.21)

30n utilise le méme symbole |...] pour le module d’un complexe et la valeur absolue ordinaire,
puisque le premier ne fait que généraliser la seconde au domaine complexe.
4r >0, 0 <0 < 27 (par exemple).

FIP 1 - 2010/2011 Cl. A.
Mathématiques pour physiciens 9 XI 2010 UPMC



3.1. Rappels des opérations élémentaires sur les nombres complexes 119

En effet, considérons le premier membre de (3.21) comme une certaine fonction E(f) et
écrivons-la pour 0 = 61 + 05 ; par définition :

E(91 + 92) = COS(91 + 92) + isin(91 + 92) . (3.22)
Soit maintenant le produit £(01)E(02) = [],_,(cos, +isind,) ; sa partie réelle est :

RIE(01)E(02)] = R [ [ (cos by, +isind,) =

cos 01 cos Bz — sin By sin B = cos(by + 02) = R[E(01 + 02)] ; (3.23)

sa partie imaginaire est :
2
S[E(01)E(02)] = S [ ] (cosb,, +isind,) =
p=1

sin 0 cos 0 + sin O cos 61 sin(6y + 02) = S[E(61 + 02)] , (3.24)

d’ot1 I'égalité des deux nombres complexes F (61 + 02) et E(61) E(62) :

(B0 +65) = B(6) E(2) | (3.25)

Il existe une seule fonction satisfaisant cette équation fonctionnelle : c’est la fonction
exponentielle. Tl en résulte que E(0) = e ol a est une constante que I'on peut trouver
de bien des fagons, par exemple en calculant la limite limg_,¢ %(e“e —1) ; par la définition

de E(f) = cosf + isinf et utilisant limg_g F(cos — 1) = 0, limg_o Sige =1, il vient
limg_.q %(eae —1) = i; lidentification avec le développement en série entiere de la fonction
exponentielle donne alors a = i, d’out la formule d’Euler (3.21) ; de celle-ci découlent im-

médiatement les deux égalités :

1, ; 1, . )
cosf = 5(610 +e719) sinf = g(e‘e —e719) (3.26)
i

Le module du premier membre de (3.21) est \/cos2 0 + sin?# = 1. On retiendra
donc :

leI=1 Ve eR (3.27)

Cela étant fait, I’expression polaire d’un complexe z = rcos + ir sin f s’écrit aussi :

(3.28)

r > 0 est le module de z, 6 est son argument. L’égalité de deux nombres complexes
Zp = Tpeiep (p =1, 2) s’exprime comme :

21 = %9 < rin=ry et 01 =20 (27T) . (329)
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120 Chapitre 3. Fonctions d’une variable complexe

Notons que si le module du nombre complexe nul est bien défini (r = 0), en revanche
son argument ne l'est pas, traduisant le fait géométrique que 'on peut s’approcher de
l’origine suivant une direction quelconque. On définit parfois la détermination principale
de I'argument d’un nombre complexe, notée Arg z, comme étant I'argument de z choisi
dans lintervalle | — 7, 4] :

‘ -1 <Argz <+7 (3.30)

La multiplication (et la division) s’expriment tres simplement en représentation
polaire :

91 92

21 =116 29 =rg¢€ — 2120 = rirg €162 = ppy i1 102) (3.31)

Autrement dit, |z122] = r17e, arg(z122) = argz; + arg z2(2w). Ainsi par exemple, avec

z=ref L =170 % — pe-if En représentation polaire, les puissances de z = rel?

bz T
prennent la forme :

2" = (rel?)" =" e = ¢ (cosnf + isinnf)" | (3.32)

ou la formule d’Euler (3.21) a été utilisée pour écrire I’égalité le plus & droite. En prenant
r = 1 et en remplagant z au premier membre par cosf + isin 6, on obtient 'importante
formule de Moivre :

‘ (cos® +isind)" = cosnb + isinnd ‘ (3.33)

Le développement de la puissance n® du premier membre par la formule du binéme, et
Iidentification des parties réelle et imaginaire, constitue un moyen systématique pour
exprimer les sin et cos d'un angle multiple. Par exemple :

cos? @ — sin? 6 = cos 26 , 2sinf cosf =sin26 (3.34)
cos® @ — 3 cosfsin? @ = cos 36 | 3 cos? fsin f — sin® 0 = sin 36 . (3.35)
A Dinverse, la représentation polaire permet d’exprimer simplement les n racines
n® d’un nombre complexe. Par exemple, soit & trouver les complexes satisfaisant :
2t =p (p >0) . (3.36)

Avec 'hypothese p > 0, il s’agit plus précisément dans cet exemple de trouver les racines
d’un réel positif noté p. En représentation polaire, (3.36) s’exprime comme :

(re)y" =p ; (3.37)
Pargument d’un nombre réel positif étant égal & 0 (27), I'identification donne :

2
m=p, nd=0(02r) < r:p%, 9:k§ (k=1,2,...,n) . (3.38)

En particulier, les racines n° de 1 sont les n nombres® wy, :

wp=¢e""  (k=1,2,,...,n) (3.39)

N
_ . . n .
7‘1(1, q # 1, on vérifie sans peine que Y, _; wg = 0 puisque wp =1

5En utilisant Zgzl " =q 11,
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3.2. Quelques éléments de topologie de C 121

Les points représentatifs des wjy sont tous situés sur le cercle de rayon unité, et sont

équidistants les uns des autres puisque ’on passe de 'un au suivant en tournant de 27”

Les racines cubiques de 'unité jouent un réle important en Electricité et sont souvent
notées 1, j et 52 :

o 2m 1 3 1 3
n=3: wk:e‘k% , w1:—§+i§5j , wgz—i—igsz:j* , w3=1,
(3.40)
et satisfont :

1+j+5%=0. (3.41)

Les mémes arguments montrent que :

. 2k+1
= —p=plT = r=pr | GZM (k=1,2,....,n) . (3.42)
n

Les racines de I'unité sont au cceur de sommes remarquables (les sommes de Gauss), que
Pon retrouvera ici et 1a dans la suite (voir par exemple section 6.6).

3.2 Quelques éléments de topologie de C

Il s’agit ici de donner quelques définitions utiles ici et la. Elles sont pour la plupart de
nature topologique, et seront énoncées en termes aussi simples que possible ; la métrique
du plan est euclidienne®, la distance entre deux complexes z; et 2z étant :

d(Zl, 22) gf |Zl - ZQ| (343)

La métrique permet notamment la définition explicite de la notion de voisinage ; un
nombre (ou point) zg étant donné, le e-voisinage N, de zg est 'ensemble des points dont
la distance & zo est inférieure & £ : N, = {z, |z — 20| < &} ; le voisinage pointé, N, est
par définition 'ensemble N \{zo} (on ote zo lui-méme).

3.2.1 Ensembles de points dans le plan complexe

Toute collection de points dans C est appelée ensemble de points ; usuellement, un
ensemble est défini par une propriété de ses éléments. Par exemple, la partie droite du
plan est ’ensemble des points dont les affixes” sont & partie réelle strictement positive,
ensemble que l'on pourra noter {z, Rz > 0} ; de méme, {z, |z| < 1} désigne l'intérieur du
cercle unité. Cela étant posé, les notions d’appartenance, de complémentarité, de réunion,
d’intersection,... introduites en théorie des ensembles sont utilisables telles quelles. Les
définitions suivantes seront parfois utiles dans la suite.

6Une fois choisie une distance, C devient un espace métrique.
"Pour simplifier le langage, on confond point et affize dans la suite.
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1. Un ensemble S est dit infini s’il contient une infinité d’éléments® ; il dit borné s’il

existe un nombre positif M tel que |z| < M Vz € S.

. Soit § un ensemble de points et S une partie non vide de S. On appelle point

adhérent a S un point zy € S tel que l'intersection de 'un quelconque de ses
voisinages avec S n’est pas vide. L’ensemble des points adhérents de S constitue
I'adhérence de S, notée S, qui est le plus petit fermé contenant S (toujours au sens
de l'inclusion). L’adhérence est aussi appelée fermeture. R désigne R complété par
le point a l'infini.

Soit S partie non vide de S, et zp € S ; alors :

e ou bien il existe un voisinage N, de zg tel que N. NS = {20}, alors le point
est isolé.

e ou bien pour tout voisinage N; de zo, (N — {20}) # 0, alors le point zg est un
point d’accumulation (ou point limite). Pour un tel point zp, tout voisinage
contient au moins un point z # zg appartenant a S ; autrement dit, zo est
adhérent & S sans y étre isolé, ou encore zy est un point d’adhérence de®
S —{zo}. Dans R, la suite n—12, n € N* admet 0 pour point d’accumulation,

tous ses éléments étant isolés.

En définitive, on peut aussi définir 'adhérence (fermeture) de S comme la réunion
de I'ensemble des points isolés et des points d’accumulation.

Dans un espace métrique, tout voisinage d’un point limite contient une infinité de
points de S ; de facon équivalente : il existe une suite de points de S convergeant
vers zg. La précision z # zg est importante, faute de quoi tout point serait point
d’accumulation puisqu’une suite constante est une suite convergente.

Le théoreme de Bolzano - Weierstrass affirme : “Tout ensemble infini borné de
points posséde au moins un point d’accumulation”.

. Un point est dit intérieur & un ensemble S s’il possede des voisinages ne contenant

que des points de S. Un ensemble S est dit ouvert s’il ne contient que des points
intérieurs (tout sous-ensemble est voisinage de chacun des points, un ouvert est
égal & son intérieur) ; le disque {z, |2| < R} est ouvert, de méme que la couronne
{z, r < |z| < R}. L’intérieur d’un ensemble S est le plus grand ouvert (au sens de
I'inclusion) contenu dans S.

. Un ensemble est dit fermé s’il contient tous ses points limites (ou s'il n’en a pas) ;

le disque {z, |z — a] < R} est fermé. Le complémentaire d'un ensemble ouvert est
un ensemble fermé ; la couronne {z, r < |z — b| < R} n’est ni ouverte, ni fermée.

. Un point zq est dit point-frontiére d’'un ensemble S si tous ses voisinages contien-

nent des points de S et de son complémentaire. L’ensemble des points-frontieres
constitue la frontiere de S.

8Puisqu’il s’agit d’énumérer les éléments, cet infini est I'infini dénombrable.
9Une autre notation courante pour S — {20} est S\{zo}.
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7. Un ensemble S est dit compact si de tout recouvrement par des ouverts on peut
extraire une famille finie le recouvrant. Les compacts ont des propriétés remar-
quables (ils sont bornés et fermés) ; en particulier, tout sous-ensemble infini de S a
au moins un point limite appartenant & S (en termes plus intuitifs : de toute suite
de Cauchy, on peut extraire une sous-suite convergente). Pour R, les parties com-
pactes sont les intervalles [a, b] ; pour C, ce sont les intersections de deux disques
fermés {z, r < |z — 29| < R}.

3.2.2 Point a ’infini

Tout comme on ferme R, il est utile de définir la fermeture de C. Ceci peut se faire a
I'aide de la transformation dite projection stéréographique, qui permet d’associer de fagon
biunivoque un point de C & un point de la sphere unité de R3. Cette transformation est
définie comme suit!?.

Le plan complexe est pris comme plan horizontal £On et on désigne par O( la
troisieme coordonnée, verticale. Dans R2, la sphere de rayon R = 1 a pour équation
cartésienne €2 + n? + (2 = 1. Le point de coordonnées (0, 0, 1) est le pole Nord, N ;
Iintersection de la sphere et du plan £On est ’équateur. Soit maintenant un point de
coordonnées horizontales (z, y), représentant le nombre complexe z = x + iy, affixe du
point M. La transformation stéréographique associe & M le point d’intersection M de la
sphere avec la droite passant par M et N ; mis a part le péle Nord, chaque point de C
a une image sur la sphére, et inversement a cette exception pres, la correspondance est
donc biunivoque. On voit sans peine que les points de C situés a I'intérieur du cercle de
rayon unité sont envoyés dans I’hémisphere sud, ceux situés a I’extérieur de ce cercle sont
envoyés dans ’hémisphere Nord. Plus généralement, il saute aux yeux que plus un point
est loin de l'origine de C, plus son image est proche du pole Nord (I'image de origine
O est le pole sud). En passant & la limite |z2| — +o0, le pole Nord apparait comme
Iimage d’un “point” (qui n’est pas un nombre complexe : son argument est totalement
indéterminé) appelé par définition le point a l'infini, noté coc ou plus simplement oo
quand aucune ambiguité n’est a craindre. C complété par ce point est le plan complexe
étendu, noté C : C £ CU ooc. Cela étant fait, il existe une correspondance biunivoque
entre C et tous les points de la sphere (aussi appelée sphere de Riemann).

Il est facile d’obtenir les formules explicites de la transformation. On a :

2z 2y r?—1

§ZTQ—JF1; 1= ¢=

(3.44)

our = /22 + y2. On peut enfin définir une métrique!! fondée sur la longueur de la corde
reliant deux points transformés. Si (;, n;, ¢;) sont les coordonnées du point transformé

10D’autres définitions sont possibles. On peut par exemple introduire une sphére dont le péle sud est
tangent & l’origine du plan complexe ; c’est le choix qui est fait dans le livre de Lavrentiev et Chabat [9].

1 Cette appellation est légitime puisque D(z1, z2) satisfait les conditions classiques : symétrie dans
I’échange, inégalité triangulaire, positivité, nullité si les points sont confondus.
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NG
pole Nord

Figure 3.1: Sphere de Riemann et transformation stéréographique : le point M du plan
C se transforme en M situé sur la sphere.

de z; = z; +iy; (j =1, 2), la distance “cordale” de z1 et 22 est :

D(z1, 22) = V(& = &)2+ (m —m)? + (G — 2)? (3.45)

le calcul & partir de (3.44) donne :

2|Zl _ZQ|
D(z1, 22) = 3.46
- V12121 + [22]? (3.46)

Par exemple, si z3 est le point a 'infini, D(z1, 00) est la distance entre 'image de z; et
le pole Nord, soit :

D(Zhoo)\/§%+U%+(C11)2\/2(1C1)\/%W (3.47)

Pour un ensemble borné {z, |z| < M}, la distance ainsi définie et la distance euclidienne
satisfont les inégalités :

| D21, 22) <2021 — 2o < (1+ M)D(21, 22)

, (3.48)

qui découlent directement de la définition (3.45). Il en résulte que, pour les ensembles
bornés, toutes les questions de convergence, de compacité,... peuvent étre réglées avec
l'une ou l'autre de ces distances (elles sont interchangeables). En revanche, un ensemble
non borné possede le point a I'infini comme point limite vis-a-vis de D : il contient une
suite infinie 21, 29, ... telle que lim,,_ o 2z, = 0o, d’ou résulte :

2
lim D(z,, o0) = lim ————= =10 (3.49)

n—oo n— o0 /1+|Zn|2 o

Le plan complexe étendu C est donc compact selon D, ce qui n’est pas surprenant puisque
C est borné vis-vis de D (D(z1, z2) < 2 quels que soient z1 et z9).

Il est possible de donner une interprétation du point a l'infini en introduisant
la fonction z — Z = f(z) & %, qui est définie quel que soit z # 0 ; le cercle unité
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est transformé en lui-méme, ses points intérieurs deviennent des points extérieurs, et
inversement. Les images par f des points |z| > R sont dans le voisinage N1,z de l'origine
du plan de Z. Par la transformation stéréographique, les mémes points ont pour image
les points de la spheére de Riemann tels que ¢ > gz—j& ; ceux-ci sont donc dans un certain
voisinage (selon D) du pole Nord. On pourrait ainsi définir le point & Uinfini dans le
plan z comme l'antécédent de 'origine du plan de Z par f. En définitive, les deux plans
étant complétés, il existe entre eux une correspondance biunivoque incluant l'origine de

I'un avec le point a l'infini de 'autre et inversement.

3.2.3 Courbes et domaines

Il s’agit essentiellement de donner quelques définitions auxquelles il sera souvent fait
référence dans la suite.

Courbes

On appelle arc simple de Jordan un ensemble de points formant une ligne (courbe) définie
paramétriquement par z(t) = z(t) + iy(t), ou les deux fonctions continues (et & valeurs
réelles) sont telles que t; # to entraine z(t1) # z(t2), quand t varie dans un certain
intervalle [0, T] : un tel arc ne revient donc pas deux fois au méme point et n’est pas

7 . A . . . . déf déf
fermé sur lui-méme. L’arc est dit lisse, si les deux fonctions o/(t) = 92 et y/(t) = ¥

sont continues et si /% +y'? # 0. Géométriquement, ceci signifie que le vecteur tangent,
qui existe en tout point de la courbe en vertu de la derniere condition, tourne gentiment
sans faire de sauts quand la ligne est décrite. Un arc de Jordan est fermé (en boucle) ssi
Pégalité z(t1) = z(t2) a lieu exclusivement dans 'un des deux cas : t1 =0 et ta =T ou
tl =Tet tQ =0.

L’exemple le plus simple d’arc fermé est le cercle de rayon unité, défini par :
2(t) = ' = cost +isint , (3.50)

avec T = 2m. Il divise le plan en deux ouverts disjoints, et constitue la frontiere de
chacun d’entre eux ; il s’agit d’un cas particulier du théoreme de Jordan affirmant que
toute courbe simple fermée sépare le plan de la sorte, son intérieur étant borné, son
extérieur ne ’étant pas.

Ces définitions peuvent s’étendre au cas ou les conditions de continuité et de
dérivabilité sont seulement satisfaites dans un nombre fini d’intervalles, aux bornes
desquels toutes les limites voulues existent : on parle alors de courbes simples/lisses
par morceaux. Dans toute la suite, on désignera simplement par contour une courbe
simple lisse, éventuellement par morceaux. Le contour sera une boucle, fermé ou non,
selon ce qu’est elle-méme la courbe.
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La longueur L de la courbe est donnée par l'intégrale de Riemann :

T T
L:/ x’2+y’2dt5/ || dt | (3.51)
0 0

ou par une somme d’intégrales sur les différents intervalles si la courbe est comme il faut
seulement par morceaux.

Domaines

Un ensemble de points S est dit conneze si deux points quelconques de S peuvent étre
reliés par un arc simple de Jordan'? tout entier situé dans S. Un domaine D est ensemble
connexe non vide : autour de tout point de D on peut tracer un e-voisinage tout entier
contenu dans D (tout point de D a des voisinages appartenant & D). Un domaine est
donc ouwvert ; la frontiere sera notée 9D et D = 9D U D.

Un domaine D est dit simplement conneze si I'intérieur de toute courbe de Jordan
fermée de D est aussi dans D ; toute courbe fermée située entierement dans ce domaine
peut étre contractée en un point en restant dans le domaine (on dit aussi : toute boucle
est homotope & zéro). Le cercle est 'archétype de domaine simplement connexe. en
termes plus imagés, un domaine simplement connexe “n’a pas de trous”.

Soit maintenant deux domaines simplement connexes D; et Dy avec Dy C Ds.
Le complémentaire de D; dans D5 est tel que, deux points A et B y étant choisis, on
peut distinguer deux sortes de chemins : ceux qui relient A & B en pénétrant dans Dy,
et ceux qui, contournant D1, ne sortent pas du complémentaire. Ce complémentaire est
certes conneze (c’est d’ailleurs un domaine) puisqu’il existe des chemins allant d’un point
a lautre sans sortir du domaine, mais les chemins fermés ne sont pas tous homotopes
a zéro : un tel domaine est dit multiplement connexe (“a des trous”). On verra bientot
I'importance d’une telle différenciation. Un exemple simple de domaine multiplement
connexe est le domaine annulaire situé entre deux cercles de méme centre (usuellement
appelé couronne).

3.3 Fonction d’une variable complexe

3.3.1 Définitions

La notion de fonction est bien connue : c’est une correspondance qui permet, par des
opérations algébriques bien définies (une recette), de construire un nombre (image) a

121 ,a connexité ainsi définie est dite connexité par arcs. La notion de connexité peut étre définie sur un
plan plus formel en disant, par exemple, qu’un espace topologique est connexe s’il n’est pas la réunion de
deux ouverts non vides disjoints, ou n’est pas la réunion de deux fermés non vides disjoints. La propriété
d’étre connexe est bien résumée par la formule : étre d’un seul tenant.
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clgD @

Figure 3.2: Les domaines grisés sont respectivement simplement connexe (& gauche),
multiplement connexe (& droite). Les contours C' et C; sont homotopes & zéro, Cs ne
Pest pas.

partir d’un nombre (original) ; ici, la seule nouveauté par rapport au champ réel est
que tous les nombres impliqués sont maintenant a priori des nombres complexes. Cette
nouveauté est moins banale qu’elle en a 'air : fondamentalement et essentiellement!3,
la différence est que les nombres original et image se déplacent dans un espace & deuzx
dimensions (le plan complexe C, isomorphe & R?), au lieu d’étre confinés dans un domaine
de 'axe réel, qui est de dimension 1. Ce degré de liberté supplémentaire est a l'origine
des propriétés extraordinaires d’une classe de fonctions appelées fonctions holomorphes,
qui sera définie en temps utile.

Ainsi, une fonction f de la variable complexe z est une opération (ou une suite
d’opérations) qui, au nombre z dans un certain ensemble D inclus dans le plan, associe
un certain nombre complexe noté f(z) :

VzeD — f(z)eC. (3.52)

D est appelé I'ensemble de définition de la fonction f : c’est I’ensemble des points ot 'on
sait effectuer les opérations permettant de calculer f(z). Le cas le plus important est
celui ou D est un domaine du plan complexe. On ne considérera que des domaines dont la
frontiere est une suite finie d’arcs de courbes contintiment différentiables par morceaux.

Quelques exemples de fonctions :
e z — f(z) = z* est la fonction qui & chaque nombre complexe lui associe son
complexe conjugué.

e z — f(z) = |z| est la fonction qui & chaque nombre complexe z = x + iy lui associe

son module \/x2 + y2.

e 2 — f(2) = 27! est la fonction qui & 2 = x + iy associe le nombre :

1 z-ly
r+iy  a?+y2

(3.53)

13A deux dimensions, on peut contourner un obstacle, ce qui n’est pas possible quand on se déplace
sur un fil. On se convaincra peu & peu de I'importance de la notion de chemin suivi par continuité (sans
“lever du papier la pointe du crayon”).
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e z — f(z) =sinz est la fonction qui & z = x + iy associe le nombre :
1 .. o 1 . _
sinz = — [el@F1Y) _ o~iletiy)) = E(e_ye“ —eYe™) =sinz coshy +isinhycosz ;
i i
(3.54)
quand z € R, on retrouve la définition élémentaire du sinus trigonométrique “ordi-
naire”. Par ailleurs, la derniere forme a droite montre que :

sin(z + iy) = sinz coshy + isinh y cos (3.55)

qui n’est autre que la généralisation aux complexes de la formule sin(a + b) =
sina cosb + sinbcosa (en remarquant que sin(ia) = isinha et cos(ib) = coshb).

Clairement, la donnée d’une fonction f(z) est équivalente & la donnée de deux
fonctions a valeurs réelles u(z, y) et v(z, y) telles que :

Vze D, f(z)=ulz,y)+iv(z,y) . (3.56)

Par exemple pour z — f(z) = 22, on a u(z, y) = 22 — 3% et v(x, y) = 22y. On ne

peut évidemment pas tracer le graphe d’une fonction a valeurs complexes d’une variable
complexe, comme on trace celui d’'une fonction réelle d’une variable réelle : il faudrait
faire des dessins dans l'espace & quatre dimensions (2 pour les deux coordonnées z et
y, 2 pour les deux valeurs u(x, y) et v(z, y)). En revanche, on peut tracer des lignes
dans le plan relatives & certains attributs de f(z). Par exemple, les lignes iso-module
sont celles ol |f(z)| prend une valeur constante donnée. Les lignes iso-R et iso-3 sont les
courbes ou les parties réelle et imaginaire sont constantes ; leurs équations cartésiennes
sont respectivement :

u(x, y) = C* | v(z, y) = C%* . (3.57)

Ainsi, pour z — f(2) = 22, la ligne ot u = 1 est 'hyperbole d’équation 2% — y? = 1, celle
ol v = 3 est ’hyperbole d’équation zy = %

On peut se faire encore une représentation mentale de f en imaginant les surfaces

obtenues en portant verticalement le long de I'axe O( perpendiculaire au plan zOy les

valeurs (algébriques) des parties réelle et imaginaire. Les surfaces correspondantes ¥, et
Y, ont pour équations cartésiennes :

(=ul@,y), (=v(vy) (3.58)
Les lignes iso-1 et iso-S sont les intersections de ces surfaces avec des plans paralleles au

plan zOy.

On peut enfin tracer les images dans le plan par f de courbes remarquables décrites
par la variable z, judicieusement choisies pour une raison ou une autre.

Note

Dans toute la suite, on utilisera éventuellement une notation simplifiée pour les
dérivées partielles d’une fonction de plusieurs variables, ®(z, y, z, ...) :
déf a(p

0,0 =, (3.59)
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3.3.2 Limite d’une fonction f(z)

Sur ’axe réel, la notion de limite d’une fonction a valeurs réelles est bien connue. On dit
qu'une fonction f(x) a une limite en xq ssi il existe un nombre fy tel quel :

Ve>0,36>0,V|z—mo| <d = |f(x) — fol| <e (3.60)
et on écrit :
lim f(z) = fo (3.61)
T—xT(

Bien noter que cette définition n’exige nullement que la fonction soit définie en x.

Une fonction est dite continue en xq sit® fo = f(xg), et alors :

lim f(z) = f(x0) <= f continue en zg (3.62)

T—x0

cette écriture n’a évidemment de sens que dans la mesure ol la quantité f(zq) est
définie. Pour une fonction discontinue — le contraire d’une fonction continue — en un
point d’abscisse xg, la limite n’existe pas au sens définie par (3.60) ; il arrive toutefois
que la fonction f(z) se rapproche d’une certaine valeur quand on vient d'un c¢6té ou de
I'autre, les deux valeurs étant distinctes. En pareil cas, il est licite de définir une limite
@ gauche et une limite @ droite. Soit par exemple, la fonction!® Y (x) définie comme :
Y (x) définie comme :

0 Ve <O
Y(x) = { 1 Vz >0 (3.63)

Avec cette définition, la quantité Y (0) n’existe pas, de sorte que Y (z) n’a pas de limite
en r = 0, mais rien n’interdit de parler de limite a gauche et de limite & droite, les deux
étant distinctes (elles valent respectivement 0 et 1).

Pour une fonction d’une variable complexe, la liberté de mouvement est encore
plus grande puisque, dans le plan, on peut s’approcher d’un point donné zy d’une infinité
de facons. En généralisant immédiatement, on définit d’abord la limite d’une fonction
f(2) en un complexe zg comme!” :

Ve>0, 30 >0,V|z—z2| <d = |f(z)— fol<e (3.64)
et on écrit :
lim f(z) = fo (3.65)

A nouveau, cette définition ne suppose pas que f existe en zg ; par exemple, avec la

fonction z — f(z) = Sz on a lim,_ f(z) = 1, mais f(z) n’est pas définie en z = 0.

14En termes plus désinvoltes : plus z est proche de zo, plus f est proche de fo .

15 Autrement dit : la recette pour calculer f & partir de z est applicable au point zg et donne un
nombre égal a fo.

16 3ussi appelée fonction de Heaviside.

17Comme précédemment, les | | désignent alors précisément les modules des nombres complexes.
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En pareil cas, on pourra tout naturellement compléter la définition de f(z) en posant
de plus f(0) = 1. Par ailleurs, la méme définition peut étre reprise avec zy = 0o, en

remplagant la distance |z — zo| par la distance D définie dans la sous-section 3.2.2.

De la méme fagon que dans le cas réel, on dit qu’une fonction f(z) est continue si
fo = f(20), et alors :

lim f(z) = f(20) <= f continue en z (3.66)

z—20

Il importe de bien saisir tout le contenu de cette définition, laquelle contient la
nécessité de savoir calculer f(zp), c’est-a-dire que 2o est un point ou la recette de calcul
définissant f est sans ambiguité et conduit de ce fait & un nombre et un seul, noté f(zp)
— une fois parvenu en zg, on ne sait plus comment on y est arrivé, ou encore : f(29) ne
porte aucune mémoire du chemin parcouru. En d’autres termes, la limite n’existe que
dans la mesure ou tous les chemins suivis pour arriver en zg = xg + iyg donnent un seul
et méme nombre. Clairement, cette définition est bien la généralisation de la notion de
limite d’une fonction réelle continue, qui n’existe que si I’on obtient le méme nombre
selon que l'on arrive d’'un c6té ou de I'autre du point zg.

La condition d’existence de la limite s’exprime de fagon équivalente avec les parties
réelle u(x, y) et imaginaire v(x, y) de la fonction f(z) ; la limite de f(2) en zp existe si
et seulement si les deux limites suivantes existent :

lim  u(z, y) =wuo , lim vz, y)=wvo , (3.67)
T—T0o, Y—Yo T—To, Yy—Yo
ou les deux limites x — xg, y — yo sont prises indépendamment 'une de 'autre. Dire
que f est continue en zg, c’est dire que ug = u(xo, yo) et vo = v(zo, Yo).

L’indépendance par rapport au chemin suivi du nombre obtenu quand on arrive en
zp est d’une importance capitale. Il est facile de construire des cas ou le chemin d’acces
détermine la valeur finale obtenue par passage a la limite ; soit par exemple la fonction :

z

z — f(z) =— (3.68)
et posons-nous la question de I'existence d’une limite en zp = 0. On voit géométriquement
tout de suite que si I'on se dirige vers l'origine en restant sur I’axe réel, le nombre obtenu
a la limite est 1, alors que si on reste confiné sur ’axe imaginaire, le nombre final est —1.
Plus généralement, avec z = re'?, on a f(z) = e*?, de sorte que si 'on arrive en O en
suivant une ligne faisant I’angle 6. avec I'axe réel, le résultat final en zy = 0 est %%,
Ainsi, la fonction définie en (3.68) n’a pas de limite en z = 0, bien que pour chaque
chemin différentiable a l’origine on sache calculer par un processus de limite une valeur
finale pour la fonction (qui est d’ailleurs bornée : |f(z)| =1V z #0).

Ainsi, une fonction est dite continue en zg si elle est définie en tout voisinage de
2o et si sa limite existe. La fonction (3.68) est bien définie dans tout voisinage de 1'origine
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(on sait la calculer), mais n’est pas continue en zg = 0 puisque sa limite n’existe pas (si
on veut, on peut dire qu’il y a une infinité de valeurs-limites).

L’établissement de la continuité d’une fonction en un point zq exige, selon (3.65),
de trouver un certain § > 0, une fois € choisi. En général, § dépend a la fois de ¢ et
de zp ; c’est pourquoi on définit la notion de fonction uniformément continue dans un
ensemble S pour qualifier une fonction dont la continuité est assurée avec § indépendant®
de zg € S. On peut démontrer les résultats suivants, qui généralisent ce que 1’on sait pour
les fonctions  — f(z) continues sur un intervalle fermé [a, b] ; toute fonction z — f(2)
continue dans un ensemble borné fermé S — par exemple un disque |z — z9| < R :

1. est bornée, c’est-a-dire que :
IM >0, |f(z)|<M Vze S, (3.69)

2. atteint sa plus grande et sa plus petite valeur en module :
3 2Zmin € S, F2max € S, V2 € S, [f(2)] = |f(2min)|, [F(2)] <[f(2max)| ,  (3.70)

3. est uniformément continue dans S.

Ces propriétés se démontrent de fagon classique en raisonnant séparément avec u(x, y)
et v(z, y).

3.3.3 Dérivée d’une fonction f(z). Conditions de Cauchy —
Riemann

On définit la dérivée f’ d’une fonction f continue au point zy en recopiant la définition
élémentaire dans le champ réel ; la dérivée de z — f(z) en zg est ainsi définie comme la
limite (si elle existe) :

f/(ZO) def lim f(Z) — f(ZO)

Z— 20 zZ— 20

(3.71)

Compte tenu de la définition de la limite, le résultat est indépendant du chemin suivi
pour aller de z en zp. Une fonction ayant cette propriété en zg est dite dérivable en zg,
ou C-différentiable ; de ce fait, elle est de toute évidence continue en ce point. On notera
f'(2), ou encore %f la dérivée de f en z. Compte tenu de Iidentité entre R? et C, on
pourrait penser qu’il y a équivalence entre R? et C-différentiabilités. Il n’en est rien : la
C-différentiabilité est autrement plus forte.

181 ’adverbe uniformément est utilisé au méme titre que lorsque ’on définit la convergence uniforme
d’une suite de fonctions de zg, pour la démarquer de la convergence simple (ou en tout point). La
définition ci-dessus est équivalente a celle donnée dans la note 98 p. 65.
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Une fonction dérivable en tout point d’un domaine D est dite!® holomorphe dans
ce domaine. La somme et le produit de deux fonctions holomorphes est une fonction
holomorphe ; il en va de méme pour le rapport g 83 partout ol g(z) # 0. On appelle
fonction entiére toute fonction qui est holomorphe pour tout z de module fini, c’est-a-
dire?® Vz € C. L’holomorphie entrainant la continuité, on voit qu’une fonction entiére

est bornée (voir p. 131) dans tout domaine fermé inclus dans C.

Noter que souvent le domaine d’holomorphie et le domaine de définition coin-
cident ; c’est le cas par exemple pour z — %, mais ce n’est pas le cas pour z — Zi* : cette
fonction est définie partout sauf en z = 0, mais elle n’est holomorphe nulle part !

Les conditions de dérivabilité — donc notamment l'exigence d’indépendance vis-
a-vis du chemin suivi pour ariver en zg — s’expriment par le théoréme suivant, appelé
conditions de Cauchy - Riemann (ou plus simplement conditions de Cauchy). Ces condi-
tions seront énoncées successivement en tant que conditions nécessaires et conditions
suffisantes. Le cas échéant, elles acquierent le statut d’équations (aux dérivées partielles)
permettant par exemple, une fonction u(z, y) étant donnée, de trouver une autre fonction
v(x, y) telle que la combinaison u + iv construise une fonction holomorphe (voir un
exemple p. 141).

Conditions nécessaires de Cauchy - Riemann : 3 f'(zg) = C - R

Soit f(z) = u(z, y) + w(zx, y) une fonction dérivable en zy = o + iyo.
Alors, les dérivées partielles ug, uy, vy et v, existent au point (xo, yo) et
satisfont :

(%)mo,yo - (%)myoet (g—Z)MU = *(%)myo : (3.72)

Supposons que la limite f'(zg) existe et prenons d’abord le cas ol z tend vers zg
suivant un chemin parallele & ’axe réel ; dans ces conditions, z — zg = h ou h € R. On
peut alors écrire :

F(z0) = Hi,% [U(ﬂﬁo + h, yo) — u(wo, Yo) 4 v(xo + h, yo) — v(wo, yo)} (3.73)

h h

9holomorphe signifie méme forme. L’origine de la terminologie tient & ceci : on verra qu’une fonction
holomorphe, qui est une application de C dans C, préserve les angles et définit de ce fait ce que 'on
appelle une transformation conforme. Ces transformations se rencontrent souvent en Physique (effets
de bord pour un condensateur plan fini, mécanique des fluides, effets de taille finie pour les systémes
critiques bidimensionnels, ...).

On signalera a plusieurs reprises que la terminologie varie dans la littérature : certains auteurs quali-
fient d’analytique une fonction ici appelée holomorphe (d’autres parlent de fonction monogéne, etc.) ;
on verra plus tard pourquoi aucune confusion n’est possible entre ces deux qualificatifs. La terminologie
employée ici est également celle de Appel [2].

20Une fois définies les singularités d'une fonction f(z) (chapitre 5), on réalisera qu’une fonction entiere
peut avoir une singularité (méme essentielle) & I'infini.
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La limite au premier membre existe, il en va donc de méme pour le second membre, ce
qui établit d’une part I'existence des deux dérivées partielles u, et v, d’autre part que

f'(20) est :
f'(z0) = (%)%yo —H(%)EMN . (3.74)

Prenons maintenant le cas ol z tend vers 2 suivant un chemin parallele a I’axe imaginaire,
soit z — zg = ik avec k € R. Alors :

(z0, Yo + k) — u(xo, yo) i v(zo, yo + k) — v(xo, yo)}

f'(z0) = lim [u o T (3.75)

d’ou lexistence des deux dérivées partielles par rapport a y, et une autre écriture de la

dérivée f'(z) :
ou Ov
! — = _
f (ZO) o l(ay)zo,yg + (ay)zo,yg ' (3.76)

En rapprochant (3.74) et (3.76), on obtient la condition nécessaire :

37() = (372 (3.77)

On voit ainsi que la dérivabilité est une propriété autrement plus forte que la simple
continuité : non seulement les dérivées partielles du premier ordre de u(z, y) et v(x, y)
doivent exister, mais encore faut-il qu’elles soient reliées par les conditions différentielles
de Cauchy — Riemann.

Conditions suffisantes de Cauchy - Riemann : C - R +... = 3 f/(2)
Dans l'autre sens, on va démontrer la proposition suivante :

Soit f(z) = u(zx, y) +1iv(z, y) une fonction définie dans un e-voisinage de
20 = o + iyo, les dérivées partielles ug, Uy, v, et vy €tant continues dans ce
voisinage. Si ces dérivées satisfont :

(%)zo,ya - (%)zo,yoet (%)zoﬁyo = *(%)zwo : (3.78)

alors f'(zo) existe et :

f/(ZO) = um(an yO) + i’UﬂE(‘TOa yO) = ’Uy(l'o, yO) - i’uy(l'o, yO) . (379)

La continuité supposée des dérivées partielles des deux fonctions u et v permet
d’écrire?!

ou ou

u(xo + h, yo+k’)—u($0,yo)=h(%)z . +k(8_y)z . +alél (3.80)

21 Rappelons au passage que si pour une fonction z — f(x), I’existence de la dérivée en un point assure
la continuité de f en ce point, cette proposition suffisante n’est pas vraie pour une fonction quelconque
de plusieurs variables (quelconque signifie sans aucune rérérence aux conditions de Cauchy - Riemann) ;
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0 0
oo +hoyot K) = v(eo o) =h(5r) 4 k(5) skl @8

ol z—zg =& =h+ik et oll @ et (8 tendent vers zéro quand || — 0. Il en résulte :

oo~ so = [(E), , +4(5)., ,]

i{h(%)%yo + k(g—Z)%yJ Fa+if)lel . (3.82)

Les conditions de Cauchy étant satisfaites, on peut remplacer dyv par d,u et d,u par
—0zv, d’ou :

F(z046)— f(z0) = K%)x yo+i(%)zo y} (hik) 7€) = A(z—20)+7]2—20| . (3.83)
|z—20]

A est un nombre bien défini, =

est de module 1 (donc borné), cependant que v — 0

f(z0+8)—f(20)
Z—Zz0

si £ — 0. On en conclut que, dans cette limite, le rapport a une valeur bien

définie, égale a A, d’ou :

((378) = 3 f(x)] (3.84)

Dans toute la suite, pour faire court, on désignera simplement par “Conditions de
Cauchy - Riemann” les relations :

(%)%,yo - (g—:)%,yoet (%)Iy = —(%)%,yo (3.85)

tout en gardant & lesprit leur caractére nécessaire/suffisant. Par ailleurs, la terminologie
est quelque peu fluctuante d’un auteur a autre ; notamment, les seules conditions (3.85)
sont parfois prises comme définition du caractere holomorphe.

Enfin, il existe une autre présentation ne se référant pas a la continuité des dérivées
partielles d’ordre 1, mais & la R?-différentiabilité de f(z), c’est-a-dire exigeant que dans
un voisinage de zo on puisse écrire f(zg + &) comme la somme f(z9) + L(§) + ££(&), on

voici schématiquement pourquoi.

Soit une fonction ®(x, y) ayant des dérivées (premieres) dans un voisinage du point (z, y). L’existence
de la dérivée ®,, permet d’écrire ®(z+ h, y)=®(z, y) + h®,(z, y) +c«(h) ol la fonction e, (h) tend vers
zéro quand h— 0. De ceci on déduit ®(x + h, y + k) =®(z, y + k) + h®,(z, y + k) + £z (h) (d’ailleurs,
on a aussi ®(z + h, y + k) = ®(z, y) + kP (z, y) + ey(k) + h®P)(z, y + k) + ex(h) ol gy(k) — 0 si
k— 0, compte tenu de ’existence de la dérivée <I>;J) Pour que ®(z, y) soit continue, il faut en plus que
limy, 0, k—0 h®, (z, y + k)=0. C’est le cas si la dérivée seconde 9,0, P existe, assurant la continuité de
0z ® : ainsi, la continuité de ® est liée & des conditions (suffisantes) sur les dérivées secondes de @, et
non pas sur les seules dérivées premiéres.

Si en plus les dérivées @gy et q)gz sont continues, alors elles sont égales (théoréme de Clairaut).
L’hypothese de continuité des dérivées partielles assure que, dans les développements (3.80) et (3.81),
les restes sont au moins linéaires en [£].

Au contraire, pour une fonction holomorphe f(z), dont la dérivée existe par définition, cette existence
assure la continuité de f(z). Comme déja souligné p.133, la dérivabilité d’une fonction f(z) est une
propriété autrement plus forte que la simple continuité.
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L(€) est une forme différentielle linéaire (c’est la différentielle de la combinaison u + iv)
et ol £(§) tend vers zéro avec €. Cette condition étant réalisée, il y a alors équivalence
entre les conditions de Cauchy - Riemann et la C-différentiabilité.

Donnons pour terminer d’autres “démonstrations” plus expéditives, mais instruc-
tives. Notons d’abord que les arguments précédents se généralisent en prenant comme
écart z — zg = ee'? ; alors :

. u(xg+ecosb, yo+ esinf) — u(xo, yo
fl(zo) — hm ( 5 ) ( )
e—0 ge
... v(mg +ecosb, yo+ esinb) — v(zo, yo)
ilim =
e—0 ce!

+ (3.86)

(3.87)

En effectuant les développements de Taylor des numérateurs, on trouve :
= (52), ~(5). 5.+ ().
SRR R

On veut que le second membre ne dépende pas de 'angle 6 ; a ce stade, une condition
nécessaire et suffisante pour cela est bien la satisfaction simultanée des deux relations

o) _ (9 o) _ 1o}
(6_;)20 - (B_Z)ZU et (B_Z)ZU - 7(6_;)20
Une derniere preuve rapide procede comme suit. Lorsque z varie de §z = dx +idy,
le taux de variation de f est %, soit :

5f  Su+idv  Gedw+ Ghoy+i(5ior + Goy) (G +i58)dx + (5r +i5e)dy

5z 0w +idy Sz + idy Sz + idy
(3.89)
Apres division par dz, dans la limite dz — 0 il vient :
Ou | :0v Ou | :0v\d
df (g +ig) + (5 +ig) & (3.90)

dz 1413

On veut que la fraction au second membre soit indépendante du rapport g—y. Pour que la
xT

fonction ®(X) = Zisi(( soit constante (indépendante de X), il faut et suffit que & = &,
dar

d’on les conditions assurant que la limite 3 existe :

Ou .O0v 1 0u @

a-l—l%—T(a—y—i—lay) . (3.91)

En séparant les parties réelles et imaginaires, on retrouve bien les conditions de Cauchy.

¢ Remarques

1. Les conditions de Cauchy ont une interprétation géométrique simple : les lignes
Rf(z) = C* et les lignes Sf(z) = C5'° sont orthogonales les unes aux autres.
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Avant de montrer ceci, rappelons un résultat de géométrie différentielle. Soit
é(x, y) une fonction R2-différentiable. La relation ¢(x, y) = C5* définit une courbe
I" dans le plan : quand x varie, y ne varie pas n’importe comment mais précisément
de telle sorte que la fonction ¢ reste constante. La différentielle de ¢, pour des
variations infinitésimales quelconques de x et y, est :

¢ 99 4

d
+8y

d¢ = (3.92)
Maintenant, si on veut que quand z varie de dx, la valeur de la fonction ¢ ne
change pas, il faut que dy ne soit pas n’importe quoi par rapport a dy mais tel que
la variation d¢ soit nulle. Autrement dit, pour rester sur la courbe I' alors que x
et y ont un peu varié, il faut que les accroissements dz et dy satisfassent :

%d +%

= d
0 Az " ayy’

(3.93)
et c’est ce qui assure que ’on reste sur la courbe I'. Cette condition fixe le rapport
%, qui donne la pente de la tangente a I :

dy % dzx dy
pente de la tangente de I' = T = 7? — ? = g¢ . (3.94)
Yy Y T

Autrement dit, g‘; et — ¢ sont les coefficients directeurs de la tangente a la courbe

I' d’équation carteswnne gb(x, y) = CSt¢ ; cette tangente est donc la droite parallele
au vecteur t de composantes :

ﬂ:(%%,fgg). (3.95)

Par ailleurs, le gradient de ¢ est le vecteur du plan de composantes :

o Gqﬁ) .

5’ Ty (3.96)

Vo= (5
La comparaison de (3.95) et (3.96) montre que le produit scalaire des deux vecteurs
t et V¢ est nul : ils sont bien orthogonaux. En d’autres termes, le vecteur V¢
définit les lignes orthogonales & la courbe I' d’équation ¢(z, y) = C*¢ ce qui est
bien naturel puisque la fonction ¢ garde une valeur constante le long de I'.

Cela étant rappelé, on voit de suite que les lignes Rf(z) = C5¢ et Sf(z) = Cste
sont mutuellement orthogonales. Le vecteur tangent £, aux lignes u(z, y) = C* a

pour composantes :
- ou  Ou
L= (5 —5-) - 3.97
“ oy’ Ox ( )
La normale aux lignes v(z, y) = C5* est le gradient de v, de composantes :

Vo= (E;%, g%i) , (3.98)
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mais d’apres les conditions de Cauchy, on a aussi :

= Ou Ou
V”*(’a_y’%) . (3.99)
La comparaison de (3.97) et de (3.99) montre que £, = —V v : le vecteur £, est

parallele au vecteur normal des lignes Sf(2) = v(z, y) = C5%, les lignes iso-Rf
sont bien orthogonales aux lignes iso-Sf.

Par exemple soit z — f(z) = 22. Onau(x, y) = 2> —y? et v(z, y) = 2zy. Les iso-R
ont pour équation cartésienne 22 —y? = C : ce sont des hyperboles équilateres, dont
les asymptotes sont les deux bissectrices du repere Oy ; les iso-& sont définies par
2zy = C’ et sont & nouveau de hyperboles équilatéres, mais leurs asymptotes sont
les deux axes de coordonnées. Ces deux familles de courbes sont bien mutuellement
orthogonales.

2. Quand on utilise la représentation polaire de z = rel’, f(z) a pour parties réelle et
imaginaire deux fonctions U (r, 0) et V(r, 0) telles que :

Ulr, 0) = u(z,y) , V(r, 0) = vz, y) (3.100)

avec les relations de passage r = /22 +y?, 0 = Arctg <= 1z = rcosf,
y = rsinf, d’ou résulte :

or or 00 sin 0 @ cos

Z 0 — —sind — = = ) 3.101
or Vo dy SY B r Oy r ( )
On a alors :
ou 00U OU sin 6 dv oV OV cos
e _ Y g — — — = —sinf + — 102
oz o T 0 T MMt e o (3.102)
ou 0OU oU cos @ dv OV OV sinf
= = —si — — = - = 1
oy~ or Ot H T T el (38-103)
En reportant dans les deux conditions de Cauchy, on obtient le systéme de deux
équations :
oU oU sinf 0V | 0V cosf
ECOSG—%T—ESIHH—F% ” 5 (3104)
ou . OU cos 6 oV OV sinf
ESIH9+% , —*ECOSQ+% , . (3105)

En formant les bonnes combinaisons linéaires, on trouve que les relations de Cauchy
prennent la forme :

G
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3. Compte tenu des conditions de Cauchy (3.85) , la dérivée f’ en un point quelconque

peut s’écrire de quatre fagons différentes?? (partir par exemple de (3.74)) :

_Ou  Ov  Ov Ou Ou Ou Ov @

!
2) = — i = i = i = T4 3.107
() Oor Ox Oy oy Ox Oy 0Oy Oz ( )
A ce stade, on peut déja soupconner qu'une fonction holomorphe possede des déri-
vées de tous les ordres (ce point sera repris et démontré au chapitre 4). En effet,
avec toutefois une hypothese supplémentaire adoptée en cours de route, la dérivée

/! satisfait elle-méme les conditions de Cauchy. D’apres (3.107), on a par exemple :

1) = uV(z, ) + 0D (z, ) avee vV (z, y) = 2 | oW (2, y) = 2 (3.108)
ox ox
Si elle est satisfaite, la premiere condition de Cauchy pour f’ s’exprime comme :
ou® ? o™ 0 Ou ? 0 Ov

= = 3.109
Or dy Oxr dr OJyox ( )
A ce stade, admettons que toutes les dérivées partielles secondes existent et sont
continues (fonction de classe C?) : lordre des dérivations étant alors sans im-
portance, et le modifiant au second membre ci-dessus a droite, 1’égalité putative

devient :
0 Ou ? 0 Ov

dx 0x Oz dy
Or cette derniére égalité est bien vraie, puisque f est holomorphe ; on démontre de
méme que la deuxieme condition de Cauchy est aussi satisfaite, ce qui établit que si
f est holomorphe, il en va de méme de sa dérivée. Le méme type d’argumentation
avec [’ montre que f” existe et est holomorphe, et ainsi de suite. Ce résultat
assez extraordinaire — des qu’elle est holomorphe, une fonction est infiniment C-
différentiable — sera établi au chapitre 4, section 4.5.

(3.110)

. Si dans un domaine D une fonction f(z) a une partie réelle constante, ou une partie

imaginaire constante, alors cette fonction est constante. En effet, supposons que

u(z, y) est une fonction constante, auquel cas g—g = g—; =0, d’ou par les conditions
de Cauchy g—z = % = 0. Il en va de méme si le module de f(z) est constant et ou

son argument 1’est?3.

Définissons la fonction f de R? — C comme suit :

f(z,y) = flz=2+1iy) = u(z, y) +iv(z, y) . (3.111)

Il est alors facile de montrer que les conditions de Cauchy s’écrivent comme suit :

of . [(of

22Voir aussi (3.88).

23Fn anticipant sur la définition de la fonction logarithme (donnée ci-dessous, sous-section 3.4.3), et
notant M > 0 la valeur constante de |f(z)], on a In f(z) = In M +1i arg f(z), fonction qui est constante
puisque sa partie réelle ’est ; In f(z) étant une constante, f(z) l'est aussi (dans le cas ot M = 0 dans
un domaine D, c’est que f est la fonction nulle dans ce domaine : elle est bien constante !)
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7. Les conditions de Cauchy assurent qu’une fonction holomorphe f(z) est bien une
fonction de z seul, pas de z*. Avec z =z +1iy, z2* = x —iy,ona x = %(z + z%),
y=a(z—2%). Etant donné une fonction f(z) = u(z, y) + iv(z, y), définissons les

deux fonctions @(z, z*) et ¥(z, 2*) par les relations :
w(z, 2*) =u(z, y) , (z, %) =v(x, y) , (3.113)

de sorte que la fonction f = @ + iv, qui est a priori une fonction de z et de z*,
coincide partout avec la fonction f(z) :

f(z, 2) = f(2) VzeC . (3.114)
Maintenant :
ou Ou ot ov 0 ov
"1 1 — = Xi4+ — —1i) . 11
or 0z * 9o Oy 0Oz Xt o2 (=9) (3.115)

La premiere condition de Cauchy est donc :

ou oOu .[(O0v OV

un calcul analogue donne la deuxieme condition de Cauchy sous la forme :

% - g; —i (% + ;;*) (3.117)
On en déduit :
o - ot ot
o (A+iD) = o= +iig— =0, (3.119)
soit?* gzji = 0, ce qui montre que f ne dépend pas de z* ; par (3.114), il en va de

méme de f(z).

8. Par opposition, soit une fonction f(z, y) possédant une différentielle dans un certain
domaine de R? :
_of of

df = 2L de+ 2L dy . 121
f== w+ay y (3.121)

Par ailleurs z = = + iy et z* = 2 — iy sont aussi R2-différentiables, avec :

dz =dz +idy dz* =dr —idy , (3.122)

24En sous-produit de ce calcul, on obtient aussi :
1o} _ou

5, (@+i0) = 27 +i.(-)

ou ou .00 (3.120)
- =92— =92 — . .
0z 0z 0z
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d’ott 'on déduit :

1 1
dz = §(dz +dz%) dy = 2—(dz —dz") . (3.123)

1

En reportant ces expressions dans (3.121) et en factorisant selon dz et dz*, il vient :

Leof 0f Leof  .Of
df === —i=—|dz+=(=— +i==)dz" . 124
=55 lay) ”2(5:5“@) ‘ (3.124)
Cette expression justifie que 'on introduise deux opérateurs différentiels définis
comme :
i O 1,0 0 s O 1,0 0
9 ¥ = _ (2L ;2 o ¥ = (= +i— 3.125
0z 2(8:0 18y) ’ 0z* 2(8:0 +18y) ( )
et alors la différentielle (3.124) prend la forme :
0 0
df:—fdz—l——fdz*zafdz—i—@*fdz* . (3.126)
0z 0z*

Sans hypothese supplémentaire, f est une fonction de z et de z*. Supposons main-
tenant que f est dérivable en un certain point zp ; alors df = f/(z0) dz, de sorte

que :
(%)ZO — '(z0) , (%)ZU =0 . (3.127)

Il est facile de voir que la deuxieme égalité dans (3.127) n’est qu'un avatar des
conditions de Cauchy ; en effet, appelant u et v les parties réelle et imaginaire de

f, il vient :
afy of _Ofy, ..
(az*)zo_o = (8z+18y)(u+lv)_ . (3.128)
En développant, on trouve :
Oou Ov (Ov  Ou
(%— a—y)zo+1(£+a—y)zo —0 (3.129)

qui reproduit bien les conditions de Cauchy. En définitive, il y a équivalence entre
les deux propriétés ci-apres :

o Vz, 2+ ¢ € D, lerapport E1[f(2 + &) — f(2)] a une limite notée f’(z) quand
& — 0 et application z — f(z) est dérivable (et continue)

e la fonction f satisfait 9*f = 0, U'opérateur différentiel 0* étant défini en
(3.125).

Par exemple, la fonction f(z) = Rz = %(z + z*) n’est pas holomorphe puisque
o' f = % On retiendra qu’une fonction holomorphe, nécessairement, ne s’exprime

. . 1
qu’avec z, pas avec z* ; c’est pourquoi les fonctions |z| = (22%)2, Rz = (2 + 27%),

Sz = %(z — 2*), etc., ne sauraient étre holomorphes.
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Une fonction satisfaisant (3.127) est par définition une fonction holomorphe : &
I'inverse, une fonction g satisfaisant :

99 _

5. =0 (3.130)

est dite antiholomorphe.

Attention ! Quand une fonction satisfait (3.130), ne pas en déduire qu’elle est
constante : la fonction z — f(z) = z* est bien antiholomorphe, mais elle n’est pas
constante ! La quantité % ne représente la dérivée f'(z) que si f est holomorphe
(voir (3.127) & gauche).

9. La dérivée f’ étant définie comme pour les fonctions de R — R (limite du rapport
des accroissements), toutes les regles de dérivation connues restent valables ((fg)' =
f'g+ fg', dérivation d’une fonction composée f(g(z)), ...)

10. Les parties réelle et imaginaire d’une fonction holomorphe vérifient ’équation de
Laplace A4 = 0. En effet :

ou_ov _ Pu_ 0 ou_ v w0
or Oy oz2  0xdy ’ oy  Ox oy2  Oydx '
En vertu de 'égalité des dérivées croisées?®, il vient :
u  0%u
—+-5=0 <= Au=0 3.132

et de méme Av = 0. Une fonction f satisfaisant 1’équation A f = 0 est dite
harmonique, une propriété possédée séparément par u et v quand f = u + iv est
holomorphe. On dit que v est la conjuguée harmonique de u, et réciproquement.
Par exemple, si on choisit u(z, y) = sinz coshy, on vérifie que uzy + uyy = 0,
et que cette fonction est donc harmonique. De ce fait, elle peut étre considérée
comme la partie réelle d’'une certaine fonction holomorphe f = u 4+ iv. En écrivant
les conditions de Cauchy et en les intégrant, on trouve que la partie imaginaire est
v(z, y) = coszsinhy + C%*¢ de sorte que f(z) = sinz coshy + icosx sinhy + C5*
soit f(z) = sin(z + iy) + Cst©. ¢

La fonction monéme z — z" (n € N) est holomorphe dans C, et c’est aussi
une fonction entiere (il en va de méme pour tout polynéme). La fonction z — % n’est
holomorphe que dans C* = C\{0} ; autrement dit, z — % n’est pas définie en zg = 0
mais l'est en tout point aussi proche que 'on veut de 'origine : en pareil cas, on dit que
zo = 0 est un point singulier ; z — % n’est pas une fonction entieére.

En revanche, la fonction z — |z| n’est holomorphe nulle part car elle n’est dérivable

nulle part. En effet, avec z = rel? et € = el?, on a :

fe48) ~f() _ lr+ee@] g
13 B cel?

; (3.133)

250n suppose les fonctions de classe C2. On verra par la suite qu’une fonction holomorphe est infini-
ment dérivable ; 'hypothese de la continuité des dérivées secondes n’est pas en fait nécessaire.
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au numérateur, le module se développe comme suit :

. . . 3 1
r + ee!®=9)| = ([T + el [y 4 se*‘(‘ﬁ’e)]) = (r® + 2ercos(¢p — 0) + O(e?))*
(3.134)
En sortant 7 > 0 de la racine carrée et en utilisant (1+z)2 = 1+ L4+0(2?) (z<1),il
vient :

[1? 4 2er cos(¢ — 0) + O(e?)] b, +ecos(f — @) + O(?) (3.135)
d’ou :

f(z+8 — f(2) _ ecos(f —¢) + O(?)
¢ N cel®

=e ?cos(f — ¢) + O(e) ; (3.136)

le nombre obtenu a la limite € — 0 dépend donc du chemin suivi pour arriver en z. Il
en va de méme pour les fonctions z — Rz, z — Jz.

D’une fagon plus générale, une fonction f(z) (non constante) dont les valeurs sont
réelles (f(z) € R) n’est pas dérivable. En effet, e étant un nombre réel, on a par définition

de la dérivée :

e—0 S

(3.137)

Par hypothese, si f'(z) existe, alors c’est un nombre réel (le numérateur et le dénomi-
nateur au second membre sont tous deux des quantités réelles). Mais on doit aussi avoir,
en prenant par exemple un accroissement imaginaire pur :

)=t 1+ = 1C)

e—0 ie

(3.138)

Maintenant, la fraction au second membre est imaginaire pure (le numérateur est réel
puisque f est a valeurs réelles). Le rapprochement de (3.137) et de (3.138) permet de
conclure que ou bien f’(z) = 0 (par la regle d’égalité de deux complexes, c’est le seul cas
ol un nombre réel est égal & un nombre imaginaire pur), ou bien f’(z) n’existe pas.

On montrera ultérieurement que toute fonction holomorphe est analytique et
réciproquement?®. En raison de cette équivalence entre analycité et holomorphie, la
terminologie employée dans la littérature peut donner I'impression d’un certain flotte-
ment : ainsi, on pourra trouver des ouvrages ou une fonction satisfaisant les conditions
de Cauchy est dite par définition analytique. En tout état de cause, les deux qualifi-
catifs analytique et holomorphe doivent étre considérés comme synonymes?”, bien qu’ils
se rattachent a des propriétés différentes : I’holomorphie fait référence aux conditions
de Cauchy, alors que le qualificatif analytique affirme ’existence d’un développement en

26Une fonction f(z) est dite analytique en zq ssi, dans le voisinage de zp, elle admet un développement
en série entiere de puissances positives, f(z) = >, ¢y fn-(z —20)™.

27De méme, le terme holomorphe est parfois pris dans une acception un peu spéciale (par exemple
Lavrentiev & Chabat), désignant une fonction qui n’a pas de singularité & distance finie, ce que la plupart
des auteurs qualifient de fonction entiére.
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puissances entieres positives?®. La synonymie est justifée par le fait qu’il y a équivalence
(au sens logique du terme) entre holomorphe et analytique.

3.4 Fonctions élémentaires

Il s’agit de montrer comment les fonctions élémentaires de Panalyse réelle, f(x) avec
r € R, se généralisent sans difficulté au cas ou 'argument est un nombre complexe z,
et de préciser éventuellement le sens géométrique de Papplication z — f(z) = Z. Dans
cette section, on pose le cas échéant :

z=x+1iy =rel? | Z=X+1iY =pe'? . (3.139)

De surcroit, certains exemples permettront d’introduire la notion essentielle de fonction
multiforme, qui sera reprise et précisée par la suite.

3.4.1 La fonction puissance entiére z — Z = 2" (n € N*) et sa(ses)
fonction(s) inverse(s)

On a ici :
p=r", p=mnb . (3.140)
La transformation géométrique associée a cette fonction est une rotation de (n — 1)0 et
une dilatation?® par le facteur »"~!. Cette fonction est visiblement holomorphe dans
tout le plan puisque la limite suivante existe :
2PV =2

R . 1
lim = lim =nz" 3.141
Jim. ¢ Jim ¢ ( )

et le résultat est visiblement indépendant du chemin suivi par £ pour regagner ’origine.
C’est un exercice facile de montrer (& I’aide du développement du binéme) que les condi-
tions de Cauchy sont satisfaites : on écrit (z+iy)" = > _, Chz""P(iy)?, d’ott 'on déduit
les parties réelle u(x, y) et imaginaire v(x, y), sur lesquelles on vérifie ces conditions.

Les images de deux complexes z; et zo de méme module et d’argument différant
de 27’7 sont confondues puisque :
() = emFE =1 Yk e Z . (3.142)

Ceci montre que la fonction inverse n’est pas définie a ce stade, au sens ou il existe
plusieurs zj, donnant le méme Z. Plus précisément :

2
L (3.143)

1 1
z=7n < r=pn , ==
n n

280n sait d’ailleurs de I’ Analyse élémentaire qu’une fonction donnée par une série entiére est infiniment
dérivable dans le disque de convergence : la convergence uniforme de la série dans ce disque assure ipso
facto la convergence de toutes les séries obtenues par dérivation terme & terme.

29C’est de fait une contraction si r < 1.
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soit :

e {preine™ T} (k=1,2,...,n) (3.144)

Ainsi, la notation Z7 ne désigne pas un seul et unique nombre mais n nombres
distincts, tous de méme module mais dont les arguments sont des multiples entiers de
%’T : pour cette raison, la fonction Z » est dite multiforme ; les différentes solutions
de la relation inverse constituent les différentes déterminations (ou branches) de cette
fonction multiforme. Une fonction ne présentant pas cette particularité est parfois dite
uniforme par opposition, mais ce qualificatif est source de confusion (il caractérise aussi

une fonction a valeurs réelles dont la dérivée a un signe constant).

A titre d’exemple précis, traitons le cas n = 2, qui permettra d’illustrer explicite-
ment la notion importante de fonction multiforme a propos de la racine carrée. On a ici,
dans les mémes notations :

p=1r", ¢ =20 . (3.145)
L’argument du point image M (d’affixe Z) varie deux fois plus vite que celle du point
original m (associé & z) : quand m ne fait qu'un demi-tour, M fait un tour complet.
Considérons maintenant la fonction inverse z = Z7 et ses deux déterminations z1 et 29 :

2
2=277 = r=p7, 9:§+k7ﬂ-, (3.146)
soit : - L L
z1 = p2e'? | 29 = p2e'ze” = —p2e'z (3.147)
!
my
my
Z27—21/2
Figure 3.3: Lignes décrites par Z et par les deux déterminations z; = ZY/2 et 2o = —Z1/2,

selon que la boucle décrite par Z enserre (a droite) ou n’enserre pas (& gauche) l'origine
de C.

Comme l'argument du point image m varie deux fois moins vite que celle du
point original M, deux cas doivent étre considérés quand M décrit une courbe fermée I'
(fig.3.3) :
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1. la courbe I' ne contient pas l'origine en son intérieur. Ceci veut dire que ’argument
de Z part d’une certaine valeur ¢ et y revient ; il reprend la méme valeur au point
de départ M; et au point d’arrivée M¢. Il en va de méme pour I’argument de z, qui
part de 0 = %qﬁ et y revient ; alors, les deux points m; et ms sont confondus.

2. la courbe I contient ’origine en son intérieur. Alors I'argument de Z part de ¢ et
arrive a ¢ + 2w : ses valeurs different de 27 entre les points de départ et d’arrivée ;
I’argument de z passe ainsi de %qﬁ a %(qb—i— 2m), variant seulement de 7 : maintenant
les deux points m; et m¢ sont distincts (leurs arguments différant de 7, ces points
sont symétriques I'un de 'autre par rapport & l'origine).

Ainsi, suivant que ’origine est ou non comprise dans la courbe fermée décrite par
Poriginal Z, la courbe décrite par I'image z = Z 2 est ouverte ou fermée, traduisant le fait
que ses extrémités sont différentes ou confondues. L’origine apparait comme un point
remarquable pour la fonction Zz, appelé3® point de branchement.

Soit par exemple la détermination notée z; en (3.147) ; si on part d’un point situé
sur le demi-axe réel négatif (I’argument de Z vaut alors ), pour lequel z; = p% ol = ip%,
et que 'on tourne autour de l'origine dans le sens des aiguilles d’une montre pour
revenir infiniment pres du point de départ mais en-dessous du demi-axe réel négatif
(ot Pargument de Z vaut alors —m), on a en ce dernier point z; = pzel® = —ipz.
Ainsi, alors que les deux points originaux sont identiques (M; =M, d’affixe —p < 0),
les valeurs de la fonction z; sont distinctes ; en tout point du demi-axe réel négatif, la
fonction est discontinue : ce demi-axe apparait dans ces conditions comme une ligne
continue de discontinuités, mais en dehors de cette ligne, la fonction z; est holomorphe.

Le domaine d’analycité de la détermination z; peut ainsi étre choisi comme le
plan R? privé (coupé) du demi-axe réel négatif ; cette ligne est appelée coupure, et doit
étre pergue comme un mur infranchissable tant que le caractére holomorphe doit étre
préservé. Clairement, on pourrait prendre n’importe quelle autre ligne (d’ailleurs pas
forcément une demi-droite) issue de l'origine : le choix de la coupure est pure affaire
de commodité, seul le3! point de branchement (ici I'origine) est défini en soi, en-dehors
de toute convention choisie pour le confort des calculs ou l'aisance du raisonnement
géométrique.

En raisonnant trop rapidement, partant de z; comme ci-dessus mais en se disant
que —7 ou +7 sont égaux, on aurait trouvé ol pour z1, alors qu’il s’agit malencon-
treusement de la valeur de 'autre détermination notée zo : l'inadvertance aurait fait
passer subrepticement d’une branche a I'autre. La régle absolue pour éviter 'erreur
de passer sans s’en rendre compte d’une détermination a une autre, est de suivre par

continuité des chemins dans le plan sans jamais “décoller” du plan.

301 ’origine de la terminologie apparaitra clairement dans la suite.

1
31ou les points de branchement, car il peut en exister plusieurs. Par exemple, la fonction (22 + a2)2,
a € Ry, a deux points de branchement en +ia.
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3.4.2 La fonction exponentielle z — 7 = ¢*

On a : . '

7 = et = e%e'¥ = e”(cosy +isiny) . (3.148)
Ici, u(z, y) = e®cosy et v(z, y) = e*siny, fonctions qui ont des dérivées continues
partout dans C (ouvert). On vérifie sans peine que u, = e* cosy = vy et uy = —e”siny =

—vg. D’un autre coté, le calcul direct de la dérivée donne3? :

e e — g2 e%es — e? e — 1
—ef=lim—— = lim ——— =¢* lim
dz £—0 & £—0 & e—0 &

; (3.149)

Sans devoir s’appuyer sur I'existence du développement limité de ef en & = 0 mais en
utilisant uniquement les résultats d’analyse réelle, on peut écrire :

et = "R = oM el? = e (cos k+isink) = [14+h+O(h?)][1+O0(k*)+i[k+O(k)]] , (3.150)

dote® = 1+h+ik+0O(|¢?) = 1+£+0O(|€)?), tout comme dans le champ réel. Revenant
a (3.151), il vient :

d

&ez =e° (3.151)

La fonction exponentielle z — e* = f(z) est donc holomorphe dans C et, tout comme
dans le champ réel, satisfait ’équation différentielle caractéristique®? :

f=rl. (3.152)

Réciproquement, les seules solutions de cette équation homogene sont de la forme Ce* ou
C est une constante arbitraire. Dans un probleme de physique bien posé, une information
supplémentaire permettra toujours de trouver C' ; par exemple, on se donne (ou on
connait par ailleurs) la valeur fy de la fonction cherchée en un point donné zy. Alors la
solution est unique et vaut fope**°. Plus généralement, si f(z) est holomorphe :

d
= ) = f/(z) ef2) (3.153)
et en particulier :
d
o e’ = ae®” VaeC (3.154)

Pour mémoire, rappelons que la fonction exponentielle satisfait aussi ’équation
fonctionnelle caractéristique :

flz1422) = f(21) f(z2) == f(z)=e" (3.155)

32Dans (3.151), la quantité O(¢£2) est de la forme £e(€) ot €(¢) — 0si &€ — 0.
33Par caractéristique, on entend que e* est la seule et unique fonction satisfaisant cette équation.
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ol & est un nombre quelconque. L’équation n’étant pas linéaire et homogene (le premier
est linéaire en f, le second est quadratique), aucune constante multiplicative arbitraire
n’apparait.

La fonction exponentielle est périodique, de (plus petite) période imaginaire pure
égale a 2ir :

FTANT — 22N — o2 YncZ <=  f(z+2in7) = f(2) . (3.156)

La fonction e® permet de généraliser simplement les fonctions trigonométriques circulaires
et hyperboliques familieres au cas ot leur argument est complexe. On définit>* ainsi :

déf 1 i i déf

1 . .
sinz = —(e® —e™ %) cosz = §(e‘z+e*‘z) . (3.157)

Toutes les relations trigonométriques ordinaires se généralisent alors sans peine par les
regles de 'algebre élémentaire. Par exemple :

1 : ; 1, 5 .
F(emz —2—e %) 4 1(62‘2 +24e B =1 . (3.158)
i

Toutefois, des résultats bien connus pour des arguments réels, par exemple les bornes
élémentaires du genre |sin x| < 1, etc., ne sont plus vraies :

sin? z 4 cos? z =

1 . . . : 1
|sin z|? = sin z (sin 2)* = Z( TeTY —e eV (eTMeTY —e'TeY) = §(cosh 2y — cos2x) ;

(3.159)
Il est bien évident que cette derniére expression peut étre aussi grande que I'on veut. De
méme, une équation du genre sinz = @ ou @ € R, a > 1, a des solutions, en fait une
infinité, données par —iln(a + Va2 — 1) + (2k + ).

On vérifie immédiatement & partir de (3.157) que sin z et cos z sont des fonctions
2m-périodiques, comme dans le champ réel :

sin(z 4+ 2n7w) =sinz , cos(z + 2nm) = cos z VneZ. (3.160)

De méme, on définit :

& Sinz _elr — iz 1 —e2iz a1
tanz = = —i— — = —i — cotz & , (3.161)
cos z ez 4 e~z 14 e 22 tan z
expressions montrant que :
tan(z + nm) = tanz cot(z + nmw) = cot z Vn e Z . (3.162)

Quant aux dérivées, elles sont la simple généralisation au champ complexe des relations
établies quand 'argument est réel :

d d /1, , . 1. . .
o sinz = o (5(61'2 - e_‘z)) = E(ie‘z +ie™¥) =cosz , (3.163)

347] s’agit en réalité d’un prolongement analytique élémentaire et légitime de (3.26).
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d 1
Ecosz:—sinz ) Etanz: o etc ; (3.164)

ces relations peuvent aussi se vérifier en prenant la limite lime_, o w

On définit aussi les fonctions hyperboliques d’un argument complexe comme suit :

g 1 s 1
sinhz < §(ez —e ) coshz = §(ez +e %) (3.165)
) inh zZ _ a—Z 1— —2z 1
tanhz % 202 2% 7% 2T C 0 othz = (3.166)

coshz e*+e* 14e2? tanhz

Ces fonctions sont aussi périodiques, mais leur période est imaginaire pure ; en effet,
puisque e?"™ = 1Vn € Z :

sinh(z + 2in7) = sinh z , cosh(z 4 2inm) = cosh z . (3.167)
De méme, comme "™ = (—1)"Vn € Z :
sinh(z +inm) = (—1)"sinhz , cosh(z +inm) = (—1)"coshz , (3.168)

et :
tanh(z 4 inm) = tanhz , coth(z + inm) = coth z (3.169)

Noter qu’en passant de z a iz, on bascule des fonctions circulaires aux fonctions hyper-
boliques?® :

sin(iz) =isinh z , cos(iz) = coshz , tan(iz) = itanhz ; (3.170)

relations vraies quel que soit z, en particulier si z = x € R.

3.4.3 La fonction logarithme z — Z =Inz (2 # 0)

A un niveau élémentaire, il est possible de définir la fonction logarithme comme la fonction
inverse de ’exponentielle :

VXER, z=¢f €R, <= VzecR,,X=Ihz €¢R. (3.171)

Cette procédure est sans ambiguité quand x € R puisque ’exponentielle est biunivoque.
C’est cette définition que 'on étend au champ complexe, en écrivant (gardant la méme
notation, In, que pour le logarithme réel) :

VZeC, z2=¢? €¢C <= Vz2e€C,Z=Inz cC. (3.172)

Cela étant posé, on réalise qu’il n’y a pas une fonction logarithme complexe, mais une
infinité : en effet, tous les Z différant de k x 2im (k € Z) donnent le méme z. Autrement
dit, In z est défini modulo 2iw, et possede une infinité de déterminations.

35Pour trouver la bonne place de i, penser & sinh z ~ z si |z] < 1, etc.
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Une autre fagon de voir ceci consiste a écrire z sous forme polaire et a utiliser la
propriété caractéristique du logarithme In(zz") = Inz 4 In 2’ (qui résulte simplement du
fait que I'exponentielle de la somme est le produit des exponentielles). Alors3¢ :

Inz=In(re'’) = Inr + In(e!) = Inr +i0 (r#0) . (3.173)

Alors, l'infinité des valeurs possibles pour le premier membre saute aux yeux puisque
Pangle 0 est lui-méme défini & 27 pres. Ceci admis, Inr au second membre de (3.173)
peut toujours étre considéré comme le logarithme (complexe) du nombre (réel) rei?|g—g :
le ik’27 que I’on serait tenté de rajouter peut toujours étre absorbé dans le ik2m inévitable
1ié & 0. En tout cas, si on a bien e!(®+277) = ¢ quel que soit n € Z, en revanche, pour un
angle 6 donné (12345.6789 radians, par exemple), Infi(f + 2n7)] # In(if) : tout comme
pour la fonction puissance, il existe plusieurs formes admissibles en tant que fonction
inverse, en fait autant qu’'on veut®, la relation Z = e* donnant une infinité de valeurs
pour z. In z est ainsi un autre exemple de fonction multiforme.

La considération de courbes fermées décrites par le point représentatif de I’original
z, contenant ou non ’origine O, conduit a des conclusions analogues a celles tirées pour
la racine carrée (section 3.4.1) : par exemple, si z fait un tour complet dans le sens
positif autour de O, la valeur finale du logarithme est augmentée de 2im par rapport a sa
valeur de départ, quelle que soit la détermination choisie ; si la courbe laisse 'origine a
Iextérieur, le logarithme prend & l’arrivée la méme valeur qu’au départ38. O est donc le
point de branchement de la fonction logarithme, et la coupure nécessaire pour préserver
le caracteére holomorphe est une ligne partant 1’origine et filant & 'infini dans n’importe
quelle direction.

Inz

mg

Figure 3.4: Lignes décrites par z et par la détermination Inz, 0 < Argz < 27, selon que
la boucle décrite par z enserre (& droite) ou n’enserre pas (a gauche) lorigine de C. A
droite : si zg € R est l'affixe commune des deux points M; et Mg, 'affixe de m; est Inzg,
celle de m¢ est Inxqg + 2iw.

36De toute évidence, In z n’est pas défini en z = 0, ne serait-ce que parce que Inr ne I’est pas non plus.

37Pour la fonction inverse de Z = 2", il n’y a que n valeurs distinctes pour z.

380n note aussi que si z décrit une certaine courbe fermée ne contenant pas l’origine, toutes les
déterminations, différant de entier x 2im les unes des autres, décrivent des courbes translatées de 27 les
unes des autres, formant un réseau & une dimension parallele & ’axe imaginaire.
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Un usage fréquent (mais pas systématique) est de noter Lnz la détermination
suivante :

O Lnz=1Inr+if (r#0, - T <0< +m) , (3.174)

oll Inr est le logarithme élémentaire, parfois appelée® valeur principale du logarithme ;
la coupure est alors le demi-axe réel négatif. Avec cette définition, Lnx pour x € R
coincide avec la fonction logarithme définie & un niveau élémentaire :

z=re

lnz=lnz  (2>0)], (3.175)

alors que pour z < 0 :
In(z +10) =Injz| +ir , Ln(z—i0) =In|z| —ir , (3.176)

ce que I'on peut aussi écrire (z = rel?, avec § = (7 — 0) :

‘Ln(z =z +i0)=In|z| ir (x <0) ‘ (3.177)

Ainsi, pour deux points situés juste au-dessus ou juste au-dessous de la coupure, la
fonction Lnz a un saut ; si sa partie réelle est la méme (pour un z négatif donné), sa
partie imaginaire vaut +im d’un co6té, —im de l'autre : tout comme pour la fonction z%,
la coupure est une ligne continue du plan ou la fonction est discontinue. Ne pas pouvoir
franchir cette ligne si 'on veut préserver le caractere holomorphe devient une évidence :
la seule facon de faire est de rebrousser chemin. Pour cette détermination, on a :

|Ln(2") = (Lnz)* (3.178)

qui exprime une certaine symétrie de la branche particuliere choisie. Il arrive que le
probleme physique analysé impose ce genre de symétrie, auquel cas le choix de la coupure
s'impose de lui-méme et ne peut étre fait arbitrairement.

La dérivée de In z se trouve par le procédé habituel, en faisant le rapport des
accroissements et en en prenant la limite. Par ailleurs, il est évident que toutes les
déterminations du logarithme donnent le méme résultat puisque dans toute soustraction
In(z 4+ &) — In z, le 2ik7 disparait : toutes les déterminations de In z ont la méme dérivée
(une évidence d’ailleurs, puisqu’elles ne different que d’une constante additive). En
raisonnant par exemple avec la détermination définie en (3.174), il vient :

—Lnz = lim —Ln(z +6) — Lz .

1
= lim : (3.179)

Le numérateur a une valeur sans ambiguité : sa partie imaginaire est la variation de
I’argument quand on passe de z au nombre z + £ infiniment voisin, qui est infiniment
petite*®. On peut donc ’écrire comme le Ln du rapport Z—Jf, d’ou :

Lu(*1*)

z

Ln(l+ &
—Lnz = lim = lim n(l+ Z)
z £—0 13 £—0 I3

(3.180)

39 . qui n’a rien & voir avec la partie principale de Cauchy permettant de régulariser une intégrale du

type f: @dx ou f est comme il faut en z = 0 et avec a < 0 < b.
40Noter qu’il n’y a jamais aucune ambiguité, quelle que soit la branche choisie, Lnz ou n’importe quelle
autre détermination : dans tous les cas, la variation de 'argument est la méme !
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En utilisant maintenant*’ Ln(1 + 2) = z + O(2?), et puisque toutes les déterminations
ont la méme dérivée, il vient :

d 1
—1 = — 182
L= (3.182)

Une fois définie la notion de primitive d’'une fonction f(z) (voir chapitre 4), on pourra
dire que, tout comme dans le champ réel, In z est une primitive de %, quelle que soit
la détermination choisie, en agrément avec le fait que toutes les primitives d’'une méme
fonction ne different les unes des autres que par des constantes additives.

Si lon veut de surcroit vérifier les conditions de Cauchy, leur forme polaire (3.106)
est recommandée ; par ailleurs, puisqu’il s’agit de relations différentielles, il suffit de
considérer une détermination, la détermination principale (3.174) par exemple. On a
ici :

U(r,0)=Inr , Vr,0)=20 (—m <0 < +m) (3.183)
de sorte que les conditions s’écrivent (voir (3.106)) :

o _
20

v 1w v
or r’ 988 T or

0, 0. (3.184)
Les conditions de Cauchy sont donc trivialement satisfaites V 6 €] —m, +n[ (en revanche,
Lnz n’est pas une fonction continue dans C puisque si z est sur le demi-axe réel négatif,
alors # = +, tandis que si z est infiniment proche de ce demi-axe, mais en-dessous,
6 = —m). La fonction n’est donc analytique que dans le domaine 6 €] — m, +[, qui est
plus petit que le domaine de définition § €] — 7w, +7]. Le méme phénomene se produit
pour toutes les autres déterminations.

On peut s’y prendre autrement ; pour la détermination principale Lnz définie en
(3.174), on a explicitement :

Lnz=Inva?+y?+i0 , —7<0<+n (3.185)

Ici, v(z, y) = ArctanZ + C, o1 C' est une constante a ajuster selon que || est plus petit

P 1ok =z T ) _ .
ou plus grand que 5. On en déduit u, = = et vy = =i, d’olt ug = vy, et de méme
uy = —v,. En reprenant 'une des formes possibles pour la dérivée (voir(3.107)), on peut
écrire (Lnz)’ = %7%  c'est-a-dire (Lnz) = 2+ = 1, comme il se doit.

x4y’ zz z?

41Si on ne souhaite pas utiliser la généralisation au champ complexe du développement de In(1 + z)

(apres tout, il n’a pas encore été introduit), on peut raisonner comme suit. Soit In(1 4 ee'?) ; par la
définition du logarithme, on a :
. esin 6
In(1 + £€e'?) = In \/(1 +ecosh)? + (esinf)? + iarctgL (3.181)
1+ ecos@

Dans la limite € — 0, le log de la racine carrée se comporte comme %(26 cos @), et arctg comme esin6,
d’ott In(1 + €€l?) ~ ecos @ + iesin@ = ee'?.

On peut encore s’y prendre autrement ; posant Ln(l + 2z) = Z, il vient 1 + z = eZ. Si |z] € 1,
142~ 1, donc e ~ 1, soit |Z| < 1. Selon (3.150), eZ =1+ Z + O(Z2),dou 1 + 2z =1+ Z + O(Z?),
soit 2 = Z 4+ O(Z2) et finalement Ln(1 + z) = z + O(22).
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En raison du caractére multiforme de In z, et pour étre en mesure de lever toute
ambiguité en pratique, il suffit de comprendre que la question “Combien vaut Inz ?”
n’a pas de réponse (unique) tant que l'on n’a pas précisé la branche considérée de la
fonction multiforme. En revanche, la question “Combien vaut Inz pour la branche égale
alnr en @ =0 ?” admet une réponse unique. L’information supplémentaire permet bien
de calculer univoquement In z. En pratique, pour éviter de raisonner de travers, le plus
str est sans doute de garder en téte la notion de continuité, en suivant mentalement un
chemin du plan allant du point pour lequel I'information supplémentaire est fournie au
point ou l'on veut calculer la fonction.

3.4.4 La fonction puissance généralisée z — Z = 2* («a € C)
Soit maintenant a généraliser la fonction puissance au cas ou 'exposant n’est plus un
entier ou un rationnel, mais un nombre complexe quelconque « :

Z =z (aeC) . (3.186)

Prenant le logarithme des deux membres, on a InZ = alnz ; prenant maintenant
I'exponentielle de cette derniere relation, il vient Z = e*™# égalité qui constitue la
définition naturelle de la puissance généralisée :

20 Eelnz (peQ) (3.187)

Cette fonction est visiblement multiforme en général, puisque Inz l'est et que « est
quelconque??. Quand « est réel, les différentes branches s’expriment explicitement comme
(z =rel?) :

20— @ Inr+ic(0+2km) — ® Inr+icf e2iak7r _ raeiae e?iakﬂ' (k c Z) ) (3188)
C’est seulement dans le cas ou @ € Z que l'on retrouve une fonction a une seule
détermination, puisque le produit ak est alors un entier (le dernier facteur a droite
vaut alors 1 quel que soit k). Si a est un réel rationnel, o = o Petaq premiers entre
eux, il n’y a que ¢ branches distinctes ; si « est irrationnel, z% possede une infinité de
branches distinctes. L’exemple de la fonction (z —1)/2 est illustré sur la fig. 3.5 ; noter
qu’il s’agit seulement de la fonction z'/2 déja rencontrée en 3.4.1 & propos de la fonction
inverse de z — f(z) = 22, simplement décalée de +1 le long de I’axe réel.

Si a = a + ib, alors :

ZaJrib _ e(a+ib)[lnr+i(0+2kﬂ')] — o In r—b(0+2km) ei[blnr+a(9+2k7r)] (k c Z) ) (3189)

Par exemple, toujours avec a et b réels :

20 — o Inr eia(9+2k7r) — @ eia(9+2k7r) , Zib _ e—b(9+2kﬂ') eiblnr (k c Z) ) (3190)

42de sorte que les différentes branches du logarithme donnent le facteur e2iok™

puisque « # entier.

, qui ne vaut pas 1
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3.4. Fonctions élémentaires 153

Figure 3.5: Parties réelle (A gauche) et imaginaire (& droite) de la fonction (z —1)2. La
coupure est visible par la discontinuité de $(z — 1)% le long du demi-axe réel z € R, z < 1.

Par exemple :

il =e WHDE (L e7) (3.191)

Notons que pour a = 0, (3.187) montre que z° = 1. Enfin, la méme définition
permet d’écrire successivement, utilisant (3.153) au passage :

da_dalnz_aalnz_aa_ a—1 .
P = e =-t=az ; (3.192)

ce résultat généralise (™)' = nz"~! au champ complexe pour 'exposant.
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Chapitre 4

Intégration des fonctions d’une
variable complexe

“Les hommes meurent, mais leurs travaux restent.”

(derniéres paroles de Augustin-Louis Cauchy, 1789-1857)

Aprés avoir montré comment la dérivation se généralise a C, il s’agit ici de présenter
quelques résultats fondamentauz sur l’intégration des fonctions d’une variable complexe.

4.1 Préliminaires

La notion d’intégrale de Riemann d’une fonction a valeurs réelles sur un domaine I C R
de sa variable est bien connue. Trés schématiquement, pour une fonction f(z) continue!
dans lintervalle [a, b] C R, on définit une grille de points d’abscisses x,, dans Uintervalle
[a, b] (xg = a, xnx = b) et on considere les sommes du genre (dites sommes de Darboux) :

N—-1
Sy = Z f&n)(@nt1 — ) (4.1)
n=0

ou x, <&, < xp41. Sila limite de Sy existe quels que soient les &, quand N — oo et
que sup |41 — x| tend vers zéro, cette limite est appelée l'intégrale de f sur le segment
[a, b]. Dans la notation usuelle, on écrit :

b
lim lim SN:/ f(z)dx . (4.2)

N—o00 sup |Zp+1—2n|—0

1La généralisation & une fonction continue par morceauz est immédiate.
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Le symbole da désigne une variation infiniment petite de la variable z autour d’une valeur
x parcourant 'intervalle [a, b]. Dans ce cas, et de fagcon un peu pédante, on peut dire
que le segment de droite d’extrémités a et b est un chemin allant de a a b.

C’est cette définition qu’il s’agit de généraliser au cas d’une fonction continue &
valeurs complexes f(z), z étant lui-méme un complexe. La premiére notion & préciser
est le chemin suivi dans le plan pour aller d’'une borne a ’autre de 'intégrale, c’est-a-
dire d’'un point A & un point B du plan, d’affixes respectives za et zg. Dans toute la
suite, on ne considérera que des chemins parcourus dans un certain sens (orientés) et
constitués d’arcs de courbe une fois contintiment différentiables (arcs lisses de Jordan),
éventuellement par morceaux. Un tel chemin C', d’extrémités A et B fixées étant précisé,
on le trongonne en petits arcs délimités par des complexes z,, 0 < n < N (29 = za,
zy = zp) et on écrit la somme :

N-1

Sy = Z f(€n)(znt1 — 2n) (4.3)

n=0
ou &, est l'affixe d’un point situé sur C' et appartenant au petit arc de courbe délimité
par les points d’affixes z, et z,41. On définit alors 'intégrale le long de C' comme la
limite :

/f(z)dz: lim lim SN - (4.4)
C

N—oo sup |zn+1—2n|—0

dz désigne une variation infinitésimale du nombre complexe z autour de la valeur z
(associé & un arc de chemin infiniment petit — que 'on peut noter dC — dont les affixes
sont z et z + dz) ; ce sont tous les petits arcs dC' qui, mis bout & bout, reconstituent le
chemin C. La limite (4.4) existe si f est une fonction bornée continue par morceaux et si
le chemin C est une fois contintiment différentiable par morceaux. En posant f = u +iv,
z =1z +iy (et donc dz = dx + idy), on a :

/Cf(Z)dZZ/C[u(:E, y)+iv(z, y)](dw+idy):/

(udx—vdy)—l—i/(udy—i—vdx) . (4.5)
c

c

Ainsi, lintégrale d’une fonction complexe peut toujours s’exprimer a l'aide des deux
intégrales réelles ci-dessus. De telles intégrales sont dites curvilignes, puisque les variables
x et y peuvent toujours étre interprétées comme les coordonnées cartésiennes d’un point
M se déplagant sur la courbe C.

Précisons la signification d’une intégrale curviligne. La courbe C a une équation
cartésienne A(z, y) = 0, mais il est toujours possible en principe d’en trouver une
représentation paramétrique (x(t), y(¢)) ot t est un nombre réel : quand t varie, le
point d’affixe z(t) = z(t) + iy(t) décrit la courbe C du point A (quand ¢ = £A) au point
B (quand t = tg).

Par exemple, la droite du plan d’équation y = a(xz — xo) + yo admet la représen-
tation paramétrique? z = xg + t, y = at + yo, les points de cette droite ayant les affixes

2C’est manifestement la représentation la plus simple, mais il en existe autant qu’on veut : on peut
prendre x = f(t)+zo ou f est une fonction uniforme croissante appliquant R sur R, et alors y = a f(¢)+yo.
La représentation paramétrique d’une courbe dépend évidemment du choix de l'origine dans le plan.
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Cycloide
20 W—\/—\
0’0 T T T T 1
00 50 100 150 20,0

Spirale ¢'%/0

Spirale logarithmique

Figure 4.1: Exemples de courbes données sous forme paramétrique ou polaire. La spirale
logarithmique est z = e cosf, y = e*@sinf : c’est le lieu des points dont laffixe est

e . . N . , . . _elf
e(@tf . 1a spirale en bas & droite a pour équation polaire r = -

2(t) = xo+t+i(at+yo) = xo+iyo+ (1+ia)t. De méme, le cercle centré en zg = xg+iyg et
de rayon R est I’ensemble des points de coordonnées x = xg+ Rcost, y = yg+ Rsint, et
Iaffixe de chacun de ces points est le complexe z(t) = 2o+ Re'’. Avec cette représentation,
t a une signification trés simple : ¢’est I’angle polaire du rayon joignant le centre du cercle
au point de coordonnées x(t), y(t). Autre exemple : la courbe décrite par une mouche
accrochée a une roue de bicyclette de rayon R qui roule sans glisser (cycloide) a pour
représentation paramétrique x(t) = R(t —sint), y(t) = R(1 — cost), si la mouche est “au
départ” (t = 0) a l'origine. ¢ désigne alors Pangle entre la verticale passant par le centre
de la roue et le point ou est agrippée la mouche endormie. L’affixe d’'un point courant
de la cycloide est z(t) = R(t +1) — iRe .

Deés que l'on connait une représentation paramétrique de C, une intégrale cur-
viligne s’explicite aisément. Par exemple, en utilisant da = 2/(¢)dt et dy = ¢/(¢)d¢, la
premiére intégrale de (4.5) s’écrit :

it ts
[ war—vag) = [ ulate), s’ () = olalt). w0l O} at = [T (4
ta ta
ol y(t) est une certaine fonction de ¢, bien déterminée ; il en va de méme pour la partie
imaginaire de l'intégrale, [, (udy + vdz). En définitive, posant z/(t) = z'(t) + iy’ (t),
d’ott dz = [2/(t) + iy’ (¢)]d¢t, il vient :

tB

/f(z)dz: Bf[z(t)]z’(t)dt z/ r(t)de , (4.7)
C ta

ta
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158 Chapitre 4. Intégration des fonctions d’une variable complexe

ou I'(t) est encore une autre fonction. En résumé, I'intégrale d’une fonction complexe
sur sa variable complexe peut s’écrire des différentes fagons :

/Cf(z)dz = /C[u(x, y) +iv(z, y)](dz +idy) = / (udz —vdy) +

C
i/(udy+vd:c) :/Bf[z(t)] Z'(t)dt (4.8)
C ta

La courbe C étant choisie, le calcul complet est en principe possible, en tout cas l'intégrale
Jo f(z) dz est définie sans ambiguité.

Rappelons que pour un arc simple de Jordan (voir p.125), la fonction z(t) est
biunivoque : t; # t2 <= z(t1) # z(t2). La longueur dL d’un arc élémentaire est
égale au module de la variation infinitésimale de z soit dL = |dz| ; une fois choisie une

représentation paramétrique, on peut ainsi écrire dL = (/a/2(t) 4+ y'(t) |dt| = |2/ (t) d¢|.
Pour un arc dont les extrémités sont définies par t = a et t = 8 (a < 3), la longueur de

lParc est L : 5
L :/ |dz| :/ |2/ (¢) dt| . (4.9)
C «

Pour finir, montrons que, avec les hypotheses admises, l'intégrale | o f(z) dz existe.
En effet, f étant bornée3, et comme le module d’une somme est toujours inférieur ou
égal & la somme des modules?, on a :

| [ < [1ras= [ el < [ anas) - vr (4.10)

Les propriétés habituelles des intégrales s’étendent immédiatement aux curvilignes
et restent donc également vraies pour [, f(z)dz :

1. linéarité de l'intégrand :

[lasG+bgaz=a [ ferdz et [ gla)dz (4.11)
C C C
ol a et b sont des constantes.

2. Additivité des chemins :

/ f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz . (4.12)
C1UC> C Cs

3. Si —C désigne le contour C parcouru en sens inverse :

/_Cf(z)dz - —/Cf(z)dz (4.13)

3M existe toujours puisque f est supposée continue (éventuellement par morceaux) et définie sur le
contour. La fonction f[z(t)] est donc continue sur le fermé borné t € [a, b] et y posséde toujours un
maximum, c’est précisément M.

4L’intégrale est la limite d’une somme, et c’est en vertu de ceci que| [, f(2)dz| < [ |f(2)dz].
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4.2 Théoréme de Cauchy (1825)

Une fonction f étant choisie, V'intégrale [ f(z)dz dépend en général du chemin® C. La
question que I'on se pose maintenant est la suivante : existe-t-il une classe de fonctions
remarquables telles que, les extrémités A et B de C' étant fixées, 'intégrale d’une fonction
donnée prend la méme valeur pour tous les chemins reliant A a B ?

Le théoreme de Cauchy répond a cette question : cette classe est I’ensemble des
fonctions holomorphes. D’une importance capitale, ce théoreme est la clé de voute de
I'intégration dans le plan complexe. Il est di a Cauchy et peut s’énoncer de plusieurs
fagons équivalentes ; 'une d’entre elles est [9] :

Si f(z) est holomorphe dans un domaine simplement connexe D, l'inté-
grale fc f(2)dz prend la méme valeur pour tous les chemins C' inclus dans
D et ayant les mémes extrémités.

Pour démontrer ce théoréme de fagon élémentaire, on ajoute I’hypothese que f/(2)
est continue (alors que, en toute rigueur et par définition, le caractére holomorphe assure
seulement [’existence de la dérivée — voir note 21 p. 133). Avec f = u + iv, 'intégrale de
f le long de C' est :

/Cf(z)dz:/c(udx—vdy)-i-i/(udy—i—vdx) . (4.14)

C

D’un autre c6té, soit I'intégrale curviligne :

/(P dz + Qdy) , (4.15)

olt I' est un contour dans le plan R? reliant deux points fixes A et B, et o P(z, y) et
Q(z, y) sont des fonctions données ; cette intégrale existe si P et @) sont continues sur
I’ (éventuellement par morceaux). On sait que U'intégrale curviligne ne dépend pas du
chemin suivi ssi la forme différentielle consituant I'intégrand est une différentielle totale.
En d’autres termes, il existe une fonction® ®(z, y) telle que Pdx + Qdy est égale a
la différentielle de ®, d®. Il en est ainsi, par définition, ssi, P (resp. @) est la dérivée

5Tout comme le travail d’'une force F' ne dérivant pas d’un potentiel, Wgo = fC ﬁd[; dépend du
chemin suivi dans ’espace par le point d’application de la force. Pour un champ de forces a deux
dimensions (dans R?), ’il existe une fonction U(z, y) telle que F, = f%, alors We ne dépend que des
extrémités de C. Le contexte permet alors d’affirmer que F, et —F, peuvent étre considérées comme les
parties réelle et imaginaire d’une fonction holomorphe F(z) = Fy(x, y) — iFy(x, y) ; alors, le travail est
la partie réelle de [ F(z)dz (tout ceci suppose que U est une fonction continue & dérivées continues).

SEn Thermodynamique, c’est une fonction d’état, c’est-a-dire une fonction qui ne dépend que des
variables thermodynamiques (d’équilibre) des états initial et final. L’affirmation de I’ ezistence de ’énergie
en tant que fonction des variables d’état constitue le Premier principe. La banalité des mots occulte
souvent la profondeur d’une telle affirmation.
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partielle de ® par rapport & x (resp.y). En définitive, il faut d’une part que la fonction
® existe, d’autre part que 1’on ait précisément :

3 (I)(xa y) : P(‘T’ y) = %@(m, y) ) Q(‘T’ y) = aﬁy@(x, y) : (416)

Dans ces conditions, 'intégrale (4.14) est simplement égale & ®(B) — ®(A), différence des
valeurs de ® aux extrémités fixées, et donc indépendante’ du chemin suivi pour relier
I’une a l'autre.

Maintenant, un théoreéme classique d’Analyse (théoréme de Clairaut, voir par
exemple [31], p.407) établit que si une fonction ®(z, y) et ses dérivées @}, @), O et
(I).Zr sont définies et continues en un point, alors les dérivées croisées sont égales :

200000 w9
Jdr 0y Oy O

Autrement dit, pour une fonction continue & dérivées secondes croisées continues, peu
importe 'ordre dans lequel on effectue les deux dérivations croisées. Comme P et () sont
les dérivées premieres de @, les conditions sur @}/, et @} se reportent sur les dérivées
premiéres de P et Q. Cest ici qu’intervient 'hypothese de continuité sur f/(z) faite au
début, puisque u et v vont jouer des roles analogues & ceux de P et @, dérivées premieres
de ®, et que la dérivée f'(z) s’exprime (de quatre facons d’ailleurs) a l'aide de uj,, vy, ...
(voir chapitre 3). La continuité des dérivées jusqu'a lordre 2 inclus pour @ se reporte
sur les dérivées jusqu’a lordre 1 inclus de u et v : la continuité de f’(z) assure bien que
les quatre dérivées u,, vy, u;, et v, sont continues, permettant I’application du théoreme
de Clairaut.

Cela étant, partant de la condition (4.16) assurant que Pdz + Qdy est une
différentielle totale, et utilisant (4.18), on arrive & ’égalité :

0Q 0P

% _ 2 4.1
ox oy (4.19)

Revenant & (4.14), on veut que l'intégrale ne dépende pas du chemin suivi, une
condition qui se reporte séparément et indépendamment sur la partie réelle et sur la

7C’est bien ce qui caractérise une différentielle totale, combinaison linéaire d’accroissements in-
finitésimaux dont les coefficients sont les dérivées partielles d’une certaine fonction des variables. Quel
que soit le découpage, la somme de toutes les différences 0® = ®(M;41) — P(M;) se simplifie (A=Moy,
B=Mny) :
N—-1
D 60 =" ®(Miy1) — @(M;) = &(M1) — B(Mo) + ®(Mz) — &(M1) + ... +
i=0
O(My) — D(My_1) = 9(B) - ®(4) .  (4.17)

Ala limite, la somme des petits accroissements est l'intégrale.
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partie imaginaire de I'intégrale (4.14). Pour la partie réelle, la quantité v dz — v dy doit

étre une différentielle totale ; (4.19) avec P = u et @ = —v donne :
v OJu
— = . 4.20
or Oy ( )
De méme pour la partie imaginaire udy + vdz, avec Q@ = u et P = v (4.19) donne :
ou Ov
—=—. 4.21
dr Oy ( )

Les deux conditions (4.20) et (4.21) ne sont rien d’autre que les conditions de Cauchy ;
complétées par les hypotheses de continuité des dérivées premieres de u et v elles sont
équivalentes a la propriété d’holomorphie. Ainsi, il y a équivalence entre ’holomorphie
de f(z) et la propriété pour les intégrands des parties réelle et imaginaire de (4.14) d’étre
des différentielles totales. Au total, 'holomorphie de f(z) assure bien que l'intégrale
fc f(2) dz ne dépend pas du chemin suivi : le théoréeme de Cauchy est ainsi démontré.

¢ Remarque

La démonstration donnée ci-dessus, fort classique, est une démonstration faible,
s’appuyant sur ’hypotheése supplémentaire de la continuité de f’(z). Des lors, il y
a équivalence entre les conditions nécessaires et suffisantes de Cauchy - Riemann et
I'indépendance de l'intégrale vis-a-vis du chemin suivi pour relier les extrémités fixées.
Tant que l'on en reste au strict énoncé du théoreme de Cauchy — qui se démontre aussi
sans cette hypothese supplémentaire —, sa réciproque reste a démontrer : c’est le théoreme
de Morera (voir p. 178).

¢

Il en résulte qu’une intégrale le long d’un certain contour peut aussi étre notée
J.7 f(2)dz, ol za et zp sont les affixes des extrémités A et B du chemin (seules les
extrémités sont a préciser puisque 'intégrale ne dépend pas du chemin choisi pour aller de
Pune a l’autre). On pourra retenir l'image suivante : finalement, pour une fonction holo-
morphe dans D, le chemin est un élastique fixé par deux punaises dans le plan, déformable
a souhait (mais en restant toujours dans D) sans pour autant que les déformations de
I’élastique modifient la valeur de 'intégrale.

B—> D
4T g A
(0] d A

Figure 4.2: Contours utilisés pour le calcul de fcl)) 22dz.

Traitons un exemple trivial illustrant le théoréeme de Cauchy. Soit la fonction
f(z) = 2%, qui est holomorphe dans le plan entier, et calculons son intégrale le long de
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plusieurs chemins reliant 'origine au point D de coordonnées (a, b) (voir fig.4.2), sans
utiliser la notion de primitive d'une fonction & valeurs complexes (qui sera définie plus
loin® — voir p. 165). Tout d’abord on a :

/z2 dz = /(ac2 —y? + 2izy)(de +idy) =
/[(z2 —y%)da — 2zydy] + i/[(:c2 —y*)dy + 2zydz] . (4.23)

Prenons en premier le contour OAD. Le long de OA, on a dy = 0 et y = 0, de sorte que :

A a a3
/ 2?dz = / ridr = — . (4.24)
0 0 3

Le long de AD,onaxz=aet dr=0:

D b b b3
/ 2dz = / —2aydy + i/ (a® — y*)dy = —ab® +i(a®b — =) . (4.25)
A 0 0 3
Au total :
ad b3
/ 22dz = — —ab® +i(a®b— =) . (4.26)
OAD 3 3

De la méme fagon, on trouve facilement :

B b b3
/ 22dz = i/ —yidy = —i— (4.27)
0 0 3

D a a 3
/ 22dz = / (2 — v*)dx + i/ Wadr = = — ab® + iba? . (4.28)
B 0 0 3

Au total, la somme des seconds membres de (4.27) et (4.28) redonne bien (4.26). Main-
tenant, le long de la diagonale OD du rectangle, on a y = gz et dy = gdz, de sorte
que :

/ 2dz = /a[(gc2 - ﬁ302)d30 - Qﬁxde] + i/a[(gc2 - —xQ)de + 29x2dx]
diagonale 0 a? a? 0 a? a a -

Tous calculs faits, on retrouve encore (4.26).

Une premiere conséquence immédiate du théoreme de Cauchy est la suivante® :

8Une fois cette notion définie, on saura écrire :

D
/ 22dz =
[(0)

qui est bien le résultat (4.26).
9Cette affirmation est aussi communément appelée théoréme de Cauchy.

D

3 1 1
2 = 5@t ib)® — 0% = ~(a® + 3ia”b — 3ab? — ib%) | (4.22)
O
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4.2. Théoréme de Cauchy (1825) 163

Si une fonction f( ) est holomorphe dans un domaine simplement conneze
D, son intégrale fC z) dz pour tout cycle C situé dans D est nulle :

/ f(z)dz=0 (4.30)
C

En effet, soit deux contours C et C5 distincts mais ayant les mémes extrémités A et B.
D’apres le théoreme de Cauchy, on a :

fz)dz = f(z)dz . (4.31)
Ca

Cy

A Taide de ces deux contours, on peut faire un cycle C' formé par la réunion de C
parcouru de A a B, et de C5 parcouru de B & A, ce que l'on a déja noté —Cs. L’intégrale
le long du cycle C' est la somme :

f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz (4.32)
cycle Ch —C>
mais ffc2 f(z)dz = ffc 2)dz, de sorte que :
f(z)dz = f(z)dz — f(z)dz . (4.33)
cycle Ch Ca

D’apres (4.31), les deux intégrales au second membre sont égales, d’oti le résultat exprimé
par (4.30). Cette égalité peut d’ailleurs étre presque considérée comme une formulation
alternative du théoreme de Cauchy, tant elle en est une immédiate conséquence.

Une autre démonstration donne d’ailleurs ’occasion de rappeler le théoreme de
Green, qui s’énonce :

8 0
/(bzyderd):cydyf// a—qi}fa—jddy, (4.34)

ol D est le domaine du plan délimité par la courbe fermée simple!? C' définissant le cycle,
les deux fonctions 1 et ¢ étant continues ainsi que leurs dérivées premieres dans D et
sur sa frontiere C' (essentiellement, cette formule s’énonce en disant que la circulation du
gradient est égale au flux du rotationnel). Ceci permet de récrire (4.14) comme suit

v au v
Cydef z)dz = // Fr y)dxdy—i—l// by )dxdy (4.35)

En vertu des conditions de Cauchy, chaque intégrand est nul, d’ot (4.30).

0Toute droite paralléle aux axes de coordonnées coupe C' en au plus deux points.
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164 Chapitre 4. Intégration des fonctions d’une variable complexe

¢ Remarque

Il est possible de renverser ’ordre des propositions, en commengant par démontrer
le théoreme de Cauchy sous la forme exprimée en (4.30) ; ceci peut se faire en
quadrillant Pintérieur du contour C' (voir [7], §5.2). Cela étant fait, on en déduit
immédiatement l'invariance de 'intégrale pour un arc ouvert en coupant la boucle
en deux. ¢

L’articulation des idées essentielles est la suivante. Pour un domaine simplement
connexe, tout chemin fermé peut étre réduit & un point par déformation continue (toute
boucle est homotope & zéro) ; quand f(z) est holomorphe, la valeur de I'intégrale est
indépendante du cycle, or 'intégrale sur un cycle réduit & un point est visiblement nulle
(la fonction est bornée et le chemin est de longueur nulle !). Au total, I'intégrale sur tout
cycle est nulle.

Par ailleurs, quand la fonction f(z) est continue jusque sur la frontiere de son
domaine d’analycité, le résultat (4.30) reste vrai quand le cycle C' est précisément cette
frontiere : grace a la continuité, 'intégrale le long de la frontiere est égale a I'intégrale le
long de tout cycle intérieur infiniment proche — pour lequel (4.30) est vrai.

En guise d’illustration, et pour montrer un premier exemple de la puissance de ce
théoréme, considérons l'intégrale I,, de la fonction (holomorphe) z™ (n € N) le long d’un
cercle centré & lorigine et de rayon 7. Celui-ci peut ainsi étre paramétré suivant z = re'?,
r constant, 0 < 6 < 27, de sorte que 'intégrale cherchée est :

27
I, (g/ 2"dz = / (re’?)" d(rel?) :/ (r"el"?) (ire?)do . (4.36)
Cercle de centre O et de rayon r 0
Au total, I'intégrale vaut ir"*1 f027r el(nt1fqg — jpntl f027r [cos(n+1)0 +isin(n +1)6]d0 ;
cette derniere intégrale est nulle Vn € Z\{—1}, puisqu’elle intégre sur un nombre entier
de périodes des fonctions périodiques de moyenne nulle!!. En définitive, I'intégrale I,, est
nulle Vn € N, en accord avec le théoreme de Cauchy. On verra dans la suite comment
comprendre ce résultat, également vrai pour n < 0 mais différent de —1 (voir sous-
section 4.6.2).

Mais ce théoreme dit infiniment plus : l'intégrale est toujours nulle quand, au lieu
de prendre le cercle ci-dessus, on choisit nimporte quel contour fermé du plan (z"€N est
holomorphe dans C). On peut bien déplacer le cercle ot on veut et le déformer comme
on veut, le résultat ne change pas'2. On mesurera mieux par la suite l’extraordinaire
puissance du théoreme de Cauchy et ses innombrables applications.

Citons une autre conséquence du théoreme de Cauchy, qui permet de définir
précisément la primitive d’une fonction holomorphe :

1 {ne fois définie la notion de primitive, on pourra aussi considérer la primitive i(nll)ei(""'l)e, qui
reprend les mémes valeurs en 0 et en 27 puisque n est entier.
12(est ici vrai car 2"€N est holomorphe dans tout le plan C. On verra par la suite que les singularités

éventuelles de la fonction a intégrer limitent les déformations possibles du contour.
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4.2. Théoréme de Cauchy (1825) 165

Si une fonction f(z) est holomorphe dans un domaine simplement connexe
D, alors la fonction F(z) définie par Uintégrale :

2) € /Z f(zhd (4.37)

considérée comme fonction de sa borne supérieure est une fonction holomor-
phe dans D, et de plus :

w 4 / i) d = £(2) (4.38)

En effet, par la définition de la dérivée, on a :

z+€ z
F'(2) = lim 2P (:+ )~ F(2)) = i 2 e = e =
1 z+& , ,
ghir(l) e/ f(z")dz (4.39)

En posant 2’ = z + &', la derniere intégrale est fog f(z+¢)de, dou :
= lim — z+ 4.40
iy [ ea (4.40)

f étant holomorphe c’est une fonction continue'® et sa dérivée existe ; si on introduit la

différence (2, €) % f(z+ €) — f(2), soit f(z+€) = f(2) +1(z, €), la fonction n(z, €)
est bornée car continue'? sur [0, £] et tend vers zéro avec ¢ :

fe+&)=f) +n€),  limn(z, &) =0; (4.41)
d’ott :
1 [¢€
F'(z) = lim = [ [f(2) +n(z, £)]d¢" . (4.42)
£-0¢& Jo
La premiére intégrale est simplement f(z fo d¢’ = f(z)€, dou :
1 ¢
Fi(2) = f() +lim+ [ (e, €)de’ ; (4.43)
£—0 g 0
n(z, ') étant continue, soit maxj, ¢ |77( £")| le maximum de son module ; 'intégrale est
bornée en module par maxjg, ¢ |n(z fo df" = |Emaxpg, g 71(2, ’)’, d’ott :
1
lim ‘—/ = lim max NN=0. 4.44
tim |2 [ ate €)ag] < tim 2 femaxn(z. €] = i maxn(z, €) (1.44)

I3Rappelons que l’existence de la dérivée f/(z) en un point assure la continuité en z de f(z) : ce
qui n’est pas (forcément) vrai pour une fonction de deux variables, I’est toujours pour une fonction
holomorphe.

Mn(z, €) est continue puisque f(z) I'est. De plus, comme f’(z) existe, on peut méme affirmer que
n(z, &) est de la forme Ee(z, &) ou (z, &) tend aussi vers zéro.
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166 Chapitre 4. Intégration des fonctions d’une variable complexe

Cela étant, (4.43) dit alors que la limite F'(z) existe et vaut f(z) : F(z) est donc
holomorphe, et sa dérivée n’est autre que f(z). Comme en Analyse réelle, une fonction
telle que F' est appelée primitive de f. Noter que si 'on a utilisé en apparence la seule
continuité de la fonction f(z), le fait qu’elle est holomorphe est essentiel (sinon, I’écriture
fzzo f(2")dz’ est ambigué puisque le chemin n’est pas précisé).

La notion de primitive étant généralisée, il est possible d’énoncer les importants
résultats suivants :

1. deux primitives F} et F> d’une méme fonction f different d’une constante :
F5(z) — F1(z) = constante . (4.45)

En effet, soit la différence ®(2) = Fy(z) — Fi(2) = U(x, y) + iV (x, y). D’apres
(4.38) F{(z) = f(z) = Fj(z), d’ou :

P'(2)=0 . (4.46)
® est une fonction holomorphe!® (c’est la différence de deux fonctions holomor-
phes) ; comme sa dérivée ®'(z) est nulle, cette fonction est constante. En effet,

comme on ’a vu au chapitre précédent, il existe quatre facons d’écrire la dérivée
d’une fonction holomorphe, et notamment :

U 9V 9V oU

()= L 2 4.47
(2) Ox i Ox Jy ! dy ( )
Compte tenu de (4.46), il vient :
oU ov ov ou
U WV o 99 4.48
Ox e Ox ¢ Oy ! Ay ’ (4.48)
soit ou oU ov ov
- - = -— = — = 4.4
o 0, 3y 0, I 0, oy 0, (4.49)

d’ou 'on conclut que les fonctions U et V' sont constantes.

2. Si F(z) est une primitive quelconque d’une fonction holomorphe f(z), alors U'inté-
grale entre deux points n’est autre que la variation de cette primitive :

/Z f(2)d2' = F(z) — F(z0) (4.50)

tout comme l'intégrale curviligne de la différentielle d'une fonction est égale a la
variation de cette fonction entre les deux extrémités. En effet, soit F,,(z) la primi-
tive nulle quand z = 2y :

Fou(2) :/zf(z’)dz’ o Fa(:0)=0 . (4.51)

15En particulier, ® ne dépend que de z, pas de z* (voir la remarque 8 p.139 dans le chapitre 3 au
sujet d’une fonction antiholomorphe.)
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Soit F(z) une primitive quelconque de f. D’apres (4.45), F(z) et F,,(z) different
d’une constante, K :

F(z)=F,(2)+ K = /Z f(zH)d2 + K ; (4.52)

l'intégrale est nulle si 2 = zg, d’ont F(z09) = K soit F(z) = fjo f(2")dz" + F(z0) et
la relation (4.50). Comme toujours, la constante additive arbitraire incluse dans la

définition de toute primitive F(z) disparait dans la différence au second membre
de (4.50).

Un autre théoréme utile est le suivant : soit f(z, £) une fonction holomorphe
dans D et continue sur sa frontiere C, ainsi que sa dérivée partielle 9, f(z, £). Alors

F(z) < fc f(z, &) d¢ est holomorphe dans D et sa dérivée est :

o

F'(z) = 9 (4.53)

La démonstration procede tres classiquement en écrivant les parties réelles U et V' de
F, et en les exprimant formellement sous la forme d’intégrales curvilignes sur le chemin
convenablement paramétré. Le théoreme vaut évidemment si f est holomorphe.

4.3 Généralisation au cas d’un domaine multiplement
connexe

Quand la fonction n’est holomorphe que dans un domaine multiplement connexe, le
théoreme de Cauchy n’est pas applicable. De fait, en pareil cas, il existe des chemins ne
donnant pas toujours la méme valeur pour 'intégrale'®.

Figure 4.3: Le contour C est homotope a zéro, C5 ne l'est pas. Le théoreme de Cauchy
s’applique a tous les contours du type C7, mais pas a ceux de la classe Cs.

16Le théoreme reste évidemment vrai pour tous les contours homotopes & zéro situés dans une com-
posante simplement connexe d’un domaine multiplement connexe (contours du type Ci sur la fig. 4.3).
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168 Chapitre 4. Intégration des fonctions d’une variable complexe

Le plus simple est de s’en convaincre sur un exemple!”. Soit la fonction z —
f(z)= % ; elle est holomorphe Vz # 0 puisque la limite :

1 1 1
lim — - — 4.54
hli%h(erh z) (4.54)

existe!® Vz # 0 (et vaut —2 ). Holomorphe dans le plan privé de I'origine C* = C\{0},
elle est holomorphe dans un domaine délimité par deux contours fermés autour de ’origine
ne se recoupant pas, que I'on peut toujours prendre comme deux cercles centrés en O
et de rayons r et R (r < R) — délimitant une couronne circulaire, ’exemple méme de
domaine multiplement connexe.

Figure 4.4: Les deux cercles concentriques de rayons respectifs r et R (r < R) définissent
une couronne circulaire. Pour la fonction %, les intégrales le long des contours C (resp.
C_) et C', (resp. C”) sont égales, celles le long de Cy et C_ sont différentes.

Comme premier contour, soit le demi-cercle supérieur Cy de rayon p (r < p < R)
parcouru dans le sens positif de A vers B, qui donne la méme valeur a I'intégrale que tout
contour C', de mémes extrémités et lui aussi situé dans la demi-couronne supérieure (voir
fig. 4.4), puisqu’ils peuvent étre superposés par une déformation continue les laissant tout
entiers dans le domaine ou % est holomorphe. Le cercle de rayon p est décrit par le point
dont l'affixe est :

z:peie , 0<0<2r . (4.55)

Pour le demi-cercle supérieur, § varie de 0 a « ; I'intégrale le long de C’,, égale a
celle le long de C, s’écrit :

1 1 LS| , L B “
/ —dz:/ —dz:/ = d(pe“’):/ — 1pe19d9:i/ df =ir .  (4.56)
c, * oL * o pe 0o pe 0

Prenons maintenant des contours dans la demi-couronne inférieure, C’_ et le demi-
cercle inférieur C_, ayant toujours les mémes extrémités mais forcément décrits dans le

17Un seul contre-exemple suffit.

18 1

z = 0 est donc un point remarquable pour - (on s’en sera déja douté !). C’est un point singulier
et constitue une singularité de cette fonction. Les singularités d’une fonction f(z) seront précisément
définies dans le chapitre 5, et y feront 1’objet d’une classification.
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sens négatif, afin que A reste le point de départ et B celui d’arrivée ; maintenant, 6 varie
deOa—m:

1 1 T : T ; o
/ —dz = / —dz = / - d(pel?) = / —7 ipe?df = i/ df = —irm .
crz c_* o Pe o Pe 0

(4.57)

Ainsi, pour deux contours ayant pourtant les mémes extrémités A et B, 'intégrale
prend deux valeurs différentes. En particulier, intégrale sur le cycle C U (—C_) n’est
pas nulle et vaut im — (—im) = 2ir ; en désignant par C' le cercle de rayon p (quelconque)
centré a l'origine, on a donc le résultat tres important :

1
/ —dz = 2ir . (4.58)
Cc <

Il est bien clair que le contour ne peut étre ici réduit & un point tout en restant dans le
domaine d’holomorphie de la fonction £ = 2L

D’apres le théoreme de Cauchy, les intégrales ne changent pas si on remplace C
par C! et C_ par C’ ; en raboutant C’, et —C_, on construit un contour fermé (cycle)
de forme arbitraire (mais tout entier dans la couronne et ceinturant l’'origine). D’ou le
résultat fondamental'®

/ 1dz = 2ir (4.60)
T

ou I est n’importe quel contour fermé entourant une fois et une seule 2° Uorigine et décrit
dans le sens inverse des aiguilles d’une montre. Ce résultat est évidemment a rapprocher
du fait qu’une primitive de % est In z et que la variation du logarithme sur une boucle
dépend de la position de lorigine par rapport a cette boucle : nulle si l'origine est a
Pextérieur, égale 2irm si elle est a l'intérieur.

L’idée essentielle a retenir est donc celle-ci : le domaine d’analycité D étant précisé
et les extrémités du chemin étant fixées (et situées dans D 1), ce dernier peut étre déformé
continument ad libitum a condition de rester tout entier dans D. Il est manifeste que
dans l'exemple ci-dessus, le demi-cercle inférieur ne peut pas étre superposé au demi-
cercle supérieur par une déformation continue qui le laisse dans la couronne comprise
entre les deux cercles de rayon r et R. Le point capital est la notion de déformation
continue du contour dans le plan en le laissant tout entier dans une partie connexe, une
opération dont le sens intuitif doit étre clair. Autrement dit, toutes les déformations
de 'élastique le laissant en contact avec le plan (les frontieres des parties simplement
connexes étant des murs infranchissables), laissent invariante la valeur de l'intégrale :
dans l'exemple ci-dessus, il ne faut pas faire “décoller” le chemin pour lui permettre

9 Clairement, ceci se généralise immédiatement en :

J.
ou I';, est une boucle autour de zg.
20D’ apres le calcul précédent, il est bien évident que si on tourne deux fois, on trouve 4ir, etc.

dz = 2ir | (4.59)
20 270
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de sauter par dessus le cercle intérieur (de rayon aussi petit que 1'on veut d’ailleurs)
contenant ’origine. On se convaincra peu a peu que le calcul intégral avec des fonctions
holomorphes est essentiellement un jeu de l’élastique d’un genre particulier.

1 D

N
=

D/

Figure 4.5: D n’est pas simplement connexe, mais D’ 'est. z~!"l est holomorphe dans
D'.

Par référence a la fonction monoéme z — z™ ou n est cette fois un entier quelconque
(par forcément positif), il apparait que le cas n = —1 est trés particulier. Reprenons le
méme calcul que précédemment avec n entier négatif mais différent de —1. La fonction
est holomorphe dans la couronne r < |z| < R ; I'intégrale le long de C est :

1 1 " 1 i0 p i(n+1)
o, " cp A" o (pet?)m n+1
celle le long de C”_ vaut ;:"T+11[e’i("Jr1)7r —1]. Au total, I'intégrale sur le cycle C', U(-C".)

vaut zéro, quoique z™ n’est pas holomorphe dans le domaine simplement connexe D.

En réalité, la couronne r < |z| < R étant donnée, on peut lui trouver des com-
posantes simplement connexes ou la fonction est holomorphe (c’est le cas de D', voir
fig. 4.5), et toute la question est de savoir si la primitive de 2™ est multiforme ou non.
Elle ne est pas si n = —1, elle I'est Vn € Z\{—1}. Les mémes arguments permettent
d’étendre la notion de primitive au cas d’une fonction holomorphe dans un domaine non
simplement connexe, a condition de considérer une composante simplement connexe de
ce dernier.

4.4 Formule de Cauchy

La formule de Cauchy est, avec le théoreme de Cauchy, I’'un des résultats majeurs de ce
chapitre. Elle s’énonce comme suit :

Soit une fonction f(z) holomorphe dans un domaine simplement conneze

D. AlorsVz €D, on a:
1
f(z) = oin /C _gf('él d¢ (4.62)
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4.4. Formule de Cauchy 171

ot C est un chemin contenu dans D et tournant une fois autour de z dans le
sens positif3!.

Figure 4.6: Contour C utilisé pour établir la formule de Cauchy (4.62).

Pour démontrer cette formule, considérons l'intégrale de f(z) sur le contour C
représenté sur la figure 4.6 : deux segments identiques parcourus en sens inverse, une
grande boucle C et un petit cercle v, de rayon r autour du point d’affixe z ; la fonction
% étant holomorphe dans le domaine privé du point z, l'intégrale est nulle d’apres
le théoreme de Cauchy. La décomposant en ses différentes contributions et omettant
d’emblée les deux segments qui se compensent mutuellement, on a :

/&ngr &dgzo — /&déz/ /) dg . (4.63)
c c

E—z N E—z &=z
Posant ¢ = z+7e'? dans le membre de droite, il s’écrit f027r ﬂ%’fe) d(re'?), d’on Iégalité :
2T
/ FE) 4o = f(z+7e)do . (4.64)
c&—=z 0

La fonction f(&) étant holomorphe, elle est continue : on peut donc écrire :
fle+re®) = f(2) +(r,2,0) ,  lima(r,z,0)=0 . (4.65)
Le report dans l'intégrale au second membre de (4.64) transforme cette égalité en :

/ S 4o _ o /2“

22 dE = 2imf(z2) + n(r, z, 0)do . (4.66)
c&—z 0

Le premier membre est visiblement indépendant de la valeur r» du petit cercle autour
de z : il vaut ce qu’il vaut, que 'on complete ou non la grande boucle pour former le
contour C ; de méme, le premier terme au second membre ne dépend aucunement de
r. Il en résulte que lintégrale sur n(r, z, 0) est également indépendante de r et est, en
particulier, égale & sa valeur dans la limite » — 0 ; celle-ci est nulle puisque 7(r, z, 8) tend
vers zéro. La limite du second membre est donc 2imf(z), ce qui établit?? la formule de
Cauchy (4.62) — formule assez extraordinaire : elle montre que les valeurs de la fonction

21En particulier, si f est continue sur la frontiere 8D de D, on peut prendre C' = dD.
22Pour une autre démonstration, trés instructive, voir [7], §5.21.
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f(2) dans son domaine d’analycité ne dépendent que de ses valeurs sur la grande boucle
C, qui peut d’ailleurs étre la frontiere 9D de D (si f y est continue).

On verra que cette formule a de nombreuses conséquences tres importantes. Une
toute premiere est ce que l'on appelle la formule de la moyenne, qui s’exprime comme
suit :

1 [T7

:% -

f(2) f(z+7re?)do (4.67)

Pour établir cette formule, on peut repartir de la formule de Cauchy (4.62), prenant pour
C le cercle 7, de centre z et de rayon r, ot1 £ = z 4 re'? ; il vient :

1 flz+re?) L[
1(z) = 2im /Y'r reie 1 C 4 = 27

d’out la formule de la moyenne (4.67). Comme el est 27-périodique, ce résultat reste vrai
pour n’importe quel intervalle d’amplitude 27 ; 6y désignant un angle quelconque, on a
donc tout autant :

f(z+rel?)do | (4.68)

—T

Oo+2m
fz) = = / et re®) a0 (4.69)

o 2T 0o

Le second membre de (4.67) peut bien étre considéré comme une moyenne : c’est
la moyenne des valeurs de la fonction f sur le cercle de centre z, I'angle 6 étant tiré
au hasard uniformément?? sur l'intervalle [—m, +7[. On obtient ainsi un résultat assez
extraordinaire : la valeur de f au centre du cercle est la moyenne des valeurs sur le cercle,
et ce quel qu’en soit le rayon?? !

En écrivant les choses comme en théorie des probabilités, et désignant par P(f)
la densité de probabilité (ici uniforme, c’est-a-dire “plate”), on a :

. o . T .
moyenne de f(z 4 rel?) = P(0)f(z 4 rel?)do = / Py f(z+ref)do , (4.70)
. _x 27
d’ott une autre écriture de ce résultat :
f(z) = (f(z +re”)) (4.71)

Comme toujours, une telle formule remarquable permet d’établir des résultats non
triviaux. Par exemple, prenons f(z) = e* ; alors (4.68) donne :

1 + i 1 R
e? e’ dh e / e’ do =1 ; (4.72)
™

27 -7 -7

23 uniformément réparti signifie que la densité de probabilité P(0) est constante sur cet intervalle ; la

normalisation (“somme des probabilités = 17) s’écrit fj: P(0)dd =1 et donne P(0) = %

24Ce résultat deviendra a posteriori évident par mise en relation avec le développement de Taylor
(infini) de f(z) laquelle, en tant que fonction holomorphe, est infiniment dérivable, comme on le verra
ci-dessous. En admettant la convergence uniforme de ce développement de Taylor (on démontrera au
chapitre 5 qu’il en est bien ainsi), on obtient une série de terme général f02" (reif)™ % £ (0)do, n € N;
toutes les intégrations sur 8 donnent zéro, sauf pour le terme n = 0.
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cette derniére égalité n’a rien d’évident & premiere vue??, pas plus d’ailleurs que les deux
égalités qui en découlent immédiatement en séparant les parties réelle et imaginaire.

Il y a bien plus ; la formule de la moyenne leve le voile sur un résultat autrement
plus profond, appelé Principe du mazimum : le module d’une fonction holomorphe dans
D et continue sur la frontiere prend sa valeur maximum quelque part sur la frontiere de D.
Avant de donner le fil de 'argument permettant de comprendre intuitivement pourquoi
il en est ainsi (pour plusieurs démonstrations, voir [6], §5.1), rappelons un lemme utile.

Soit ¢(x), x €R, une fonction continue et telle que ¢p(z) <A ; si ﬁ fab d(x)dx> A,
alors la fonction ¢(z) est constante et égale & A. En effet, supposons que pour une valeur
quelconque ¢(z) < A ; alors il existe un £ >0 et un intervalle [z — §, z+ ] on p(x) < A—e.
Dans ces conditions, séparant 'intégrale en deux morceaux (sur [z — d,  + d] et son
complémentaire) :

/bqﬁ(x) dz < 20(A—2) + (b—a— 20)A = (b— a)A — 26¢ | (4.73)

d’on ﬁ fb o(z)de<A-— sza, en contradiction avec ’hypothese. Il ne peut donc exister
a a

aucun z € [a, b] pour lequel ¢(z) < A, permettant d’affirmer que ¢(x) > A quel que soit

2. Comme on a aussi ¢(x) < A pour tout z, la conclusion est que ¢(z) est constante et

égale a A.

Soit maintenant une fonction f(z) holomorphe dans D simplement connexe, et
C un contour fermé situé dans D. |f(z)| possédant un maximum M quelque part sur
C, |f(z)| <M, on va voir que |f(z)| <M quel que soit z & lintérieur de C. Pour cela,
supposons au contraire qu'il existe zo dans C' tel que |f(zo)| est supérieur ou égal & toute
autre valeur de |f(z)| ; Co étant un cercle de centre zy contenu dans D, la formule de

Cauchy est f(z0) = 5= fCo % dz. Posant f(z) = pe'® f(zp), elle se récrit comme :
1 ip 1 2w )
1=— pe dr = — pe‘<z> de (4.74)
27 Je, 2 — 20 2m J,
p et ¢ étant des fonctions de 6. Prenant les modules, 1 < % 02 " p df. Par hypothese,

P £ % <1 ; en vertu du lemme ci-dessus, on en déduit p=1. De surcroit, prenant

la valeur réelle de (4.74), il vient 1= % fo% cos ¢df ; comme cos @ <1, le méme lemme
permet de conclure que cos¢ =1, d’ott au total f(z) = f(20), quel que soit z. En défi-
nitive, supposer qu’il existe un point quelconque zg ol le module de f(z) prend une
valeur supérieure ou égale a toute autre de ses valeurs conduit & la conclusion que | f(z)]
est la fonction constante. Si 'on exclut ce cas sans intérét, en tout point quelconque zg
a lintérieur de C, |f(20)| ne peut étre supérieur ou égal & toutes ses autres valeurs, et
en particulier & M, d’ou |f(z0)| < M, maximum du module sur le cercle.

25Sauf si on développe 'intégrand en série, on invoque la convergence uniforme et on utilise le fait que
[27 0 df = 27, 0.
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Récrivons maintenant la formule de la moyenne (4.67) en notant zy le centre du
cercle Cy d’équation zg + roel? :

2T

f(20) flzo+ roew) do ; (4.75)

:%0

on a |f(z0)] = Lﬂ|f02”f(z0 + rpei?) df| < % 027r |f(z0 + roei?)|df. En appelant M; le
maximum de | f(z)| sur le cercle Cp, on a donc :

2T

1 1
< — M{d0 = —M 2m = My ; 4.
|f(Zo)|_27T | 1 57 My x 2w 15 (4.76)

ainsi, le module de f(zg) est plus petit (ou égal) & sa plus grande valeur sur le cercle.
Supposons que le maximum M; soit atteint au point z1; on peut alors introduire le cercle
C1 de centre z; et de rayon r; et, utilisant la formule de la moyenne, affirmer que le
module de f en z; est plus petit que la valeur maximum M, atteinte quelque part (en
z9) sur le cercle C1, sur sa portion de circonférence extérieure & Cy, puisqu’en tout point
intérieur & Cy, | f(2)] < M7. Répéter ce processus met en évidence une famille de cercles et
une suite monotone croissante de bornes supérieures M,, pour |f(z)|. Jusqu'ott peut-on
aller 7 Visiblement jusqu’a la frontiere du domaine ou f est holomorphe, et en supposant
f(2) continue sur cette frontiere, d’ou le Principe du maximum.

B3,

7

Figure 4.7: Construction de la famille de cercles C), de centres z, ; le maximum relatif
M,, est sur le cercle Cy,—1 (voir le texte).

Cela étant compris, on peut de plus affirmer que si f(z) ne s’annule pas dans D,
alors le minimum de |f(z)| est également sur la frontiere de D. En effet, si f(z) # 0
Vz € D, la fonction ﬁ est holomorphe dans D ; le maximum de son module est donc

sur la frontiere, et c’est aussi le minimum de | f(z)].

Les mémes propriétés valent aussi pour les parties réelle et imaginaire de f : il suffit
de raisonner avec les fonctions holomorphes F(z) = ef(*) et G(z) = €/*). L’inexistence
d’extremum pour u(zx, y) et v(z, y) a déja été relevé en tant que conséquence des condi-
tions de Cauchy - Riemann, qui entrainent Au = Av = 0.
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4.5 Dérivées d’ordre supérieur

La propriété d’analycité d’une fonction f(z) fait de celle-ci un objet trés robuste, et a
des conséquences innombrables, dont les plus importantes viennent d’étre données. Une
autre propriété remarquable peut étre énoncée comme suit?® :

Si une fonction f(z) est holomorphe dans un domaine simplement connexe
D et continue sur la frontiere?” 0D, elle posséde en chaque point de D des
dérivées de tous les ordres ; la dérivée d’ordre n est donnée par la formule :

fM(z) = n /6D % d¢ (4.77)

© %irm

La propriété pour une fonction holomorphe d’étre infiniment dérivable a été sus-
pectée des le chapitre 3, une fois établies les conditions de Cauchy - Riemann. L’existence
de f(™ va étre prouvée en démontrant la formule (4.77), en déroulant un raisonnement
par récurrence.

Prenons d’abord n = 1 ; par la définition de la dérivée :

flz+h) - f(z) |

") = | 4.
1) = i L2 2T (1.75)
a ’aide de la formule de Cauchy, le second membre s’écrit successivement :
11 1 1
im —— e N9 dé = —— lim/ fo_ 1 d¢ . (4.79)
h—0 h2im Jop |E—(24+h) E—2 2T h—0 Jogp E—2E—2—h

Le terme g_z%h tend uniformément vers f+z quand h — 0. En effet, z et |h]
étant fixés, z + h décrit le cercle de centre z et de rayon |h|. Soit {p l'affixe du point

de la frontiere le plus proche de ce cercle. Alors, pour tout point £ de la frontiere, on a
€ — 2| > |ép —z|=AD et | — (2 + h)| > [€p — 2| — |h| = BD. 1l en résulte que :

1 1

E—(z+h) &-z

' h _ h
e=G+nlE-2)] = (o =2l = [h)[ép — 2| -

Cette derniere quantité est une borne indépendante de £, et tend vers zéro avec h, ce qui
établit la convergence uniforme en ¢ de la quantité au premier membre. On peut donc

(4.80)

26Pour se souvenir des détails de (4.77), penser & I’homogénéité, en imaginant que z n’est pas un
nombre pur.

D désigne le domaine fermé formé par D et sa frontiere 9D.

27Référence est faite & la frontiere pour obtenir le résultat dans le domaine le plus vaste possible.
Le méme résultat vaut pour tout contour fermé C' entourant le point d’affixe z, ’essentiel étant que C
contienne z en son intérieur.
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13
frontiere 0D de D

€ = (z+h)| =BD = [ép — 2| — |1

Figure 4.8: {p est I'affixe de D, point de la frontiere 0D de D le plus proche du cercle de
centre z et de rayon |h|.

intervertir limite et intégration (la limite de I'intégrale est égale & I'intégrale de la limite,
[lim, []=0) ; prenant dans (4.79) la limite sous l'intégrale :

F(z) = i/@p (§f(7§>2d§ , (4.81)

- 2im —2)

établissant la formule annoncée pour n = 1, ce qui constitue la “condition initiale” du
raisonnement par récurrence.

Supposons maintenant que f(™ est donnée par 1’expression (4.77) ; alors, par
définition de la dérivée :

0402 = gy L) = S

4.82
h—0 h ’ (8)

soit, par hypothese :

1 n! 1 1
(41 () = lim — —— [ - d¢ . 4.83
1) = i e |10 e~ e 46 (4.83)
En réduisant au méme dénominateur le grand crochet, et en utilisant la formule du
binéme pour arranger le numérateur qui en résulte, il vient :

! 1 h(E —2)" 2
2im h—0 h Jop (& —2z—h)rtl(g — z)ntt
@+1ﬂ/ f(©)

- d¢ 4.84

op (§—2)"+? (4.84)

2im

FOtD(2) = d¢ =

ou la propriété de convergence uniforme (en &) a été de nouveau invoquée pour légitimer
la derniere égalité. Ainsi, si la relation (4.77) est vraie pour n, elle 'est aussi pour n+1 ;
comme elle est démontrée pour n = 1, elle est vraie pour tout n fini, ce qui acheve la
démonstration par récurrence. On obtient ainsi le résultat trés important : des qu’une
fonction est holomorphe (c’est-a-dire une fois dérivable), elle est infiniment dérivable,
et on dispose maintenant en plus d'une expression®® intégrale pour la dérivée d’ordre

28 Cette expression peut d’ailleurs visiblement étre considérée comme une généralisation de la formule
de Cauchy (4.62), cette derniére étant vue comme (4.77) avec n = 0.
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n. Une autre fagcon d’exprimer la méme propriété est de dire que toute dérivée d’une
fonction holomorphe étant infiniment dérivable est holomorphe.

En bout de course on peut remarquer que les expressions (4.81) et plus géné-
ralement (4.77) des dérivées s’obtiennent directement par dérivations sous le signe inté-
grale : les démonstrations ci-dessus montrent que de telles opérations sont légitimes,
grace a la convergence uniforme. On aurait pu aussi invoquer le théoreme énoncé p. 167,
exprimé par 1’équation (4.53).

La formule (4.77) permet de démontrer d’importantes inégalités, appelées inégali-
tés de Cauchy, énoncant des bornes supérieures pour toutes les dérivées d’une fonction
holomorphe. Soit M le maximum du module d’'une fonction f holomorphe dans un
domaine D, et soit dmin la plus petite distance de z & la frontiere 9D de D (c’est-a-dire
dmin = Mingec gp |€ — 2|). En notant L la longueur de 9D, (4.77) permet d’écrire :

! ! ' ML
=5 | [ %d&‘sg—ﬂ o g‘ w AL (4.85)

En particulier, si f(z) est holomorphe (analytique) dans un disque |z — 29| < R et en
choisissant ce dernier comme domaine D, alors la plus petite distance est dpnin = R et
L =27 R. Dans ces conditions, (4.85) devient :

M (2)] < nR—M (n € N)|. (4.86)

Ces inégalités permettent de démontrer 'important théoreme de Liouville??

Une fonction holomorphe pour toute valeur finie de z, et bornée, est une
constante.

L’énoncé signifie que I M, |f(2)] < M quel que soit z, et que |f(z)| est borné quand
|z| = +o00. En termes plus elliptiques : les seules fonctions entiéres bornées sont des
constantes’

Soit z un complexe donné ; si f(z) est bornée et entiere, I'inégalité (4.86) avec

n = 1 donne :
M

F'Gl < & (4.87)

z étant le centre du cercle de rayon R, et M une borne supérieure pour |f(z')| quel que
soit z’ dans C. Comme f est entiere, on peut choisir R aussi grand que 1’on veut, de sorte
le premier membre est en fait nul : f/(z) = 0 ; comme z est quelconque, on a f'(z) = 0.

29aussi appelé théoréme de Cauchy - Liouwville, puisque Cauchy est le premier & I'avoir énoncé.

3071 faut bien ajouter ’hypothese que f est bornée. En effet, toute fonction dérivable (holomorphe)
est continue ; si c’est sur un fermé, elle est donc bornée. Une fonction entiere est holomorphe, donc
continue, dans tout le plan C, qui n’est pas fermé. Une fonction entiére n’est donc pas forcément bornée.
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Maintenant, par définition de la primitive d’une fonction holomorphe (ce qu’est f/(z)),
ona :

£G) = 1) = [ FEd v (4.88)
et comme f'(z) =0, il vient :

f(2)=fl20) =0 = [f(z)=f(20) V2, (4.89)

qui montre que la fonction f(z) prend la méme valeur partout. En d’autre termes, une
fonction entiere qui n’est pas constante doit diverger quelque part quand |z| — 400 (mais
pas forcément quel que soit Pargument de z) ; par exemple e* est une fonction entiére
(qui n’est pas constante !) qui diverge si |z| — 400, Rz > 0, mais qui tend vers zéro
si |z] — 400, Rz < 0. Autre exemple, dans le méme ordre d’idées®' : si une fonction
f(2) est bornée par Mz™ quand |z| est assez grand, f(z) est un polynome de degré < n.
Dans ce contexte, citons le petit théoréme de Picard, loin d’étre petit puisqu’il va bien
plus loin : une fonction f(z) entiére non constante prend toutes les valeurs complezes,
sauf peut-étre une ; autrement dit3?, toute fonction entiere non bornée a pour image C,
a I’exception possible d’un point. Exemple de cette exception : la fonction exponentielle
qui ne prend pas la valeur zéro dans C.

Il est maintenant possible d’établir la réciproque du théoreme de Cauchy, appelée
théoreme de Morera, qui s’énonce comme suit :

Si une fonction f(z) est continue dans un domaine simplement conneze
D et si l'intégrale fc f(2)dz pour tout cycle C situé dans D est nulle, alors
f(z) est holomorphe dans ce domaine.

En effet, décomposons le cycle C' en deux chemins distincts, C; allant d’un point
A a un point B, 'autre Cs allant de B & A. Par hypothese, les intégrales le long de C1 et
de —C'; sont égales. La fonction étant supposée continue partout dans D, cette opération
peut étre faite pour n’importe quel cycle, d’ou 'on déduit que, pour tous les chemins
dans D, l'intégrale ne dépend que des extrémités. Reprenant alors la méme démarche
que pour le théoréme p. 165 (voir & la suite de (4.39)), olt on n’a finalement utilisé que
la continuité de f(z), on voit que la relation :

F(z) < /Z f(z)dz (4.90)

définit une fonction F'(z) possédant une dérivée F'(z), de ce fait holomorphe dans D.
F'(z), en tant que dérivée d’une fonction holomorphe, est aussi une fonction holomorphe ;
comme F’ = f, le théoréme de Morera s’en trouve démontré.

31Une fois introduite la représentation d’une fonction par un développement en série (chapitre 5, en
la circonstance une série de Taylor), cette affirmation deviendra évidente.

320u encore : toute fonction entiére dont l’image nme contient pas au moins deux nombres complezes
est une constante.
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Ce théoreéme permet de montrer que si une fonction f(z,&) est analytique en z et
continue en ¢ dans un domaine simplement connexe D, alors la fonction F(z) :

2) /C f(z, €)de (4.91)

est une fonction analytique dans D, C' étant une courbe dans ce domaine. Notons d’abord
que la continuité de f(z, £) entraine celle de F(z). Soit maintenant un cycle I' dans D,

et lintégrale I :
1"_“/ F(z dz—/ /f d§ dz. (4.92)
I

L’hypothese de continuité sur f(z, £) permet d’inverser I'ordre des intégrations®?, pour

écrire :
/ / fle. §)dz) de | (4.93)

En vertu du théoreme de Cauchy, Iintégrale interne est nulle, d’ot I = 0. Revenant
4 (4.92), on en déduit que [, F(z)dz = 0 ; F(2) est donc une fonction continue dont
I'intégrale sur tout cycle est nulle : d apres le théoréme de Morera, F'(z) est holomorphe.

4.6 Illustrations

Il s’agit d’illustrer les résultats importants obtenus ci-dessus & propos de la fonction
z = Z=2"= f(z) ou n€Z. Ce choix n’est pas innocent, dans la perpective d’étu-
dier ultérieurement la possibilité de représenter une fonction quelconque par une série
de puissances entieres (positives ou négatives). Visiblement, selon que n est positif ou
négatif, f(z) est bornée ou non dans C. Ceci justifie, pour la clarté, d’étudier les différents
cas séparément.

46.1 n=0,1,2...

Pour les valeurs entieres positives ou nulles de n, 2™ est holomorphe dans tout le plan C.
Par le théoreme de Cauchy (voir (4.30)), on a donc de suite :

/ z"dz =0, (4.94)
c

ou C est n’importe quel contour fermé. Ce résultat s’obtient aussi d’une autre fagon :

f(z) = 2™ étant holomorphe dans tout domaine simplement conxexe {z, |z| < R}, sa
n+1
T

primitive et bien définie : c’est F(z) = Pour un chemin quelconque reliant deux

points d’affixes z1 et zo9, on a donc :

/zz " g 7[2}"-‘_1]227 1 (n+1 n+1) (495)
R P iy | ) '

3311 s’agit d’un théoreme classique d’Analyse réelle, que 1’on utilise en raisonnant séparément avec les
parties réelle et imaginaire.
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Si on adopte la représentation polaire, z; = pjeiej, il vient donc :
z2 1 . .
2" dz = n+le(n+1)102 _ n+le(n+1)101 ) 4.96
/ — o | (1.96)
Prenons maintenant une boucle partant de z; et arrivant en zo = 21 = plewl, auquel cas
I'intégrale doit étre nulle ; c’est bien ce que donne le second membre de (4.96), quel que
soit le contour, qu’il contienne ou non l’origine. Dans le premier cas, quand on décrit le
cycle, Pargument part de la valeur 6 et y revient strictement a la fin du cycle. Dans ce
second cas (Porigine est a intérieur du cycle), 'argument part de 67 et vaut 6; + 27 a la
fin ; mais comme e!("+DE1+27) — i+ pyisque (D2 = 1¥n € N (et méme pour

)

n € Z), le second membre de (4.96) est encore nul.

On peut encore raisonner comme suit, en partant d’une boucle entourant 1’origine.
Cette boucle peut étre remplacée par un cercle de rayon p, paramétré suivant z = pe'? ;
l'intégrale a alors I’expression explicite f027r pre™d(pel?), soit ip"t! f027r el t10q0  qui
est nulle quel que soit n € N (et méme pour n € Z\{—1}). Toute autre boucle autour
d’un point zg quelconque donne le méme résultat : on pose z = zo + pe'?, et on développe
suivant la formule du binéme.

Tllustrons maintenant la formule de Cauchy, qui s’écrit ici :
2" ! &

" 2in c€&—=z

dg ; (4.97)

si on veut fixer les idées, on peut avoir en téte* une fois pour toutes le contour C' formé
par le cercle v de rayon R centré sur z.

11 s’agit donc de calculer directement le second membre de (4.97) et de vérifier
qu’il vaut z™. Pour cela, on écrit £" = [(£ — z) + 2]™ et on développe suivant la formule
du binéme. Il vient alors :

€n

cé—2

de =) CP" P [ (¢ —2)Phde . (4.98)
S,

Comme on 'a vu dans la section 4.3, le terme p = 0 mérite une attention particuliere.
En extrayant ce terme de la sommation, il vient :

§" _on dg - n— Y=
/CE_ngfz /Cg_z+;cgz P/C(g 2Pt de (4.99)

Toutes les intégrales de la sommation de (4.99) sont nulles®>, puisqu’elles sont précisément
de la forme [, &7d¢" avec ¢ = p —1 > 0. Seule survit intégrale mise & part, venant du

terme p = 0 ; d’apres (4.59), elle vaut 2ir. Au total, le second membre de (4.97) vaut

bien ﬁ 2™ (2im) = 2™, en accord avec la formule de Cauchy.

34Le peu qui a été dit sur les possibilités de déformer contintiment le contour (sans faire décoller
I’élastique) permet d’affirmer que les résultats énoncés avec yg restent vrais pour tout contour fermé
entourant z.

35Ceci se vérifie aussi directement, en posant £ = z + Re’. L’intégrand est alors de la forme
(Reig)p_1 iRel? = iRP P?. Comme p est un entier strictement positif, I'intégrale de 0 & 27 est nulle
(une telle intégrale est en fait nulle Vp € Z*).
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46.2 n=-1,-2, ...

La fonction 2™ est maintenant holomorphe dans tout domaine {z, r < |z| < R}, r et R
étant quelconques mais finis, domaine non simplement connexe. A nouveau, il convient
pour la clarté a ce stade d’effectuer une distinction, en traitant successivement les deux
cas,n = —1 et n # —1.

Hn=-1

Pour tout contour fermé qui ne contient pas l'origine en son intérieur — donc situé tout en-
tier dans une composante simplement connexe du domaine d’holomorphie —, le théoreme
de Cauchy donne :

/ 2z tdz=0, (4.100)
C

Tant que le contour est tout entier situé dans une telle composante, la primitive®® de %
est bien définie, c’est In z, donc :

z2 1
/ —dz=[Inz]2=Inz —Inz , (4.101)
2 Z

1

On sait que la fonction logarithme possede une infinité de déterminations, différant de
2ikm les unes des autres (k € Z) ; bien évidemment, pour calculer la variation In zo —In 21,
il faut prendre la méme détermination pour chaque terme, de sorte que par différence, le
résultat est le méme quelle que soit la détermination choisie®”. Il en résulte :

21 |z2| .
—dz=1In— + 1921 (4102)
zZ1 z |Zl|

ou l'angle 027 est 'angle représentant la variation de I'argument quand on se déplace
continiment de z; & z5. Prenons maintenant un contour partant de z; et se terminant
en zo infiniment voisin de z;. Si le contour choisi ne contient pas 'origine, la variation
de largument est nulle (621 = 0) et (4.100) est vérifiée. Si le cycle contient lorigine, cela
a encore un sens de manipuler la primitive puisque ’on peut rester dans une composante
simplement connexe (voir fig. 4.9) ; allant de 2z & 23, on fait un tour (presque) complet,
la variation de I'argument vaut +2m — 0 (21 = 27) et 'intégrale au premier membre

Lntl
n+1
ce qui est indéniable. Il est toutefois intéressant de remarquer que le résultat (4.101) peut s’obtenir en
partant du cas général en y faisant tendre n vers —1 dans la différence ntl

36 A un niveau élémentaire, on apprend que la primitive de z" est pourn # —1l,etlnzsin = —1,

1 1
g G 271 (et en prenant
soin bien stir de ne manipuler qu’une détermination du logarithme, choisie (arbitrairement) une fois pour
toutes).

. . . . . N +1
Ce “miracle” se produit tout simplement parce que la primitive de z% est, Va € C, égale a Z:_H

(comme on le voit en revenant & la définition de la fonction puissance généralisée). La limite « — —1 se
trouve facilement en écrivant 21 = e(@T1)Inz ot on développant I’exponentielle autour de v = —1.

37Tout comme, en Physique, quand on calcule une variation d’énergie potentielle : le résultat est
unique (c’est le travail de la force, qui n’a qu’une seule valeur !) et se moque de la constante additive
choisie une fois pour toutes pour I’énergie potentielle.
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de (4.100) vaut i x 2w, en accord avec le résultat obtenu en (4.58) par considération
d’un cycle circulaire. Noter que, ce faisant, on ne franchit pas la coupure figurée par le
tortillon semi-infini & double fleche partant de l'origine (voir fig. 4.9). Tout naturellement,
la primitive étant multiforme, elle ne reprend pas la méme valeur une fois que 1’'on est

arrivé en zo infiniment voisin de z;.
—\"

Figure 4.9: Le contour C relie deux points infiniment voisins z; et zo tout en restant
dans un domaine simplement connexe ou % est holomorphe.

Hn+-1

A nouveau, la fonction analysée f(z)=2z"= ﬁ est holomorphe dans C privé de l'ori-
gine. Pour tout contour fermé qui ne contient pas l’origine en son intérieur, on a donc
toujours :

/ L (4.103)

C
b . . . . P Z'n.+l

ce que l'on peut retrouver aussi en calculant la variation de la primitive F(z) = % T -
c’est une fonction & une seule détermination, qui reprend donc la méme valeur au départ
et a larrivée.

Il en va encore de méme si le contour C contient 'origine ; on peut a nouveau
raisonner comme avec le logarithme (mais il n’y a a plus de coupure), en considérant la
composante simplement connexe et deux points infiniment voisins ; mais comme n est un
entier # —1, la primitive F'(z) reprend cette fois la méme valeur quand si ’argument de z
a augmenté de 2w — 0. Toutefois, on ne peut pas ici invoquer le théoréeme de Cauchy, qui
suppose la fonction holomorphe dans le domaine ceinturé par le contour (celui-ci n’est
pas réductible & un point, puisqu’il faut rester a l'extérieur d’un voisinage de 'origine,
aussi petit soit-il). Ceci n’est pas non plus en contradiction avec le théoréme de Morera,
qui exige que la fonction soit continue partout dans D, ce qui n’est pas le cas ici.

En rassemblant tous ces résultats, on peut finalement écrire :

/ (2 —20)"dz = 2imd,, —1 Vn € Z (4.104)
c
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ou C' est un contour contenant zy en son intérieur ; répétons que ce résultat peut aussi étre
obtenu d’un coup en remplacant le contour C' par le cercle paramétré par z = z 4 rel?.

¢ Remarques

e Il faut bien retenir que dans les énoncés des théoremes précédents, chaque mot
pese : holomorphe, simplement connexe et, éventuellement, quantificateur (VC,
par exemple).

1. dans l'exemple qui vient d’étre donné, le théoreme de Cauchy n’est pas ap-
plicable puisque le contour se situe dans un domaine multiplement connexe
(typiquement : une couronne délimitée par deux cercles centrés & l'origine),
domaine d’holomorphie de la fonction.

2. Un autre exemple, o I’hypothese manquante n’est pas la simple connexité,
mais le fait que la fonction n’est pas holomorphe. Soit la fonction z — 2*2,
visiblement non holomorphe ; il est facile de montrer3® que :

1 6*2
2im Jp & — =2

d¢ = 2%, (4.105)

ou I' est un cercle centré sur z et de rayon quelconque. A nouveau, (4.105)
a tout l'air d’étre un cas particulier de la formule de Cauchy, mais il n’en est
rien, puisque f(z) = z*2 n’est pas holomorphe.

e Le cas ol n est quelconque (pas entier, mais réel voire complexe) est tres intéressant
en soi, mais exige une étude particuliere : en effet, la fonction 2 étant multiforme,
tous les théoremes énoncés plus haut doivent étre revisités et, éventuellement,
convenablement généralisés — c’est au fond ce que l'on a fait avec le logarithme
en considérant deux extrémités infiniment voisines. L’introduction des surfaces de
Riemann, abordée ultérieurement (voir chapitre 5, section 5.6), est en grande partie
justifiée par ce souci d’extension. Une chose est stire : pour « réel quelconque se
substituant & n, (4.96) devient :

z2 1 . .
z%dz = atleilat)fz _ jatlgilat)on) 4.106
/ ——(s§ 0 | (4.106)
Si z9 est infiniment proche de z; = zp, le second membre est nul ou non, selon
que 'on a tourné ou non autour de l'origine. Dans le premier cas, I’argument part
d’une valeur donnée 0y et y revient :

/ z%dz = ;pg‘*'l[ei(o”rl)‘g0 — i) — o . (4.107)
cycle ne contenant pas O o+ 1

3811 suffit de calculer directement I’intégrale en paramétrant le cercle.
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Au contraire, si Porigine est a l'intérieur du contour, Pargument passe de 0y a
0o + 27 de sorte que 'on a :

/ 2%dz = L p8‘+1[ei(”‘+1)90 _ ei(a+D)(6o+2m)]
cycle contenant O o+ 1

a+1
pO i(a+1)00 1 _ J2iam 4 1
P [1—e77] # 0, (4.108)

puisque pour « non entier, €29 #£ 1. Comme on ’a déja vu, I'origine est un point
remarquable (singulier) : de ce point de branchement part une ligne continue de
singularités, infranchissable tant que le caractére holomorphe doit étre préservé,
c’est une coupure. ¢
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Chapitre 5

Représentation des fonctions
analytiques par des séries.
Théoreme des résidus

“Un mathématicien est une machine
a transformer le café en théoremes.”

(Paul ERDOS, 1913-1996)

Aprés un rappel et une généralisation de résultats classiques d’analyse réelle permettant la
classification des singularités, un théoréme capital sera démontré : le théoréme des résidus.

La notion de développement de Taylor est bien connue en analyse réelle. Dans
un premier temps, on va voir qu’elle s’étend aux fonctions holomorphes dans un do-
maine simplement connexe. Par la suite, elle sera généralisée pour montrer dans quelles
conditions une fonction f(z) peut étre représentée par une expression du genre :

—+oo

f(z) = Z en(z—a)" . (5.1)

n=—oo

La particularité d’un tel développement (appelé série de Laurent, voir section 5.2) est de
contenir a priori toutes les puissances entieres du mondme (z —a), positives et négatives.
Ce résultat est d’une importance capitale, et permet notamment, quand a est une singu-
larité de f, une classification des singularités d’une fonction ; les singularités jouent un
role de premiere importance dans toute la suite. Ceci étant fait, on pourra démontrer un
théoreme fondamental pour les applications, le théoréme des résidus (voir section 5.4).
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5.1 Séries de Taylor

La série de Taylor d’une fonction s’introduit naturellement comme suit. Soit la somme
géométrique! (X # 1) :

ds 1— X"t

ce qui peut se récrire comme :

1 1
— — =1+ X+ X+ X —— X 5.3
T % FX+XT 4 X (5.3)
L’expression de droite peut d’abord étre vue comme un développement limité d’ordre n
de la fonction ﬁ au voisinage de X = 0 ; en outre, la fonction étant dérivable, les
1,d" 1

coefficients du développement sont en fait les nombres = (5w =% )x=0 = 1 ; le reste

est bien de la forme X"e(X) avec £(X) = 2% — 0 quand X — 0. (5.3) est donc plus

précisément le développement de Taylor de ﬁ centré en X = 0, limité a 'ordre n.

—z

les diverses relations et théoremes établis au chapitre précédent. Introduisant de plus un
complexe quelconque a, on a :

1 1 1 1

Considérons maintenant la fraction rationnelle %, qui joue un roéle central dans

_ - , 5.4
2 € a+la-2 E-al_z= (54)
En faisant la substitution X = £=2 dans (5.3), il vient :
1 1 z—a z—a\?2 zZ—a\" 1 z—a\"t!
(=) (=) o (=) (e=2) | 6
£ 5—a[+ =) \eza) T g, +1—§:—g f—a (5:5)
soit :
1 1 z—a (z —a)? (z—a)” 1 z —a\ntl
= + + +..+ + ( ) . (5.6
A L e e ) A
Soit maintenant une fonction f(z) holomorphe dans un domaine D simplement
connexe. Multiplions membre & membre (5.6) par % et intégrons sur un contour C € D

entourant a et z (ce peut étre la frontiere de D si f y est continue). D’apres la formule de
Cauchy établie au chapitre 4, le premier membre de (5.6) donne f(z) ; d’apreés la méme
formule et sa généralisation :

f™(a) = l!/c&d& (n eN) , (5.7)

2T Jo (€ —a)ntl

IPour X = 1, on a trivialement S, = n + 1. Par ailleurs, le développement classique (5.2), démontré
a un niveau élémentaire pour X € R en retranchant XS, a S, est de toute évidence également vrai
pour X € C. Noter que (5.2) redonne le résultat bien connu : la somme des N racines N de I'unité est
égale a zéro.
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les différentes puissances au second membre de (5.6) donnent les dérivées successives de
f(2), au facteur %; pres. Au total, (5.6) se transforme en :

7(2) = F@)+ 57/ (@)(z —a) 4 o £ (@)~ af o [ (a)(z —a)" + Ba(z) , (58)

ou la quantité R,,, toujours appelée reste, a pour expression :

ot (@
()= 55— [ i e (>

Visiblement, le développement (5.8) généralise au cas d’une fonction holomorphe la notion
de développement de Taylor introduit en Analyse élémentaire & propos d’une fonction
réelle d'une variable réelle.

Maintenant, une question naturelle vient a I’esprit : sous quelles conditions peut-
on “pousser” un tel développement & I'infini? ? Plus précisément, que faut-il pour que,
dans la limite n — 400, le reste R,, tende uniformément vers zéro ? Quand ces conditions
sont réunies, alors la fonction f peut étre représentée par une série de puissances positives
du simple monéme z — a :

1

—+o00
z) = cn(z —a)” c:l(”)a—_ f(&)
f(2) ;n( L AN /C

ek (5.10)

T i

La réponse & cette question est fournie par le théoreme suivant? :

La fonction f(z) peut étre représentée par sa série de Taylor (5.10) dans
tout disque ouvert de centre a dans lequel elle est holomorphe. Dans tout
domaine fermé inclus dans ce disque, la série (5.10) converge uniformément.

Pour démontrer ce théoréme, on introduit la variable (muette) £ se déplacant sur le
cercle? vg de centre a et de rayon R ; le disque correspondant est supposé tout entier
contenu dans le domaine d’holomorphie de f ; soit z dans ce disque : |z — a| < R, soit
|z —a] = kR avec 0 < k < 1 (voir fig. 5.1). Par I'inégalité triangulaire :

€ —al =[€-2)+(—-a)|<|{-2[+]z—a], (5.11)

il vient® :

E—z2| > |§—al—-]z—a|>R—-kR=(1-k)R >0 . (5.12)
Géométriquement®, il est évident que la plus petite valeur de |£ — 2| est obtenue quand
a, z et & sont alignés, z étant entre a et &.

2La méme question se pose déja dans le cas réel.

3Encore un théoréeme di & Cauchy !

41’équation du cercle est donc |€ — a| = R.

51’inégalité (5.12) est de toute fagon évidente géométriquement.

60n assimile & nouveau un point M (z, y) du plan et son affixe z = = + iy.
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Figure 5.1: Le disque yr de rayon R est inclus dans le domaine d’analycité de f(z) ;
visiblement Vz, |z —a| < R, |{ — 2| > (1 — k)R > 0.

Par (5.9), et M désignant le maximum du module de f dans le disque” |z —a| < R,
le reste R,, se majore comme suit :

z—a)"t! f(& ER)"H! M27R ME"+1
[Fn(2)] = ( 2173 / (E—z)(éza)"“ def < ( 2; (1—K)RR 1k
YR
(5.13)
k étant plus petit que 1, on a bien lim R, = 0. z étant strictement a l'intérieur du

n—-—+o0o
disque, la série de Taylor existe bien dans tout ouvert |z — a| < R inclus dans le disque ;
de plus, comme la borne du reste est indépendante de z, la convergence est uniforme
dans tout disque fermé de rayon kR, ce qui acheve la démonstration du théoreme. Une
fonction admettant un tel développement est dite analytique.

Il y a donc bien équivalence entre la propriété d’holomorphie (satisfaire les condi-
tions nécessaires et suffisantes de Cauchy - Riemann avec les quatre dérivées premieres
Ug, ..., continues) et d’analycité® (admettre un développement en série entieére conver-
geant uniformément dans un disque fermé). A ce stade, on peut mesurer I'extraordinaire
rigidité d’une fonction holomorphe f(z). Au départ, il s’agit “seulement” de s’assurer
que f(z) est dérivable (conditions de Cauchy). Comme on I’a vu antérieurement, le fait
que f'(z) existe assure que toutes les dérivées existent également. Encore plus fort : f
admet un développement en série entiere dans tout disque inclus dans le domaine ou elle
est holomorphe.

On sait que les séries entieres sont des objets aux propriétés remarquables, liées

“Comme f est holomorphe dans le disque g, elle y est bornée. En effet, le principe (ou théoreme)
du maximum (voir p.173) stipule qu’une fonction (non constante) holomorphe dans un domaine D ne
peut avoir de maximum local dans ce domaine. Autrement dit, pour tout zgp donné, on peut trouver
dans le voisinage de zp un point z1 ol |f(z0)| < |f(21)].

Ceci peut aussi étre compris comme une conséquence immédiate des conditions de Cauchy - Riemann ;
les parties réelle et imaginaire de f(z) satisfont Au = 0, Av = 0, ot A désigne le Laplacien & deux
dimensions (pour cette raison, u et v sont dites harmonigues, comme on I’a vu). Il en résulte que si I'une
des dérivées secondes de u est positive, I’autre est négative, et de méme pour v. De telles fonctions ne
peuvent donc présenter que des points-col (en selle de cheval, en chip). Il en résulte que le maximum du
module d’une fonction holomorphe dans D survient en un (des) point(s) de la frontieére de ce domaine :
ce maximum est le nombre désigné par M dans la démonstration en cours.

8Selon Larousse, on peut dire analycité ou analyticité.
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a la notion de rayon de convergence : si une série entiere ) c,r" converge pour

|z| = R, elle est uniformément convergente pour tout z, || < R’ < R. En particulier, on

peut intégrer et dériver terme & terme?, les séries ainsi obtenues ayant le méme disque de

convergence. Dans C, le rayon de convergence R devient le rayon du disque a 'intérieur
n : A 2410 .

duquel ) _ycn2™ converge uniformément soit'” :

R= lm Inf|c, |~ = (5.14)

En conséquence de la convergence uniforme'!, toutes les sommes sont des fonctions
continues, tout comme dans le cas réel. En fait, il existe un résultat beaucoup plus fort :
a I'intérieur de son disque de convergence, une série entiere ) 2" T (z) représente
une fonction analytique (holomorphe). La démonstration procéde en examinant la limite
h — 0 de la différence h=![f(z+h) — f(2)] = ey a2, et en établissant qu’elle est
nulle (voir [6], §2.16 pour les détails).

Rappelons les développements de Taylor & I'infini de quelques fonctions élémen-
taires, qui apparaissent en fait comme la simple extension d’écriture (z au lieu de x !)
des développements introduits en Analyse réelle. On a :

dn
—e” =e¢° eN 5.15
= (neN) (5.15)
d’ott il résulte que fM(a = 0) = 1 si f(z) = e*. La série de Taylor de I'exponentielle
centrée en a = 0 est donc :
z __ 1 2 1 3 _ =2 1 n
e 71+z+52 Jriz +“'7ZOHZ (5.16)
A partir de (5.16), en formant les bonnes combinaisons linéaires de e**, on trouve
imédiatement :
' 23 5 T Lon 22 L4 T Lom

Tous ces développements convergent pour z quelconque de module fini, tout comme ceux
des lignes circulaires, obtenus en utilisant!? coshiz = cos z et sinhiz = isinz :

PO .- too 22n+1
sing=z— —+—=+... = 1) 5.18
31 "5l 2 (1) @n+ 1) (5.18)
n=0
9Pour une série de fonctions f(x) i > nenCnfn(x), la série des dérivées doit étre elle-méme uni-

formément convergente pour étre égale a la dérivée f/(z).

10De (5.14), il résulte que la frontiere du disque de convergence passe par la (ou les) singularité(s) de
la fonction la(es) plus proche(s) de l'origine.

' Rappelons que la convergence uniforme d’une série de fonctions (continues) ZnEN cnfn(x) est une
condition suffisante pour que la somme soit une fonction continue. On connait des séries qui ne sont pas
uniformément convergentes, mais dont la somme est continue (voir les exemples cités par Titchmarsh
[6], §1.3). Toutefois, pour des séries & termes positifs, il y a équivalence entre convergence uniforme et
continuité de la somme.

1286 souvenir que i2" = (€' % )27 = ¢ = (—1)" et donc i2"! = (—1)"i.
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52 24 +oo . 42n
cosz = 1—5—1—1—1—... :nZ:O(—l) o)l (5.19)

Comme ces développements convergent (uniformément) dans tout disque fermé
de C, on peut décaler le centre en tout zy fini. Par exemple :

+00 400
1 ,d” 1
? = — [ —¢* —z0)" = T eR0 (s o \T
e* = ,;, i (dz"e )Zo(z 20) nE:O e (z—20)" ; (5.20)

a la réflexion, ceci est d’ailleurs évident puisque e* = e* e*~?0. Toutes les fonctions
ci-dessus sont entieres : leur série entiere converge (uniformément) pour tout z fini.

Comme autre exemple, soit maintenant la fonction In(1+ 2) ; on a :

KA Y2 S I ol ) L B SO

dzm Atz dem =(-1)""(n—1)! . (5.21)

z=0

La série de Taylor de In(1 + z) centrée en z = 0 est donc :
+o0 1 T +o0 (71)n+1
In(1 =Inl — (=" —1lz"=1Inl — 2" . 5.22
e BF O S

Le terme constant In1 prend en compte l'aspect multiforme de la fonction logarithme
(pour la détermination principale, In1 = 0) ; la suite du développement est indépendante
de la détermination choisie puisque toutes ont les mémes dérivées, d’ou (k € Z) :

+oo (71)n+1
In(1 4 2) = 211m+ZTzn (2] < 1) (5.23)
n=1

Cette série converge uniformément!® pour |z] < R < 1 (ce développement peut étre

retrouvé de téte en intégrant terme & terme i =1 —z 42> — 2% 4+ ..).

Pour la fonction (1 + 2)®, le développement de Taylor pres de z = 0 est!4 :
1 1
(1+42)* = 1a{1+az+ 5&(0&—1)224— ga(a—l)(a—Q)f—i—...} : (5.24)

Le choix de la détermination est reflété par la présence du 1¢ en facteur ; en effet,

le terme constant est (1 4+ z)o"ZZO = 1%, le second terme implique <L (1 + z)o“zzo, soit

13Ceci est 1ié au fait que le point z = —1, qui annule Pargument du In, est un point remarquable (de
branchement) et qu’il appartient au cercle de rayon unité, frontiere du disque de convergence de la série
entiere. Noter que si z = 1, le développement est la série harmonique alternée, dont la somme est In2 ;
en revanche, pour z = —1, on obtient la série harmonique, qui est divergente. Une fois introduite la
notion de prolongement analytique, on comprendra pourquoi la série dans (5.23) est effectivement égale
a In(1 + z) sur le bord du disque & ’exception du point z = —1.

14Si o = N € N, le développement s’arréte au terme en zV : c’est celui du binéme.

En convenant que le produit de zéro facteur est égal & (1)®, (5.25) peut aussi s’écrire

ek Stoe wzn
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— _ A+
a(l42) 1‘z:0_a s ‘z:O

pement “classique”, apparait en plus 1% en facteur

= 1%, et ainsi de suite. Au total, par rapport au dévelop-

15 ce que 'on peut écrire (k € Z) :

+oo
(1420 =14 ) al@—l). '7'1!(0‘ 1t D] (<) (5.25)

Ce développement ne converge!'® uniformément que si |z| < R < 1. La fonction (1 + 2)®
est elle aussi multiforme (si a ¢ Z) : la branche “principale”, vaut 1 en z = 0 et possede
la symétrie f(z*) = [f(2)]* quand « € R. Tout naturellement, la frontiere du disque de
convergence contient a chaque fois une singularité de la fonction.

Signalons que la somme S(z) d’une série Y~ fn(2) de fonctions analytiques dans
un domaine simplement connexe D, uniformément convergente dans D, est une fonction
analytique (Weierstrass). En effet, en raison de la convergence uniforme, d’une part la
somme est une fonction continue, d’autre part, on peut intégrer terme a terme sur un
contour fermé C' inclus dans D :

/C S(z)dz=§ /C Fu(2)dz (5.26)

Chaque intégrale au second membre est nulle (puisque chaque f,, est analytique dans
D). De [, S(z)dz = 0 et du théoreme de Morera, on déduit que S(z) est une fonction
analytique. Par ailleurs, toute série de fonctions analytiques dans D et continues sur D,
uniformément convergente sur D, peut étre dérivée terme & terme un nombre arbitraire
de fois dans D (mais pas dans D).

¢ Remarques

1. Pour démontrer la convergence dans D, il suffit, grace au principe du maximum,
de la prouver sur la frontiere C' de D. En effet :

max |fn+1(2) + frga(z) + ... | = max |fn+1(2) + faga(2) + .. | (5.27)

2. Pour illustrer le fait que I'on peut dériver dans D mais pas (forcément) dans D,
soit la série S(z) =>.°7 , %;. Elle converge uniformément dans le disque fermé

n=1 n2"
{z, || <1}, puisque qu’elle est bornée!” par la série convergente >_°° | -1 (qui vaut

n=1n?
2 P ) . N . ’
% ). En revanche, la série obtenue par dérivation terme a terme, uniformément

oo gt

convergente pour |z| <1 et donc y représentant la dérivée de S, S'(z)=>_ ", *—,
diverge en z =1 (c’est la série harmonique), affixe d’'un point du cercle de rayon
unité.

15Merci & Ian Jauslin pour sa question & ce sujet.

16Meéme remarque que dans la note 13 & propos du logarithme. Dans les deux cas, z = —1 est un point
de branchement, sauf pour (5.25) si a € N.

1"Rappelons que cette propriété est une condition suffisante assurant la convergence uniforme.
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3. On sait que pour une série entiere f(z) = > .y ca2"™, qui converge uniformément
dans le disque de rayon R, la série des dérivées'® Y neNe ncpz™ ! a pour somme
la dérivée f’ de f puisqu’elle aussi converge uniformément. La série des dérivées
est elle-méme une série entiere, dont la dérivation terme a terme produit une série
dont la somme est f”(z), etc. On retrouve bien ainsi qu'une fonction analytique
est infiniment dérivable. ¢

5.2 Séries de Laurent

Le développement de Taylor d’'une fonction permet de représenter cette derniere dans
tout disque plongé dans le domaine d’analycité. La propriété essentielle pour le disque
est d’étre simplement connexe, tout domaine déformé conviendrait tout autant pourvu
qu’il le soit aussi. En fait, il s’avere aussi tres utile de pouvoir représenter en série
(pas entiere !) une fonction holomorphe dans un domaine multiplement connexe, dont
le prototype est une couronne circulaire ; c’est ainsi que s’introduisent naturellement les
développements dits de Laurent.

D’ailleurs, leur nécessité s’impose au vu d’un simple exemple. Soit la fonction
z— f(z) € m, ol R est un réel positif ; comme f(z) n’est pas définie au point z = 0,
on ne peut espérer trouver un développement de Taylor centré a l'origine. Toutefois, un

eu de réflexion permet d’écrire, si |z| < R :
)

00 n 400 n
Z(le 2) - %Rl—z - E%n_o (%) = %n_zl (%) ’ (5.28)

on a ainsi mis en évidence ¢ la main un développement de f(z) qui est parfaitement
sensé si 0 < |z| < R, ce domaine étant précisément une couronne circulaire dont le cercle
intérieur a un rayon aussi petit que ’on veut, mais fini, et dont la périphérie est le cercle
de rayon R — noter que ce développement contient une puissance négative de z. C’est
ce type de développement dont on va montrer 1’existence en général pour toute fonction
holomorphe dans une couronne donnée.

Introduisons donc la couronne circulaire K, de centre a et comprise entre les deux
cercles de rayons r et R. On a :

r<lz—a <R VzeK (5.29)

Soit f(z) une fonction holomorphe dans la couronne K et continue sur sa fron-
tiere!?, et soit un contour C’ fermé quelconque entourant z € K, situé tout entier dans

18Pour une série de fonctions ¢(z) = Y, <y ¥nun(z) qui converge uniformément dans un certain do-
maine, la série des dérivées 3 o Tnup, (2) n'est égale a la dérivée ¢'(2) que si elle converge uniformément.

19Ceci exclut évidemment les fonctions multiformes qui ne reprennent pas la méme valeur quand on a
fait un tour de couronne ; c’est le cas de In(z — a), de (z — a)*#N, mais pas de In(z — b) et de (z — b)*#N
quand b est extérieur a K.

FIP 1 - 2010/2011 Cl. A.
Mathématiques pour physiciens 7 XII 2010 UPMC



5.2. Séries de Laurent 193

Figure 5.2: Couronne K et contour d’intégration pour l'introduction du développement
de Laurent. Les deux petits segments AB et DE sont en réalité infiniment proches 1'un
de lautre.

K (voir fig.5.2). Les conditions d’applicabilité de la formule de Cauchy sont réunies et

on peut écrire : (
_ 1 f(&)

& (z€K) . (5.30)

Maintenant, on peut déformer cette boucle C’, tout en restant dans la couronne K,
pour lui donner la forme du contour C=ABDEA (fig. 5.2 & droite) ; C est formé par les
deux cercles (parcourus en sens contraires), reliés par deux petits segments AB et DE
infiniment proches I'un de l'autre et parcourus aussi en sens opposés (voir fig. 5.2) ;
comme ce contour est tout entier dans une partie simplement connexe, la formule de

Cauchy s’écrit maintenant :
1 f(©)
fz) = —/ —=2d¢ . 5.31
=) 2im JappEa € — 2 (5:31)

En désignant par vg et 7, les deux cercles??, cette formule s’explicite en :

_ [ & 1€ 1 JE) 4
= ngizngr d§+/A d§+/D d¢ ; (5.32)

o B&—2 g &2

2in f(z)

sur les deux segments infiniment proches AB et DE, la fonction f reprend les mémes
valeurs (puisqu’elle n’est pas multiforme) ; comme ils sont parcourus en sens opposés,
leurs deux contributions se compensent mutuellement et il reste :

i L[ S©

2ir Jy, =2

1 )
dé — — 2 dE = _ : )
g | A= LOE 6
le signe — devant la deuxiéme intégrale vient du sens de parcours.

Pour la premiere intégrale f4(z) (celle sur le grand cercle), on peut refaire exacte-
ment la méme gymnastique qu’en (5.6) pour la série de Taylor, puisque?! |z —a| < |€ —al,
et écrire :

1 1 z—a (z —a)? (z —a)™
= + + TR i’ (5.34)
§—z &§—a ((—-a) (§—a)? (§—a)*!

QOfiw désigne toujours l'intégrale le long du petit cercle v, parcouru dans le sens trigonométrique

négatif.
21z est dans la couronne K, alors que & est sur le grand cercle yg, qui est la périphérie externe de K.
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Reportant ce développement dans ’expression intégrale de f(z) (voir (5.33)), on trouve :

z—a (2 —a)? (z—a)”

f+(2) 1/mf(&)[gia+(E_a)2+(€_a)3+...+7+ de . (5.35)

= o E gt

Intégrant terme a terme (il y a toujours convergence uniforme), on met en évidence le
développement :

—+oo

fe(@) =) enlz—a)" (5.36)

n=0

avec la définition des coefficients ¢, n >0 :

< - AR TA— = 1,2 .
w5 | Tl (=012.3) (5.37)

La série (entiere) (5.36) converge uniformément partout a 'intérieur du grand cercle.

Le développement (5.36) peut faire penser & un développement du genre Taylor au
sens ol seules des puissances positives (ou nulles) de (z —a) apparaissent, mais il n’en est
pas un. En effet, ¢,, ne peut pas étre écrit comme 2 f (")(a) puisque, par hypothese, f(z)
est supposée analytique dans K seulement, et peut donc fort bien ne pas ’étre a l’intérieur
du cercle de rayon r, en particulier en a, auquel cas f (")(a) n’existe pas (répétons que z
est strictement contraint & se trouver dans la couronne, soit r < |z| < R) ; avec la seule
hypothese que f(z) est holomorphe dans la couronne, on ne saurait appliquer la formule
de Cauchy pour f(™ & I'intérieur du petit cercle. On verra plus loin ce qui se passe quand
f(2) est holomorphe dans ce disque et que, notamment, a n’est pas un point singulier.

Pour la deuxieéme intégrale f_(z) de (5.33) , on refait le méme type de dévelop-
pement, avec la différence que maintenant |z — a| > |£ — a| ; pour faire apparaitre une
série géométrique convergente, il faut donc écrire :

1 1 1 1 1
-2  z-€ z-a—(6-a) z-al-&2 (5:3%)
d’ou
I 1 £E—a £—a\? 1 E—a (€ —a)?
f—z__z—a{l (zfa) (zfa) + }__,zfa_(z—a)2 z 3
(5.39)
Il en résulte :
_ 1 1 §-a (£-a) (€—a)t
f,(Z)f*E . f(g)[iz—ai(z—a)27(2—a)37”'7(z—7a)"7”' df . (540)
soit :
+oo
f(2)=) calz—a)™" (5.41)
n=1
FIP 1 - 2010/2011 ClL A.
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avec :

e, ¥ L/ fOE-a)"tde (n=1,2,3,...) (5.42)

2im

La série (5.41) converge uniformément partout & lextérieur du petit cercle.

En changeant n en —n dans la sommation pour f_, la somme f = f; 4+ f_ prend

la forme :
—+oo

[&= Y el-ar (5.43)
n=-—oo
avec ¢p>o toujours donné par (5.37), cependant que c¢p<o est donné par (5.42) ou n est
changé en —n :

1

Cn = 5
2im

/ FEE—a) "1 dg (n=-1,-2,-3,...) . (5.44)
Yr

La série (5.43) converge uniformément dans le domaine commun & Pextérieur du petit
cercle et a 'intérieur du grand cercle : c’est bien la couronne K. A ce stade, on dispose
de deux définitions distinctes pour les coefficients ¢, : (5.37) pour n € N, et (5.44) pour
n € —N*. On va voir que ces deux relations peuvent en fait étre réunies en une seule et
méme formule.

En effet quand on revient aux deux formules (5.37) et (5.44), on observe que
les intégrales sont indépendantes de la variable z, laquelle en est totalement absente
(et c’est bien normal : les ¢, sont les coefficients du développement en série de f(z)).
De surcroit, f étant holomorphe dans la couronne K, les cercles yr et v, peuvent étre
déformés continliment (tout en restant dans K, le domaine d’analycité de f) sans changer
la valeur des deux intégrales (5.37) et (5.42), indépendamment de la position de z. En
particulier, on peut dans tous les cas prendre un seul et méme contour, par exemple
n’importe quel cercle situé dans la couronne (et centré en a). En définitive, les coefficients
du développement (5.43) sont donnés par la formule unique suivante valable Vn € Z :

1 3]

Cp = ﬂ ; (é—_a)n-l-l

d¢ (n=0, +1, £2, +3, ... (5.45)

ou vy désigne un cercle de rayon compris entre r et R — ou n’importe quel cycle situé dans
K homotope & ce dernier. On note que ¢, a pour dimension [f][a]™", assurant que le
produit ¢,(z — a)™ a la méme dimension que f, comme il se doit.

Le développement (5.43) porte le nom de développement de Laurent. 1l est remar-
quable — et se distingue du développement ¢ la Taylor — au sens ou il contient a priori
toutes les puissances entieres positives et négatives, et ou les coefficients ¢,, ne sont pas,
avec Phypothese de base sur f(z), exprimables avec les dérivées f(™)(a). La série des
puissances n > 0 (f4(2), (5.36)) est appelée partie réguliére (ou parfois partie entiére,
par similitude avec série entiére), celle des puissances négatives (f_(z), (5.41)) porte le
nom de partie principale?2.

22 pe pas confondre avec la régularisation standard de l'intégrale f:zg %da} appelée partie principale
de Cauchy.
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A ce stade, on a donc démontré le théoreme suivant, dit de Laurent :

Dans toute couronne K, r < |z —a| < R, une fonction qui y est ana-
lytique (holomorphe) peut étre représentée par sa série de Laurent (5.43),
uniformément convergente dans tout domaine fermé appartenant a K

Notons que si f(z) est en plus holomorphe dans le petit disque de rayon r, alors
tous les coefficients ¢, <o sont nuls (voir (5.44) — U'intégrand est holomorphe, étant de la
forme f(z)(z — a)? avec p €N, et le contour est fermé) ; on retrouve alors un dévelop-
pement avec les seules puissances positives — plus de partie principale —, et de plus les
cn>0 sont cette fois ! (2!(’1), conformément a la généralisation de la formule de Cauchy
pour les dérivées : au total, on récupere alors un développement de Taylor.

A contrario, on voit bien que c’est la partie principale — quand elle existe — qui
contient 'information sur le fait que f n’est pas a priori holomorphe dans le petit disque :
I’existence de puissances négatives montre que f n’est visiblement pas bornée pour z = a.
La classification des singularités d’'une fonction (section 5.3) se fera précisément sur la
considération des caractéristiques de la partie principale du développement de Laurent
centré sur un point singulier de cette fonction.

Bien évidemment, si on choisit un point d’affixe b situé dans la couronne K comme
centre du développement, la fonction f(z) posséde un autre développement, en série
+oo c 1

entiere cette fois, du genre ) '~ ¢; (2 —b)™ avec ¢;, donné par 5~ f% % d¢, ~p étant
une boucle située dans K et entourant I’affixe b. Les ¢/, ne sont autres que % FO(b), et
il s’agit tout simplement du développement de Taylor d’une fonction au voisinage d’un

point ou elle est holomorphe.

Afin de faire le lien avec des connaissances antérieures, il est utile de noter que si
la couronne K contient le cercle de rayon unité, le développement de Laurent centré a
. . " . , L . .
lorigine ), ., cn2™ de la fonction f(z) n’est autre que la série de Fourier de la fonction

g(0) = f(z = e?). En effet, posant alors £ = €', la formule (5.45) donne :

127 f(e) 0 1 —inf

Cn = —
21

ou 'on reconnait la formule classique donnant les coefficients de Fourier d’une fonction
2m-périodique.

Enfin, on voit que si M désigne le maximum du module de f sur la circonférence
de rayon p €]r, R|[, prise comme cercle v, alors |£ — a| = p et (5.45) permet d’écrire :

1 M 1 M M

Afin d’illustrer ce qui précede, donnons quelques exemples. Soit la fonction :

1
f(z) = CEDCEDR (5.48)

FIP 1 - 2010/2011 Cl. A.
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o, pour fixer les idées?3, a et b sont supposés tous deux réels et positifs, avec a < b. Soit
a trouver le développement de Laurent de f(z) dans la couronne délimitée par les deux
cercles centrés a l'origine et de rayons a et b (a < |z| < b), ou la fonction est visiblement
holomorphe. A I'inverse, f (z) n’est pas holomorphe en z = a et z = b : la frontiere de la
couronne contient donc des singularités de la fonction dont on cherche le développement
de Laurent. On pourrait bien sfir utiliser la formule®* (5.45) pour trouver les c,, mais
il est plus simple de procéder directement en recopiant le procédé utilisé ci-dessus pour
développer la quantité ——. On écrit ainsi V2, a < 2| < b :

f(z)bia<zibzia)bia(%ligéli%)

1 ( 1*2”271 1+§a") (5.49)
b—a b bz ) '
n=0 n=0
d’ou le développement de Laurent cherché :
—+oo a”_l 1 +oo 1 +oo +oo
f(z):;asz_"—i_;mz E;c_nz —l—nz:%cnz (a < |zl <b),
f-(2) f+(2)
(5.50)
obtenu directement sans utiliser 'expression intégrale (5.45) des ¢,. On a ici :
an~t 1
—n<0 = , n>0 = T 5.51
(& <0 a—b Cn>0 (a—b)bn+1 ( )
Inversement, (5.50) permet d’écrire :
1 / 1 1 — sin <0
n — . d€ = e . 5 552)
o ), e € - a)E D) {(_ﬁ sin >0 (

résultat que I'on pourra s’amuser a retrouver ultérieurement par application du théoréeme
des résidus.

En un peu plus compliqué, soit la fonction :
flz) & est2) (5.53)

D’apreés le théoréme de Laurent, cette fonction (paramétrée par t € C), possede un
développement de Laurent convergent, & ¢ fini, pour 0 < |z| < co (couronne avec r fini
aussi petit que on veut, R fini aussi grand que l'on veut, ou la fonction définie en (5.53)
est visiblement holomorphe) ; les coefficients ¢,, dépendent du parametre ¢, et on les note
traditionnellement J,, (t) :

+oo
27 = N7 (1) 2" (5.54)

n=—oo

23ce détail ne change rien au fond.
24En paramétrant le contour 4 suivant & = rel.
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Tout naturellement, la présence du facteur e~2= induit une partie principale contenant
une infinité de termes. Les J,(t) sont les plus simples des illustrissimes fonctions de

Bessel?>, que I’'on rencontre si souvent en Physique. D’apres (5.45), on a :
)= L [ 5.55

ou 7 est n’importe quelle boucle entourant 'origine. En prenant pour -y le cercle centré
a lorigine et de rayon unité?%, on obtient I’expression intégrale classique®7 :

1

T o

27
Tn(t) /O e gitsing 4o (€ 7) (5.56)

Les J,,(t) ne sont qu'une classe particuliere des fonctions de Bessel?® (fonctions de Bessel
ordinaires d’indice entier). Notons qu’en posant z = el?  le développement (5.54) prend

la forme d’une série de Fourier, celle de la fonction 27-périodique eftsin?
+oo
eltsm& — Z Jn(t) em@ (558)
n=—oo

ainsi, comme lexprime visiblement la formule (5.56), les coefficients de Fourier de cette
fonction ne sont autres que les J,(¢).

5.3 Classification des singularités d’une fonction

Une singularité est un point du plan complexe oi1, pour une fonction donnée f(z), “il
se passe quelque chose”. Pour instant, on laisse de coté les fonctions multiformes, du
genre z% (« non entier), In z, . .., ne considérant que des fonctions ayant une et une seule
détermination. Par ailleurs, la classification ci-apres porte sur les points singuliers isolés :
on dit que zq est un point singulier isolé?® de f(z) si f(z) est analytique partout dans un
voisinage de zg & lexception du point zo lui-méme (et si on a trouvé un tel voisinage, il
en existe autant qu’on veut). Autrement dit, f(z) est analytique dans le voisinage pointé
de zg. De telles singularités sont manifestement discretes, séparées les unes des autres.

25Friedrich BESSEL (1784-1846), astronome, célebre notamment pour avoir calculé la trajectoire de la
comete de Halley et les positions de plusieurs milliers d’étoiles, publiées dans son ouvrage Fundamenta
astronomie en 1818.

26 Alors € = €', d¢ = iet? d, 0 < 0 < 27,

270n pourrait aussi intégrer de 6 & fy 4 27 sans changer le résultat, puisque n est entier.

281¢ plus souvent, on définit les fonctions de Bessel comme les solutions de I’équation différentielle :

2

1
v+ oy +(1-5)y=0 (veC). (5.57)
X X

Les Jn, apparaissant ci-dessus sont les solutions correspondant & v € Z (v = n), qui ont notamment la
propriété d’étre régulieres (analytiques) & lorigine : n étant entier, elles possédent un développement en
série entiere. Voir par exemple ouvrage de Schwartz [12].

29Pour un exemple de singularité non isolée, voir la fonction définie en (5.84).
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On a déja rencontré ici et 1a cette notion. Par exemple, la fonction f(z) = % est
holomorphe dans C\{0} ; de fait, lorsque z — 0, le module de f diverge : f n’est pas
bornée en z = 0, ce point est une singularité de f, clairement isolée ; dans tout domaine
0 < e < |z| < R, la fonction 1 est holomorphe. Autre exemple : pour f(z) = ez, le point
z = 0 est aussi une singularité, bien pire si I’on peut dire, puisque le module de f n’a

pas de limite quand |z| — 0 (tout dépend®’ de I'argument de z).

Il a déja été signalé que c’est la partie principale f_(z) du développement de
Laurent centré sur la singularité isolée qui “code” l'information sur les singularités. De
fait, c’est bien elle qui en permet la classification non ambigué, en distinguant les trois
cas : cette partie principale est identiquement nulle (est absente), ou bien elle comprend
un nombre fini de termes, ou bien elle en contient une infinité. On peut ainsi précisément
distinguer (pour les fonctions non multiformes) trois types de singularités isolées :

1. les points singuliers éliminables>!

2o est un point singulier éliminable lorsque la limite de la fonction f(z) existe quand
z — zo. Par exemple, pour les fonctions :

sin z Ln(1 + 2)? e —1 1 —cosz

’ ’ ’ 2 )
z z Tz z

(5.59)

le point zy = 0 est une singularité éliminable, ou les fonctions ont respectivement
pour limite3? 1,2, 1 et . Il peut aussi arriver que ce cas apparaisse spontanément
a la suite d'une maladresse ou d’une inadvertance ; par exemple la fonction :

2" =z

P(z) = (5.60)

zZ— 20
présente a premiere vue une singularité en zy ot le dénominateur s’annule... mais
le numérateur aussi : le dénominateur divise exactement le numérateur et, division

faite, P(z) apparait comme étant le polynome de degré n — 1 égal & 22;01 zy PP,

qui n’a aucune singularité (& distance finie).

Pour une singularité éliminable, on s’empresse de préciser la définition premiere de
la fonction en ajoutant que, en ce point, la fonction est par définition, égale a sa

limite : f(z0) = fo=lim,_.., f(z). Ainsi par exemple, partant de Si%, on définira

completement la fonction comme suit :

£(2) d:“f{ L VA (5.61)

1, siz=0

30Regarder par exemple ce qui se passe pour |f(2)] quand z tend vers zéro en spiralant autour de
Dorigine. . .

310n dit aussi singularités apparentes, ou encore singularités artificielles.

32Ces limites se trouvent en utilisant les développements en série entiere de sin z, Ln(1 + z), ... Pour
le logarithme, il s’agit de la détermination telle que Ln1 = 0, et dont la coupure évite le point z = 0.
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2. les poles

zo est un pole si |f(z)] — oo quand z — z ; autrement dit, la limite du module
de f existe, mais est infinie. Par exemple, 'origine est un pole pour les fonctions
Z%, ﬁ Pour cette derniere fonction, il y a en fait une infinité dénombrable de
poles, tous les nombres 2z = km ol k € Z. De méme, ﬁ a une infinité de poles
z =i(k+ %)7‘(‘, tout comme ﬁ, dont les poles sont les nombres 2ik %, k € Z.

3. les points singuliers essentiels

2o est un point singulier essentiel si la limite du module |f(z)| n’existe pas quand
2z — zo. Par exemple, zo = 0 est une singularité essentielle pour la fonction e!/?.
En effet, si z tend vers zéro en venant de 'axe réel positif, la fonction diverge,
plus précisément, elle tend vers +o00. Si z vient du c6té R_, la fonction tend vers
zéro. Plus généralement, si z arrive vers 'origine avec un argument quelconque, la
fonction oscille & toute vitesse, et ce d’autant plus vite que |z| est petit ; notamment,
si —5 < arg z < +3, les parties réelle et imaginaire oscillent de plus en plus vite
entre deux exponentielles divergentes. Avec z = rel, on a [e/?| = e(1/m) 080 e
module n’a pas de limite quand z — 0, signature d’une singularité essentielle®3. Ce
comportement est général, d’apres le théoreme de Weierstrass - Sokhostski (voir
p. 203).

Ces définitions s’illustrent immédiatement a propos du développement de Laurent
suivant les puissances de (z — 2g), c’est-a-dire centré®* sur la singularité, qui s’écrit
explicitement :

f(z):...+(Zi’iz”o)nJr...+ZC_;1ZO+co+cl(z—zo)+...+cn(zfzo)"+_.. , (5.62)

avec 0 < |z — zg| < R, ou R est a préciser pour chaque fonction f considérée.

% Pour une singularité éliminable (ou pas de singularité du tout), le dévelop-
pement de Laurent ne contient pas de puissances négatives (la partie principale f_(z)
est identiquement nulle), puisque la limite de f(z) en zq existe et est finie (c’est fp, posé
égal & f(z0) quand on a pris le soin de compléter la définition de la fonction, comme noté
ci-dessus, voir 'exemple (5.61)) :

‘ f)=coteci(z—20)+...+cn(z—20)" + ... (20 est une singularité éliminable) ‘
(5.63)
Par exemple, on a :
sin z 22 24
=1—-—=+=+4... 5.64
z 3! + 5! + (5:64)

33Ce type de singularité n’est pas seulement une curiosité mathématique, mais survient fréquemment
en Physique. Par exemple, la Mécanique quantique fait souvent apparaitre des quantités du genre eA/R,
ol A est une constante (en général complexe) et ou A est la constante historique de Planck divisée par
27. La limite classique correspond au cas ol h est trés petit devant une action typique du probleme
— autrement dit, prendre la limite classique c’est “faire tendre A vers zéro”. On voit que la limite est
ultra-singuliere, dernier pied-de-nez de la Mécanique quantique au moment ot on veut se passer de ses
services. . .

34Comparer avec I’exemple traité plus loin, (5.80).
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Ceci est le développement de Laurent centré en zéro (zp = 0), et on voit qu’il n’y a
pas de partie principale (f-(z) = 0). En définitive, il n’y a pas de différence sur ce
plan entre une fonction holomorphe, et une fonction & singularité éliminable (d’ailleurs,
lachévement de la définition de f(z) comme en (5.61) la rend de facto holomorphe en
z0). Noter dés maintenant que dans ce cas le coefficient c_; est évidemment nul ; on
verra plus loin que ¢_; joue un rdle de tout premier plan (voir (5.89)).

% Pour un pdle, le module de f diverge, ce qui impose l’existence d’une partie
principale non-identiquement nulle : alors, quand le rayon du petit disque délimitant la
couronne devient de plus en plus petit, chacun des termes de la partie principale devient
de plus en plus grand en module. Supposons que la premiere puissance négative est
(z — 20)~"™, ng > 0 (la partie principale contient donc au plus ng termes non nuls) : on
dit alors que le pole est d’ordre ng ; tous les coefficients ¢,,, n < —ng, sont nuls :

C_ C_1 N s
flz) = ﬁ‘i’...‘i’ p— +co+ei(z—20)+... (20 est un pole d’ordre ng)

(5.65)
Si zg est un pole d’ordre ng, la fonction (z — z9)™ f(z) est holomorphe (analytique) en zo,
ol elle vaut c_pp,.

Il est clair que si zg est un pole pour f(z), alors zp est un zéro pour la fonction
g(z) = ﬁ et réciproquement. L’ordre ng du pdle de f est égal a 'ordre du zéro de g(z).
En effet, avec ces hypotheses, on a :

1) = oy V) (5.66)
ot ¢(z) est holomorphe en zg, et alors :

9(2) = (2 — 20)"¢(2) (5.67)
avec ¢(z) = ﬁ finie en zy. Ceci se voit aussi en revenant a (5.65) ; par comparaison :

$(2) = Cong+Congt1(2 = 20) + Congta(z = 20)° + . Feo1(z=20)" T 4L (cong #0)

(5.68)
ainsi, le développement de Laurent de ¢(z) n’a pas de partie principale, ce qui est le
propre d’une fonction analytique en z.

Traitons un exemple. Soit la fonction f(z) = ﬁ, avec a € Ry pour fixer les
idées ; cette fonction a deux poles simples en +ia puisque le module de f(z) a pour limite
oo en ces deux points, alors que le produit (z Fia)f(z) a une limite lorsque z — =+ia :

lim [(2 ¥ ia) ! T (5.69)
im |(zFieg) ————|=+— . .
A (BT (z —ia)(z +ia) 2ia

Quel est son développement de Laurent centré en zy = ia ? On voit de suite qu’il en
existe un®® dans la couronne K délimitée par les deux cercles centrés en ia et de rayons

35Noter que 'autre pdle, —ia, n’appartient pas & la couronne K (il est sur sa périphérie).
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ret Ravec 0 <1 < R < 2a (soit 0<|z—ia|<2a). On écrit alors :

1 1 1 1 1 1

(z —ia)(z +ia) z—iaz—ia—I—Qiaiz—iaﬂl-i-%
1 1 X

St E Y a0)

2ia
n=0

2ia z — ia

soit, en séparant la seule puissance négative :

1 1 i" (=1)"+1(z — ja)" (5.71)

: N = — + : ;
(z —ia)(z +ia)  2ia(z —ia) = (2ia)n+2
la partie principale se réduit au terme ;;ila, comme il se doit pour un pdle d’ordre 1. Le
coefficient ¢_; du “bon” développement de Laurent jouera un réle de tout premier plan
dans la suite.

Autre exemple ; soit la fonction f(z) :

eZ

f(z) = o1 (5.72)

holomorphe pour 1 < |z|] < R VR fini. En écrivant le numérateur sous la forme
ee* ! et en développant ’exponentielle en puissances de z — 1, on obtient d’emblée
le développement de Laurent autour de zp =1 :

+oo
e* e e (z—1)"
= + +e E R (|2 > 1) ; (5.73)
Y —1)2 _
(z—1) (-1 2z—-1 = (n+2)
i~ f+(2)

Le point zg = 1 est un pdle d’ordre 2, ce que I'on peut évidemment deviner en regardant
Pexpression de f(z) (5.72), et compte tenu de I’analyse conduisant & (5.66). Dans ce cas,
la formule (5.45) fournit les égalités3® :

e

1 ef

ou 7 est une boucle autour de laffixe z = 1.
% Enfin, pour une singularité essentielle, il existe une infinité de coefficients c_,,,

n > 0, non-nuls, les ¢,/, n’ > 0 étant ce qu'ils sont (on dit parfois qu’une singularité
essentielle est un pole d’ordre infini) :

C_n c_ n
f&)=..+ ———+...+ ! +eote(z—z0)+...+en(z—20)"+...
(z — 2z0)™ z— 29
3601 =1.
FIP 1 - 2010/2011 ClL A.
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‘ (2o est une singularité essentielle) ‘ (5.75)

et la partie principale contient de fait une infinité de termes non-nuls. C’est le cas pour
la fonction f(z)=e®/#, dont le développement de Laurent (convergent V|z| €]0, +o0])
est?” :

alz _ o” 1 a1l o
e ”'+n!z"+”'+2!z2+z+\1/" (5.77)
f+(z
e +(=)

Notons que la partie réguliere est constante et vaut 1, le seul coefficient ¢,>¢ non nul
étant cp = 1. En revanche, il y a bien une infinité de coefficients ¢, <o non-nuls (ici, tous
sont différents de zéro), ce qui est caractéristique d’une singularité essentielle.

Si zp est une singularité essentielle, il n’existe pas d’entier ng > 0 tel que la
fonction (z —zg)™ f(z) est holomorphe (analytique) en zg. Au voisinage d’une singularité
essentielle, une fonction f prend toutes les valeurs complexes possibles (c’est 'essence du
théoreme dit de Weierstrass - Sokhostski), ce qui signifie que |f(z)| n’a pas de limite
quand z — zg. Plus précisément, si £ est un nombre complexe quelconque, la différence
|f(2) — | peut étre rendue arbitrairement petite dans tout e-voisinage de zg. En effet,
supposons que |f(z) — &| > § > 0 pour tout z satisfaisant 0 < |z — 29| < R ; avec ces

hypotheses, g(z) = W est holomorphe (et bornée) dans la couronne 0 < |z — zp| < €.

Si lim,_,,, g(z) # 0, alors f(z) = £ + ﬁ est holomorphe en 2y, contrairement aux
hypotheses. De méme, si lim,_.,, g(z) =0, f(z) =&+ ﬁ possede un pole en zg, ce qui
viole & nouveau les hypotheses. Ainsi, quel que soit § > 0, il existe au moins une valeur
de z telle que | f(z) — | < ¢.

A titre d’exemple, soit la fonction f(z) L el/% et soit A résoudre el/(re!”) = &.
Posant & = pel® (p # 0), il faut donc avoir %cos@ = 1Inp et %sin@ = —¢ dans tout
e-voisinage de l'origine. L’équation tanf = f% a toujours des solutions puisque pour
0 € [0, 27, tan 6 prend toutes les valeurs entre +oco. Il faut aussi -5 = In? p4 62 ; comme
0 peut étre pris arbitrairement grand, cette équation a également une solution quel que
soit € contraignant r a étre compris entre 0 et €.

Le point a l'infini de C peut étre inclus parmi les singularités possibles d’une

fonction en procédant comme suit. Une fonction f(z) étant donnée, on introduit la
fonction ¢(Z) = f (1) et on considere les différents cas possibles, en raisonnant avec son
développement de Laurent centré en z = 0 (a priori, la substitution Z = % n’est pas

possible en z = 0, de sorte que ¢(Z) n’est pas, toujours a priori, définie en ce point).

Si ¢(Z) a un zéro d’ordre m en Z = 0, son développement de Laurent devient

un simple développement de Taylor, de sorte que ¢(Z) = :;iom cn, Z™ ; on peut alors
37D’ou, selon (5.45) :
L/ n—lea/ége = & (n=0,1,2..), (5.76)
2im J n!

Pintégrale étant nulle ici si n € —N* (y est une boucle autour de ’origine).
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écrire :
+oo c

En pareil cas, on dit que f(z) a un zéro d’ordre m & Vinfini. Au contraire, si ¢(Z) a

un pole d’ordre m en Z = 0, le développement de Laurent est ¢(Z) = :io_m cnZm, et
alors :
C_1 = C
f(2) = comz™ 4+ comonz™ .+ i + ; Z—Z ) (5.79)

et on dit que f(z) a un pole d’ordre m & linfini (c’est par exemple un polyndéme de
degré m). Enfin, si ¢(Z) a une singularité essentielle en Z = 0, on dit que f(z) a une
singularité essentielle a I'infini : c’est le cas pour e*. En définitive, la classification donnée
plus haut vaut aussi pour le point co : c’est une singularité éliminable, un poéle ou une
singularité essentielle selon que la limite lim,_, o |f(2)| est finie, infinie ou n’existe pas.
Le développement de Laurent d’une fonction centré sur oo se déduit du développement
centré en 0 en faisant la simple substitution z — %, et se traduit donc essentiellement
par ’échange des parties principale et entiere fi, le terme constant étant inclus la ou il
faut.

Noter que les développements (5.78) et (5.79) sont formellement de Laurent, mais
ils sont centrés au point z = 0 qui n’est pas, dans chaque cas, une singularité3® de f(z).

¢ Remarques

1. Tres souvent, la simple détection d’une singularité se fait “a vue”, quand on dispose
d’une expression fermée simple de la fonction. La construction explicite du dévelop-
pement de Laurent centré sur cette singularité permet de préciser la nature de
cette derniere, par définition. Souvent, le savoir-faire permet d’éviter cette étape
technique.

2. Clairement, pour une singularité non isolée, il n’y a pas de développement de
Laurent centré sur cette singularité, puisqu’il n’existe de voisinage ou elle serait
seule a se trouver.

3. 1l faut bien comprendre qu’une fonction donnée f(z) n’a pas un développement
de Laurent, mais autant qu’on veut, selon le choix du point servant de centre du
développement et de la couronne. Par exemple, soit la fonction :

f(z)= ; (5.80)

qui possede une seule singularité, un pole d’ordre 1 en zg = 1. Un premier dévelop-
pement peut étre écrit en prenant la couronne centrée a lorigine (qui n’est pas une

38 Au prix d’une légere anticipation (la définition du résidu est donnée plus loin, voir (5.91)), mais
pour éviter les contre-sens, notons qu’il ne faut pas interpréter le coefficient c_1 comme le résidu en une
singularité (voir aussi la Remarque 3 ci-dessous) ; le résidu & Dinfini (voir (5.104)) est le coefficient de
Z~1 dans le développement de Laurent de Z~2¢(Z) centré en Z = 0.
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singularité) de rayons r > 1 et R > r :

=>4 (s (5.81)

L’existence d’une infinité de termes de puissances négatives ne signifie pas que
zo = 0 est une singularité essentielle. En effet, le développement de Laurent effectué
ci-dessus est centré sur z = 0, ou la fonction est bornée et dans le voisinage duquel
elle est holomorphe : z = 0 n’est donc pas une singularité de f — et d’ailleurs (5.81)
n’a ici de sens que pour |z| > 1 : pas question d’y faire z = 0. Répétons que la clas-
sification ci-dessus se réfere au contraire au cas ou précisément ce développement
est centré sur une singularité (soupgonnée). Ainsi, le développement de Laurent
centré sur 'unique singularité z = 1 existe et n’est autre que ...

f(z) = (1) (5.82)

Tous les coefficients ¢, sont nuls, sauf ¢_1, qui vaut 1. De la méme facon, un autre
développement dans la couronne 0 < |z] < 1 est :

1 =
f(z) =— ==Y " (<), (5.83)
n=0

1—=2

et ne doit pas faire conclure, au motif que toutes les puissances sont positives, que
f(2) n’a pas de pdle : il y en a bien un (zg = 1), en dehors du domaine de conver-
gence uniforme de la série entiere (5.83) (tout disque inclus dans le cercle de rayon
unité)??. Visiblement le second membre de (5.83) est en fait un développement
de Taylor, puisqu’il n’y a pas de partie principale. Dans le méme ordre d’idées,
revenons a l’exemple donné en (5.48) et (5.49) : la fonction f définie en (5.48) a
deux poles a et b d’ordre 1, alors que le développement centré sur l'origine, (5.50),
contient toutes les puissances z™ avec n € Z, mais n’est pas valide en z = a ou b.

4. Tres souvent en Physique, on utilise des techniques conduisant naturellement a
Pécriture des quantités d’intérét sous la forme d’un développement (c’est tentant
quand un petit parametre sans dimension a pu étre mis en évidence). Dans ces
conditions*, I'identification des singularités de la fonction cherchée peut étre péril-
leuse si ’on ne précise pas avec soin le domaine ou le développement a un sens, qui
implique de trancher la question de la convergence uniforme (pour cela, il n’est pas
toujours nécessaire de connaitre explicitement la forme du terme général).

Raisonner en sens contraire — disposer d’un développement obtenu d’une fagon ou
d’une autre et lui faire dire des choses inconsidérément — peut conduire a des aneries,
d’ou la difficulté pour le physicien, quand il ne dispose que d’un développement

39D ailleurs, le fait que les développements (5.81) et (5.83) divergent pour z=1 laisse suspecter 1’exis-
tence d’au moins une singularité sur le cercle unité.

407 ’idéal est évidemment de savoir resommer le développement pour identifier la fonction — ce qui est
bien rare en pratique ! Souvent, un peu de savoir-faire allié & des considérations physiques, permet de
localiser les singularités ou, a tout le moins, de savoir ou il n’y en a pas.
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qu’il ne sait pas resommer ou, pire, quand il ne connait que des premiers termes
d’un développement qu’il suppose exister sans en avoir en général d’autre preuve
qu'une intime conviction.... Les exemples ci-dessus, s’ils gardent un caractere
académique dans la mesure ou toutes les séries se resomment trivialement, per-
mettent néanmoins de mettre le doigt sur la subtilité et inciter & la prudence?!.
En toute hypothese, toute information a priori sur les propriétés analytiques de la
fonction cherchée est précieuse et doit étre exploitée a fond pour réduire les risques

d’erreur?2. ¢

Pour en terminer avec la classification des singularités, donnons un exemple de
singularité non-isolée, qui y échappe par nature. La fonction :

1
= — 5.84
) = o (5.84)
a une infinité de poles*® puisque le dénominateur s’annule linéairement en (z — z;) pour
e/ = —1 = @kDIT L ¢ 7 soit pour la suite de nombres :
1 (5.85)
zp = —1l—— .
y 2k + 1)

Cette suite tend vers zéro quand k — 400 : Porigine est un point limite (point d’accumu-
lation) des zéros du dénominateur qui font diverger le module de f : lorigine est bien
une singularité, mais elle n’est pas isolée — dans tout disque autour de 'origine on trouve
un nombre infini (dénombrable) de singularités (I’origine est un point-limite). Certains
auteurs (Whittaker et Watson [7] par exemple) définissent (pour une fonction mono-
valuée??) une singularité essentielle comme une singularité qui n’est ni éliminable, ni un
pole (lequel est, par définition, une singularité isolée) ; avec cette convention, le point
d’accumulation ci-dessus est classé parmi les singularités essentielles.

Dans un genre différent, la coupure relative a une fonction multiforme est en fait
une ligne continue de singularités®® — lesquelles sortent également de la classification en
cours : un point de branchement d’une fonction multiforme n’est manifestement pas une
singularité isolée.

Selon la nature des singularités, il s’avere utile de distinguer deux classes?6 de
fonctions analytiques parmi d’autres :

410n verra par la suite (chapitre 7) comment s’introduit la notion de développement asymptotique,
elle-méme liée au probleme dit de la “sommation des séries divergentes”. De tels développements sont
d’une extréme utilité, en Physique et ailleurs.

42Par exemple, on verra dans la suite comment le Principe de causalité donne aux fonctions de réponse
des propriétés d’analycité bien précises (étre analytiques dans un certain demi-plan de C) : méme si on
est incapable de calculer exactement ces fonctions de réponse, on connait d’avance certaines de leurs
propriétés.

43Chaque zj, est bien une singularité isolée, et c’est un péle d’ordre 1.

44 vest-a-dire non multiforme.

45Par exemple, pour la branche du logarithme dont la coupure est le demi-axe R_, In z a un saut égal
a 2im pour les deux valeurs z +1i0, quel que soit x < 0. Une coupure est une ligne dense ou la fonction est
discontinue — tout comme ’aimantation spontanée d’un ferromagnétique de part et d’autre du segment
délimité par T' = 0 et la température de Curie T.

46 A nouveau, répétons que 1’on ne considere toujours pas le cas de fonctions multiformes.
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e les fonctions entiéres, qui n’ont aucune singularité a distance finie?”. Toute fonction
entiere peut étre représentée par un développement en série entiere :

—+o0

HOEDISH (5.86)

n=0

qui converge dans le plan ouvert. e* est une fonction entiere*®, tout comme les fonc-
tions trigonométriques (circulaires ou hyperboliques). En définitive, une fonction
entiere est la somme d’une série entiere dont le rayon de convergence est aussi grand
que 'on veut.

Une fonction entiere peut étre considérée comme un polynome de degré infini ; ceci
est acceptable au vu de la série entiere 5.86, mais est encore plus compréhensible
quand on sait qu’une fonction entiere peut étre représentée par un produit infini*?
(voir section 6.8.2).

e les fonctions méromorphes, dont les seules singularités sont des poles, éventuel-
lement a linfini. Il en résulte que dans tout domaine borné, une fonction méro-
morphe ne peut avoir qu’un nombre fini de pdles : dans le cas contraire, il existerait
une suite de poles convergeant vers une singularité qui ne saurait étre une singularité
isolée. En revanche, dans tout le plan, une fonction méromorphe peut avoir une
infinité de podles : c’est le cas par exemple de Siiz. La somme, le produit et

le quotient de deux fonctions méromorphes sont des fonctions méromorphes. Une

fonction entiere qui a des poles a ’infini est une fonction méromorphe : 'intersection

de ces deux ensembles de fonctions n’est pas vide.

Les fonctions méromorphes les plus simples sont les fractions rationnelles. A
Iinverse, on peut considérer que la notion de fonction méromorphe généralise celle
de fraction rationnelle ; cette généralisation prend tout son sens quand on démontre
qu’une telle fonction peut étre représentée en série d’éléments rationnels simples
(voir sous-section 6.8.1).

5.4 Théoreme des résidus

Ce théoreme est probablement le plus connu de tous ceux relatifs aux fonctions d’une
variable complexe : sans aucun doute, on s’en souvient encore quand on a oublié tous les

47Selon le théoreme de Liouville (voir chapitre 4), une fonction bornée qui n’a aucune singularité dans
le plan fermé C est constante. Une fonction ne varie que si elle a des singularités quelque part, éven-
tuellement & infini, |z| =o0. Pour une fonction entiére, I'infini du plan complexe, c’est un peu comme
le nuage de Oort pour les cometes : sans lui, il ne se passerait rien.

48 mais n’est visiblement pas constante ! e? diverge si z tend vers I’infini le long de 1’axe réel positif :
il y a bien une singularité quelque part, dont la nature sera précisée ultérieurement (e* a une singularité
essentielle & P'infini, tout comme e'/# a une singularité essentielle & lorigine).

49Par exemple :
22
sinz=z [[ (1— : 2) (5.87)
neN* nem
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autres. Cette notoriété est justifiée par 'immensité de ses applications dans toutes les dis-
ciplines ot un peu de mathématique est nécessaire. En Physique, notamment, il joue un
role de tout premier plan, et vient méme illustrer de fagon spectaculaire certains grands
principes physiques, comme le principe de causalité : on verra comment la nécessité
exprimée par ce principe (les effets sont postérieurs aux causes) impose aux fonctions
de réponse d’un systeme, via ce théoreme®®, de posséder des propriétés d’analycité bien
précises.

5.4.1 Définitions et recettes de calcul des résidus

Parmi tous les coefficients du développement de Laurent centré en zy d’une fonction
holomorphe dans la couronne 0 < < |z — 29| < R, I'un d’entre eux joue un réle de tout
premier plan : c’est c_1. Pour prendre conscience de cette prééminence, soit une bou-
cle 7v,, tout entiere dans la couronne et calculons f'VZo f(z)dz. Comme la série converge

uniformément, on a :

A RO io . A JCRERE (5.88)

n=—oo

Toutes les intégrales sur les puissances positives ou nulle sont nulles puisque la fonction

(z — 20)"<N est holomorphe dans C. En ce qui concerne les puissances négatives, mais
/ 5 / . s ags 1 n+1l .

n # —1, on a vu également qu’elles donnent zéro puisque la primitive Tm? n’est pas

multiforme et reprend la méme valeur au départ et a l'arrivée ; enfin, quant au terme

n = —1, on sait que son intégrale vaut 2ir. Au total®! :
ni._ ) O sin# —1
A (2 — 20)" ds = { o amETL (5.89)
Z0

d’ou :

/ f(z)dz = 2ime_y (5.90)

ce qui montre bien la singularité du coefficient c_; comparé a tous les autres. Ce caractere
exceptionnel justifie qu’on lui donne un nom pour le distinguer : on I'appelle résidu de
f en zq ; ainsi, par définition :

s 1
Res(f, 20) & ey = = / f(2) dz (5.91)
2im J,
20
ol 7., est une circonférence |z — zg| = p suffisamment petite pour n’inclure aucune

autre singularité®2, et parcourue une fois dans le sens positif, laissant donc toujours le

50En réalité, c’est un peu ’histoire de la poule et de ’ceuf. ..
51Rappelons que ce résultat vient du fait que fﬂ/ Z"dz = fOQW (rei?)™ d(rel?), 4 étant une boucle autour

de Porigine déformée en un cercle de rayon r. Le résultat est 2inr™16,, _1 = 2inr0s, _1 = 2ind,, _1,
ou 9, ,+ est le symbole de Kronecker.
52d’ot1 ’importance de distinguer entre singularité isolée — le cas ici — et singularité non isolée.
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point zp a gauche. Par le théoreme de Cauchy, quand toutes ces conditions sont satis-
faites, 'intégrale ne dépend pas du rayon p de la circonférence décrite, laquelle pourrait
d’ailleurs étre remplacée par un contour fermé de forme quelconque (mais ne contenant
toujours que la seule singularité zp). On retiendra ce fait assez remarquable : 'intégration
ﬁ fsz f(2)dz filtre le développement de Laurent pour ne retenir que le coefficient du
terme en (z — z9) . Noter que le résidu est nul si la fonction est holomorphe en zy (pas
de singularité ou une singularité éliminable) ou si le terme o< ——— est absent de la partie
principale : la nullité du résidu ne signifie pas que la fonction n’a pas de singularité en zg !

En pratique, plusieurs procédés permettent de calculer commodément le résidu
d’une fonction en un poéle. Si zp est un pdle d’ordre 1, alors, par définition d’une telle

singularité :
c_
f(z) = ! +co+ei(z—2z0)+... (5.92)
Z— 20

et une fagon rapide d’avoir c_1 = Res(f, z0) est de prendre tout simplement la limite
lim [(z — 2z0) f(2)] ; par (5.92), il vient :
zZ—2z0

lim [(z — 20)f(2)] = lim [c_1 +co(z — 20) +c1(2 — 20)? + ... = c_1 ; (5.93)

z—20 Z—20

d’ou la recette :

Res(f, z0) = lim [(z — 20) f(2)] (pdle d’ordre 1) (5.94)

z—20

Pour un poéle d’ordre n, on a, toujours par définition :

f(Z)Zc_in—i—...—i— ol +co+tei(z—20)+... (5.95)

(z —2z0)™ z— 29

et la méthode précédente ne marche plus (en formant le produit (z — zg) f(z), le second
membre diverge & la limite). En revanche, l'astuce suivante fonctionne ; on multiplie
d’abord membre & membre (5.95) par (z — 29)", ce qui donne :

(2=20)"f(2) = c_pt. . .Ac_a(z—20)" 2 Hc_1(2—20)"  +co(z—20) " +c1(z—20) T ...
(5.96)
Ensuite, on dérive n — 1 fois par rapport a z, ce qui fait disparaitre les termes contenant
C_ny C—p4+1y...,C—2:

dn—t n! (n+1)!

W[(z—zo)”f(z)] =n-—1)lc_y + F co(z — 20) + 51 ci(z—20)*+... . (5.97)

Il suffit maintenant de prendre la limite z — zy pour que seul subsiste le terme c_; au
second membre. D’ou la formule générale :

dn—l
Res(f, z20) = c-1 = (ni ol ZEIEO g [(z = 20)" f(2)] (pdle d’ordre n) | (5.98)

Clairement, (5.94) est un cas particulier de (5.98) (il suffit d’y faire n = 1).
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Une autre formule utile en pratique est la suivante. Quand f(z) = igz; ou(z) a

un zéro simple en zy (1(29) = 0) et ou1 ¢(z) est holomorphe en zy, 2z est un pole simple
de f(z) ; d’apres (5.94), on a :

Res(f, z0) = lim [(z - ZO)z((Z} , (5.99)
ce qui s’écrit aussi :
e [ e ] e
zlgIzlo (Z O)"/)(Z) 71/)(20)} = zl—>zo [¢(zz_f0(20)] 1/}/(20) . (5100)

Bien évidemment, si ¢(zo) = 0, le résidu est nul, ce qui signifie tout simplement ici que
2o est en fait une singularité éliminable®®. En partant du résultat (5.98), il est possible
d’écrire des formules analogues & (5.100) pour un pdle d’ordre supérieur, donnant le
résidu en fonction des dérivées de la fonction ; par exemple, avec f(z) = ﬁ ou ¥(z) a

un zéro d’ordre 2 en zg, f(z) y a un pdle double et on trouve :

. od 5 1 253 (20)
Res(f, 0) = Jim | —=0" 55] = ~go, P

zZ—2z0 zZ

(5.101)

Enfin, il arrive aussi que le développement de Laurent se trouve a vue, auquel cas
le calcul du résidu est tout fait (voir par exemple la fonction définie en (5.48), ou e*).
Dans tous les cas, il est utile en pratique, pour une vérification rapide, de se souvenir
que c_1 est homogene & [z] X [f].

On définit aussi le résidu a 'infini d’une fonction par :

~ 2in

Res[f(z), o0 L /c f(z)dz (5.102)

ou —C'» est un contour décrit dans le sens négatif de fagon que le voisinage du point
a linfini soit & gauche (tout comme pour le résidu en un point & distance finie) et
suffisamment grand pour ne laisser & gauche aucune singularité de f(z) de module fini.
En pratique, on peut calculer ce résidu en paramétrant le contour par z = Re'? et en
prenant R suffisamment grand. Si la notion de résidu a linfini est un peu troublante,
on peut toujours se ramener au calcul d’un résidu a 'origine. En effet, soit une fonction
f(2) ; par définition, on a :

1
2

Res[f(2), o0] = — /Cf(z)dz; (5.103)

534(2) étant supposée holomorphe en zp, son développement de Laurent est de la forme

ch+ci(z—20)+ ...
Dans ces conditions, le résidu de f(z) est égal a ﬁ ; si co = 0, donnant ¢(zp) = 0, alors le point zg

est de fait une singularité apparente.
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posons Z = 1, ¢(2) € f(z = 1), il vient™ :

z)?

Reslf(2), ool = [ o(z2) 22 = L [ 1

2ir ¢, Z: " 2im Jo, 22

(Z)dZ = Res[Z72¢(Z), 0] . (5.104)

5.4.2 Démonstration du théoreme des résidus

Pour démontrer le théoreme des résidus dans le cas le plus simple, considérons une
fonction f(z) holomorphe dans un domaine simplement connexe D, a lexception d’un
seul point singulier is0lé zg. f(z) est donc analytique dans toute couronne dont la frontiere
extérieure est celle de D, et dont I'autre est une boucle isolant le point singulier zy. Soit
I'intégrale de f(z) sur un contour fermé I quelconque, inclus dans D et ne contenant pas
zo (donc appartenant & la couronne). D’aprés le théoréme de Cauchy, on a :

/f(z)dz =0 . (5.105)
T

Maintenant, déformons le contour ad libitum, I' — IV — T (voir fig.5.3) tout en lui
faisant éviter le point zy — en vertu du théoreme de Cauchy, la valeur de l'intégrale ne
change pas et est toujours égale a zéro :

/f(z)dz: fR)dz=...=0. (5.106)
r r

En particulier, on peut en venir au contour I', formé d’une petite circonférence ., au-

S

Figure 5.3: Le contour I' et ses avatars évitant soigneusement la singularité z.

tour de zg, des deux petits segments de droite®® AB et DE infiniment proches (parcourus
en sens opposés) et d’une ligne C' “refermant le tout”. Les contributions des deux petits
segments se compensent, et il reste®® :

/Cf(z)dz—i—/’yzo F2)dz=0 < /Cf(z)dzZLzo f(x)dz . (5.107)

54Si 2 décrit le contour & I’infini dans le sens négatif, Z~1 décrit dans le sens positif un cercle de rayon
infiniment petit autour de l’origine.

55qui pourraient d’ailleurs étre tout autant deux petits arcs de forme quelconque mais, pour la
démonstration, toujours infiniment proches 'un de 'autre.

56Les deux points A et E sont en fait confondus, de sorte que le “grand” contour C' est bien fermé,
I’adjonction ou la suppression du point A (ou E) ne changeant rien & la valeur de l'intégrale de ligne
puisque f est continue.
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Par la définition du résidu (5.91), cette derniére équation se lit :

/Cf(z) dz = 2ir Res(f, z0) . (5.108)

Ainsi, I'intégrale sur le contour C' est égale & U'intégrale sur la (petite) circonférence v, .

Le point remarquable est que le calcul de l'intégrale sur C' se ramene au calcul de
quantités locales : le résidu en zp, valeur de l'intégrale le long d’une circonférence (ou
clairement le long de toute boucle) éventuellement infiniment petite entourant zo. On
retrouve & nouveau l'invariance de l'intégrale quand le contour est déformé en restant
dans le domaine d’holomorphie : en étirant la petite circonférence, on peut la superposer
a C et inversement ; ce résultat majeur est illustré sur la fig. 5.4. Notons que les deux
boucles C et v sont parcourues dans le méme sens, et que si le sens de parcours est
inversé, alors toutes les intégrales changent de signe.

Ce résultat se généralise immédiatement au cas d’un nombre fini, N, de sin-
gularités zx, £k = 1,2,..., N : pour chacune d’entre elles, on se livre aux mémes
déformations du contour que pour zg ci-dessus. Deés lors, on peut énoncer précisément le
théoreme des résidus (Cauchy, 1825) :

Soit f(z) une fonction holomorphe sur la frontiére C' d’un domaine sim-
plement connexe D et partout holomorphe dans ce domaine sauf peut-étre en
un nombre fini de points zi, k=1,2, ..., N. Alors :

/ f(z)dz = 2ir ZRes(f, 2k) (5.109)
¢ k=1

ot la frontiére C' est décrite de sorte que le domaine D se trouve d gauche
dans le sens de parcours

Figure 5.4: Illustration du théoreme des résidus dans le cas d'une seule singularité z.
On peut étirer le petit cercle v pour le superposer a la grande boucle C, ou inversement,
sans changer la valeur de l'intégrale.

On verra que ce théoreme est d’une extréme utilité en pratique, et quelques ex-
emples d’application immédiate seront données au chapitre 6. Quoi qu’il en soit, il
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exprime d’une nouvelle facon ce fait majeur : s’agissant des fonctions holomorphes, la
forme précise du contour d’intégration importe peu (dans le cas d’une seule singularité
20, l'intégrale sur le grand contour C' est égale a l'intégrale sur tout petit cercle®” ., ).
On peut le déformer a souhait a deux conditions : ne pas le faire décoller du plan et
éviter les singularités, ce qui, pour un mouvement dans le plan, revient a les contourner.
Rappelons une fois encore 'image utile déja mentionnée : le plan C est une planche
en bois, les singularités sont des clous a demi-enfoncés, le contour est un élastique dont
les extrémités sont fixées par deux punaises, mais qui peut étre déformé sans perdre le
contact avec la planche, les clous se chargeant de lui faire obstacle pour contourner les
singularités. Il est clair que pour pouvoir jouer a ce petit jeu, I'identification exhaustive
des singularités est un préalable absolu & tout calcul.

D’un autre c6té, rien d’autre n’est requis en ce qui concerne la nature des singu-
larités (poles, singularités essentielles, ...). Qu'il s’agisse d’un point singulier éliminable
(alors le résidu est évidemment nul), d’un pdle (quel que soit son ordre) ou d’une singu-
larité essentielle, le théoreme est vrai®®. Une facon de bien s’en convaincre est de revenir
au développement de Laurent centré sur la singularité et de reconsidérer 1’égalité (5.89).

A titre d’illustration, considérons la fonction f(2) = 2"€Zel/#  qui a une singularité
essentielle en z = 0, quel que soit l'entier n. Son développement de Laurent centré a
Porigine s’obtient sans calcul :

n

RN SN o I S LI
flz) =2 Zp!(z) Zp!zpin > e (5.110)

peN peN m=—co

sur lequel on voit que le coefficient c¢_; de % est égal & ﬁ sin>—1,azérosin < —1,
donc que Res(f, 0) = ﬁ ou 0. Le théoreme des résidus permet donc d’écrire :

I, = / mel/z s — AT _ (n>-1) , (5.111)

et I, = 0sin < —1, C étant n'importe quel contour fermé entourant ’origine et parcouru
dans le sens positif. A titre d’exercice, ce résultat peut étre retrouvé directement de
diverses facons ; par exemple, prenons pour C' le cercle v de rayon R centré a 'origine,
sur lequel z = Rel?, @ variant sur un intervalle d’amplitude 27, de 0 & 27 par exemple :

2 . .
I, :/ (Re'?)"e° " d(Re'?) . (5.112)
0

. - . 1,-i6 .
En développant en série ’exponentielle e®® et en s’appuyant sur la convergence uni-
forme, on obtient :

Rnqurl 2m .
I=i)_ 7'/ eln=atDiqp (5.113)
geN q: 0

570u toute petite boucle.

58Dans le cas des points de branchement, le théoréme n’est plus applicable, évidemment, mais les
régles du jeu de I’élastique restent en vigueur : défense de franchir la coupure, tant que. .. (voir note 59)

Cl. A. FIP 1 - 2010/2011
UPMC 7 XII 2010 Mathématiques pour physiciens



Chapitre 5. Représentation des fonctions analytiques par des séries.
214 Théoréme des résidus

En utilisant maintenant fO% ™ d0 = 276, 0

Rn—q—i—l
I,=i) ——— 0y =ix2r
gEN 7

E (5.114)

sin+1 >0, I,, = 0 autrement, en accord avec (5.111) donné directement par le théoreme
des résidus.

Le théoreme des résidus entraine que pour une fonction ayant un nombre fini,
N, de singularités z, toutes de module fini, la somme de tous les résidus, y compris le
résidu a l'infini, est nulle. En effet, I'intégrale le long d’un contour parcouru dans le sens
positif et englobant les IV singularités est égale a 2im 22[:1 Res(f, zn) ; mais I'intégrale
en question n’est autre, par définition, que —2imRes(f, c0), d’ott :

Res(f, 00) + Y _Res(f, z,) = 0 (5.115)

n=1

Cette relation est utile en pratique : si le contour d’une intégrale a calculer englobe
précisément (presque) toutes les singularités finies, mieux vaut calculer d’emblée le résidu
a l'infini, plutdt que de déterminer tous les résidus et d’en faire la somme.

¢ Remarques

1. Le théoreme des résidus s’applique exclusivement dans le cas de singularités isolées,
puisque d’un bout a 'autre on s’appuie sur le théoreme de Laurent. Prenons par
exemple le cas d’une fonction ayant un point de branchement en zy ; de ce point
part une ligne continue infranchissable par 1'élastique®®. Partant de n’importe
quelle boucle laissant la coupure a l'extérieur, on peut évidemment la déformer et
la faire s’approcher aussi pres que 'on veut de la coupure, mais elle ne devra jamais
sauter par-dessus. Si la coupure va jusqu’a l'infini, il restera toujours deux demi-
“droites” (de part et d’autre de la coupure) oti, précisément, la fonction prend des
valeurs distinctes. Si la coupure est un segment de ligne, on peut certes envisager
un contour d’intégration qui le contient en son intérieur, mais on ne pourra jamais
faire collapser le contour comme on I'a fait sur la fig. 5.4 (voir fig. 5.5)

2. Comme on le verra par la suite, il arrive souvent que des portions du contour
d’intégration se situent & l'infini (par exemple pour la sommation de séries, voir
chapitre 6). L’application du Théoréme des résidus se fait alors en deux temps :

(a) on raisonne avec un contour d’extension finie, et on applique le Théoréme des
résidus. Dans un tel contour, et s’agissant de singularités isolées, il ne peut y
en avoir qu’'un nombre fini, d’ou 'application sans souci du théoréme.

59 tant que l’on ne connait que le premier feuillet de Riemann, voir plus loin.
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Figure 5.5: Tllustration, en présence d’une coupure (demi-ligne allant de A & 'infini, ou
segment de ligne AB), des déformations possibles du contour d’intégration (I' = IV — ...)
qui ne changent la valeur de l'intégrale. La coupure interdit de réduire le contour & une
boucle aussi petite que I’on veut.

(b) On effectue le passage a la limite du contour infini, en examinant éventellement
les questions de convergence, et en restant attentif a la possibilité de singu-
larités a l'infini (voir chapitre 6). Cette procédure constitue de fait, au cas
par cas, 'extension du théoreme des résidus a un nombre infini dénombrable
de singularités.

o ooz dz = 7 se calcule par résidus®® en fermant
par un demi-cercle de rayon R et prenant la limite R — 400 ; dans cette
limite, la contribution du demi-cercle est nulle et la somme de résidus devient
une série dont la somme est égale a . ¢

Par exemple, I'intégrale | o1

5.5 Prolongement analytique

La notion de prolongement analytique est simple & appréhender. Soit une fonction holo-
morphe f(z) définie dans un domaine D; du plan complexe par une certaine relation
d’égalité (expression, série, intégrale,...) dénuée d’ambiguité. On peut alors se poser la
question suivante : dans quelle mesure, la fonction f(z) ainsi définie (avec les contraintes
inhérentes & 'expression premiere de f) existe-t-elle en fait dans un domaine Dy dis-
tinct de D1, et englobant tout ou partie®’ de D; ? Autrement dit, dans quelle mesure
peut-on étendre le domaine de définition de la fonction au-dela du domaine apparaissant
“naturellement” lors de la premiere définition ?

L’intérét de cette question n’est pas purement d’ordre mathématique. 11 est
fréquent en Physique de devoir étendre le domaine “naturel” d’existence de fonctions
représentant certaines grandeurs, ou paramétrées par des quantités dont il est nécessaire

2e” 7"
1—e—22
développant en série entiére par rapport & e~ 2% obtenant alors la série entiere de 4Arctg1l = 7.

Le calcul par résidus introduit une somme partielle de série non convergente au sens usuel, qui doit
étre régularisée en suivant la prescription d’Euler.
6lautrement, la question est sans intérét.

600n sait aussi la calculer par des moyens élémentaires, en la prenant comme 2 f0+°° dz, en
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de les généraliser a des valeurs un peu absconses a priori. Par exemple, on définira au
chapitre 7 la fonction I' d’Euler, I'(z), dont les valeurs aux points entiers ne sont rien
d’autre que celles de la factorielle définie & un niveau élémentaire (I'(n+1) = nl, n € N).
La Mécanique statistique a parfois besoin des caractéristiques géométriques (volume, sur-
face,...) de la spheére dans RP (avec D ~ le nombre d’Avogadro N) — et c’est justement
la fonction I'(z) que l'on retrouve®® ; avec des nombres aussi faramineux, il est prévisible
que l'on aura besoin, physiquement, de généraliser la notion de factorielle a des valeurs
non-entieres. En plus élaboré, la description quantique d’un état instable (atome a 1’état
excité, particule éphémere, résonance au sens large,...) se fait trés commodément par
prolongement analytique dans le domaine des énergies complexes de la bonne quantité
(le propagateur ou I'un de ses avatars) ; on trouve alors tout naturellement que la durée
de vie 7 est (& des détails pres) essentiellement donnée par 'inverse de la partie imagi-
naire® de 1'“énergie” E, 7 ~ ‘g—%‘ (un état & durée de vie infiniment longue correspond
a une “énergie” réelle). Les mémes arguments, appliqués a 1’énergie libre (de Helmoltz
par exemple), permettent de trouver la durée de vie d’'un état métastable (un liquide
surfondu) ; inversement, on passe du propagateur U(t, tg) de la Mécanique quantique &
une fonction de partition Z(3) de la Mécanique statistique en “passant en temps imagi-
naire” (t — —ifi3). Un dernier exemple, célebre, est I’étude des phénomenes critiques, ot
lon est conduit a considérer des dimensions spatiales D non-entieres, parfois négatives,
quand elles ne sont pas tout simplement . ..complexes ; le succces des “développements
en 4—¢” pour le calcul des exposants critiques est la preuve de 'utilité d’un prolongement
analytique par rapport a la dimension spatiale. Si ceci est tres contre-intuitif, il est aisé
d’en comprendre la contingente nécessité : connaitre la valeur numérique d’une certaine
fonction f pour la dimensionnalité D = 3 est une information bien pauvre comparée a la
connaissance de la fonction f(D) dans le voisinage de D = 3, grand ou petit, voisinage
qui a parfaitement le droit d’étre un disque du plan complexe centré sur le point réel
D = 3. Dit encore plus schématiquement : connaitre la valeur d’une fonction en un
point ne dit rien sur ce que vaut sa dérivée !

Pour préciser les choses sur le plan conceptuel, donnons des exemples précis
n’impliquant que des fonctions élémentaires. Soit la fonction fi(z) définie comme étant
égale a la somme de la série géométrique :

fi(z) = e (5.116)

neN

On sait bien que cette série ne converge que si |z| < 1 — elle n’est autre qu’une certaine
série de Taylor ; autrement dit, fi(z), en tant que fonction de z, n’est définie par la
relation (5.116) qu’a lintérieur du disque unité centré & lorigine. Une écriture plus
précise (et plus correcte !) est donc :

fi(z)=)_2" Yz |l <1, (5.117)

neN

62D’ou intérét de la formule de Stirling, grace & laquelle on peut aisément démontrer un résultat
majeur : ’entropie est une grandeur extensive.

63Les détails ont parfois leur importance : ils sont ici responsables d’un déclin algébrique (par opposi-
tion & exponentiel) aux temps longs ; ’émergence de lois-puissances (< t~¢) est le signe d’une relaxation
lente dans la phase ultime.
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Soit maintenant la fonction fa(2) :

déf 1

f2(2) = 17— (5.118)
qui est définie partout dans C sauf au point z = 1. Quelle est la relation entre les deux
fonctions f1 et fo ? On sait bien que la somme de la série (5.116) est égale & (1 — 2)~71,
autrement dit la somme de la série (5.116) — qui n’existe que pour |z| < 1 — est égale
partout ou elle est définie a la fonction fo qui existe, elle, dans un domaine beaucoup
plus grand de C. On peut dire que la fonction fo(z) est le prolongement de la fonction
f1(z) apparaissant initialement en tant que somme de la série géométrique (5.116) quand
elle converge, évidemment. Ce prolongement est sensé dans et au-dela du disque unité
(sauf en z = 1) ; comme fo(2) est une fonction analytique, sauf en z = 1, on dit qu’elle

est le prolongement analytique de f1(z).

C/
C//
C///
20 Z(/J * Z(,),
-1 .
F O Z(I)H
C

Figure 5.6: Illustration des prolongements analytiques successifs de f1(z), (5.116), en
procédant de proche en proche par des disques de rayon unité (le premier disque C est
centré en z et correspond & (5.123)). Ceci permet de comprendre que la fonction peut
bien étre prolongée dans tout le plan et que son expression compacte n’est autre que le

holomorphe dans C\{1}.

)

D’ailleurs, on peut aussi prolonger directement la fonction définie par la série
(5.116) — en feignant d’ignorer que 1'on sait la resommer et qu’elle vaut = — en trouvant
son développement de Laurent autour de tout point zy judicieusement choisi, et donnant
lieu & un domaine de convergence recouvrant au moins partiellement® le domaine initial
|z| < 1. Récrivons (5.116) sous la forme :

+o0 +oo n
fl(z):Z(z—zo—i—zo —ZZCP Pz —20)? (5.119)
n=0 n=0 p=0

zo étant n’importe ou dans le disque I' de rayon 1 centré en O. Dans le domaine com-
mun aux deux disques |z| < 1 et |z — 29| < 1, toutes les séries rencontrées convergent
absolument (et uniformément) et on peut échanger les ordres de sommation :

+o00 too
fi(z) = Z z—2p) ZCP o = Z z—29) chﬂ’ : (5.120)
p=0 p=0

64T,a nécessité d’un tel recouvrement sera précisée plus loin (voir ’énoncé au dessus de (5.129)).
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En utilisant® :

1 = = 1
_ b n P b 122
(5.120) devient :
+oo 1
p=0

qui est le développement de Laurent® de f; centré cette fois sur zg (sans surprise, la partie
principale est nulle). La série ainsi obtenue converge dans le disque |z — 29| < |1 — 2|, qui
étend le domaine de définition de f; : ici encore, il s’agit d’un prolongement analytique.
La procédure peut d’ailleurs étre poursuivie, élargissant de proche en proche le domaine
de définition de f; (voir fig. 5.6). On vérifiera que toutes les expressions obtenues, une
fois resommées (ici on sait resommer !) donnent toutes 1%2, comme il se doit.

Comme second exemple, soit I'intégraleS” :

’ +OO
fi(z) dz“/ e dt . (5.124)
0
t étant toujours positif, cette intégrale n’existe®® que pour Rz > 0 (sinon l'intégrand

diverge exponentiellement & I'infini). Une écriture plus correcte pour définir la fonction
f1 dans (5.124) est donc :

—+o0
filz) = / e Ftdt V2, Rz>0 . (5.125)
0
Autrement dit, I’égalité (5.124) ne définit la fonction fi(z) que dans le demi-plan de
droite ouvert (nombres complexes & partie réelle strictement positive). Cette condition

étant satisfaite, une intégration élémentaire donne f1(z) = 1. Au total :

A== Ve Rz>0. (5.126)

faz) = % Vz,2#0 . (5.127)

651, égalité (5.122) est le développement de Taylor en z = 0 de (1 —z)~(®+1) | construit en remarquant
que :
an 1 _ D+ ptn) (AP o 1 i
dzn (1 — 2z)p+1 (1 — z)p+1 T opl(1—z)pHl T TP (1 el
la série entiere (5.121) converge (uniformément) Vz, |z — 1| > 1.
660n peut aussi trouver ce développement en utilisant la formule (5.45), et prenant pour f(¢) la série
(5.116).
67Comme on le verra, f1 (2) est la transformée de Laplace de la fonction qui vaut partout 1 sur le
demi-axe réel positif.
68Avec z = z + iy, on a |f1(2)] < f0+°° le~®telvt|dt = f0+°° et dt ; cette derniére intégrale existe
Vx € R+.

(5.121)
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La fonction fa, définie partout sauf en z = 0, réalise le prolongement de f; bien au-dela
du demi-plan de droite — en fait dans tout le plan excepté le point z = 0. De la méme
fagon, on dit que f2(z) est le prolongement analytique de f; dans C \ {0}.

Donnons maintenant un autre argument permettant de se convaincre que 'inté-
grale (5.124) définit bien une fonction prolongeable au-deld du demi-plan de droite.
L’expression (5.124) peut étre considérée comme une intégrale sur la variable compleze t
sur le chemin C formé du demi-axe réel positif. Grace au théoreme de Cauchy, ce chemin
peut étre déformé en maintenant ses extrémités fixes ; en particulier, I'intégrale ne change
pas si C est déformé en une demi-droite inclinée par rapport a 'axe Ox et rejoignant
le point & linfini sur Ry par un arc de cercle lui-méme situé & l'infini. z étant fixé (et
donc son argument aussi), la contribution de I’arc a I'infini est nulle si [Argzt| < 7, et
I'intégrale de départ est égale a I'intégrale le long de la demi-droite inclinée (qui con-
verge aussi puisque R(zt) > 0). Ainsi, quand 'argument de z augmente et va dépasser
% pour sortir de la région ot la définition (5.125) a un sens, il suffit d’incliner simul-
tanément la droite d’intégration au-dessous de I’axe Ox pour ne pas violer la derniére
inégalité et récupérer in fine une intégrale convergente. Modifier directement le contour
d’intégration est un procédé usuel pour prolonger analytiquement & vue une intégrale.
On en rencontrera d’autres exemples dans la suite.

Ces deux exemples montrent bien qu’une relation donnée, valide dans un cer-
tain domaine, produit l'expression d’une fonction qui peut en réalité avoir un sens (étre
définie) dans un domaine beaucoup plus vaste. Par définition, on dira qu'une fonction
f2(2) holomorphe dans Dy est le prolongement analytique d’une fonction f;(z) holomor-
phe dans D; ssi il existe une fonction analytique f(z) égale a f;(z) si z € D; :

f(2) :{ }28 zz i g; . (5.128)

Cela étant, le théoreme suivant énonce les conditions permettant d’affirmer qu'une fonc-
tion f5 est en effet le prolongement analytique d’une fonction fi :

Soit deux domaines Dy et Dy dont les frontiéres possédent un arc commun
T et soit deux fonctions f1 et fo analytiques respectivement dans D1 et Dy. Si
ces deuz fonctions sont continues sur D1 |JT et Do T, et si elles prennent
les mémes valeurs en tout point de l'arc commun T, alors fo (resp. f1) est le
prolongement analytique de f1 (resp f2) dans le domaine Dy (resp. D1).

En effet, soit la fonction précisément définie comme :

[ A=) V2 €Dy
flz) € Al2)=fa(z) VzeT (5.129)
fa(2) Vz € Dy

qui est une fonction continue sur D = D; | D2. On va montrer que son intégrale le long
de tout contour fermé situé dans D est nulle, ce qui, compte tenu du théoreme de Morera,
permet de conclure que f est analytique dans D.
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11 suffit de considérer deux contours Cy et Cy parcourus dans le méme sens (positif
par exemple), respectivement situés dans D; et Do et ayant un arc longeant de U'intérieur
de chaque domaine I’arc commun I'. Comme chaque fonction f; est analytique dans son
Dj, on a:

/C_fj(z)dzo (Gi=1,2) . (5.130)

Il en résulte notamment :

fi(z)dz+ f2(z)dz =0 <<= f(z)dz=0 . (5.131)
Cl Cz CIUCZ

Les deux contributions le long de I'arc commun sont manifestement de signes opposés,
quel que soit le sens de parcours. Il en résulte que la contribution de I'arc commun
disparait du total et que seule subsiste l'intégrale le long du contour C formé de la
réunion des C; d’ou I' a été effacé :

/ f(z)dz=0 . (5.132)
C

L’intégrale de f(z) le long du contour fermé C inclus dans D est donc nulle. D’apres
le théoreme de Morera (voir p.178), f est donc une fonction analytique dans D. Ceci
montre que le prolongement par continuité d’une fonction est une fonction analytique :
non seulement il étend la définition de la fonction de départ a un domaine plus vaste,
mais encore le résultat est une fonction douée d’analycité®?.

Quand les deux domaines D; se recouvrent, et que les fonctions sont égales entre
elles dans la région commune, on dit souvent que I'une réalise le prolongement analy-
tique tmmédiat de 'autre. Revenons aux deux exemples ci-dessus, out on a su construire
d’instinct le prolongement analytique, ce qui est une fagon de se convaincre qu’il est en
soi possible. Clairement, les conditions d’application théoréeme du prolongement analy-
tique sont satisfaites, puisque les deux domaines ont a chaque fois bien plus qu'un arc de
frontiere en commun, le plus petit étant complétement inclus dans 'autre. Il s’agit donc
bien ici de prolongement analytique immédiat.

Fondamentalement, la possibilité du prolongement résulte du fait que sur la fron-
tiere fermée de définition de f1, la fonction prolongée ne possede qu'un nombre dénom-
brable de singularités (pour les exemples ci-dessus, il n’y en a qu'une : z = 1 pour la
série géométrique, la frontiere étant le cercle de rayon unité, z = 0 pour l'intégrale de
Laplace (5.124), la frontiere étant I’axe imaginaire). Ce qui veut dire qu’un piéton peut
toujours sortir de Dy en contournant toute singularité qu’il rencontrerait sur son chemin,
ou encore que ’ensemble des singularités est plein de vide, particulierement lacunaire
(comme la matiere ordinaire). L’image que 'on peut retenir : il doit étre possible de se
faufiler entre les singularités et sortir de D;.

69Notons que ce théoréme n’est pas vrai pour des fonctions réelles : soit deux fonctions dérivables sur
deux intervalles [a, b] et [b, ], égales au point commun b. Leur réunion n’est pas forcément dérivable (il
peut y avoir un point anguleux en b).

FIP 1 - 2010/2011 Cl. A.
Mathématiques pour physiciens 7 XII 2010 UPMC



5.5. Prolongement analytique 221

De fait, le prolongement analytique n’est pas toujours possible. Par exemple™,
soit la fonction :

“+oo
fi(z) =02 (5.133)
n=1

Cette série converge V z, |z| < 1, mais diverge visiblement pour z = 1 (et méme effroy-
ablement si |z| > 1), révélant ainsi 'existence d’une singularité en z = 1. Par ailleurs,
on a trivialement :

filz) =22+ 2 284210 =22 (224 () + (DR, (5.134)
de sorte que la relation fonctionnelle suivante est vraie :
fi(z) = 2%+ f1(2%) . (5.135)

Ceci montre que f1(z) a aussi’! des singularités en 22 = 1, soit z = 1. En itérant une
fois la relation fonctionnelle (5.135), on a aussi :

Ai(2) = 2+ () + A = 2+ 24+ A 5 (5.136)

ceci montre que fi(z) a aussi des singularités en z* = 1, soit en %, k =1, 2, 3, 4 (on
retrouve les singularités déja détectées), et ainsi de suite. D’une fagon générale, la forme
itérée :

fiz) =22 424+ 284+ 22+ () (5.137)
révele des singularités en 22" = 1, c’est-d-dire aux sommets du polygone régulier & 2"
cOtés inscrit dans le cercle de rayon unité. Au total, ensemble des singularités de f1(z)

est {zp, n = elfngamT boka=1,2,..., 2" n € N* toutes situées sur le cercle unité. La
densité de ces points fait du cercle un rempart infranchissable” révélant I'impossibilité
de prolonger analytiquement f; au-dela de ce cercle. On dit alors que le cercle est la
frontiere essentielle de fi(z), que le disque est le domaine d’existence de fi, qui est
qualifiée de fonction analytique compléte.

Plus généralement, une fois que ’on effectué tous les prolongements possibles d’une
certaine fonction, celle-ci est de méme qualifiée de compléte. Par exemple, soit a trouver
toutes les déterminations de la fonction logarithme ; I’idée est, dans la premiere étape,
d’utiliser (Inz)" = %, c’est-a-dire d’intégrer la fonction % en utilisant la convergence

uniforme de son développement en série entiere. On écrit :

= e (5.138)

z:1+(z—1) =

70Un autre exemple : la fonction D onen 2

"ce qui est immédiat, f1(Z) ayant une singularité en Z = 1 (il suffit de prendre Z = 22).

72 “The attempt to carry out the process of continuation will therefore be frustrated by the existence
of this unbroken front of singularities, beyond which it is impossible to pass.” ([7], §5.501).

L’aspect infranchissable peut se percevoir intuitivement en notant que le “nombre” de singularités sur
le cercle de circonférence 27 est égal a limpy_, 4 oo 2N = 2R ol Ry est le cardinal de N. Le cardinal de R
étant, par définition noté Ry, ’hypothése du continu de la théorie des ensembles est équivalente a 1’égalité
280 = Xy, d’ott la densité de la frontiere circulaire impossible & franchir (voir par exemple [33])...
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la série convergeant uniformément V z, |z — 1| < 1, c’est-a-dire a l'intérieur du disque de
rayon 1 centré en 1. Intégrant terme a terme du point 1 jusque vers n’importe quel z
situé dans ce disque, on obtient :

o) # [ ae= 3 ot B o< (5.19)

neN*

la fonction fo(z) coincide avec la détermination du logarithme qui prend la valeur 0 au
point z =1: fo(z) =Inz = f(2),In1=0= f(1).

Le méme travail peut étre effectué en partant de n’importe quel point du disque
unité d’affixe z1, par exemple avec z; = e™/4, définissant une certaine fonction fi(z) :

1) S+ Y i) (5.140)
neN*
avec fi(z1) = [ gde = foﬂ/4 L iefdd = T et FMz) = #;("*1)!7 d’ott le
développement :
fi(z) = izﬂjt > (—1)"—1(27;;# (Jz — ™4 < 1) ; (5.141)
neN*
Plus généralement, le développement de Taylor centré au point z, = e*7/4 permet de
définir la fonction :
fe(z) = lkf + > (71)”*1% (|z —e*™/4 < 1) . (5.142)
neN*
Pour k=8, on se retrouve intégralement dans le disque de départ avec le développement :
& o _ - 1"
fa(z) £ 2im+ ) (-1)" 1% (lz—1 < 1), (5.143)

neN*

qui differe de la fonction fo(z) définie en (5.139) par la constante additive 2ir. Ainsi,
le prolongement analytique continu de proche en proche ne reproduit pas forcément la
méme fonction. On retrouve ici 'augmentation de la partie imaginaire de In z a chaque
tour de cadran : clairement, en répétant ce processus & l'infini (dans un sens ou dans
un autre), on peut de fait engendrer toutes les branches de la fonction logarithme ;
visiblement, le choix d’un décalage de 7 est juste pour I'exemple : n’importe quel angle
% conviendrait tout autant, redonnant pour fa,(2) la fonction de départ agmentée de
2im et développée dans le disque de départ. Le méme procédé peut étre répété avec la

fonction f(z) = 2'/2, f(1) = 1.
5.6 Fonctions multiformes. Coupures. Notion de sur-
face de Riemann

Les fonctions multiformes les plus simples ont déja été rencontrées : Inz, 2% « ¢ Z.
La caractéristique d’une fonction multiforme est de ne pas reprendre forcément la méme
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valeur quand on décrit certains chemins continus fermés dans le plan. Soit a nouveau
la branche de fonction 22 qui vaut 1 en z = 1, soit |z] €72, 0 < 6 < 27, Effectuons
un tour complet en suivant n’importe quelle courbe partant de z = 1 et y revenant™
en contournant l'origine. Au départ, la branche ainsi définie vaut 1, a larrivée elle
vaut (e2i”)% = e™ = —1 ; le méme phénomene se produit pour autre branche de la
fonction racine carrée. Il en va de méme pour le logarithme, quelle que soit la branche
choisie : quand z décrit une courbe fermée autour de l'origine, son argument varie de
27 et la branche choisie, quelle qu’elle soit, differe™ de £2ir de la valeur de départ.
Le parcours d’un tel contour fermé induit donc pour une fonction multiforme une sorte
de discontinuité, a l'instar d’une fonction d’une variable réelle présentant en un point
d’abscisse xp un saut de premiére espece : selon que l'on arrive a gauche ou a droite de
xo, la limite de la fonction n’est pas la méme ; un point sur R est de dimension égale a zéro.
Pour une fonction multiforme, ceci se produit en tout point de la coupure préalablement
définie ; dans C ~ R?, espace bidimensionnel, toute ligne a pour dimension un : en ce
sens, une coupure dans C est ’extension bidimensionnelle d’'un point de discontinuité
dans R.

Il en irait de méme si le point de départ (et le point d’arrivée) était n’importe
quel point du plan d’argument quelconque, pas forcément un point de I’axe réel positif,
pourvu que ’on fasse un circuit fermé autour de O : ce fait montre bien que le probleme
n’est pas le demi-axe réel, mais bel et bien l'origine O. Un tel point bizarre (c’est en
fait un point singulier d’une nouvelle sorte) est un point de branchement : c’est de ce
point que part une demi-droite”™ infranchissable tant que l'on s’interdit de provoquer des
discontinuités dans la fonction considérée. On peut voir une coupure comme un ensemble
dense de singularités”™® : ot que ’on soit sur la coupure, la fonction a un saut en deux
points infiniment voisins situés de part et d’autre de celle-ci.

Le choix de la coupure est a priori conventionnel””, mais, une fois fait, il faut s’y
tenir absolument pour éviter les ambiguités, qui conduisent tot ou tard a des erreurs ;
c’est seulement & ce moment que la branche considérée est parfaitement définie. Revenons
a la fonction z2 ; une premiere détermination peut étre définie comme :

Wz =re?)=re?? | 0<0<2r, (5.144)

73Si le chemin suivi ne contient pas 1’origine en son intérieur, ’argument de z part de zéro, augmente,
puis diminue et revient a zéro a l’arrivée : alors la branche choisie reprend la méme valeur.

" Le signe dépend du sens de parcours, positif ou négatif.

5En réalité Paspect demi-droite est tout & fait secondaire : on pourrait prendre comme coupure
n’importe quelle “demi-courbe” partant du point de branchement (un spagnetti semi-infini fait tout
autant l'affaire). Tout ceci n’est qu’affaire de commodité et autant faire simple en prenant une (demi)-
ligne rectiligne !

760n note que la coupure peut toujours étre contournée, au contraire de la frontiere essentielle d’une
fonction analytique compléte.

77Cette affirmation est correcte en-dehors de tout contexte. Il arrive au contraire que la coupure soit
déterminée par la nature du probléme considéré. Il est fréquent, en Physique, qu’un grand principe (celui
de causalité,. .. ), ou une symétrie (par rapport au renversement du temps,. .. ), impose d’emblée certaines
relations de conjugaison complexe aux fonctions représentant des grandeurs physiques. Supposons que la
contrainte physique oblige une certaine fonction & satisfaire f(z*) = [f(2)]*, et que f(z) soit précisément

1
z2 : alors, il n’y a pas de doute, c’est la branche définie en (5.145) qui s’impose d’elle-méme.
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oi1 /7 désigne la racine carrée positive “ordinaire” d’un nombre réel positif ou nul (v/9 =
3, etc). Sur laxe réel positif, z = x € Ry et fl(l)(x) = /z. Sur I'axe réel négatif, on a
fl(l)(rei”) = /re™? = i,/r. Enfin, juste au-dessous de I’axe réel positif, fl(l)(rei(zﬂ_o)) =
Vrel™=0) = _ /. On retrouve bien le fait crucial qu’ayant fait un tour continu complet
autour de l'origine, la fonction ne reprend pas la méme valeur : partant de /7, elle
vaut —4/7 quand on revient au “méme” point de I’axe réel (ce n’est pas tout & fait
le méme : le point d’arrivée est juste au-dessous du point de départ). En tout cas,
quel que soit r > 0, la fonction 22 saute de ++/r (bord supérieur de la coupure) a
—+/r (bord inférieur) ; tout au long de la coupure, la fonction a un saut d’amplitude
2,/r, ce qui qualifie la coupure en tant que ligne continue de singularités. A la branche

1(1) est tout naturellement associée la seconde branche de la racine carrée complexe’

fl(Q)(z = relf) = \/fr el0/2+im — _fl(l)(z = rel?).
On peut tout autant définir une autre branche, par exemple :
FP(z = rel?) = re?/? | —T<O<T; (5.145)

Une telle fonction est maintenant continue & la traversée de 'axe réel, et le saut se
produit de part et d’autre du demi-axe R_, qui constitue la coupure de la fonction
ainsi proprement définie. Noter que cette fonction satisfait la relation de conjugaison

fél)(z*) = 2(1)(2)]*, que ne satisfait pas fl(l)(z) (voir note 77).

Quoi qu'il en soit, la coupure étant choisie une fois pour toutes, la branche de la
fonction 22 considérée est clairement analytique en-dehors de la coupure et tout ce qui a
été démontré pour les fonctions analytiques reste donc valable. En particulier, 'intégrale
sur une ligne évitant la coupure ne dépend que des extrémités, en aucune fagon du chemin
effectivement suivi pour les relier, I'intégrale sur un cycle o1 la fonction est continue™
est nulle, etc. Ceci est évidemment vrai pour n’importe quelle fonction multiforme.

L’obstacle présenté par la coupure est infranchissable tant que ’on en reste au
plan complexe ordinaire considéré jusqu’ici. Pour cette raison, on ne peut pas décrire des
cycles entourant le point de branchement sans buter sur une discontinuité de la fonction :
en I’état actuel des choses, le théoreme de Cauchy ne vaut que pour les contours évitant la
coupure, et ses applications (notamment le théoreme des résidus) s’en trouvent limitées
a certains circuits dans le plan.

L’astuce géniale de Riemann consiste a feuilleter ce plan en 'imaginant comme
étant en réalité le collage de feuillets plans, en nombre & préciser dans chaque cas (c¢’est-
a-dire pour chaque fonction multiforme), de telle sorte que 1’on soit autorisé a franchir la
coupure a la condition expresse de changer de feuillet et de prolonger par continuité la
fonction dans le nouveau feuillet. Pour pouvoir se livrer a cette gymnastique, il suffit en
définitive de séparer les feuillets les uns des autres en les maintenant collés exclusivement
le long de la coupure, qui constitue ’endroit de passage obligé afin de préserver la conti-
nuité de la fonction. L’empilement de plans ainsi constitué forme la surface de Riemann

"8(Vest la généralisation & C du fait que équation 22 = a > 0 a deuz racines +a.
79 (Ce qui exclut une boucle dont les points d’arrivée et de départ, infiniment proches, sont de part et
d’autre de la coupure.
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de la fonction multiforme considérée ; sur sa surface de Riemann, une fonction multi-
forme peut étre traitée comme une fonction analytique “ordinaire”, et le théoreme des
résidus retrouve sa pleine et entiere utilité — dans la mesure ou il est possible d’effectuer
un contour fermé partant d’un certain feuillet, passant dans les autres et revenant au

point de départ du feuillet de départ en tournant toujours dans le méme sens®C.

1°" feuillet

A

0]

2°¢ feuillet

Figure 5.7: Surface de Riemann de la détermination de 22 valant 4+1 en z = 1 + i0.

A titre d’exemple, reprenons la fonction 2% et sa détermination (5.144), dont
la coupure est le demi-axe Ry. Les feuillets de sa surface sont donc collés les uns aux
autres par la coupure, qui est la ligne de passage obligé d’un feuillet a ’autre. Le premier
feuillet correspond tout naturellement aux valeurs de 6 comprises entre 0 et 27 et, quand
0 dépasse cette derniere valeur, le point d’affixe z glisse dans le deuxieme feuillet (on
dit souvent “descend dans le deuxieme feuillet”, mais monter ou descendre est purement
conventionnel), tandis que son argument augmente par continuité au-deld de 27 : entre
un point d’argument dans le premier feuillet 2r — 0 et son voisin dans le deuxieme feuillet
d’argument 27 4 0, la fonction n’a plus de saut. Ainsi, grace au feuilletage, la fonction
devient continue. Le point essentiel est que, sur sa surface de Riemann, la fonction
devient uniforme et, toute autre singularité éventuelle mise a part, devient une fonction
analytique. Il devient alors licite de considérer des contours allant d’un feuillet a I'autre
et pour lesquels les régles de l'intégration démontrées pour les fonctions “uniformes”
retrouvent leur pleine et entiere validité.

I
.
7
.
.

Figure 5.8: La surface de Riemann de la détermination de z'/"

n feuillets (la figure est faite avec n = 4).

valant 1 en z = 1 possede

80Ceci n’est pas toujours possible, par exemple pour la fonction In z dont la surface de Riemann a une
structure hélicoidale (“vis sans fin”).
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Dans le deuxieme feuillet, ’angle varie de 2w a 4w, atteignant cette valeur en
revenant sur la coupure aprés avoir contourné l'origine une seconde fois. A ce moment,
la détermination (5.144) vaut QT =T =1 = (eig)ezo et reprend donc la méme valeur
qu’au départ (6 = 0) : sans créer de discontinuité, on peut alors remonter dans le premier
feuillet. La surface de Riemann de (5.144) est donc formée de deux feuillets reliés par
R;. On peut se la représenter comme deux plans paralleles pincés le long de cet axe
(voir fig.5.7). Ainsi, le long d’un cycle partant dans le premier feuillet, glissant dans
le second quelque part sur Ry pour revenir dans le premier apres deux tours complets,
I'intégrale de 272 est nulle : la primitive est 22%, et reprend la méme valeur au départ et
a larrivée. Pour une fonction multiforme ayant des singularités, le théoreme des résidus
fonctionne et “ramasse” les résidus de toutes les singularités présentes dans les différents
feuillets®!.

Avec les mémes arguments, on montre que la surface de Riemann de la fonction
1 . . . . .
zw, n € N contient n feuillets ; on descend du feuillet k au feuillet £+ 1 au droit de Ry,
remontant du n® au premier au méme endroit.

Autre exemple : la fonction (22 — aQ)%, a € Ry. 1l est facile de voir qu’il y a
deux points de branchement®? en z = +a, d’ol partent deux coupures. Si I'une file?? de
+a vers 00 € R, I'autre de —a vers +oo € R, on constate qu’en fait ces deux coupures
s’annihilent mutuellement & droite de a, puisqu’alors les deux monémes (z & a)% gagnent
chacun un signe — apres un tour complet autour de l'origine. Ici, la coupure est donc le
segment [—a, +a] de Paxe réel ; de part et d’autre de ce segment la fonction prend deux
valeurs opposées. La surface de Riemann est donc simplement constituée de deux plans
paraleles pincés le long du segment [—a, +a]. A nouveau, la(es) coupures peuvent étre
choisies autrement : on peut tout autant prendre®® les deux demi-droites | — oo, —a et
[+a, +00[, auquel cas il n’y a pas une mais deux coupures (ou, si on préfere, la seule et
unique coupure n’est apparemment pas connexe85). Cette fois, la fonction est continue
a la traversée du segment de | — a, +a[ de 'axe réel et a des valeurs opposées de part
et d’autre de chaque demi-droite | — oo, —al, [+a, +00[. Avec ce choix, la surface de
Riemann est formée de deux plans pincés le long de ces deux demi-droites.

Une surface de Riemann peut contenir une infinité de feuillets : c’est le cas de la
fonction logarithme (voir fig. 5.9), puisque sa partie imaginaire augmente de 27 & chaque

81Une fonction peut ne pas avoir de singularité dans le premier feuillet, et en avoir dans un autre.
Par exemple, supposons que la quantité z + z% apparaisse au dénominateur d’une certaine fonction. Les
singularités de cette fonction sont alors données par 1’équation z + z% = 0, dont une solution est z = 0.
Avec la branche (5.144), les autres solutions sont données par \/Fei% + 1 =0, soit \/Fcosg +1=0cet

/T sin g =0;avec 0 <0 < 2m, iln’y en a pas. En revanche, si 6 dépasse 27 (on plonge dans le deuxieme
feuillet), il y a une solution r = 1, = 2.

Ce scénario est typique dans la description d’un systeme instable en Mécanique quantique , un atome
a D’état excité par exemple — voir section 5.7.

82]3 ou s’annule la quantité sous le radical.

1 1
83Ce qui revient & prendre pour (z + a)? la méme détermination qu’en (5.144) pour 232 .

1
84Ce qui revient & considérer la branche de (z — a)2 dont la coupure est le demi-axe [+a, +oo[, et

1
pour (z 4 a)2 la coupure suivant [—oco, —a].
85Elle lest en fait par le point & I'infini.

FIP 1 - 2010/2011 Cl. A.
Mathématiques pour physiciens 7 XII 2010 UPMC



5.7. Exemples physiques de prolongement analytique : émission spontanée,
métastabilité 227

Figure 5.9: Surfaces de Riemann de 27 (& gauche) et de Inz (& droite), vues sous deux
angles.

tour décrit dans le sens positif : une fois le manege commencé, la fonction In ne revient
jamais & sa valeur initiale si on tourne toujours dans le méme sens. Si la coupure est
prise le long de R, sa surface de Riemann est constituée d’une infinité de feuillets, sur
lesquels on ne fait que descendre (ou de monter) quand on passe de 'un au suivant et
si Pargument ne cesse de croitre ou de décroitre. Bien évidemment, il n’est pas interdit
d’inverser le sens de rotation le long du chemin (i.e.de faire demi-tour), apres avoir
été pécher une singularité (c’est méme en pratique I'un des intéréts principaux de cette
gymnastique).

5.7 Exemples physiques de prolongement analytique :
émission spontanée, métastabilité

C’est justement cet exercice qui permet de calculer proprement les durées de vie en
Mécanique quantique (ou en Mécanique statistique). Tout systéme situé dans un état
d’énergie élevée a une tendance naturelle a transiter tot ou tard vers un état d’énergie
inférieure. Il peut s’agir d’un noyau instable (radioactivité), ou d’un atome excité, voire
d’un systéme thermodynamique dans un état métastable (vapeur surchauffée ou liquide
surfondu). Pour fixer les idées, il peut s’agir d’un atome porté a 1’état excité qui, au bout
d’un temps aléatoire, finit par émettre un photon par émission spontanée, c’est-a-dire en
Pabsence de tout champ (plus précisément lorsque les moyenes (quantiques) du champ
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électromagnétique sont nulles®®). Pour un tel systéme instable, c’est I'existence d’un
continuum d’énergie pour le systeme “nu” qui donne une coupure au propagateur. En
prolongeant analytiquement celui-ci dans le deuxieme feuillet, on voit que ce prolonge-
ment y possede des singularités (usuellement des poles), qui sont précisément les énergies
complexes évoquées plus haut. C’est le Principe de causalité qui impose a ces “énergies”
d’avoir une partie imaginaire négative, que I'on appelle alors plutot résonances (I'inverse
de la largeur de la résonance est précisément la durée de vie de I'état excité). En regar-
dant le premier feuillet en transparence, on voit ces énergies en-dessous de l'axe réel ;
dans la situation de couplage faible, les résonances sont situées a proximité des énergies
(réelles) du systéme “nu”, le décalage de la partie réelle constituant le déplacement de
Lamb (Lamb shift).

Par la suite (voir chapitre 7, section 7.7), on rencontrera un autre exemple de
prolongement analytique, constituant un scénario typique pour faire apparaitre une partie
imaginaire dans une fonction de partition Z (donc dans une énergie libre F'), permettant
ainsi de rendre compte de la durée de vie finie d’un état métastable (par exemple la
nucléation de gouttes de liquide dans une vapeur surchauffée).

86 Ce sont les fluctuations (quantiques) du champ dans I’état vide qui provoquent ’émission spontanée.
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Chapitre 6

Applications élémentaires du
théoreme des résidus

“Everything should be made as simple as possible,
but not simpler.”

(Albert EINSTEIN, 1879-1955)

1l s’agit de présenter les applications les plus élémentaires du théoréme des résidus
(calcul d’intégrales, de la somme de séries. .. )

Avant de présenter les applications les plus courantes en Physique du théoreme des
résidus, il convient d’établir les lemmes de Jordan, dont 1'usage est tellement systématique
qu’avec un peu de savoir-faire et d’habitude, on en vient & un usage mentionné pour
la forme quand il n’est pas implicite. Ceci fait, les quelques exemples traités ensuite
montreront que le théoreéme des résidus constitue un outil de calcul d’une puissance
extraordinaire, et d’une rare élégance.

6.1 Lemmes de Jordan

Le théoreme de Cauchy permet de déformer tout contour d’intégration dans le plan C, a
condition de prendre en compte les singularités de I'intégrand ; par ailleurs, le théoreme
des résidus permet de calculer une intégrale portant sur un contour fermé (cycle). En
pratique, une intégrale implique souvent un chemin d’intégration ouvert (la droite réelle,
la demi-droite réelle,...). La méthode consiste & compléter ce dernier chemin afin de
définir un cycle et d’appliquer le théoréme des résidus (ce que l'on appelle refermer le
contour). L’idéal est bien siir que les morceaux ainsi ajoutés donnent une contribution
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nulle ; alors, l'intégrale sur le contour (calculée par résidus) donne directement l'intégrale
initiale sans calculs additionnels.

Les lemmes de Jordan sont précisément des petits théoremes d’usage systématique
quand il faut compléter ou modifier un contour d’intégration. Le premier lemme s’énonce
comime suit.

Lemme 1

Soit une fonction f(z) continue sur le secteur défini par z = Re', R > 0,
0<6; <0<0y<2m, telle que lim |zf(z)| =0. Alors :

|z| =00

P}ilnoo . f(z)dz=0 (6.1)

ou Cg est Uarc de cercle de rayon R compris entre les deux angles 61 et 0.

L’intégrale se met immédiatement sous forme d’une intégration réelle |, 9912 f(Re?)iRe!?dd.
Le module de l'intégrale est borné supérieurement par :

92 . 02
/ |f(Re'?)| RAA = / |2f(2)|d0 . (6.2)
01 01

Par hypothese, la fonction étant continue, 'intégrand tend vers zéro : Ve > 0, 3 R, tel
que V|z| > R., Max|zf(z)| < € ; 'intervalle d’intégration est fini, donc l'intégrale est
nulle & la limite. On peut dire les choses autrement, en introduisant M = maxc, |f(2)] ;

on a alors : .
[ e
01

si limp 0o RM = 0, I'intégrale sur arc de cercle est nulle & la limite .

< R(02 — 01)M ; (6.3)

Il existe une autre version de ce lemme, pour un contour en arc de cercle dont le
rayon r tend vers zéro :

Lemme 2

Soit une fonction f(z) continue sur le secteur défini par z = rel?, r > 0,

0<6, <0<0; <2m, telle que ‘li‘m0|zf(z)| =0. Alors :

r—0

lim /CT f(z)dz=0 (6.4)

INoter qu’il s’agit d’une condition suffisante : I’intégrale peut étre nulle sans que cette condition soit
satisfaite.
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ou C) est I'arc de cercle de rayon r compris entre les deux angles 6, et 05

La démonstration est la méme que pour (6.1), et consideére un petit arc de cercle de rayon
r délimité par les angles 61 et 65.

Lemme 3

Un autre lemme tres utile concerne les intégrands contenant un facteur de Fourier e'#. Il
s’énonce comme suit :

Soit une fonction f(z) continue sur le secteur défini par z = Rel’, R > 0,

0<6, <0<0; <m, telle que | 1|im |f(z)|=0. Alors :

lim e f(z)dz =0 (6.5)
R—o0 Cr

ot Cg est Uarc de cercle de rayon R compris entre les deuz angles 61 et 0.

Dans le cas ou 07 > 0 et 2 < 7, la démontration est immédiate, puisque l'intégrand
est borné en module par e~ 511 fmin| £(2)| oft O3, est min(fy, 7 — ), qui tend exponen-
tiellement vers zéro quand R — oo. La démonstration est moins facile pour le secteur
semi-circulaire, tres fréquent en pratique, ou #; = 0 et 6> = 7.

Soit I'intégrale sur le demi-cercle de rayon R situé dans le demi-plan supérieur, ou
z=Re?, 0<0 <7:

I= / e'” f(2)iRel%df = / eif(cosO4isin®) ¢()iRei?dp | (6.6)
0 0

On décompose 'intégrale en deux, posant #/ = 7 — # dans la seconde. Prenant les
modules?, il vient :

1| g/ e—Rsi“9|f(z)|Rd9=R/2 e O £(Rel)| df +
0 0

3/2 e Bsind” | (RN 40’ = 1, + I, . (6.7)
0

Pour 0 <0 < 3, o0n a sinf > %9, comme on le voit en faisant un dessin. La premiere

intégrale au second membre de (6.7) a donc la borne supérieure :

™

L < R/Z =20 | £(Rei®)[ O | (6.8)
0

2et en se souvenant que le module d’une somme est inférieur ou égal & la somme des modules.
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| f| tendant uniformément vers zéro quand R— +o0, Ve > 0, 3R, tel que V|z|=R > R,
Max|f| < e. D’oti :

jus

2
VR>R.: I < ER/ e_%RGdHZERi(l—e_R) = ﬁ5(1—e_P”) < I (6.9)
o °R 2 2

Ainsi, VR > R, |f| < ¢, la premiere intégrale au second membre de (6.7) est bornée
par S ; pour la deuxieme intégrale Io de (6.7), I'argument est exactement le méme. Au
total |fCR e'* f(z)dz| < me, qui est aussi petit que 'on veut.

Attention !

Par la suite, on rencontrera des intégrales de ce type avec non pas e'* mais e**,
k € R. Alors, si k > 0, le demi-cercle le long duquel 'intégrale tend vers zéro si R — 400
est comme ci-dessus le demi-cercle supérieur, mais si k < 0, c’est 'intégrale sur le demi-
cercle inférieur qui tend vers zéro, puisque ikz = ik(z + iy) = ikx — ky ; quand k < 0,
il faut bien prendre y < 0 pour que le demi-cercle donne une contribution tendant vers
zéro quand R tend vers l'infini.

6.2 Calcul d’intégrales définies

Il s’agit de montrer comment le calcul d’une intégrale sur un intervalle réel d’une fonc-
tion d’une varlable réelle3 f f(z)da peut se ramener au calcul d’une certaine intégrale
complexe f c z)dz, de laquelle le théoreme des résidus donne rapidement la valeur.

'y a a priori deux éléments a préciser : quel est le contour €' 7 Quelle est
la fonction f ? Souvent, mais pas toujours, on a f = f ; il faut parfois faire preuve
d’ingéniosité et travailler par essai et par erreur ; un peu d’entrainement permet de faire
vite le tour de presque toutes les astuces permettant de trouver le bon contour C et
la bonne fonction f On trouvera ci-dessous (section 6.3) quelques exemples o f est
franchement différente de f.

6.2.1 Fractions rationnelles

Soit l'intégrale :

; Q(x)d (6.10)

ou P et ) sont des polynomes. A un niveau élémentaire, on apprend a calculer ce type
d’intégrale en effectuant la division des polynémes et/ou en décomposant en éléments

3La fonction elleeméme n’est pas forcément réelle mais peut tout & fait étre & valeurs complexes
— par exemple, ce peut étre I'intégrand apparaissant dans la transformation de Fourier d’une fonction,
elle-méme réelle ou complexe.
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simples. On va voir que, dans le cas ou les bornes a et b sont oo, le théoreme des
résidus donne le résultat de facon quasi immédiate, en tout cas moins laborieuse. Plutot
que de donner des résultats formels, traitons quelques exemples d’intégrales du genre

(6.10) avec a = —o0, b = +o0. Alors, pour que l'intégrale soit bien définie, il faut que

le rapport g tende plus vite que |z|~! & l'infini, soit : degré de P < degré de Q — 1

(alors, | |lim ‘258‘ = 0 et le 1°* lemme de Jordan est applicable si besoin est). En
z|—+o0

outre, @ est supposé n’avoir aucun zéro réel ; dans le cas contraire*, tout zéro simple
donne une intégrale impropre, que ’on peut régulariser en tant que partie principale de
Cauchy (voir section 6.4) ; si le zéro est multiple, d’autres régularisations doivent étre
envisagées.

Exemple 1

Soit & calculer I'intégrale :

I< /dex (6.11)
N i+ 1 ' '

— 00
Pour appliquer le théoreme des résidus, il faut fermer le contour. Partant de la droite
réelle figurant dans (6.11), il n’est pas forcément facile de voir comment s’y prendre.
Commencons par considérer l'intégrale (6.11) avec des bornes finies =R, sans avoir d’état
d’ame sur le fait que la limite pour en arriver a (6.11) doit en toute rigueur étre prise
en faisant tendre indépendamment vers I'infini les deux bornes®. Le point de départ est

donc :
+R
——dz . .12

/R A1 (6.12)

La facon la plus simple pour former un contour fermé est de relier les deux extrémités

M
R
B A
—-R 0] +R

Figure 6.1: Contour C d’intégration pour le calcul de 'intégrale réelle (6.12) en passant
par (6.13).

du segment [—R, +R] par un demi-cercle centré & 'origine et de rayon R. Par en-haut

40On suppose que P(z) et Q(x) n’ont aucun zéro réel en commun. Dans le cas contraire, il suffit
d’affiner ’analyse.

5Cette intégrale peut ausi se calculer par des moyens élémentaires (décomposition en éléments simples
et utilisation de primitives connues).

5Dans le cas présent, il n’y a aucune difficulté puisque I’intégrand se comporte comme |x| =% & Pinfini.
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ou par en bas ? A priori, aucun choix ne s’impose & l’esprit, et commencons par refermer
par en-haut. Enfin, aucune raison ne semble devoir changer la fonction f en une autre
fonction f. On essaie donc de trouver I en considérant la fonction f (z) = z%ﬂ - qui
n’est autre que la fonction de départ calculée pour un complexe z quelconque — et son

intégrale :
~ ds 1

ou C est le contour indiqué sur la fig.6.1. Tout ce que 'on sait permet d’affirmer que le
choix d'un demi-cercle est fait uniquement pour la commodité du calcul (que d’ailleurs
on ne fera pas : il suffira d’invoquer le 1°* lemme de Jordan) : on pourrait tout autant
refermer par n’importe quelle ligne du genre AMB, cela ne changerait pas la valeur de
Iintégrale. Le choix du demi-cercle étant fait, celle-ci, pour R fini, est la somme des deux
intégrales :

I Tl d L 4Re 6.14

R_/R 1 $+/0 Ryt 41 1) (6.14)
La premiere intégrale, dans la limite R — +oo, est celle que I'on cherche ; le théoreme
des résidus va vite donner la valeur de Ig, soit de la somme des deux intégrales de (6.14).
Il faut donc étre en mesure de calculer 'intégrale sur le demi-cercle, le cas “idéal” étant
celui ot elle vaut zéro quand R — 4o00. Clest le cas ici, par le lemme de Jordan (6.1) :
la fonction f(z) = 4+1 est bien telle |zf(z)] — 0 quand |z| — 400, de sorte que la
deuxieme intégrale dans (6.14) est nulle & la limite R — 400 (ceci saute d’ailleurs aux
yeux sur la forme explicite apparaissant dans (6.14)). Il reste donc :

- L |
li Ir = —d 6.15
Gim g / ek (6.15)

— 00
qui est bien lintégrale cherchée (6.11). Maintenant, I, de par sa définition (6.13),
se calcule rapidement par résidus, quel que soit R assez grand” : il suffit de localiser,
d’identifier les singularités de f= 4 —1 et de trouver les résidus. Le dénominateur est
un polynéme du quatrieme degré, il v a donc des poles, qui sont les zéros de z* + 1, c’est-
a-dire les quatre racines de équation z* + 1 = 0, soit z, = eGFTD™/4 L — 0 1,2, 3,
affixes des quatre sommets d’un carré parallele aux axes, de coté /2. Seuls les deux
poles zp et z1; ont une partie imaginaire positive et se trouvent de ce fait dans le contour

choisi (demi-cercle dans le demi-plan supérieur. Le dénominateur s’écrit H weo(z—21) 3 le
1

résidu en zg est donc simplement lim e soit Go=m o= 22)(21 =) etc. ;
on trouve successivement® :
1 1
Res(zahgs 20) = ===~ »  Res(zg, 21) = —= = - (6.17)
iv2 (2 + 2i) g iv2 (2 — 2i)

"1l suffit que le demi-cercle contienne tous les poles de f(z), soit R > 1 : dés lors, il ne se passe plus
rien lorsque R augmente, sauf que la contribution de la périphérie du grand demi-cercle tend vers zéro
quand R — 4oc0.

8Les résidus se calculent aussi par :

y= Ll A Laektyea (6.16)

Res( =, = = =
es(z4+1 2k (Z4+1)/zk 422 4 4
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d’ou, des que R > 1 :

- JFR 1 ™ 1 0
f E/R :c4+1dx+/o mdme ) = 2im [Res( 75 20) + Res(say, 2 )}
(6.18)
Compte tenu de (6.17), il vient :

)

19)

5l

TR i 1 oy 1 1 B
/R z4+1d$+/0 md(}ze )= 217T|:\/_(2+21)+i\/§(2—21):| B

d’ou a la limite R infini :

(=2

(

too g T
—dr = — 6.20
/m A1 TR (6.20)

Noter que 'on peut tout autant refermer le contour par le demi-cercle situé dans
le demi-plan inférieur, le résultat fourni par le 1°" lemme de Jordan ne dépendant pas ici
du signe de Jz. Le parcours s’effectuant alors dans le sens négatif, il ne faut pas oublier
le signe global, et prendre tous les résidus relatifs aux poles ayant une partie imaginaire
négative ; on a alors :

+o0
[ = ol ) e ) (62)

La somme des résidus est trouvée égale a f de sorte que tous calculs faits, on retrouve

le méme résultat (heureusement !) qu’en (6.20). D’ailleurs, en comparant les sommes
des deux résidus dans un calcul et dans I'autre, on observe que :

Res(=, 20) + Res(=, 21) + Res(=ii, 22) + Res(=i, 23) =0 . (6.22)

4+17 4+1; 4+1; 4+15

Il n’est pas difficile de comprendre le sens d’une telle relation. En effet, considérons un
grand contour faisant le tour du plan complexe a 'infini, par exemple un cercle Cr de
rayon R dont on va prendre la limite R = co. Par le théoreme des résidus, on a :

3
lim /C ) f(z)dz = 2ir I;)Res[ f(2), 2] (6.23)

R—+4o0

ol la somme court cette fois sur tous les poles (& la limite, tous les poles sont dans le
contour). D’un autre coté, I'intégrale au premier membre de (6.23) est nulle & la limite,
comme on le voit en appliquant le lemme de Jordan aux deux demi-cercles, d’out (6.22).

L’intégrale au premier membre de (6.23) n’est autre que celle appraissant dans la
définition du résidu & Uinfini d’une fonction f(z) (voir (5.102)). Avec cette définition,
léquation (6.23) se relit comme suit :

Res[f +ZRes =0, Vg, |z < oo . (6.24)
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Ce résultat est tout a fait général, comme on I’a vu : pour toute fonction méromorphe,
la somme de tous les résidus (y compris le résidu & l'infini) est toujours nulle :

ZRes[f(z), 2z =0, Vazi, |zk] < oo . (6.25)
k

En effet, il suffit de partir du contour a l'infini et de le déformer en tirant des brins
en direction de chaque pole pour vérifier géométriquement que 1’égalité est vraie. Ceci
permet de réaliser que si ’on cherche la somme de presque tous les résidus aux poles a
distance finie, il est souvent moins laborieux de calculer les résidus des poles délaissés
et du pole a 'infini, d’en faire la somme et de changer le signe pour trouver la somme
d’intérét. Pour une fonction telle que |z f(z)| — 0 uniformément par rapport & I'argument

;. N ET . )
de z, le résidu & l'infini est nul (c’est le cas pour 7).

Exemple 2

Soit & calculer I'intégrale” :

—+oo
I, ¥ / ———dz | n € N* (6.26)

Afin d’utiliser ultérieurement un grand demi-cercle, on utilise la parité de I'intégrand
pour récrire :

[ S B (6.27)
n=5) o .

On procede comme pour (6.11), en introduisant provisoirement le méme contour que sur
la fig.6.1 : le segment [—R, +R] de 'axe réel refermé par le grand demi-cercle supérieur
(lautre demi-cercle donnerait le méme résultat), dont la contribution tend vers zéro

quand R tend vers l'infini puisque Hnlégrand se Comporte comime Rén . 11 vient dOIlC7
apres passage a la limite :
+ 17 E €S z .
n 2 2n 1 Y k Y

k, Sz >0

ol la somme ne porte que sur les résidus associés aux poles ayant une partie imaginaire
strictement positive. Les zx sont les zéros du dénominateur, donnant chacun un pole
d’ordre un :

mn NCLESIL;
Zg 0 +1=0 <<= z,=¢ 2 | k=0,1,2,...,2n—1 . (6.29)
- 1 . 2k 1 i(Zk‘tll)"' - . ~ N .
Le résidu vaut BT T gne = Thm 3 les résidus des podles zp a partie
imaginaire positive correspondent aux valeurs de k telles que 0 < 21;—:51# < m, soit

9n est ici supposé entier, afin de commencer par traiter des intégrales n’impliquant pas de fonctions

multiformes. L’intégrale (6.26) avec n non-entier est considérée plus loin, voir (6.148).
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kE=0,1,...,n—1. La ), dans (6.28) fait alors intervenir une progression géométrique
de raison €% qui se somme facilement, et on trouve finalement'© :

Li=—— — (neNY) (6.30)

2n sin 21
n

. 2 7’ .
On note quesin > 1,ona I, ~ 1+ QZT, un résultat qui ne saute pas aux yeux au vu

N

de la définition intégrale (6.26). (6.30) donne 2I,,—o = 75 en conformité avec (6.20). A
titre d’exercice, montrer (sans calcul) que Pintégrale I,,(a) = 0+°° m dz (a € R)

est égale a W% I, (voir aussi I’exemple (6.35) p. 237 et les commentaires de la note 11).

Exemple 3

Soit a calculer I'intégrale :
+oo 6
déf X
Il = /0 Wdl‘ . (631)

On utilise le méme contour que précédemment, en remarquant que la parité de I'intégrand

permet d’écrire :
1 +oo 1.6
L == ———dx . .32
! 2/_00 (@ 12" (6:32)

Le lemme de Jordan s’applique puisque quand R est grand, l'intégrand se comporte
comme R®/(R*)?) = R=? : T'intégrale sur le demi-cercle vaut zéro a la limite R infini.
On retrouve les mémes poles que dans l'exemple 1 ci-dessus, mais ils sont ici d’ordre
deux. Apres calcul, on trouve :

3T

L = ——
1 82

(6.33)

C’est un bon exemple pour montrer comment, par un changement d’échelle (scal-
ing en anglais), ce résultat permet de trouver la valeur d’une intégrale plus générale, et
aussi de rencontrer un prolongement analytique'!. Soit en effet :

" +oo .TG
I(a) = /O mdx (a € Ry) . (6.35)

0Pour n = 1, I, peut s’obtenir par des moyens élémentaires, qui donnent immédiatement I; = Z :

c’est bien ce que dit aussi (6.30). ?
HTa restriction a € Ry est essentielle pour pouvoir obtenir le résultat cherché & partir de (6.36),
puisque 1 est un nombre positif. D’ailleurs, le résultat (6.37) est visiblement faux pour a < 0 par
exemple, puisque 'intégrale de départ est encore dans ce cas une quantité visiblement positive. Ceci
étant précisé, rien n’empéche de prolonger analytiquement ’expression (6.37) & condition de 1’écrire

précisément :

32
16(&4)1 /4
la branche de z étant celle qui prend des valeurs positives pour z € Ry, dont la coupure est le
demi-axe réel négatif. La restriction sur Arg a se comprend comme suit : la branche z1/4 considérée est
holomorphe dans le plan coupé du demi-axe réel négatif, donc —m < Arg z < +m. a* devant avoir son

I(a) = (a €C, —g <Arga<+%) , (6.34)

1/4
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On voit que I(a =1) = I ; en posant x = az’, il vient (a étant positif) :

+oo aSz'° 1 [+ z8 1
I(a) = . = L _de=-1I 6.36
(@) /0 STz a/o @1z T (6.36)
dotr : ;
Ia)=—"_  (@>0). (6.37)

8av/2

Le scaling I(a) o< 1 était d’emblée prévisible : il suffit d’imaginer que a a une dimension

physique (une longueur, par exemple), auquel cas x est aussi une longueur ; analyse

dimensionnelle sur I'expression de départ (6.36) montre immédiatement que [I] = L™, de

sorte que, a étant la seule longueur disponible, on a forcément I(a) = nombre x % Noter

enfin que l'intégrale (6.31) peut se calculer en prenant un contour en secteur circulaire
s

revenant a l'origine suivant un angle de %Tﬂ =7.

Exemple 4
Comme exemple impliquant des poles d’ordre n, soit 'intégrale :

+oo
é 1
In(a) d:f /O mdx (a > 0, n = 1, 2, 3, . ) . (638)

Pour n = 1, on trivialement I; = 5-. Ceci étant, la dépendance en a de I, est visible-

ment trés simple : I’homogénéité montre que I(a) est homogeéne & a=2"*! ; on peut se
débarrasser de a en posant x = az’ ; en outre, I'intégrand étant pair :
1 +ee 1
I, (a) = dz’ . 6.39
n( ) 2¢q2n—1 [oo (.TIQ + 1)n ( )

La suite du calcul procede comme précédemment, a l'aide d’un contour comme sur la
fig. 6.1 (mais on pourrait ici tout autant refermer par le bas, sans oublier le signe devant
2im !). La fonction & intégrer a deux podles d’ordre n en z = =i, mais seul 'un d’entre
eux est a considérer, +i si on referme en haut, —i dans le cas contraire. Si on ferme en
haut, il faut donc calculer le résidu au pole d’ordre n z =1 ; la formule générale s’écrit :

Res (ﬁ z= +i) = ﬁ L?:T__ll <(z i)n(%%)”)]z—i =
1 [d”‘l 1

(n—=1! [dz"t (z 4+ 1)"

L_i . (6.40)

argument dans cet intervalle, il faut que celui de a soit dans 7. A titre de vérification, on voit que si
Arga = +Z, a* est négatif, et 'intégrale (6.35) est singuliere. Enfin, connaitre I(a) dans ce secteur en a
définit bien ’ensemble de toutes les valeurs de cette intégrale (ol elle a un sens) puisque y restreindre a
donne bien & a? toutes les valeurs complexes possibles (hormis les valeurs négatives de a? pour lesquelles,
répétons-le, I'intégrale n’est pas bien définie).
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La dérivée multiple se calcule facilement, et on trouve :

1 . (=) tnn+1)(n+2)...2n—2)
—H 2= = 41
e <<z2 o *1) (n— 1) @) - o
sin>2;sin=1:
Res - +i) = 1 (6.42)
241" ) T '
Au total, 'intégrale I,,(a) vaut :
71 nn+1)n+2)...(2n—-2)
In(@) = =i T — 1) (n>2), (6.43)
et peut se mettre sous la forme :
7 135...(2n—-3) 7T
I, (a) = >9) . =L 6.44
(a) a2n—1 2n(n —1)! (n>2) 179, ( )

Ce résultat s’exprime aussi & I'aide de la factorielle, donc & 1’aide de la fonction I' d’Euler'?
(voir chapitre 7). On peut montrer que quand n est un réel v :

VT Ty —3)

20%v=1  T(v)

I,(a) =

1
Va>0,Vl/>§ (6.45)

La restriction v > % se comprendra bien aprés étude de la fonction d’Euler I'(z), qui a un
pole en z = 0 : revenant a l'intégrale de départ (6.38), on voit qu’elle diverge si 2n < v
1

tend formellement vers 5-

6.2.2 Intégrales d’une fonction rationnelle de lignes
trigonométriques

Ce sont des intégrales du genre :
27
/ R(cos @, sinf) do (6.46)
0

ol R(X,Y) est une fonction rationnelle (ne contenant que des puissances entieres) de
lignes trigonométriques circulaires. L’astuce consiste a remarquer que sur le cercle centré
a Dorigine et de rayon unité, on a z = e, § variant de 0 & 27 (par exemple) quand
Iaffixe de z parcourt une fois et une seule le cercle dans le sens positif ; sur le cercle, on

2Encore un “prolongement analytique” des entiers m > 1 vers les réels v > %, ... et en fait vers les
complexes Rv > % Essayer de comprendre pourquoi I’expression (6.45) a un point singulier pour v= %
Comme I‘(%) =/, Pexpression (6.45) implique la combinaison Frgzig) avec p = v — %7 q= % Par

définition, cette combinaison remarquable est une autre fonction spéciale importante, notée usuellement
B(p, q) (voir également le chapitre 7).
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a dz = ie'?df, soit dd =i le dz = ?—ZZ. En utilisant les formules d’Euler, une intégrale
telle que (6.46) s’écrit donc :

1 1, 1 1 dz
et -] 5 = d 4
/Cercle unité i <2 (Z * z ), 2i (Z z )> iz /cercle unité R(Z) o (6 7)

ou R est visiblement une fraction rationnelle en z.

Par exemple, soit a calculer :

2m
: cosnf
I adéf/ —dé neN;aeR a>1 6.48
O A L ) (6.48)
(par la formule de Moivre, cosnf est bien une expression rationnelle en cosf). La re-
striction a €]1, 4+oo[ assure que I'intégrale est bien définie. En posant z = e'?, il vient!? :

I,(a) :/ 3"+ 5w) de ’ (6.49)

ercle unité @ + %(Z + %) iz

soit : )
o 2" 41
I =it [ _: a |

cercle unité # (Z +2az + 1)
Il y a un poéle d’ordre n a l'origine, ce qui est une bonne occasion d’appliquer (astu-
cieusement) la formule donnant le résidu en un tel pole!*. En outre, les deux racines
(simples, produit des racines égal a 1) du trinéme au dénominateur donnent chacune un
pole d’ordre un, z4+ = —a+ va?2 — 1 € R. z est effectivement de module inférieur & 1,
donc dans le cercle (comme z_z; = 1, z_ est en-dehors du cercle). D’ou :

(6.50)

1
I,(a) = 2im = (Res au pole d’ordre n en 0 + Res au pole d’ordre 1 en z;) . (6.52)
i
Le calcul donne (utiliser z_ = i) :
2l
Résidu au pole d’ordre 1 en z; = A , (6.53)
24 — R—
- A , 2 =20
Résidu au pole d’ordre n en 0 = —— (6.54)
2y — 22—
Au total, il vient :
2
I(a) = 27”1(\/@2717@” (neN;aeR, |a| >1) (6.55)
a2 —

I3Noter que si n n’était pas entier, I'intégrand ne serait pas rationnel. Par ailleurs, de toute évidence
I =1,

qui s’écrit ici :

dnfl Z2n +1

= lim .

(n—1)! 2=0dz""1 22 + 2az + 1
On calcule la dérivée par la formule de Newton donnant la dérivée n® d’un produit en considérant
(22" +1) x m ; quand z = 0, un seul terme subsiste, que ’on trouve facilement en décomposant

c 1 (6.51)

1 A .
P sast1 o0 éléments simples.
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Cette fonction de a se prolonge analytiquement par continuité, en notant que l'intégrale
(6.48) est réelle si a € R et |a] > 1, et bornée!® si a € C, Ja # 0 ; en outre, sur la
définition (6.48), on voit que I(a*) = I*(a). Les deux points de branchement étant +1,
la coupure est le segment [—1, +1] de laxe réel.

Par ailleurs, sur la définition (6.48), on voit que I_,, = I,,, une symétrie qui peut
s’interpréter comme suit. Compte tenu du fait que sin @ est impair sur [0, 27] de part et
d’autre de 7, I,, donné par (6.48) peut aussi s’écrire :

27 —in@
e
L= —=— a0 N:aeR a>1) . 6.56
(a) /0 P meN;aeR, a>1) (6.56)

Autrement dit, %In est la composante de Fourier de la fonction (paire) 2m-périodique
1 On en déduit I'égalité :

a+cos @’
+oo
1 In (a) in6
el me 6.57
a+ cosf n;oo 27 ¢ ( )

Afin de simplifier les écritures, on pose a = cosh¢ (Rp >0sia € C, ¢ > 0sia> 1), de
sorte que :

—1)"e—Inle

2y =—e %, z = —et? | I,(a) =27 (szﬁ ; (6.58)

alors (6.57) s’écrit :

+oo
1 1 .
_ —|n|¢ Jin(6+m) 6.59
cosh¢ +cosf  sinhg <~ ¢ ¢ ’ (6.59)
soit :
1 L SR ool gind

= e et 6.60
cosh¢ —cos@  sinh¢ n;m ¢ ¢ ( )

La série au second membre peut d’ailleurs se sommer facilement, et on retrouve
bien ce qu’il faut.

¢ Remarque
L’évocation des séries de Fourier qui vient d’étre faite permet de revoir le lien

déja mentionné (voir (5.46) p.196) entre composantes de Fourier d’une fonction
périodique et coefficients de Laurent d’une fonction qui lui est associée. Soit

5Des que a a une partie imaginaire non-nulle, le dénominateur dans 'intégrand de (6.48) ne peut
jamais s’annuler : I'intégrale est de ce fait toujours définie Va, Sa # 0. En revanche, si a € R, I(a) n’est
pas définie sur [—1, +1].
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f(0) une fonction 27-périodique munie des propriétés voulues pour admettre le
développement de Fourier :

+oo ) 1 2T )
FO)= > fae™,  fo= %/O e " £(0)do . (6.61)

Définissons maintenant la fonction F(z = ) = f(#). La relation donnant les
composantes f, est alors :

1 _ dz 1 F(z)
/ 2 /C : (2) iz 2w Jo 27t : (6.62)

ou C est le cercle de rayon unité centré & l'origine. (6.62) montre que f, n’est
autre que le coefficient ¢, du développement de Laurent de F(z) centré en O.
Cette identification est en fait évidente sur la définition méme des deux fonctions :

—+o0 —+o0
FO)= > fae™= " fu2"=F(2) ; (6.63)
si F' a le développement de Laurent Z::Loo cn 2", égalité de droite dit immédia-
tement que ¢, = f. ¢

6.2.3 Intégrales de Fourier

Ce sont des intégrales du genre :

/ = ek f(r)da (keR) . (6.64)

Pour évaluer ces intégrales, I'idée est de refermer par un demi-cercle comme sur la fig. 6.1
et d’invoquer le lemme 3 de Jordan, (6.5), mais attention : le signe de k conditionne
le “bon” demi-cercle, celui qui donne une contribution nulle dans la limite R — +o0.
En effet, sur le demi-cercle supérieur |eikRe'9| = e FBsin0 " qui ne tend vers zéro que si
0 < ksinf : c’est bien le cas pour ce demi-cercle supérieur quand k£ > 0. Quand k& < 0, il
faut visiblement refermer par le demi-cercle inférieur pour que I'intégrale supplémentaire,

apparaissant pour avoir un contour fermé, donne une contribution nulle6.

Soit par exemple a calculer I'intégrale :

et +oo elkm
I(k) / A" (k€R, acRy) (6.65)
s T+t a
160n peut aussi refermer avec le “mauvais” demi-cercle — qui donne une contribution finie,

évidemment —, mais il faut alors calculer l’intégrale correspondante. Si cette fagon de faire est par-
ticulierement malhabile, elle donne évidemment le méme résultat, moyennant un calcul beaucoup plus
laborieux.
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qui apparait tres souvent en Physique!”. On introduit donc f(z) = Zze;%, une fonction
qui a deux poles simples en +ia, et on referme en haut pour & > 0, d’ou l'intégrale de

contour : _
~ +R ik T oikRe" y
Ir = ——d —————d(Re") . 6.66
R /_R 22 + a2 z+/0 (Rei?)2 + a2 (Re®) (6.66)
La deuxieme intégrale est nulle a la limite R — 400, d’ou :
lim Ip=1I(k) . :
G Ir=1(k) (6.67)

D’un autre coté, Ir s’obtient immédiatement par résidus ; seul le pole en z = ia est dans

le contour, et le résidu vaut lim [(z - ia)—zgij;} _ e“;vi);m) - dos que R > a, on a donc :
(ik) (ia)
~ e T
Ip = 2i = L gka k . .
R = 21— e (k>0,R>a) ; (6.68)
utilisant alors (6.67), on obtient I'intégrale cherchée :
T —ka
I(k)="Ze (k> 0) . (6.69)

a

Pour trouver I(k) quand k < 0, il suffit de noter que le changement de variable
2’ = —z dans (6.65) donne immédiatement I(—k) = I(k), de sorte que :

I(k) = ge*‘k‘a VkeR. (6.70)

Toutefois, cela vaut la peine de retrouver ceci par résidus. Quand k est négatif, on ferme

par le demi-cercle inférieur ; le contour étant parcouru dans le sens négatif, il apparait

un signe — global, que l'on traduit par le facteur (—2in) dans application du théoreme
(k) (—ia)

- On trouve
—zla

des résidus. Le pole pertinent est maintenant en —ia, le résidu vaut

donc : (i) (i)
e 1 —1a T
I(k) = (—2ir) ——— = — M k<0) . 6.71
(k) = (-2im) S = Zee (<o) (6.71)
En comparant (6.69) et (6.71), on retrouve bien (6.70), dont le graphe est une courbe en
toile de tente. Enfin, notons que la valeur de l'intégrale en k = 0 est obtenu en prenant

la primitive, et donne I(k = 0) = . Au total :

I(k) = ge*\k\a (Vk € R) (6.72)

Il est instructif de remarquer que I(k), (6.70), n’est pas dérivable en k = 0. Ceci
vient du fait que Pintégrand de (6.65) ne décroit pas assez vite quand z — +oo (on
comprendra pourquoi au chapitre 8 consacré a 'analyse de Fourier). On doit déja retenir
que, pour une intégrale de Fourier, ce qui se passe pres de k = 0 est conditionné par le

17est la transformée de Fourier d’une lorentzienne.
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comportement du facteur de e** dans I'intégrand quand |z| — 400 (et réciproquement) ;
la décroissance lente de ﬁ a linfini pour  induit une singularité a [’origine pour I(k).
k et x sont en quelque sorte des variables'® duales (on dit aussi conjuguées). D’ailleurs,
si on fabrique l'intégrale I()) en prenant la dérivée en k de I'intégrand, et en précisant la
définition concernant les bornes infinies :

L et +R izeikx

un calcul de résidus montre que :
IW (k) = —msgnke ke | (6.74)

ot sgnk = +1 (resp. —1) si & > 0 (resp. k < 0). I (k) est effectivement égal & I'(k),
sauf en k = 0 : selon (6.73), IV (k = 0) est visiblement nulle par symétrie, alors que la
dérivée I' (k) n’est pas définie en k = 0. C’est un exemple ou la limite de I'intégrale n’est
pas l'intégrale de la limite.

On note enfin que I (k) a une singularité plus violente que I(k) : c’est parce que
I'intégrand de (6.73) décroit a l'infini encore plus lentement que celui de (6.65) (comme
d’habitude, la dérivation aggrave les singularités quand il y en a).

On s’y prend de la méme fagon pour calculer :

o0 ikx
Ja(K) d:/ © dr  (a€Ry, keRY) . (6.75)
oo T —la
Le calcul par résidus donne J, (k) = 2imre "% si k > 0, J,(k) = 0 si k < 0. Pour k = 0,
on convient de définir la valeur de la fonction J(k) comme le nombre obtenu en faisant
k = 0 sous l'intégrale ; on connait alors une primitive de I'intégrand (c’est In(x — ia)),
et le calcul direct donne in (variation de cette primitive entre les deux bornes oo — ia).
En définitive :
2ime™® ik > 0

Jo(k) =< im sik=0 . (6.76)

0 sik <0

Combien vaut J, (k) si @ € R_ ? Faire le lien entre la somme J, (k) + J_q (k) et I(k)
définie en (6.65).
La méme méthode fonctionne encore dans le cas suivant. Soit a calculer I'intégrale :
+oo 3

I“if/ _ ST g (6.77)

T .
oo THH D224+ 4

En examinant les propriétés de parité de I'intégrand, on voit que I est aussi égale !9 :

+oo 3 Lz
1:/ S (6.78)

T ;
oo THH D%+ 4

18Ces considérations sont le fondement technique des relations d’incertitude de Heisenberg.
197 est donc bel et bien une intégrale de Fourier.
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(on a ajouté un intégrand impair dont U'intégrale entre oo est nulle). On trouve facile-
ment les zéros du dénominateur (racines d’une équation bicarrée), qui sont tous simples :
tous les podles sont donc d’ordre un. Fermant avec le demi-cercle dans le demi-plan
supérieur, et utilisant le lemme 3 de Jordan pour les intégrands de Fourier, on trouve :

™
Combien vaut [72° ——2e%" —_ da ? Cette intégrale dépend-elle de k ?

6.2.4 Exemples divers
Exemple 1

Comme premier exemple, soit & calculer I'intégrale®’

’ +oo o
il i T 6.80
I(k def S k$d
0

€T

comprise comme étant la limite lim f R sin ke ’” dz (Iintégrale converge simplement) ; e

R—+o00

utilisant la parité de l'intégrand, on a :

+R k
(k) = 5 REIEOO sin L]

(6.81)

Noter que cette intégrale est ainsi bien définie, le point z = 0 étant en fait une singularité
artificielle de I'intégrand. En outre, la définition (6.80) dit clairement que la fonction I(k)
est impaire en k : I(—k) = —I(k) ; en posant kx = X, on a (si k > 0) :

1 +R/k X
I(k) == lim WA X
2R—>+OO —R/k X

(6.82)

ce qui peut faire croire que I ne dépend pas de k, du moins & premiere vue ; en fait, si
sin X

dX, de sorte que?!

ax ; (6.83)

k < 0, le méme changement de variable donne 1 f R/l kllkl
too - oo LiX
X 1
s dX = —sgnk S / eX

1
I(k) = §sgnk/7Oo e 5 -

d’ailleurs, la définition (6.80) montre clairement que I(k) est une fonction impaire de k.
Pour calculer cette derniere intégrale, on choisit un contour formé des segments [—R, —r|

208elon 1'usage courant, 'intégrale I(k) est associée aux noms de Laplace ou de Dirichlet ; elle a
cependant été calculée pour la premiere fois par Euler en 1781.
21Noter que seule compte la partie imaginaire, tant que I’on ne s’intéresse qu’a l'intégrale I(k), qui est

bien définie. En revanche, la partie réelle de f +§: ¢~ dX n’a de sens qu’en tant que partie principale
de Cauchy (et alors elle vaut zéro).
Cl. A. FIP 1 - 2010/2011
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et [r, R] de l'axe réels, reliés par un petit demi-cercle ¢, de centre O et de rayon r, et
un grand demi-cercle Cr centré en O et de rayon R, tous deux situés dans le demi-plan
supérieur?? ; en vertu du théoreme de Cauchy, I'intégrale le long de ce contour est nulle.
Par le 3° lemme de Jordan, 'intégrale le long du grand demi-cercle donne zéro dans la
limite R — +o0. Il reste donc :

—r oiX 0 gire' y R X
dX — d(re’ dX =0 . 6.84
L [ [ 650

. e [T ireli® , s, -
L’intégrale du milieu est —i fo €™ df ; comme le développement en série entiere de e*
converge uniformément dans le plan ouvert, cette intégrale est égale a

N 00" (7 e g
—IZT o (§] d9,

dans la limite r — 0, seul subsiste?? le terme n = 0 de la sommation, donnant au total
—im. Une fois prises les deux limites r — 0 et R — 400, la partie imaginaire de (6.84)

s’écrit :
+oo eiX
s(/ - dem) -0, (6.85)

— 00

d’ou finalement (utilisant (6.83)) :

T

+oo o3 k
/ S0P dz = sgnk g (6.86)
0

En Physique, on rencontre ici et 1la 'intégrale :

+oo i
A = [ ow)de (6.87)
ou, si k > 0 est l'inverse d’une longueur (un nombre d’onde par exemple), x est une
longueur. La présence du sinus entraine que les valeurs de x qui comptent vraiment sont
celles autour de 0 pour lesquelles le produit kz est au plus voisin de l'unité : k|z| < 1.
Des lors, et si ¢(x) est une fonction lentement variable & ’échelle Az = k=1 (kAz > 1,
ce que l'on traduit sommairement par k — 400), on peut écrire :

T gin kx
A(k) ~ gb(())/ f dz = ¢(0) x 7 (k>0) . (6.88)

Ce résultat intuitif se formalise comme suit. Dire que ¢ varie lentement & 1’échelle k1,
c’est, physiquement parlant, s’autoriser a “passer a la limite formelle &k — +00”, d’ou

221] est vivement conseillé de reprendre ce calcul en choisissant le petit demi-cercle dans le demi-plan
inférieur pour voir ce qui se passe.
23Noter que, indépendamment de la valeur de 7, toutes les intégrales avec n pair non-nul sont nulles.

FIP 1 - 2010/2011 Cl. A.
Mathématiques pour physiciens 14 XII 2010 UPMC



6.2. Calcul d’intégrales définies 247

I’égalité utile?? :

1 [T sink
Jim 2 / T o) de = 6(0) | (6.90)

— 00

valable pour toute “bonne” fonction ¢(x) lentement variable. Cette égalité est d’usage

fréquent en Physique (par exemple en Mécanique Quantique), et est 'une des pierres

angulaires de la Théorie des distributions?®.

. 400 gin? L . .
On rencontre aussi souvent f7§ % dz : montrer que cette intégrale est égale a 7.
7 . . déf . .
En déduire que si d7(w — wo) = wwa sin[3(w — wo)TY, et si woT > 1, alors :

67 (w — wo)]? =~ gT&(w—wo) , (6.92)

ou 0(z) désigne la “fonction” de Dirac. Une telle relation est utilisée notamment en
Mécanique quantique, ou elle permet de définir une probabilité de transition indépen-
dante du temps pour un processus réel (ou I’énergie est conservée).

Exemple 2

Donnons un exemple qui utilise une astuce revenant assez souvent en pratique sous une
forme ou une autre. Soit & calculer 'intégrale (due & Euler) :

) +oo ax
I(a) / ef+ dr (0<Ra<1); (6.93)

cette intégrale intervient fréquemment en Mécanique statistique quand il est question de
bosons. Il est facile de voir que cette intégrale converge aux deux infinis (et indépendamment)
pourvu que 0 < Ra < 1, d’ott la précision ci-dessus & droite ; la relation (6.93) définit
donc une fonction I(a) analytique dans la bande ouverte délimitée par les deux droites
verticales d’abscisses 0 et 1. Notons que l'intégrale peut se calculer par des moyens
élémentaires : on la coupe en deux, de —oo & 0 et de 0 & +00, on pose ' = —z dans I'un
des deux morceaux, et on développe en série entiere (1 +e~%)~! (z > 0) ; il reste alors

& effectuer des intégrations élémentaires6.

24qui s’écrit aussi :

1 [+ sink 1 [+ sin X
lim 7/ MU b(x)de = lim 7/ SX H(X/k)dX = ¢(0) . (6.89)

k—+oo T J_ oo T k—doom J_oo

25Tout comme :

tim [ e 2w do = 0(0) (6.91)
m =i e X r = .
n—+o00 /21 J_
(voir chapitre 2).
260n trouve ainsi :
Ia) = =R (6.94)
ne? n+a
Cl A. FIP 1 - 2010/2011
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D 2im C

im
B A
—-R O +R

Figure 6.2: Contour C' d’intégration pour le calcul de l'intégrale réelle (6.93).

Tout naturellement, on introduit la fonction f(z) :

e(lZ

z) = —— 6.95
fE) = =7 (6.95)
et 'astuce consiste a utiliser le fait que si z augmente de 2iw, f est simplement multipliée
2iTa .
par e :
ea(z+2i7r) eQiTraez

f(z+2ir) = =2 f(2) . (6.96)

ez+2i7r+1 = ez+1
Ceci suggere d’introduire le contour rectangulaire BACDB (parcouru dans le sens posi-
tif) dont les grands cotés sont le segment BA [—R, +R] sur l'axe réel, et le segment
CD translaté verticalement de +2ir (fig.6.2). Les petits cotés sont les deux segments
verticaux AC et DB allant de £ R & =R+ 2iw. A l'intérieur de ce contour, il y a un pole

d’ordre un en z = ir ; le résidu correspondant est?” :
ea(i7r+s) ea(iﬂ'Jrs) .
lim (z—-in) ——— = lim e—— = —€'™* . (6.97)
z—ir=e—0 elmte + ] e—0 —ef 41

/ T 4s = (2im) (e (6.98)
B

acps €% +1

Par ailleurs, grace & la propriété exprimée en (6.96), on a :

/ f(z)dz = (1 — %) (z)dz + / f(z)dz . (6.99)
BACDB BA ACUDB

Montrons maintenant en détail que les deux segments verticaux AC et DB donnent
une contribution nulle & la limite R infini. Le long du segment vertical AC, z = R + iy,
0 <y < 2m, donc et part de e en y = 0, vaut —e® pour y = 7 et revient & sa valeur
de départ pour y = 2ir. En conséquence, le module du dénominateur varie de |1 + ef?|
a |1 — eff| sur ce segment. Pour R > 0, la borne inférieure du module du dénominateur
est donc |eR — 1|. En ce qui concerne le numérateur, et posamt28 a = aei¢, a > 0,
—5<¢<+5,ona:

|ea(R+iy)| _ aRel® eiayei¢| _ eochos¢>e—ozysin¢> < eaRcos¢ ) (6100)

e

L. . az iTa :
27Le résidu se calcule aussi par (ze—l,> == = —¢'me,
(e+1)" ) ,_cim e

28Comme a est dans la bande 0 < Ra < 1, Pargument de a est borné entre +3.
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En rassemblant les majorations, il vient :
ea(R+iy) e—(l—a cos )R

1
< gofcosd = . 101
‘_e el —1 1—e 2 (6.101)

efitiy 11

Comme acos¢ = Ra < 1, le module de la contribution du segment AC est borné par
une quantité tendant vers zéro exponentiellement quand R — +o0o0. Mutatis mutandis,
le méme argument vaut pour le segment DB. En conséquence :

lim f(z)dz = (1 —e*™) lim f(z)dz 6.102)
R—+oo JpAcDB (2) ( R—+o0 /A ( (

de sorte que, selon (6.98) :

) +R 0% )
(1 — e*™™) Ll ey dz = (2im)(—e'™) | (6.103)
soit : . . -
(1 —e™) [ = 2ime™ <= [=— : (6.104)
s Ta
Au total :
e i (0 < Ra < 1) (6.105)
oo €T+ 1 7 Sinra “ '

Sur Pexpression finale on vérifie que I(a) diverge si fta = 0 ou 1, ce que l'on sait depuis
le début ; il ne faut jamais négliger ce genre de vérification®®. D’un autre coté, le
second membre de (6.105) est défini partout dans le plan C\Z ; les deux fonctions I(a)
et I1(a) = === coincident dans la bande 0 < Ra < 1 : la fonction I;(a) est bien le

sinma

prolongement analytique®® de I(a) & I'extérieur de la bande.

En déduire 1’égalité :

L 1 > (=1)" (6.106)

sin 7wz s zZ—n
nez

qui est un exemple de développement de Mittag - Leffler (développement d’une fonction
méromorphe sur ses pdles — voir sous-section 6.8.1).

29qui n’en est une que si intégrale de départ est absolument convergente, ce qui est le cas ici. En
revanche, une intégrale semi-convergente peut présenter des discontinuités (I'intégrale de la limite peut
étre distincte de la limite de l'intégrale).

30D’apres le théoréme du prolongement analytique vu antérieurement, il suffit que les fonctions
coincident sur la frontiere commune des domaines.
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Exemple 3
Par des moyens analogues, on montre que3!:32 :
g [T cosazr msinaa
I(a, o) & T = — - acRy, —1<Sa<+1
(a, @) o  coshz + cosha sinh 7ra sinh ( * )

(6.107)
Sur le résultat final, on observe que I(a, ), considérée comme une fonction de « seul, a
une singularité éliminable en oo = 0 : en effet, I'intégrale de départ est bien définie en ce
point33. De la méme facon, considéré comme une fonction de a, le membre de droite a
aussi une singularité éliminable en a = 0, en conformité avec le fait que I'intégrale I(a, )
est bien définie en a = 0. Par ailleurs, le résultat (6.107) se prolonge analytiquement et
définit une fonction méromorphe de a ou de a ayant des poles en ay = ik7 et en a; = il
(k et [ entiers non-nuls).

Exemple 4

D’une fagon plus générale, si f(z) est une fonction méromorphe de période iw ayant des
poles z;, dans la bande 0 < 3z < w et bornée par e P%* quand Rz — +oo (p > 0).
Alors :

+oo 2
/ e f(z)dz = %EkRes[eazf(z), 2 (Ral < p) . (6.109)
Par exemple :
+oo eaT _ ebz
/ e dz = m(cot ma — cot mb) (0 <Ra, Rb< 1) . (6.110)
—oo —e”

31 Noter I’existence des deux poles simples pertinents : z4+ = ta + im dans le contour rectangulaire.

32Petite suggestion & I'usage des fanatiques du calcul formel sur machine qui croient qu’a notre époque
moderne il n’est plus utile d’apprendre l'intégration : soumettre cette intégrale a un logiciel de calcul
formel, et observer la réponse (!7) de la machine... (pour un autre canular pas drole, voir la note 46).

Un an plus tard : on n’arréte pas le progres : la version N 4+ 1 du méme logiciel sait maintenant se
tirer d’affaire pour l'intégrale ci-dessus ; pour 'autre, faut-il attendre la version N + ¢ 7

33D’o11, en sous-produit, les égalités :

+o0 Foo 1
/ cos ax dz = — Ta ’ / dz = — « ’ (6.108)
0 coshz 4+ 1 sinh ra 0 cosh z + cosh sinh

et d’autres encore (prendre a et o imaginaires purs, etc).
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Exemple 5

L’intégrale gaussienne®! apparait tres fréquemment. Soit & calculer :

—+o0

I(a, k) % / eav Hike gy (6.111)
— 00

Pour l'instant, on suppose a € Ry et k € R (noter qu’avec ces hypotheses, I(a, k) € R

puisque la partie imaginaire de l'intégrand est impaire en z). Le calcul peut se conduire

de plusieurs facons équivalentes ; I'une d’entre elles est la suivante.

L’argument de I’exponentielle se transforme comme suit3?
kx k k2
2 . 2 . LRV
ke — __:[__ _} 6.112
ax® —ikzr = a(x 1a) al(z 12a) +4a2 ( )
de sorte que :
K2 Foo c k)2
I(a, k) =e %= / e~ @123 dg (6.113)
—00
Posons maintenant z = = — i%, d’ou dz = dz ; maintenant, le chemin suivi par la
nouvelle variable d’intégration est la droite D parallele & Oz d’ordonnée —%, parcourue
de gauche a droite :
oo s k2 2
/ emal@—izg) dx:/ e % dz . (6.114)
o D

En vertu du théoreme de Cauchy, cette derniere intégrale a la méme valeur si on déforme
D en rabattant cette droite sur 'axe Oz, tout en maintenant ses extrémités aux points
+o0 — i%. En fait, les intégrales le long de ces deux “petits” segments verticaux sont
nulles®®, de sorte que finalement :

2 2 Foo 2
/e*az dz:/e*az dzz/ e Y dx . (6.115)
D R —0o0

On verra®’ au chapitre 7 comment calculer cette derniere intégrale, qui vaut \/§ . En
définitive, selon (6.113) :

37

I(a, k:):\/Ee_ii (aeRy, kER) . (6.116)
a

34du nom de Carl Friedrich GAUSS (1777-1855). “L’ccuvre du mathématicien allemand Carl Friedrich
Gauss est un monument d’une ampleur et d’une richesse sans égale” (Encyclopedia Universalis). Es-
sayer de calculer en quelques secondes la somme des 100 premiers nombres entiers, ce que fit le petit
Gauss un jour ou le maitre d’école, lassé du chahut, avait cru trouver la paix quelques minutes, sinon
plus, en posant cette question a titre de pensum.

35Cette opération élémentaire est souvent désignée par “compléter le carré”.

36Le vérifier par un passage a la limite R — +oo aprés introduction des segments reliant =R &
+R—if.

37Cette intégrale peut aussi se calculer par des moyens élémentaires, grace & I’astuce suivante, bien

2,2 2

connue. Soit Iz = fR2 e~a(z"+y )dxdy, qui n’est autre que le carré de fR e~ 2" dx. Pour trouver Ia, on
2

passe en polaires, de sorte que Io = 0+°° fOQTr e~ " rdrdf. L’intégration en 6 donne juste un facteur 2,

d'ott Ip = 2 f0+°° e rdr = 21 f0+°° e X (1dX) =T, et le résultat annoncé.
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Sans aucune ambiguité, le symbole |/~ désigne ici la racine carrée ordinaire (vVa? = |al).

Jusqu’ici, on a supposé a > 0. Posons-nous maintenant la question du prolonge-
ment analytique en a de la fonction I(a, k), en faisant quitter & a 'axe réel a partir
d’une certaine abscisse positive, et en considérant d’emblée que l'intégrale (6.111) est
une intégrale dans le plan complexe sur le chemin formé par 'axe réel. On voit tout de
suite que ce prolongement est possible, par les arguments du méme type de ceux déja
développés dans le chapitre 5 a propos de l'intégrale f0+oo e~**dt : quand l'argument
de a devient positif et croit au point de se rapprocher de la valeur3® “dangereuse” 5, il
suffit d’incliner la droite d’intégration (alors la variable d’intégration 2 prend des valeurs
complexes z) en la faisant tourner dans le sens négatif, de sorte qu’a l'infini la partie
réelle du produit az? reste positive. a parcourt tout le plan quand on restreint son ar-
gument a l'intervalle [—m, +7], et la droite d’intégration pour z doit se trouver dans le
secteur défini par les angles tels que |arg(az?)| < %, soit |arg z| < 2. Cela étant, et par
le théoreme du prolongement analytique, 'expression (6.116) conserve sa validité — a la
condition expresse toutefois de préciser la définition de la fonction multiforme notée pour
linstant “y/a” (mais ce qui vient d’étre dit permet d’anticiper que c’est la branche dont

la coupure est le demi-axe réel négatif).

Pour savoir quelle est la bonne branche, il suffit de noter que, tant que k est réel,
la relation de définition (6.111) montre que l'on a :

I(a*, k) = [I(a, k)]* . (6.117)

La branche de “/a” & retenir est donc celle qui posséde cette propriété de symétrie (et
prend des valeurs réelles sur I’axe réel) ; comme on I’a vu au chapitre 4, c’est la branche
dont la coupure est le demi-axe réel négatif. On peut aussi donner un argument de
continuité : quand a a > 0 on ajoute une petite partie imaginaire, 'intégrale acquiert
visiblement une (petite) partie imaginaire de méme signe. Si donc a oscille un peu
verticalement de part et d’autre d’une abscisse positive, I en fait autant et n’a pas de
discontinuité (ce qui serait le cas si la coupure était le long de R;.). Enfin, le prolongement
a k complexe se fait suivant les mémes arguments (le terme en &k dans 'exponentielle n’est
d’ailleurs pas critique, le terme en z? I'emportant toujours sur celui en z).

Ainsi, il est maintenant possible d’écrire :

+oo 5 . 1 2
/ o—aw? ks g, _ (g)z e f . —m< Arga <4m keC (6.118)

Lo a

Nt R o R L . .
ol z2 est a comprendre comme il vient d’étre précisé. En guise de sous-produits, prenant

a=—-iet’® k=0,ona:
oo 22 1/2 s
/ ¢ dr = /7 il/? = S(+1) (6.119)

— 00

2 g’annule (elle était

38Cette valeur est dangereuse : avec z réel et arg a = %, la partie réelle de ax
auparavant positive).

39La limite k — 0 est visiblement uniforme puisque e'**

est de module unité pour k € R.
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d’on, séparant les parties réelles et imaginaires, les intégrales dites de Fresnel?? :

+o0o +o0 1 /n
/ cosz®dx = / sinz? doz = —\/j . (6.120)

Exemple 6

Soit enfin a calculer :

+oo T
déf
I = —dz . (6.121)
o  sinhmx
. , L 214 . P 1 2 T®
Cette intégrale peut se trouver par des moyens élémentaires en écrivant S = Too—Tes

. ) so. P oy 1 e +oo —\z 1
puis en développant en série géométrique ;— === et en utilisant fo re dr = 53

(A > 0) ; on trouve ainsit! :

reey L2V LS Ly 20 L L
B — (2n+1)%m2 © o2 —n? = (2n)? © o2 4 4 '
D (2N + 1)i C
< Ny

3
inm

A B

-R +R

Figure 6.3: Contour C d’intégration pour le calcul de 'intégrale réelle (6.121).

4075 convergence de ces deux intégrales n’a rien d’évident a priori ; elle peut étre prouvée en posant
22 = X et en faisant une intégration par parties qui met en évidence une intégrale visiblement conver-
gente. Intuitivement : ces intégrales existent grace au fait que plus = est grand, plus argument des
lignes trigonométriques oscille vite. Par contraste, fj;f cos x dr n’existe pas au sens usuel : I’argument
du cosinus n’oscille pas assez vite — toutefois, cette derniere intégrale fournit une représentation de la
“fonction” de Dirac : §(k) = % :LOC: etk dg.

Noter que les intégrales de Fresnel peuvent aussi se calculer en considérant le contour formé du segment
[0, R] de I’axe réel, suivi d’un huitieéme de cercle de rayon R et revenant a lorigine suivant le segment

incliné de 7 (et en prenant bien sir la limite R — +00).
Ae(2) = "Tf voir (6.192) p.270. Par la méme méthode, montrer que :
g [0 P 2p! 1 2 1
déf z _ 4P . _ L
[T e = 2 ) = (- e+ ) (6122)

ol ((z) est la fonction zeta de Riemann (voir une premiére définition en (6.193), et chapitre 7, section
7.3) et I' la fonction d’Euler (voir chapitre 7).

Cl. A. FIP 1 - 2010/2011
UPMC 14 XII 2010 Mathématiques pour physiciens



254 Chapitre 6. Applications élémentaires du théoréme des résidus

Le calcul de I peut se faire aussi par résidus, partant de 27 = [~ +;o i dz, puis

en considérant l'intégrale Iy g associée au contour de la figure 6.3, formé en refermant
par une droite horizontale d’ordonnée 2N +1, N € N*, contournant le pdle en (2N +1)in,
par en-bas par exemple. La fonction =— a des poles simples en z, = in, n € Z*, le
résidu valant % On voit facilement que la contribution des deux cotés verticaux
tend exponentiellement vite vers zéro quand ils partent a l'infini. En ce qui concerne le

trajet CD contournant le pole en (2N + 1)imr, il s’écrit :

e 2N + 1)i —f 2N + 1)i
/ _ e+ @N+ DL dz+/ _ e @N+IE (6.124)
+r sinh7(z+ (2N +1)i) _. sinhm(z + (2N + 1)i)
o I. = [T sinhgf[i;ﬂgi_]\(f;\l[)il)i] d(ee'?). Avec sinh7[z + (2N + 1)i] = —sinh 7, et une

fois prises les limites R — 400 et £ 0, les deux premieres intégrales reconstituent la
partie principale de Cauchy P f « s dz, mais comme 'intégrand est fini en z = 0,
c’est simplement 2Iy, 1o ; 'intégrale I. sur le petit demi-cercle donne —(2N + 1) dans
la limite ¢ — 0. L’application du théoreme des résidus donne alors, z = 0 étant une
singularité éliminable :

2N .
< . . mn
4IN 400 — (2N 4+ 1) = 217r; Res( smh7rz’ z=in) = 217TZ i (6.125)
d’ou :
2N
U=l 40 e = i (N 41) =23 (1)) = i (2N +1)-28) =1
(6.126)
et finalement?? :
“+oo
T 1
de = — 6.127
/0 sinh7z 4 ( )

6.3 Calcul d’intégrales de fonctions multiformes

Avec des fonctions multiformes, la premiére opération est de définir proprement la(es)
coupure(s). Ceci étant fait, la régle de I’élastique est toujours de vigueur : outre des pos-
sibles singularités isolées, la coupure est un mur infranchissable dans toute déformation
du contour, ou par toute ligne le complétant. Pour illustrer ceci, le mieux est de traiter
quelques exemples, ol on ne quittera pas le premier feuillet de Riemann. Bien str, les
méthodes employées s’étendent aux chemins empruntant différents feuillets.

420n peut donner un sens & la série des résidus, en régularisant cette série dlvergente suivant la

méthode d’Abel, c’est-a-dire en la prenant comme hm > (=1)n~ 1 nan—1 soit 111111 =L -1

neN* dz 1+x 4

Le procédé d’Abel permet de aussi donner un sens a l’egalité 1-243—-4+...= % ; pour la curiosité :
tracer le graphe de f(N) = i 71:7:1(—1)”’1n.
FIP 1 - 2010/2011 Cl. A.
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Exemple 1

Soit & calculer I'intégrale®s :

déf oo 1 o Foo

L’intégrand de (6.128) n’a pas de parité déterminée, et on ne voit pas l'utilité
d’étendre 'intégration a tout l'axe réel et de refermer par un grand cercle d’un coté ou
de l'autre. L’astuce consiste ici & introduire une fonction f(z) nettement différente de
f(2) qui est tout juste le prolongement analytique immédiat de f au champ complexe.

Figure 6.4: Contour utilisé pour 'intégrale (6.129). La coupure est la demi-droite en
gras. On fait bien str tendre vers l'infini le rayon du grand cercle coupé, et vers zéro
celui du petit cercle coupé autour de l'origine.

Considérons 'intégrale :

~ = 5 Inz
1= /Cf(z)dz , f(z) = gy (6.129)
ol In z est la branche dont la coupure est le demi-axe R, et ou C est le contour de la
figure 6.4. Sur le bord supérieur de la coupure (z = = + i0, > 0), la branche de Inz
ainsi définie vaut tout simplement Inz € R ; partant d’un tel point et faisant faire un
tour a z autour de O, on se retrouve sur le bord inférieur de la coupure (z = z —i0) et la
méme branche ainsi suivie par continuité vaut maintenant In x + 2iw. Par le 1° lemme de
Jordan, le grand “cercle”** ne contribue pas a la limite. Quant au petit cercle autour de
Porigine, on montre facilement que sa contribution tend vers zéro comme |z|In |z| (c’est
aussi ce que dit le lemme 2). Il en résulte :

R=0c0 e=0 : +oo
~ 1 “lnz+2 1
1:/ n—z3dz+/ wdx:fﬁﬂ/ sdv=—2irT , (6.130)
e=0, 1+x R=co L+ o 1+

d’oti la relation précise entre [ (que T'on cherche) et I (que V'on va calculer par résidus).
En effet, I = 2in¥Res ; dans le contour, il y a trois poles d’ordre un, les trois racines de

43Méme remarque que dans la note 5.
44Les guillements sont 13 pour rappeler que le cercle est coupé d’un point.
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23 4+1=0. Le résidu en z; = o3 (2k+ )T oot % = —%zk Inzy :
k
= 1 i@kt1ym gy o3 2ht D)7 _ 2m” 2% + 1)e3 Ck+Dm —
I =2irm Z (fl)ged nes =— Z (2k + 1)e =
k=0,1,2 k=0, 1,2
2 2 ;T s
T [efF — 3+ 5e71F] (6.131)
soit I = —;L\/Zgi et, selon (6.130), I'intégrale cherchée :
+oo
1 2
dr = . 6.132
/0 1+ 23 3v/3 ( )

Calculer lintégrale (6.128) en utilisant un secteur d’angle %’T

+ O 1 . o1 [}
? t =T t 1, us
Montrer que fO 61 dx 3 (on pourra aussi u iliser un secteur d angle 3 )

Exemple 2

Soit a calculer I'intégrale :

I< /O+OO _ @) g, : (6.133)

In? z + 72

ol ¢(z) est une fonction supposée paire, méromorphe, analytique en z = 0 et sur tout le
demi-axe R_, et telle que lim |z¢(z)] — 0. L’astuce consiste ici & prendre la branche

|z|—00

du logarithme dont la coupure est le demi-axe réel négatif, et a considérer :

[ — ~Z z ~Z _¢(Z)
I—/Cf()d i) , (6.134)

" lnz

ou C est le contour de la fig.6.5.

Figure 6.5: Contour utilisé pour l'intégrale (6.134). La coupure est la demi-droite en
gras. On fait bien str tendre vers l'infini le rayon du grand cercle coupé, et vers zéro
celui du petit cercle autour de O.
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Sur le bord supérieur de la coupure, z = —z+i0 otz € Ry et Inz = In| — x| +ir ;
sur le bord inférieur z = —z —i0 et Inz = In| — 2| — ir. En décomposant le contour en
morceaux et en ignorant les contributions du grand “cercle” a I’infini et du petit “cercle”
autour de O qui ne comptent pas & la fin®3, il vient :

I= 0+7q§(—x) d(—:c)-|—/0+00Md(—x):/o+oomdx:—2ml . (6.135)

. . 2
toolnx +im Inx —ir . In"z+4n2

Par ailleurs, I se trouve par résidus en considérant les poles de %, c’est-a-dire
les poles zj, de ¢(z) et le pole en z =1 de ﬁ, dont le résidu est lim1 F— = 1. Si ¢ est
analytique en z = 1, on a donc :

= 2ir {zk Res[22) 2] + 1 x ¢(1)} , (6.136)
d’ott par (6.135) l'intégrale cherchée :
¢(2)
I=- — . .
Z Res| s 2] — (1) (6.137)
2 pble de ¢
A titre d’exemple, soit ¢(x) = ﬁ : le calcul ci-dessus exige que a? ne soit pas négatif

, s . . s b(2)
(on a supposé que ¢(x) était analytique sur R_), soit Arg a # £3. Les résidus de $-=

aux poles +ia de ¢(z) sont iﬁ ln(%a)’ la branche du In a considérer étant évidemment

celle qui sert de définition & T ; (6.137) donne?® :

e [T 1 1 1 1 1 1
I(a) & / de = —— — — 6.138
(a) o  r2+a?n’x 4+ 72 * 2ia \In(ia) In(—ia) 1+a2’ ( )

avec |a| > 0, |Arg a| < 5. Cerésultat est vrai tant que £ia ne rejoint pas la coupure, d’ott
la restriction ci-dessus & droite (et d’ailleurs In(+ia) qui figure dans (6.138) correspond
& la branche de In z définie pour |Arg z| < 7). Cela étant, ia et —ia ont le méme module

45Le petit cercle de rayon r autour de O donne une contribution en ﬁ — O quand r — 0
46Un certain logiciel de calcul formel déclare “The integral is not convergent” quand on lui soumet
naivement cette intégrale (!7). Décidément. .. (revenir & la note 32). Dans un cas la machine ne sait pas

faire, dans 'autre, elle donne une réponse grossierement fausse.
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|a| mais leurs arguments different de 7, donc*” In(ia) — In(—ia) = ir, d’ot :

- 1 T 1
~ 2a In(ia) In(—ia) 1+a?’

I(a) |Arg a| < g (6.141)

ou la branche du logarithme est toujours la méme. Dans le cas ot a € R, ceci se
simplifie en*® :
0 1 1

:%ana—l—”{ C1+a?

I(a)

., acR, . (6.142)

Notons que si ¢(x) a des poles sur la coupure, il faut les contourner par deux
petits demi-cercles et prendre convenablement la limite du rayon nul. Par exemple, on

trouve ainsi : N )
<1
/ 20 =1 (6.143)
0

en employant le contour de la figure 6.4 modifié par deux petits demi-cercles autour du
point z = 1 (et dont la contribution est ici nulle??).

Montrer que f0+oo ﬁ dz =0 et que® 0+°° % dz = £ Ina (Ra > 0).

Montrer que pour —1 < Ra < 2, fol (1 —x)l7edz = mo(l-a)

2sinTa

Exemple 3

Soit maintenant a calculer I'intégrale :

déf oo ¢
0

()

47Bien noter que cette égalité n’est vraie que pour |Arg a| < 5 ; si par exemple Arg a dépasse 7, on a
In(ia) — In(—ia) = —ir (il faut toujours garder la méme branche du logarithme), et le premier terme dans
(6.141) devient i m Quand a tend vers le demi-axe R_ (soit Arg a — +m_), ce terme vaut
1

54y —5 = - Par comparaison avec (6.142), on constate bien que I(—a) = I(a), comme le montre
(=) In2 a4 =2

la définition (6.138). En définitive :

1 1 .
I _ +% In(ia) T’n(—ia) T 14a2 si0 S |AI‘g a‘ < % 1
(@=4 32077 N i T < |Arga| < , (6.139)
2a In(ia) In(—ia) 1+a2 Sl 5 rgajsm
etsiaeR: . )
I(a) = — ., Va€eR. (6.140)

" 2af 2o+ 7 1+a?

48 Comment se comporte I(a) lorsque a — +o0 ?

4911 s’avere ainsi qu’il n’est pas nécessaire de définir I'intégrale du premier membre comme la partie
principale de Cauchy (pour un rappel de cette définition, voir section 6.4, (6.157)), puisque en z = 1,
I'intégrand a une limite finie : si les petits demi-cercles ne donnent rien a la limite du rayon nul, c’est
parce que z = 1 est une singularité apparente. Dit autrement : vue simplement comme une intégrale
réelle, (6.143) implique un intégrand qui ne diverge pas en z = 1.

Rendons justice au logiciel de calcul formel : il sait se débrouiller avec 'intégrale (6.143).

50Poser z2 = X.
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oll P(x) est un polynéme de degré n fini en x = 0, n’ayant aucun zéro réel positif 51,
et ou —1 < o < n — 1. Par les lemmes de Jordan, l'intégrale le long d’un grand cercle
de rayon R tend vers zéro si R — 400, tout comme celle le long d’un cercle centré en
O dont le rayon tend vers zéro. En prenant le méme contour que celui de la figure 6.4,
on définit une intégrale I calculable par résidus, et qui est égale A (1 —eH™)[. Par le
théoreme des résidus, on a :

I = 2im ¥ Res[ iy, 1] - (6.145)

1

En particulier, si les n zéros de P(z) sont tous des zéros d’ordre 1, tous les poles de

P(z)

sont d’ordre un et il vient finalement :
;o om i g (6.146)

- 1 — e2ima P'(Zk) : :
k=1
C’est ainsi que 'on établit :
“+oo «
x ™ 1

de = — —— a>-1,n—a>1). 6.147
/0 " +1 n sin 2l ( ) ( )

n

L’expression au second membre diverge pour « — —1 et pour &« — n — 1, comme il se
doit®2.

Exemple 4

Soit enfin a calculer I'intégrale :

I(v) < /+OO ! g (6.148)
o 14z ’

qui ne converge que si v > % En posant 2 = X, et en choisissant la branche z = X b
d’argument nul si X € Ry, I(v) s’écrit :

I()L/Jroo X° dX —i—l —-1<a<0; (6.149)
T, 1ex T YTy ast '

utilisant (6.147) avec n = 1, on en déduit :

™ 1
I(v) = — . 6.150
() 2v sin % ( )

Il est intéressant de rapprocher ceci du résultat
le généralise au cas non-entier (c’est aussi, pour v =

6.30), p. 237 : on voit que (6.150)
, Vintégrale (6.128)). On ne peut

NI0o —

51Gi ¢’était le cas, I’intégrale serait impropre et releverait d’une régularisation, voir section 6.4.

52 Que se passe-t-il pour a« = —1 7 Par ailleurs, quelle est ’expression de 'intégrale si a € C, avec
—-1<Ra<n-—-17
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pas dire trop vite qu’il s’agit d’un prolongement analytique au sens strict, car la quantité
I,, définie en (6.26) n’est pas une fonction analytique de la variable n : telle qu’elle
est définie, n est d’emblée supposé entier®® — on alors a notamment utilisé ce fait en
invoquant la parité de I'intégrand pour introduire I'intégrale entre +00. La généralisation
(le “prolongement”) d’une quantité ponctuée vers une fonction continue est fréquente ;
par exemple, c’est ainsi que la fonction I'(z) d’Euler®® généralise la factorielle : on verra
alors que I'(z = n € N*) = (n — 1)!l. Toutefois, qu’une fonction f(z) prenne pour des
valeurs discretes z,, des valeurs coincidant avec une séquence f, préalablement rencontrée
est bien une sorte de généralisation, mais il ne s’agit nullement d’un prolongement au
sens strict puisque 'identification se fait dans le sens continu — discret : il serait bien
aventureux de prétendre, sans autre information, que la fonction f(z) égale a (—1)™ pour
z = nr est la fonction cos z !

Ce point étant précisé, il convient d’ajouter que ce type de généralisation est
fréquent en Physique. Il arrive que 'on soit contraint d’introduire des fonctions f(z),
alors que le probleme physique n’est concerné que par des valeurs données de la variable,
entiéres positives par exemple : = peut étre la dimension D de l’espace physique, soit
usuellement z = 1, 2, 3. Le calcul direct de f(n) peut se révéler difficile, voire impossible ;
c’est ce qui conduit & considérer des espaces de dimension non-entieres, voire négatives
(1), et pourquoi pas complexes (!!), & calculer f(x € R), ou f(z € C), afin de trouver la
quantité pertinente en faisant, en fin de calcul, le choix physique z = n. Un exemple
célebre est celui des phénomenes critiques ou, pour traiter des problemes en dimension
d’espace D = 3, on part de la dimension D = 4 (ou l'on connait certains résultats) et on
fait des développements en € = 4 — D, espérant pouvoir, en fin de compte, poser € = 1
pour retrouver le probleme physique.

Un autre exemple : soit & déterminer une certaine quantité qui se présente sous
la forme®® F =1nZ. On peut trouver F comme :

Zv —1
F = lim

(6.151)

Cette relation, triviale telle qu’elle est, un peu absconse méme, est a la base d’une
méthode puissante utilisée en Mécanique statistique, introduite dans les années 1970 par
Parisi (Méthode des répliques).

Exemple 5

Terminons par la description semi-quantitative d’un exemple apparaissant fréquemment
en Mécanique quantique, notamment lorsqu’il s’agit de décrire un état instable (atome &
Pétat excité, particule éphémere, quasi-particule en phase condensée. ..). En anticipant

déf 1 rry

sur la suite du cours, soit la transformée de Fourier du propagateur U(t) = et qui
1

est essentiellement®® G(z) = L5 (on l'appelle aussi résolvante, fonction de Green,...).

53N n’est pas un domaine.

54yoir chapitre 7.

550n devine qu’il est question (i des facteurs pres) d’énergie libre, et de fonction de partition.
560n devrait plus précisément écrire G(z) = ou 1 note 'opérateur identité.

1
z1—H
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La caractéristique d’un systeme instable est de posséder un spectre continu d’éner-
gie®”, & partir d'une valeur Ef,,q (I’énergie de I’état fondamental), prise comme zéro
d’énergie. Dans ces conditions, l'allure typique de I’élément de matrice de G(2), Ge(2),
décrivant la dynamique de 1’état instable est la suivante :

1

Ge(2) = B ()

(6.152)

ou E, > 0 est I’énergie du systeme isolé (donc stable dans une description élémentaire)
et ou la fonction X(2), souvent appelée self-energy, est de la forme :

awr [TFV(E)? _
(2) /O PE ar (6.153)

V(E) est un élément de matrice traduisant le couplage entre le systéme “nu” (stable) et
le “champ” qui le rend instable, précisément’®. La forme méme de ¥(z) montre que 3z
et §Y sont de signes contraires quel que soit z € C.

Si Rz < 0, le dénominateur de l'intégrand ne peut pas s’annuler : X(2) est donc
certainement holomorphe dans le demi-plan de gauche, et prend d’ailleurs des valeurs
réelles (négatives) si z € R_ (& la traversée par z du demi-axe réel négatif, de haut en
bas par exemple, 3% (z) s’annule continiiment, passant des valeurs négatives & des valeurs
positives).

Si la partie réelle Rz est positive, ¥.(z) est bien définie tant que Sz # 0, puisque le
dénominateur z— E ne s’annule pas ; en revanche, la partie imaginaire de X(z) ne tend pas
vers zéro® quand z tend vers I'axe R (tout en étant toujours d'un signe opposé a celui
de $z). Il en résulte IX(x+10) = —I%(x —i0), entrainant que X(x+i0) # X(x—i0) # 0
si x € Ry, révélant que X(z) a une coupure sur le demi-axe réel [0, +oo[ des énergies et
est donc une fonction multiforme. Au total, la propriété des signes de z et X(z) interdit
au dénominateur de G(z) de s’annuler dans le premier feuillet de Riemann. En définitive,
G(z) n’a aucun pole tant que ’on reste dans le premier feuillet.

L’inversion de Fourier peut se faire par résidus et notamment en glissant dans
le deuxieéme feuillet, ol le prolongement analytique continu de G(z) posseéde en général
des poles z,, situés dans le demi-plan inférieur (heureusement !), et en général pas treés
loin de énergie “nue” E, (le couplage atome - champ est piloté par la constante de
structure fine et ses différentes puissances, tous des nombres petits devant 1). En posant
ze = B, — ihl, on voit que le résidu correspondant donne dans U(t) un terme du genre

57Trés schématiquement : quand le spectre d’énergie est discret, toutes les expressions donnant
I’évolution temporelle des valeurs moyennes sont de facto des sommes discrétes (séries de Fourier ou
leur généralisation), impliquant des fréquences de Bohr isolées les unes des autres ; suivant la distribu-
tion précise de ces fréquences (commensurables ou non), la variation en temps est périodique (oscillateur
harmonique) ou quasi-périodique.

Au contraire, si les fréquences sont distribuées continiment, les sommes discretes du genre Fourier sont
remplacées par des intégrales, elles aussi du genre Fourier, donnant une évolution temporelle irréversible.

580n suppose que |V (E)|? est une “bonne” fonction qui, notamment, décroit & I'infini plus vite que
E~% a>0.

59Avec Eg = Rz > 0, on a G(z = Ep+i0) = girrb f0+°° vm)®

V(E)|? .
BoticemdE =P [ %dE%WIV(Eo)\Q-
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e et g=Tet [ s'interpréte comme ’énergie du systéme nu modifiée par couplage avec
le champ (on dit “renormalisée” et on parle de déplacement de Lamb (Lamb shift)) ;
quant & I, c’est essentiellement la durée de vie de 1’état excité, si on s’en tient & la
phase initiale du déclin, ou 'exponentielle domine les autres contributions & U(t). Ces
dernieres finissent tot ou tard par I'emporter sur 'exponentielle : aux grands temps, le
déclin est régi par des lois en puissance x t~* ; d’une fagon générale, 'exposant u est lié
a la masse de la particule émise — pour l'atome, c’est un photon (masse nulle).

6.4 Calcul d’intégrales impropres

D’une fagon générale (et quelque peu vague), on appelle intégrale impropre une intégrale
dont la définition exige quelques précautions ou quelques précisions. C’est le cas lorsque
I'une ou les borne(s) est (sont) infinie(s). Un autre cas, trés fréquent en Physique, est
celui ot le chemin d’intégration passe par une singularité de 'intégrand. Par exemple,
on rencontre souvent des intégrales du type :

'@

6.154
A (6.154)

ol xg est un réel compris entre a et b. Clairement, si f(xg) # 0, I'expression (6.154) n’a
pas de sens (elle diverge logarithmiquement) et il faut lui en donner un ; ¢’est typiquement
ce que l'on appelle une régularisation.

Les deux types de difficultés peuvent d’ailleurs se présenter simultanément, quand
d’une part une(les) borne(s) est(sont) infinie(s), et que d’autre part le chemin d’inté-
gration rencontre une singularité. Afin de raisonner dans un cas concret (et important
en Physique) et ne pas accumuler les difficultés, soit 'intégrale :

+oo
o) = [ L ) 20 (6.155)

o Tr — X

ou les bornes sont d’emblée prises infinies mais ou la fonction f est supposée posséder
toutes les propriétés pour que la convergence a l'infini de l'intégrale soit assurée sans
devoir faire d’acrobaties (par exemple f est supposée décroitre assez vite pour que chacun
des morceaux & l'infini tende vers zéro indépendamment de 1’autre) ; on suppose en outre
que f(z) n’a aucune singularité sur axe réel. On peut d’ailleurs sans perte de généralité
supposer xg = 0 ; considérons donc :

I /+OO F@) g, (6.156)

T

— 00

Pour la simplicité du raisonnement, la fonction f est en outre supposée n’avoir aucune
singularité sur R (en particulier elle est supposée continue en x = 0 ou elle vaut f(0) # 0).
Dans ces condition, le seul ennui est la présence de la singularité de 'intégrand en x = 0.
Si on exclut le petit segment [—¢, +&’] et que 'on estime le comportement de I'intégrale
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amputée I, on voit tout de suite que I ~ In(g/e’), de sorte que si on fait tendre vers
zéro indépendamment les deux quantités positives € et &', I'intégrale a une divergence
de type logarithmique, et peut prendre n’importe quelle valeur réelle selon la fagon dont
sont prises les deux limites. En revanche, si on prend ¢ = &', on ampute 'intégrale
de deux segments symétriques®® de part et d’autre de l'origine, les aires algébriques se
compensent et la limite de l'intégrale tronquée existe, aussi petit que soit €. A la limite
e = 04 ceci est tres exactement la définition d’une régularisation particuliere appelée
partie principale de Cauchy, et ici notée P ou f, la petite barre évoquant que l'on a
“enlevé un point” — et pas n’importe comment :

7>/+00@dx < lim { Emder/Jroonz] = ][m@dx. (6.157)

0o x e—04 o T te x — o X

=

—-R O +R
Figure 6.6: Contour utilisé pour illustrer la définition (6.157) de la partie principale.

Comment se traduit une telle opération en terme d’une intégrale dans le plan
complexe 7 Pour fixer les idées, supposons que

lim |f(2)]=0 V Argz € [0, 27] ; (6.158)

|z| =00
auquel cas le premier lemme de Jordan est applicable puisque |zf (ZZ)| — 0 sl |z| = +oo.
Cela étant, on peut calculer par résidus en refermant le contour par un grand demi-cercle,
soit par en-haut soit pas en-bas, demi-cercle dont la contribution est nulle a la limite.
Par exemple, considérons 'intégrale sur le contour dessiné sur la figure 6.6 ; elle s’écrit,
désignant par . ..la contribution du grand demi-cercle supposée nulle a la limite R infini :

(/RE+/+R)@dx+/Od(Ee“’)ﬂ%?:))+... . (6.159)

et vaut 2im ), Res [fT(Z, 1] o les z;, désignent les poles de f(z) ayant une partie imagi-

naire strictement positive®!. Apres simplification dans I'intégrale sur le petit demi-cercle
autour de l'origine, le théoreme des résidus s’écrit :

(/_REJF/:R)@dx+1[r0d9f(geie)+_..zziw > Res[Lf(2), 2] . (6.160)

k, Sz >0

60A condition que € soit suffisamment petit, seule importe la valeur de f en x = 0, et les deux aires
sont bien égales en valeur absolue, quelle que soit I’éventuelle asymétrie de f(z) dans un plus grand
voisinage de ’origine.

61Rappelons que, par hypothése, f(z) n’a pas de singularité sur l’axe réel.
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Comme f(x) est continue en z = 0, dans la limite ¢ — 0, R — +00, la définition (6.157)
permet d’écrire :

+oo 0
P/ dx +if(0 )/ do = Qiﬂ'ZRes [Lf(2), 2] (Sz, >0) . (6.161)
™ k

soit :

— 00

k

Au second membre n’apparait pas le résidu en z = 0 de % f(2) puisque le pole correspon-
dant est a 'extérieur du contour. (6.162) s’écrit en définitive :

“+o00
73/ @ =imf(0 +217TZR€S > f(2), 2] (Sz > 0) . (6.163)

— 00

Il n’y a pas de doute que le premier terme au second membre, i f(0), se lit comme
2ir 3Res [1 f(z), z = 0]. En définitive, (6.163) constitue une une sorte de généralisation
du théoreme des résidus dans le cas ou 'un des poles est sur le contour : une fois
régularisée a la Cauchy, 'intégrale proposée se calcule comme d’habitude, sauf qu’il faut
prendre seulement la moitié des résidus des poles rencontrés sur le contour.

Bien siir, on peut refaire le calcul en prenant les deux demi-cercles (le grand et le
petit) dans le demi-plan inférieur ; on trouve alors :

7)/+OO fEE z) dz +i(+m) f(0) = —2i7rZRes [1f(2), 2] (S <0);  (6.164)

— 00

a nouveau, le résidu en z = 0 est absent de la sommation au second membre. L’équation
(6.164) se lit encore :

+oo
P/ f dac = —imf(0 217TZRes = f(2), 2] (Szr < 0) (6.165)
et peut encore étre interprétée comme une généralisation du théoreme des résidus :
P/+°° /(@) —inf(0) — 217TZRes = f(2), z] (Szr < 0) (6.166)
DU #

le premier terme n’étant autre que —2ir 1Res [L f(2), z = 0].

On peut enfin prendre le grand demi-cercle en haut et le petit demi-cercle en bas ;
on a alors :

+o0 T
P/_ % dz +i(+m)f(0) = Qiﬂ'ZRes [Lf(2), 2] (Szr > 0et 2, =0) ;
(6.167)
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le résidu supplémentaire donne la contribution 2i7 f(0), mais se recombine avec le terme
+i(4+7)f(0) du premier membre : au total, les deux égalités (6.162) et (6.167) sont
identiques.

En rapprochant les deux expressions (6.163) et (6.166) de Pf_Jr;o 1 f(z)dx , on
obtient :
O+ Y Res[Lf(2), %] =0, (6.168)
k, 325 #£0

ou la somme porte sur tous les résidus, que les poOles soient en haut ou en bas ; le terme
isolé f(0) est le résidu au pole en z = 0 de L f(2). Le résidu a linfini étant ici nul (en
vertu de (6.158) et du Lemme 1 de Jordan), on retrouve le résultat général, affirmant
que la somme de tous les résidus est nulle. C’est aussi pour cette raison que le résultat
ne dépend pas du fait que l'on ferme le contour par en-haut ou par en-bas (comme on
I’a vu, ceci n’est pas vrai pour une intégrale de Fourier, pour laquelle on n’a pas®? la

propriété (6.158)).

En translatant tout de xo, on déduit de (6.162) la relation plus générale® :

77/+OO ﬂdx =inf(zo) + 2i7rZRes [ f(2), 2] (Szr, >0) , (6.169)
k

Z—2Z
oo T —To 0

ou son équivalente :

o0 T
7)/ /(@) de = —ir f(xo) — Qiﬂ'ZRes [Lf(2), 2] (Szr < 0) . (6.170)
k

Les deux relations (6.169) et (6.170) constituent donc une récriture de la régularisation de
Cauchy a l'aide du théoréme des résidus, avec les deux hypotheses : f(z) est analytique
dans un domaine incluant I’axe réel et | f(z)| — 0 si |z| — +00 quel que soit 'argument
de z.

Une fois précisé le lien entre la partie principale au sens de Cauchy et le théoreme
des résidus, il est possible d’établir des relations remarquables, dites de Kramers - Kronig,
dont I'universalité en Physique tient au fait qu’elles reposent fondamentalement sur un
principe intangible, le Principe de causalité.

Supposons maintenant d’une part que |f(z)] — 0 si |z] — +oo dans le demi-
secteur 0 < Argz < 7, d’autre part que f(z) est analytique dans tout le plan supérieur
3z > 0 - on verra que cette propriété est une conséquence du Principe de causalité®?.

62La présence d’un terme du genre e'*# entraine que le module de I'intégrale diverge exponentiellement
dans un demi-secteur circulaire fixé par le signe de la partie réelle de k.

63Bien siir, c’est maintenant le point zg que lon “retire” de l'intégrale, en extrayant le segment
[J:() — €&, xo + 6].

Noter aussi que, pour la partie principale, c’est la moitié du résidu qui compte (im f(0) = % (2im £(0)),
comme si rencontrer la singularité sur le contour c’était laisser un demi-pdle a gauche, un demi-pdle a
droite !

64moyennant une convention précise pour la transformation de Fourier. Avec la convention opposée,
P’analycité est obtenue dans le demi-plan inférieur.
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On peut refaire le méme calcul que ci-dessus en prenant le demi-cercle dans le demi-plan

supérieur ; comme, par hypotheése, f(z) n’a pas de poles Sz, > 0, (6.169) se simplifie
65 .
en% :

+oo
p/ Mdz:iﬂf(xo) ) (6.171)

r — X

— 00

Cette relation, vraie pour toute fonction f(z) analytique dans le demi-plan supérieur, et
telle que lim|,|— 4o [f(2)] = 0 avec 0 < Argz < m, établit une dépendance treés impor-
tante et tres forte entre la partie principale et les propriétés analytiques de f(z) (dans le
cas discuté ici, ’absence de singularités dans le demi-plan supérieur). Comme la plupart
des relations déduites du théoreme des résidus (c’est-a-dire plus fondamentalement du
théoréeme de Cauchy), elle montre une fois de plus que les valeurs d’une fonction an-
alytique sur une ligne (propriétés étendues de la fonction) sont intimement liées & des
valeurs de cette fonction en un (ou plusieurs) point(s) (propriétés locales).

Ala réflexion, (6.171) est presque évidente, et peut s’exprimer dans le langage des

mots : compte tenu des hypotheses sur f(z), le produit ¢(z) L (CI R analytique dans

Z—Xo
cih) & {z : 2 >0, |z — xo| > 0}. Le théoreme de Cauchy dit que 'intégrale de ¢(z)
sur toute boucle située dans (C(;Or) est nulle. Par déformation continue, une telle boucle
peut étre superposée au contour de la fig.6.6, I'intégrale étant toujours nulle, ce qui se
traduit par P eroo 1) gy — inf(zo) = 0.

0o T—To

Posant f(z) = fi1(z) + ifa(2), et séparant les parties réelle et imaginaire dans
(6.171), on obtient :

P/Jroo A1(%) do = —7 fa(z0) , P/Jroo Mdz = mf1(zo) . (6.172)

T — X0 0o L — Xo

— 00

En Physique, de telles relations®® portent le nom de Relations de Kramers - Kronig. Elles
jouent un role essentiel pour analyser la réponse d’un systeme, décrite par sa susceptibilité
X(w), et permettent ainsi de remonter & la dynamique interne de ce systéme. Comme on
le verra par la suite (voir chapitre 10), ’'absence de singularités dans un demi-plan pour
la susceptibilité est effectivement la traduction du Principe de causalité.

jEZX
Combien vaut P f_JrOO: S da ?

651e résultat (6.171) peut & nouveau se lire comme une généralisation du théoreme des résidus o,
comme le pole est sur le contour, il faut prendre seulement — quand on régularise au sens de Cauchy —
la moitié du résidu (i au lieu de 2ir au second membre).

Par ailleurs, cette relation peut sembler étrange & premiere vue si l'on imagine que f(z) prend des
valeurs réelles sur tout 1’axe réel : si c’était le cas, le premier membre de (6.171) serait réel, alors que le
second serait imaginaire pur. En fait, il y a incompatibilité entre les hypotheses faites sur f pour arriver
a (6.171), et imaginer que, en plus, f prend des valeurs réelles sur tout I’axe réel : (6.171) dit aussi
qu’une fonction analytique ayant les propriétés de f ne peut pas étre a valeurs réelles sur tout ’axe réel.

66T plus souvent, elles apparaissent pour la susceptibilité x en fonction de la pulsation w (transformée
de Fourier de la réponse en temps du systéme) ; en transcrivant les notations, on a :

T xWw)
73/ dw = imx(wo) (x(w) analytique dans le demi-plan supérieur) . (6.173)
o W—wp
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6.5 Calcul de la somme de séries

On applique parfois le théoreme des résidus “a I’envers”, au sens ot voulant calculer une
certaine expression, on arrive a identifier celle-ci avec le second membre du théoréeme
des résidus appliqué a une certaine fonction dont on sait calculer directement l'intégrale.
Un exemple d’application de cette méthode est le calcul de certaines sommes, finies ou
infinies, puisque le théoréme implique une somme (de résidus).

S’agissant d’abord d’une somme d’un nombre infini de termes (série), la toute
premiere chose est d’examiner la convergence. Une fois celle-ci établie, il est évidemment
tres utile de savoir calculer effectivement la somme S & limpy 0o 25:1 U, ; le terme
général peut dépendre d’un parametre (ou plus généralement étre une certaine fonction

un(x)) ; ici encore, le théoréme des résidus est d’une grande utilité.

La méthode consiste & trouver une fonction ayant une infinité de singularités
paramétrables par 'entier n et a dénicher le bon contour de fagon a faire apparaitre la
série S au second membre du théoreme des résidus quand on ’applique a l'intégrale ainsi
construite. Autrement dit, il faut remplir I’équation suivante :

/ 7?77 dz = 2im (S + autre chose que I'on sait calculer) . (6.174)
297

Pour l'instant, on n’est guere avancé : il faut évidemment savoir calculer I'intégrale au
premier membre (quand on aura dit ce qu’elle est), I'idéal étant qu’elle soit nulle. . .

Tout naturellement, on explore cette voie en commencgant par introduire une fonc-
tion f(z) qui est simplement 1’expression de w,, en y remplacant Uentier n par la variable
complexe z :

flz=n) = u, . (6.175)

Il faut ensuite trouver une fonction ¢(z) ayant des singularités (des pdles simples, par
exemple) réparties comme N (ou Z, en jouant éventuellement avec la parité de f(n)),
afin de construire a partir de résidus la somme S au second membre de (6.174). Une
fonction simple ayant une infinité de poles simples indexables par n € Z est la fonction

L (tous les poles sont alors en z, = nm et sont d’ordre un). En prenant plutot ——

sin z sinmz?
les poles sont strictement les entiers relatifs. Le résidu correspondant est :
1 1 -1
(7) - _ et (6.176)
(sinmz)!/z=nx  mcosnw ™
ou, ce qui revient au méme :
1 -1)"
lim (z —nm)— = lim (2 — nm) = (=1 . (6.177)
z—nm sinz  z—onw 7(z — nw) cosnmw ™

Le signe alternant (—1)™ n’est pas a priori souhaitable pour une série du genre®” 3w,

et le facteur % cosmétiquement désagréable ; comme cosnm = (—1)™, on en vient ainsi a

57mais est au contraire ce qu'il faut pour une série alternée Y, (—1)"u, (voir plus loin p. 273).
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1

considérer la fonction 7 cot 7z, qui a les mémes poles que —— et avec un résidu égal a
sin Tz

+1 quel que soit n :

_1)n
lim (z — RW)M = lim (z —nm) TeosTE = m(=1) =1. (6.178)

z—nm sinwmz  z—onw m(z —nw)cosnm  w(—1)"

En d’autres termes, le cosnm donne lui aussi une alternance de signe, qui vient compenser

celle du résidu de Sinlm. Le résultat important ici s’exprime donc comme suit :

17T

1
Res(mcot mz, n) = 2—/ meotmzdz =1 (6.179)
Tn

ol 7, est un contour fermé (un petit cercle par exemple) entourant le point d’abscisse
entiere n € Z sur I'axe réel, a I'exclusion de tout autre entier.

Soit maintenant a calculer une série du genre :

+oo
S=> fn), (6.180)
n=0

ott f est une fonction paire, f(—n) = f(n), n’ayant aucune singularité%® sur Z, et supposée
méromorphe pour simplifier®. On a :

1

573

+oo +o00
FO) 45 S f) =Y =25 f(0) . (6181)

n=—oo n=—oo

Considérons maintenant des grands contours Cg centrés sur l'origine (carré de
coté R, cercle de rayon R,...) et soit l'intégrale :

I:/ meotmz f(z)dz (6.182)
Cr

ou f(z) est donc le “prolongement analytique” immédiat de la fonction servant de terme
général de la série et initialement définie sur les entiers™. Plus R est grand, plus grand
est le nombre de valeurs entieres de n situées dans le contour. Par ailleurs, supposons

que | |lim |zf(2)| = 0 VArgz € [0, 2] : alors I'intégrale sur le grand contour est nulle
z|—+o0

%8Dans le cas contraire, le terme général de la série ne serait pas défini partout sur Z.

69Gi f a des coupures, il convient de faire un calcul spécifique, dont la recette n’est pas aussi simple
mais qui releve des mémes idées.

"OPour ne pas compliquer la discussion de facon inessentielle, on suppose que f(z) est analytique
aux poles de cotwz. Dans le cas contraire, le calcul se fait de la méme facon, mais en prenant en

compte une telle particularité. A titre d’exercice, on cherchera la somme de la série Z:g m
2
et on montrera qu’elle vaut Z—y — 575 cot ma + ﬁ (cette somme se trouve aussi & l’aide de (6.191), en

écri 1 =1(1r __1
écrivant nZ(n24a?) — aZ (n2 n2+a2).
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a la limite™ (encore un avatar du lemme de Jordan). Ainsi, aprés passage a la limite R
infini, (6.182) devient :

O:/ weotmz f(z)dz (6.184)
C

oo

mais par ailleurs, I’application du théoreme des résidus donne”? :

/ meotmz f(z)dz = 2im ZRes[ﬂcot 7wz f(2), za] (6.185)
Coo «

ou la somme court sur tous les résidus du produit mcotwz f(z). D’apres (6.184), il
vient™ :

0= Res[rcot 7z f(2), 2a] - (6.186)

Par hypothese, la fonction f(z) a des pdles zj qui, aprés la limite R — +o00, se trouvent
forcément tous a l'intérieur du grand contour. En séparant les contributions venant des
résidus des poles de 7 cot wz et celles liées aux pdles z; de f (toujours dans I’hypothese
ou il n’y a pas de coincidences, z # nw Vk, n), (6.186) donne :

0= Z f(n)x 1+ Z weot wziRes|f(2), zx] , (6.187)

nez 2k pole de f

ou le 1 en facteur de f(n) est le résidu propre & mcotwz. Alors, selon (6.181) :

0=2ir[28 — f(0)] + 2 mcotmzRes[f(2), 2] (6.188)

zk pole de f

et finalement la somme S cherchée :

1 1
S = §f(0) -3 Z meotziRes[f(2), zx] . (6.189)
2z pole de f
Le calcul de S se réduit donc au calcul des résidus de f ; en pratique, la méthode est
efficace quand f a un petit nombre de pdles™.

7"1En pratique, c’est essentiellement dans ce cas que cette méthode astucieuse est utile !

Soit un grand carré dont les cotés, paralleles & Oz et Oy, coupent ces axes aux points (N + %) et
+i(N + %) (N > 0). Sur le coté vertical de droite, z=N + % +iy, d’olt cot 7z =cot (5 +imy)=—itanh 7y,
et donc |cot mz| <1. Pour le c6té horizontal supérieur, on utilise :

) eiTr(z+iy) + efiTr(zﬁ»iy) e~ Y 4 ™Y e~ TY 4 ™Y
| cot m(z + iy)| = |ei7-r(z+iy) —eim(@tiy) | = |ein(etiy) — g—in(a+iy)| = |e=7Y — emy| (6.183)
la derniere égalité venant de |a — b| > ||a| — |b||, d’olt finalement |cot 7(z + iy)| < cothwy. Sur le c6té

horizontal supérieur, z = x + i(IN + %), d’ou |cot wz| < coth(N + %)7‘( ; No étant un entier quelconque,
et puisque coth X, X € R, est une fonction décroissante, |cotnz| < coth(N + %)7‘( < coth(No + %)71’
VN > Np. Il en va de méme pour les deux autres cotés du carré : au total, la fonction cot 7wz est bornée
en module sur le carré de c6té 2N + 1 ; il suffit donc bien d’avoir lim|,|_. o [2f(2)| = 0 pour invoquer le
lemme de Jordan.

72Maintenant le contour infini contient tous les péles de 7 cot 7z.

730n retrouve le fait que, y compris le résidu & I'infini, la somme de tous les résidus d’une fonction
méromorphe est nulle.

74 .. mais peut aussi servir pour démontrer I’égalité de deux séries, quand f a une infinité de péles.
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D’ailleurs, le recours a un grand contour étiré a l'infini n’est pas obligatoire, le
calcul de la série pouvant s'effectuer différemment. En effet, la relation évidente (voir
(6.179)) :

+oo +oo
Z f(n) = Z fln)yx1= ZRes[f(z)ﬂ'cot 7z, z = n] (6.190)

nez

peut se lire autrement, en disant que, par définition du résidu, la série de gauche est
égale & la somme des intégrales sur des petits contours fermés (pourquoi pas circulaires)
renfermant chacun un et un seul pole de 7 cot 7z. Par des déformations continues succes-
sives (voir fig. 6.7), le contour devient deux droites situées I'une juste en-dessous, 'autre
juste au dessus de ’axe réel. Chacune des intégrales correspondantes se calcule en refer-
mant par un grand demi-cercle situé du méme coté qu’elle de I'axe réel et en invoquant
4 nouveau le 1°" lemme de Jordan™.

Y o Y
< < <
-3 -2 -1

@
-®
O]
w®
~®

Figure 6.7: Modifications par continuité du contour pour le calcul d’une série du genre
(6.180).

D’une fagon ou d’une autre, c’est ainsi que ’on peut établir les égalités suivantes :

1 ™ =1 i 1
%m:Ecothﬂa — ;WZECO’chﬂa—ﬁ, . (6.191)

et bien d’autres du méme genre (ces expressions sont valides tant que a # i x entier). On
en déduit, par exemple™® :

@eEyY LT ey LT (6.192)
B n2 6’ B nt 90 ° '
neN* neN*
La fonction ((z) :
((2) = Y n7 (Rz>1) (6.193)
neN*

75La fonction mcot 7wz est aussi bornée sur I’arc de cercle rejoignant les deux extrémités de chaque
droite. En effet, limitant pour l'instant la droite au segment [—R + ia, R + ia] (o > 0), sur l'arc de
cercle on a |cotmz| < cot(mRsinfg) ou g > 0 est le plus petit argument de z sur l’arc de cercle.
Dans la limite R — 400, Rsinfg — « et donc |cot mz| < cot maw < +00. Noter que « est tout nombre
strictement positif, en outre borné supérieurement par la plus petite partie imaginaire des singularités
de f.

"6ces résultats se trouvent aussi par la considération des bonnes séries de Fourier. Par exemple, ¢(2)
s’obtient en sommant les coefficients de Fourier de la fonction f(x) = 22, —7 < & < 47 et périodisée
sur tout R, apres avoir choisi x = .
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6.5. Calcul de la somme de séries 271

s’appelle fonction de Riemann, et joue un role fondamental en Mathématiques”” (no-

tamment en Théorie des nombres, plus particulierement celle des nombres premiers).
On rencontre souvent les sommes ((z) en Physique : ((4) apparait dans le calcul selon
Planck de la constante phénoménologique de Wien, (D) dans la condensation de Bose
en D dimensions, dans le modele d’Ising a D quelconque, traité a la maniére de Bethe-
Peierls. .. Notons que I’égalité (6.191) se lit aussi :

1 1 1 1 1
tz = — =—4+2 _ . 6.194
cotz Z+Z(ZTL7T+Z+TL7T) z+ ZZZQ—RQWQ ( )
neN* neN*

et constitue le développement de Mittag-Leffler™ de la fonction cot z, un exemple de
développement d’une fonction méromorphe sur ses poles ((6.106) est un autre exemple
de développement de ce type) — pour une généralisation de cette écriture, voir sous-section
6.7.

De (6.194), déduire le développement de sin z en produit infini :

2

sinz==z [ (17#) : (6.195)

neN*

que l'on retrouvera plus tard (voir (6.260)). Par ailleurs, comment utiliser le résultat
(6.195) pour trouver ¢(2) ? Enfin, en examinant le résidu de —— en z = ng, montrer
que :

2

n n
1T = =(-1) oty (6.196)
neN*, n#ng 0

Ce type de résultat sera généralisé dans la section 6.8.2

A titre de dernier exemple, citons 'une des relations extraordinaires dues a Ra-

manujan’® :
Ry | 1977
Sz = > — cothnr = - =1.012091 ... . (6.199)
n=1

TTA propos de cette fonction, il existe une fameuse conjecture, due précisément a Riemann, selon
laquelle tous les zéros z; de ((z) compris dans la bande 0 < z < 1 sont en fait sur la demi-droite
verticale d’abscisse % (par ailleurs, on peut montrer que la fonction ¢ est nulle pour toutes les valeurs

paires et négatives : ((—2n) = 0V n € N*, dites zéros triviauz). A Theure actuelle, cette conjecture n’est
pas démontrée, mais n’a toujours pas été prise en défaut malgré d’énormes calculs rendus possibles par
des ordinateurs de plus en plus puissants. .. Voir par exemple I'ouvrage de Du Sautoy [34]. On reviendra
sur ¢(z) dans le chapitre 7, section 7.3.

8Gosta MITTAG-LEFFLER (1846-1927), grand mathématicien suédois et mentor de Sonya KOWA-
LEVSKAYA, a aussi laissé son nom dans la petite histoire des Mathématiques. Une légende persistante
affirme que, brillant, mondain et plutét bel homme, il aurait eu une “affaire” avec I'une des dames
de coeur d’Alfred NOBEL, Sophie HESS (qui n’était pas mal non plus). Certains vont méme jusqu’a
affirmer que c’est la raison pour laquelle il n’y a pas de Prix Nobel de Mathématiques, mais la relation
de cause a effet est plus que douteuse.

"YMathématicien indien de génie, d’abord autodidacte ... qui ne connaissait pas le théoréme des
résidus et qui pourtant. .. Sur le site http://fr.wikipedia.org/wiki, on peut lire :

Nous lui devons la bagatelle de sixz mille théorémes en théorie des nombres. Ramanugjan
était un homme hors du commun ; il avait beaucoup d’imagination et jouissait d’une
intuition prodigieuse. Il raisonnait trés vite en se fondant sur des résultats qu’il consi-
dérait comme évidents, et donnait souvent ses théorémes sans preuve mathématique. Ces
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272 Chapitre 6. Applications élémentaires du théoréme des résidus

On peut calculer S en intégrant sur le grand carré a l'infini la fonction ¢(z) définie
comme :

o(z) = % meotmzcothmz .

Le lemme de Jordan dit que I'intégrale est nulle ; outre les péles de mcot mrzen z =n € Z,
il y a tous les poles de cothnz en z = inm, n € Z. Le point z = 0 est visiblement un
pole d’ordre 9, et doit faire 'objet d’un traitement & part. Le résidu de ¢(z) en z = inw
(n#0) est ﬁ cotinm = % cothnm : la somme sur tous ces poles reconstitue 2.5, aussi
donné par la somme sur tous les péles de 7 cot mz. Comme la somme de tous les résidus
est nulle (une autre fagon de traduire le fait qu’il en est de méme pour 'intégrale), il
vient :

25 4 25 + Res [2 mcot mz cothmz, 2 =0] =0 , (6.200)

d’ou : .
S = _ZRGS [% T cot mz cothz, 2 =0] . (6.201)

Il reste a trouver le développement a l’ordre 6 de 7 cot wz cothwz ; & ’aide d’une
machine, on trouve :
1 T, 1977

_ L im o 10
mweotmzcothmz = 2 % Tt +0(z") , (6.202)

don § = (—1) (— 114?1’%) et le résultat (6.199). Plus généralement, la considération®’

des sommes .5, :
—+o0

déf 1
S, = Z T cothnm (6.203)
n=1
permet de comprendre pourquoi la partie réguliere du développement de Laurent de
7 cot mz coth w2 ne contient que les puissances 24**2 (k € N), une propriété qui ne saute

théoréemes demandérent un siécle pour étre tous démontrés.

Voir également le livre de Hardy [35], grand mathématicien lui-méme, qui “donna ¢ Ramanu-
jan la note 100 alors qu’il n’attribuait que 80 o Hilbert, 30 a Littlewood, et 25 a lui-méme”
(mathematiques.fauriel.org/bio-ramanujan.pdf). Pour la réflexion (et anecdote) : Hardy écrit qu’il
a beaucoup peiné pour établir 1’égalité suivante, également due & Ramanujan :

Foo 1 ™
dz = . 6.197
/0 1+ 22)(1 +7222)(1 + rtz2?)... v 20 +r+7r3+ 76+ 710 4 ) ( )

Une autre formule de Ramanujan, sans doute encore plus extraordinaire, relie entre eux les deux
nombres fondamentaux e et 7 via une série et une fraction continue :
1 1 1 1 et
1+ —+—+ + ...+ =4/—= 6.198
1.3 135  1.3.5.7 1+ # ( )
N —
g —
T

80Faire cet exercice !
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6.5. Calcul de la somme de séries 273

pas aux yeux au vu de 'expression de cette fonction®!.

Pour calculer la somme d’une série alternée, impliquant & nouveau une fonction
paire f(—n) = f(n), du genre :

+oo
S=S(0m =g X ()" (6.205)

neZ, n#0

_m
sinmz’?

et puisque Res| z =n] = (—1)", il suffit de considérer des intégrales du type :

I= /C f(z)dz | (6.206)

sinmz

ou le contour C', indiqué sur la fig. 6.8 en haut, prend en compte le fait que l'intégrand
possede un pole “de trop” en z = 0. Cette intégrale vaut :

I=2ir Y Res[ﬂf (2) n} , (6.207)

. sinmz’
n

puisque les deux “lacets” peuvent étre déformés en une série de petits cercles autour de
chaque pole, parcourus dans le sens positif, d’ou I = 4ir S.

—3-2-1 +1+2+3

Figure 6.8: Fermeture et déformation du contour pour le calcul d’une série du genre
(6.205).

On peut ensuite rabouter les deux lacets, les contributions des deux grands demi-

cercles ajoutés étant nulles : I est donc aussi égale a I'intégrale le long du contour C’ en

bas & gauche de la fig. 6.8 ; mais cette derniere intégrale est égale & —2im ZZkReS[L(Z) 2k]

sinmz?

81Sachant que (!!!) :

1 T3, 1977 o 29067t 13687715,
mcotmzecothmz = — — —— 2% — z° — z = z
T22 45 14175 212837625 97 692 469 875
15417074 719
10719 306 257 034 375

combien vaut Sg ? Pourquoi peut-on dire, sans aucun calcul, que Sg >~ 1 7

218 4 0(2%2) | (6.204)
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274 Chapitre 6. Applications élémentaires du théoréme des résidus

olt les zx sont les poles de T— f(2) situés a l'intérieur de C” (contour qui contient
notamment le pole en z = 0 venant de sinlm, sans préjuger d’'une singularité de f(z) en

ce point). D’ou finalement, pour la somme (6.205) :

S = f% ZRes[m zk] : (6.208)

sinmz’

2k

le signe venant du sens de parcours sur C’. De cette facon, on établit®? :

+oo (_1)n - 1 .
; WZra? " 2asmbma 22 (@#17) - (6.209)

Dans le cas ot f(z) n’a aucune singularité dans les demi-plans supérieur et infé-
rieur, on peut faire collapser presque compléetement le contour, le réduisant a un petit
cercle C"" autour de origine parcouru dans le sens négatif (fig. 6.8 en bas a droite) ; il
vient alors :

+oo
1-1 T 1 m
S = " = —— dz = —=R 0] . 6.210
;( )" f(n) 22im Jou sinmz f(z)dz 2P sinre 1), ( )
C’est ainsi que, prenant f(z) = Z%, on peut démontrer 1’égalité :
too n 4
(-1) T
=—— 6.211
— n4 720 ( )
apres avoir calculé le résidu de 7 — a lorigine. On peut le trouver par la for-

mule générale donnant le résidu en un podle d’ordre 5, mais aussi, ayant effectué le
développement limité de L comme le coefficient de % de 'expression :

z—lsinmz’

1 w222 gt w222\ 2
5{1+(3! ~ 5l )+(3!H’ (6.212)
soit +25- d’odt (6.211) en vertu de (6.210).

6.6 Calcul de sommes finies

Le théoreme des résidus, a nouveau appliqué “a I’envers”, est aussi tres utile pour trouver
I’expression compacte de certaines somme finies. Un exemple est celui du calcul des
sommes de Gauss, qui sont certaines sommes de puissances des racines N de 'unité.

Posant précisément w = 2™V une certaine somme de Gauss est par exemple :
p ) 1% p
N-1 N-1
déf 2 : 2
Gy =) W =) et/ (6.213)
n=0 n=0

824galité o 'on peut vérifier que les deux membres ont bien le méme comportement prés de a = 0.
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6.6. Calcul de sommes finies 275

Afin de simplifier le calcul ultérieur par résidus, il est utile de transformer quelque peu

N _
I'expression de G. Notons d’abord que W’ = (wN) T =y puisque w’¥ =1.

Ceci permet de récrire 'expression de Gy comme suit, selon la parité de N :

242 Z%:ll e2m(*/N) i N est pair
Gy = N : (6.214)
1423 2 esm(7/N) si N est impair

Dans tous les cas, Gy s’exprime a I’aide d’'une somme sur des valeurs entieres de I'indice,
il faut & nouveau construire une fonction f(z) ayant des poles aux points entiers de ’axe
réel. La nécessité pressentie de devoir en cours de route calculer une certaine intégrale
(puisque la somme & trouver est finie) suggere le choix le plus simple, & savoir e*™* — 1.
Par ailleurs, la forme du terme sommé dans (6.213) suggere fortement d’introduire le

2i7r(z2/N).

facteur e De proche en proche, on en vient ainsi a définir la fonction :

. e2i7r(z2/N)

dé
e 1
im(n?
Par construction, cette fonction a des poles en z=n € Z, et le résidu vaut #
+iR
12 N
—iR

Figure 6.9: Contour utilisé pour calculer I'intégrale (6.216) donnant la somme de Gauss
(6.213).

Il faut donc trouver un contour englobant un certain segment de ’axe réel ; on
considere Cy ou Cy selon la parité de N (figure 6.9), 'abscisse précise du coté vertical
étant choisie pour des raisons qui seront plus claires par la suite. Dans le cas ou N est
pair, le théoreme des résidus donne :

N
2in(22/N) 11 22l eaim/N) g 2in(E)2/N
. e e e 2
LE [ S 4 =2 (—— - ) . (6.216
2 /c i 1 T A g0 T ; 5ir T2 air 3 (6216)
les facteurs % prennent en compte le fait que les deux poles n=0 et n= % sont sur le

contour, 'intégrale étant implicitement régularisée ¢ la Cauchy (voir section 6.4). De
plus, N étant pair, % est entier et le numérateur du terme de droite vaut 1 ; on a ainsi

(voir (6.214)) :

vz

-1
2 1

L=1+4) Arn/N) = 56N - (6.217)

1

3
Il
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276 Chapitre 6. Applications élémentaires du théoréme des résidus

Ainsi, l'intégrale I est tres simplement reliée a la somme Gy, d’ou 'idée de la calculer
directement. On commence par prendre la limite R — +o00, ce qui annule la contribution
des cOtés horizontaux du rectangle. En effet, sur CD, I'intégrand est :

2im(z+iR)? /N 2im(2?~R?)/N —4nRa/N

¢ _¢ —47Rx/N .
e2im(z+iR) _ 1 o2ty o—27R _ | R:oo —e T ; (6.218)

sur le coté AB, lintégrand est :
e2im(z—iR)%/N e2im(z®—R?)/N dnRx /N

~ e—2mR(1-2z/N) (6.219)

R—o0

e2im(z—iR) _ ] = e2irz o2TR _ |

Comme dans tous les cas z < %, ce terme tend aussi vers zéro quand R — oo — c’est ici
qu’apparait la raison du choix précis des abscisses des cotés verticaux du rectangle. Une
fois cette limite prise, I'intégrale I5 est :

+oor 2im(F+iy)? /N g2im(iy)?/N 4 [T NeTY 1 o
12:/700 |:62i7r(%+iy) . — eQiTr(iy) — 1:| ldy:1/ m e N dy . (6220)

— 00

ol on a utilisé le fait que N est ici pair, et 'intégrale étant a prendre comme une partie
principale de Cauchy. Quand N est de la forme 4k (k entier), 'intégrale est gaussienne
etona l, =i(&)V2, d'ott Gy = (1 +1)V/N. Si N est de la forme 4k + 2, D'intégrale est
nulle comme on le voit en la décomposant en ffoo + f0+oo et en effectuant le changement
de variable y = —y’ — —y dans la deuxieéme intégrale.

Le calcul pour N impair se conduit de la méme fagon. Le théoréme des résidus
avec Cq donne (seul le pdle en zéro est sur le contour) :

2

i 2im(2%/N) 11 2 e?iw(nz/N)
L[ S 4= (—— 7) 6.221
! /C1 e 1 g T ; 2ir /) (6:221)
d’ou, selon (6.214) :
N-—1
J Z 2in*/N) = Lo (6.222)
2 —2TN '

3
—

Se tournant alors vers le calcul direct de 7, on voit a nouveau que les contributions des
cOtés horizontaux sont nulles dans la limite R — oo, et il reste (avec cette fois N impair) :

Foor G2im(F+iy)?/N  2in(iy)®/N ' [roor jNg—2my 1 2z,
h :/ [emn(%-ﬁy) _ 1 e2in(iy) — 1} 1dy:71/ [e—%y +1 T e—2my _ 1} e dy,
(6.223)

la deuxieme intégrale étant a prendre comme une partie principale de Cauchy. On a,
coupant & nouveau 'intégrale en deux et posant y = —y' — —y :

+oo e—27ry *i%rde B +oo iNef27ry iNe27ry 1 1 *i%yzd .
Ooe*Q’T?!que v= o {e*2ﬂy+1+62“9+1+e*2’f7471+e2”y—1}e v

— 00 — 00
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6.7. Quelques compléments sur les fonctions méromorphes 277

la somme des deux premiers du crochet de droite vaut iV, la somme des deux suivants

vaut —1, d’ott I :_i(iN_1)%(%)1/2:$11/2(1—1N)\/N, soit Gn = & (1+i)(1-i)VN.

Pour N de la forme 4k + 1, Gy = V/N, pour N = 4k + 3, Gy = iV/N.

Toutes les expressions de G peuvent se rassembler V N, dans la formule suivante :

Gy = %(1 +i)(1—i"M)VN (6.225)
soit explicitement :
(1+i)VN siN=0(4)
_ VN siN=1(4)
G = 0 siN=2(4) (6.226)
ivVN  siN=3(4)

La fonction ﬁGN est donc 4-périodique : ﬁGNH = \/—%GN, soit :

/ 4
GNia=1/1+ N Gy , (6.227)

une propriété qui ne saute pas aux yeux sur la définition (6.213). A Dinverse, la récurrence
(6.227) posée a priori ne doit pas faire tomber dans le piége consistant & affirmer (trop)
rapidement que la limite limy_, o, Gy existe ...

6.7 Quelques compléments sur les fonctions
méromorphes

Il s’agit ici de donner quelques théoremes et résultats parmi bien d’autres, le choix étant
dicté par leur pertinence et leur utilité en Physique.

6.7.1 Formule intégrale de Poisson

Soit f(z = rel®) = u(r, 0) + iv(r, §) une fonction holomorphe dans le disque |z| < R,
noté Dp, et continue sur sa frontiere (le cercle Cr). La formule intégrale de Poisson
donne une expression de chaque partie (réelle ou imaginaire) en fonction d’elle-méme &
la maniére de la formule de Cauchy (4.62). Pour lobtenir, il ne suffit pas de séparer
parties réelle et imaginaire dans cette derniére (on trouverait chaque u ou v comme une
intégrale portant sur u et v).

f(2) a un développement en série entiere ) _yanz" dans Dg. Sans nuire a la
généralité du résultat, on peut supposer tous les a, réels. En effet, dans le cas contraire
et posant a, = a, +i0,, on a :

f2) =) anz"+1>_ Bnz" = fi(z) +ifa(2) (6.228)

neN neN
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278 Chapitre 6. Applications élémentaires du théoréme des résidus

d’ot Rf = Rf1 — Sfz, Sf = Sf1 + Rfz ; comme |a,| < lan] et |Bu] < lan|, f1 et fo
sont aussi analytiques dans le disque Dg. L’intégration étant une opération linéaire, le
résultat quand a,, € C résulte immédiatement du cas ou a,, € R.

Soit £ = Re'® un point de Cf ; la formule de Cauchy (4.62) s’écrit :

. 1 2 U(R, ¢) + i’U(R, ¢) ip
u(r, 0) +iv(r, 0) = Tir /0 Toid o0 d(Re'?) . (6.229)
Avec 0 < r < R, le point R; est a 'extérieur de Dy et on a aussi ﬁ fCR gf}(é)/z dé =0,
soit : '
1 [ (R, ¢) +iv(R, ¢) :
— — ~—~ d(Re'?) = 0 6.230
2ir J, Re'® — (R2/r)e—1? (Re') ’ ( )
ou encore :

i /27r [uw(R, ¢) + iv(R, ¢)]rei0 db=0 . (6.231)
0

27 rel? — Re—i®
Les a,, étant réels, f(&*) = (f(£))* : u(R, ¢) est donc paire en ¢ et v(R, @) est impaire ;
posant ¢ = —¢’ dans (6.231), il vient :

1 [* [w(R, ¢') —iv(R, ¢)|re?
0= — ——— - d¢’ ; 6.232
27r/0 Rel¢’ — reif 9 ( )
additionnant maintenant (6.229) et (6.232) membre & membre, il vient :
. 1 [?" [Rel® + rel? ,
u(r, 0) +iv(r, ) = %/0 [ u(R, 6) + (R, 6)] do (6.233)

prenant la partie réelle, on obtient :

1 [ R? — 2
0) = —
=50 | B wRes@—g) 72"

(R, ¢)do (6.234)

Retranchant (6.229) et (6.232) membre & membre, et prenant la partie imaginaire, on
voit que la méme relation vaut aussi pour la partie imaginaire :

1 27 R2 2
u(r, 0) = %/0 e QTRCOS(g_ e V(R 9)do (6.235)

Ces relations sont vraies en général pour des fonctions harmoniques satisfaisant 1’équation
de Laplace Zgil Oz2 f =0, et ont donc leur équivalent dans RV,

6.7.2 Poles et zéros d’une fonction méromorphe

Un résultat souvent utile en pratique est le suivant. Soit f(z) une fonction holomorphe
a lintérieur d’un contour fermé C' & lexception d’un nombre (fini) de pdles, continue et
ne s’annulant pas sur C' ; alors :

170G
2ir Jo (2)

dz=N—-P (6.236)

FIP 1 - 2010/2011 Cl. A.
Mathématiques pour physiciens 14 XII 2010 UPMC



6.7. Quelques compléments sur les fonctions méromorphes 279

ou N et P sont respectivement les nombres de zéros et de poles a 'intérieur de C, chacun
d’entre euxétant compté un nombre de fois égal a son ordre. La démonstration procede
comme suit. D’apres le théoreme des résidus, on a :

f'(z) f'(z)
dz = Res[ : zk] 6.237
() 4= 2R (6.237)
Soit zp un zéro d’ordre mo de f(z) ; dans le voisinage de zg, on a f(
ot g(z) est analytique et g(z9) # 0, d’ou f'(2) = mo(z — 20)™° 1g(2
et le rapport :

2im C

z) = (2 —20)™9(2)
) + (Z - Zo)mogl(z)a

fz) - mo  g'(2)

= +
f(z)  z—2  g(2)
Le second terme est analytique en z = 2, le premier a un poéle simple en z = zg, et le
résidu correspondant vaut my ; en raisonnant de méme pour tous les zéros, on voit que la
contribution des zéros de f(z) au second membre du théoréme des résidus est la somme
des my, soit la somme des multiplicités de tous les zéros de f(z). Soit maintenant z, un

pole d’ordre pg de f(z) ; on peut alors écrire dans le voisinage de z, : f(z) = %

(6.238)

ou h(z) est analytique en z,. Il en résulte :

"(z b (z
FE_w W) (6.239)
f(2) 2=z h(z)
Le méme argument que ci-dessus montre que seul le premier terme a un résidu non nul,
égal & —py ; tous les poles donnent donc une contribution totale égale a I'opposé de la
somme de leurs multiplicités®. Au total, on obtient le résultat (6.236).

Si f(z) est analytique lintérieur de C, on obtient simplement :

1 !
L@, N (6.240)
2t Jo f(2)
Comme % = L Inz, ceci s'écrit aussi 7=Ac(In f(z)] = N, ott Ac|...] est la variation

sur le contour, soit Ac[ln |f(z)|+iargf(z)]; In|f(2)| reprenant la méme valeur au départ
et a l'arrivée, on obtient :

| Aclargf(2)] = 27N | (6.241)

Clairement, le choix de la détermination du logarithme est indifférent.

Il est maintenant possible de démontrer 'important théoréme de Rouché, qui joue
un role de premier plan pour localiser les zéros d’une fonction dans certains domaines
de C. Il s’énonce :

Soit f(z) et g(z) deux fonctions holomorphes dans et sur un contour C.
Si |g(2)] < |f(2)] sur C, alors f(z) et f(z)+ g(z) ont le méme nombre de
zéros a Uintérieur de C'.

83En définitive, pour passer des zéros aux pdles, il suffit de changer le signe de la multiplicité, mg —
—Po-
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Notons d’abord que les hypotheses assurent que ni f(z) ni f(z) 4+ ¢g(z) n’ont de zéro sur
le contour C' : |f(z)| est strictement borné par |g(z)| qui est positif ou nul ; par ailleurs,
|f(2)+g(z)] ’annule si g(z) = — f(2), mais ceci n’est pas possible puisque [g(2)| < | f(2)].
Maintenant, soit Ny et Ny, le nombre de zéros de f et f + ¢ ; d’apres (6.241) :

Ac[argf(z)] = 27Ny | Acarg(f(z) +9(2))] = 27Ny, . (6.242)

En notant que f+ g = f(l + %) et avec arg(z122) = argz; + argzs, la deuxiéme relation
s’écrit :
A 9(z)\1 _

clargf(z) + Ac {arg(l + m)} =2 N¢g . (6.243)
Etablir I'égalité Ny, = N; revient & montrer que Ac[arg(1 + )] = 0. Comme |g] < |f],
le point Z =1+ % est & lintérieur du cercle de C centré en (1, 0) et de rayon 1 ; en
conséquence, 'argument de Z est borné par +7. Quand z revient a son point de départ,
son argument a varié de 0 ou de 27 selon que le contour ne contient pas ou contient
lorigine. Z aussi revient a son point de départ, mais son argument ne peut varier de 27
puisqu’il est compris entre £7 : sa variation ne peut donc qu’étre nulle, ce qui établit le
théoreme de Rouché.

A titre d’exemple, soit ’équation :
Ez) € 24+ 284422422 43=0, (6.244)

dont on cherche a localiser les racines dans C. Il n’existe pas de racines réelles. En
effet, il n’y a visiblement pas de racines positives ; posant z = —zx, I’équation s’écrit
zt — a3 + 422 — 22 4+ 3 = 0. Pour 0 < & < 1, les trois premiers termes donnent une
quantité positive, tout comme les deux derniers ; pour x > 1, les deux premiers termes
donnent 23(x — 1) > 0, le reste est aussi positif. Posant maintenant z = iy, 1’équation
devient y* — iy® — 4y + 2iy + 3 = 0 : on voit que les deux équations y* —4y2 +3 =0
et —y? + 2y = 0 n’ont pas de racines communes, ce qui signifie que (6.244) n’a pas non
plus de racines imaginaires pures.

Soit maintenant le contour formé du segment [0, R] de I’axe réel, du quart de cercle
de rayon R, et de l'intervalle allant de iR a l’origine sur ’axe imaginaire, la question
étant de trouver la variation de l'argument du premier membre de (6.244) quand z
décrit cette boucle. Le long de [0, R], 'argument est constant et vaut zéro ; apres le
quart de tour, une fois parvenu en haut de 'axe imaginaire, argument de E(z) vaut
arg[(Re'™?)4(1 + O(1/R))] ~ 27. Quand z = iy redescend I’axe imaginaire, I'argument

de E(z) est arctgy;fi%. L’étude de cette fraction rationnelle montre que arg(E(z))

varie de 0 a —% quand y varie de +o0 a \/§+, puis décroit de = quand y passe de v/3_
a 14, et décroit enfin de § quand y passe de 1_ & 04. Globalement, 'argument de E(z)
décroit de 27 entre +ico et +i0, et au total, Aarg(E(z))] = 0 le long du contour. Par
(6.240), on en déduit que le polynéme E(z) n’a pas de zéros dans le premier quadrant.
Comme il est & coefficients réels, la conclusion se tire d’elle-méme : les 4 zéros sont dans
les deuxieme et troisieme quadrants, deux a deux complexes conjugués.
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Le résultat exprimé par (6.240) permet de démontrer simplement le théoréme

fondamental de I'algébre : un polynéme P(z) de degré d a d zéros, chaque zéro étant

dét d n

compté un nombre de fois égal a son ordre. En effet, soit P(z) = > _ja,2" ;ona:

P'(z)  dagz?'4.. d 9
= = - .24
P(z) agz®+ ... z +O(=7) (6:24)

la deuxiéme égalité supposant |z| > 1. Si C' est un grand cercle de rayon R, il vient :

/c 1;((5)) dz= /C (g + O(R_Q)) dz ; (6.246)

la deuxieme intégrale est ~ O(R~!) et tend vers zéro dans la limite R — +oco. L’intégrale
restante vaut 2ird ; suivant (6.240), elle vaut aussi 2ir N, d’ot le théoréeme N = d.

6.8 Représentation des fonctions méromorphes et des
fonctions entieres

Les fonctions méromorphes et les fonctions entieres constituent deux grandes familles
de fonctions pour lesquelles on sait trouver des expressions dont la forme méme illus-
tre bien leurs propriétés. Pour les premieres, il existe un dévelopement en éléments ra-
tionnels simples, attestant du fait que les fonctions méromorphes peuvent étre considérées
comme constituant une généralisation des fractions rationnelles. Ce développement est
un développement sur les poles de la fonction, et s’appelle aussi développement de Mittag
- Leffler.

Quant a elles, les fonctions entieres peuvent s’écrire sous la forme d’un produit in-
fini, montrant par la qu’elles peuvent étre vues comme une généralisation des polynomes.

6.8.1 Décomposition des fonctions méromorphes en série
d’éléments simples

Pour commencer, donnons I'idée centrale de ce genre de développement. Soit une fraction

rationnelle ggz;, ou P et @ sont des polynomes et avec np