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Lecon de physique n°®

Contacts entre deux solides.
Frottement

Bibliographie

| o Meécanique, Pérez, Masson

o Mécanique 1 et 2, Bertin, Faroux, Renault, Dunod

Introduction

Dans cette lecon nous utiliserons les théoréemes fondamentaux de la mécanique ; le théoreme
de la résultante cinétique (TRC) et le théoreme du moment cinétique (TMC). Dans de
nombreux systemes physiques, il arrive que des solides soient en contact. Les forces qui
s’exercent sur chaque solide dépendent d’un grand nombre de parametres liés a la surface
de contact et il est impossible d’en donner un modele simple comme on le fait pour les
forces de gravitation et électromagnétiques agissant a distance. Nous allons donc utiliser
des lois empiriques qui vont nous permettre de montrer I'importance du frottement et son
utilité dans différents problemes.
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1.1 Contacts entre deux solides

1.1.1 Liaisons de contact

Deux solides peuvent étre en contact de fagon ponctuel (bille sur un plan), linéaire (cylindre
sur un plan) ou surfacique (plan sur plan). Dans chaque cas la nature des forces de contact
est complexe et ne peut étre déterminée précisément qu’en prenant en compte ’'interaction
microscopique des atomes ou molécules a la surface de contact.

R

Q)
=

M(R)

On peut néanmoins modéliser grossierement ces forces & ’aide de lois empiriques. Mais
I’expression du torseur 7 des forces de contact en un point de la surface de contact, reste

inconnu.
R
Mo o

C’est pourquoi la simple donnée des six équations scalaires obtenues en écrivant le TRC
et le TMC et en les projetant sur une base orthonormé B ne suffit pas en général pour
résoudre completement un probleme de mécanique.

X L
T=<Y M
Z N

0,8

C’est le type de la liaison ; pivot glissant, pivot, sphérique ou simplement, unilatérale ou
bilatérale, qui permet de réduire le nombre de degrés de liberté du probléme (six au départ),
de fagon a ce que le nombre de parametres soit identique aux nombres d’équations.
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Par exemple, pour une liaison pivot il y a un degré de liberté qui est I’angle de rotation
6, six inconnues correspondant aux composantes scalaires de R et Mo(R) calculés en un
point O de l'axe de rotation Oz. Si I'on suppose la liaison parfaite, Mo, (R) est nul et il
reste six inconnues pour six équations.

1.1.2 Contact ponctuel

Vitesse de glissement

Dans un référentiel galiléen R, on considere deux solides S7 et S5 en contact ponctuel au
point géométrique 1.

Le point I est le point coincidant a I et appartient au solide 57.

Le point I est le point coincidant a I et appartient au solide Ss.

En appliquant la relation de composition des vitesses au point Iy par rapport a R et
au référentiel relatif Sy, la vitesse d’entrainement étant celle du point coincidant Io, il
vient :

U /R = Vn/s2 + VI, /R

La vitesse de glissement de S; sur Sy est :

Vg =Vn/Sy =V /R~ VI/R

Cette vitesse est contenue dans le plan tangent en I aux deux solides. En effet, la vitesse
du point I par rapport a R s’exprime de deux fagons différentes suivant que le référentiel
relatif est S7 ou SS9 :
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Ur/r = Vr/s, + V)R = V178, + V1, /R

et puisque ¥j/g, et Uj/g, appartiennent au plan tangent, la vitesse de glissement v, =
Ur/s, — Ur/s, est également contenue dans ce plan.

Mouvement de roulement et de pivotement

On suppose So fixe dans le référentiel galiléen R et on considere un point M du solide .5;.
La vitesse de ce point par rapport a Sy est :

S S - T
Uni/sy, = Ury /S, +oNLM

W est le vecteur vitesse instantanée de rotation de Sy par rapport a Sy ou R.

Suivant la figure il se décompose en deux vecteurs, 'un normal au plan tangent et 'autre
dans ce plan, tel que @ = Wy + Dp.

La vitesse du point M s’écrit donc :

— N 5 — . —
Upi/s, = Ury )8y T ON A DLLM + & A LM

Le premier terme de cette expression décrit le glissement dans le plan tangent.

Le deuxieme terme décrit le mouvement de pivotement autour d’un axe perpendiculaire au
plan tangent.

Le troisieme décrit le mouvement de roulement autour d’un axe contenu dans le plan
tangent.
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Travail des actions de contact

Le solide Ss exerce sur S7 une action de contact que 'on suppose réduite a une force ﬁ
appliquée en I;. L’expression générale du travail de cette force est

SW =5y, s, - Bt + @ - My (R)dt

— "
Mais puisque le contact a lieu au point I1; M(R) =0 et 0W = U1, /8, * ﬁdt
Ce travail est nul dans deux cas :

1°: S’il n’y a pas de frottement de glissement, la réaction de Sy sur S; est normale au plan
tangent ; U7, - R =0
2° : Le solide S; roule sans glisser sur S ; vy, /g, = 0

On dit alors que la liaison est parfaite.

Dans le cas contraire, sW = o 1,/Ss ﬁdt < 0 ¢’il y a des frottements de glissement car
la composante tangentielle de R est opposée a 7, /g,. Le cas W >0 existe aussi lorsqu'il
y a entralnement par frottement. Par exemple quand les roues d’'une voiture patinent et
avancent en méme temps. Mais attention, les actions de contact ne sont pas pour autant
moteur du mouvement.

1.2 Frottement de glissement

1.2.1 Lois phénoménologiques de G. Amontons et C.A. Coulomb

Considérons a nouveau deux sohdes S1 et So en contact, pas nécessairement ponctuel.
Sy exerce sur S; une force R =N4+Tou N et T sont ses composantes normale et
tangentielle.
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lére loi : Le solide S ne glisse pas sur Sy tant que :

7<usﬁ

ou ug est le coefficient de frottement statique qui ne dépend que de I’état et de la nature
des surfaces en contact. Ses valeurs numériques sont de 'ordre de 0,2 pour un contact bois
sur bois et 0,7 pour un contact fer sur bois. Géométriquement, R se situe & I'intérieur d’un
cone de révolution de demi-angle au sommet : ¢ = arctan pg.

2éme loi : Lorsque le solide Sp glisse sur Sy :

T = uN

ou u est le coefficient de frottement dynamique tel que p < pg et ? est opposé a vy, /g,
Les valeurs numériques de p sont du méme ordre de grandeur que celles de pg.

Rq : Pour les frottements de roulement et pivotement, on doit tenir compte du moment
du couple qu'il faut exercer sur le solide S pour le faire rouler (M) ou pivoter (M y). Le
méme type de lois s’appliquent :

— —
Il n’y a pas de pivotement ou de roulement tant que My < ,U,psﬁ ou Mp < ,uRSﬁ.

— —
Quand il y a pivotement ou roulement My = pﬁ ou M =p Rﬁ.

1.2.2 Détermination de u et ug

Considérons un solide de masse m immobile sur un plan incliné faisant un angle a avec
I’horizontale.

Le TRC s’écrit : mg + ﬁ =0
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En projetant cette relation sur les axes Oz et Oy il vient :
mgsina—T1 =0
mgcosa— N =0

et puisque le solide est immobile T/N = tan a < pg. Cest le phénomene d’arc-boutement.
Quelle que soit la masse du solide, il ne glisse pas tant que a < ag avec a > ag. Ceci
explique aussi que I'on ne peut pas enfoncer une vis en appuyant simplement dessus (méme
avec un marteau!) car l'inclinaison des filets n’est pas suffisante pour autoriser le glissement.
Considérons maintenant le solide mobile sur le plan incliné. Le TRC s’écrit cette fois :

mg—+ ﬁ =md

et la projection de cette relation sur les axes Ox et Oy :
mgsina — 1T = mz
mgcosa— N =0

Le solide glisse et donc T/N = . En remplacant T dans la premiére équation il vient :

¥ = gcosa(tana — p)
Pour un angle « tres grand le solide a un mouvement accéléré, puis pour o = a¢ tel que
tan ac = p le solide glisse a vitesse constante et enfin pour o < a¢ le solide ralentit.

On peut alors tracer un cycle d’hystérésis en partant de a@ < a¢ et en augmentant l'incli-
naison, puis de a > ag en diminuant I'inclinaison.

Expérience

Reprenons 'exemple précédent en utilisant un livre posé sur une table. On veut déterminer
les coefficients p et pg.
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Le livre étant immobile sur la table horizontale, on incline celle-ci jusqu’a ce que le livre se
mette a glisser. On note alors la position de la table (contre un mur par exemple) et on en
déduit ag puis pg = tan ag.

Le livre glissant sur la table, on réduit doucement l’inclinaison et on note la position de la
table des que le livre commence a ralentir. On déduit ac et = tan aco

1.3 Applications

1.3.1 Archet de violon

Considérons un archet de violon de masse m, glissant a vitesse constante v sur une corde
représentée en coupe transversale sur la figure. La corde tendue & ses extrémités est soumise
a une force de rappel ? = —kz¢e, (k est proportionnelle & la tension Ty de la corde), a
la réaction de l'archet qui se décompose en une force normale ﬁ = mg et tangentielle ?
Le coefficient de frottement statique est ug et le coefficient de frottement dynamique p
quasiment nul grace a 'emploi de colophane sur I’archet.

A D'instant initial ¢ = 0, la corde se trouve en position z = 0 . L’archet se met en mouvement
a la vitesse v et entraine la corde avec lui. A linstant t la position de la corde est :
x = vt.

Le mouvement est linéaire. Cette situation de non-glissement persiste tant que T/N < ug

I'instant ¢ ou :

kx  kvty

T_ p—
N mg mg_'us

D’ou
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mgus
kv

t] =

Pour t > t;, T = pny = 0. Le mouvement de la corde est régi par 1’équation des cordes
vibrantes :

Po_ 0,
8y2 T06t2 N

ou £ est la masse linéique de la corde et Tj sa tension. La vitesse de propagation des ondes
le long de cette corde est ¢ = ,/%. On pose w = % La corde étant attachée a ses deux

extrémités, les ondes sont stationnaires (la longueur de la corde est égale a A\/2) et I'on
remarque que plus la corde est tendue ou courte, plus la fréquence d’émission du son est
élevée.

L’allongement = de la corde en une position y fixée (position de I’archet) s’écrit :

x=Asin|w(t —t1) + ¢]

Les constantes d’intégration A et ¢ sont déterminées par les relations de continuité de x
et x a l'instant ¢; :

vt; = Asingp
v = Awcosy

Donc

{tancp = wt

A = oJ/t?+1/w?

Le mouvement est sinusoidal jusqu’a I'instant £ ou la vitesse de la corde est a nouveau
égale a celle de 'archet. L’instant ¢5 se calcule en résolvant ’équation & = v pour t # tq,
soit :

cos [w(ta — t1 + ¢)] = cosp

On déduit :
wlta—t1))+p=2m— ¢
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et
— Asi —
byt Lo P _Asihe T
w V w
A cet instant, allongement du ressort est : © = Asin [w(te — t1)] = —Asinp

Pour t > t5 la corde suit 'archet a la vitesse v.

L’allongement s’écrit :

x=uv(t—ty) — Asinyp

Le mouvement est linéaire tant qu’il y a non-glissement de la corde sur I'archet. Le phéno-
mene est donc périodique de période T'. Pour t =T, x = 0 , soit :

0=v(T —t2) — Asing

Finalement :

Dans ce probleme, nous avons résolu deux équations différentielles; une pour le non-
glissement et une pour le glissement. Les solutions n’étant pas du méme type dans les
deux cas, le mouvement n’est ni linéaire, ni sinusoidal mais malgré tout périodique. La
solution peut donc se mettre sous la forme d’une série de Fourier. C’est pourquoi dans le
son du violon il existe des harmoniques a des fréquences multiple de f = 1/T.
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1.3.2 Expérience de Timochenko

Une plaque de masse m, d’épaisseur négligeable, est posée sur deux rouleaux tournant en
sens inverse a vitesse suffisante pour que la plaque glisse constamment avec un coefficient
de frottement dynamique . A l'instant initial le centre de masse C' de la plaque est décalé
vers la droite comme sur la figure a ’abscisse x.

Le TRC appliquée a la plaque s’écrit :

m6:m§'+ﬁ1+?1+ﬁg+?2

En projetant cette relation sur les axes Oz et Oy on obtient :

ma T — 1T
0 = —mg+ N1+ No

Puisque la plaque se déplace horizontalement, TMC s’écrit :

daTczcﬁl/\(?lJrﬁl)JrC@z/\(?ﬁﬁﬂ

d

ce qui donne une seule relation scalaire :

Z(NQ - Nl) = :L‘(NQ - Nl)

qui s’écrit aussi compte tenu des relations précédentes :
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Ny — Ny = @
La condition de glissement nous donne deux relations supplémentaires : 77 = uNj et
To = ulNo ou :
mi =T — Tp = u(Ni — Np) = —@x
et
i+ %:c =0

La plaque effectue des oscillations de période :

T =2my| —
©ng

Contrairement au probleme de l’archet de violon il n’y a ici qu'une seule équation diffé-
rentielle pour décrire le mouvement complet et une solution parfaitement sinusoidale. Ceci
vient du fait que ’on n’a pas pris en compte les frottements statiques.

Expérience

On peut si le matériel est disponible, réaliser cette expérience et en déduire la valeur du coef-
ficient de frottement dynamique en mesurant la période des oscillations de la plaque.

1.3.3 Autres exemples

Il existe bien sur de nombreux autres exemples permettant d’illustrer cette lecon. On peut
citer :
— La roue motrice sur un plan incliné : démarrage en cote puis vitesse constante.
Freinage d’une voiture sans dérapage.
— Oscillations amorties par frottement solide.
— Cylindre roulant sur l'aréte rectiligne d’une table.
— Boule de billard roulant et glissant sur une table.
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Conclusion

Nous avons vu dans cette lecon que les lois phénoménologiques du frottement ne sont pas
les mémes s’il y a glissement ou non-glissement. Il faut remettre le probleme en équation
chaque fois que l'on passe d’une situation a l'autre. La solution est donc a priori plus
complexe que celle d’un probleme sans frottement & une équation différentielle.

D’autre part les actions de contact ne sont pas connues au départ. Ce sont les lois empiriques
du frottement qui permettent de relier les composantes de ces forces et de réduire le nombre
de parametres.
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Introduction :

Cette legon va étre I'occasion de revoir une force que 'on connait bien, la force gravita-

tionnelle (dite de Newton). Il s’agit d’une force qui varie en —-
r

Nous verrons que la gravitation en tant que force centrale conservative, et ses caracté-
ristiques ; puis nous étudierons le mouvement d’un point M soumis a la gravitation en
remarquant la constance de certaines grandeurs.

15
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2.1 La gravitation : une forces centrale conservative

2.1.1 Expression de la force gravitationnelle
La force de Newton s’écrit :
K
? = _GwﬁAB <~ ? = 71_[,43
r T

avec K = —Gmomys (K < 0)

G B
F Masse m

2.1.2 Définition

Une force centrale est une force qui s’écrit ? =F (7‘)@> en coordonnées sphériques. Cela

signifie :

— que sa valeur ne dépend pas du temps;

— que a valeur de dépend que de r, la distance de M (point qui subit la force) & O
(point appelé centre de force) ;

— que sa droite d’action a la méme direction que le vecteur O—]\>4 .

Cette force est conservative (le calcul de son travail ne dépend pas du chemin suivi), elle
dérive donc d’une énergie potentielle :

— dE
F= —grad Ep et ainsi F(r) = ——=
dr
En utilisant le K défini ci-dessus, on pourra écrire 1’énergie potentielle dont dérive cette
force de la manieére suivante :

K
EP = — +cste
T

ou la constante sera définie en fonction de 'origine des énergies potentielles (souvent on
choisira que Ep(r — o0) = 0.
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2.2 Mouvement général d’un point M soumis a la gravita-
tion

Nous allons voir que cette notion de force centrale a des conséquences quant a la conserva-
tion de certaines grandeurs physiques, que I’on peut traduire en terme de mouvement.

2.2.1 Moment cinétique

Nous allons montrer que le fait que le point M ne soit soumis qu’a une force centrale rend
son moment cinétique constant.

Appliquons le théoreme du moment cinétique en O dans le référentiel galiléen (O,@,@),e_z)) :
dLo(M) — . .
(21775 — Mo(F)=OMATF =re; AF(r)e = 0

Le fait que le moment cinétique soit constant a deux conséquences :

La premiere est que le mouvement du point M est plan : en effet,

Lo(M) = mOM AT (M) = cste

—
implique que le point M se déplace constamment dans un plan perpendiculaire a Lo (M)
- Py
(plan défini par le vecteur OM et le vecteur 7)

——
La deuxieme conséquence est que 'aire balayée par le rayon vecteur OM est proportionnelle
au temps : c’est la loi des aires.

\-t.‘ dt

M

Y
s

O
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Trouvons tout d’abord ’expression de la constante des aires C, liée au moment cinétique,
en exprimant le moment cinétique en coordonnées cylindriques :

Lo(M)=mOM AV (M) =mrel A(re, +r0ej) = mr20 e,
——) .
On note généralement Lo (M) = mC e} avec C = r20.
Exprimons maintenant ’aire balayée par le rayon vecteur pendant un temps dt :
1 1 .
dA = §OM X vdt = 37 x 70 dt

car on peut voir cette portion infinitésimale d’aire comme un triangle de hauteur r et de
base v dt. Ainsi :

Donc :
C
A(t) = ) t + cste

d L P :
Remarque : La grandeur g se nomme parfois vitesse aréolaire, vitesse de balayage d’une

aire.

2.2.2 Energie mécanique
Conservation de 1’énergie mécanique
Le fait que la force centrale soit conservative implique que 1’énergie mécanique du point M

est conservée au cours du mouvement. En effet, d’apres le théoreme de 1’énergie cinétique,
pour le point M qui se déplace entre la position A et la position B :

Ec(B) — Ec(A) = Wap(F)

Or comme la force ? est conservative, on peut définir une énergie potentielle telle que :

Wap(E) = Ep(A) — Ep(B)
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En effet :

Wap(F) = /AB F(r)dr = /AB g dr = [—ﬂj — Ep(A) — Ep(B)

Donc en deux positions quelconques A et B du point M :
Ec(A)+ Ep(A) = Ec¢(B) + Ep(B) = cste
On peut donc écrire :
Fyv = Eco + Ep = cste

Si cette énergie est constante c’est qu’elle a a tout instant la valeur qu’elle avait dans
I'instant initial : on peut donc déterminer sa valeur a partir des conditions initiales.

Définition d’une énergie potentielle effective

n peut exprimer énergie mécanique en fonction unique vari r.Ona:
On peut e er cette énergie méca e en fonction de I’ e variable r. On a

1
Ey = imv2 + Ep(r)

K
Car nous avons dit que ’énergie potentielle ne dépendait que de r <E p=—+ cste). On
T

peut exprimer la vitesse en coordonnées polaires :

1 . .
Ey = §m(r2 +720%) + Ep(r)

Car U = e, + 7"06_9), si on porte cette expression au carré, le terme fait apparaitre le

produit scalaire el el qui est nul.

Enfin on peut faire apparaitre la constante des aires et ainsi définir une nouvelle énergie

potentielle :

1 .2 02 1 .2
En = 57’”7‘ + % + EP(T) = imr + Epeff(’l”)
2

m
Epegt(r) = Ep(r) + 5,2 est appelée énergie potentielle effective, elle comprend 1’énergie
T

potentielle et une partie de I’énergie cinétique du point M.

Le probleme se résume alors a ’étude d’un point matériel de masse m dont la position est
décrite par un seul degré de liberté, r; et soumis & une force conservative dont 1’énergie
potentielle est Epef.

Pourquoi définir une énergie potentielle effective ?

Cette énergie, qui n’a pas réellement de sens physique, va permettre par son étude, de
trouver les formes de mouvements possibles pour le point M en fonction du signe de K et
de la valeur de la constante Ep.
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2.2.3 Etude des mouvements possibles et conditions d’existence

Nous allons utiliser 1’énergie potentielle effective définie précédemment pour identifier les
mouvements possibles.

Regardons la forme de la courbe Epeg = f(r) :

Epeg(r)

En '

|

i

! | Tmin 70 Trmax
T

0 Tl

oo G
Ey ) "
el

Plusieurs cas sont possibles selon le signe de 1’énergie mécanique du point M :

Si By > 0, le seul mouvement possible s’effectue entre 71 et ’co, on a encore a faire a un
état de diffusion.

Si By < 0, le mouvement est borné entre rpi, et rmax, on parle alors d'un état lié. le

mouvement est dans ce cas elliptique. rmin et rmax sont solutions de ’équation du second
degré :

mC? _

EM’I”Q—KT‘— 0

Il existe un cas particulier, ou 1’équation précédente admet une solution double (discri-
minant du polynome nul); dans ce cas I'état est toujours lié, avec un r = 9 = cste : le
mouvement est circulaire autour de O.

2.2.4 Equation polaire de la trajectoire

En repartant de 'expression de ’énergie mécanique, il est possible, a ’aide d’un changement
de variable et de quelques astuces, de trouver I’équation r = f(6) des trajectoires évoquées
ci-dessus.On utilise notamment le changement de variable u = % qui nous permet d’obtenir
une équation différentielle en u que nous savons résoudre.
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Nous nous contenterons de donner ici les équations polaires finalement obtenues :
Dans le cas de la gravitation :
02

K

Am(C?
K

R
1+ ecosb

SiK<0,r= (A = cste)

ete:‘

avec p = ‘

Cette équation polaire est celle d’une conique, la valeur de ’excentricité e donne la forme
de la conique :

- Si e = 0, la trajectoire est un cercle de centre O de rayon p (rp trouvé précédemment,
état lié).
- Si 0 < e < 1, la trajectoire est une ellipse de foyer O (état lié).

- Si e =1, La trajectoire est une parabole (état de diffusion).

- Si e > 1, La trajectoire est une hyperbole (état de diffusion).

2.2.5 Energie mécanique et trajectoires

En manipulant I’énergie mécanique, il est possible de ’exprimer en fonction des parametres
déja utilisés pour décrire I’équation polaire de la trajectoire. On obtient :

K| 2 K?
By = — (] =2y =
M Qp( ¢) 2m C?

(e —1)

Etant donné que les valeur de Fj; dépendent directement des valeurs de e, la valeur de
FEy; nous indique directement la nature de la trajectoire :

e < 1<= E)j <0 : trajectoire elliptique (voir circulaire) ;

e =1<= FE)j; =0 : trajectoire parabolique;

e > 1 <= Fj; > 0 : trajectoire hyperbolique.

2.3 Etudes de trajectoires particulieres

2.3.1 Trajectoire parabolique et vitesse de libération

On parle de vitesse de libération lorsqu’un corps, soumis a ’attraction gravitationnelle d’un
autre corps et distant de r, a une vitesse suffisante pour s’échapper de cette attraction. On
se place donc dans le cas d’une force Newtonienne attractive. Cette vitesse de libération
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est atteinte si le corps est dans un état de diffusion, donc sur une trajectoire parabolique.
Ainsi, e = 1 et d’aprés 'expression de ’énergie mécanique vue précédemment, Eyy = 0. Ce
qui donne :

1 5 K —2K
smuy +— =0y =
2 r mr

Plagons nous dans le cas de la Terre et d’un satellite de masse m, sa vitesse de libération
depuis la surface terrestre est :

=11km.s!

v =

2Gmrm \/ZGmT
mRp Ry

2.3.2 Trajectoire elliptique et lois de Kepler

Cette trajectoire est importante : les lois de Kepler et en particulier la premiére explique
que chaque planete du systeme solaire décrit une orbite elliptique autour du soleil qui
constitue un des foyers de l’ellipse. D’apres ce qui a été vu, on a

p

T:1+6C089

Ainsi : La planéte se rapproche du soleil jusqu’au périhélie, position de la planéte la plus
proche du soleil sur 'orbite, définie par :

T, = P
P 1+e

La planete s’éloigne du soleil jusqu’a aphélie, position de la planete la plus éloignée du

soleil sur 'orbite, définie par :
p

l1—ce

Ta =

Expression de la vitesse sur la trajectoire

On peut tout d’abord exprimer ’énergie mécanique en fonction du demi-grand axe de
Pellipse : d’apres le schéma ci-contre :

20 =1y + 1,

P P 2p
— 2aq = =
@ 1+e+1—e 1—e?

D’ou :
p=a(l—e?)
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Remplacgons ceci dans ’expression de I’énergie mécanique :

K| K
E = - = —
M 2a 2a

fmm - —————F

2h

Ce résultat est important : dans une trajectoire elliptique, I’énergie mécanique ne dépend
que du demi grand-axe de D’ellipse.

FEcrivons a présent 1’expression donnant 1’énergie mécanique :

Donc :

Ainsi au périhélie et a I'aphélie, on a :

2 —
vp:\/Gmo <W> UA:\/Gmo<
arp

On retrouve bien, comme rp < 14, le fait que vp > vg.

20— 14
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Troisieme loi de Kepler

T?  A4rx?
a3 Gmo’
La loi des aires établie précédemment a été exprimée mathématiquement sous la forme :

A(t):%xt

Cherchons a retrouver I’expression de la troisieme loi de Kepler :

Donc sur la période T' de parcourt de ’ellipse, le point M a balayé une aire égale a I’aire
de Dellipse soit A = mab. On a donc :

b C T T?  4m?b?
Tab=— = - = —
2 a? C?
CZ
, 2 . m
Enfin, on peut démontrer que b° = pa et on sait que p = Tk
T2 _ A72am C? T2 _ 4°m
a2 |K|C? a®  |K|
Finalement sachant que K = —G mo dans le cas d’un mouvement elliptique (force attrac-
tive), on obtient :
T2 42
— = (2.1)
a Gmo

qui est bien I'expression de la troisiéme loi de Kepler (qui ne dépend que de masse du point
attracteur mo).

Cette loi de Kepler est valable dans le cas de la trajectoire circulaire, on remplace alors a
par rg, rayon de la trajectoire circulaire.
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Caractere non galiléen du référentiel
terrestre
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Introduction :

Dans cette lecon nous appliquerons le théoreme de la résultante cinétique (TRC) dans un
référentiel galiléen, puis par un changement de référentiel nous déduirons son écriture dans
un référentiel non galiléen. Ce résultat nous permettra d’étudier le mouvement d’un corps
dans le référentiel terrestre non galiléen et d’observer les phénomenes liés a la rotation de
la terre et a son mouvement autour du soleil. Inversement, ce sont ces phénomenes qui
ont permis historiquement, de mettre en évidence le caractére non galiléen du référentiel
terrestre.

3.1 Référentiels non galiléens

3.1.1 Théoreme de la résultante cinétique dans un référentiel galiléen

Considérons un référentiel non galiléen R’ en mouvement par rapport a un référentiel
galiléen R et un point M de masse m mobile dans R’ et R. Dans R le TRC s’écrit :

25



26 Legon de physique n° 3. Caractére non galiléen du référentiel terrestre
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D’apres la loi de composition des accélérations a la résultante des forces

6M/R = EiM/R’ + dg + dc

le TRC s’applique dans R’ en ajoutant R la force d’inertie d’entrainement —mdg et la
force d’inertie de Coriolis —mdc , et :

mday r = ﬁ —mag — mdc

L’accélération d’entrainement dg est I'accélération par rapport a R, du point coincidant
avec M A& l'instant considéré, fixe dans R’ :

— — —
o 2OMY\ [ d*00 . 20’ M
E=\ a2 T dt2

R R R

On appelle  le vecteur vitesse instantané de rotation du référentiel R’ par rapport a R.
En utilisant la relation de dérivation d’un vecteur dans un référentiel mobile, le deuxieme
terme de ag s’écrit :

) R

—
PO'MY\ d
dt? i o\ dt

——y

Comme M est fixe dans R/, (d%;M >R’ =0 et il vient :

dO'M - =
( > +QANO'M
dt )
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200 — —— (a0 -
in =S +aGn@aoM+ [ E0) oM
R R

L’accélération de Coriolis d¢ est donnée par :
~ =
ac = 20 A UM/R/

3.1.2 Différents référentiels

Le référentiel de Copernic ou référentiel héliocentrique noté R

Le référentiel géocentrique noté R est en translation par rapport a Ry et a pour origine
le centre de la terre T'.

Le référentiel terrestre noté Rr est lié a la terre et a aussi pour origine le centre de la terre
T'. Ce référentiel est en rotation a la vitesse () par rapport a Rg et R. En une année de
365,25 jours solaires de durée

T; = 24 h = 86400 s la terre fait 366,25 tours sur elle-méme.

Le temps qu’il lui faut pour tourner de 360° est la durée du jour sidéral :
T= 86164 s.

On en déduit sa vitesse de rotation :

Q=2 =7,292-10"°rad-s ..
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3.2 Rotation du référentiel terrestre par rapport au référen-
tiel géocentrique supposé galiléen

Dans ce paragraphe le référentiel géocentrique Rg est supposé galiléen et le référentiel
terrestre R non galiléen est en rotation a la vitesse () constante, par rapport a Rg.

3.2.1 Variation du champ de gravitation terrestre avec la latitude

Pour un point M de masse m, fixe dans Ry, Uy /g, = 0 et la force d’inertie de Coriolis est
nulle. Le TRC s’écrit dans le référentiel non galiléen Ry :

—

Le point M est uniquement soumis a son poids mgy = ﬁ et on note ? = dy gy ala
latitude A. En développant le double produit vectoriel on obtient :

—
G=3go+PHM

—
La variation du champ de gravitation terrestre est due & un terme d’inertie Q> H M prove-
nant de la rotation de la terre. La projection sur les axes T, et T, donne :

gy = —rpQ? cos Asin A

9. = —go + rrQ% cos® A\
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On remarque que r7Q% ~ 3,4-1072 m-s72 < go. En ne conservant que les termes du
premier ordre dans le calcul de g = ,/ gg + g2 on obtient :

0= g (1 B r2 cosQ)\>
90

Dans cette expression le second terme de la parenthése est de I'ordre de 1073, La variation
de g en fonction de la latitude est faible. Calculons les valeurs numériques de g dans trois
cas :

A Iéquateur A\=0; ¢ =9,78 m-s 2.
A Paris A =48°51"; g =9,81 m - s~ 2.
Aux poles A = 4+90; g = 9,83 m - s 2.

3.2.2 Déviation a I’Est

Nous allons voir ici l'effet de la force de Coriolis sur un objet de masse m en chute libre a
la surface de la terre. Cet objet est uniquement soumis a son poids mg = m(gy — dg) qui
dépend de la latitude comme nous ’avons vu dans le paragraphe précédent. Nous supposons
néanmoins que le vecteur g est dirigé vers le centre de la terre T'. Dans le référentiel terrestre
non galiléen le TRC s’écrit :

o R = .
may jy = Mg — 2m ) A U /Ry

Supposons aussi que la force de Coriolis fasse peu dévier ’objet dans la direction 7}, soit
V2M/Rp > UzM/RTet ﬁM/RT = z€,.
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En projection sur les axes T, et T}, :
T = —2Q%cos A
Z=—g

A Tinstant initial ¢ = 0, on lache I'objet sans vitesse initiale d’'une hauteur h. On a
alors :

z=—gt
z:—%th—i-rT—i-h

D’autre part at = 0, z = £ = 0. L’intégration de & = 2{2g cos A\t donne :

i = Qg cos At

Soit
t3
x = (g cos )\§

Le temps que met I'objet pour atteindre le sol (z = r7) est t = /2h/g et la déviation a
Iest, suivant ’axe T, :

_ Qcos
3V9
Si on lache une bille du haut de la tour Montparnasse a une hauteur h = 209 m, elle est

déviée de xg = 4,36 cm et met un temps tg = 6,53 s pour arriver jusqu’au sol. On vérifie
I'approximation sur la vitesse relative : h/tg > xo/to donc v /R, > Ven/Ry-

(2h)3

L’ordre de grandeur de l'accélération de Coriolis s’obtient en calculant : 2Qups g, /90 =
4,76 - 10~* contribution est plus faible que celle de I'accélération d’entrainement.
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3.2.3 Pendule de Foucault

Ce pendule simple installé au Panthéon a permis & Foucault de mettre en évidence la
rotation de la terre. Au point M, une masse m = 30 kg est attachée a un fil de longueur [
= 67 m relié par son autre extrémité a un point P fixe dans Ry .

Nous allons étudier le mouvement du point M dans le référentiel terrestre non galiléen R%

En M, la masse m est soumise a son poids mg = m(gyo — dg) et a la tension du fil
LeTRC s’écrit :

- 7 - = 0=
mayry = 1T +mg —2mQ N Uyp,

Dans le référentiel T, les coordonnées du point M sont (x,y, z) et celles du vecteur M ?’
(—z,—y,l — z). Puisque ||M P|| = [, les coordonnées du vecteur 7" sont T'/I(—xz, —y,l — z).
Donc :

mi = —%x —2mQ(Zcos A — ysin )
my = —%y —2mQr sin A
mzZ = —%(z — 1) —mg + 2mSt cos A

Pour de faibles amplitudes :
z=1(1—cosf) =I(1—(1—0%/2)=10%/2
T o Isinf ~ 10

y x lsinf =~ [0
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La coordonnée z est d’ordre deux en 6 alors que z et y sont d’ordre un. En premiére
approximation le mouvement du point M se fait dans le plan Oy, donc z = 2 = zZ=
0 et puisque le terme mg est d’ordre zéro en 6, la troisieme équation du TRC s’écrit
T = mg.

En posant : Qp = Qsin\ et w3 = g

les équations du mouvement dans le plan O, s’écrivent :
F+widr — 209 =0
i+ wdy + 2Qpi = 0

Pour résoudre ces équations on utilise les nombres complexes. En posant v = = + iy le
systeme précédent devient :

i + 201 + wiu = 0

Le discriminant réduit de I’équation caractéristique est A’ = —(Q2 + w?). Mais wy = 0,38
rad-s~!et Qy=5,49-107° rad - s~ L.

L’approximation au premier ordre en Qg/wg conduit & A’ = —w%. Les racines sont rL =
i(in — Qo) et

u = e—th(Aezwot + Be—zwot)

A et B sont deux constantes d’intégration que I'on détermine & partir des conditions ini-
tiales. At =0, si u = ug et w = 0 on obtient :

A=4%(1+ %)
B =

01—

et la solution complexe :

i o .
0t (cos wot + i— sin wyt)
wo

U = uge

En supposant ug = g réel, la solution réelle s’écrit :
x = xg(cos Qg cos wot + %g sin Qot sinwot)

y = xo(—sin Qg coswopt + %8 cos Qot sin wot)
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Le pendule oscille avec une période 7 = Z—Tor = 16,4 s et effectue en méme temps un
mouvement de rotation avec une période T = ?TZ = 31 h 47 min.

Pour plus de clarté, la représentation graphique de la solution dans le plan O, a été tracée
pour une valeur de Qg = 0,02 rad - s~!, la pulsation wy restant inchangée. Dans ce cas, on
vérifie toujours w3 > Q2

A\
SSARL
7R

Le pendule effectue alors 7'/7 = 19 oscillations au lieu de 5211 dans une rotation com-
plete.

3.2.4 Autres exemples

On peut illustrer 'effet de la force de Coriolis sur de nombreux exemples. Citons :
— La déviation des fusées vers ’est.
— Le sens de rotation des cyclones et des alizés (hémispheres Nord et Sud inversés). !
Le sens de rotation de I’eau dans les lavabos.
— L’usure dissymétrique des rails de train et des lits de fleuves.

3.3 Mouvement du référentiel géocentrique par rapport au
référentiel héliocentrique supposé galiléen

Dans ce paragraphe nous prenons en compte le mouvement du référentiel géocentrique Rg
qui n’est plus galiléen. Nous étudions le mouvement d’un point M de masse m par rapport
au référentiel terrestre non galiléen Rp, en supposant cette fois que le référentiel galiléen
est le référentiel héliocentrique Rc.



34 Legon de physique n° 3. Caractére non galiléen du référentiel terrestre

3.3.1 Terme de marée

A la surface de la terre, le point M est soumis au champ de gravitation terrestre gy et aux
champs de gravitation des autres astres, g;(M) pour lastre n°i. La résultante des forces
est :

B = mgo +> mgi(M)

L’accélération d’entralnement est :

. (@SM\ (&St . (T
“ET T —\ ae pTe
Ro Ro Ro

Le dernier terme est identique a ’accélération d’entrainement calculée dans Rqg. Le champ
de gravitation mesuré dans Rr est donc :

.. [&TM
g* 0 dt2
Ro

et le TRC dans le référentiel terrestre :

d%’?)

map g, = mg — mdc + ng}(M) —-m (dt2

Appliquons le TRC a la terre de masse mp, dans le référentiel héliocentrique :

2
mr (Z?) = mrg(T)
Ro

Finalement, dans le référentiel terrestre le TRC appliqué au point M s’écrit :

M py =mg —mic + Y _m[§;(M) — Gi(T)]

Le dernier terme est la somme des termes de marée §;(M)—g;(T') relatif & chaque astre.
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3.3.2 Expression du terme de marée, ordre de grandeur

Considérons 'astre n°i de centre A de masse m 4 , & une distance d de la terre. La constante
gravitationnelle est G. Le terme de marée s’écrit :

— =
o s _ MA TA
gZ(M) - gZ(T) =Gma (]\4143 - M)
M
TS <)
<l d -

Notons 7 le rayon de la terre. Exprimons les distances M A et T'A en fonction de d et rp
et décomposons le vecteur M A en M1+ T A. On obtient alors I’expression :

— MT

1
TA+ ———
(1 _ rTilos)\)g

(1 _ rTilos)\)g

-1

Mais rr/d < 1 et au premier ordre r7/d, il vient :

a0n) - i) = St | PLEEGTR 4 7

Pour avoir 'ordre de grandeur de ce terme de marée, placons-nous a ’équateur. A = 0 et
au premier ordre en r7/d :

2rrGmy -

9i(M) = Gi(T) = — 3

Or G = gr2./mr et :

3
- - rr Mg
g,(M) - Qz‘(T) = 2QO$mTU
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Voyons quelle est I'influence de la lune et du soleil sur la terre.
Pour la lune : my /mr=181 et d = 60 rr. On obtient : ||gr(M)—gr(T)|| = 1,1-1077 go.

Pour le soleil : mg/mp=332000 et d = 23400 r7. On obtient : ||gs(M) — gs(T)|| = 5,2 -
1078 go.

Ces termes sont tres faibles par rapport a I'accélération d’entrainement Q%rp = 3,4-1072 go
On voit aussi que la lune a plus d’influence sur la terre que le soleil.

A la pleine lune et a la nouvelle lune, lorsque la terre est dans I'alignement de la lune et du
soleil les termes de marée des deux astres s’ajoutent, ce sont les marées de vives-eaux. Par
contre aux premier et deuxieme quartiers les termes s’opposent, ce sont alors les marées de
mortes-eaux.

Aux équinoxes de printemps et automne la distance terre-soleil est a son minimum, I’'in-
fluence du soleil est importante ; ce sont les marées d’équinoxes.

La lune tourne autour de la terre en 27,3 jours, sa vitesse de rotation est donc wy =
2,67 -107% rad - s~!. La position particuliere de la terre par rapport a la lune & Iinstant ¢
= 0 se reproduit a I'instant ¢ lorsque la lune s’est déplacée d'un angle ¢ = wrt et que la
terre a tournée sur elle-méme d’un angle ¢ + 27 = Qt. On en déduit t = 27 /(Q —wp) ~ 24
h 51 min. Chaque jour les marées sont décalées de 51 min.

SO A

Conclusion :

Pour écrire le TRC dans un référentiel non galiléen on doit ajouter a la résultante des
forces, les forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis. Mais attention, ces forces sont
particulieres ; elles ne vérifient pas le principe d’action et de réaction. D’autre part elles
font intervenir des masses inertes que ’on identifie aux masses graves qui apparaissent dans
les forces de gravitation : c’est le principe d’équivalence. Il est alors impossible de savoir
si 'on se trouve dans un référentiel accéléré non galiléen ou si 'on est soumis a des forces
gravitationnelles dans un référentiel galiléen.
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Introduction :

L’étude du mouvement d’un gyroscope est un probleme formel de mécanique. Pour en
simplifier la mise en équation nous allons faire une approximation : 'approximation gyro-
scopique. Elle nous permettra néanmoins de mettre en évidence les propriétés essentielles
du gyroscope.

Pour y parvenir nous utiliserons principalement, le théoreme du moment cinétique (TMC),
appliqué & un solide S en rotation.

Nous donnerons ensuite plusieurs exemples de systemes physiques dans lesquels se manifeste
Ieffet gyroscopique.

37
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4.1 Approximation gyroscopique

4.1.1 Généralités

Un gyroscope est un solide de révolution S, mobile autour d’un point fixe O. Dans notre
exemple, S est constitué d’un volant, d’'une tige et d'un contrepoids. Le volant peut étre
mis en rotation autour de 'axe Oz et le contrepoids permet d’équilibrer le gyroscope en
plagant le centre de masse C' du solide S, au point O.

Le solide S a donc trois degrés de liberté représentés par les angles d’Euler; ¢ I'angle de
précession, # I'angle de mutation et ¢ 'angle de rotation propre. La liaison est sphérique.
Pratiquement, on la réalise par une liaison Cardan en combinant trois liaisons pivots ou
par une liaison rotule.

Dans le référentiel terrestre R = Oxyz supposé galiléen, la vitesse de rotation du volant
est :

— . .
Q = e, + ey + ¢e,

Dans la suite, nous identifions le solide S avec son volant, leurs moments d’inertie étant
pratiquement égaux.
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4.1.2 Approximation gyroscopique

Dans le référentiel galiléen R = Ozyz, on étudie le mouvement de S autour du point fixe
O, lorsque sa vitesse de rotation qb autour de son axe de révolution Oz’ est tres grande par
rapport aux autres vitesses de rotation 1 et 6. Ceci se traduit par; @] > |¢| et [¢] > |0).
L’approximation gyroscopique s’écrit alors :

D’autre part, S possede une symétrie de révolution. Appelons R’ = Ox'y’z’ le référentiel
lié au solide. Les trois axes orthonormés de R’, sont des axes principaux d’inertie. Dans R’,
la matrice d’inertie de S en O est donc diagonale et s’écrit :

Iow 0 0
No=| 0 1oy ©
0 0 Iy

La relation vectorielle oo = [I]p€2 donnant ’expression du moment cinétique de S, prend
la forme scalaire, suivant 'axe Oz’ :

oo~ IOZ/Q

4.1.3 Gyroscope déséquilibré

Expérience

Le contrepoids du gyroscope est réglé de facon a ce que le centre de masse C' ne soit pas
confondu avec O. Lorsque le volant est en rotation a la vitesse ¢ autour de I'axe Oz, on
observe un mouvement de précession du solide S, a la vitesse w = 1), autour de ’axe vertical
OZ'. La mesure de cette vitesse avec un chronometre permet de vérifier ’approximation

6] > |4

Ce mouvement de précession s’accompagne d’'un mouvement de mutation, c’est a dire de
petites variations de I’angle 6. Pour éliminer la mutation, on empéche 6 de varier tout en
accompagnant le gyroscope dans son mouvement de précession. Ceci implique |¢| > |6], et
I’approximation gyroscopique est vérifiée.

On peut également utiliser une toupie. Le point fixe 0 est alors le point de contact entre la
toupie et son support. La mesure de w = 1) est néanmoins plus difficile.
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Interprétons cette expérience dans I’approximation gyroscopique, sur le modele d’une toupie
(le méme raisonnement s’applique au gyroscope utilisé précédemment).

Considérons une toupie conique de masse m, de centre de masse C', posée sur sa pointe. Elle
est soumise a son poids et a la réaction du support sur la pointe au point O. Le moment
de la réaction en O est nul et dans R, le TMC s’écrit :

dd —
290\ _ Wy =0Crmi="9% rs,
dt R oo

ou a = HO? I, car le moment cinétique G est parallele au vecteur oC. Projetons cette
équation sur dp et €,. Il vient d’apres les propriétés du produit mixte :

L (doo d*5o ~ .
Fo - <dt>R = < o >R =0 donc ||do|| = Cte

et

€y - da—o = doo. =0 donc oo, = Cte

Ainsi, le moment cinétique 6o décrit un cone d’axe Oz, d’angle au sommet constant. La
toupie précessionne autour de 'axe Oz.

Appliquons la relation de dérivation d’un vecteur dans un référentiel mobile. La dérivée du
moment cinétique dp dans le référentiel terrestre R, supposé galiléen, s’écrit :
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déo déo oL
=) == A
(50),~ (&) #oneo

Dans R/, avec I'approximation gyroscopique, le moment cinétique dp = Ip,/€, est
constant (en supposant {2 = Cte). Sa dérivée est nulle et donc :

dé mga
<O> —GAGo = % A
R
On déduit la vitesse de précession :

mga
€
1.2 -

o=

Les mesures expérimentales de w et {2 permettent de vérifier cette relation.
Application

Une toupie de rayon de base r= 5 cm et de hauteur h=10 cm, tourne a la vitesse 2= 50
tr/s. Son moment d’inertie est Ip, = 3m7r?/10 et son centre de masse tel que a = 3h/4.
Sa vitesse de précession est :

mga 5gh 1
w Tow — 2120 ,12 rad.s
et sa période :
2
T=—w=2s.
T

Rq : La masse de la toupie n’intervient pas dans ’expression de la vitesse de précession.
D’autre part, approximation gyroscopique est vérifiée car; Q = 314 rad.s™ > & w =
3,12 rad.s™!.

4.1.4 Gyroscope équilibré

Le contrepoids du gyroscope est placé de facon a ce que le centre de masse C' soit confondu
avec 0. Le gyroscope est placé sur un plateau tournant, le plus loin possible de 'axe de
rotation. Lorsque le volant est en rotation, on fait tourner lentement le plateau. L’axe Oz
de S garde alors une direction fixe.



d2con de physique n° 4. Précession dans les domaines macroscopique et microscopique

De méme, en considérant la rotation du référentiel terrestre par rapport au référentiel de
Copernic, 'axe Oz’, du gyroscope posé sur une table, reste pointé vers une étoile fixe dans
le ciel. Mais ceci ne s’observe qu’au bout de plusieurs heures...

Pour interpréter cette expérience, il suffit d’écrire le TMC dans un référentiel galiléen. En
O, les moments des forces appliquées a S sont nuls et :

da — - —
<UO> = Mo =0 donc &p = Cte

Dans lapproximation gyroscopique, I'axe Oz’ garde une direction fixe.
Expérience

Maintenant, le gyroscope est placé au centre du plateau tournant. La rotation d’axe Oz
de S par rapport au plateau est bloquée. Le gyroscope un axe peut tourner autour de
I'axe Ow (et bien sur, autour de Oz’). Lorsque le volant est en rotation, on fait tourner le
plateau tres lentement a la vitesse w et on observe une rotation de S autour de 'axe Ow.
Le couple de force qu’exerce le gyroscope sur son support s’appelle le couple gyroscopique.
Il apparait lorsqu’on impose au gyroscope, une rotation autour d’un axe autre que 1’axe
OZ'. Le moment de ce couple se mesure a ’aide d’'un dynamometre lorsque S est horizontal
(voir figure).

Interprétons ’expérience.

I;e) support, constitué par le plateau tournant, exerce sur le gyroscope, un couple de moment
Mo s—g4. Dans le référentiel terrestre R supposé galiléen le TMC s’écrit :
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do_“o —
- =Mos
(&), =How

D’autre part, le référentiel RS lié au support (le plateau tournant), tourne a la vitesse w

dans R, et :
ddo ddo o
Y — [ = A
(), (&), onme

On en déduit :

A T’équilibre dans Rg, la somme des moments des forces est nulle et le gyroscope exerce
sur son support un couple gyroscopique de moment :

Yy - =
Mo7sﬁg =—wAoo

On vérifie cette relation avec les mesures expérimentales de w, Mo 4 et ) permettant
d’obtenir &p.

4.2 Précession dans les domaines macroscopiques

4.2.1 Précession des équinoxes

La terre est un gyroscope déséquilibré. Elle tourne autour de son axe de révolution Sud-
Nord a la vitesse (7. Mais elle n’est pas parfaitement sphérique, et de ce fait, les astres
exercent sur elle un couple de forces gravitationnelles.

(On pourra ne donner que les principaux résultats de ce calcul un peu long, éventuellement
a faire en exercice).
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Evaluons le moment MO du couple de forces qu'un astre A exerce sur la terre.

Pour cela commencons par déterminer le potentleJms le champ de gravitation créé par la

terre au point A, centre de l'astre. On note ¥ = OA, R = O
1/2
oF B R
PA:HF—T%H:r(l— = +2>
T r

En effectuant un développement au deuxiéme ordre en R/r < 1, il vient :

- = 1+ 5

PA r r2 _2r2+§ r

1 1|, 7B PR 3(2?-133)2

Le potentiel de gravitation en A, s’écrit :

o= [ 5= fff - [ o s ] 1 -]

L’intégration porte sur les coordonnées z, y et z du point P (dans le référentiel R = Ozyz)
a lintérieur de la Terre. Le terme unipolaire est égale & —Gmp/r et le terme dipolaire est
nul car O est le centre de masse de la terre. Il reste a évaluer le terme quadrupolaire.

Dans R, les coordonnées du point A sont (7 sin 6 cos ¢, rsin 0 sin ¢, r cos ) , et donc :

Pz = — 5 5/// xrschoscp+y7“sm981ng0+zrcost9) — R%*r 2]d
,
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L’intégration porte sur les coordonnées z, y et z du point P (dans le référentiel R = Ozyz)
a lintérieur de la terre. Le terme unipolaire est égale & —GmT/r et le terme dipolaire est
nul car O est le centre de masse de la terre. Il reste & évaluer le terme quadrupolaire.

Passons dans le référentiel principal d’inertie R = Oxz'y'2’ 1ié a la terre, en effectuant une

rotation d’axe Oz et d’angle —fy. Le changement de coordonnées s’écrit :
r=ux
y =1y cosby + 2’ sin
2z = —1'sinfy + 2’ cos b

On reporte ces coordonnées dans I'expression de ¢3 ou les variables d’intégration sont x’ |
y et 2.

D’apres la symétrie de révolution de la terre, les intégrales de x'y’, y'2’ et 2’z’ sont nulles. Ce
qui revient a dire que dans le repére principal d’inertie R’, les produits d’inertie sont nuls.
D’autre part les moments d’inertie vérifient les égalités : [y = Ip, = Io = Ioy # I3 = Io..
Les intégrales de 2/ et y/? sont donc identiques. En tenant compte de ces remarques et
en utilisant la relation de transformation du sinus en cosinus on obtient ’expression de ¢3
dans laquelle I; — I3 = [[[(2/? — y'*)dm, puis celle du potentiel de gravitation :

o= —GTT — 2—%([1 —I3) [1 — 3(cos @ cos by + sin O sin 6 sin (p)Q]

Le champ de gravitation est :

G = G,2, + Gody + GE,

G == =100 gL 90

or’ r 06  rsinf 9o

_)
I&moment Mo du couple de forces que 'astre exerce sur la terre est I’'opposé du moment
OANmaG que la terre exerce sur astre :

— ——
Mo =—0ANmAG = —1& Ama(Gré, + Goéy + Gyé,)

Dans la base (€, €y, €.) du repere R = Oxyz, ce moment s’écrit :
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_>
Mo = rma(Gesinpe, + (G, cos — Gy cos p)éy — G, sinbe,)

Si 'on suppose que l'astre se déplace dans le plan de ’écliptique, 6 = 7/2. Dans ce cas, le
calcul de Gy et G, conduit a :

3G
Gy = 2714([3 — I)sin 20y sin
et
3G
G, = —ﬁ(Ig — 1) sin® B sin 2

Le moment s’écrit alors :

— 3 .my
My=-G—
0= 97,3 (

1
I3 — Iy) |sin 260, sin e, — 3 sin 260 sin 2, + sin? 6 sin 2p€,
Prenons la valeur moyenne de ce moment lorsque 1'angle ¢ varie. Puisque < sin? ¢ >=1/2
et <sin2p >=0":

— 3G
< Mgy >= T(IS — Il)

m
—; sin 26, ?x
r

Revenons a l'effet gyroscopique. Par analogie avec le gyroscope déséquilibré, dans le réfé-
rentiel de Copernic R, le TMC s’écrit :

da —
20 =< My>=wANdo
at ) p

%
ol w est la vitesse de rotation de Gp dans R. Or < Mo >=< Mp > €, = —(< Mp >
/sinfp)e, A €. On déduit la vitesse de précession de 'axe des poles de la terre :

. < Mp >

W=——"—"—"",-"€

oo sin fg

Il en résulte que chaque année, la position apparente du soleil dans le ciel est modifiée.
C’est ce que 'on appelle la précession des équinoxes. Evaluons cette vitesse lorsque 1’on
tient compte de la contribution du soleil et de la lune.
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3G m m i
< MO,S+L~>T >= T(Ig — _[1) (?;S + 3L> sin 26,
Ts L

Sachant que mp,/d3 = 2,17Tmg/ d% la vitesse de précession s’écrit :

N 3([3 — Il) 2 cos 90 3, 17m5 N
W = — €y
41, Qr 3

En utilisant les valeurs Qp = 7,3.107° rad.s™!, § = 23°27, et 3(I3 — I1)/41I3 ~ 1/408 ainsi
que la troisieme loi de Kepler T2/d3 = 47%/Gmg on obtient :

9
T = 2% — 95699 x T4 ~ 257 sidcles
w

L’approximation gyroscopique est bien vérifiée.

4.2.2 Compas gyroscopique ou gyrocompas

Le gyrocompas est un gyroscope équilibré qui permet d’indiquer la direction du Nord et la
latitude en un point de la surface terrestre.

Q4
(.

——

Les deux expériences proposées sont délicates. Elles nécessitent un bon gyroscope.
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Imposons une position horizontale & 'axe Oz’ du gyroscope. Pour cela on fixe § = 7/2 en
bloquant la rotation horizontale de la liaison Cardan. Appliquons le TMC au gyroscope et
a son support, dans le référentiel de Copernic R :

d(Gog+G0s)\ _ (U0os+F0s)
dt n dt

= 5 5 —
) +QT/\(UO,g+JO,5):MO
R/

ou Rr est le référentiel terrestre, Qp la vitesse de rotation de la terre et M le moment des
forces que le socle, lié a la terre, exerce sur le support. On note Jo, le moment d’inertie
suivant 'axe Oz du support. Les moments cinétiques en O s’écrivent :

UO,g = ]Oz/Qé'Z/ et UO,S == JOzwgz

En projetant le TMC sur I'axe Oz, on obtient I’équation scalaire :

da o o o
< O,s) +e;- [QT A (UO,g + GO,S)] = Mo,
R

dt
Or
&, - [0 A (Gog +5os)] = Q1. [Gog N = —Goy 7.2
De plus
ﬁT = Qp(—cos \éy + sin )\?2) et €, = —sinwye, + cos ey

On obtient finalement en faisant apparaitre 'angle 1 — 7, I’équation du pendule :

d* () — )
2

Jo-— 4

+ QQrlp, cos Asin(¢ — m) = Mo,
Si Mo, = 0, le gyroscope et son support oscillent autour de la position stable ¢y = 7. Pour
de petites oscillations la période est :

IOz
T=2m| ————
QQrlo, cos A

En réalité Mp, x ¢ # 0 car en tournant le support frotte sur son socle. L’oscillateur
s’amortit et axe Oz’ finit par pointer vers le nord, dans le plan du méridien.
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Le gyrocompas donne aussi la latitude du lieu. Suite & ’expérience précédente, il suffit de
bloquer la rotation d’angle 1) du gyroscope, 'axe Oz’ étant dans le plan du méridien, et
de laisser libre la rotation d’angle 0. Le gyroscope va osciller autour de la direction donnée
par I'axe des poles. La latitude est représentée par I'angle A que fait le vecteur (17 avec
I’horizontale dans le plan du méridien.

L’équation pendulaire s’obtient en projetant le TMC sur ’axe Ow mais cette fois le support
est simplement constitué par la partie en rotation suivant cet axe. On appelle son moment
d’inertie Kp,,. Le calcul conduit a :

60— (5 -\
dt?

Kow = + QOrIp. sin [9 - (g - /\)] — Mow

4.3 Précession dans les domaines microscopiques

4.3.1 Précession d’un moment magnétique

A T’échelle microscopique, les atomes constituants la matiére possedent un moment ma-
gnétique qui englobe le moment magnétique orbital que l'on explique classiquement par
la rotation des électrons autour du noyau (diamagnétisme) et le moment magnétique in-
trinseque, ou spin des particules introduit par la théorie quantique relativiste (paramagné-
tisme).

Notons (i le moment magnétique d’'un dipOle magnétique et ¢ son moment cinétique
calculé en son centre de masse C. Ils sont reliés par la relation i = vy ¢ ou 7y est le facteur
gyromagnétique.

Placé dans un champ magnétique uniforme ?0 le moment magnétique est soumis a un
couple de forces de moment :

1\702/7/\302—730/\50

Dans le référentiel terrestre R, le TMC appliqué au dipole s’écrit :

dé
( UC) == —’}/?0/\50
R

dt
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Boa
| 2
C

Par analogie avec le gyroscope déséquilibré, le dipole magnétique précessionne autour de
o a la vitesse angulaire :

@1, = —7B,

Cette vitesse est appelée la pulsation de Larmor.

Ainsi, pour un moment magnétique d’origine purement intrinseque, I'image classique la
plus simple du spin est celle d’'une particule en rotation sur elle-méme, constituant un
gyroscope.

4.3.2 Reésonance magnétique

En plus du champ magnétique uniforme ﬁg on soumet des échantillons de matiere et donc
des dipoOles magnétiques, a un champ magnétique 31 d’intensité beaucoup plus faible,
perpendiculaire & B, tournant & la vitesse @ = —we,.

Le référentiel terrestre est noté R = Cxyz et le référentiel tournant R’ = Cz'y'z'. Dans R
le TMC appliqué au dipole, s’écrit :

45 d5
<00> :< UO) +@AGo = —y(Bo+ B1) Ade
a ), .

dt
De méme que J; = —vBy€, = wre,, la vitesse de précession du dipole autour du champ
tournant est wy; = —Bi€y = wi€y, et si Aw = wy — w, dans le référentiel R’ on ob-
tient :

dG
(O-C> = (Awgz + wle}/) ANdo = —’y?eff Ao
dt R!
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Le champ ﬁe ¢ est le champ magnétique efficace vu par le dipole dans R'.

42
i
B+ & B ot

Oc
!/
_____ -»Y
) el >
X o~ y
A7 ot A

Lorsque Aw > w1, dans R’ le précessionne pratiquement & la vitesse :

Awé, = — (?0 n °3>
S

autour du champ magnétique vertical §0 + %
Lorsque Aw = 0, dans R’ le moment magnétique précessionne a la vitesse w; autour du

champ 51

En réalité, le moment magnétique est quantifié et sa projection sur 'axe Oz est u, = vhim
ou h est la constant de Planck réduite et m le nombre quantique magnétique. Dans le
champ ﬁe 7t Dénergie de ce moment magnétique £ = —ji- B.sy est donc aussi quantifiée.
Supposons que m prenne deux valeurs (m = £1/2). Le moment se retourne et passe & un
état d’énergie supérieur avec une variation AFE = hv. Il absorbe un photon de fréquence
v.

La résonance magnétique correspond & une absorption de photons de fréquence v pour une
valeur particuliere de w. Si ’environnement du moment magnétique change, c’est a dire si la

constitution de la matiere varie, un champ magnétique b se superpose a B et I’absorption
du photon n’a plus lieu & la pulsation de Larmor mais & w = —y(B¢ + b).

La résonance magnétique nucléaire (R.M.N.) fait intervenir les moments magnétiques des
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noyaux des atomes. La fréquence d’absorption v se situe dans le domaine des radiofré-
quences entre 1 Mhz et 500 Mhz. Cette technique est tres utilisée dans le domaine biomé-
dical.

La résonance paramagnétique électronique (R.P.E.) utilise les moments magnétiques des
électrons des atomes. La fréquence d’absorption varie entre 10 Ghz et 200 Ghz.

Conclusion

Que le gyroscope soit équilibré ou déséquilibré, lorsqu’on lui impose un mouvement de
rotation par rapport a un axe, il répond par un couple de forces lui donnant une rotation
perpendiculaire a cet axe. C’est le couple gyroscopique lorsqu’il est équilibré et le couple
qui lui donne son mouvement de précession lorsqu’il ne I'est pas.

Les applications du gyroscope équilibré utilisent le couple gyroscopique. Ainsi le gyro-
compas permet & des avions, des sous-marins, ou tout autre appareil ayant une carcasse

métallique, de s’orienter alors que l'utilisation de la boussole magnétique n’est plus pos-
sible.

Le gyroscope déséquilibré se rencontre dans des systemes physiques macroscopiques tels
que la terre ou microscopiques tels que le moment magnétique des particules.
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Introduction :

Dans cette lecon, on suppose connu les théoremes fondamentaux de la mécanique du point
et du solide, c’est-a-dire le théoreme de la résultante cinétique (TRC), le théoreme du
moment cinétique (TMC) et le théoreme de I'énergie cinétique (TEC).

L’intérét de cette legcon est de montrer que les lois de conservation de la dynamique
peuvent s’écrire sous la forme d’intégrales premieres des équations du mouvement (quantités
constantes au cours du temps ne faisant intervenir que les dérivées premieres des coordon-
nées par rapport au temps) ce qui permet de résoudre simplement un grand nombre de
problemes de mécanique.

5.1 Conservation de 1’énergie

Dans un référentiel galiléen et pour un systeme quelconque le TEC s’écrit :

dEc = W 4+ dWie

53
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ou F¢ est I'énergie cinétique, dW le travail élémentaire des forces dérivant d’une énergie
potentielle Ep et 6W ¢ le travail élémentaire des forces non conservatives ne dérivant pas
d’une énergie potentielle.

5.1.1 Forces conservatives

Considérons un systeme dans un champ de force conservatif ? L’énergie potentielle d’un
point dans ce champ est notée Ep. Donc :

? = —gradFE, et W = —gradFE), - vdt

or

— E
dEp = gradE, - vdt + 9Ep
ot
Puisque dEc = 6W, on en déduit :
OFp
d(E Ep) = ——
(Ec + Ep) = —,

Si 'énergie potentielle Ep ne dépend pas explicitement du temps I’énergie mécanique se
conserve et on obtient une intégrale premiere de ’énergie :

Ey = Ec+ Ep
C’est une équation différentielle du premier ordre, alors que I’équation différentielle obtenue
par I’application du principe fondamental de la dynamique est du deuxieme ordre, d’ot1 son

nom d’intégrale premiere. On peut ainsi obtenir simplement 1’équation du mouvement d’un
point de vue énergétique, sans passer par un bilan des forces.

5.1.2 Exemples d’application
L’oscillateur { masse + ressort }

Un mobile de masse m se déplagant sans frottement sur un plan horizontal est relié & un
ressort de raideur k. A 1’équilibre, il se trouve a l’abscisse z = 0.
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Lorsqu’on I'écarte de sa position d’équilibre, il est soumis & une force de rappel conservative
qui dérive de I’énergie potentielle

1
Ep = —ka?
L
Son énergie cinétique est
1
Ec = —mi?
©7 2

et I'intégrale premiere s’écrit :

L oo, 1 o

—mz“ + —kx” = Cte

2 2
La constante est déterminée par les conditions initiales. Si on lache le mobile sans vitesse
de I'abscisse xg :

1 1 1
—mi® 4+ —ka? = Zkad

2 2 2

La dérivée par rapport au temps de cette relation permet d’obtenir I’équation du mouve-
ment d’un oscillateur non amorti :



56 Legon de physique n° 5. Lois de conservation en dynamique

k
i+ —x=0
m

Dans le cas ou 'oscillateur est amorti, il existe des forces de frottement non conservatives.
L’énergie mécanique totale ne se conserve pas et il n’y a plus d’intégrale premiere comme
nous allons le voir dans le paragraphe suivant.

Roulement d’un cylindre

Un cylindre de masse M et de rayon R est soumis a son poids et a la réaction du plan
incliné qui se décompose en T et N. Sa vitesse initiale suivant I’axe Oz est vg.

Si 'on suppose qu’il roule sans glisser sur le plan, la liaison est parfaite et le travail des
forces de contact est nul. Il existe alors une intégrale premiere de ’énergie.

D’apres le théoreme de Koenig :

1 1.
Ec = —Muv? + =16
o =Mty

et puisque v = & = Rl et I = %192
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L’intégrale premiere s’écrit :

3 3
Mo — Mgzsino = va(Q)
4 4

et en dérivant par rapport au temps :

.2
U= —-gsina

3

Le centre de masse du cylindre est uniformément accéléré.

D’autres exemples sont possibles en remplacant le cylindre par un cerceau ou une sphere
et/ou le plan incliné par une sphere.

5.1.3 Forces de contact non conservatives

Lorsque deux solides 1 et 2 sont en contact en un point P appartenant au solide 1, le solide
2 exerce sur celui-ci une action de contact que ’on suppose réduite a une force R appliquée
en P. Le travail de cette force est

Wne = Up - ﬁdt + wﬁp<ﬁ)dt

— "
Mais puisque le contact est au point P; M p(ﬁ) =0.

Si la liaison est parfaite, dWyc = 0. Ceci est possible s’il y a roulement sans glissement ;
¥p = 0 ou absence de frottement ; 7p - B = 0. On retrouve le cas précédent ou il existe une
intégrale premiére de ’énergie.

Si la liaison n’est pas parfaite, Wy = Up - ﬁdt < 0 car la composante tangentielle de ﬁ
est opposée a Up. En réintroduisant des forces conservatives dans le TEC avec un potentiel
ne dépendant pas explicitement du temps il vient ;

d(EC + Ep) . SWhe

dt pran

Les forces de frottements non conservatives dissipent 1’énergie sous forme de chaleur et
I’énergie mécanique totale diminue. Il n’y a plus d’intégrale premiere.

C’est le cas de loscillateur amorti ou du cylindre qui roule en glissant sur un plan incliné.
Bien sur, ces situations représentent plus fidelement la réalité.
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5.2 Conservation du moment cinétique

Considérons un point fixe O dans un référentiel galiléen. Pour un systeme quelconque le
TMC s’écrit :

do_"o —
_— =
g Mo(ﬁ)

ou le moment cinétique en O et le moment en O des forces extérieures agissant sur le
systeme sont définis par :

50:// O—]\>4/\p17d7' et ﬁo(ﬁ):// O—]\Zf/\pc_idT

Si le moment en O des forces extérieures est nul, le moment cinétique est constant. L’inté-
b
grale premiere du moment cinétique s’écrit alors :

-
50 = Cte

5.2.1 Mouvement a accélération centrale

Le mouvement d’un point matériel M est a accélération centrale lorsque a chaque instant
son accélération passe par un point fixe O, ce qui se traduit par : OM A @ = 0. Le moment
cinétique O qui est constant fournit une intégrale premiere.

Probleme a deux corps

Considérons un systeme isolé constitué de deux points matériels en interaction, de masse
m1 et mo. Dans le référentiel du centre de masse galiléen, puisque le systeme est isolé,
I’étude du mouvement des deux points se ramene & celle d'un point fictif M de masse
réduite © = myma/(my + me) soumis a une force centrale.

La conservation de son moment cinétique permet d’affirmer que le mouvement est plan.
En notant r et # les coordonnées polaires de M, on obtient :

a0 =rér A p(re, + réé’g) = ur29€z

ou €, est un vecteur unitaire perpendiculaire au plan du mouvement de M. Le module du
moment cinétique pr20 est constant. C’est la deuxieéme loi de Kepler, ou loi des aires.
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Le probleme peut étre compléetement résolu en utilisant une deuxieme intégrale premiere ;
celle de I’énergie.

5.2.2 Moment cinétique par rapport a un axe, solide en rotation

Soit un solide tournant a la vitesse angulaire w autour d’un axe fixe Oz porté par un vecteur
unitaire €,. La vitesse d’un point M de ce solide est ¥ = & A OM et le moment cinétique
par rapport a I'axe est 0o, = €, - dg. On en déduit :

00, = lp,w avec Ip, = ///(é’z /\O—]\>4)2d7'

1o, est le moment d’inertie du solide par rapport a 'axe Oz. Le TMC s’écrit :

d&oZ —
=M .
o 0 (ﬁ)

%
Si le solide tourrg librement et si sa rotation n’est pas amortit par frottement alors M Oz(ﬁ)
= 0 et 5p, = cte au cours du mouvement méme lorsque le moment d’inertie du solide
varie.

5.3 Conservation de la quantité de mouvement

Dans un référentiel galiléen, le TRC s’écrit :

P _3

dt

ou ? est la résultante cinétique du systeme et ﬁ la résultante des forces extérieures agissant
sur le systéme. Si R = 0 I'intégrale premicre de la quantité de mouvement s’écrit :

P = Cre
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5.3.1 Systémes isolés, chocs élastiques

—
Pour un systeme isolé, ﬁ est nulle et ? = Cte est une intégrale premiere.

Considérons deux particules de masses m et mg en interaction dans un référentiel galiléen.
La premiere ayant une vitesse #; rentre en collision avec la deuxieme de vitesse 5.

Avant

Dans ce probleme a deux corps, il y a conservation du moment cinétique et comme on
I’a vu au paragraphe précédent le mouvement est plan. La conservation de la quantité
de mouvement nous donne donc deux équations scalaires. De plus le choc est élastique et
I’énergie cinétique se conserve, ce qui permet d’avoir une troisieme équation.

Le probléme comporte quatre inconnues scalaires correspondant aux coordonnées de v7’ et
v3! apres la collision. Il y a donc un parametre indéterminé.

Ecrivons les équations de conservation dans le référentiel du centre de masse qui est galiléen
puisque le systeme est isolé :

pio Py _ b P

2mq 2mo 2mq 2mgo

Ptph=p 4 ph =0 et

On en déduit ;

B=m=p = =7

avec p* = pl||U; — U2]] = pvi, la norme de la quantité de mouvement de la particule fictive
de masse réduite p = mymsa/(mq + ms).

On fixe un parametre supplémentaire en se donnant la direction de ] portée par un vecteur
71 dans le référentiel du centre de masse.
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L’expression des vitesses dans le référentiel du laboratoire se déduit de la loi de composition
des vitesses. En remarquant que la vitesse du centre de masse est g = mqv1/(m1 +me) =
ut /meo puisque U = 0 il vient :

= - ma - mi -
Ullzﬁ—f' c=———un+ ——U;
mi1 + ms mi + ma

et

d’ou

-/ U1 1 — 1/ U1 1 —
V] =pu| —n+ —7u; et v =p(——n+ —1u;
ma meo

5.3.2 Systeme pseudo isolés

La résultante des forces ﬁ agissant sur le systeme, est nulle méme s’il existe des forces
extérieures non nulles.

Cette situation se produit lorsque le poids s’oppose & la réaction. On peut exploiter la
conservation de la composante horizontale de la quantité de mouvement sur plusieurs
exemples ;

— Les chocs de boules de billard.
— Les palets sur une table a coussin d’air.
— Le recul d’un fusil ou d’un canon.

Expérience

La table a coussin d’air permet de vérifier la conservation de la quantité de mouvement et
de I’énergie cinétique lors d’un choc élastique entre deux palets.

L’obtention des points est rapide mais il est plus commode d’avoir analysé une feuille et
tracé les vecteurs quantité de mouvement avant la présentation.

5.3.3 Systemes ouverts, propulsion

Considérons un systeme ouvert qui échange de la matiere a travers une surface fermée S
(surface de controle) fixe dans un référentiel galiléen.



62 Legon de physique n° 5. Lois de conservation en dynamique

A Dinstant ¢, sa masse est m et sa vitesse v.
)

Entre les instants t et ¢ 4 dt, il rentre dans ce systeme une masse dmg a la vitesse relative
Ug et il sort une masse dmg a la vitesse relative ¥s .

A linstant t + dt, la masse du systéeme est m + dmg — dmg et sa vitesse v + dv. Pour le
systeme fermé de masse constante m :

pt) = mo
p(t+dt) = (m +dmpg — dmg) (0 + dv) + dmg(Us + T + dv) — dmg(Ug + U + dv)
et donc

p(t +dt) — p(t dv d d

Pt d) —pt) _ dv dms . dmp. g

dt “MaE T e ST Ta

Propulsion

Considérons un mobile de masse totale M, équipé d’un réservoir contenant une masse M
de gaz sous pression et pouvant se déplacer sans frottement sur un plan horizontal. A
Iinstant initial ¢ = 0 le gaz est éjecté avec une vitesse horizontale relative vg et un débit
massique D = dmgdt. La résultantes des forces extérieures R étant nulle ainsi que le débit
massique entrant dmFEdt, ’équation du mouvement s’écrit :

mﬁ+D173:6

ou @ = dv/dt est 'accélération du mobile.

La variation de la masse du mobile dm est égale a la variation de la masse du gaz dmg.
On en déduit donc, puisqu’il y a diminution de la masse m au cours du temps :

m=M — Dt avec D >0
Et le module de 'accélération est :

D

T M _—Dt’

S

Cette relation s’integre en tenant compte du fait qu’a l'instant initial la vitesse du mobile
est nulle. On obtient alors ’expression de la vitesse :

R VT
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Quand il n’y a plus de gaz m = M — My et Dtp = M. La vitesse finale du mobile est :

M

= 1 —_—
VF vs nM—Mg

Elle est indépendante du débit D. Pour augmenter sa valeur il faut augmenter celle de vg
ou la masse de gaz Mj.

En conclusion, bien que la résultante des forces extérieures ﬁ soit nulle, le mobile est
accéléré avant d’atteindre une vitesse limite. Sa vitesse n’est pas constante contrairement
aux systemes fermés.

5.3.4 Référentiels non galiléens, apesanteur

Considérons un point matériel M de masse m. Dans un référentiel non galiléen, il est soumis
a la résultante des forces ﬁ, a la force d’inertie d’entrainement —mdag et a la force d’inertie
de Coriolis —md¢c. Dans ce référentiel non galiléen le TRC s’écrit :

P
ﬁ:ﬁ—mdf—mﬁc

Apesanteur

Une cabine d’ascenseur est en chute libre (cas peu fréquent, heureusement !). Son accéléra-
tion d’entralnement est @ = g et son accélération de Coriolis est nulle car le mouvement
est rectiligne. Par rapport au référentiel de I’ascenseur :

— =mg—mag =0

La résultante cinétique du point M est constante et localement la gravité est nulle. Dans
l’ascenseur les objets sont en apesanteur. Ils sont animés de mouvements rectilignes uni-
formes.

Cet exemple montre qu’il existe des référentiels dans lesquels la quantité de mouvement
d’un point matériel est constante bien que la résultante des forces extérieures agissant sur
ce point soit non nulle.

Conclusion

Dans de nombreux problemes de physique il existe des grandeurs constantes au cours
du temps. La connaissance de ces lois de conservation est importante car au travers des
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intégrales premieres que 1’on peut alors écrire facilitent la compréhension du probléeme et
permettent de I’aborder plus simplement que par 'utilisation du principe fondamental de
la dynamique.
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Introduction :

Lorsque I'on parle de relativité, il faut bien distinguer le "principe de relativité”, commun a
Galilée et a Einstein, des théories de la relativité, en particulier la "théorie de la relativité
restreinte” qui s’appuie entre autre sur le principe de relativité. Nous commencerons par
rappeler ce qu’est la relativité galiléenne et la transformation de Galilée. Puis, en tenant
compte des expériences historiques sur la vitesse de la lumiere et les lois de Maxwell, nous
verrons apparaitre la relativité restreinte associée a une nouvelle transformation, celle de
Lorentz.

6.1 Rappels historiques

6.1.1 Meécanique classique et transformation de Galilée

En cinématique classique, le mouvement d’un point M par rapport a un référentiel galiléen
R est défini par trois fonctions x(t), y(t) et z(t) représentant sa position a l'instant ¢.
Un événement est donc défini par la donnée de trois coordonnées d’espace plus le temps.

65
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Le carré de l'intervalle entre deux points M (z1,y1,21) et Ma(xa,y2, 22), dans un repere
orthogonal est :

2 2

s = (z2—21)° + (12— 11)” + (22 — 21)

De méme entre deux points infiniment proches M(x,y, z) et M + dM(x + dx,y + dy, z +
dz) :

ds* = da* + dy? + d2*

A A
Y Iy
I R!
| |
R i i r
! Jou X
S S - -
Ol < ..
/')_,/' X>
. /
./ Va
Ve . '
z ¥y

Cette quantité est indépendante du systeme de repérage des points et est invariante vis
a vis d’'un changement de référentiel galiléen. Cela signifie que dans un autre référentiel
galiléen R’ en translation rectiligne uniforme a la vitesse u par rapport a R, le carré de
I'intervalle entre M (z',1/,2') et

M +dM (2’ + dx',y' + dy', 2’ + d2’) est le méme que dans R,et donc :

ds”? = da'? + dy’? + d2"? = da® + dy? + d=? = ds?

Notons que ’on peut toujours positionner les axes Ox et Ox’ de R et R’ parallelement & u
sans restreindre la généralité du probleme.

La forme quadratique qui & tout vecteur dM associe le scalaire ds® a pour signature
(4,+,+). Elle est définie positive et permet de définir une norme euclidienne. L’espace
a trois dimensions est donc euclidien.

Le temps s’écoule de facon identique dans R et R’. Deux éveénements simultanés dans R le
sont également dans R’. Ainsi il existe aussi un invariant temporel vis & vis d’un changement
de référentiel galiléen :

dt = dt’
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La transformation permettant de passer des coordonnées (x,y, z) d'un point M dans R, a
ses coordonnées (2',y', 2’) dans R’ au méme instant, est la transformation de Galilée :

= z—ut
y =y
Z = z
t =t

Les lois de composition des vitesses s’obtiennent en dérivant les relations précédentes par
rapport au temps. Elles s’écrivent :

T
v, = Uy —U
T

vy = vy

/

v, v,

En dérivant une nouvelle fois on obtient les lois de composition de I'accélération :

o
a, = ag
[
a, = ay
T
a, = a

Il y a invariance de 'accélération par changement de référentiel galiléen. En mécanique
classique la masse est un invariant. Pour un point matériel M de masse m, soumis a une
force I, le principe fondamental de la mécanique classique s’écrit ? = md. La force doit
donc étre invariante pour que le principe de relativité soit vérifié. Ce principe qui stipule
que toutes les lois physiques de la nature sont les mémes dans tous les référentiels galiléen
est satisfait lorsque 'on associe a la mécanique classique la transformation de Galilée. Si
I’on essayait d’associer d’autres lois physiques, de 1’électromagnétisme par exemple, a la
transformation de Galilée, ce principe ne serait plus vérifié comme nous allons le voir.

6.1.2 Mise en défaut de la transformation de Galilée
Incompatibilité avec 1’électromagnétisme

Les équations de Maxwell, a la base de 1’électromagnétisme, prévoient la propagation
d’ondes dans le vide a la vitesse ¢ = 300000 km/s. Cette vitesse est indépendante de
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la source de 'onde et donc du référentiel d’étude. La question est alors de savoir dans
quel référentiel on mesure cette vitesse. A la fin du XIX siecle, la plupart des scientifiques
supposaient 'existence d’'un milieu baignant tout 'univers : L’éther. Par analogie avec les
ondes sonores se propageant dans ’air, I’éther devait avoir une structure rigide permettant
la propagation des ondes électromagnétiques. Il devenait alors naturel de définir la vitesse
des ondes électromagnétiques par rapport a ’éther. Mais de ce fait on mettait en évidence
I'existence d’un référentiel absolu, contrairement au principe de relativité.

Expérience de Michelson et Morley

De nombreuses expériences ont essayé de mettre en évidence la variation de la vitesse de la
lumiere dans le vide suivant le référentiel d’observation, conformément a la transformation
de Galilée. L’une d’elle, la plus connue, commencga en 1881 et acquit une précision adéquate
en 1887. C’est 'expérience de Michelson et Morley que nous allons décrire.

Nous appellerons ¢ la vitesse de la lumiere mesurée dans le référentiel absolu de 1’éther
R, et ¢ cette vitesse mesurée dans un référentiel R’ en translation rectiligne uniforme
par rapport & R. La difficulté de I’expérience était de trouver un référentiel mobile R’ se
déplacant suffisamment vite par rapport & ’éther pour obtenir un écart net entre c et ¢'.
L’ingéniosité de Michelson et Morley a été d’utiliser la terre elle-méme, supposée se déplacer
dans I’éther, et dont la vitesse orbitale autour du soleil est u ~ 30 km/s. Si la transformation
de Galilée est valable, un faisceau qui se propage parallelement au déplacement de la terre
a une vitesse ¢ = ¢ &= u et si sa direction est perpendiculaire au déplacement ¢’ = c.

M2
NANN\\N\ u
A e

Pe

Pour vérifier cela, Michelson et Morley ont utilisé un interférometre constitué de deux bras
OM; et OMs de longueurs [ = 10 m perpendiculaires entre eux. Le bras OM; est paral-
lele au déplacement de la terre et par une rotation de 90° il peut prendre une direction
perpendiculaire a u. Un faisceau lumineux émis par une source monochromatique de lon-
gueur d’onde A= 5 pm en S, est divisé en deux par le miroir semi-réfléchissant placé en
O. Apres réflexion sur les miroirs M7 et My les faisceaux viennent interférer en P. En
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pratique, on réalise un coin d’air. La différence de marche étant tres faible, les interférences
correspondantes s’observent en lumiere non parallele.

Le calcul de la variation de 'ordre d’interférence lorsque les miroirs tournent de 90° donne
Ap = 2lu?/\c?* = 0,4. Or le déplacement observé était de 0,02 frange. Le résultat de
Iexpérience était donc négatif et aucune expérience similaire n’a jamais permis de détecter
un net décalage des franges.

Cette expérience vient confirmer les lois de Maxwell prédisant une vitesse de la lumiere
constante. Beaucoup de scientifiques de I’époque, dont Lorentz, essayerent de restaurer la
théorie de I’éther en imaginant qu’au voisinage de la terre par exemple, ’éther était entrainé
par celle-ci. Mais aucun cadre théorique cohérent ne permettait sérieusement de prendre
en compte ces hypotheses. Il s’agissait alors de faire un choix parmi les trois assertions
suivantes, incompatibles entre elles.

— La vitesse de la lumiere dans le vide est constante et ne dépend pas du référentiel
d’étude.

— Toutes les lois physiques sont identiques dans tous les référentiels galiléens.

— La transformation de Galilée permet de passer d’'un référentiel galiléen a un autre.

C’est Einstein, n’ayant jamais vraiment cru a l'existence de ’éther, qui proposa d’aban-
donner la transformation de Galilée et de ne conserver que le principe de relativité et
I'invariance de c. Ce seront les deux postulats de la relativité restreinte.

6.2 Postulats de la relativité restreinte et transformation de
Lorentz

6.2.1 Postulats de la relativité restreinte

ler postulat : Toutes les lois physiques de la nature prennent la méme forme dans tous les
référentiels galiléens (ou inertiels) en translation rectiligne uniforme les uns par rapport aux
autres et dans lesquels 'espace est homogene, isotrope et le temps uniforme. Ce premier
postulat correspond au principe de relativité, évoqué en mécanique classique.

2éme postulat : La vitesse de la lumiére dans le vide est constante (¢ = 299 792 458
m/s) dans tous les référentiels galiléens. C’est la vitesse limite de propagation des interac-
tions.
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6.2.2 Expériences de pensée, conséquences immédiates

A premiere vu, le deuxieme postulat est en contradiction totale avec la transformation
de Galilée. Mais la mécanique classique newtonienne associée a cette transformation avait
donné de tres bons résultats notamment dans I'étude du mouvement des planetes, avec
les lois de Kepler. On remarque que méme si la vitesse orbitale des planetes est impor-
tante (comme on ’a vu pour la terre), elle reste tres faible devant la vitesse de la lumiere
comme dans la plupart des systemes mécaniques étudiés. Le champ d’application de la
transformation de Galilée se situe donc dans le domaine des faibles vitesses devant ¢, alors
que le deuxieme postulat concerne uniquement c. Ainsi il n’y a plus de contradiction. La
relativité galiléenne est un cas limite de la relativité restreinte pour des vitesses v < c.
Voyons maintenant sur deux expériences de pensée, les conséquences du second postulat.
Considérons deux référentiels galiléens R et R’. Le référentiel R’ se déplace a la vitesse u
par rapport & R, les axes Ox et Oz’ étant paralléles & . Dans la premiere expérience, un
observateur A’ lié & R’ envoie un signal lumineux suivant I’'axe Oy’. Ce signal est réfléchit
par un miroir M fixe dans R’ & une distance [ de A’, et revient en A’ au bout d’un temps
t' = 2l /c puisque la vitesse de la lumiere est ¢ dans R'.

/ =0 t' =1/c t' = 2l/c
vy ty / /
o M M M
L y27774
P!
L
P!
|
B
\ I ! ' ’ !
i A A A x
/,/'/'/ A H X
7 t=0 t=yl/c t=2yl/c
Z /K
b Z

La figure représente les différentes positions du miroir, vu par un observateur A immobile
dans R. Supposons que A coincide avec A’ lorsque le signal est émis. Ce signal revient en
A au bout d’un temps t = 2AM/c. Or :

AM =+ AH? + 2 avec AH:UA—M

C

On obtient :

1 v
AM =~ = ——c¢et f=—
vl avec vy 1_6265 .
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D’ou

t =t

La durée de 'expérience est plus courte pour un observateur de R’ que pour un observateur
de R car v > 1. Le temps ne s’écoule pas de la méme facon dans R et R, contrairement
a I’hypothese du temps absolu de la cinématique classique. Bien sir, si u < ¢, v~ 1 et
le temps peut étre a nouveau considéré comme universel. Dans la deuxieme expérience,
deux observateurs A’ et B’ immobiles dans R/, situés & la méme distance I’ (et non [,
car nous verrons que la distance mesurée dans R et dans R’ n’est pas la méme, sur cet
exemple) d’un troisiéme observateur C’ également fixe dans R/, émettent chacun un signal
lumineux suivant la direction Ox & l'instant ¢’ = 0, qui arrive en C’ au méme instant
t' = I'c. Préalablement, pour synchroniser les horloges de A’ et B’, C’ peut leur envoyer un
signal.

Ay
y T i A/ C/ B!
Lo . . < t'=0
b " - -
Lo
b A’ (o3 B’ o
I ——————ree— o t'=1/c
b
! )—-—-— ------------- e— ------ A » X'
e S
/// C
K

z y

La figure représente les trois observateurs liés a R’, vus de R, & I’émission et & la réception
des signaux. A la réception des signaux, un observateur C lié & R se trouve en face de C'.
Lorsque A’ et B’ ont émis leur signaux, B’ était plus proche de C' que A’. Pour C, B’ a
donc envoyé son signal aprés A’ car la vitesse de la lumiere est la méme dans R et R’
L’émission des signaux est simultanée dans R’ mais ne ’est pas dans R. Nous verrons plus
tard comment calculer cet écart en temps dans le référentiel R. Ainsi, le temps doit étre
défini dans chaque référentiel galiléen.

6.2.3 Evénements et intervalles

Désormais, une expérience (par exemple I’émission d’'un signal) sera décrite dans I’espace-
temps quadridimensionnel par un événement appelé aussi point d’univers. Il se caractérise



72 Legon de physique n° 6. Cinématique relativiste

par la donnée de trois coordonnées spatiales et une coordonnée temporelle dans un réfé-
rentiel galiléen. Au cours du temps un point d’univers se déplace dans 'espace-temps et
décrit une ligne d’univers. Une particule animée d’un mouvement rectiligne uniforme a une
ligne d’univers rectiligne. En particulier, si sa vitesse est ¢, les lignes d’univers partant d’un
événement O forment le cone de lumiére de cet événement.

Pour visualiser graphiquement ces notions, il est commode d’utiliser I’espace-temps a une
dimension spatiale. Sur la figure, nous avons représenté un événement O (un point en
x =0 et t =0), le cone de lumiere de cet événement formé par les droites x = =ct,
et deux lignes d’univers; la premiere, quelconque issue de O et la deuxieme, rectiligne,
correspondant & une particule de vitesse v = cte < c. Les lignes sont orientées du passé
vers le futur car le temps s’écoule toujours dans le méme sens. D’autre part, les lignes
d’univers issues de O se situent a l'intérieur de son cone de lumiere. Ceci va permettre de
préciser ce qu’est la causalité en relativité restreinte, en définissant I'intervalle entre deux
évenements. Nous voyons déja qu’en plus du principe de causalité en relativité galiléenne
(tout effet précede la cause), deux éveénements ne peuvent avoir de relation causale que si
I'un est dans le cone de lumieére de 'autre et inversement. Considérons un événement M7 de
coordonnées (cti,x1,y1,21) dans un référentiel galiléen R, correspondant & ’émission d’un
signal lumineux, et un événement My de coordonnées (cta, X2, Y2, 22) dans R, correspondant
a la réception de ce signal. On a alors la relation :

Alta—t1)? = (w2 —21)* + (Y2 — y1)* + (22 — 21)?

Les évenements M7 et My sont respectivement sur le cone de lumiere de Mo et M. Dé-
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finissons maintenant I'intervalle sq o entre deux évenements quelconques M (cti, z1,y1, 21)
et My(cto, 2, y2, 29) par :

§% = 62(t2 — 751)2 — (a9 — $1)2 — (y2 — y1)2 — (22 — Zl)2

Si M7 et My sont sur leur cone de lumiere réciproque l'intervalle est nul. Mais dans le cas
général s} 5 = 519 peut étre positif ou négatif. Plagons-nous dans un autre référentiel R’
ou les coordonnées de M1 et M sont (ct',a’,y/,2') et (ct’,2’,y,2"). Dans R’, l'intervalle s’
entre M et M est tel que :

s =ty — 1) — (2 —a1)? — (v —1)® — (2 — 21)°
Si M; et M, peuvent étre reliés par un signal lumineux, alors s> = s> = 0. Dans le
cas contraire, nous ne savons rien & priori sur ’éventuelle relation liant s’ et s tant que
nous n’avons pas la transformation qui permet de passer des coordonnées de R a celles de
R’'. Essayons malgré tout de voir, sans démonstration rigoureuse, comment sont reliés les
intervalles entre deux événements infiniment voisins M (ct, x,y, z) et M +dM (c(t+dt), x +
dx,y+dy,z + dz) dans R et dans R'. Dans R, I'intervalle ds est tel que :

ds? = A2 — da® — dy? — d2?

et dans R’ :

d8/2 _ C2t,2 o d$/2 . dyIQ o dZIQ

Supposons que ds? et ds”? soient des infiniment petits du méme ordre. Cette hypothese se
traduit par la relation :

ds® = a(u)ds™

ol a est une fonction ne pouvant dépendre que du module de la vitesse de R’ par rapport
a R, u, puisque 'espace est isotrope. Elle ne peut pas dépendre des coordonnées spatiales
car I'espace est supposé homogene, pas plus que des coordonnées temporelles car le temps
est uniforme. De plus, en considérant un troisieéme référentiel galiléen R’ & la vitesse v par
rapport a R’ et w par rapport a R, il vient :
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d’ou :

a(u) = a(v)/a(w)

Mais u doit aussi dépendre de l'angle que font les vecteurs v et w entre eux. Cet angle
n’apparait pas dans le rapport a(v)/a(w). On en déduit que o ne dépend pas de u, donc
a = a/a et a = 1. Finalement :

ds® = ds”?

Cette relation exprime 'invariance de 'intervalle par changement de référentiel galiléen. On
dit que I'intervalle est un invariant relativiste. Pour un intervalle fini entre deux évenements
My et My :

Nous sommes donc en mesure de définir le passé et le futur d’un événement indépendam-
ment du référentiel d’étude. Trois cas se présentent.

— 52 > 0 : L’intervalle est du genre temps. Les éveénements M; et My peuvent étre
reliés par un signal se propageant moins vite que la lumiere. Ils sont dans leur cone
de lumiere réciproque.

— 52 < 0 : L’intervalle est du genre espace. La distance spatiale entre M; et My est
trop grande pour que les éveénements puissent étre reliés par un signal a la vitesse ¢
pendant le temps t5 — t1. Il n’existe pas de relation causale entre M et Mo.

— 52 =0 : L’intervalle est du genre lumiere. Les évenements M et M ne peuvent étre
reliés que s> = s? par un signal lumineux de vitesse c.

Ll X
éloignement e

absolu

éloignement
absolu
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La figure représente deux évenements O(0,0) et M(ct,x) dans un espace-temps a deux
dimensions. Le point M se situe dans le cone de lumiere de O pour ¢ > 0. Nous allons
montrer que 'événement M a lieu apres I'événement O. Il n’existe pas de référentiel dans
lequel M et O aurait lieu simultanément. En effet, en considérant un référentiel R/, ot M a
pour coordonnées (ct’, x’), I'invariance relativiste de l'intervalle du genre temps entre O et
M permet d’écrire ¢?t? — 22 = 22 — 22 > 0. Sit/ = 0 alors —2'?> > 0, ce qui est impossible.
Donc M ne peut pas étre antérieur a O, car dans ce cas il devrait obligatoirement "passer”
par O, du fait qu’il doit rester dans le cone de lumiere. Un raisonnement identique peut
étre mené pour ¢t < 0. Ainsi la notion de causalité est invariante relativiste.

En revanche, si M se situe a 'extérieur du cone de lumiere de O, il existe des référentiels
ol M a lieu avant, pendant ou apres ’événement O.

6.2.4 Transformation de spéciale de Lorentz

Nous cherchons maintenant a établir de fagon explicite la loi de transformation permettant
de passer des coordonnées d'un événement M, (ct,z,y,z) dans un référentiel galiléen R, &
ses coordonnées (ct’, 2,1y, 2') dans un autre référentiel galiléen R’. Supposons, comme nous
Pavons fait jusqu’a maintenant, que R’ se déplace a la vitesse u par rapport a R, les axes Ox
et Oz’ restant paralleles. A I'instant initial ¢ = 0, les événements origine O et O’ coincident.
Dans ces conditions, la transformation cherchée s’appelle la transformation spéciale de
Lorentz. Remarquons tout d’abord que les coordonnées y et z ne sont pas affectées. Nous y
reviendrons lorsque nous aurons compris comment interpréter la transformation en terme
de rotation. Il en résulte :

y’:yetz/:z

Supposons la transformation linéaire. Le temps étant uniforme, I’espace homogene et iso-
trope, il nous reste a déterminer quatre coefficients, a,b,d et e en fonction de u tels
que :

Pour cela, utilisons I'invariance relativiste de l'intervalle entre O et M :

At? — 2" = (a® — )Pt + (VP — €2)a? + 2(ab — ed)ctr = t? — z*

On déduit trois relations par identification :
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a?—-d2 =1
2 —e?2 = —1
ab—ed = 0

Une quatrieme relation s’obtient avec I'origine O’ dans R’ en 2/ = 0, qui se transforme en
O dans R en z = ut, d’ou 0 = dct + eut. En posant § = u/c,il vient :

d=—pe

On reporte d et on obtient : b = —[e?/a.Puis d et b dans (1) et (2) donne :

o — 8% =1

B2t — 2% = —a?
Finalement, en posant 7 = —-— on obtient :
’ \/1-82
e = *tv
D’ou
d==+py

De (1) et (2) on déduit :

a==xvyetb==xpy

de signes opposés. Lorsque u tend vers 0, la transformation correspond a la matrice identité.
On leve ainsi I'indétermination des signes et il vient :

(5)-(5 7))

La transformation spéciale de Lorentz s’écrit :
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ct! v =By 0 0 ct
| | -8y v 00 x
y ol 0 0 10 y
2 0 0 01 z

Pour 8 <« 1, nous retrouvons immédiatement, au premier ordre en [, la transformation de
Galilée.

La transformation spéciale de Lorentz s’interpréte comme une rotation hyperbolique dans
le plan xzOct. En effet si nous définissons la rapidité ¢, prenant des valeurs de —oo & 400
par tanh ¢ = 3, la transformation s’écrit :

ct’ coshp —sinhep 0 0 ct
' | [ —sinhp coshe 0 0 x
v | 0 0 10 y
2! 0 0 0 1 z

D’une facon générale, les transformations préservant I'invariance relativiste de I'intervalle
ne peuvent étre que des rotations (ou des translations qui ne présentent pas d’intérét).
Elles se décomposent en trois rotations ordinaires dans les plans xOy, xOz et yOz et trois
rotations hyperboliques dans les plans zOct, yOct et zOct. Dans chacune de ces rotations,
les coordonnées orthogonales au plan de rotation restent inchangées.

6.2.5 Composition des vitesses

A partir de la transformation spéciale de Lorentz, on obtient par différentiation :

dt' = ~(dt —udx/c?)

dr' = ~(dzr — udt)
dy = dy
dZ = dz

Et puisque dans R’ les composantes de la vitesse d'un point M sont v, = dz’/dt’, v] =

y
dy'/dt’ et v, = dz'/dt’, la loi de composition des vitesses s’écrit :
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2

u-

/o 1 c?
y_vy 1_uvx
C2

v

2
u
-

Conformément au deuxiéme postulat de la relativité restreinte, si v2 + vz +v2 = ¢ alors
vl? + %2 +v.?2 = 2 et réciproquement. On retrouve également la loi de composition
classique pour 5 < 1

6.3 Temps propre, longueur propre

6.3.1 Temps propre

Considérons une particule M en mouvement par rapport a un référentiel galiléen R. Son
mouvement n’étant pas forcément rectiligne uniforme, il n’existe pas un seul référentiel
galiléen lié a la particule dans lequel elle serait au repos au cours du temps. Par contre, a
chaque instant, on peut introduire un référentiel galiléen R’ ot la particule est immobile,
appelé référentiel propre ou référentiel tangent de la particule. Il a la vitesse v de celle-
ci a linstant considéré et nous supposerons que l'origine O’ de son repere, coincide avec
M. Dans R, l'intervalle entre deux évenements infiniment proches, M(ct,z,y,z) et M +
dM(c(t +dt),x + dz,y + dy, z + dz) est :

ds? = Adt? — da? — dy? — d2?
Pendant le temps dt, la particule s’est déplacée de dl tel que :
di? = da? + dy? + dz* = v2dt?
D’ou :
ds® = A2dt* — v?dt? = Pdt*(1 — v?/c?)

Dans le référentiel propre R/, la vitesse de la particule est nulle et I'intervalle de temps
propre dt’ est défini par la relation :
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ds’? = Pdt’?

L’intervalle dt’ est un invariant relativiste au méme titre que ds’ = ds. Le temps propre
de la particule ¢/, s’obtient par intégration de dt’ dans les différents référentiels propres
introduit au cours du temps. D’apres les deux relations précédentes :

dt = vydt' avec v =

L’intervalle de temps propre dt’, mesuré dans R’ est plus court que I'intervalle dt mesuré
dans R car v > 1. Autrement dit, le temps s’écoule moins vite dans le référentiel propre que
dans R. On dit qu’il y a dilatation du temps. Il est facile de retrouver ce résultat a I’aide de
la transformation spéciale de Lorentz. Considérons une horloge (ou une particule) qui émet
des signaux & intervalles de temps réguliers At’, mesurés dans son référentiel propre R'.
Dans ce référentiel, ’horloge est immobile et donc Az’ = 0. Mais la transformation spéciale
de Lorentz, inversée (la matrice de passage s’obtient en remplagant ¢ par —%) donne :

Az’
et :

At = yAt

Cette conséquence surprenante de la relativité restreinte se vérifie expérimentalement. Une
particule susceptible de se désintégrer a une durée de vie moyenne déterminée dans son
référentiel propre par son horloge interne. Si sa durée de vie est trés courte, elle sera
néanmoins observable si sa vitesse est proche de ¢ car v sera tres grand devant 1 de méme
que le temps de son observation dans R avant sa désintégration. C’est dans les accélérateurs
de particules que 'on peut vérifier ce phénomene, ou comme 'ont fait Frish et Smith en
1963, en étudiant la désintégration des muons produit dans la haute atmosphere.

6.3.2 Longueur propre

Considérons une barre en mouvement par rapport a un référentiel galiléen R. A chaque
instant, définissons son référentiel propre R’ et placons I'axe Oz’ parallele & la barre. A
l'instant ¢ dans R, supposons comme nous ’avons toujours fait, que les axes Ox et Ox’
sont paralleles.
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La longueur propre d’une barre est la longueur de cette barre dans son référentiel propre.
Nous la notons Az’. Pour connaitre la longueur de la barre dans R, il suffit de déterminer
la distance Ax séparant les deux évenements correspondant aux extrémités de la barre au
méme instant, c’est a dire pour At = 0. Or la transformation spéciale de Lorentz nous
donne :

Az’ = v(Az — vAt)

D’on :
Ax' = yAz avec v =

Dans la direction du mouvement, la longueur mesurée dans R est plus petite que celle
mesurée dans R’. On dit qu'il y a contraction des longueurs. Mais dans une direction
perpendiculaire au mouvement, la longueur est la méme puisque Ay’ = Ay et Az =
Az

En conséquence, tout objet volumique subit une contraction. Par exemple, en électroma-
gnétisme, la densité volumique de charge dans le référentiel propre, s’écrit :

y_da __dg
dV'  dx'dy'dz’

Et dans le référentiel R :
dqg  dq vdq /

p= dv dxdydz - dx'dy'dz’' P

6.3.3 Exemples

Expérience de Michelson et Morley

Reprenons 'expérience précédente. Considérons le référentiel héliocentrique galiléen R et le
référentiel propre de I'interférometre de Michelson R', 1ié & la terre. Dans R/, les faisceaux
lumineux issus du miroir semi-réfléchissant en O, parcourent les distances OM10 et O MO
en un temps identique :

_w
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ot I’ est la longueur propre des deux bras de I'interférometre. Dans R, d’apres la dilatation
du temps, le temps mis par les faisceaux lumineux pour revenir en O, dans chacun des bras
est :

, 2l

t=t =tg =7t =~v—

c
L’ordre d’interférence est donc nul et il n’y a pas de décalage des franges. Mais attention,
la distance parcourue par les faisceaux dans chacun des bras n’est pas la méme car il y
a uniquement contraction de la longueur du bras parallele a la direction du déplacement
de la terre. Ainsi, la théorie de la relativité restreinte permet d’expliquer le résultat de

I’expérience de Michelson et Morley.

Expérience de pensée

La premiere expérience de pensée que nous avions abordée, a savoir la réflexion d’un signal
lumineux sur un miroir mobile, nous avait permis de mettre en évidence le phénomene
de dilatation du temps. Elle correspond a la réflexion du faisceau transverse dans l'ex-
périence de Michelson et Morley. Nous n’y reviendrons pas. La seconde expérience nous
avait fait entrevoir la non simultanéité de deux évenements dans un référentiel R, alors
qu’ils le sont dans un référentiel R’ que nous appelons maintenant référentiel propre, sans
pouvoir toutefois déterminer le décalage temporel dans R. Nous allons pouvoir calculer
maintenant, ce décalage, a ’aide de la transformation spéciale de Lorentz. Considérons les
deux évenements A’ et B’ de coordonnées dans R/, (t/y = 0,2y = —l') et (53 = 0,275 =),
correspondant & 1’émission simultanée des signaux lumineux. La transformation spéciale de
Lorentz permet d’écrire :

(4
tp =(th + )
D’ou :

l/
= P

Cc

ll

iy =



82 Legon de physique n° 6. Cinématique relativiste

On retrouve bien le fait que ¢4 soit antérieur & tp. La contraction des longueurs s’exprime
par la relation I’ = ~l. Finalement, le décalage est :

28~21

C

At =tp —ts =

Autres exemples

— Expérience de Frish et Smith

— Effet Doppler longitudinal et transversal
— Paradoxe des jumeaux

— Aberration des étoiles

6.4 Interprétation géométrique et quadrivecteurs

6.4.1 Interprétation géométrique et quadrivecteur ”position”

Considérons les coordonnées (ct, z,y, z) d'un événement M, dans un référentiel galiléen R,
comme les composantes OM;, i = 0,1, 2, 3, d'un quadrivecteur OM dans un espace vectoriel
a quatre dimensions. En notant x;,7 = 0,1, 2,3, ces composantes :

OM; = (zo = ct,z1 = x,70 =y, ¥3 = 2)

Puisque x,y, z sont les composantes du vecteur OM = r dans l'espace ordinaire a trois
dimensions, nous écrirons également :

OM = (ct,T)

On appelle parfois OM, le quadrivecteur position, bien que quadrivecteur éveénement soit
plus adapté.

Il est possible de munir ’espace vectoriel a quatre dimensions, d’une forme quadratique
non définie positive, qui a tout quadrivecteur OM associe le scalaire :

2 2 2 2 2

S :xo_xl_xg_x4

C’est sa pseudo-norme. Elle est égale a :
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2

s =22 — 22

22
et est donc invariante relativiste. La métrique est pseudo-euclidienne de signature (+, —, —, —)
et 'espace correspondant s’appelle 'espace de Minkowski.

Rq : Si nous avions défini l'intervalle entre O et M par s> = x2 + 42+ 22 — c*t2, la signature

de la métrique aurait été (—, +, +, +). Ce choix est purement conventionnel.

Signalons enfin que le produit scalaire entre deux quadrivecteurs OM et O P de composantes
x; et y; est :

OM - OP = z;y; = Toyo — T1Y1 — T2Y2 — T3Y3

En toute rigueur, le terme produit scalaire n’est pas exacte puisque la forme quadratique
n’est pas définie positive. Il est facile de se convaincre, en utilisant la transformation spéciale
de Lorentz, que c’est un invariant relativiste.

6.4.2 Quadrivecteur vitesse

Définissons maintenant le quadrivecteur vitesse V' d’une particule en mouvement & une
vitesse arbitraire v, par rapport a un référentiel galiléen R. A un instant ¢ dans R, il
existe un référentiel propre R’ ol la particule est au repos. La vitesse de la particule est le
déplacement élémentaire de I’événement M associé a la particule, pendant le temps propre
dt’. Le quadrivecteur vitesse s’écrit alors :

dOM
v dt’
Mais dans R, dt = ~vdt’, donc
dOM
V=
Tar

En utilisant la notation OM = (ct, T), le quadrivecteur vitesse V' s’écrit :

V= ’7(67 "7)

Et ses composantes :

Vi= (UO = YC, V1 = YUz, V2 = YUy, V3 = ’sz)
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La pseudo-norme de V est :

2
V2 :*V:L‘/; :’}/2(62—'02) :’}/262 <1_> :(32

Elle est invariante relativiste.

Enfin, vérifions que les composantes du quadrivecteur vitesse se transforment conformément
a la transformation spéciale de Lorentz, lors d’un changement de référentiel galiléen. Notons
u, la vitesse d’un référentiel galiléen R’, par rapport a un autre référentiel galiléen R. La
vitesse de la particule dans R est v et dans R’, v'. Nous avons :

fYIC Yu _/87U 00 e
v | [ Bw W 00 Yz
Yoy 0 0 10 YUy
yvl, 0 0 01 YU,
on B=ulc, = ———,7= ——— ety = —~—.
Vi-sl s Vim
On déduit :
Y =l - 45)
U:/v = quu (v — )
!/ v
vy, = 77’1
vl = =
D’ou
U:/E - lv_a';vqi
! 17%22
Uy = 'Uy 1 uv?z

en accord avec ce que nous avions obtenu précédemment.
Conclusion :

La relativité restreinte a émergé suite a I’étude de 1’électromagnétisme par Maxwell et de
I'incompatibilité de l'invariance de la vitesse de la lumiére dans le vide avec la transfor-
mation de Galilée. Cette théorie s’est révélée parfaitement adaptée a I’étude de 'électro-
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magnétisme, puis de toutes les autres lois fondamentales de la nature, a I’exception de la
gravitation. En effet, il n’est pas possible d’appliquer la relativité restreinte a la gravita-
tion de Newton. Pour remédier a cela, Einstein proposa en 1915, la théorie de la relativité
générale, dans laquelle la géométrie de I'espace-temps n’est plus pseudo-euclidienne mais
variable suivant le champ de gravitation existant dans cet espace.
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Dynamique relativiste

Bibliographie

o Mécanique 1 et 2, Faroult, Renault, Dunod

e Physique théorique : Théorie des champs, Landau, Mir

e Relativté restreinte et structure atomique de la matiere, Grossetéte, Ellipses

Introduction :

Nous commencerons par poser les bases de la dynamique relativiste en nous appuyant
sur les résultats obtenus en cinématique relativiste, préalable indispensable a 1’étude des
collisions.

Nous appliquerons les lois de conservation a I’étude des chocs élastiques et inélastiques des
particules élémentaires et noyaux atomiques. Nous verrons enfin quelles sont les modifica-
tions apportées par la relativité restreinte par rapport au traitement classique.

7.1 Dynamique relativiste

7.1.1 Quadrivecteur énergie impulsion

En cinématique relativiste, nous savons que le quadrivecteur vitesse d’une particule en
mouvement a la vitesse v par rapport a un référentiel galiléen R est :

87
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Si m est la masse de la particule (dans R pour le moment), le quadrivecteur énergie im-
pulsion P est défini par :

P =mV =m~y(c, )

Lorsque la vitesse de la particule est faible devant ¢, nous pouvons développer v a 'ordre
le plus bas en v/c et il vient :

2
v

p— 1 —

7 + 2c2

Le quadrivecteur énergie impulsion s’écrit alors :

Cc

1 1
P = ((mc2 + §m7)2), m17>

La premiere composante de P est un terme d’énergie divisé par c. En plus de 'énergie
cinétique de la particule, %mv2, il apparait une énergie au repos, mc’. Les trois autres
composantes de P sont celles de 'impulsion de la particule, dans I’espace ordinaire a trois
dimensions.

C’est pourquoi nous postulons dans le cas général (v pouvant étre proche de c¢) :

E
P = <aﬁ>
C

ou E est 'énergie relativiste de la particule dans R et p sa quantité de mouvement re-
lativiste. Ceci est simplement une interprétation de I’expression du quadrivecteur énergie
impulsion, dont nous comprenons au passage la dénomination. Les expressions de E et p
sont :

E = ymc?
p=ymuv

L’expression de I’énergie relativiste E peut se mettre sous la forme :

E =mc* + (v — 1)mc?
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L’énergie cinétique relativiste de la particule est alors définie de fagon naturelle par :

E.= (y—1)mc?

Voyons maintenant quelles sont les expressions de 1’énergie E’ et de I'impulsion p’ de la
particule dans son référentiel propre R’ défini & I'instant ¢ dans R. Nous supposons que les
axes Ox et Oz’ de R et R’ sont paralleéles. Par définition d’un quadrivecteur les composantes
de P se transforment suivant la transformation spéciale de Lorentz :

E'/c v =By 0 0 E/c
Ve | _| =By v 00 Pz
z =
Dy 0 0 1 0 Dy
plz 0 0 01 Pz

D’ou :

E. = ~(E—ovp,)

Py = Y(pe—vE)
Py = Dy
p; = Pz

2 2.4
E/=7<E—UE> =T e = w2

Finalement :

— -
E' = mdc® et p =0

Ce résultat était évident & partir des expressions générales de E’ et p lorsque R est le
référentiel propre et v =0.

La pseudo-norme du quadrivecteur énergie impulsion est :
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E m2ct
PQZBpjzg_p2:702 —’Ym21}2

La masse m de la particule ainsi que son énergie propre E’ ou énergie de masse ne dépendent
pas du référentiel d’étude. Ce sont des invariants relativistes.

2

On donne la masse d’une particule en unité d’énergie divisée par ¢* ou en unité de masse

atomique. Pour le proton, le neutron et 1’électron.

my my, Me
En MeV/c? | 938,28 939,57 0,5110
En u 1,007276 u | 1,008665 u | 0,54858.10~° u

L’expression de la pseudo-norme du quadrivecteur énergie impulsion permet d’écrire la
relation fondamentale de la dynamique :

E® = m2ct + p2c2

que l'on représente graphiquement par un triangle rectangle.

Pour un systeme isolé de N particules il est possible de définir le quadrivecteur énergie
impulsion de I’ensemble des particules par :

P= (iZEZ;?>

a condition qu’il n’existe aucune interaction entre ces particules. Dans le cas contraire,
I’énergie F; et 'impulsion p; de la particule ¢ ne seraient pas des constantes. Il faudrait
alors sommer les énergies et les impulsions a un instant donné dans un référentiel galiléen
R. Mais dans un autre référentiel galiléen R, du fait de la non simultanéité des éveénements,
les sommes ne seraient pas identiques.

7.1.2 Quadrivecteur force

Définissons le quadrivecteur force de la particule de masse m, dans un référentiel galiléen
R par :

ap
F=m2
™
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ol dP est la variation élémentaire du quadrivecteur énergie impulsion pendant le temps
propre dt’ mesuré dans le référentiel propre de la particule. Le phénomeéne de dilatation du
temps permet d’écrire :

dP

avec
ol t est le temps mesuré dans R. On en déduit :
1dE dp
F= - =
7<cﬂ’ﬁ>

Supposons que la vitesse v de la particule, dans R, soit faible devant ¢. A 'ordre le plus
bas en v/c :

_ U2 B U2 9
F=1+ 555 et £ = 1'+'§E§ mc

puis :
dE _ dv
at ~dt”

On voit que la dérivée de I’énergie par rapport au temps correspond a un terme de puissance.
Les trois autres composantes de F' sont celles de la force f multipliée par dans I'espace
ordinaire a trois dimensions.

Dans le cadre général de la mécanique relativiste (v pouvant étre proche de ¢), nous pos-
tulons que dans un référentiel galiléen R :

e

avec

f:7t et f’U:E

Si la particule est isolée, f = 0 entraine la conservation du quadrivecteur énergie impulsion
P. Pour un systeme de N particules isolées :
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N N N
ZEi:cte et Zﬁ;:cte
i=1 i=1

7.1.3 Le photon, particule de masse nulle

L’expérience d’Einstein sur 'effet photoélectrique a permis de montrer que le rayonnement
monochromatique de fréquence v est quantifié. Les particules élémentaires associées a cette
quantification du champ électromagnétique sont les photons. Par ailleurs, d’apres les lois de
Maxwell, les ondes électromagnétiques se déplacent dans le vide a la vitesse de la lumiere c.
Ainsi, les photons ont une vitesse v = ¢ dans le vide. Dans ces conditions v est infiniment
grand et les composantes du quadrivecteur énergie impulsion du photon ne restent finies
que si sa masse est nulle. La relation fondamentale de la dynamique s’écrit alors :

E =pc

Mais I’énergie E et 'impulsionp restent indéterminés par cette approche. Ce sont les travaux
de Planck puis d’Einstein qui ont permis de définir I’énergie d’un photon par :

E=hv
ol v est la fréquence du rayonnement électromagnétique et h = 6,62.1073* J.s la constante
de Planck.

De ces deux dernieres expressions de ’énergie on déduit la relation de De Broglie traduisant
la dualité onde-corpuscule :

_h

P=X

ou A = ¢/v est la longueur d’onde du rayonnement. Cette relation établie pour le photon
se généralise a toutes autres particules de masse non nulle.

Une autre fagon d’écrire 1’énergie et 'impulsion du photon est :

E="hw et j=hk

ou h = % est la constante de Planck réduite, w = 27 la pulsation et k le vecteur d’onde

de module 27 /\. Le quadrivecteur énergie impulsion se note :
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Sa pseudo-norme est :

en accord avec le fait que la masse du photon est nulle.

7.1.4 Le référentiel du centre de masse

Considérons un systeme isolé de N particules indépendantes, en mouvement dans un réfé-
rentiel galiléen R. Dans ce cas il est possible de définir la somme des énergies et la somme
des impulsions des différentes particules dans R :

et donc le quadrivecteur énergie impulsion du systeme.

Le référentiel du centre de masse de ce systéme est le référentiel R’ en translation par
rapport a R, dans lequel I'impulsion du systéeme est nulle :

i

N
iy
=1

Le quadrivecteur énergie impulsion du systeme dans R* s’écrit alors :
E* 4
o (0)
c

N
E*=) E;
i=1

est I’énergie du systeme dans R.
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Rq : Le terme "centre de masse” peut préter & confusion car des particules comme le photon
n’ont pas de masse. Il est donc impossible de définir comme en mécanique classique, la
position du centre de masse. Cette position sera définie par :

N .
= Qi1 BT
= N
Zi:l E;
La transformation de Lorentz permet de passer de P a P’. Appelons u la vitesse de R’ par
rapport & R (parallele a son axe Ox). Si p n’a qu’une composante suivant cet axe Oz, ce
qui se produit effectivement dans les accélérateurs de particules, alors :

E*/C Yu ~BuYu 0 0 E/C
0 _ —BuYu Tu 00 Yz
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
avec .
1
Yu =
1-%

On déduit la vitesse de R* par rapport a R :

2

qui est constante car F et p sont constants puisque le systeme est isolé. Le référentiel du
centre de masse est donc galiléen.

On obtient également I’expression de ’énergie du systéme dans R* :
Pz
Yu

La valeur de cette énergie est inférieure a celle que ’on mesure dans R. On peut aussi écrire
directement la pseudo-norme du quadrivecteur énergie impulsion du systeme :

E* E
FTar

On voit que I’énergie du systeme est minimum dans le référentiel du centre de masse.
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Ceci a une application dans la collision de particules. Pour fournir le minimum d’énergie
dans le référentiel du laboratoire R a deux particules entrant en collision, il faut s’arranger
pour que R et R* coincident. Ceci est possible en utilisant des anneaux collisionneurs dont
le principe est indiqué sur la figure. Dans ce cas les particules ont des vitesses opposées, et
sip=4=0alors E = E*

collision

7.2 Chocs élastiques

7.2.1 Définitions et propriétés générales

Définition : Un choc entre particules est élastique si la nature et le nombre des particules
avant la collision, sont conservés apres la collision.

Considérons un systeme de N particules entrant en collision et supposons qu’avant et apres
la collision, les particules soient indépendantes les unes des autres. Elles suivent donc des
trajectoires rectilignes a des vitesses uniformes. Pendant le choc, il y a interaction entre
les particules et en toute rigueur il n’est pas possible de calculer la somme des énergies
et des impulsions de ces particules. Nous allons alors supposer que la durée du choc est
trés courte, et que méme si le quadrivecteur énergie impulsion n’est pas défini pendant ce
temps, il se conserve avant et apres le choc. Cela se traduit, dans un référentiel galiléen R,
par :

P — pap

ou FE¢; est 'énergie cinétique de la particule 7. Nous en déduisons la conservation de I’énergie
cinétique et de la quantité de mouvement du systeme :

N N
> E@=> B
=1 =1
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oo

p;

M=

P

=1 7

Il
—

Rq : Tres souvent, il est commode d’écrire la conservation du quadrivecteur énergie impul-
sion avant et apres le choc, dans le référentiel du centre de masse R* :

P*(w — P*ap

car 'impulsion du systéeme y est nulle.

7.2.2 Effet Compton

Nous voulons étudier la collision d’un photon de grande énergie et d’un électron immobile
de masse m dans un référentiel galiléen R.

av
P

X
o> —> -0 —>
m

n

Dans 'expérience originale de Compton en 1922, les photons sont émis par un tube a rayons
X, avec une longueur d’onde A = 0,71 A correspondant a la raie K, du molybdene. Ils
possedent donc une énergie E = hc/A =17,5 keV. Ils entrent en collision avec les électrons de
la couche externe des atomes d’une cible en graphite. Ceux-ci sont faiblement liés (quelques
électrons-volt) et donc considérés comme libres. Compton détecta deux longueurs d’onde.
La premiere, \, correspondant au rayonnement incident, et la deuxiéme, )\, supérieure &
A, dépendant de 'angle 6 d’observation.

Déterminons )\ en fonction de I’angle de diffusion 6 du photon apres le choc.

Avant le choc dans R

Si nn est un vecteur unitaire porté par la direction du photon incident, et v la fréquence
de ce rayonnement, le quadrivecteur énergie impulsion du photon est :

Picw = (El 7@) - <}wahyﬁ)
C C C

et celui de 1’électron :
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Apres le choc dans R

_>
On note n’ le vecteur unitaire porté par la direction du photon diffusé sous ’angle 6 et v/
la fréquence associée a son rayonnement. Le quadrivecteur énergie impulsion de ce photon
est :

“ E? — hv' hv' -
() (2

Cc C

et celui de I’électron :
Py’ = (CQ Dy >

La conservation du quadrivecteur énergie impulsion du systéeme, avant et apres le choc,
permet d’écrire :

= ey
Eélp — Efv—i-Eéw—E(llp

Soit
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5;? = hwit — '/
EsP = h(v—V)+mc?

ap2 4

Et puisque E5? = p%2c? + m2c?, on obtient :

—

[h(v — V) + mc?| = h*(vii — v/n/) +m?ct

Mais A = ¢/v. Apres simplification il vient :

h
N — A= —(1-cosb)
me
La longueur h/me = 0,024 A s’appelle la longueur d’onde Compton de I’électron. Le résultat
du calcul en accord avec l'expérience, confirme que le photon posséde une quantité de
mouvement de module hv/c.

Pour cette expérience, Compton obtint le prix Nobel en 1927.

7.2.3 Choc élastique de deux particules identiques, ’'une en mouvement,
Pautre immobile

Considérons deux particules identiques de masse m, I’'une en mouvement, ’autre au repos,
entrant en collision. On note R le référentiel du laboratoire et R’ le référentiel du centre
de masse. Nous voulons connaitre dans R, la quantité de mouvement des deux particules
apres le choc, soit quatre composantes scalaires dans le plan formé par les directions des
deux particules.

m m

La particule en mouvement possede une énergie E*Y. Le module de son impulsion p®’ est
donné par la relation :
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ptlzcc — /Eiw _ m204

et sa direction est celle de 'axe Ox. La particule immobile se trouve a 'origine O du repére

Ozy lié a R. Son énergie est £’ son impulsion systeme. Le quadrivecteur énergie impulsion
3 Ly

s’écrit :

Avant le choc dans R*

A Taide de la transformation de Lorentz, nous avons obtenu 'expression de 1’énergie du
systeme dans R* :

av av

1
avec 7= —= et B:CEpclw

E*G,'U —

On en déduit :

g VE®? —m2ct ot 7= | B¢ 4 mc?
E% 4+ mc? 2mc?

puis :

E*av: \/QmCQ(Eiw—i-mCQ)

L’impulsion du systéeme étant nulle dans R* son quadrivecteur énergie impulsion s’écrit :

prav _ (E*‘w’p—mj> _ <\/2m62(Ef” + mc?) 6)
c

)
C

Apres le choc dans R*
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La conservation du quadrivecteur énergie impulsion avant et apres le choc, P**" = P*
permet d’écrire :

)

Cc

pr (E*“p W) _ <\/ch2(]5§“’+ch)’6>
c

La conservation de 'impulsion fournit deux équations scalaires et la conservation de 1’éner-
gie une troisieme équation :

A7+ =0

E{"? + By = \/chz(Ei“’ + mc?)

Mais nous avons déja noté que le probleme comporte quatre 2 inconnues. Donnons-nous
alors un parametre supplémentaire; 'angle d’éjection de la particule 1, dans R* . Nous
I’appelons ¢'.

b _ b

Puisque p,”” = —p;"", 'angle d’éjection de la particule 2 est 6 — 7

L’égalité p;®” = p5™ implique :

*ap2 *ap2 2 4 xap2 2 2 4 *ap2
E{"P% = pl"P" + m*c* = py" e + moct = B3P

et donc :

2 Eav 2
e = = [P )
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En utilisant la relation p;*c = \/EfapQ — m2ct il vient :

ap \/ch(E{“’ — mc?)
B 2

*ap
P =
Les composantes du quadrivecteur énergie impulsion de chaque particule s’écrivent :

E*ap
, 017 cos 0%, p1™" sin 0%, O>

(pi), = (2

Fxap
(Pz*ap)z. = (26 —psP cos 6%, —p*P sin 6%, O)

Apres le choc dans R*

Pour obtenir les quadrivecteurs énergie impulsion des particules dans le référentiel du la-
boratoire, il suffit d’utiliser la transformation de Lorentz inverse, donnant les composantes
de P{? et Py¥ en fonction de celles de P et P;"P. Pour la premiére particule cette
transformation s’écrit :

E$° + mc? N B¢ — mc?
2 2

U 1+ cos 6*
P = (P17 + G BL) = g VB - mict

2 av 2
*ap \/mc (EY —mc?)
v

EY? = ~y(E{"" +upyy’) = cos 6*

p1

*xap

plz Py, =0

Le module de I'impulsion de la particule 1 est donné par la relation fondamentale de la
dynamique :

2 2
pif = 1\/<Ef” —; mer L Er g me cos&’) — m2ct
c

et sa direction, par I'angle d’éjection #; mesuré dans R et tel que :
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tand, — Zﬁ _ sin 6* 2mc?
! PP 1+ cosf*\ B¢V + mc?

Pour la particule 2, le raisonnement est le méme. On obtient :

c 2 2

tan 6 — pﬁ _ — sin 6* 2mc?
2 por 1 —cos0*\| B¢V + mc?

L’angle d’éjection entre les deux particules est ¢ = 61 — 5. A ’aide de la relation :

2 2
Py’ = 1\/(E(1w me”  Eff —me cos0’> —m2ct

et :

tan 6 — tan 6
tan p = tan(f; — 63) = 1 + tan 6, tan 6y

il vient apres calcul :

24/2mc2(E% + mc?)
(E$Y — mc?) sin 0

tanp =

En relativité restreinte 0 < ¢ < /2 alors que, a la limite classique v < ¢, E{¥ = me? et
p=m/2.
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7.3 Chocs inélastiques

7.3.1 Définition et propriétés générales

Définition : Un choc entre particules est inélastique si la nature ou le nombre des particules
avant la collision n’est pas conservé apres la collision.

Considérons un systeme isolé de IV particules de masse mi, 1 < ¢ < N, pouvant entrer en
collision. Apres le choc, nous aurons un systeme de @ particules (avec a priori Q # N) de
masse m;, 1 < j < Q. Si ces particules sont indépendantes les unes des autres, nous pouvons
définir la somme des énergies et la somme des impulsions des particules, puis le quadrivec-
teur énergie impulsion du systeme avant et apres le choc, dans un référentiel galiléen R. Le
systeme étant isolé, ce quadrivecteur se conserve et nous pouvons écrire :

P(Z’U :Pap
D’ou
N Q Yo &=
> (mic? + EE) =Y (myc + Ee) et Y opit =Y 0
i j i J

L’énergie cinétique du systeme n’est plus conservée puisque :

Q

N
E miCQ%E ijQ
i

J

Appelons "défaut de masse” la quantité :

N Q
A=Y m= Y m,
i J

et la variation d’énergie cinétique :

N Q
AE,. = E Eg}; - E :Eg};
( J

La loi de conservation de I’énergie relativiste s’écrit alors :
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AEq = Amc?

C’est la formule tres célebre qu’Einstein découvrit en 1905. Elle traduit ’équivalence entre
la masse et I’énergie. Dans une réaction (collision ou désintégration), si la masse totale
des particules formées augmente, 1’énergie cinétique totale de ces particules diminue, et
inversement. Il y a conversion de ’énergie de masse en énergie cinétique.

7.3.2 Energie de seuil

L’énergie minimum des particules émises apres une collision, est la somme des énergies de
masse de chacune de ces particules. L’énergie cinétique du systeme est alors nulle, ainsi que
son impulsion. De ce fait, le référentiel d’étude est le référentiel du centre de masse.

Définition : L’énergie de seuil, de production de @) particules lors d’une collision inélas-
tique, est ’énergie cinétique minimum des N particules incidentes, permettant de créer des
particules au repos dans leur référentiel du centre de masse.

Calculons I’énergie cinétique minimum que doit posséder une particule de masse mj entrant
en collision avec une particule immobile de masse mo, pour former () particules de masse
m; . Pour cela écrivons 'invariance de la pseudo-norme du quadrivecteur énergie impulsion
du systéme dans R et R, avant le choc :

Pav2 — P*av2

Dans R*, il y a conservation de ce quadrivecteur avant et apres le choc, donc également
conservation de sa pseudo-norme :

P*an — P*apQ
D’ou :

Pcw2 — P*ap2
relation qui s’écrit aussi :

Ean o pav202 — E*apZ

avec .
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E® = E{" 4 mc?

av2 2 av2 2

p*ect = piic :Ef”’z—mlc4

Q
E*ap — Z ijQ
J
En notant E{" = (E&)min + mic?

2
(E? ijQ) — (m1c? + m3c?)?

2mac?

Applications
-Simg+mg > Z;Vm]

Il n’y a pas d’énergie de seuil. La réaction est toujours possible. Les particules émises
possederont une énergie cinétique dans R*. C’est le cas de la réaction proton-antiproton de
méme masse, 938,3 MeV /c? , donnant naissance & un méson 7~ et son antiparticule 7* de
méme masse, égale a 139,6 MeV /c?

p+p_%7r_+7r+

- Si m1+Tn2<Z§ij

Il y a une énergie de seuil. C’est le cas de la réaction entre deux protons, I'un accéléré et
I’autre immobile, permettant de créer une paire proton-antiproton suivant :

p+tp—p+tpt+tp+Dp

Toutes les particules ont la méme masse 938,3 MeV /c?. L’énergie de seuil ou énergie ciné-
tique minimum du proton incident est :

(E%)min = 6mc? = 5,63 GeV

L’énergie minimum totale du systeme avant la collision dans R est donc :
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(B min = 8mc? = 7,51 GeV

On peut calculer sa valeur dans le référentiel du centre de masse R’ en utilisant les relations
déja rencontrées :

i E{* +mc?

On obtient v =2 et :

(E1aV)min = 4me? = 3,75 GeV

Dans les anneaux collisionneurs, il suffira d’apporter a chaque proton 1’énergie cinétique
mc?, soit au total Eg = 2mc?. Cette valeur reste inférieure & 6mc?, énergie cinétique qu’il
faut donner a un proton lorsque 'autre est fixe.

Si ’on veut obtenir des particules prévues par les théories, dévoilant la structure profonde
de la matiere, ’énergie de seuil des réactions mises en jeu devient considérable. Actuel-
lement, la recherche du boson de Higgs dont la masse est estimée & environ 150 GeV/c?
est de toute premiere importance, car cette particule (du nom de son inventeur) serait
a lorigine de la masse des constituants de la matiere. Elle a été entre apercu au L.E.P.
(Large Electron-Positon collider) de Geneéve en I’an 2000, pour une énergie de collision de
200 GeV dans R*. Mais les données n’ont pas permis une interprétation statistique claire
en faveur de son existence. Il faudra donc attendre la transformation du L.E.P. en L.H.C.
(Large Hadron Collider) vers 2008 pour peut-étre mettre en évidence expérimentalement
cette particule.

7.3.3 Désintégration d’une particule instable

Considérons une particule instable de masse m, immobile dans le référentiel du laboratoire
R. Elle peut se désintégrer spontanément et donner naissance a () particules de masse
mj, dont le référentiel du centre de masse R’ s’identifie avec le référentiel du laboratoire
R. Avant et apres la désintégration, il y a conservation du quadrivecteur énergie impul-
sion :

P — pop
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Q
et = B
J

Q
i=3
J

Si toutes les particules formées sont au repos dans R :

m:Emj

J

La réaction est donc énergétiquement possible si :

Q Q
m}ij ou AmzZr@—méO
J J

Dans le cas particulier ot la désintégration d’une particule au repos dans R, donne naissance
a deux autres particules, calculons leur énergie relativiste dans R. La conservation du
quadrivecteur énergie impulsion s’écrit :

me? = E* + E5P

0= pfF + 3

La deuxie¢me relation donne pi? = p3?, et la relation fondamentale de la dynamique :

2 2
EiLP — ptllp 02 + m%c‘l

ESP? = piP%c? 4 m3e!

Par soustraction :
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et en divisant par me? = E? + E5P il vient :

2 2
mic™ — macC
B por = T T

m
Finalement :

2 2 2
ap _ m°+mi—m3 9
E" = —=1—2¢

2 2 2
m ms—m
EgP = MmaTmy 2

2m

La diminution de la masse du systéeme |Am| = m—mj —msy libére I’énergie cinétique :

2

|Am|c2 =mc® —mic? — moc? = E? + Eg¥ — mic? — moc? = Egpl + Eg’;

Applications

La désintégration du méson K+ de masse 493,7 MeV /c?en méson 7+ et ¥ de masse 139,6
MeV/c? :

Kt = at4q°

ou en méson m~ et 7" de masse 139,6 MeV/c? :

Kt sat+n +7"

La désintégration du neutron (m, =939,6 MeV/c?), en proton (m, =938,3 MeV/c?),
électron m, = 0,5110 MeV/c?) et antineutrino électronique de masse considérée comme
nulle :

n—+pt+te +10,

7.3.4 Etude des noyaux

Jusqu’a présent, nous avons étudié des systemes constitués de particules indépendantes, ce
qui nous a permis de définir un quadrivecteur énergie impulsion.

Considérons maintenant un systéme de particules en interaction. Nous pouvons définir la
somme des énergies et la somme des impulsions des particules puis le quadrivecteur éner-
gie impulsion du systeme s’il y a simultanéité des évenements dans différents référentiels
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galiléens. Ceci est possible lorsque le systéme est concentré en un point de I'espace. Pra-
tiquement, ces systemes sont des atomes, des noyaux atomiques ou méme des particules
tel que le proton constitué de trois quarks, tous confinés dans un tres petit volume d’es-
pace.

Le quadrivecteur d’un tel systeme, constitué de N particules de masse m; en interaction,
s
s’écrit :

Fav — av 1 N — N —
P = ( Pt > avec E™ =Y Ef"+ iz:E}’,?c et p* =) pf
ou E7 est I’énergie potentielle d’interaction entre la particule i et la particule k. La masse
M du systeme est définie par la relation :

MC2 = /B2 _ anQCQ

Si dans une réaction, les N particules de ce systeme lié se libérent et donnent naissance
a () particules indépendantes de masse m, la somme des énergies de masse de toutes les
particules apres la réaction est :

Q Q
S =3B
i i

La masse M du systeme lié n’est pas égale a priori, a la somme des masses des particules
apres la réaction. Cela dépend de ’énergie potentielle d’interaction et de I’énergie cinétique
des particules. Deux cas se présentent suivant que le défaut de masse :

Q Q
ij62 — Z \/ Eav2 _ panCQ
J

J
est positif ou négatif.

Pour aller plus loin, concentrons-nous sur ’étude du noyau atomique. Rappelons que ’'on
note éX un noyau formé de Z protons, A nucléons et N = A— Z neutrons. Il est également
appelé nucléide. La cohésion des nucléons est assurée par l'interaction forte attractive. Le
rayon du noyau est de 'ordre du fermi(1 f,, =1071% m).
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Noyaux stables

Un noyau est stable si :
Am >0

On note m,, la masse du proton, m,, la masse du neutron et M la masse du noyau.

Am = (A—-Z)my,+ Zm, — M

L’énergie minimum nécessaire a briser le noyau en ses différentes particules est I’énergie de
liaison :
E; = Amdc?

Elle ne donne pas d’énergie cinétique aux particules indépendantes ainsi libérées. On définit
également I’énergie moyenne de liaison par nucléon :

Ey
B=—
A
B (MeV /nucléon)
A
sore
16 Znd——
C o
8 8/ \\
4He zggu T
6
1 oLi
4
2
H
0 50 100 150 200 250 A

La courbe d’Aston représente B en fonction de A pour tous les noyaux. Le noyau ggFe est
le plus stable pour une énergie de liaison par nucléon de 8,8 MeV.

Applications

Il est alors possible d’obtenir de I’énergie a partir de réactions nucléaires formant des
produits plus stables que les réactifs utilisés. L’énergie produite correspond a la perte de
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masse entre les nucléides produits et les nucléides réagissants initialement. D’apres la courbe
d’Aston, deux types de réactions sont possibles : la fission et la fusion nucléaire.

Les réactions de fission nucléaire

Un neutron est capté par un noyau lourd pour former un noyau instable. Celui-ci se scinde
et donne des noyaux plus légers et plus stables.

Par exemple, un noyau d’Uranium peut capter un neutron et produire du Strontium et du
Xénon :

2 1 4 14 1
9§5U +0 n _>838 Sr +540 Xe =+ 201]

L’énergie de liaison par nucléon de I’'Uranium est de 7,7 MeV. Si celles des produits formés
sont proches du maximum, 8,8MeV, alors ’énergie libérée est égale a la différence, environ
1MeV nucléon. Et au total pour 235 nucléons, la réaction fournit environ 235 MeV. Un
calcul plus précis tenant compte de I’énergie de liaison exacte des nucléides formés (ou de
fagon équivalente, de leur masse) montre que cette réaction libere 187 MeV. Cette énergie
est considérable. A titre de comparaison, 1 g d’Uranium dégage une énergie équivalente a
la combustion de 1,8 t de pétrole. D’autres réactions sont possibles. Si les produits sont de
I'Tode et de I'Yttrium :

U +in =301 458 Y 4 3in

ou du Lanthane et du Brome :

§§5U —i-(l) n —>é§8 La —|—§§ Br + 3(1)n

C’est ce type de réaction qui est mis en ceuvre dans les centrales nucléaires et les bombes
atomiques. Malheureusement, les produits de fission sont radioactifs et polluent.

Les réactions de fusion nucléaire

Deux éléments légers fusionnent pour donner un élément plus lourd et plus stable. Par
exemple, la fusion du deutérium et du tritium produit de I'hélium et un neutron :

H4+3H —»4 He+{n

L’énergie a fournir est environ de 2 MeV pour scinder %H en ses particules et de 9 MeV
pour 3H, donc au total 11 MeV. L’énergie produite par la formation de 3He & partir de
ses particules élémentaires est de 28 MeV. La réaction libere la différence d’énergie, soit 17
MeV.
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Citons d’autres exemples :

‘H+3H -3 H+1H

H+2H -3 He+{n

Ce sont des réactions thermonucléaires qui se produisent a l'intérieur des étoiles. Elles sont
aussi a l'origine de la bombe H. Mais actuellement, on ne sait pas les controler.

Noyaux instables

Un noyau est instable si

Am <0

Dans ce cas, le noyau se désintegre spontanément et libere une énergie :

E = |Am)|c?

qui correspond a l’énergie cinétique des produits de fission et a I’énergie rayonnée ; c’est la
radioactivité.

Applications

Il existe trois types de radioactivité «, 8 et 7, correspondant & ’émission de particules «
(noyau de 3He), de particules a (électrons e~ pour la radioactivité 5~ et positons et pour
la radioactivité 3) et de rayonnement v accompagnant les deux précédentes.

Prenons 'exemple de la désintégration du Plutonium par radioactivité « :

Py 28 U 44 He

Cette situation est analogue a la désintégration d’une particule traitée avant, les noyaux
remplacent les particules. Les relations que nous avons obtenues permettent de calculer
I’énergie cinétique des noyaux d’Uranium et d’Hélium. On identifie les masses atomiques a
celles des noyaux, car la masse d’un électron est faible devant celle d’un nucléon, et avec
les masses des noyaux :
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Mp, = 222,6771 GeV /c?
My = 218,9434 GeV /c?
Mp. = 4,0026 GeV /c?
les énergies relativistes des noyaux d’Uranium et d’Hélium sont :

Ey = Mp, + M + _M%’%Q = 218, 9435 GeV
2MPu 7

M2 + M2 + —M?
_ Moy Mige Ue? = 13,7336 GeV
2MPu

EHe

On en déduit les énergies cinétiques :

E.y = Ey — Myc® = 0,0888 MeV

Ectie = Efe — Mpec® = 5,2206 MeV
Elles sont tres inférieures aux énergies de masse. L’approximation classique aurait donc

suffit pour le calcul. Le noyau d’Hélium plus léger que le noyau d’Uranium est bien sur
éjecté avec une vitesse plus grande. La somme de ces énergies est :

E. + Eepre = 5,3094 MeV

Elle devrait correspondre a la perte de masse :

|Am| = Mp, — My — Mye = 5,3095 MeV /c?

En réalité, I’énergie cinétique de la particule « est plus faible car I’'Uranium est créé dans un
état excité. Il revient & un niveau stable en émettant un rayonnement v d’un ou plusieurs
photons. La réaction s’écrit :

S0P 3 U+ e+

Conclusion

La conservation du quadrivecteur énergie impulsion exprime la conservation de 1’énergie et
la conservation de I'impulsion. L’énergie relativiste comprend un terme de masse, un terme
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cinétique et éventuellement un terme d’intéraction potentielle pour un systeme lié. Sa
conservation au cours d’une collision ou d’une réaction permet la création ou 'annihilation
de particules massiques. La variation de I’énergie de masse est compensée par la variation
d’énergie cinétique et potentielle du systeme. C’est 1’équivalence masse-énergie, dont on
peut tirer profit dans les centrales nucléaires. Mais ces lois de conservation ne sont pas les
seules. Il en existe d’autres telles que la conservation de la charge ou du nombre leptonique
L = +1 attribué aux leptons (fermions légers e~ et ™).
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Prérequis :

— Cinématique des fluides
— Dynamique des fluides parfaits

Introduction :

D’apres leur structure tous les fluides sont visqueux. Le modele du fluide parfait ne peut
donc décrire de fagon satisfaisante que certains types d’écoulements bien particuliers. En
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fait, il ne fait pas de différence entre ’huile et ’eau, alors que ces deux fluides ne s’écoulent
pas de la méme maniere dans un tuyau. Nous allons donc introduire la notion de viscosité,
avec toutes ses conséquences, puis étudier la caractérisation des écoulements visqueux avec
notamment 'introduction du nombre de Reynolds.

8.1 Notion de viscosité

8.1.1 Fluides newtoniens

Expérience de Couette

Fil de torsion

Fluide visqueux

Considérons un fluide enfermé entre deux cylindres, 'un mobile, 'autre fixé via un fil de
torsion. On constate que lorsque la cavité cylindrique extérieure est mise en rotation a
la vitesse angulaire w, le cylindre intérieur tourne d’un angle « par rapport a sa position
d’équilibre.

Analysons en détail le phénomene :

La torsion du fil conduit a I'existence d’un couple dont les forces de pression ne peuvent
pas étre responsables. On est donc obligé d’admettre I’existence d’efforts tangentiels.

On observe que les particules de fluide adherent aux parois. Il existe donc un gradient de
vitesse au sein de 1’écoulement.
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Pour les fluides simples, I’angle o augmente proportionnellement & w. Les efforts tangentiels
augmentent donc proportionnellement au gradient de vitesse.

Interprétation :

— A
——
— ;
<
- Tﬁi
-—
- —

o
-

L’expérience montre que, lors de ’écoulement d’un fluide, la pression ne suffit pas a expli-
quer les phénomenes et qu’il convient d’introduire des forces tangentielles qui s’opposent au
mouvement du fluide. Ces forces, de type frottement, dues aux interactions entre molécules
du fluide, sont appelées forces de viscosité. La contrainte (force par unité de surface) i
qu’exerce une couche de fluide supérieure sur un élément de surface d’une couche de fluide

inférieure, s’écrit :

dF

_>
Ezanﬁ—i-att avec 0O, = —p

?1—>2 =

Fluide newtonien

Entre deux couches successives de fluide en écoulement unidimensionnel a la vitesse 7,
il existe des contraintes tangentielles a ’écoulement qui accélerent la couche la plus lente
et ralentissent la couche la plus rapide. Par définition d’un fluide newtonien, les forces
visqueuses sont proportionnelles & la différence de vitesse c¢’est-a-dire au gradient de vi-
tesse.

Définition :

ov .
Ut:n% =ny

ou % désigne le gradient de vitesse dans la direction normale & la surface. De maniere
générale, la contrainte visqueuse varie comme la vitesse de cisaillement 4. La constante
de proportionnalité n est caractéristique du fluide et désigne la viscosité dynamique du

fluide.
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8.1.2 Mesure de viscosité

L’analyse dimensionnelle de la relation donne

o = = Py

Ainsi, la viscosité est homogene & une pression X temps. On 'exprime indifféremment
en pascal.seconde (Pa.s) ou en poiseuille (P¢) en hommage & Jean-Louis Marie Poiseuille
(1797-1869) fut éleve de I'Ecole Polytechnique avant d’étudier la médecine. Les recherches
de Poiseuille ont porté principalement sur 'hémodynamique, ¢’est-a-dire I’étude de la cir-
culation sanguine et lui ont permis de dégager une loi sur I’écoulement des fluides visqueux
dans des tubes capillaires. Le viscosimetre est ’appareil de mesure de la viscosité. Différents
types de viscosimetre existent suivant le type de fluide utilisé. Pour les liquides, on utilise
essentiellement le viscosimetre de Couette ou le viscosimetre & tube capillaire.

Ordres de grandeur

Pour les liquides, la viscosité varie fortement avec la température (elle diminue lorsque la
température augmente). Pour des liquides purs, elle suit une loi du type
-~ /T

Quant aux gaz, leur viscosité est plus difficile & mesurer Sa détermination peut se faire a
I’aide d’une :

— mesure de vitesse (viscosimetre & bille roulante, viscosimetre & tube capillaire)

— mesure de fréquence de résonance d’une onde de cisaillement (viscosimetre a cristal
piézo-électrique de torsion) car beaucoup plus faible que celle des liquides. Elle
dépend peu de la pression et augmente légerement avec la température (a peu pres

comme /T ).

8.1.3 Fluides non newtoniens

Le comportement newtonien (o = n7) s’observe :

— dans tous les gaz;
— dans les liquides simples constitués de petites molécules (I’eau par exemple)
— dans les solutions contenant des ions ou molécules a symétrie sphérique.

Cependant la rhéologie Etude du comportement des fluides en écoulement montre qu’il
existe des fluides pour lesquels la relation entre contrainte tangentielle et cisaillement est
plus complexe.
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Eau 1,0

Mercure 1,5

Huile d’olive 840
Glycérine pure 1500

ST

Vapeur d'eau (20°C) 9,7
Air sec (20°C) 18,2

He (25°C) 19,9

Nj (25°C) 17,7

Comportement non linéaire

100v0.““......... S —

10.04

o

(2]

a
$i0grmsnnsme
01 el nd L L
001 010 | 100 1000  100.00 1000.00 10000.00

¥ [17s]
Certains fluides vérifient la relation
ot = (7)Y

ou 7(¥) représente une viscosité apparente. Lorsque 7(5) diminue avec 7, le fluide coule
d’autant plus facilement qu’il est cisaillé. On parle alors de fluide rhéofluidifiant (sang,
polymere fondu, etc.). Le comportement inverse est désigné par le terme rhéoépaississant
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(amidon+eau). Il existe également des liquides, comme les peintures, qui ne coulent que si
la contrainte dépasse un valeur seuil.

Comportement visco-élastique

Tout fluide se caractérise par un temps de relaxation viscoélastique 7v.. Lorsque un fluide
est soumis a une contrainte, on distingue trois types de comportement en fonction du temps
d’observation t.

— 81 t < Tye le fluide adopte un comportement élastique (déformation proportionnelle
a la contrainte),

— 81t > Ty le fluide adopte un comportement visqueux (vitesse de cisaillement pro-
portionnelle a la contrainte o = n7y).

— Si t >~ Tye, le comportement est alors plus complexe; il est dit visco-élastique,

C’est pourquoi, du point de vue mécanique, la distinction entre un solide et un liquide
est artificielle. Ce que l'on appelle communément un liquide est un fluide viscoélastique
de petit temps de relaxation (7, = 1 ns pour l'eau) et ce que 'on appelle un solide peut
étre vu comme un fluide viscoélastique de grand temps de relaxation (7. = 10% ans pour
le manteau de la crotte terrestre). 7, dépend fortement de la température ce qui confere
a certains systémes un comportement fluide ou solide suivant la température (bitume par

exemple).

eau (20°C) | ns

verre a vitre (400°C) 32 ans

verre 3 vitre (20°C)  10%® — 107 s
hitume (-5°C) 10 s

bitume (40°C) 1 ms

Un exemple de fluide viscoélastique est la pate de silicone connue sous le nom de silly-putty.
Une boule de silly-putty rebondit sur le sol comme une balle élastique (aux temps courts)
mais s’étale comme un fluide visqueux (aux temps longs) si on la pose sur une surface
horizontale.
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8.2 Dynamique d’un écoulement visqueux

Lorsque le fluide est newtonien et incompressible, les équations de Newton appliquées a
chaque particule de fluide prennent la forme des équations de Navier-Stokes

8.2.1 Bilan des forces

Plagons nous dans un référentiel galiléen et effectuons un bilan des forces sur une par-
ticule de fluide située en M a linstant ¢, de masse dm = p(M,t)d7. En plus des forces
de pression et des forces extérieures volumiques, il faut ajouter la résultante des forces

dF = (7v,ext - ?p) dr + dF,

L’expression de d?n est en général assez compliquée mais elle se simplifie dans le cas des
fluides newtoniens et incompressibles.

visqueuses :

Cas d’un écoulement parallele unidimensionnel

Calculons la résultante des forces visqueuses dans le cas particulier simple d’un écoulement
suivant (Ox) avec un gradient de vitesse suivant (Oy) :

7 = v(y)u
" ot
N I——)ﬂrw - dy)
< _T
—
- r'i'_flun!._,l'fl 4
— i

On remarque ici que divt = 0. L’écoulement est donc bien incompressible. Dans ce cas,
la résultante des forces visqueuses s’exercant sur une particule de fluide, s’écrit :

dv 2

— d’U —
dF, =7 e (y +dy) — & (y)| dedzuy =n 7 dr

On voit apparaitre une force volumique qui s’exprime comme le laplacien de la vitesse. Cette
formule obtenue dans un cas particulier se généralise aux écoulements incompressibles des
fluides newtoniens.
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On admettra que pour un fluide newtonien incompressible, la résultante des forces vis-
queuses s’écrit -
dF;, = nAY dr

ou A est 'opérateur laplacien.

8.2.2 Equation de Navier-Stokes

D’apres la seconde loi de Newton appliquée a une particule de fluide, on a :

DV
NdTﬁ - —?p dr + ?v,exth + (_ﬂ?—:, avec Eﬁ?—; = nA7 dr

En divisant par d7, on obtient I’équation de Navier-Stokes.
Equation de Navier-Stokes :

Pour un fluide incompressible newtonien, la dynamique de I’écoulement vérifie ’équa-
tion

% aa? + (7 : ?)7] = _ep + 7v,ext + UA?

Il s’agit donc d’une équation aux dérivées partielles du second ordre et non linéaire. Cette
équation recelle encore quelques mysteres qui résistent a la sagacité de nos meilleurs ma-
thématiciens puisque ’existence et 'unicité d’une solution de ’équation de Navier-Stokes
est I'un des 7 problemes du millénaire mis & prix 1 000 000 dollars par 'Institut Clay

Conditions aux limites

L’équation de Navier-Stokes étant une équation du second ordre, sa résolution introduit
deux constantes d’intégration pour la pression p et pour la vitesse 7. On les détermine en
appliquant les conditions aux limites suivantes :

— continuité de la vitesse a la traversée d’une interface
— continuité de la contrainte normale et donc de la pression
— continuité de la contrainte tangentielle.

8.2.3 Le nombre de Reynolds

La complexité provient essentiellement de la présence, dans 1’équation de Navier-Stokes,
d’un terme non linéaire le terme convectifet d’un terme du second ordre le terme de visco-
sité. Dans de nombreux cas, on peut négliger I'un des deux termes devant 'autre. On définit
alors un facteur sans dimension, qui estime I'importance du terme convectif devant le terme
de viscosité. On peut estimer 'ordre de grandeur du terme convectif et du terme visqueux
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a partir de I’échelle caractéristique D du probleme, de la vitesse moyenne d’écoulement v,
de la masse volumique p du fluide et de sa viscosité p.

v? v
b2 9 = o T
D’on le nombre sans dimension appelé nombre de Reynolds

R terme convectif  pvD
e = =
terme visqueux n

Ecoulement atmosphérique Re = 10

Ecoulement sanguin dans |"aorte Re = 10*
Ecoulement sanguin dans les capillaires Re =~ 1072
Domaine de |'aéronautique Re = 10’

Domaine de la microfluidique Re= 107" —1

Ce nombre joue un role tres important en mécanique des fluides car il permet de distinguer
deux types d’écoulement.

L’écoulement a petit nombre de Reynolds Re < 1 : L’écoulement est laminaire et es-
sentiellement gouverné par la viscosité. Le terme d’inertie est négligeable et 1’équation de

Navier-Stokes devient e

NW = _ep + 7V,6Xt + HA7
équation qui a le bon gout d’étre linéaire. Si I’écoulement est permanent, on obtient le
régime de Stokes.

L’écoulement a grand nombre de Reynolds Re > 1 : On montre dans ce cas que les effets
visqueux sont concentrés sur les bords, dans une fine couche appelée couche limite, et dans
le sillage des obstacles. Hors de ces zones, le terme visqueux est négligeable et I’on retrouve

I’équation d’Euler =
1% [aﬁt + (7 : €> 7:| = _ep + 7v,ext
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Ecoulement turbulent

La viscosité stabilise et régularise les écoulements de fagon générale. Ainsi, quand le nombre
de Reynolds augmente le régime laminaire devient instable voire turbulent. La transition
entre le régime laminaire et turbulent se produit dans une certaine gamme de valeur du
nombre de Reynolds qui dépend du probleme. On peut retenir qu’en général, lorsque R >
10%, I’écoulement devient turbulent, c’est-a-dire que la vitesse en un point M varie dans
le temps de fagon erratique. Dans ce cas, le probléme étant analytiquement insoluble, on
utilise souvent des lois phénoménologiques associées & une analyse dimensionnelle.

Exercice :

Quel est 'ordre de grandeur du nombre de Reynolds associé a 1’écoulement autour d’une
balle de tennis allant & la vitesse v = 100 km.h~! dans l’air ?

Le diameétre d’une balle de tennis est de 'ordre de 7 cm, la masse volumique de l'air de
l'ordre de 1 kg.m™ et sa viscosité de I'ordre de 2.107° de sorte que

~ mwD _1x100/3,6 x 0,07

~ 105
n 2.10—5 =10

Re

L’écoulement est turbulent.

8.2.4 Exemple : Loi de Poiseuille

M 3m)

On s’intéresse a I’écoulement d’un fluide visqueux dans un long tube cylindrique de rayon
R et de longueur L > R. Le tube est horizontal (orienté suivant Oz) et 1’écoulement est
assuré grace a l'existence d’une différence de pression Ap entre I'entrée du tube et la sortie
du tube.

Hypotheses de travail

0 —
— L’écoulement est permanent donc — = 0.

ot

— L’écoulement est incompressible, par conséquent dive’ = 0.
— Le nombre de Reynolds est suffisamment petit pour supposer un régime d’écoule-
ment laminaire. En pratique, on considere que c’est le cas, quand R ~ 2000.
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— L’écoulement est parallele & Oz et invariant par rotation autour de I’axe Oz, d’ou
U =v(r,2) U,

Enfin, on néglige la pesanteur car ugR < Ap.
Calcul du champ de vitesse

Commencgons par écrire ’équation de continuité :

. O(rv;)  O(vg)  Ov., Ov,
dive = ror r00 0z 0= 0z

La vitesse ne dépend pas de z. Calculons 'accélération :

(M, t) = 88? + vzivz(r)u_; -0

L’accélération est nulle. En effet, les lignes de champ sont des droites horizontales et se
confondent avec la trajectoire des particules (régime stationnaire). Or si la vitesse ne dépend
pas de z cela signifie que les particules de fluide se déplacent avec une vitesse constante en
direction et en intensité. L’accélération est donc nulle. On peut aussi ajouter que chaque
particule de fluide est soumise a deux forces qui se compensent : les forces de pression et
les forces de viscosité. Sans force de pression, c’est-a-dire sans différence de pression il ne
peut pas avoir d’écoulement stationnaire.

L’équation de Navier-Stokes se réduit donc a 1’équation de Stokes : ?p = nA?. Projetons
cette relation dans la base cylindrique :

dp

— =0

or

Op dp 1d, dv
“Zo_ ) @ _ 222
rdf = dz rdr(Tdr)
o 1d ([ d

0z nrdr rdr

Ainsi, la pression ne dépend que de z. Le terme de gauche de la derniére équation ne dépend
donc que de z alors que celui de droite ne dépend que de r. Cette équation apparemment
paradoxale se résout si les deux termes sont constants.

ou Ap = p; — po est la différence de pression entre 'entrée et la sortie.

En intégrant deux fois on obtient

A
v(r) = —47]—][)/7“2 +Cilnr 4+ Cy
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ou (' et (s sont deux constantes d’intégration. La vitesse doit étre définie en » = 0 ce qui
implique C7 = 0. Enfin, les conditions aux limites imposent v(R) = 0 d’ou

Ap

_ 2 2
_477L(R %)

v(r)

Le profil des vitesses est parabolique.

Calcul du débit volumique
Le débit volumique est le flux du vecteur vitesse a travers une section de la canalisa-
tion : " ,
R*Ap
= 7d§:/ o(r) 2 dr = 2P
o= [f o) o1
Ainsi, la différence de pression est directement reliée au débit volumique par la formule

Formule de Poiseuille

8.2.5 Trainée et portance

Si 'on met de coté la poussée d’Archimede, la force que ressent un solide plongé dans
un écoulement stationnaire tridimensionnelle est nulle si le fluide n’est pas visqueux. En
revanche, I’écoulement visqueux autour d’un obstacle solide produit une force qui présente
deux composantes : la composante dans le sens de I’écoulement est appelée force de trainée,
la composante perpendiculaire est la force de portance.

Formule de Stokes

Stokes s’est intéressé a la force de trainée qu'un écoulement visqueux produit autour d’une
sphere. Il s’est placé dans le cas ou ’écoulement est gouverné par la viscosité c’est-a-dire
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pour les petits nombres de Reynolds. La résolution compléte est assez longue et nous allons
nous contenter de la solution sans chercher a la justifier. Stokes obtient qu’une sphere
de rayon r, immobile, soumise a un écoulement permanent incompressible et visqueux,
ressent une force de trainée ?t proportionnelle a la vitesse d’écoulement et a la taille de la
sphere

Loi de Stokes :
F, = 6mnr v

ot Uog représente la vitesse de I’écoulement par rapport a la sphere et loin de la sphere.

Vitesse de sédimentation

La physique des suspensions (particules solides mélangées a un liquide) et des émulsions
(gouttelettes liquides dispersées dans un autre liquide non miscible) utilise la loi de Stokes
car le nombre de Reynolds est assez petit. Lorsqu’on laisse reposer un liquide contenant de
petites particules solides (comme par exemple un mélange eau-argile), les particules vont
décanter c’est-a-dire sédimenter au fond du récipient avec une vitesse qui dépend de leur
dimension caractéristique. Le temps de décantation donne alors un renseignement sur la
taille des grains. En effet, les grains tombent & une vitesse constante pour laquelle le poids
apparent (poids moins la poussée d’Archimede) compense la force de trainée :

4 3
GWWM=§W%m—mM

2 2
Vsed = — (s — )7
sed 9 (Ms Ml )
Cette force de trainée est liée d’une part a un champ de pression plus important en avant
de la bille et d’autre part aux forces visqueuses.

Si l'on étudie la chute d’une bille sphérique dans un fluide visqueux au repos (loin de la
bille), il faut écrire

? = 7677777“7
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ol représente la vitesse de la bille dans le référentiel du laboratoire. Cette loi est vérifiée
avec une précision meilleure que 1 % pour R ~ 0,3. Cette contrainte reste cependant
assez forte. En effet, pour une bille de 1 cm de diametre tombant dans ’air cela impose
v~ 0,5mm.s~! ce qui signifie que la loi du frottement linéaire n’est pas valable (sauf au
tout début) dans ce cas. En revanche, si la chute s’effectue dans un liquide visqueux tel le
glycérol (grosso modo mille fois plus dense que 'air et un million de fois plus visqueux), la
contrainte devient v ~ 0,5m.s~!. Dans ce cas, la loi de Stokes peut étre utilisée si la bille
n’est pas trop pesante.

Coefficients aérodynamiques

o4 F
11811 011 I
—
Ve = —
F
—

La force qu’exerce un fluide en écoulement autour d’un obstacle peut se décomposer en
deux composantes.

Une composante parallele a @ : c’est la tralnée ?t
. . =
Une composante perpendiculaire : c’est la portance Fj,.

Ces deux forces s’expriment comme le prévoit la formule. On définit alors deux coefficients
de frottement, le C, et le C.,.

Coefficient de trainée

La formule peut se réécrire :

1
F, = 5/“70205 Cz(Re)

ou S représente une surface caractéristique, en générale, la surface frontale projetée. On
constate expérimentalement que le C, est quasi constant en régime turbulent (Re grand)
ce qui correspond aux situations courantes de ’aéronautisme, le nautisme, le cyclisme etc.
La trainée peut se décomposer en trois termes :

— la trainée visqueuse qui est liée aux frottements du fluide sur 'obstacle

— la trainée de pression qui est liée a lexistence d’une dépression dans le sillage de
I’'obstacle quand la couche limite se décolle

— la trainée induite par la portance.
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La force de trainée que subit un véhicule (en I’air ou au sol) étant opposée a sa vitesse, elle
dissipe de I’énergie. La puissance dissipée s’écrit :

1
P = —SuSCy’

ou v est la vitesse du véhicule. La puissance dissipée est une fonction cubique de la vitesse,
elle ne devient donc importante qu’a haute vitesse grosso modo, en dessous de 60 km.h ™"
pour une voiture, les frottements de roulement I’emportent sur le frottement aérodyna-
mique. Pour minimiser la consommation a grande vitesse, le concepteur aura intérét a agir
sur le produit SC,. Le tableau ci-dessous donne quelques exemples.

Coefficient de portance

Lorsque que 'obstacle solide présente trois axes équivalents il ne peut pas exister de por-
tance. C’est le cas de la sphere et du cube. Dans le cas contraire, la portance fait intervenir
le coefficient de portance C, qui dépend de la forme du solide et de ’écoulement :

1
F,= §,uvo205 C.(Re)

Par exemple, une aile d’avion présente un coefficient de portance qui dépend

de l'angle d’attaque «. Lorsque cet angle augmente, la portance augmente jusqu'a un
angle amax pour lequel la portance est maximum. Une fois cet angle dépassé, la portance
s’effondre, c’est le décrochage.

du profil de Iaile, notamment de sa cambrure. Une aile symétrique d’angle d’attaque nul (la
corde est parallele a Vg ) ne présente pas de portance. Notez que les hélices d’un hélicoptere
sont symétriques : leur portance est liée a leur inclinaison.

Pour un avion en vol, on cherche & avoir une faible trainée (pour consommer moins de

carburant) et un maximum de portance c¢’est-a-dire un rapport % maximum. Ce rapport,
x

appelé finesse de laile, est maximum pour un certain angle.
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Introduction :

Nous commencerons par définir ce qu’est un écoulement parfait. Dans cette hypothese,
nous appliquerons le principe fondamental de la dynamique a un élément de fluide et
nous établirons ’équation d’Euler qui régit localement le mouvement du fluide. Pour un
écoulement stationnaire et un écoulement irrotationnel, 'intégration de 1’équation d’Euler
nous donnera la relation de Bernoulli, traduisant ’aspect énergétique de 1’écoulement. En
application, nous étudierons l'effet Venturi et donnerons quelques exemples simples de sa
manifestation dans diverses situations puis nous traiterons le probleme de la vidange d’un
réservoir et établirons ainsi la formule de Torricelli.
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9.1 Ecoulement d’un fluide parfait

9.1.1 Forces de contact

Considérons un élément de fluide a l'intérieur d’'un fluide quelconque. Les particules mi-
croscopiques extérieures a 1’élément de fluide, exercent sur celui-ci des forces de contact.
Notons dF la force élémentaire qui s’exerce sur la surface dS de 1’élément de fluide. Dans
le cas général, cette force possede une composante normale a dS que I'on notera dFy et
une composante tangentielle dFT.dS Ainsi dF = dﬁN + dﬁT

| dS

dFy

4s M.r»

La composante normale dF v est la force élémentaire de pression. Si la pression du fluide en
M est P(M,t), cette force s’écrit : dFy = —P(M, t)-dS. Elle est dirigée vers 'intérieur de
I’élément de fluide. On peut montrer que le travail total des forces de pression a 'intérieur
du fluide est nul. Ces forces ne génerent donc pas de dissipation d’énergie.

La composante tangentielle dFy est la force élémentaire de viscosité, également appelée
force de cisaillement. Elle est caractéristique des fluides réels visqueux au sens courant du
terme. Si les particules microscopiques extérieures a I’élément de fluide ont une vitesse supé-
rieure aux particules microscopiques a 'intérieur de ’élément de fluide, elles vont entrainer
les particules microscopiques a I'intérieur de ’élément de fluide dans leur mouvement. Cette
force modélise donc un transfert de quantité de mouvement. Dans I’étude de la statique des
fluides visqueux, les seules forces de pression suffisent. A l'intérieur du fluide, ces forces de
cisaillement s’opposent aux déformations des éléments de fluide. A la surface de 1’élément
de fluide que nous avons considéré, la force de cisaillement s’oppose au déplacement de
cet élément de fluide par rapport au reste du fluide. Par conséquent, le travail des forces
de viscosité dans le fluide est négatif. Il y a dissipation de I’énergie. C’est pourquoi ces
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forces sont parfois appelées forces de frottement. Il existe également des forces de tension
superficielles a l'interface entre deux fluides différents. Proche d’une surface ou il n’y a
plus isotropie de I'espace, les particules sont attirées vers 'intérieur du fluide par les autres
particules, ce qui tend ainsi & réduire la surface au minimum. Si 'on veut augmenter une
surface S de dS, il faut exercer une force qui s’oppose a la force de tension superficielle et
dont le travail est 6WW = AdS, ou A est le coefficient de tension superficielle caractéristique
des deux fluides en contact. Dans toute la suite, nous négligerons cette force, méme s’il est
impératif d’en tenir compte pour les systemes de petites dimensions.

9.1.2 Ecoulement parfait ; validité

L’écoulement d’un fluide est parfait si les forces de viscosité sont nulles

Les forces de contact se réduisent aux forces de pression et il n’y a pas de déperdition
d’énergie dans le fluide en mouvement. Cette situation est bien sur un cas limite de I’écou-
lement réel. Au contact d’un solide, méme un fluide de tres faible viscosité a une vitesse
nulle. L’écoulement n’est pas rigoureusement parfait car il existe des forces de frottements
entre le fluide et le solide.

Ay

1

|

> A

— 5 couche

| limite

i > M

™ X
____________ . [

—

i—»

;_,7 5 couche

N limite

Considérons deux plaques paralleles entre lesquelles s’écoule un fluide réel en régime perma-
nent. Loin des parois intérieures, la vitesse du fluide ne dépend pas des variables d’espace.
Par contre, proche des parois, cette vitesse diminue et s’annule sur les parois comme I’in-
dique la figure représentant le profil des vitesses. On définit ainsi deux zones :

— La zone centrale ou ¥ = ve, avec v constant. Dans cette zone, le profil des vitesses
d’un fluide parfait serait le méme que celui du fluide réel considéré.

— La zone périphérique ot v = v(y)€, que l'on appelle la couche limite. I.’épaisseur §
de cette couche limite est variable et dépend de la vitesse du fluide mais aussi de sa
viscosité, de sa masse volumique et des dimensions caractéristiques de la conduite.
Dans cette zone, le profil des vitesses d’un fluide parfait serait différent. La vitesse
du fluide parfait sur les parois serait non nulle et tangente aux plaques.
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L’écoulement d’un fluide peut donc étre considéré comme parfait dans la zone centrale, en
dehors de la couche limite.

9.2 Equation d’Euler et Théoreme de Bernoulli

9.2.1 Equation d’Euler

Un élément de fluide de volume d7 et de masse dm est soumis a deux types de forces :

Les forces volumiques qui s’appliquent a toutes les particules de I’élément de fluide :

dF = fodr

ou ﬁ, est la représentation volumique de ces forces. En notant p = dm/dr la masse volu-
mique du fluide, on peut également écrire :

dF =

/ = frndm
1

avec fm, la représentation massique de ces forces. Ainsi, pour les forces de pesanteur;
Jo=nget fm=4g.

z
; —P[><,y,z+d?2]dxdyeZ
Ve
: — el -/;’- ----- - ——
| //
; P{x,y,z—d—;]dxdyez
? y
e e e >
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Les forces de contact qui se réduisent aux forces de pression dans le cas d’un écoulement
parfait. Déterminons la résultante dFp des forces qui s’exercent sur un élément de fluide
parallélépipédique de coté dx, dy, dz.

La composante de dFp suivant I’axe Oz, s’écrit :

d d P
dF,, = P(z,y,z — ?Z)dxdy — P(z,y,z + ;)dxdy = —%dmdydz

De méme, suivant les directions Ox et Oy :
oP
dFp, = ——dxzdydz
Ox

or

AFpy = =%,

dxdydz

Finalement :

dFp — —gradPdr

Les équivalents volumiques et massiques des forces de pression sont :

- —
[Py = —gradP
e
> grad P
me = -
i

Appliquons le principe fondamental de la dynamique, ou théoréme de la résultante ciné-
tique, a I’élément de fluide de volume dr et de masse dm. On obtient 1’équation d’Eu-
ler :

D
dm. = dF +dF p

ou D¥/Dt est la dérivée particulaire de la vitesse de ’élément de fluide, avec :

DT 07 o ——v?
th):£+(5.graa)6:8—:+grad%+ﬁﬁAﬁ

L’équation d’Euler s’écrit :
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7 S P
(7: + (U grad)v = f, — grzz
ou encore :
—
o —vr grad P

a—l—grad?%—mtv/\v:fm—

Les grandeurs inconnues sont la vitesse ¢(M,t), la pression P(M,t) et la masse volu-
mique pu(M,t), soit cing inconnues scalaires. La résolution du probléme nécessite donc cing
équations scalaires. Trois de ces relations scalaires sont données par 1’équation vectorielle
d’Euler, une par la relation traduisant la conservation de la masse et la derniere par une
équation d’état. Mais ’équation d’état introduit une grandeur inconnue supplémentaire ; la
température T'(M,t). Une sixieme relation scalaire est donc nécessaire. Elle est donnée par
la loi de I’écoulement thermodynamique, par exemple isotherme, incompressible ou encore
adiabatique.

9.2.2 Relations de Bernoulli

Dans de nombreux cas, les forces massiques f,,, dérivent d’une énergie potentielle massique
epm, et donc f,, = —grade,,,. Pour les forces de pesanteur, e, = gz.

Ecoulement stationnaire

Lorsque ’écoulement est stationnaire :

v -
5—0

—
Multiplions scalairement 1’équation d’Euler par le déplacement élémentaire dOM = vdt le
long d’une ligne de courant afin de faire disparaitre le terme rotv’ A ¢ dans la deuxiéme
expression de cette équation. Il vient :

2

— . P-dOM
grad <“2+epm) . dO + 4L dOM
7

et
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v? dP
d(2+epm:,u,> =0

Apres intégration, le long d’une ligne de courant, on obtient la relation de Bernoulli :

2

v dP
— +epm + / — = constante
2 p

Faisons deux hypotheses sur le fluide :

— Le fluide est barotrope : u = u(P). Dans ce cas, la primitive de dP/u(P) ne dépend
que de P. On la note ¢(P). La relation de Bernoulli, valable le long d’une ligne de
courant s’écrit :

02

5 + epm + @(P) = constante

— Le fluide est incompressible et homogene : ¢= cte et ¢ = P/u. Toujours le long
d’une ligne de courant, la relation de Bernoulli s’écrit :

’U2

P
— + epm + — = constante
2 pm n

Rq : Sil’on note H I’enthalpie du fluide, U son énergie interne, P sa pression, V' son volume
et m sa masse :

dH =VdP +TdS
La variation infinitésimale d’enthalpie massique h est :

dh:KdeL@
m m

Et donc pour un écoulement isentropique : dh = %

La relation de Bernoulli s’écrit :

2

v
> + €pm + h = constante
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Ecoulement irrotationnel

p . . —7 . = . . .
Dans un écoulement irrotationnel, rot' = 0 . Il existe alors une fonction scalaire ¢ telle que
v = grad¢. L’équation d’Euler s’écrit :

—(>i d¢p n v? n n grad P 0
rad | — + — + epm =
& ot 2 P 1

Reprenons les deux hypotheses du paragraphe précédent :

Le fluide est barotrope : u = u(P) et p(P) = [ 15) ud“ Puisque ¢ ne dépend que de la
pression P :

grad f’

u(P)

— Op —
= — P =
grade 9P grad

L’équation d’Euler prend la forme suivante :

o 2
grad <(")€f — +epm + go(P)) =0

Par intégration, on obtient la relation de Bernoulli valable dans tout le fluide :

g(f + — + epm + p(P) = constante(t)

Le fluide est incompressible et homogene : u= cte et ¢ = P/u. la relation de Bernoulli
valable dans tout le fluide, s’écrit :

99

+ L + L2 tante(t)
e — = constante
ot ey

Dans les deux cas, si I’écoulement est en plus stationnaire : %: 0.

Interprétation

Nous venons de voir que dans le cas le plus simple, c’est a dire pour un écoulement station-
naire et irrotationnel d’un fluide incompressible homogene, la relation de Bernoulli, valable
dans tout le fluide, s’écrit :
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90 % e+ D tant
- —_ (& — = constante
ot = 2 ey

Cette relation traduit la conservation de I’énergie mécanique dans un écoulement par-
fait.

2 7’ . . ORI . .
— % est I'énergie cinétique massique du fluide.
— % est I’énergie potentielle massique associée aux forces massiques de pression fp,, =
—
—grad(P/p).
— epm est I'énergie potentielle massique associée aux autres forces que les forces de

pression f,,, = —gradeyn,.

La relation de Bernoulli s’écrit également :

2

5 + pepm + P = constante

7

— u% homogene a une pression s’appelle la pression dynamique.
— pepm + P est la pression statique.

La somme de ces deux pressions est la pression totale. La relation de Bernoulli exprime le
fait que cette pression soit constante.

9.3 Applications

La relation de Bernoulli, la plus simple, s’applique dans le cadre trés contraignant d’un
écoulement stationnaire, irrotationnel et incompressible. Voyons dans quelle mesure nous
pouvons 'appliquer & un fluide faiblement compressible, tel que Ay < . Le coefficient de
compressibilité isentropique du fluide s’écrit :

__lov_10p _14p
X= VOP pndP pAP

De Ap < p, on déduit xAP < 1 Appliquons La relation de Bernoulli % + epm + 5 = cte
entre deux points du fluide ; le premier ou la vitesse est minimum et la pression maximum
et le deuxieme ou la vitesse est maximum et la pression minimum. On suppose que ’énergie
potentielle massique e, ne varie pas entre ces deux points. On obtient :

2\ AP 2 i i
A U— = — avec A v = Umaz _ Vmin et AP = Pyaz — Prin
3 p 2 2 2
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Puisque YAP < 1, on a :

1)2
1

Or, la vitesse des ondes acoustiques dans les fluides est ¢ = N En supposant que v,in,=
0, on déduit la condition :

Umaz K C

Nous pourrons donc appliquer la relation de Bernoulli relative a un écoulement stationnaire
et irrotationnel, & un fluide compressible, tant que sa vitesse est tres inférieure a celle du
son dans ce fluide.

9.3.1 Effet Venturi

Principe de I’effet Venturi

convergent divergent

A
i pression totale
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Considérons un fluide homogene et incompressible en écoulement stationnaire et irrota-
tionnel dans un tube de Venturi, c’est a dire dans une conduite dont la section diminue
(convergent) puis augmente (divergent). Cette conduite & une symétrie de révolution au-
tour de 'axe Oy et nous supposons que la vitesse du fluide est uniforme dans une section
droite de la conduite. Dans ces conditions, la conservation du débit volumique le long d’un
tube de courant s’écrit entre les sections Sy et S5 :

S1v1 = Sav9

En appliquant la relation de Bernoulli entre S7 et Sa, avec ey, = gz, on a :

Mais le long de 'axe Oy, z1 = 2z

D’ou :

et

2 2

KUy ST

P, = P, Inhd S _ M1
2 1+ 5 ( 522>

Comme S7 > Sy, P; > P et v1 < ve. Dans les régions de faible section, le fluide s’écoule
plus vite et sa pression est plus faible que dans les régions de grande section : c’est I'effet
Venturi.

La figure montre ’évolution de la pression statique, réduite a P pour z = 0, et de la pression

2
. H’l]
dynamique 5.

Expériences

Feuilles de papier

Prenons une feuille de papier format A4 en la tenant par ses extrémités et soufflons hori-
zontalement au-dessus de cette feuille. La vitesse de 'air étant plus rapide au-dessus de la
feuille qu’en dessous, il se crée une dépression qui souleve la feuille.
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air
j— feuille

table

Le méme phénomene se produit sur les ailes d’avion. Ces ailes étant inclinées, ’air qui y
circule au-dessus va plus vite que l'air qui passe en dessous. Il y a donc une dépression au-
dessus des ailes et une surpression en dessous. Ces deux effets indissociables s’additionnent
pour maintenir ’avion en air.

Les voitures de course utilisent cet effet pour rester plaquer au sol. L’air qui passe sous la
voiture traverse une faible section. Sa vitesse y est plus grande qu’au-dessus de la voiture
et la pression plus faible. C’est I'effet de sol.

Balle de ping-pong

Soufflons dans un entonnoir et plagons une balle de ping-pong sous cet entonnoir comme
Iindique la figure. Entre I'’entonnoir et la balle, la vitesse de 'air est importante car la
section est faible. Il se crée une dépression qui aspire la balle dans I’entonnoir.

air

entonnoir

balle

En utilisant un séche-cheveux, il est possible de maintenir en 'air, une balle de ping-pong.
Le seche-cheveux crée un déplacement d’air plus important d’un coté de la balle que de
l'autre, et donc une pression plus faible du co6té de l'air en mouvement. La balle est en
équilibre sous 'action de trois forces : son poids, la force de pression de 'air et la force due
a la dépression.

Autres exemples :
- La trompe a eau

- Le pulvérisateur.
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Mesure d’un débit avec un tube de Venturi

La vitesse du fluide & travers la section S; du tube de Venturi est :

Pour obtenir cette vitesse et le débit volumique du fluide D,, = Syv; il suffit de déterminer la
variation de pression P; — P,. Utilisons un tube en U rempli d’un fluide de masse volumique
1o, disposé comme l'indique la figure.

2y Zp Py P, y
Z. oL i -

i P'a

z'y i

2, : Py ¥

2", : P,
i Az

zh :P”1

Dans le tube en U, le fluide est en équilibre statique. Il n’y a pas de pression dynamique.
La relation de Bernoulli donne :

P?y — P = pg(2) — 2"1)
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et

P’y — Py = pg(zy — 2"9)

Par soustraction il vient :
Py Py (Pl P = pg 5~ 2 (71 — 7]
Or, dans le tube en U on peut aussi écrire :

Py — P} = pog(z"2 — 2"1) = pogAz
En reportant cette relation dans la précédente on obtient une premiere expression de Pj —
P

P{ — Py = (po — n)gAz — pg(2] — 23)

Dans le tube de Venturi, appliquons la relation de Bernoulli le long d’une ligne de courant.
Sur I'axe, puisque z; = 20 =0 :

Au bord du tube :

RV & S SR &

En supposant que v; = v} et vg = v4, la soustraction des deux derniéres équations permet
d’éliminer v; et vg et on obtient une deuxiéme expression de P{ — P :

P| = Py= P — Py — pg(z) — 25)
En combinant les deux expressions on déduit :

Py — Py = (o — p)gAz

Et le dédit volumique :
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5152 2(po — M)gAz

N T

D, = Siv1 =

9.3.2 Vidange d’un réservoir ; formule de Torricelli

Considérons un réservoir de section S, contenant un fluide homogene et incompressible.
Un tube de vidange de longueur L et de section s < S, raccordé sur le fond du réservoir,
permet d’évacuer le fluide.

l«—— section S

section s ——

Dans ce probleme, nous cherchons a déterminer la vitesse d’éjection du fluide vp au point
B.

Ecoulement laminaire

Supposons dans un premier temps que ’écoulement soit parfaitement stationnaire. Entre
les points A et B d’une ligne de courant, la relation de Bernoulli s’écrit :

2 2
) P v P,
—;+ng+—A=—B+ng+—B
% 2 p

Mais lorsque le fluide s’écoule, P4 = Pp et vg > vy car S > s et v4 = vg. Nous obtenons
ainsi la formule de Torricelli :

v = \/2gh
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Ecoulement en régime non stationnaire

A Tlinstant initial ¢ = 0, le fluide commence de s’écouler au point B. On cherche ici a
déterminer I’évolution de la vitesse d’éjection du fluide au cours du temps. Repartons de
I’équation d’Euler, avec

> -y
fm = —gradgz :

o ——— P —
— + grad ?—i—gz—i—— + rot A ¥
1

ot ©

—
Projetons cette équation sur le vecteur déplacement élémentaire dOM = vdt et intégrons
le long d’une ligne de courant entre les points A et B. On obtient :

2

B —
/ @-dO—J\Zf—i-grad U—+gz+£ ~dO—Z\>4 =0
A ot 2 1%

En tenant compte du fait que P4 = Pp et vg > va car S > s et v4S = vps, la relation
de Bernoulli s’écrit :

B 9~ 2
0 —
a4 Ot H

De plus, avec les hypotheses précédentes, nous pouvons considérer que l'accélération du
fluide dans le réservoir est négligeable par rapport a son accélération dans le tube de
vidange et que le module de la vitesse du fluide est uniforme dans tout le tube de vidange.
En notant v, la vitesse du fluide dans le tube et en particulier au point B :

v v?
L—+ — —gh=
dt 2
La vitesse v tend vers une limite v, = /2¢gh donnée par la stationnaire. Avec cette
notation :
dv ~ dt
v, —v2 2L

En remarquant que :

2dv 1 dv dv
e 4
V2 — 02 U \ Voo —V Voo + v

e}
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I'intégration de I’équation différentielle conduit, avec la condition initiale v(t = 0) = 0
a:

t
UB = U = U tanh (T)

avec T = 2L
Voo

9.3.3 Autres applications

— Le tube de Pitot simple et double.
— Le tube de Prandtl.

Conclusion :

L’écoulement parfait d’un fluide est décrit par I’équation locale d’Euler qui relie le champ
vectoriel des vitesses, les champs scalaires des pressions et des masses volumiques. La re-
lation de Bernoulli est la taduction énergétique de I’équation d’Euler. Pour un écoulement
stationnaire, elle s’applique le long d’une ligne de courant et pour un écoulement irrota-
tionnel, dans tout le fluide. Cette relation a été établie dans le cas d’'un fluide barotrope
et d’un fluide incompressible homogene, mais son expression la plus simple obtenue pour
un écoulement stationnaire et irrotationnel d’un fluide incompressible homogene peut étre
appliquée a un fluide compressible dans la mesure ou sa vitesse d’écoulement est tres infé-
rieure a la vitesse du son dans ce fluide. Ceci permet d’expliquer de nombreuses situations
ou le fluide considéré est Iair.
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Phénomenes interfaciaux impliquant
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Introduction :

De nombreuses expériences de la vie quotidienne ne peuvent pas trouver d’explication avec
les lois vues jusqu’ici. C’est en tenant compte des propriétés des interfaces que ’on peut les
justifier notamment grace au concept de tension superficielle. La capillarité est la science
qui s’intéresse a ces phénomenes et qui joue un role majeur dans de nombreux domaines
scientifiques (climat, chimie de formulation, industrie du verre etc.). On propose ici une
présentation classique de la capillarité; pour les aspects dynamiques et une vision plus
moderne de cette science.

149
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10.1 Energie de surface

10.1.1 Notion de tension de surface

Jusqu’ici nous avons considéré le fluide comme un milieu continu contraint par des condi-
tions aux limites que l'on a traité de fagon simpliste (continuité de la vitesse et des
contraintes pour un fluide visqueux). En réalité, pour décrire correctement la physique aux
interfaces il faut tenir compte des interactions moléculaires a courte portée qui s’exercent
de part et d’autre de l'interface. La théorie classique de la capillarité consiste a modéliser
une interface comme une surface mathématique auquel on associe une certaine élasticité
représentée par la propriété physique que nous appellerons tension superficielle

o]
<ol gaz Fo
YN
________ 'E,l'—\j.f;.'l_________ ———
0> interface _

Essayons de justifier cette notion par un modele simple (voire simpliste). Considérons un
liquide F7 en contact avec sa vapeur Fa. Au sein de chaque fluide les molécules subissent
des interactions de tres courte portée (interaction de Van Der Walls attractives). Ainsi,
dans JFi, chaque molécule possede une énergie d’interaction €jg résultat de 'interaction
attractive avec son voisinage immédiat. De méme on définira une énergie d’interaction ey
au sein du fluide F5. Par contre, il existe une couche de fluide dans laquelle les molécules
sont soumises a ’action des deux fluides. L’épaisseur de ce film moléculaire est de ’ordre
de la dimension a d’une molécule. Appelons alors €12 I’énergie d’interaction d’une molécule
interfaciale. Bien entendu, on a |ej3| compris entre |ei| et |e2]. Si N est le nombre de
molécules et Ny le nombre de molécules a I'interface, ’énergie du liquide F; vaut

Ey = (N — Ng)eg + Nse12 = Ney + Es

ou Es = Ng(e12 — €1) représente ’énergie de I'interface. On voit donc que 1'on peut associer
a l'interface une énergie liée a ’anisotropie des forces d’interaction moléculaire. Le terme
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d’anisotropie €19 — €1 est positif. Enfin le nombre de molécules a l'interface est proportion-
nel & l'aire S de l'interface. On a approximativement Ny ~ S/a? de sorte que 1'on peut
écrire
E;,=~S avec 7:%
a
~ est par définition la tension superficielle.

La tension superficielle est une grandeur positive qui caractérise une interface. Ainsi la
tension de surface de 'interface eau-air n’est pas la méme que celle de 'interface eau-huile.

Elle s’exprime en J.m™2.

10.1.2 Conséquences expérimentales
Forme des bulles et gouttes

Augmenter la surface d’'un liquide cotite donc de I’énergie. Ainsi un liquide adoptera une
forme qui minimise la surface compte tenu des contraintes. On montre que pour un volume
donné la surface qui minimise ’énergie est une sphere. Par exemple une goutte d’huile dans
un mélange eau-alcool de densité identique sera sphérique. De la méme maniere, les bulles
de gaz carbonique dans le champagne sont sphériques.

Coalescence

On montre aussi que deux gouttes sphériques auront intérét a former une goutte plus grosse.
Ainsi quand on agite énergiquement un mélange eau-huile on obtient une émulsion de
petites gouttes d’huile dans I’eau. Cette émulsion est instable : les petites gouttes coalescent
(on parle du phénomeéne de coalescence) et 1'on obtient aprés un certain temps de I’huile
avec de l’eau au dessous.

=0 OO0 OO
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Exercice

Considérons deux gouttes d’eau sphériques de rayon r qui coalescent pour ne former qu’une
seule goutte de rayon r’. Montrer que cette transformation s’accompagne d’un gain d’éner-

gie.

Le volume des deux gouttes vaut V = 8/37r3 et I'interface eau-air posséde une aire totale
S = 87r2. Le volume se conservant, le rayon de la goutte obtenu apres coalescence vaut r’ =
{/2r et son interface mesure S’ = 4 (\?/5)2 7r? ~ 6,37r2S. La transformation s’accompagne
donc d’un gain d’énergie.

Retard des changements d’état

Lorsque 'on détend un liquide de fagon isotherme, la thermodynamique prévoit qu’en
dessous d’une pression dite pression de vapeur saturante, le liquide change de phase pour
se vaporiser. Cependant la formation de la premiere bulle de vapeur coute de 1’énergie de
sorte que le liquide peut exister dans une phase métastable en dessous de la pression de
vapeur saturante. On parle de retard a la vaporisation. Une simple perturbation locale
peut suffire a déclencher la formation d’une premiere bulle de vapeur. C’est ce phénomene
qui fut employé dans les détecteurs de particules du milieu du XXeme siecle (chambres a
bulles).

De maniéere analogue, il y a retard a la liquéfaction pour la vapeur sursaturante (phénomene
utilisé dans un autre détecteur de particule : la chambre & Wilson).

10.1.3 Role des tensio-actifs

Les tensioactifs sont constitués de molécules amphiphiles c’est-a-dire munies d’un pole
hydrophile et d’une longue chaine hydrophobe. Lorsqu’un tensioactif est ajouté a de I'eau il
vient se placer immédiatement a la surface, avec la queue hydrophobe pointant & I'extérieur
de la surface. Ce processus s’accompagne d’une stabilisation de la surface et donc d’une
chute de la tension superficielle. Ce n’est qu’'une fois la surface saturée, et n’offrant plus
d’espace disponible & de nouvelles molécules amphiphiles, que les tensioactifs vont former
des structures organisées au sein du liquide : ce sont les micelles. Les micelles sont des
structures sphériques ou ellipsoidales dont la surface est constituée des tétes hydrophiles des
tensioactifs, alors que les queues hydrophobes de ces derniers sont regroupées a 'intérieur.
L’effet nettoyant des tensioactifs découle du fait que les substances hydrophobes, telles que
les matiéres grasses, peuvent étre contenues a l'intérieur des micelles. La concentration de
tensioactifs au-dessus de laquelle les micelles commencent & se former est connue comme
la concentration micellaire critique (CMC). Elle s’obtient en déterminant la concentration
a partir de laquelle la tension superficielle cesse de chuter.
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10.2 Forces capillaires

10.2.1 Expression de la force capillaire

Expérience : Plongeons un contour métallique dans de I’eau savonneuse puis retirons le. Il
se forme alors une membrane liquide plane qui s’appuie sur le contour. Auparavant, nous
avons pris soin de fixer un fil souple formant une boucle qui adopte une forme quelconque.
Lorsque l'on creve au moyen d’une aiguille la membrane située dans la boucle, celle-ci
adopte aussitot une géométrie circulaire.

Cette expérience montre que la boucle est soumise a des forces dites forces capillaires aux
propriétés suivantes :

— Ces forces sont perpendiculaires en chaque point du contour et tendent a minimiser
I’aire du film d’eau savonneuse.

— Ces forces sont tangentes a l'interface.

— Elles sont réparties de fagcon uniforme. on peut donc définir une densité linéique de
force df/d¢.

__—— Membrane liquide

-

-

P
/ df

/i

[
" .

dx

De la méme facon, si 'on forme une lame d’eau savonneuse sur un cadre rectangulaire dont
un des cotés est mobile, le liquide cherchant a minimiser sa surface, il faut exercer une force
sur la tige mobile pour maintenir la surface constante. On peut obtenir I’expression de cette
force a l'aide d’un raisonnement énergétique (méthode des travaux virtuels) : Supposons
qu'un opérateur déplace de facon quasi-statique la tige de longueur ¢ en produisant une
force Fyp. Si l'on note dz le déplacement, le théoreme de ’énergie cinétique appliqué a la
tige donne
dE. =0=0W = F,pdx + W

ou 6Wj est le travail résistant des forces capillaires. Or ces forces dérivent d’une énergie
potentielle :
OWs = —dEg = —2vfdx donc Fy, =294
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D’apres le principe des actions réciproques (troisieme loi de Newton), cette force s’identifie
a la résultante des forces capillaires s’exercant sur la tige. Finalement, la tension super-
ficielle est une force par unité de longueur, c¢’est pourquoi on I'exprime couramment en
N.m~ .

De fagon générale, on peut traiter une interface comme une membrane tendue : chaque
portion de surface est le siege de forces capillaires réparties sur le contour C délimitant la
portion de surface. Ces forces sont tangentes & I'interface, perpendiculaires en tout point
de C et données par la relation

EY: —

df =~y dl7n

Remarque

Lorsque que l'on traite une membrane d’eau savonneuse, il ne faut pas oublier qu’il y a
deux interfaces liquide-gaz ce qui explique la présence du facteur deux dans ’expression
des forces capillaires.

10.2.2 Mesure et propriétés de la tension superficielle
Méthode de ’anneau
Historiquement la méthode de I'anneau a été la premiere a étre développée. Il s’agit de

plonger un anneau (en platine en général) dans le liquide a étudier puis de le remonter
délicatement de fagon a étirer un film au-dessous de ’anneau.

dynamomeétre

nm

annean

&) —
boy ;

-

Au cours de 'étirement du film de liquide la force exercée sur 'anneau est mesurée a l’aide
d’un dynamometre et le systéme passe par un seuil ou la force est maximale : dans ce cas
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les forces capillaires sont verticales. Si ’on note ry le rayon interieur de 'anneau et o son
rayon extérieur, on a la relation.

Frax =27(r1 +ro)y ~4dnry si rp >~y
Sa mesure permet donc de déterminer la tension superficielle du liquide.
Ordre de grandeur

A température ordinaire, pour les liquides, la tension superficielle vaut quelques mN.m~!.

Mercure 18°C 475

Eau 20°C 73

Eau 80°C 62

[

Huile d'olive 20°C

La tension superficielle varie avec la température; v diminue quand la température aug-
mente jusqu’a s’annuler a la température critique.

10.2.3 Théoreme de Laplace

Pext

Un petit contour circulaire pris dans la surface libre plane d’un liquide en équilibre est
soumis a des forces de tension superficielle situées dans son plan et dont la résultante est
nulle. Par contre, pour une surface sphérique, les forces exercées sur ce méme contour ont
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une résultante orientée vers l'intérieur de la sphere; il faut donc une surpression Ap pour
maintenir ’équilibre. On voit immédiatement que plus la courbure est importante et plus
Ap sera grand.

On peut facilement obtenir 'expression de la différence de pression a l’aide d’un raison-
nement énergétique. Considérons une bulle de gaz contenue dans un liquide et appelons ~
la tension superficielle de l'interface gaz-liquide. Supposons que 1’on fasse subir a la bulle
une transformation quasi-statique en augmentant son rayon de dR. L’aire de 'interface
augmente donc de dS = 87RdAR et le volume de la bulle de dV = 4rR?dR. Appliquons le
théoreme de ’énergie cinétique en choisissant comme systeme l'interface :

dEc =0= 6Wext + 5VVint
Les forces extérieures sont les forces de pression pint et pexy de sorte que
5Wext = _pextdv + pintdv

Par ailleurs, les forces internes sont les forces de tension superficielles qui dérivent d’une
énergie potentielle :
dWin = —vdS = —8ynRdAR

On a donc 5
ApdnR*dR — 8yTRAR =0 = AP = Pint — Pext = %
De la méme maniere, a I'intérieur d’une bulle de savon, il régne une surpression
4
Ap = Pint — Pext = %

ou le facteur 4 est di au fait que la bulle de savon présente deux interfaces liquide-gaz.
Ainsi la surpression est d’autant plus importante que la courbure moyenne C' = 2/R est
importante. La généralisation a une géométrie quelconque est donnée par la loi de Laplace-
Young :

La différence de pression entre deux milieux non miscibles séparés par une interface de
tension superficielle 7y, est donnée par

B 1 N 1

pP1—pP2=79 R, "R,
ol Ry et Ry sont les rayons de courbure principaux de la membrane au point considéré.
Ces rayons sont définis positifs quand le rayon de courbure est du coté du milieu 1. Dans

le cas d’une interface sphérique, ces deux rayons de courbure s’identifient au rayon de la
sphere.

Ordre de grandeur
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Pour une bulle de savon de rayon R ~ 1cm et v ~ 25.1073N.m™~! on obtient Ap ~ 10 Pa.
Pour faire des grosses bulles il faut fournir beaucoup d’énergie (surface importante) et
générer une faible surpression ; il faut donc souffler tout doucement et longtemps.

Mirissement d’une mousse

Dans une mousse humide (mousse a raser, mousse de biere, etc.), du gaz est enfermé dans
des bulles sphériques séparées par un film liquide pouvant plus ou moins laisser diffuser le
gaz selon ’épaisseur de la membrane et la taille des molécules gazeuses. Le gaz emprisonné
est en surpression par rapport au liquide en vertu de la loi de Laplace-Young

2y
Ap =21
P=r

Ainsi la pression est plus importante dans les petites bulles. C’est ce qui explique le phé-
nomene de mirissement d’une mousse : Le gaz contenu dans les petites bulles traversent
la membrane liquide par diffusion pour se diriger dans les zones de moins grande pression,
c’est-a-dire, dans les grosses bulles. Les petites bulles se vident donc dans les grosses et la
mousse s’enrichit en grosses bulles.

Surface minimale

Lorsque 'on trempe une structure métallique dans une eau de savon, on obtient une sur-
face minimale ('interface va chercher a minimiser ’énergie superficielle) qui a la propriété
suivante : si la surface est ouverte, Ap = 0 et donc

1 1
— 4+ —=—=0

R Ry

On dit que la courbure moyenne est nulle. Dans la plupart des cas on obtient des lames
planes qui forment une surface minimale (R;, Ry — 00). On peut aussi obtenir des lames
avec deux rayons de courbures opposées comme sur la figure ci-contre montrant une caté-
noide.
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10.3 Mouillage

10.3.1 Angle de contact

Equilibre au contact de trois fluides

liq. 3

Y23__liq. 2

Fia

Déposons une petite quantité de liquide 2 sur un autre liquide 1 plus dense. L’ensemble des
points en contact avec les deux liquides et ’air forme une ligne, dite ligne triple. Intéressons
nous aux forces capillaires s’exercant sur cette ligne triple. L’équilibre n’est possible que si
la résultante des forces capillaires peut s’annuler ce qui définit ’angle de contact 6 :

Y12+ Vo3 + Va1 = i

ou le vecteur 71-]- = d?ij /de désigne la densité linéique de force capillaire. Cet équilibre
suppose que l'on puisse former un triangle (dit triangle de Neumann) avec les trois vecteurs

ij ce qui n’est possible qu’a condition que chaque tension de surface soit inférieure a la
somme des deux autres. Dans le cas contraire, le liquide 2 s’étale sur le liquide 1 : on dit
qu’il y a mouillage total.

Exercice

Déposons une goutte d’huile d’olive sur de I’eau. Sachant que Yeaw-air = 73 N.m ™!, Yhuile-air =
32 N.m ™! et Yuile-eau = 18 N.m™!, dire s’il y a étalement ou non.

Comme 18+32 <73, la condition d’équilibre n’est pas respectée et ’huile d’olive s’étale.
Equilibre d’un liquide au contact d’un solide

Déposons une goutte de liquide sur un support plan. En général, le liquide adopte la forme
décrite sur la figure ci-contre, résultat d’un compromis entre le poids qui tend a diminuer la
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position du centre de gravité de la goutte et des forces capillaires qui tendent & minimiser
I'aire de la surface libre.

=
i .[. L."

- .

b

\0
#;V #SL

A I’équilibre, la résultante des forces capillaires en un point de la ligne triple s’annule. En
projection sur le plan de la surface solide, on a donc

YsL + YLy cos 0 = ysv

Cette relation trouvée par Young en 1805 définit ’angle de contact 6. On distingue trois
cas de figure :

-0 > m/2 : le liquide est non mouillant (exemple : verre-mercure-air)
-0 €[0,7/2] : il y a mouillage partiel (exemple : verre-eau-air)

Lorsque I'angle de contact n’est pas défini, il y a mouillage complet du liquide sur le substrat
solide.

absence de mouillage

mounillage partiel

mouillage complet

Remarque

Dans la direction perpendiculaire & la surface solide, les forces capillaires ne se compensent
pas ce qui signifie que le solide se déforme. On peut montrer que pour les solides courants,
cette déformation est plus petite que la taille d’un atome et donc négligeable.
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10.3.2 Ascension capillaire

Quand on plonge un capillaire propre (tube étroit de rayon r) dans de ’eau, on observe
I’ascension d’une colonne d’eau dans le capillaire malgré la pesanteur. Cette ascension est
d’autant plus importante que le rayon est petit.

te

h = Loi de Jurin

r
ou la constante dépend du liquide et de 'angle de contact.

On peut utiliser la loi de Laplace-Young pour démontrer la loi de Jurin. En effet, considérons
Iinterface liquide raccordée a la paroi du tube avec un angle 6 et supposons que le ménisque
est sphérique de rayon R. L’air étant a la pression pg, la pression qui regne dans le liquide au
voisinage du ménisque vaut py — Ap avec Ap = 2v/R en vertu de la loi de Laplace-Young.
Le rayon de courbure vaut R = r/cosf d’ou

2y cos

Ph = Po —
r

Or si 'on applique les lois de 'hydrostatique au niveau de la surface libre du récipient dans
lequel plonge le tube, on trouve

2+ cos 6 2ycosf 1

rg T

+pgh = h=

Po =Po —

Il y a donc ascension capillaire si le liquide mouille la paroi (§ = 7/2). Par contre pour
un liquide non mouillant il y a descente capillaire (cas du mercure dans un capillaire en
verre).

2r
= | | = Ve
= = b
2‘"— _2=_
1‘-g J §1=|‘ I
O — —
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Exemple

pour l'eau dans un tube de verre propre 'angle de raccordement vaut 0 (I’eau mouille le
tube). Si r = 0,01 mm on obtient

21
h=""2—15m

g T

I’ascension peut donc étre tres importante. C’est ce qui explique par exemple les remontées
d’humidité par capillarité que 'on peut observer dans des milieux poreux notamment dans
certains batiments.

Remarque

La loi de Jurin suppose que le ménisque est sphérique et donc que la pression sous le mé-
nisque est uniforme. Or, rigoureusement, comme les bords du ménisque sont plus haut que
le centre, cette pression ne peut pas étre uniforme. Elle ne peut ’étre qu’approximative-
ment a condition que ’élévation du ménisque soit négligeable devant la hauteur d’ascension
h. Il est facile de montrer que cette condition se traduit par

cosd ~y
P —— /=
V1—sinf\ pg

Pour les petits angles cela donne

<y /l ~ 2, 7mm pour 'eau
g
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Introduction :

Objectif : établir un modele microscopique qui rend compte des propriétés macroscopiques
d’'un gaz.

Démarche : appliquer les lois de Newton au gaz. Arguments statistiques pour simplifier la
résolution.

11.1 L’état gazeux

11.1.1 Caractérisation expérimentale des gaz a basse pression

Loi de Boyle-Mariotte (1660) : a T fixée, PV = constante. Loi de Charles (1795) : a V fixé,
PxT.

163
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Loi de Gay-Lussac (1802) : a P fixée, V o< T
Loi d’Avogadro (1811) : 2 gaz avec méme P,T et V ont méme n.

Ces résultats expérimentaux peuvent étre rassemblés autour d’une formule :

PV =nRT

Probleme : Il n’y a pas de compréhension des mécanismes qui sous-tendent cette loi. D’out
I'intérét d’un modele microscopique qui permette de retrouver cette équation dite Equation
d’état des gaz parfaits . Avant de construire ce modele, il faut s’intéresser aux propriétés
réelles des gaz.

11.1.2 Caractérisation des gaz réels

En moyenne, on a E. < FE, (ayant posé E,(co) = 0). L’énergie potentielle a le profil
suivant :

La distance moyenne entre les particule est < d >= (NLE) ~ 30 A or 7y ~ 1A donc les
interactions entre particules sont tres faibles. Agitation moléculaire : toutes les vitesses
peuvent étre prises par une particule, mais il en existe des plus probables que d’autres et
cela dépend de la température. Pour tout fluide classique (gaz réel ou liquide), les vitesses
sont réparties selon la distribution de Maxwell.
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11.1.3 Définition d’un gaz parfait

— E, = 0, car la densité est tres faible (mais pas trop faible pour que 'on puisse
considérer le gaz comme un systéme thermodynamique)

— les particules sont ponctuelles (pas d’interaction entre elles, mais seulement avec les
parois)

— hypothese du chaos moléculaire : homogénéité, isotropie

— systeme a ’équilibre thermodynamique

— théorie classique (que l'on justifiera a posteriori).

11.2 Grandeurs macroscopiques et équation d’état du gaz
parfait

11.2.1 Pression cinétique P

Définition :

Un élément de paroi d’aire dS est soumis a une force :

dﬁmol—)paroi = P..dSi
ou 7 est la normale a la paroi. P. est donc le coefficient de proportionnalité entre dF et
ds.
Expression microscopique de P,

On consideére une enceinte renfermant un gaz parfait au repos (a I’équilibre thermodyna-
mique). On isole un volume cylindrique (C), la paroi fermant un c6té du cylindre.

N\ i’

TN LN

Dans le cylindre, le gaz est au repos : en moyenne, il n’y a pas de variation de quantité de
mouvement. Qu’est-ce qui peut faire varier la quantité de mouvement pendant un intervalle
de temps dt :



166 Lecon de physique n° 11. Gaz parfaits, gaz réels

— ?paroi—{qaz§
— flux de quantité de mouvement (le cylindre est un systeéme ouvert) ;
— Vlinteraction avec les particules... pour un GP il n’y en a pas!

La condition d’équilibre s’écrit alors :

0= Fparoi%gaz-dt + dpcin

ol dp¢;n est la variation de quantité de mouvement du gaz contenu dans le cylindre pendant
dt a cause du départ ou de ’arrivée de particules.

Le probleme a une symétrie de révolution autour de 'axe Oz. D’ou :
— le flux de quantité de mouvement a travers la paroi latérale du cylindre est nulle;
— les vecteurs et pein n'ont quune composante (suivant Oz). L’équation s’écrit
alors, en projection suivant Oz :

0= Fparoi—)gaz,z‘dt + dpcin,z

d’olt Fyaz—sparoi = Pe.S = dpein/dt. Il 0’y a plus qu’a évaluer le transfert de quantité
de mouvement pendant dt a travers S.
On considere les particules ayant une vitesse ¢ (& dv pres) qui traversent S entre t et ¢+ dt.
Elles sont contenues dans le cylindre de génératrice ¥dt et de support S.

w M

wl

La quantité de mouvement échangée s’écrit :

dpein = (vdt.S)(n.P(v).d*v)mu,

On integre maintenant sur toutes les vitesses :
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“+o0o
dpein, = / v2P(v).d>v(nsmdt) = mnv2Sdt

—00
D’ou :

_ 2
e =S5 =mn < v; > Sdt

De plus, I'isotropie de la distribution des vitesses nous permet d’écrire : < v2 >=< U; >=<
v >, Oronsaitque:<v2>=<v§>+<vz>+<v§>. D’oﬁ<v§>:%<v2>. On
en déduit :

1
Pc:§mn<v2>

On note que, le systéme étant homogene, on a n = N/v, d’ou :

1
PVzgmN<vz>

Remarques :

P. = (%n)(%m < v% >) donc la pression fait intervenir le produit de la densité de particules
par I’énergie cinétique moyenne par particule; pour deux compartiments séparés par une
paroi mobile, I’équilibre mécanique de la paroi impose P; = P» a I’équilibre thermodyna-
mique du systéeme total composé des 2 compartiments.

11.2.2 Température cinétique T

Interprétation microscopique

Considérons de méme deux compartiments séparés par une paroi mobile, dont I'un (ap-
pelons le A) contiendrait au départ des particules avec une plus grande énergie cinétique
(moyenne) que celles du second (que 'on baptisera B par commodité ou conformisme).
Lors de I'échange d’énergie avec la paroi, I’énergie cinétique des particules de A diminue
tandis que celle de la paroi augmente. Inversement, au cours des chocs entre les particules
de B et la paroi, les particules de B sont accélérées et la paroi céde de 1’énergie a ces
particules. Cet échange continue tant que les particule de A et de B n’ont pas la méme
énergie cinétique (moyenne). On observe donc au final un transfert d’énergie cinétique de
A vers B jusqu’a égalité. L’énergie cinétique moyenne joue donc le méme role que la tempé-
rature : deux systemes a des température différentes en contact thermique s’échangent de
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la chaleur jusqu’a atteindre une température d’équilibre commune. A la limite, on aurait
pu appeler température 1’énergie cinétique moyenne par particule. Mais, pour des raisons
de cohérence, on définit la température par :

1
< e >= im < v >=3kT,

ol ky, est la constante de Boltzmann et vaut k, = 1,38.10%% J. K1,
Application

— calcul de la vitesse quadratique moyenne d’une molécule d’Oq : Mp, = 32 g/mol

w= vz = )Rl

m

— justification de 'utilisation d’une approche classique :

mTw~1o—4<<1

11.2.3 Equation d’état d’un gaz parfait

On a vu que

P. = (fn)(%m <v?>)

or

1 3
3™ < v >=<e, >= 5kszc

D’ou : P.V = NkyT, = nNakyT., soit en posant R = N k= 8.314 J K~ 1. mol~!

PV =nRT,

11.2.4 Energie interne U

C’est I’énergie cinétique moyenne et 1’énergie potentielle d’interaction moyenne de toutes
les particules du gaz (rappelons qu’il n’y a pas de mouvement d’ensemble et que le systeme
est isolé).
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3 3
U=<E>+< E, >=< E. >= Ny lyT. = ;nRT,

pour un gaz parfait monoatomique car il n’y a pas d’énergie potentielle d’interaction, puis-
qu’il n’y a aucune interaction. En revanche, pour un gaz parfait polyatomique, I’expression
de U est légerement différente :

)
U =< E; >=< E¢ >transiation + < Ee >rotation= §nRTc

Pour un gaz polyatomique a trés haute température, si 'agitation thermique est suffisam-
ment importante, I’énergie cinétique est susceptible d’exciter les particules dans des états
vibrationnels (T ~quelques kK), et alors :

7
U =< E¢ >transiation + < Ee >rotation + < Ee >vivration= §nRTc

11.3 Du gaz parfait au gaz réel
11.3.1 Les limites du gaz parfait

PV

2bars P

On observe une déviation par rapport a la loi de Boyle-Mariotte pour les gaz réels :

L’absence d’interaction entre les particules ne rend pas compte suffisamment fidélement
de la réalité. De méme, ce modele ne rend pas compte des transitions de phase. Pour
cela, la seule solution est alors d’introduire dans le modele une forme d’interaction entre
particules.
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11.3.2 Le modele des spheres dures

On assimile maintenant les particules, non plus & des points matériels, mais a des sphéres
dures de rayon rg non nul et impénétrables. Les particules peuvent alors interagir entre
elles par le biais de collisions élastiques : c’est une interaction répulsive. Le diagramme
d’énergie potentielle a alors la forme suivante :

F ED

Calcul du libre parcours moyen

o =pi(2r)?

On considere une particule projectile A animée d’une vitesse ¥ et de rayon r, ainsi qu’une
particule cible immobile B de méme rayon r. Nommons 7 le temps moyen entre deux
chocs.

En avangant, la particule dé nit un cylindre de rayon 2r : toute particule se trouvant dans
ce cylindre entrera en collision avec elle. En posant la longueur de ce cylindre a | = v.7, la
particule ne subira en moyenne qu'un seul choc en parcourant cette distance. Autrement
dit, dans le volume défini par ce cylindre, on ne trouve en moyenne qu’une seule particule

cible, et on a alors : 1 = n.l.o d’ou : | = -~ = libre parcours moyen.
no
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Application Numérique :

Une mole de gaz occupe un volume de 22,4 L. dans les conditions standards de T et P,
don N = N,/22,4 ~ 10?2 particules par litre ~ 10% particules par m3. Par ailleurs
o = m(2r)? ~ 10! pour r ~ 1 A. D’ou : [ ~1 um. De plus, on peut aussi obtenir la

fréquence des collisions : f = 7 ~ 108 chocs/seconde.

Conclusion :

— on arrive a faire le lien théorie-expérience ;

— le modele du GP nous apporte en plus une interprétation microscopique de T" et P

— modele simple, facilement mis en défaut, mais qui a pourtant un domaine de validité
non négligeable.
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Premier principe de la
thermodynamique

Bibliographie

| o Thermodynamique, Diu, Hermann

o Thermodynamique, Bertin, Faroux, Dunod

Introduction :

La thermodynamique traite des propriétés et des transformations de systémes macrosco-
piques (dits thermodynamiques) mettant en jeu la température et la chaleur.

Les principes thermodynamiques expriment des restrictions universelles que la nature im-
pose a ses transformations.

La thermodynamique est une théorie extrémement générale applicable a des systémes pos-
sédant des caractéristiques mécaniques, chimiques ou physiques complexes (matériaux, or-
ganismes vivants, la Terre, I'Univers, ...).

Tout systeme fermé peut échanger de I’énergie avec le milieu extérieur. Cela peut se faire
directement a travers la paroi délimitant le systéme (on parle alors de "chaleur”) ou bien par

lintermédiaire de forces extérieures agissant sur le systéme (on parle de "travail”).

173
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12.1 Travail W

Soit un systeme subissant l'action de forces extérieures pendant son déplacement dans
un référentiel galiléen. Chacune de ces forces peut augmenter ou diminuer ’énergie du
systeme.

Dimension, Unité :
Le travail a la méme dimension qu’une énergie[WW] = ML2T~2

Le travail est exprime en joule (1 J = 1 N.m)

12.1.1 Travail regu, travail fourni

Si la force ?ezt appliquée a un objet est globalement dans le sens du déplacement de
I'objet :
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alors dWp,,, = ?ezt . d7 > 0, le travail de ?em est positif. La force a fourni de I’énergie
au systeme, celui-ci a recu de ’énergie sous forme de travail moteur.

Si la force ?em appliquée a ’objet est globalement dans un sens opposé au déplacement
de T'objet :

alors dWp, ,, = ?emt . EZ < 0, le travail de ?emt est négatif. La force a diminué I’énergie du
systeme, celui-ci a cédé de 1’énergie sous forme de travail résistant.

Travail des forces de pression sur un fluide

Le systeme considéré est un fluide contenu dans une enceinte fermée par une paroi mobile
de surface S. Le tout est immergé dans un milieu extérieur constituant un réservoir de
pression P..; susceptible de varier avec le temps t.

Le milieu extérieur exerce une force sur le piston mobile :

1 Etat initial

?emt = Pezt-S-nea:t

avec Teyt : vecteur unitaire normal a la surface et dirigé de l'extérieur vers lintérieur
(next = ex)‘
Sous 'action de cette force, le piston se déplace :

Le travail élémentaire de cette force sur le déplacement ﬁ vaut
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dl

r 4
S

SW = Fopp.dl = Pony.S.dz = Progy.dVons

ou dV,,; est la variation infinitésimale de volume du milieu extérieur. Elle est opposée & la

variation infinitésimale de volume du systeme :
dV = —dVeyz
D’ou
OW = —P.p.dV

O0W correspond a l’énergie mécanique fournie au systeme par le milieu extérieur :

OW > 0 pour une compression (dV < 0), le milieu extérieur cede de 1’énergie au systeme.

L’énergie interne de celui-ci s’accroit,

dW < 0 pour une détente/dilatation (dV' > 0), le milieu extérieur regoit de 1’énergie du
systeme. L’énergie interne de celui-ci diminue.

Le travail des forces de pression entre 1’état initial et 1’état final est donc :
W =— / Py .dV

Remarques :

On constate immédiatement que ce travail va dépendre du chemin suivi :

11 apparait clairement sur ce diagramme de Clapeyron qu’a deux transformations (chemins)
correspondent deux travaux (aires sous la courbe) différents.
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Piav #1

i

#2 T;

1%

Pour pouvoir calculer W, il nous faudrait connaitre I’évolution temporelle de P.,; et dV.
Or, en général on ne connait que les caractéristiques des états initial et final qui sont
insuffisantes.

Quelques situations particulieres rendent le calcul du travail possible.

12.1.2 Transformation quasi-statique

Sous 'effet d’une action extérieure, un systéme passe par une succession d’états internes
le conduisant d'un état (i) vers un état (f). En général, les états intermédiaires sont dits
hors équilibre.

Les grandeurs physiques telles la pression et la température ne sont alors plus définies.

On définit un cas idéal pour lequel on considere que le systéme passe par une succession
d’états d’équilibre tres proches les uns des autres.

@)
0

Etats intermédiaires

transformation lente au cours de laquelle le systeme a le temps d’atteindre un état d’équi-
libre & chaque état intermédiaire. Les variables d’état (P, V,T) du systeéme restent a tout
instant définies de fagon uniforme et varient continiment dans le temps et égales aux
valeurs imposées par le milieu extérieur :

T =T, s’ll y a échange de chaleur a travers une paroi
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P = P,,; s’il y a échange de travail a travers une paroi déformable (ou mobile)
Conséquence pour ’exemple précédent :

Comme P = P.,, 'expression du travail devient : W = — P, dV = —P.dV
Exemple : transformation isobare

Le milieu extérieur, réservoir de pression, impose une pression constante P, . La trans-
formation est isobare :

P

PV, P

ext? 7 1 ext?

Vi

<\

Va
W= _/ Peoattdv = _Peoxt(vf - V;)

1

12.2 Chaleur ()

La chaleur correspond a un échange d’énergie entre le systeme et le milieu extérieur. Elle
rend compte de ’énergie microscopique transférée au systeme. Elle concerne les mémes
variables que I’énergie interne.

Un transfert de chaleur correspond a une variation du désordre microscopique.

Le transfert de chaleur est directement lié & la température : la chaleur ne peut passer que
du systeme le plus chaud vers le systeme le plus froid

Dimension, Unité :
La chaleur a la méme dimension qu’une énergie [W] = ML*T 2.

La chaleur est exprimée en joule (1 J =1 N.m).
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Elle est transmise essentiellement par trois processus d’échange thermique :
- rayonnement (Soleil),

- conduction thermique,

- convection

Remarques :

La chaleur est une quantité algébrique comptée positivement si le systéeme recgoit de 1’éner-
gie :

Q@ > 0 si le systeme S recgoit de la chaleur du milieu extérieur

@ < 0 si le systeme S cede de la chaleur au milieu extérieur

A Dinstar de W, la chaleur @) dépend du chemin suivi (d’ou la notation 0Q)).
Ne pas confondre chaleur et température.

On parle de chaleur échangée par un systeme .S avec le milieu extérieur pendant une durée
(non nulle), alors que 'on peut définir la température du systeme S a tout instant.

Capacité calorifique et chaleur spécifique

Un transfert de chaleur vers un systeme s’accompagne généralement d’une modification de
sa température.

Cette variation de température est, dans certains cas (transformation & P constante ou &
V' constant) est proportionnelle & la quantité de chaleur transférée au systeme.

Pour une transformation isochore (& V' constant) :

Ty
Q= CydT
T;
Cy est la capacité calorifique a volume constant.

Pour une transformation isobare (a P constante) :

Ty
Q= CpdT
T;

Cp est la capacité calorifique a pression constante.
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Remarques :

Cp et Cy correspondent a l’énergie qu’il faut fournir au systéme pour augmenter sa tem-
pérature de 1 K.

Cp et Cy varient en fonction de la température.

Cp et Cy sont directement proportionnels a la masse du systeme :

Cy =mecy et Cp=mcp
cy et cp sont les capacités thermiques massiques (on dit aussi capacités calorifiques ou
encore chaleurs massiques) du systéme

Pour les solides et les liquides, a basse température, les valeurs de ¢y et cp sont tres proches
a cause de leur faible coefficient de dilatation.

A température ambiante, pour la plupart des corps purs solides, la chaleur molaire a volume
constant vérifie la loi de Dulong et Petit :

¢y, =cp,, — Cm = 3R

Pour les liquides :

A T= 145 °C et & pression atmosphérique, la capacité massique de ’eau vaut 4.185
Jg LKt et 1 calorie = 4.185 J.

12.3 Energie interne d’un systeme U

12.3.1 Définition

L’énergie totale d’'un systeme se décompose en :

- énergie interne U, liée aux interactions (électrostatiques) entre particules et a 'agita-
tion thermique correspondant a ’énergie cinétique (désordonnée) des particules du sys-
teme.

U=Ep +EH

Elle concerne un aspect microscopique de 1’énergie et on ne peut pas la quantifier directe-
ment.
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- énergies "externes” dépendant de sa position dans un champ d’interaction (gravitation-
nelle, électromagnétique, ...) : — énergie potentielle Ep et de son mouvement : énergie
cinétique E¢

La somme Ep + E¢ représente 1’énergie mécanique

L’énergie totale d’un systeme est donc :

E=U+Ep+ Ec

Exemples :
- pour un systéme isolé immobile dans un référentiel galiléen :
FEp=0,Ec=0

- pour un gaz parfait (isolé, au repos), l’énergie du systeme correspond a son énergie
interne :

E:U:ﬂ?:%ﬂT
avec i=3 ou 5

- pour un solide considéré comme incompressible :

U = 3nRT
(loi de Dulong et Petit)

12.3.2 U : Fonction d’état du systeme

L’énergie interne U est une fonction dépendant de variables d’état (n, P,V,T,...) définies
en chaque état d’équilibre du systeme. A ce titre, U est définie pour tout état d’équilibre
du systeme : c’est une fonction d’état.

Propriétés

Dans le cas d’'une transformation, U est définie en particulier a I’état initial (i) et a 1’état
final (f). Sa variation entre deux états ne dépend pas du chemin suivi. Quelque soit la
transformation, il est possible de calculer AU = Uy — U;

Cas d’un cycle : soit une série de transformations (quasi-statiques) dont I’état final (A) est
identique a I’état initial :
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P
A:P,V,,T,

-
>

A

Au cours d'un cycle :

AU =Uy — Uy = AUgycte =0
A des variations infinitésimales dP, dV et dTI' des parametres P, V et T correspond une
variation infinitésimale de U : dU.
Remarques

Le travail des forces de pression W et la chaleur Q échangée au cours d’une transformation
ne sont pas des fonctions d’état. Comme nous ’avons déja vu, W dépend du chemin suivi;
il en est de méme pour Q).

On utilise les notations 6W et d@Q) pour définir un travail et une chaleur élémentaires

12.4 Premier principe de la Thermodynamique

Le premier principe de la thermodynamique décrit le bilan des échanges d’énergie d’un
systeme avec son milieu extérieur.

Il s’écrit sous forme de bilan oli, dans un repere galiléen, la variation d’énergie totale du
systeme entre deux états (i) et (f) est égale a la somme des travaux et chaleurs recus par
le systeéme pendant son évolution entre ces deux états :

AU+ AEc +AEp =W +Q

AU = Uf —U;, AEc = ch — FEc; et AEp = Epf — Ep;

Le premier principe exprime 1’équivalence entre les diverses formes d’énergie.
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Remarques

En Mécanique, on néglige généralement les effets thermiques (AU et ) n’apparaissent pas),
le ler principe s’écrit alors :

AEy = AEc + AEp = W(F o)
Tous les systemes que nous étudierons dans le cadre de ce cours sont supposés au repos
dans le référentiel galiléen : AEc + AEp =0

Le ler principe se résume alors a :

AU =W +Q

Pour une transformation infinitésimale systeme passe d'un état (P,V,T') a un état décrit
par (P 4+ dP,V + dV,T + dT') en recevant (au sens algébrique) les quantités élémentaires
de chaleur @) et de travail W, le premier principe s’écrit :

dU = §W +6Q

L’énergie interne U est une fonction d’état (qui ne dépend pas du chemin suivi) bien qu’elle
soit la somme de deux grandeurs qui ne sont pas des fonctions d’état.

12.5 Transformations remarquables d’un gaz parfait

Examinons, a l'aide du premier principe de la thermodynamique, la variation d’énergie
interne et les échanges de chaleur et de travail dans quelques transformations simples.

Soit un systeme S constitué d’'un gaz de n moles de particules, supposé parfait, enfermé
dans une enceinte de volume V' au repos.

Les variables P, V' et T étant liées par 1’équation d’état, seules 2 variables parmi 3 sont
nécessaires pour décrire la variation de U.

12.5.1 Transformation isochore d’un gaz parfait (4 volume constant)

Quel est le lien entre les variables P et T'7

Seules les variables P et T varient, la température et la pression du gaz augmentent :
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P
PV, T,

PV, T

P P P;
f T — % = Constante

Travail :

Comme le volume est constant, le travail des forces de pression extérieures est nul :

Vy
W:—/ PdV =0

Variation d’énergie interne :

Le systeme passe d'un état (i) a un état (f) en échangeant de la chaleur :

AU = Us — Ui = Qy

La variation d’énergie interne est due au transfert de chaleur entre le systéme et le milieu
extérieur.

Il y a une relation de proportionnalité entre la variation d’énergie interne et la variation
de température (lere loi de Joule) :

AU = Uy — Ui = Cy AT

ou Cy = %nR

selon que le gaz est monoatomique ou diatomique
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Cy est appelée capacité calorifique a volume constant et définie par :

ou
AU = Cv.AT et CV = <>
aT ),

12.5.2 Transformation isobare d’un gaz parfait (a pression constante)

P
Pi?‘/iav > | Pi ‘/f?
T, T,
\%

Quel est le lien entre les variables V et T 7

Seules les variables V' et T varient : la température et le volume du gaz augmentent.

vV o V; Vi ot
— = — = — = constante
T Ty T

Travalil :

Le travail des forces de pression extérieures vaut :

Vy
W:—/ PdV = —P(V; — Vi)

W > 0 pour une compression, W > 0 pour une détente.
Variation d’énergie interne :

Le systeéme passe d'un état (i) a un état (f) en échangeant de la chaleur et du travail :

AU=U;—U; =W +Q
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Chaleur échangée :

D’apres 1’équation précédente :

Q =U; —U; + P(Vy — Vi) = (Uy + PVy) — (U; + PV;)

On définit ainsi une nouvelle fonction d’état, 'enthalpie : H(U, P,V) :

H=U+PV

L’enthalpie peut étre considérée comme la somme de 1’énergie interne et du travail méca-
nique contre la pression extérieure fourni ou recu par un systéme se transformant & pression
constante.

A pression constante, la chaleur mise en jeu, qui n’est pas une fonction d’état, devient égale
a la variation de la fonction d’état enthalpie H :

AH = Hy — H;

Cette fonction d’état joue, pour les transformations a pression constante, le role que joue
I’énergie interne pour les transformations a volume constant.

La variation de cette fonction ne dépend que de I’état final et de I’état initial du systeme
et est indépendante du chemin suivi au cours de la transformation.

L’enthalpie est une fonction d’état intervenant dans les cas trés courants de transformations
effectuées a lair libre, & pression atmosphérique constante (ne concerne pas seulement les
gaz parfaits mais aussi et surtout les solides).

En général, 'enthalpie H d’un systeme n’est pas connue de fagon absolue car elle dépend
de V’énergie interne dont la valeur ne peut étre déterminée. On a accés aux variations
d’enthalpie.

Pour un volume de gaz parfait contenant N atomes

1+ 2
2

kT
H:U+PV:Nz’%+NkBT: NkgT

avec i = 3 (monoatomique) ou 5 (gaz diatomique)

En introduisant la constante molaire des gaz parfaits :
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1+ 2

H =
2

nRT

On définit la capacité calorifique a pression constante C'p par :

) + 2
szz—g nR

avec ¢ = 3 (monoatomique) ou 5 (gaz diatomique) d’ou la variation d’enthalpie pour un
gaz parfait :

AH = CpdT
Remarques :
OH
OnaCp = (aT)P
On définit v = && > 1
Cp et Cy sont reliés de par la relation :
Cp 142

Cp—Cy =nR et C—: ;

12.5.3 Transformation isotherme d’un gaz parfait (4 température constante)

Quel est le lien entre les variables P et V' 7

Seules les variables P et V varient : si P augmente, V' diminue et vice versa
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PV = P;Vy = P;V; = nRT = constante

Variation d’énergie interne

Pour un gaz parfait, I’énergie interne est fonction de la température :

U= %nRT

avec ¢ =3 ou 5
Si T est constante, alors U est constante donc AU =0

Travail et chaleur échangés

AU=W+Q=0

Donc

Vs RT V; P
W=-Q=—[ pPav="""qv = nRTIn 2L = pRTIn-L

12.5.4 Transformation adiabatique d’un gaz parfait

Une transformation adiabatique est une transformation sans échange de chaleur avec le
milieu extérieur : Q = 0.

Deux possibilités pour réaliser ce type de transformation :

- la paroi est imperméable a tout transfert de chaleur,

- la transformation est plus rapide que les transferts de chaleur

Quel est le lien entre les variables P,V et T'7

On part de I'expression de 1’énergie interne

7 7
U 2nR 5 V

En différenciant cette quantité (U : fonction d’état)
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dU =d(=PV) = -dPV = -Pd
U (2 V) 5 \%4 5 V
D’autre part :

1+ 2
2

5Q:dU—MV:%WW+%PMHJMV:%WW+ PAV

comme 6Q) = 0, il vient

i+2dV  dP_
2V P

en remplacant % = % =, ’équation s’integre et on aboutit aux lois de Laplace

PVY =Cte, TV'! =Cte et TPI_T7 = Cte

Variation d’énergie interne

Compte tenu de la lere loi de Joule :

AU:%&@—Lﬂﬂ:

Travail
D’apres le ler principe : Q@ =0 donc W = AU
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On peut néanmoins recalculer le travail a partir de :

Vi Vi dV
W = — V =— ‘/'Y

Comme PV = PfV]:Y = RV = Cte

Vi av Vi
W:—PVV/ :—PVV[ ]
v | g = ||
D’ou finalement
v v PV — PV
— _ v f va ) — fvVf th

En posant i/2 = (v — 1)~!, on montre facilement que cette expression de W est égale a
celle de AU obtenue précédemment.

12.6 Calorimétrie

La calorimétrie consiste & mesurer :

- les échanges de chaleur entre deux corps afin d’en déduire leurs capacités thermiques, les
chaleurs latentes liées a des changements d’état ou des réactions chimiques.

Le dispositif le plus fréquent est le calorimetre de Berthelot constitué :

- d’une enceinte en matériau isolant (polystyrene vase Dewar) limitant les échanges avec le
milieu extérieur de telle sorte que les transformations étudiées soient adiabatiques,

- d’un agitateur permettant d’homogénéiser la température par convection forcée,
- d’un thermometre.
Méthodes des mélanges :

Mise en ceuvre : un échantillon de masse m.., de capacité thermique c., initialement a
la température T; est introduit dans le calorimeétre contenant une masse d’eau Mmeq, de
capacité thermique cqy,. L’ensemble {calorimetre + eau} est initialement & la température
T;.
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Etat initial Etat final

Meau, Tf
Meau

Quand ’équilibre thermique est atteint, le systéeme {calorimetre + eau + échantillon } est
a la méme température finale T'.

Caractéristiques thermodynamiques de ’expérience :
La transformation est a pression constante (Pyyp,)

Quand D’équilibre thermique est atteint, le systéme {calorimetre + eau + échantillon} est
a la méme température finale T'.

Le role du calorimeétre est de réduire les échanges de chaleur avec 'extérieur transformation
adiabatique

Le calorimetre ne constitue pas un systeme parfaitement isolant et absorbe une partie
de la chaleur. On considére alors que ’ensemble {vase + thermometre + agitateur} se
comporte thermiquement comme une masse d’eau équivalente appelée la valeur en eau du
calorimetre : u (en kg).

L’application du ler principe s’écrit :

AUsyst = AUcal + AUequ + AUech =0

ou encore

HCeau (Tf - Tz) + MeauCeau (Tf - Tz) + MechCech (Tf - Tech) =0

d’ou la capacité thermique massique de 1’échantillon :
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(meau + ﬂ) (Tf - E)
Mech (Tf - Tech)

Cech = — eau

Une expérience préalable est bien évidemment nécessaire pour déterminer la valeur en eau
du calorimetre.
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13.1 Rappel sur la notion de potentiel

13.1.1 En mécanique

L’énergie mécanique F,, d’un systéeme, soumis seulement a des forces qui dérivent d’une
énergie potentielle I, se conserve, ce que I'on traduit par 1’équation :

Epn=E.+E,

On suppose que le systeme peut étre décrit par la seule variable z par exemple. L’équa-
tion précédente (encore appelée "intégrale lére du mouvement”) permet de connaitre le
mouvement du systeme. En la dérivant par rapport au temps, on retrouve notamment le
théoreme du centre d’inertie.

Pour discuter qualitativement de la nature du mouvement, il est utilise de tracer I'allure
de 'énergie potentielle en fonction de z, E,(x).

On sait qu’une position d’équilibre correspond a :

dE,
<dw>x =0
eq

Au voisinage de ’équilibre, la force peut se développer sous la forme :

1= sty o2 (3) oo (5)

L’équilibre sera stable si cette force correspond a une force de rappel, soit pour :
d’E,
dx Teq

Dans le cas ou F), est maximale, I’équilibre est instable.

qui correspond au minimum de F),

Voici donc le sens d’un potentiel en physique : il donne en quelque sorte le chemin suivi par
un systeme lors d’une évolution spontanée et permet de connaitre la position d’équilibre
stable comme minimum de ce potentiel.

Nous allons généraliser cette notion dans le cadre plus général de la thermodynamique.
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13.1.2 Exemple de ’entropie

Pour un systéme thermodynamique thermiquement isolé, le 2nd principe donne :

AS=S.,>0

L’entropie ne peut qu’augmenter, ou (- S) ne peut que décroitre ; par analogie avec la mé-
canique et I’énergie potentielle (qui est minimale en une position d’équilibre stable), (- S)
représente un potentiel thermodynamique pour un systeme isolé, encore appelé néguentro-

pie.

S r 3
S5(Xm) * =
S(x,)
% - >
U=0U, fixée

Un état d’équilibre correspond a un maximum de S (un minimum de - S)
pour une énergie interne constante donnée.

Mais ’emploi de ce potentiel est rarement intéressant car les systemes réels échangent le
plus souvent matiere et énergie avec l'extérieur.

Application :

On considere une enceinte indéformable de volume V;,; dont les parois sont athermes. Un
piston mobile sans frottement, diatherme, sépare deux gaz quelconques de caractéristiques
respectives (Ua, Va, Pa,Ta) et (Up, Vg, Pp,Tp). Initialement les deux gaz sont hors équi-
libre. Caractériser 1’état d’équilibre du syteme grace au potentiel thermodynamique

Le premier principe appliqué a ce systeme et la nature extensive de 1’énergie interne
donnent :
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dU =0=d(Ua+ Up)

L’identité thermodynamique et la nature extensive de ’entropie donnent :

1 Py 1 Pp
dSiot = | =—d —d d —d —d d
Stt (TA UA+TA VA) UA+<TB UB+TB VB> UB

On cherche ensuite le nombre de variables grace aux remarques préliminaires

1 1 Py Pg
dSiot = | =— — — | d = = \d
Stot <TA TB> UA+< ) Va

—§ étant un potentiel thermodynamique pour ce systéme, S sera maximum a 1’équilibre,
donc dSiee. On a ici la différentielle exacte S(Ua, Va). Cette différentielle sera nulle si
chacune des dérives partielles est nulle

1 1 P4 Pgp
— — — et — ——=0
Ty 1B Ty Tp

Le systeme est donc dans état d’équilibre thermodynamique a 1’état final, ceci est cohé-
rent.

13.2 Définition des potentiels thermodynamiques F* et G*
et des fonctions d’état F et GG

On appelle potentiel thermodynamique d’un systéme soumis a un certain nombre de
contraintes, toute fonction qui décroit au cours de I’évolution spontanée du systeme, I’'équi-
libre thermique correspondant & son minimum.

Remarques :

* Un potentiel thermodynamique est associé a des conditions expérimentales données et
est en général fonction des parametres du systéme et de ceux du milieu extérieur (ce n’est
pas une fonction d’état).

* Comme seul le second principe renseigne sur I’évolution d’un systéme, ces potentiels
s’expriment obligatoirement en fonction de ’entropie S.

Exemples :

- Systéme mécanique : énergie potentielle.
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- Systeme fermé thermodynamiquement isolé : néguentropie - S.
- Evolution monotherme et isochore : potentiel ™.
- Evolution monotherme et monobare : potentiel G*.

Ces différents potentiels thermodynamiques correspondent aux différents jeux de variables
d’état utilisés.

Les potentiels thermodynamiques sont tres utiles pour calculer le résultat d’équilibre d’une
réaction chimique ou bien pour mesurer les propriétés des especes lors d’une réaction chi-
mique.

Les réactions chimiques ont en général lieu sous certaines contraintes simples comme a
pression et température constantes, ou bien a entropie et volume constants ; dans ce cas-1a,
on peut faire intervenir les potentiels thermodynamiques correspondants.

Comme en mécanique, le systeme verra la valeur du potentiel diminuer, et a 1’équilibre,
sous ces contraintes, le potentiel va adopter une valeur minimale permanente.

Les potentiels thermodynamiques peuvent également étre utilisés pour estimer la quan-
tité totale d’énergie disponible pour un certain systeme thermodynamique sous certaines
contraintes.

En particulier :

* Quand l'entropie () et les parametres extensifs (par exemple le volume) d’'un systeme
fermé sont maintenus constants, ’énergie interne (U) diminue et atteint un minimum a
I’équilibre. C’est une conséquence du premier et du deuxiéme principe de la thermodyna-
mique, appelée principe de I’énergie minimale. Les trois énoncés ci-dessous sont directement
déductibles de ce principe.

* Quand la température (T') et les parametres extensifs d’un systéme fermé sont mainte-
nus constants, 1'énergie libre de Helmholtz (F') diminue et atteint un minimum a 1’équi-
libre.

* Quand la pression (P) et les parametres extensifs d’'un systéme fermé sont maintenus
constants, 'enthalpie (H) diminue et atteint un minimum a 1’équilibre.

* Quand la température (T'), la pression (P) et les parametres extensifs d’'un systeme fermé
sont maintenus constants, I’enthalpie libre de Gibbs (G) diminue et atteint un minimum &
I’équilibre.
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13.2.1 Evolutions monothermes, potentiel thermodynamique F* et fonc-
tion énergie libre F'

Dans ce paragraphe, on se limite a des transformations ou le systeme n’échange de la
chaleur qu’avec un seul thermostat (noté Th) de température Tj : ces transformations sont
dites monothermes.

13.2.2 Systéme soumis a des transformations monothermes

Le systeme (X) subit une transformation durant laquelle il recoit le transfert thermique @
de la part du thermostat et un travail W de l'extérieur, sous forme par exemple de travail
des forces de pression.

B Cloison
W | diatherme, fixe
. ¥
Q Th
Ty

\ Paroi adiabatique, fixe

Le ler principe appliqué au systéeme (X) donne :

AUs =Q+ W

Le systeme (X + Th) est thermiquement isolé de 'extérieur et son entropie ne peut donc
qu’augmenter ou rester constante, soit :

ASiorate = ASs; + A = ASs + <—§?) >0
0

On en déduit :

AUy, — W < ThASx,
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Soit :

AUs, — ToASy, < W

Ou encore :

(Us,t —ToSx,f) — (Us; — ToSx,i) < W

On définit le potentiel thermodynamique sous la forme :

F*=Uy — TSy

ou Ty désigne la température du thermostat (F* n’est pas une fonction d’état du systeme).
La température du systeme n’est pas nécessairement égale a celle du thermostat, ni pendant
la transformation ni méme dans les états initial et final.

Le travail recu par 'extérieur, -W, vérifie alors :

~W < ~AF* = F} — F}

Le travail requ par lextérieur lors d’une transformation monotherme est nécessairement
inférieur ou égal a la diminution de la fonction F*. Le travail maximum récupéré par
Pextérieur est obtenu lorsque la transformation est réversible et est égal a la diminution de
la fonction F™.

Potentiel thermodynamique pour les transformations monothermes sans échange
de travail avec l’extérieur

Dans le cas particulier ou W est nul (par exemple, si W est di aux forces de pression et si
la transformation s’effectue & volume constant isochore), alors :

AF* <0

Dans une transformation de ce type, la fonction £™* ne peut que diminuer : F* joue donc le
role d’un potentiel thermodynamique pour les systemes évoluant dans des transformations
monothermes sans échange de travail avec I'extérieur. Une situation pour laquelle F'x est
minimale sera une situation d’équilibre.



Legcon de physique n° 13. Evolution et condition d’équilibre d’un systeme
200 thermodynamique fermé

Rappelons que F'x est une fonction qui dépend a la fois du systeme (par U et S) et du
thermostat (par sa température Tp).

Exemple d’application :

Soit un récipient de volume constant complétement rempli d’eau (m = 100 g) portée, dans
une étuve, a la température 77 = 353 K. On la place a température ambiante Ty = 293
K.

a) Prévoir intuitivement 1’état final du systéme. Calculer la variation de F* au cours de la
transformation et conclure.

b) Montrer que ce résultat naturel peut étre retrouvé a partir du potentiel thermodyna-
mique F*. La capacité calorifique de 1’eau c est supposée constante (c = 4,18 J.g=1.C~1).

Réponses :

a) La transformation de la masse d’eau est isochore (on néglige la variation de volume de
leau entre 80 °C et 20 °C) et monotherme (on peut noter que la température initiale de
Peau n’est pas celle du thermostat!). La température finale de I’eau sera bien str celle du
thermostat, c’est-a-dire la température ambiante.

Les variations de U et de S de la masse m d’eau sont (I’eau est une phase condensée) :

AU =me(To —T1) et AS =mcln <§:0>
1

On en déduit la variation de la fonction F'* :

AF* = mc (TO - Tl) - TO In <TO>:|
Ty

A.N. :
AF* = -226]J <0

b) La fonction F™* pour une température 7' quelconque de la masse d’eau vaut :

AF* = me {<To —T1) - Toln <§(1)>}

La différentielle de la fonction F™* s’écrit :

dT
dF™* :dU—TOdS:mc <dT—T0T> = mc (1_[)) dT
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AF star

250 300 350
La fonction F* atteint son minimum pour dF* = 0, soit T' = Ty.

Cas particulier des systémes en équilibre avec un thermostat

On se limite aux situations ou le systéeme est en équilibre avec son thermostat dans 1’état
initial et dans I’état final de la transformation. C’est la situation que l’on rencontre a
chaque fois que l'on provoque une transformation en libérant une contrainte interne du
systeme. On peut remarque que ces transformations ne sont pas forcement isothermes (la

température du systeme peut tres bien ne pas étre définie lors de la transformation ou du
moins ne pas étre uniforme partout).

Cette condition se traduit alors par T; = T et Ty = 1. Par conséquent, la relation :

(Us,y — ToSs,f) — (Us; — ToSs,i) < W

s’écrit en fonction des variables d’état du systeme :

(Us,y —TSs,5) — (Us; — TSs;) = AF < W
Avec :

F=U-TS

F' est désormais une fonction d’état du systeme, appelée énergie libre.

S’il y a échange de travail W avec I'extérieur, alors :
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AF<W KW ou —W K -AF =F, - Fy

La diminution de la fonction F' est supérieure ou égale au travail récupéré par l'extérieur
(fourni a celui-ci), d’ou le nom d’énergie libre pour F' qui représente la part d’énergie qui
est récupérable sous forme de travail par 'extérieur.

L’égalité a lieu si la transformation est réversible. Ainsi, dans une transformation isotherme
(par définition, réversible!), la diminution de 1’énergie libre est égale au travail fourni par
le systeme a 'extérieur.

S’il n’y a pas d’échange de travail avec 'extérieur (W = 0), on a alors :

AF <0

C’est le cas par exemple d’une transformation isochore si seules interviennent les forces de
pression.

Ainsi, la fonction énergie libre F' est un potentiel thermodynamique pour les transforma-
tions monothermes et isochores avec équilibre initial et final avec le thermostat.

13.2.3 Evolutions monothermes et monobares, potentiel thermodyna-
mique G* et fonction enthalpie libre G

Systéme soumis a des transfomations monothermes et monobares

On considere un systeme fermé (de composition éventuellement variable : équilibre entre
deux phases ou systéme en réaction chimique) en contact avec une seule source de chaleur
(a la température Ty constante) et subissant une transformation monobare (la pression
extérieure est constante égale a F).

Cloison Cloison
ile, adiabati Wa liath fix
mobile, adiabatique \ | /(13 lerme, lixe
RES Q Th
Po W, Z To
ps, Ty

N

Paroi adiabatique, fixe



13.2. Définition des potentiels thermodynamiques F* et G* et des fonctions d’état F' 03

On peut noter que la température et la pression du systeme dans les états initial et final
peut étre a priori différentes de T et de Fj.

Ce systeme modélise de nombreuses réactions chimiques, comme par exemple le cas d’un
réacteur avec paroi mobile et diatherme au contact de I’atmosphere.

Les échanges thermiques se font uniquement entre (X) et le thermostat Th. Les échanges
de volume se font uniquement entre (X) et le réservoir de volume a la pression constante
Py.

Le systeme (X) recoit le transfert thermique @ de la part du thermostat, le travail des
forces de pressions P, et éventuellement un travail utile noté W,, de la part de I'extérieur
(force électrique, par exemple).

On souhaite alors évaluer le travail W,, utile (autre que celui des forces de pression, quand
il existe) recu par le systeme.

Le ler principe appliqué a (X) donne :

AUs, = Q — Py(Vy — Vi) + W,

Le 2nd principe appliqué a (X) donne, en notant S, ’entropie de création :

_Q
ASy, = T + Ser

En éliminant le transfert thermique Q@ :
AUs + PO(Vf - V;) —ToASs = Wy — T.Ser
Soit

(Us,t + PoVy — ToSx,f) — (Us; + PoVi — ToSxi) = Wy — TeSer

On définit alors le potentiel Gx du systéme (ce n’est pas une fonction d’état car il dépend
des parametres extérieurs Ty et Fy) :

G*=U+ PV —-T,S

Alors :
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AG* =W, —TeSer

Comme S > 0, on obtient :

AG* =W, —TeSer < W,

Le travail utile regu par I'extérieur, -W,, vérifie alors :

W, <G} -G}

Le travail autre que celui des forces de pression (le travail utile) fourni par le systeme a
I'extérieur, dans une transformation monotherme et monobare, est nécessairement inférieur
ou égal a la diminution de la fonction G* du systeme.

Le travail maximum est égal a la diminution de la fonction G* lorsque la transformation
est réversible.

Potentiel thermodynamique pour les transformations monothermes et mono-
bares sans échange de travail avec 1’extérieur

Dans le cas particulier ou W, est nul (le seul travail échangé est celui des forces de pres-
sion),alors :

AG* <0

Dans une telle transformation, la fonction G* ne peut que diminuer. G* joue bien le role
d’un potentiel thermodynamique pour les systemes évoluant dans des transformations mo-
nothermes, monobares et sans autre travail que celui des forces de pression. G* sera bien
minimale & 1’équilibre.

Rappelons que Gx est une fonction qui dépend & la fois du systeme (par U et S) et du
thermostat (par sa température Tj et sa pression Py).
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Exemples d’application :

Exemple 1 : cas particulier des systémes en équilibre avec le thermostat et le
réservoir

On se limite maintenant aux situations ol le systeme (X) est en équilibre avec le thermostat
et le réservoir de volume dans I’état initial et dans ’état final. C’est la situation que I'on
rencontre chaque fois que 'on provoque une transformation en libérant une contrainte
interne au systeme.

On aura alors T; = Ty = Ty et P; = Py = Fy. Alors, le bilan :
(Us,s + PoVy — ToSs 5) — (Us,i + PoVi — ToSx,i) = Wy — TeSer

devient :

(Us,g+ PfVy —T¢Ss f) — (Us,i + BV; = TS5 ;) = Wy — TeSer

Avec :

G=U+PV-TS=H-TS
G est désormais une fonction d’état du systeme, appelée enthalpie libre (on encore, fonction
de Gibbs).

S’il y a échange de travail W, avec 'extérieur, alors :

AG<W, <Wou —W,<—AG=G;— Gy

La diminution de la fonction G est supérieure ou égale au travail utile récupéré par I'ex-
térieur (fourni a celui-ci), d’ott le nom d’enthalpie libre pour G qui représente la part
d’enthalpie qui est récupérable sous forme de travail par I'extérieur.

L’égalité a lieu si la transformation est réversible. Ainsi, dans une transformation isotherme
et isobare (par définition, réversibles!), la diminution de I’enthalpie libre est égale au travail
utile fourni par le systéeme a l'extérieur.

S’il n’y a pas d’échange de travail utile avec l'extérieur (W, = 0), on a alors :

AG <0
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Ainsi, la fonction énergie libre G est un potentiel thermodynamique pour les transforma-
tions monothermes et monobares avec équilibre initial et final avec le thermostat et la
source de volume.

G correspond bien a un potentiel thermodynamique qui diminue. Le systeme atteint 1’équi-
libre lorsque G est minimale.

Par exemple, pour un systeme de variables T', P et £ 'avancement :

oG
=) =0
(%),

Cette condition définit ’avancement &, a ’équilibre.

13.2.4 Exemple 2 :

Une mole d’un gaz parfait a la température 77 se trouve dans un récipient fermé par un
piston, libre de se déplacer sans frottements. L’air extérieur est a la température T et
pression P, constantes. Le piston et le récipient sont de bons conducteurs thermiques :
les parois sont diathermanes. Initialement, le piston est bloqué (P; > Py) et le gaz a la
température T7. A D'instant ¢ = 0, on débloque le piston et on attend I’équilibre.

1- A ’aide du potentiel thermodynamique de cette transformation, montrer qu’a 1’état final
Tf =Ty et Pf =F.

La transformation est monotherme monnobare donc on prend G*.

On sait que dU = C,dT, dS = deTT — R% et PV =nRT donc dV = RdTT - RTCIIJ—};

On obtient :
. dT dP To dP
dG" = CodT + P\R— — RTPy 5 — Gy dT + RTy—
Soit
. _ Py To Py
dG* = <Cv+Cp(7 N5 CpT>dT—|—(T Ty—)dP

A Téquilibre dG* = 0, il faut donc T'=Ty et P = P,

2- Exprimer AG* entre ’état initial et I'état d’équlibre. A.N.: P, = Py/2 et Th = 27Ty.
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RIy RT To 0
AG*=Cy(To—T) + Py | — — — | = C,TpIn — + RTyIn =
G C(Q 1)+ 0<P0 Pl) CponT1+RonPl

T T P() P(] TO PO
AG* = Tol1l— —=+1n— Toll— —+In— | —RIp(1—- — 1——
“ Cpo( T0+HTO>+RO< P1+HP1) RO< T1)< P1>

A.N. :

AG* = CyTh(—~1+1n2) + RTy(—2+1n2) <0

La fonction G* a diminué.

13.3 Quelques exemples et applications

13.3.1 Etude d’une pile isobare et isotherme (travail utile)

Une pile, associée a une réaction chimique spontanée mettant en jeu n moles d’électrons par
mole de réactif, fonctionnant a température et pression constantes, possede les propriétés
suivantes :

* résistance interne négligeable

* capacité thermique constante Cp

*fém a 25 °C : Ey =1,50 V

* Coefficient de température : k = % =-0,5mV.K™!

a) Justifier que le travail utile regu par la pile de l'extérieur est (en convention récep-
teur) :

oW, = Edq
b) Lors d’une consommation a 25°C d’une mole de réactif, déterminer la variation d’en-
thalpie libre
AG puis la variation d’enthalpie AH.
AN :n =2et F'= Nye = 96 500 C

Solution :
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a) En convention récepteur : (i = dg/dt < 0)
Le travail utile regu par la pile est : W,, = Fidt = Edq < 0

b) La transformation est réversible, isobare et isotherme : AG = Wu = Eygiot, O Qo
représente la charge portée par n moles d’électrons, soit g = —nF'.

Ainsi :

AG = —TLFEO

La relation (voir plus bas) :

n-c-1(57)
P

oT
donne :
AH=AG-T 8A7G
oT )p
Soit :

AH = —nFE—l—TnFZ—? = -—nFE+nFTk

AH = —F(Ey — kTy) = —318 kJ

13.3.2 Equilibre chimique et condition d’équilibre

On considére maintenant un systeme fermé mais de composition variable par suite de
I’existence d’une réaction chimique.

Les variables d’étude sont les variables de Gibbs : T, P,n;. Pour une transformation élé-

mentaire :
dG = % dT + % dP + oG dn;
8T P,nq; 8P T,ni anz T,P,Tbj

Par analogie avec le corps pur, on note :
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m:<3G> <W ou dG = —SdT +VdP+ Y pdn,
on;
v/ T,Pn; [

1; est le potentiel chimique du constituant A; dans le mélange. C’est son enthalpie libre
molaire partielle (dans le mélange) et :

GZZM

A pression et température fixées :
dG = pdn;
i

On considére un systéme (X) composé deux sous-systemes (X1) et (X2) en équilibre de
pression et de température avec Uextérieur (Ty et Py) et entre eux.

(1)

Le nombre de moles de 'espece i est n;, réparti entre n,
systemes, avec :

(2)

et n,”’ dans les deux sous-

(1)

2
ng=mn, + nE )
Les deux sous-systémes sont séparés par une paroi mobile et diatherme (qui laisse passer
la chaleur). Il y a donc toujours équilibre de pression (Py) et de température (7p) entre les
deux sous-systemes.

2(1) 2(2]

Po, To po, To

Paroi mobile et diatherme

On leve une contrainte en rendant la paroi perméable au passages des particules de I'espece
(4). On aura alors des variations dn") et dn(® reliées entre elles dn(?) = —dn(1).

La variation élémentaire de G devient :
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dG = dngl),u(l) + dnz(?)u@) = dngl)(ugl) - Mz@))

i 7 7

L’évolution du systeme s’effectue dans le sens dG < 0; si 'on suppose par exemple que
,u?) > ugl), ii alors dngl)

vers le compartiment (1).

> 0 : les particules de 'espece (i) migrent du compartiment (2)

D’une maniere générale, I’évolution s’effectue dans le sens des potentiels chimiques décrois-
sants (analogie avec le courant électrique : le courant I est toujours dirigé du + vers le -,
soit dans le sens des potentiels électriques décroissants).

A Téquilibre, dG= 0, soit Mgz) = /%('2) : il y a donc égalité des potentiels chimiques a
I’équilibre.

13.3.3 Application au corps pur sous deux phases
Condition d’équilibre et d’évolution

On considére un corps pur sous deux phases notées (1) et (2), a I’équilibre thermique et
mécanique avec un milieu extérieur imposant une température T’ et une pression P, et
n’échangeant pas de travail autre que celui des forces de pression avec ce dernier; le bon
potentiel thermodynamique est donc I'enthalpie libre.

En indicant M les grandeurs molaires et en notant n; et no le nombre de moles respectif
des phases (1) et (2), avec nj; +ny = n = cste (o n est le nombre total de moles), il vient
pour I'enthalpie libre totale du systeme :

G(T, P,n1,n2) = Gi(P,T,m) + G1(P,T,n1) = niGipm (P, T) + neGan (P, T)

G(T,P,n1) =nmGip(P,T) + (n —n1)Goy (P, T) = ni(Giar — Ganr) + nGang

Le systeme évolue de facon a ce que G diminue : si Giyr # Gayr, la relation montre
que, selon le signe de G — Goyy, le systeme évolue jusqu’a I’annulation de nq ou de no,
c’est-a-dire jusqu’a la disparition d’une des deux phases.

L’équilibre diphasé n’est donc possible que pour : Gy (P, T) = Gopn (P, T).
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Formule de Clapeyron

Lors du changement d’état d’'une mole de corps pur, la condition d’équilibre impose :
Gl(PvT) = GQ(P¢T)

Hon — Hiy = T(Sanm — Simr)

La grandeur Li_,o = Hopr — Hipr = T(Sonr — Simr) est appelée enthalpie molaire de
changement d’état ; elle correspond a la quantité de chaleur regue par une mole de corps
pur pour changer d’état, sous pression et température constantes ; on ’appelle aussi chaleur
latente de changement d’état.

En considérant deux points infiniment proches sur la courbe de changement d’état P(T),
on a:

GlM(P,T):GQM(P,T) et GlM(P+dP,T+dT):GQM(P+dP,T+dT)

Donc

dGiyv = dGay
L’identité thermodynamique en dG fournit (avec V; et Vo = volumes molaires des phases
(1) et (2)) :
—SimdT + VipdP = —SopdT + VoprdP
D’ou

dP

Ly =T(Vapr — VlM)ﬁ

C’est la dérivée sur la courbe de changement d’état. La relation précédente est connue sous
le nom de formule de Clapeyron.
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14.1 Les machines thermiques : définitions et équations utiles

14.1.1 Caractérisation expérimentale des gaz a basse pression

Définition :

Une machine thermique est un systeme permettant de réaliser simultanément des transferts
thermiques et des conversions d’énergie. Elle est composée d’un systéme thermodynamique
(en général un fluide) effectuant un cycle au cours duquel il échange de la chaleur et de
I’énergie mécanique avec les autres éléments de la machine thermique : des sources de
chaleur et des réservoirs d’énergie mécanique.

Les @; et W; sont algébriques et sont positifs lorsqu’ils apportent de 1’énergie au systeme
thermodynamique. On défini de maniere générale 'efficacité thermodynamique de la ma-
chine thermique comme :

213
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energie utile

energie coteuse

On notera par la suite : Weyere = (3 Wi)cycle et Qeyete = (X2 Qi)cycle

14.1.2 Application du premier principe de la thermodynamique aux ma-
chines thermiques

Le systeme thermodynamique ¥ effectue un cycle et U est une fonction d’état, on a
donc :

Achycle =0

Or le premier principe appliqué a 3 durant le cycle s’écrit :

A[]cycle = chcle + Qcycle

D’ou la relation :
chcle + Qcycle =0

14.1.3 Application du deuxiéme principe aux machines thermiques

S est aussi une fonction d’état on a donc :
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AScycle =0

Or le deuxieme principe appliqué a > s’écrit :

AScycle = Péchangée + Scréée

avec Séchangée = (Z %)
v/ cycle

On obtient alors I'inégalité de Carnot-Clausius :

Qi) <0
<Z TZ cycle h

14.2 Types de machines thermiques

14.2.1 Les machines monothermes

En appliquant les deux premiers principes a ce type de machine on obtient :

W0 =0 et <o
Ty

Soit

Q1 <0 et W=0
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Conclusion : Une machine thermique monotherme ne peut jamais créer de travail, d’ou
I’énoncé du deuxieme principe selon Kelvin :

Un systéme en contact avec une seule source de chaleur ne peut que recevoir du travail et
fournir de la chaleur au cours d’un cycle.

14.2.2 Les machines thermique

L’application des deux premiers principes nous donne :

W+Q0+Qf:()

T. ' Ty

Pour visualiser ce que ces expressions signifient on trace le diagramme suivant :

\ Oun | Droite d’équation
cycles D + 9 =0
moteurs / To T
cycles
impossibles
cycles
dissipatifs
O
Droite d’équation

. mach{nes 0,+0, =0
rigorifiques

A
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De la partie autorisée de ce diagramme on distingue quatre zones de fonctionnement :

— A : W <0, dans ces conditions la machine est un moteur, aussi Q. > 0 et Q¢ < 0.

— B: W >0, la machine est un récepteur, aussi Q. > 0 et Q; < 0, sa seule utilité est
donc de transférer de la chaleur de la source chaude vers la source froide, ce qui se
fait naturellement. Ce type de machine ne nous intéressera pas ici.

— C: W <0, la machine est un récepteur, aussi Q. < 0 et Q¢ < 0, sa seule utilité
est donc de fournir de la chaleur a la fois a la source chaude et a la source froide en
utilisant de I’énergie mécanique, a priori pas plus utile qu'une machine monotherme.
Ce type de machine ne nous intéressera pas ici.

— D : W >0, la machine est un récepteur, aussi Q. < 0 et Q)5 > 0 elle permet donc
de transférer de la chaleur de la source froide vers la sources chaude en utilisant
de I’énergie mécanique. Seul les zones de fonctionnement A et D vont donc étre
intéressantes.

14.3 Etude des machines thermiques

14.3.1 Les moteurs dithermes

Ce type de machine se situe dans la zone de fonctionnement A du diagramme de Raveau,
onaW <0, Q:>0et @Qf <O0. Les moteurs dithermes permettent donc de transformer
de la chaleur en énergie mécanique mais nécessitent un transfert de chaleur de la source
chaude vers la source froide.

Source
chaude |Q"’ |

T

ch

Source
froide

T

fr

Milieu
extérieur

Ici, d’efficacité thermodynamique est aussi appelée rendement, elle est définie par :

)12
Qe

On a donc,
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Qs

=1+
K Q.

Z Nmaz

Avec Nz = 1 — % qui est appelée rendement/efficacité de Carnot.

Aussi 7 = Nz Si et seulement si le cycle qu’effectue X est réversible, 7,4, ne dépend que
de Ty /T et est toujours inférieur & 1 d’ott le théoreme de Carnot :

Un moteur cyclique ditherme réel a une efficacité inférieure & Uefficacité de Carnot qui
correspond a celle d’un cycle réversible. L’efficacité de Carnot ne dépend pas de la nature
du systéme mais seulement de la température des deur sources.

Remarque : Il n’est pas forcement préférable de se rapprocher au maximum du rendement
de Carnot, en effet pour rendre le cycle quasi-réversible il faut que les transformations
soit lentes, ce qui limite la puissance que va pouvoir fournir le moteur. De plus le travail
produit lors d’'un cycle réversible est faible comme pour le cycle de Carnot (2 isentropiques,
2 isothermes) il faut donc parfois utiliser des transformations qui font baisser le rendement
mais qui permettent d’obtenir un travail plus important sur un cycle et donc une puissance
en sortie plus importante (exemple : Le cycle Beau de Rochas).

14.3.2 Les récepteurs

Ce type de machine se situe dans la zone de fonctionnement D du diagramme de Raveau,
ona W >0, Q. <0et Q> 0. Dans cette configuration la machine thermique permet de
prélever de la chaleur & la source froide et de fournir de la chaleur a la source chaude en
utilisant de 1’énergie mécanique.

Milieu
extérieur

Source
froide

Source
chaude ‘Qch ‘ 0
fr

T N Machine T
rigorifiqu

Lors du cycle, le systeme thermodynamique est, avant d’entrer en contact avec la source
chaude, comprimé pour étre plus chaud que la source chaude, la source chaude lui cede
donc de la chaleur. Il est ensuite, avant d’entrer en contact avec la source froide, détendu
pour étre plus froid que la source froide et donc céder de la chaleur a la source froide.
L’énergie mécanique apporté a la machine est utilisée pour la compression du fluide. On
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utilise généralement les changements d’état du systeme thermodynamique pour augmenter
la quantité d’énergie transférée lors du passage du fluide au contact des sources de chaleur,
on comprend bien pourquoi en regardant les ordres de grandeur de la capacité thermique
massique et de I’enthalpie de changement d’état des fluides, par exemple pour ’eau liquide
ona: Cp=4,18 J.g7L.K™! (CNTP) et L,q,=2256 J.g~! Iénergie absorbée par un gramme
d’eau liquide lors de sa vaporisation correspond donc a une élévation de température de
500°K de ce méme gramme d’eau (& supposé qu'il reste liquide).

Selon le but pour lequel ce type de machine est utilisé on lui donne un nom différent :

Réfrigérateur ditherme lorsque le but est de refroidir la source froide, et Pompe a chaleur
lorsque le but est de chauffer la source chaude. L’efficacité thermodynamique est définie
différemment dans chaque cas :

-Réfrigérateur ditherme :
L’énergie utile est ici 'énergie prélevée a la source froide, on défini donc :

qui nous donne :

Qr

e=—=

W

ce qui nous donne :
-1 . Ty
e= =e
QC ~ T —T max
1+ Qr c f

AN : T, = 20 °C, Ty = 4°C donc emee = 17,3
-Pompe a chaleur :

L’énergie utile est ici 'énergie apportée a la source chaude, on définit donc :

qui nous donne :

pr— < prm—
€ 1t % T, — Tf €max

AN : T, =20 °C, Ty = 0 °C donc epqs = 14,65
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Remarque :

On voit ici que, pour chauffer une maison par exemple, I'efficacité de la pompe a chaleur est
bien meilleure que celle d’un récepteur monotherme (ex : radiateur électrique) o €,,4,=1,
c’est la raison pour laquelle le chauffage électrique est interdit au Danemark, controlé en
Suisse et interdit de publicité en Belgique! Installer une pompe & chaleur chez soi est en
revanche cotiteux et pas toujours possible (la présence d'un lac, piscine, comme source
froide est recommandée), et les autre type de chauffage (gaz, fioul,charbon) sont polluants
(émission de COgq principalement). Voila pourquoi le chauffage électrique a été encouragé
en France avec la campagne Vivrélec profitant en fait du faible cott (et de la propreté) de
I’énergie issue du nucléaire, tres développé en France.

14.4 Exemples de machines thermiques réelles

14.4.1 Le cycle Beau de Rochas

Principe de fonctionnement

En 1862, Alphonse Beau de Rochas décrit le principe du moteur a quatre temps a combus-
tion interne explosive. Nikolaus Otto construira en 1876 le premier moteur fonctionnant
selon ce principe.

On se propose de modéliser le fonctionnement d’un moteur a quatre temps a combustion
interne a explosion par le cycle quasi statique extrémement idéalisé d’un gaz parfait.

Premier temps : admission et carburation

La position initiale correspond au volume minimal V,,;, du corps de piston. La soupape
d’échappement est maintenue fermée et la soupape d’admission ouverte. La descente du
piston provoque l’aspiration de I’air dans le corps de piston (c’est ’admission). De I’essence,
en quantité plus ou moins importante selon la puissance que 'on veut donner au moteur,
est mélangée a lair durant cette phase d’admission (c’est la carburation).

Deuxieme temps : compression et allumage

Des que le piston est arrivé en bout de course, le volume ayant atteint sa valeur maxi-
male Va2, la soupape d’admission se ferme et commence la phase réceptrice de compres-
sion.

Un peu avant que le piston ne soit revenu a sa position initiale, la combustion de ’essence
par I'oxygene de ’air est provoquée en faisant éclater un arc électrique entre les électrodes
de la bougie. L’étincelle permet 'activation de la réaction chimique de combustion. Cette
réaction se développe selon une réaction en chaine explosive qui provoque de facon quasi
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instantanée une forte élévation de la pression et de la température de la masse gazeuse : la
phase motrice peut commencer.

Troisieme temps : détente

La détente du gaz permet la transmission d’une puissance mécanique sur l’arbre moteur.
Une partie de cette puissance est utilisée pour assurer la compression du mélange tonnant
dans un autre cylindre. Bien str, le gaz se refroidit au cours de cette détente mais en fin
de course du piston, quand le volume gazeux atteint de nouveau V42, leur température
est encore bien supérieure a la température d’admission.

Ce potentiel thermodynamique peut étre utilisé pour faire fonctionner un turbo compres-
seur : cela permet d’améliorer le rendement moteur.

Quatrieme temps : ’échappement

Enfin, les gaz brulés sont évacués : c’est le role de la soupape d’échappement qui est ouverte
a cet effet. Lorsque le piston arrive de nouveau en bout de course, le cycle est terminé, un
nouveau cycle commence : admission et carburation, compression et allumage, détente,
échappement.

premier temps : deuxiéme temps :
position admission compression
initiale ( phase recepmce)
déch soupape 21‘,’“9396 . les deux soupapes
fermée ouverte sont fermées
| A
troisiéme temps : quatrieme temps :
détente échappement
allumage et (phase motrice)
H soupape soupape
explosion les deux soupapes d‘échappezl e}l)“ & agnfission
sont fermées ouverte fermée

A
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Modélisation par un cycle réversible de gaz parfait

C’est bien str le modele le plus simple que 'on puisse développer. Dans la réalité, les gaz
ne sont pas parfaits et surtout le cycle n’est pas réversible. Nous allons faire I’hypothese
trés naive de considérer qu'une réaction chimique explosive est réversible : il ne faut donc
pas attendre une grande précision d’un tel modele qui n’a pour seule ambition que de faire
apparaitre les principes essentiels qui président au fonctionnement de ce moteur.

Y , T . T JT — Vinas
Les caractéristiques géométriques du piston définissent un rapport volumétrique a = o=

min

Données : Ve = 1,2 L, Viin = 0,2 L et donc a = 6

Nous allons considérer que le gaz est admis a la pression P, = 1,013 bar présente a I'exté-
rieur. Ce gaz se réchauffe immédiatement au contact des parois intérieures du cylindre et
nous prendrons pour température initiale 77 = 350 K.

Premier temps : admission et carburation

P1Vi
RTy

Dans ces conditions, la quantité de matiere gazeuse admise a pour valeur : n =
0,042 mol

Cela comprend l’air ainsi que l’essence qui se trouve, a cette température, a 1’état de
vapeur.

L’essence pour automobiles est un mélange d’hydrocarbures créé lors du raffinage du pétrole
et composé de différents produits plus ou moins volatils. Pour rendre compte des propriétés
énergétiques de ces carburants, on les modélise par un "hydrocarbure moyen” : I'octane
CgH1g dont la combustion steechiométrique dans le dioxygene a pour équation bilan :

25
CsHis + > Oy =8 CO3 4+ 9 HyO

L’air est un mélange gazeux constitué principalement de 78 % de diazote, 21 % de dioxygene
et pres de 1 % d’argon. 12,5 moles de dioxygene correspondent par conséquent a 59,5 moles
d’air, soit 60,5 moles de mélange stoechiométrique. Il est important que ’hydrocarbure soit
le réactif limitant de la combustion, la quantité maximale d’essence que ’on peut apporter
dans le cylindre est donc ny,q, = 0,70 mmol, ce qui, compte tenu de la masse molaire de
I'octane, correspond a une masse Mg, = 80 mg.

Deuxieme temps : la compression et ’allumage

Cela se passe si vite que nous pouvons faire 'hypothese d’'une compression adiabatique :
les échanges thermiques entre le gaz et les parois métalliques du piston n’ont pas le temps
de se faire. Nous nous plagons délibérément dans I’hypothese quasi statique et, le mélange
gazeux (air-+essence) étant considéré comme parfait, la compression adiabatique obéit & la
loi de Laplace : PV7 = Cte.
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Nous en déduisons la pression P, et la température 75 en fin de compression :

Py=a"'P, et Th=a""'T}

Applications numériques : avec P, = 1,013 bar , 77 = 350 K , a = 6 et v = 1,4 on trouve
Py, =124 bar et T5 = 717 K

Pour réaliser cette compression adiabatique, le moteur doit recevoir de I’énergie sous
forme de travail mécanique avec, conformément au premier principe de la thermodyna-
mique :

nRTl
v—1

W

Wiga = AUz = nCym (T2 — Th) = po—

(avfl — 1) (awfl — 1)

Applications numériques : avec P, = 1,013.10° Pa , V; = 1,2.102 m?, a = 6 et y =1,4 on
trouve Wiy = 323 J

Dans un moteur réel, la combustion met un certain temps a se propager et, pour cette
raison, 'allumage doit étre déclanché un peu avant la fin de compression : c’est le réglage
”d’avance a ’allumage”.

Dans le cas optimal d’un mélange tonnant stcechiométrique, la combustion explosive se
faisant pratiquement & volume constant, produit une chaleur

Q23 = Nimaz | AU (To)| avee A UY(Ty) = A HO(Ty) — RTyAn

Applications numériques : pour l'octane, la variation de la quantité de matiere gazeuse
a pour valeur A,n = 3,5 et ’enthalpie molaire de combustion a 1000 K a pour valeur
A HY(1000K) = -4,24 MJmol~! (d’aprés Handbook of chemistry and physics).

Cela donne : A, U%(Ty) ~ - 4,27 MJ.mol ™! et, avec N4 = 0,70 mmol, Qa3 = + 2987 J.
Nous remarquons que, la différence relative entre A, H et A,U étant inférieure a 1 %, la
variation de quantité de matiére gazeuse n’a que tres peu d’effet.

La température T3 atteinte par les produits de combustion peut étre estimée en gardant
pour la méme valeur v = 1,4 pour le mélange gazeux apres combustion et, dans le méme
esprit de simplification, en ne tenant pas compte de la variation de la quantité de matiere
gazeuse. Nous avons alors :

-1 Ty
Ty =T+ -—Qg3 et Py=Py=>
sTRT R B & Ty

Applications numériques : T3 = 4112 K et P3 = 71,4 bar.
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Cette température semble beaucoup trop élevée, elle est bien supérieure a la température
de fusion des alliages métalliques qui constituent le corps de piston. D’une part, le modele
exagere effectivement la température réellement atteinte par les gaz, mais surtout ces gaz
ne sont en aucun cas en équilibre thermique avec les parois du piston !

Troisieme temps : détente

Nous allons considérer que la détente est également isentropique et obéit a une loi de Laplace
d’un gaz parfait pour lequel v = 1,4. Nous en déduisons la pression P4 et la température
Ty en fin de détente :

Au cours de cette phase motrice, le moteur fournit du travail au milieu extérieur :

nRk

W3y = AUzy = —
v—1

nRkR 1
(T3 = Ty) = — (MCLV T+ Q23> <1 - a’71>

Applications numériques : Ty, = 2008 K, P, = 5,81 bar et W34 = -1851 J

Quatrieme temps : ’échappement

Nous admettrons, en idéalisant le modele, que les gaz se refroidissent jusqu’a ce que la
pression redevienne égale a la pression extérieure P; avant d’étre évacués. L’échappement
ne nécessite alors aucun travail. En réalité, ce sont des gaz bien plus chauds qui sont
évacués et il faut pour cela les pousser vers I’extérieur : la phase d’échappement consomme
de une énergie mécanique que nous ignorons délibérément. C’est en ce sens que le modele
est idéalisé.

Le graphe suivant représente le cycle "Beau de Rochas” en coordonnées de Clapeyron.

Rendement énergétique

Nous définissons le rendement énergétique comme le rapport du travail mécanique algébri-
quement fourni au milieu extérieur dans le cycle soit |Ws34| — Wia, que l'on souhaite le plus
grand possible, sur la chaleur Q23 dépensée lors de la combustion interne, que 1’on souhaite
la plus petite possible :

_ W34 = Wia _1_ 1
Q23 a1

Application numérique : p = 0, 51. Cette valeur est trés optimiste par rapport a un cycle
réel de moteur a explosion.
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Remarque : ce modele de cycle, bien que tres simpliste, fait apparaitre que le rendement
énergétique d’un tel moteur dépend essentiellement du rapport volumétrique : plus le rap-
port a est élevé, meilleur est le rendement. Il en est de méme pour un moteur réel.

14.4.2 Le cycle Diesel

Principe de fonctionnement d’un moteur suralimenté par turbocompresseur

En 1892, 'ingénieur allemand Rudolf Diesel dépose un brevet pour le principe d’un moteur
a combustion interne par introduction progressive de fuel dans de I'air porté, par une forte
compression, & une température supérieure au point d’auto inflammation du combustible.
Aucun dispositif d’allumage n’est alors nécessaire et il est possible d’atteindre des taux
de compression beaucoup plus importants, ce qui permet d’améliorer considérablement le
rendement énergétique du moteur.

Premier temps : admission turbocompressée
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La suralimentation consiste a introduire dans les chambres de combustion une plus grande
quantité d’air en réalisant une aspiration doublée d’une compression. Lorsque cette com-
pression initiale est réalisée grace a un dispositif utilisant la force motrice des gaz d’échap-
pement, on parle de moteur diesel suralimenté turbocompressé.

Deuxiéme temps : compression

Apres cette admission, le cycle se poursuit par une compression trés rapide et donc adia-
batique dans un rapport volumétrique a = V3 /V5 qui peut étre beaucoup plus important
que dans le cas d’un moteur & explosion. En effet, il n’y a aucun risque d’autoallumage,
puisque le combustible n’est introduit qu'une fois réalisée cette compression.

Troisieme temps : carburation et détente motrice

Le fuel injecté dans la chambre de combustion subit une auto inflammation et ’on peut
considérer que la pression est maintenue a sa valeur maximale pendant toute la phase de
combustion. Le mouvement du piston se poursuit jusqu’au volume maximal par détente
adiabatique des gaz brulés.

Quatrieme temps : échappement

Les gaz briilés sont encore chauds et sous haute pression. Ceux-ci peuvent étre utilisés pour
faire tourner une turbine permettant la suralimentation du moteur.

Modélisation simplifiée par un cycle de gaz parfait

Premier temps : admission turbocompressée

Le piston, de volume V7, est alimenté en début de cycle avec de l'air, initialement a la
pression extérieure Py et a la température Ty, comprimé a la pression P; a aide d’un
systeme turbocompresseur. L’air sera considéré comme un gaz parfait dont le rapport ~
des capacités thermiques a pression constante et a volume constant est indépendant de la
température.

Si I'on considére la compression isentropique, la température 17 piston a donc pour expres-
sion, conformément a la loi de Laplace :

P 5
ﬂ:%(é)”

La quantité d’air introduite a pour expression n = P;V;/RT) et le travail nécessaire pour
réaliser cette compression a pour valeur

Wor =

nR PV To
Ty —ThH) = 1
v—l(l 0) 7—1< >
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Données : V3 =45 L; Ty = 293 K; Py = 1,0 bar; P, = 1,5 bar; v = 1,40 et R=8,314
Jmol 1K1,

Applications numériques : 77 = 329 K; n = 0,247 mol; Wy, = 185 J.

Deuxieme temps : compression

La compression adiabatique sera supposée quasi statique, caractérisée par un rapport vo-
lumétrique a = V;/V;. Nous sommes donc dans les conditions d’application de la loi de
Laplace. La pression et la température en fin de compression ont pour valeur :

vi\? i\
P2 = P1 <‘/;> = Pla"’ et T2 = T1 <‘/;> = Tlcﬂ_l

La transformation étant adiabatique, selon le premier principe de la thermodynamique, le
travail de compression a pour valeur la variation de 1’énergie interne de lair :

PV,

Wi9 = AU
v—1

(@ 1)

Donnée : a =13.
Applications numériques : Vo = 0,35 L, P, = 54,4 bar, T, = 918 K et W15 = 3,02 J.

Troisieme temps : carburation et détente motrice

La combustion interne est considérée comme une transformation isobare a la pression
P,

Le fuel a un pouvoir calorifique @Q,, par mole d’air admis dans les cylindres. La chaleur
dégagée par la combustion interne a donc pour valeur Qo3 = n@,,. Cette chaleur est égale
a la variation d’enthalpie du gaz et nous pouvons en déduire la température T3 et le volume
V3 atteints en fin de combustion.

~1 1
Ty=Tp+ 19 o vy —vp 4 210G
v R v P

Cette phase est motrice, le travail Wa3 recu par le gaz est négatif :

v—1

Waz = —Po(V3 — Va) = — nQm

Le rapport b = V3 /V5, évidemment inférieur au rapport volumétrique du moteur a = V; /Va,
s’appelle "rapport volumétrique de combustion”
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Donnée : Q,, = 41,0 kJmol~*

Applications numériques : Q93 = 10,1 kJ; Wog =-2,89 kJ; T3 = 2327 K; V3 = 0,88 L et b
= 2,54.

Ensuite, les gaz briilés subissent une détente adiabatique que ’on supposera réversible. Le
mélange {air + fuel}, ainsi que les gaz brilés, sont considérés comme ayant des propriétés
physiques identiques a ’air. En particulier, on ne tiendra pas compte de la variation de
quantité de matiere due a l'injection du fuel et a sa combustion. Dans ces conditions, les
gaz se détendent en obéissant a la loi de Laplace et 'on peut en déduire leur pression et
leur température au moment ot le volume maxima est atteint :

ol
Py =P3 <t§> et Ty =T1b"

Applications numériques : Ty = 121 0K ; Py = 5,52 bar; W34 = -5,73 kJ.

Quatrieme temps : échappement

Si 'on imagine un refroidissement isochore des gaz d’échappement jusqu’a la température
Ty de lair admis, cela reviendrait pour le systéme a recevoir une chaleur négative

nR
v—1

Q=AU = — (Ty — T)

Le graphe suivant représente le cycle diesel idéalisé en coordonnées de Clapeyron.
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Dans ’état 4, les gaz brulés sont encore chauds. Imaginons que 1’on fasse fonctionner une
machine idéale de Carnot entre la température Ty et la température extérieure Tj. Le travail
maximal que I'on pourrait tirer aurait pour expression :
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Ty
Wmaaz =|1-=
< T1> | Qa1

Ce travail suffit-il pour assurer la compression initiale des gaz de 1 bar a 1,5 bar ?

Applications numériques : Q41 = —4,52 kJ; Winee = 3,42 kJ . Cette valeur est tres large-
ment supérieure aux 185 joules nécessaires pour réaliser la turbo compression.

Rendement énergétique

Nous définissons le rendement énergétique comme le rapport du travail mécanique algé-
briquement fourni au milieu extérieur dans le cycle soit |Was| + |Wa4| — |[Wa3|, que I'on
souhaite le plus grand possible, sur la chaleur Q23 dépensée lors de la combustion interne,
que 'on souhaite la plus petite possible :

. [Was| + [Waa| — [Was| _, 07" —1
Q23 va =1(b— 1)

Application numérique : p = 0, 55. Cette valeur est trés optimiste par rapport a un cycle
diesel réel.

14.4.3 Réfrigérant a ammoniac

Principe de fonctionnement
Le cycle d’une machine frigorifique & ammoniac peut étre modélisé de la facon suivante.

Premiere phase : la compression

Une vapeur saturante de gaz ammoniac initialement a la température Celsius 77 dans un
volume V) est comprimée dans un cylindre, de facon adiabatique, de la pression P, pression
de vapeur saturante a la température 17, a la pression Pj, pression de vapeur saturante
a la température T3. L’ammoniac se trouve alors a I’état de vapeur seche, sa température
T, étant supérieure a la température T3 (en diagramme de Clapeyron, isentropique est
au-dessus de la courbe de saturation).

Valeurs numériques : 73 = - 10 °C; V4 = 1,00 L; P, = 2,85 bar; P3 = 5,99 bar; T3 = 10
°C.

Deuxieme phase : la condensation

A cette pression Pjs, le gaz est chassé dans un serpentin ou il se condense & I’état liquide,
la température étant maintenue par une circulation d’eau a la température 73.
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Valeur numérique : 'ammoniac liquide a pour masse volumique p = 662 kgm™3.

Troisieme phase : la détente

Une vanne de détente permet de faire passer 'ammoniac liquide, supposé incompressible,
dans un autre serpentin maintenu a la température de la source froide 77, la pression finale
étant a nouveau P;.

Quatrieme phase : la vaporisation

Quand le piston du compresseur revient en arriere, ’ammoniac liquide se vaporise a la
pression initiale P;, revenant dans son état initial de vapeur saturante a la température
Ti.

Modélisation par un cycle réversible

Premiere phase : la compression

En considérant ’'ammoniac comme un gaz parfait dont 'exposant adiabatique 7y est constant
et en considérant que la compression adiabatique est réversible et donc isentropique, nous
pouvons en déduire la température To atteinte en fin de compression. Le volume V5 et la
température absolue 75 sont alors donnés par la loi de Laplace :

1
Py~ P3\ o
Vs i <P3) e 2 1 <P1>

S’agissant d’une évolution adiabatique, la chaleur ()15 est nulle et, selon le premier principe,
le travail Wio recu par le gaz dans cette compression est alors égal a la variation d’énergie
interne du gaz :

P1[/1 T2
Wis = AU = Ih—T) = —= -1
2 Cv(Tz-T1) -1 <T1 >

Applications numériques : avec v = 1,31 nous obtenons 7> = 313,7 K et donc To = 40,6
°C, Vo =0,567 L, Wi = 176,7 J

Deuxieme phase

En considérant 'ammoniac liquide comme un liquide parfait incompressible de masse vo-
lumique p et de masse molaire Myp,, le volume V3 de la phase condensée a pour expres-
sion :

Ve ™ _ Myp,  PiVi Myp,
3=—=mn =
P P RTy  p
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Notons que cette phase se déroule en deux temps. Tout d’abord le gaz ammoniac subit un
refroidissement isobare de la température T5 jusqu’a la température T7. Ensuite se produit
le changement d’état. Les échanges thermiques se font au contact de la source chaude
et ne nous intéressent donc pas. Dans cette condensation isobare, 'ammoniac recoit le
travail

Was = —P3(V3 — Va)

Applications numériques : avec R=8,314 Jmol 'K~! et My, =17 gmol ™!, V3 =3,11.1073
L; Was =337,9 J.

Troisieme phase : la détente

La baisse de pression produit un refroidissement de la phase liquide. Cette transformation
est isochore : le volume occupé par 'ammoniac liquide est invariant et il ne se produit
aucun échange d’énergie sous forme de travail : W34 = 0.

Dans ce refroidissement, 'ammoniac fournit de ’énergie sous forme de chaleur au milieu
extérieur : cet échange thermique ne nous intéresse donc pas.

Quatrieme phase : la vaporisation

Connaissant la chaleur molaire latente de vaporisation de I'ammoniac A,q,H, nous en
déduisons I’énergie recue sous forme de chaleur lors de la vaporisation :

P

Q41 n » RTl

AvopH

Cette phase d’expansion est une phase motrice :

Wi = —Pl(V1 — V3) <0

Applications numériques : avec Ay qp H = 22,7 kJ.mol™t, Q4 = 2748 J; Wy = 284,1J.
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Le graphe suivant représente le diagramme de Clapeyron du cycle subi par ’ammoniac
dans une telle machine thermique.
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Efficacité énergétique

La grandeur énergétique "utile” est la chaleur Q41 extraite de la source froide. Le coiit
énergétique correspondant s’exprime comme le travail Wiy + W3 — |Wy1| regu au cours
du cycle. On appelle efficacité énergétique e, le rapport entre la grandeur énergétique utile
(que l'on souhaite la plus grande possible) et la grandeur énergétique cotiteuse (que 1'on
souhaite la plus petite possible) :

. Qu
Wia + Wag — Wy

Application numérique : e = 11,9

Remarque : cette efficacité est inférieure a l'efficacité théorique d’une machine de Car-
not idéale qui fonctionnerait entre les deux thermostats 7' (source froide) et T' (source
chaude) :

T3

€carnot = ﬁ = 137 2

Le cycle idéal de Carnot serait, semble-t-il, plus efficace. Toutefois, si I’on n’envisage pas de
changement d’état, il s’ensuit que les inévitables dissipations d’énergie par frottements ont
une importance relative trop grande : le modele de cycle réfrigérant de gaz, sans changement
d’état, est bien trop idéalisé.
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Introduction :

Le passage d’un corps pur d’une phase a une autre est une transformation privilégiée pour
I’étude des concepts et principes de la thermodynamique, aussi bien sur le plan pratique que
sur le plan théorique. Ce chapitre est principalement centré sur les systemes diphasés.

15.1 Généralités

15.1.1 Mise en évidence expérimentale

On peut facilement mettre en évidence les transitions de phase avec un dispositif tel que
celui de la figure, utilisé en 1869 par Andrews sur le COs. La pression exercée par un piston

233
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est transmise au gaz par une colonne de mercure ce qui permet de contréler indépendam-
ment la pression p du gaz et sa température 7. On mesure alors le volume.

On obtient les résultats présentés sur la figure sous forme d’isothermes. Dans chacune
des trois phases (solide, liquide et gaz), la pression diminue lorsque le volume molaire
augmente.

On peut également mettre en évidence une transition de phase en mesurant la température
d’un bain de plomb fondu laissé libre dans un creuset. En arrétant le chauffage qui a
permit d’obtenir le plomb fondu, on observe que le métal fondu refroidit, se solidifie lors
d’une ccexistence entre le solide et le liquide, puis que le plomb solide se refroidit a son tour.
On peut dans certains cas observer la courbe en traits pointillés de la figure correspondant
a un retard a la solidification. Néanmoins l'allure générale est identique pour tous les corps
purs.

Remarque : Dans le cas d’'un mélange de deux métaux (hors de propos dans ce chapitre
consacré aux corps purs), la courbe obtenue est différente mais s’interprete de la méme
fagon.

Solide

- Solide + Liquide

/Y
co, Liquide 4 —
Mercure Liquide + Gaz

Température

Température 2 phases Liquide
Liquide

/ o ) 1 phase Liquide
Liquide + Solide / 1 phase Solide

i

2 phases

Solide t <« Solide

Rupture
de pente

601 K

Temps Temps

15.1.2 Les états de la matiéere

Il existe quatre états physiques principaux dans lesquels on peut trouver la matiere :

1. Dans I’état solide, il existe des liaisons permanentes fortes limitant la mobilité des mo-
lécules qui se répartissent périodiquement aux nceuds du réseau cristallin. Le cristal ainsi
obtenu peut comporter des défauts (lacunes, impuretés) qui jouent un réle important dans
les propriétés du corps (conduction électrique, changement de phase). La phase solide est
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) . A Electron

Solide Liquide Gaz Plasma

une phase condensée (donc incompressible) et ordonnée & grande distance (donc indéfor-
mable).

2. Dans 'état liquide, les liaisons intermoléculaires ne sont pas permanentes mais restent
fortes. Il n’y a pas d’ordre global (d’oit une perte de la dureté) mais un ordre local (qui
engendre la viscosité). La phase liquide est une phase condensée (donc incompressible) et
ordonnée a courte distance (donc déformable).

3. Dans 'état gazeux, il n’y a quasiment pas de liaisons intermoléculaires. La phase ga-
zeuse est une phase dispersée (donc compressible) et désordonnée (donc facilement défor-
mable).

4. Enfin, le plasma correspond a un gaz de température suffisamment élevée pour qu’au
moins une partie de ses composants soit ionisée. La présence d’électrons libres fait appa-
raitre des propriétés électromagnétiques spécifiques qui permettent de distinguer un plasma
d’un gaz. Par la suite, on excluera le plasma de notre étude car ses propriétés relevent plus
de I’électromagnétisme que de la thermodynamique.

Il existe d’autres états physiques particuliers comme les solides amorphes (verres, caou-
tchouc) qui se comportent comme des liquides de viscosité tres élevée, les cristaux liquides
qui se comportent comme des liquides structurés, dont on ne tiendra pas compte ici.

15.1.3 Définitions

Une phase homogene ou phase est un systeme thermodynamique dont la valeur de tout
parametre extensif pour tout sous-systeéme est proportionnelle au nombre de particules
constituants le sous-systeme.

On appellera corps pur un systéeme constitué d’une seule espece chimique susceptible d’exis-
ter principalement sous trois phases distinctes : solide, liquide ou gazeuse. La phase gazeuse
est parfois appelée vapeur lorsqu’elle est proche de I'état liquide.

Un corps pur subit une transition de phase ou changement d’état lorsque, pour certaines
valeurs des parametres intensifs fixés de 'extérieur, le corps se présente sous forme de deux
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phases différentes qui ccexistent en équilibre lors de la transition 2. Plus précisément, on
parle de :

- vaporisation pour la transition liquide - vapeur. La transition inverse est appelée li-
quéfaction - fusion pour la transition solide - liquide. La transition inverse est appelée
solidification

- sublimation pour la transition solide - vapeur. La transition inverse est appelée conden-
sation Dans les états gazeux et liquide, un corps pur ne forme qu’une seule phase, sauf
pour ’hélium qui possede deux phases liquides différentes. Par contre, un corps pur a ’état
solide se présente souvent sous plusieurs phases (par exemple, le fer « et le fer v pour le
fer et le graphite et le diamant pour le carbone), appelées variétés allotropiques.

Les notions d’état physique et de phase sont donc distinctes. De plus, la notion d’état phy-
sique est différente de celle d’état thermodynamique puisqu’elle contient une information
supplémentaire relative a 1’état microscopique du systeme : la différence entre le diamant
et le graphite s’explique par I’agencement des atomes qui est différent.

15.1.4 Variance

A
L Etat gazeux
Vaporisation
Liquéfaction
Etat liquid £
at liquide . . =
q Sublimation Condensation g
=
Solidification =
Fusion
Etat solide

Expérimentalement, on constate que (postulat de Duhem) :

Quelque soit le nombre de phases, de composants ou de réactions chimiques, 1’état d’équi-
libre d’'un systeme fermé pour lequel les masses initiales de tous les composants sont
connues, est completement déterminé par deux variables indépendantes.

La variance d’un systeme thermodynamique est le nombre de parametres d’état intensifs
nécessaires et suffisant pour d’écrire un état d’équilibre. On peut donc classer les corps purs
de la maniere suivante :
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- Un corps pur sous une phase est décrit par deux parametres intensifs (par exemple pression
et température). C’est un systeéme divariant.

- Pour un corps pur sous deux phases en équilibre thermodynamique, la pression et la
température sont liées par une relation caractéristique du corps pur que 1’on notera :

P =1I(T)

c’est a dire qu’un seul parametre intensif est nécessaire (et suffisant) pour décrire 1’équilibre
thermodynamique d’un systéeme diphasé, qui est donc un systéme monovariant.

Pour décrire compléetement un corps pur sous deux phases, il faut introduire en plus d’un
parametre intensif (pression P ou température 7') un autre parametre, appelée parametre
de répartition, qui décrit la répartition de mati‘ere entre les deux phases qui coexistent. Il
existe trois possibilités équivalentes pour ce parametre :

1. en appelant m la masse du systeme, on peut choisir comme parametre de répartition la
masse mj de la phase(1) ou la masse my = m — m; de la phase (2)

2. en appelant n le nombre de moles du systeme, on peut utiliser le nombre de moles n; de
la phase(1) ou le nombre de moles ng = n — n; de la phase (2)

3. on peut utiliser le titre x; de la phase (1) ou z2 de la phase (2), définis par :

m; m ms  No
r=-—=— et x9=— = —
m n m n
Selon qu’il est calculé a partir du rapport des masses ou des nombres de moles, le titre
est parfois également appelé titre massique ou titre molaire. On a évidemment x1 + xo =
1.

Un corps pur ne se trouve sous trois phases 3 que dans des conditions de pression et de
température bien déterminées dépendant de chaque corps. On utilise cette propriété pour
fixer I’échelle internationale des températures : le Kelvin est défini en attribuant 273,16 K
a la température du point triple de ’eau pure.

La variance v d’un systéme peut se calculer en utilisant la regle de Gibbs. Dans la pratique,
ce nombre est généralement faible (v <2) en thermodynamique physique. Des exemples de
systemes de variance supérieure a trois sont fréquents en chimie.

15.1.5 Les différentes diagrammes

Un diagramme de phase permet de relier de maniere univoque un jeu de parametres ther-
modynamiques a 1’état d’équilibre. Les variables utilisées doivent pour se faire étre ther-
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modynamiquement indépendantes. C’est par exemple le cas des variables P et T
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Le diagramme (P, T)
L’allure générale du diagramme (P, T) d’un corps pur est donnée sur la figure.
On y distingue :

- trois courbes issues d’un méme point 17" appelé point triple qui correspondent a I’équilibre
monovariant du corps pur sous deux phases et traduisent la relation p = II(T) entre P
et T. Le fait que la pente de la courbe de fusion soit toujours tres raide signifie que la
température de fusion dépend assez peu de la pression

- trois domaines qui correspondent a I’équilibre divariant du corps pur sous une seule phase
(solide pour (5), liquide pour (L) et vapeur pour (V))

- alors que la courbe solide - liquide est illimitée dans le domaine des hautes pressions (sauf
s’il existe plusieurs variétés allotropiques ), la courbe liquide - vapeur se termine au point
critique C.

Y
Y

Cas général Eau, bismuth

Les trois phases ccexistent au point triple. De plus, les valeurs de la pression Pr et de la
température T en ce point sont fixées (la variance d’un corps pur est nulle au point triple)
et ne dépendent que du corps. La table recense les valeurs de Pr et T pour quelques corps
purs.

Une transformation de phase, telle que celles décrites sur la figure, est isotherme et isobare.
A nombre de moles ou masse fixé, un point situé dans un domaine monophasé décrit un
état unique du corps pur, caractérisé par (P,v = V/m,T') car I"équation d’état donne de
maniere non ambigue le volume massique v si I’on connait la pression et la température. Par
contre, un point situé sur une des trois courbes d’équilibre d’équation p = II(T') représente
en général une infinité d’états du corps pur. Ces états ont en commun leur pression et leur
température, mais leur volume massique peut prendre une infinité de valeurs suivant celle
du titre du mélange.
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La pente de la courbe de fusion peut étre positive ou négative. Dans la plupart des cas, elle
est positive : la fusion provoque une dilatation. Le cas inverse se produit pour quelques corps
comme l'eau et le bismuth pour lesquels une fusion provoque une contraction, donc une
augmentation de la masse volumique. Par exemple pour ’eau pure, les glaccons (ps = 917
kg/m3) flottent sur I'eau liquide (p; = 1000 kg/m?). Cela signifie qu'une compression
isotherme de glace initialement a T" = 0 °C provoque sa fusion.

Le diagramme (P, V)

Solide
p p
A
Vapeur
/‘ T>T,
TT< T<T,
> > TT< T
VooV vy \4 Liquide v

Les isothermes dans le plan (P, V) ont lallure présentée sur les figures. Pour une tem-
pérature T inférieure a la température T du point triple, on a successivement quand
on comprime un corps pur la phase vapeur puis la phase solide. Pour une température
comprise entre T et la température du point critique T, on a successivement quand on
comprime les phases vapeur, liquide et solide. Enfin, pour T" > T, on passe du fluide au
solide en comprimant. On constate que les phases solide et liquide sont peu compressibles,
au contraire de la phase gazeuse.

A une température T' et une pression P = II(T") données, les différents états d’équilibre
liquide - vapeur possibles sont situés sur le segment LV de la figure et différent par la
répartition du corps pur entre les deux phases liquide et vapeur. Au point L ou le liquide
est quasiment pur, le volume massique vy, représente le volume massique du liquide pur
a la température T' et a la pression P = II(T'). De méme au point V ou la vapeur est
quasiment pure, le volume massique vy représente le volume massique de la vapeur pure
a la température T et a la pression P = II(T'). Ces paliers dans le diagramme d’Andrews
sont parfois appelés des binodales.

On considere un état quelconque M situé sur le segment LV , en notant xy le titre massique
en vapeur de cet état. Le systeme (a la température T et & la pression P = II(T)) est
constitué :

- d’une masse my de vapeur occupant le volume Vi, = my vy
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- d’une masse mj, de liquide occupant le volume V;, = mpvy,

Comme les deux phases liquide et vapeur sont disjointes, le volume total du systéme est
V = Vy 4+ VL. Le volume massique v = V/m peut s’écrire en faisant apparaitre le titre
massique en vapeur zy = my /m :

v=zxyvy + (1 —xy)yg

Le volume massique est donc le barycentre des volumes massiques des deux phases pures,
a la méme température 7' et & la méme pression P = II(T). La relation montre que le
volume massique d’un corps pur sous deux phases n’est pas un parametre intensif, alors
que c’est le cas pour un systeme constitué d’une phase homogene. Pour un corps pur sous
deux phases, le volume massique pour chaque sous-systéeme dépend de son titre en vapeur.
On peut déduire de la figure une lecture graphique du titre massique :

v — v, LM
€T = =
v vy — UL LV

Ce résultat est connu sous le nom de regle des moments.

Le diagramme (7, s)

T
A

On peut tenir le méme raisonnement que précédemment sur le diagramme (7', s). On obtient
alors l'entropie massique & la température 7" et a la pression P = II(T) :

s=xysy + (1 —xy)sg
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ou sy et sy, sont respectivement les entropies massiques de la vapeur pure et du liquide
pur a la température T' et a la pression P = II(T).

On peut déduire de la figure une 2éme lecture graphique du titre massique :

Le diagramme (P,v,T)

Les observations précédentes peuvent étre résumées dans les surfaces du diagramme (P, v, T")
comme indiqué sur la figure. Ces diagrammes restent néanmoins peut commode a exploi-
ter.

15.2 Retards aux transitions de phase

Il arrive parfois que 'on trouve un corps sous une phase ou il ne devrait pas se trouver au
regard des diagrammes (P,T") ou (P, v). Ces états sont appelés états métastables car sous
I’action d’une tres 1légere perturbation, les corps retrouvent quasiment instantanément leur
état stable.



15.2. Retards aux transitions de phase 243

15.2.1 Retard a la solidification (surfusion)

Pour passer de I’état liquide a I’état solide, il faut un germe cristallin autour duquel pro-
gresse la solidification. Un corps tres pur peut parfois étre observé a 1’état liquide & une
température inférieure a sa température de fusion, si le refroidissement a été effectué tres
lentement et sans vibration mécanique. C’est le phénomene de retard a la solidification ou
surfusion. Pour le faire cesser, il suffit d’apporter une petite contrainte mécanique (toucher
la surface du liquide par exemple) qui va alors instantanément solidifier le liquide. C’est ce
qui se produit dans le cas du brouillard givrant : I’eau surfondue qui entre en contact avec
le pare-brise d’une voiture ou d’un avion se solidifie.

Ce phénomene est facilement observable sur du phosphore (dont la température de fusion
est 44 °C) qui peut étre refroidit jusque vers 35 °C sans solidification.

15.2.2 Retard a la liquéfaction (vapeur sursaturante)

On peut dans certaines conditions observer un fluide sous forme de vapeur sous une pression
partielle supérieure a sa pression de vapeur saturante a la température ou ’on opere. C’est
le phénomene du retard a la liquéfaction ou vapeur sursaturante. On trouve un exemple
de retard a la liquéfaction sur l'isotherme BC' de la figure : la vapeur existe seule a une
pression supérieure a la pression d’équilibre liquide-vapeur. Cette vapeur est instable et
une tres faible perturbation fait apparaitre des gouttes de liquide dans le gaz.

15.2.3 Retard a la vaporisation (surchauffe)

On peut dans certaines conditions observer un corps a 1’état liquide a une température
supérieure a la température d’ébullition a la pression ou ’on opere. C’est le phénomene de
retard & la vaporisation (on crée dans ce cas un liquide surchauffe). On trouve un exemple
de retard a la vaporisation sur I'isotherme F'E de la figure : le liquide existe seul sous une
pression inférieure a la pression d’équilibre liquide-vapeur. Le liquide est instable et une
tres faible perturbation fait apparaitre des bulles de vapeur dans le liquide.

15.2.4 Compatibilité avec le 2eme principe - Exemple de la glace

L’existence d’un corps pur metastable semble a priori incompatible avec le 2eme principe,
puisque cet état n’évolue pas mais ne minimise pas les potentiels thermodynamiques pour
autant. En raisonnant par exemple sur de la glace metastable a -10 °C, on sait que ’état qui
minimise I’enthalpie libre G a la pression atmosphérique et T' = -10 °C est la glace.
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La figure représente la forme de la fonction G a la pression atmosphérique et & T' = 263
K. Le minimum absolu de G est bien obtenu pour de la glace, mais il existe un minimum
relatif plus élevé, correspondant a ’eau liquide métastable. Si le systeme se trouve en Lo,
il ne peut pas spontanément franchir la barriere Hs. Si la barriere n’est pas tres haute, on
comprend bien que le moindre apport d’énergie au systeme suffit pour passer brutalement
de L2 a SQ.

La figure représente ’évolution de la courbe G(p) au voisinage de T' = 273 K. On suppose
qua T = 283 K, le systéme se trouve en Lo, a 1’état liquide (la courbe représentant G(p)
présente un autre minimum relatif en Sy, mais I'agitation dans le liquide fait que cet état
n’est jamais observée). En baissant la température, la courbe G(p) se déforme et les deux
minima ont la méme profondeur a T' = 273 K. Le systeme peut donc se présenter aussi
bien sous forme liquide que solide. En abaissant encore la température, le minimum pour
la phase solide devient le minimum absolu, tandis que le minimum pour la phase liquide
n’est plus qu'un minimum relatif.

G| G

P=1 atm

On voit bien que tout en minimisant son enthalpie libre & chaque étape du refroidissement,
c’est a dire en respectant le 2eme principe, le systeme peut se retrouver en Lo s’il se trouvait
en L1 aT = 273 K et si on ne lui a pas apporté d’énergie pour lui faire franchir la barriere
de potentiel thermodynamique a T' < 273 K.

15.3 Equilibre d’un corps pur sous plusieurs phases

Une transition de phase est généralement monotherme et monobare. La fonction thermo-
dynamique la mieux adaptée a I’étude de ces transformations est alors ’enthalpie libre G
définie par :
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dG = —-SdT + VdP ou par dg= —sdl + vdP

pour 'enthalpie libre massique g (en notant s ’entropie massique et v le volume massique)
si le travail échangé au cours de la transformation I’est uniquement par I'intermédiaire de
forces de pression.

15.3.1 Equilibre d’un corps pur sous deux phases

On considere une masse m d’un corps pur subissant une transformation isotherme et isobare
qui n’échange avec le milieu extérieur que du travail associé a des forces de pression. Lorsque
ce corps est en équilibre sous deux phases (1) et (2), on a :

G =myg1(T, P) + maga(T, P) = m1g1(T, P) + (m — my)g2(T, P)

soit encore

o Pz)) = =1 [0(T,P) ~ go(T, P)] + ga(T, P)

en fonction du titre x1 de la phase (1). L’état du systéeme dépend donc des trois variables
indépendantes T', P et x1. Pour que les deux phases puissent ccexister a I’équilibre, il faut

que :
d
(&),
d.’El T,P

soit :

gl(T7 P) = 92(T7 P)

Cette égalité des enthalpies libres massiques entraine la relation P = II(T") décrite précé-
demment. On en déduit que si un corps pur est en équilibre sous deux phases, une évolution
isotherme est nécessairement isobare et réciproquement. Ainsi, la fonction g(7, p,z1) pré-
sente & 1’équilibre un minimum en fonction de z;.

Par contre, entre des points voisins Ay et Ay situés de part et d’autre de la courbe d’équi-
libre, la fonction g présente deux minima. En Aj, celui de la phase (1) est plus prononcé.
En Ag, c’est au contraire celui de la phase (2) qui est le plus prononcé.
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T, x L ene
g ( % Y Courbe d’équilibre
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g (T9 Xl) P g (T’ Xl)
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0 T
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15.3.2 Fonctions d’état d’un corps pur diphasé

Fonctions d’état

Les deux phases d’un corps pur diphasé constituent deux sous-systemes disjoints. A une
température T' et & une pression P = II(T'), on note u; et hy les fonctions d’état massiques
énergie interne et enthalpie de la phase (1) pure, et ug et ho les mémes fonctions d’état
massiques correspondant & la phase (2) pure. En suivant le méme raisonnement, on peut
montrer que :

u=umxu; + (1 —x1)uz et h=x1h1 + (1 —x1)he

ou z est le titre de la phase (1).
Enthalpie de transition de phase

Pour une transition de phase 1 — 2, on appelle enthalpie massique de transition de phase
hi—2(T) ou enthalpie de changement d’état la différence des enthalpies massiques du corps
pur entre les deux phases & la méme température T et a la pression d’équilibre P =
I(T) :
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hi2 = ho(T) — hi(T)

L’enthalpie massique de transition de phase dépend de la température, et de la pression
car celle-ci est liée a la pression par la relation P = II(T).

On définit ainsi une enthalpie de fusion, une enthalpie de sublimation et une enthalpie
de vaporisation qui sont toutes positives car elles correspondent & une augmentation de
I’entropie du systeme. Ces trois enthalpies sont également fonction de la température.

On considere une transition de phase 1 — 2 réversible et isotherme a la température T
pour une masse m de corps pur. La réversibilité implique que tout état intermédiaire est un
état d’équilibre. Or, I’équilibre d’un corps pur sous deux phases est monovariant : en fixant
la température, on fixe également la pression. L’évolution est donc isotherme et isobare. La
variation d’enthalpie massique h_2(T") au cours de cette transformation isobare réversible
est donc égale au transfert thermique ) /m nécessaire pour faire passer de maniére réversible
le corps pur de la phase (1) a la phase (2), en maintenant la température 7' et la pression
P =TI(T) constantes. C’est pourquoi ’enthalpie massique hj_,2(T") est également appelée
chaleur latente massique de changement d’état.

Il faut néanmoins noter que le transfert thermique dépend du chemin suivi entre les états
initial et final, au contraire de I’enthalpie de transition de phase. Si la transformation n’est
pas isobare réversible, Q/m et hi_2(T) sont différents.

Entropie de transition de phase

On définit de méme une entropie massique de transition de phase s;_2(7") ou entropie de
changement d’état par la différence des entropies massiques du corps pur entre les deux
phases & la méme température T' et a la pression d’équilibre P = II(T) :

81_>2(T) = SQ(T) — Sl(T)

Relation entre enthalpie et entropie de transition de phase

On considere a nouveau une transition de phase 1 — 2 réversible et isotherme a la tempé-
rature 1" pour une masse m de corps pur. Le 2eme principe permet d’écrire :

2 m m
s1-2(T) = s2(T) — s1(T) = /1 (SQ]{ - Q;

Comme Q/m = h12(T), entalphie et I'entropie de transition de phase sont liées par la
relation :
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~ hie
S1—2 = T

15.3.3 Equilibre d’un corps pur sous trois phases

On considere une masse m d’un corps pur subissant une transformation isotherme et isobare
qui n’échange avec le milieu extérieur que du travail associé a des forces de pression. Lorsque
ce corps est en équilibre sous trois phases (1), (2) et (3), on a cette fois :

G = mig1(T, P) + maga2(T, P) + m3gs(T, P)
soit :
G =m[z191(T, P) + 2292(T, P) + (1 — 1 — 22)g3(T', P)]
en fonction des titres x; et xo des phases (1) et (2). On en déduit l'enthalpie libre mas-

sique :

o7, Ps,az) = & = [T, P) = go(T, P)] + 22 0a(T, P) = go(T, P)] + go(T P)

L’état du systeme dépend donc des quatre variables indépendantes 1", P, x1 et x3. Pour
que les trois phases puissent coexister a ’équilibre, il faut a la fois que :

d
<9> =0 soit ¢i(T,P)=g3(T,P)
dry T,Pzs

et

(dg) =0 soit go(T,P) = g5(T, P)
dl‘2 T,P,x1

La condition d’équilibre s’écrit donc finalement :

gl(TaP) ZQQ(T’P) 293(T7P)
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Ces égalités des enthalpies libres massiques entrainent deux équations a deux parametres
P et T qui prennent donc une valeur unique lorsque les trois phases coexistent : les trois
courbes d’équilibre se coupent dans le plan (P,T") au point triple. La variance est nulle au
point triple.

15.4 Classification de Ehrenfest des transitions de phase

D’apres ce qui a été vu jusqu’a présent, il existe au moins deux types de transitions de
phases : en tout point de la courbe de ceexistence liquide - vapeur d’un fluide, on observe
une chaleur latente de transition de phase. Ceci n’est plus vrai au point critique car on
passe continuement de la phase liquide a la phase vapeur sans chaleur latente.

Pour ordonner les transitions de phase, Ehrenfest a proposé en 1933 la classification sui-
vante :

Une transition de phase est d’ordre n si la fonction enthalpie libre massique et ses dérivées
jusqu’a lordre n — 1 sont continues, tandis qu’une des dérivées d’ordre n au moins est
discontinue

Dans cette définition, le terme discontinu doit étre pris au sens physique et non mathéma-
tique. Il signifie simplement une variation brutale de la grandeur considéréé.

15.4.1 Les dérivées de la fonctions enthalpie libre massique

Les dérivées premieres de ’enthalpie libre massique g sont de la forme :

@ =—5 et @ =
or)p, OP ),

tandis que les trois dérivées secondes s’expriment :

Pg\ __ (9 Dg\ _(Ov) (D9 \_ (00 __(0s
or2),~ \or), \er2),~\opr), © \oror) ~\or),” \oT),

D’apres les définitions de ¢p, x7 et o représentant respectivement la capacité thermique a
pression constante, le coefficient de compressibilité isotherme et le coefficient de dilatation
isobare, on en déduit qu’on a finalement :
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Pg\ __er (PN _ o (D9 ) (90 _
or2),~ 1 \op2),~ X" % \aror) ~\opr),~ "

Les quantités c,, x7 et a étant accessibles par I'expérience, I’étude de leurs évolutions
permet de remonter a la fonction g et ainsi de caractériser les transitions de phase.

15.4.2 Transitions de phase de lere espece

Généralités

D’apres la définition, une transition de phase sera dite de lére espece ou d’ordre un si sa
fonction enthalpie libre massique g est continue (en fonction de la température et de la
pression) et que ses dérivées premieéres sont discontinues.

En raisonnant sur la figure, on remarque que les deux courbes g;(7") et g2(7") ne sont pas
discontinues en T' = T, de méme que leurs dérivées premieres, secondes, etc ... Par contre,
en passant de 1’état (1) a I’état (2) a la transition, il y a discontinuité des dérivées de g car
on passe d’une dérivée de la fonction g; a une dérivée de la fonction go. Ces deux grandeurs
n’ayant a priori aucune raison d’étre reliées, cela signifie donc que s et v sont discontinues.
Une chaleur latente L = T'mAs est associée a la transition. Les dérivées d’ordre supérieur
de g (c’est a dire cp, x7 et «) sont également discontinues.

En combinant les résultats de la figure sur une large gamme de température, on voit que
I’enthalpie libre de Gibbs est une fonction décroissante de la température dont la variation
est illustrée sur la figure.

Formule de Clapeyron

Lors d’une transition de phase de 1lére espece, la pression et la température restent constantes.
Par contre, il y a variation du volume et de I’entropie. On considére donc deux états d’équi-
libre M et M’ voisins sur une courbe d’équilibre diphasique dans le diagramme (P, T).
Comme M est un état d’équilibre, on a :

gl(Tv P) = QQ(T, P)

ol g1 et g représentent respectivement les enthalpies libres massiques des phases (1) et
(2). On a de méme pour P'état M :

g1(T +dT, P+ dP) = go(T + dT, P + dP)
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On déduit de ces deux relations que dg1 = dgo le long de la courbe d’équilibre, ce qui
s’écrit :

—s51dT 4+ v1dP = —sodT + v2d P

En combinant cette derniére relation, on obtient la relation de Clapeyron pour les change-
ments de phase (1834) :

dP
hi—o =T (vy — Ul)ﬁ

Cette relation est tres générale et s’applique a toutes les transformations de phase du ler
ordre. En particulier, on obtient :
Pour la courbe de vaporisation : hy v = T(vy — vL)%

Pour la courbe de fusion : hg_,;, = T(vy, — US)%

Pour la courbe de sublimation : hy_g = T (vy — vs)%

A chaque fois les dérivées dp/dT sont a prendre le long des courbes d’équilibre correspon-
dantes. Si on considere par exemple I’équilibre liquide - vapeur, on obtient expérimentale-
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g (T,p)
A

(G)

0 T

ment que dp/dT > 0. Comme vy, < vy, on déduit des expressions ci-dessus que hz_,y > 0

15.4.3 Transitions de phase de 2éme espece et au dela

Généralités

D’apres la définition ci-dessus, on dira qu’une transition de phase est de 2eme espece
ou d’ordre deux si ’enthalpie libre massique et ses dérivées premieres sont des fonctions
continues, tandis que les dérivées secondes, troisiemes, ... de g sont discontinues.

Comme pour une telle transformation ’entropie libre massique ne varie pas, les transitions
de phase d’ordre supérieur ou égal a deux sont caractérisées par ’absence d’enthalpie de
transition de phase.

g(T.p) 3 s (T, p) 3 ¢,(T>p) ‘
Phase (2) : Phase (1) 3

Phase (1) | Phase (2)

Phase (2)

Phase (1)

L L
> > >

0 T 0 T 0

On définit de la méme facon une transition de phase de 3eéme espece ou d’ordre trois si les
dérivées secondes de g sont continues, tandis que les dérivées troisiemes sont discontinues.
Les transitions d’ordre supérieur a deux sont souvent dites d’ordre élevé.
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Formules d’Ehrenfest

Pour une transition de phase de 2¢éme espece, on ne peut plus appliquer la formule de
Clapeyron. Pour établir des relations analogues, on écrit cette fois la continuité de I’entropie
et du volume massiques pour deux états (1) et (2) infiniment proches sur la courbe de
coexistence des deux phases. On déduit tout d’abord de :

s1(T,P) = so(T, P) et s1(T +dT,P + dP) = s3(T +dT,P +dP)
que dsi; = dss. Or :

_cp |k B ov .
ds—dT+TdP avec k = T<3T>P_ oTv

On en déduit :
dT dT
cpl? —av1dP = Cgp? — apvadP

d’ou ’on obtient :

dP N Cp2 — Cp1

dT ), Tov(as —aq)
prise a s constant car ds; = dss. De la méme maniere, on déduit de :

v1(T,P) = vo(T,P) et vi(T +dT,P+dP) =vo(T +dT, P+ dP)

que dv; = dvs. Or :

ov ov

dv = (8T)PdT + <8P>po = avdl — xrvdP

d’apres les définitions des coefficients de dilatation isobare a et de compressibilité isotherme
x7- On en déduit que :

ayvdl — xrivdP = asvdT — xpovd P

d’ou 'on obtient :
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<dp> o a9 — (1
'), Xr2 — X711
également prise a s constant. Ces relations et sont connues sous le nom de relations d’Eh-

renfest et forment ’équivalent de la relation de Clapeyron pour une transition de phase du
2eme ordre.

Exemples de transitions d’ordre élevé

Une substance ferromagnétique perd son aimantation spontanée des qu’elle dépasse la
température de Curie. A titre d’exemple, la capacité thermique du fer est représentée en
fonction de la température sur la figure. Comme elle est continue et que seule sa dérivée
est discontinue, cette transition est une transition de 3eme espece.

En revanche, la capacité thermique du nickel est discontinue, ce qui est le signe d’une
transition de 2eme espéce.

/K/ /K/
¢ (J/K/g) T =1048 K ¢ (J/K/g)
1 06
0,75 04 1 ' T,=628K
02 | |
0 /\r T \: T 0 T ‘
0 800 1000 1200 T (K) 0 600 T (K)

15.4.4 Exemple de la transition liquide-vapeur d’un fluide

On peut retrouver les caractéristiques des transitions de phase sur le diagramme g = f(v)
d’un fluide a proximité de la courbe d’équilibre liquide-vapeur.

On aura deux minima dans les phases liquide et gazeuse : I'un sera stable et 'autre méta-
stable. Les courbes g(v) se déforment lorsque P ou T varient. Sur la courbe d’équilibre, en
D, ces deux minima correspondent & la méme valeur du potentiel (g(v;) = g(v2)). La tran-
sition de phase est du ler ordre car on observe une discontinuité du volume Av = vy — vg
lors de la transition.

En parcourant la courbe d’équilibre, les deux minima se rapprochent et sont confondus au
point critique en C' (pour lequel v; = wvy). La transition de phase est du 2éme ordre au
point critique car elle s’effectue sans discontinuité de volume.
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Facteur de Boltzmann
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Introduction :

Comment savoir quel état occupera un systeme & 1’équilibre 7 Comment les particules d’un
systeme se répartissent-elles, a 1’équilibre, dans les niveaux d’énergie 7 On pourrait croire
qu’un systeme occupe toujours I’état de plus basse énergie ou que les particules remplissent
les niveaux par ordre d’énergie croissante. Cependant on va voir que I’entropie complique
le probleme et que ’agitation thermique donne des résultats inattendus.

16.1 Atmosphere en équilibre isotherme

16.1.1 Modele

On fait 3 hypotheses :

— L’atmosphere est considérée comme isotherme : quelle que soit 'altitude z, la tem-
pérature de I’air vaut Tp. On prendra Ty = 300 K la température ambiante moyenne
a la surface.

257
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— On néglige la composition de I'air que 'on assimile ’air & un gaz parfait pur de
masse molaire M = 29 g.mol ™!

— On considere que 'atmosphere n’est soumise qu’aux seuls effets de la pesanteur et
on néglige la variation de g avec I'altitude.

On va étudier la repartition de pression de I’atmosphére a 1’équilibre dans le champ de
pesanteur.

16.1.2 Equation de nivellement barométrique

On considere une colonne d’air de surface S. On fait le bilan des forces qui s’appliquent sur
une petite tranche d’air située entre les altitudes z etz + dz. L’équilibre s’écrit :

P(z)S — P(z+dz)S — pSdz =0

c’est-a-dire :

ar
dZ - pg
On ne peut pas intégrer directement cette équation car l'air est compressible et p = g—%

va dépendre de z. Tout l'intérét du modele isotherme est de déterminer cette dépen-
dance.

D’apres ’équation des gaz parfaits, la variation de la pression en fonction de I'altitude est
régie par ’équation différentielle suivante :

dP mg
2 TrRrT Y

dont la solution est :

Mg

P(z) = Pye” ®T0”

Py = Py, = 1,013 bar

Cette relation s’appelle équation de nivellement barométrique.
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16.1.3 Ordres de grandeur et limites du modele isotherme

On définit H = % ; c’est une hauteur caractéristique du probleme.

Ordre de grandeur :

On prend : M =29 gmol™!, g = 9,81 m.s™2, Ty = 300 K, R = 8,314 JK 'mol ™!
Avec ces valeurs, on trouve H = 8,77 km.

H donne un ordre de grandeur de la hauteur sur laquelle la pression décroit. Par exemple
I’altitude z; ou la pression vaut le dixieme de la pression atmosphérique vaut z;= H In10
~ 20 km. Limites du modele isotherme :

Limites du modele isotherme :

— L’atmosphere est loin d’étre isotherme : la température varie de +20 °C a la surface

a -50 °C a 10 km d’altitude (c’est la zone appelée troposphere), sans compter les
variations temporelles. Le modele serait plus réaliste en considérant une décroissance
linéaire de la température avec ’altitude :
T =Ty—TzavecT =6,5.1072 K.m~! dans cette zone. Dans ce cas-1a, on obtiendrait
une loi de pression dont le développement linéaire au premier ordre redonne la loi
exponentielle du modele isotherme. Cependant, I’hypothese isotherme donne une
trés bonne approximation du profil réel de pression.

— On a considéré que la composition de ’air ne variait pas avec 'altitude. En réalité H
est différent pour chaque composé chimique, selon la masse molaire de celui-ci. Plus
une espece est lourde, plus sa pression partielle décroit vite. A tres haute altitude
il ne reste pratiquement que les composés les plus légers (Hy et He). Ordre de
grandeur : Hy,=100 km. Cet altitude correspond a la thermosphere. On remarque
cependant que les couleurs rouges et vertes des aurores boréales observées a cette
altitude attestent de la présence d’O5 dans cette zone.

— On a pas pris en compte les phénomenes météorologiques (dépressions, anticy-
clones...) dont I'influence sur la pression est pourtant non négligeable. L’équation de
nivellement barométrique est une loi moyenne ; elle décrit 1’équilibre de I’atmosphere
sous les seuls effets de la pesanteur.

On peut comparer avec les données standards de ’organisme d’aviation civile internationale
(OACI). 11 fournit des valeurs normalisées pour les tests aéronautiques :

- données OACI
- pression exponentielle calculée

Comme on 8’y attendait, la pression réelle moyenne de I’atmosphere est inférieure a la pres-
sion de nivellement barométrique puisque la température de 'atmosphere a été surestimée
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dans ce modele.

16.2 Le facteur de Boltzmann

16.2.1 Interprétation statistique de 1’équation de nivellement baromé-
trique

On avait trouvé

Mg

P(z) = Pye” FTo”

On sait que R = kN, ou kp est la constante de Boltzmann et N, le nombre d’Avoga-
dro.

Donc
Mgz _ M g

RTy, N, kgT

Or % = m est la masse d’une particule d’air (c’est-a-dire la masse moyenne des molécules
composant 'air).

Donc

P(z) = Pye *BT
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ou E, est I'énergie potentielle de pesanteur d’une particule du gaz située a ’altitude z.

PN

On peut ensuite exprimer la densité n* de particules a l'altitude 2 : n* = 52 = PNy

RT

n* est proportionnelle a P donc :

Ep

n*(z) =n*(0)e *BT

On choisit une particule au hasard, la probabilité II(z) qu’elle a de se trouver a 'altitude
z est F, proportionnelle a n* donc

Ep

II(z) = Ce *5T

Souligner que ce résultat est valable pour I’atmosphere en 1’équilibre.

_Ep
On appelle la quantité e *BT le facteur de Boltzmann. On va voir qu’il permet de ca-

ractériser I’équilibre thermodynamique, mécanique etc. dans de nombreux types de sys-
temes.

16.2.2 Généralisation du facteur de Boltzmann

Le facteur de Boltzmann peut étre utilisé pour déterminer la répartition a 1’équilibre dans
de nombreux types de systémes microscopiques ou macroscopiques. Dans tous les cas nous
considererons que le systeme est en équilibre thermodynamique au contact d’un thermostat,
ceci afin de pouvoir définir simplement la température du systéme comme étant égale a
celle du thermostat.

Cas de niveaux d’énergie discrets :

Considérons un systeme constitué de N particules pouvant occuper des états d’énergie ;. Le
systeme est en équilibre thermique avec un thermostat a la température 7T'. Le nombre N; de
particules occupant un état d’énergie €; est proportionnel au facteur de Boltzmann :

&
Ni = Ae kBT

N; s’appelle le nombre d’occupation de 1'état i.

A est une constante de normalisation assurant que le nombre total de particules soit N :
> Ni=N

La probabilité qu’a une particule de se trouver dans 1’état i est alors égale a N;/N, pro-
portionnelle au facteur de Boltzmann.
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Attention : le facteur de Boltzmann ne donne pas directement le nombre N (¢) de particules
d’énergie €. S’il existe plusieurs niveaux dégénérés (de méme énergie €), il faut sommer les
nombres d’occupation de tous ces niveaux :

ou g(€) est le nombre de niveaux d’énergie € et s’appelle la dégénérescence.
Cas d’un systéme macroscopique :

Considérons un systéme macroscopique en équilibre avec un thermostat a la température
T. La probabilité p; que le systeme soit dans un microétat ¢ d’énergie totale F; est propor-
tionnelle au facteur de Boltzmann :

_ B
pi=e BT

E; inclut toutes les formes d’énergie du systéme. Il faut tenir compte de 1’énergie mi-
croscopique du systéme (énergie cinétique et potentielle des particules, ou bien énergie
interne) mais il faut aussi prendre en compte ’énergie macroscopique du systéme (éner-
gie cinétique liée a un mouvement global du systeme, énergie potentielle due & une force
extérieure).

La constante de normalisation A se calcule en se rappelant que la somme des probabilités
sur tous les microétats possibles du systéme doit valoir 1 : Y p; =1

Pour remonter & la probabilité P(E) qu’a le systéme d’avoir une énergie E, il faut sommer
les probabilités d’occupation de tous les microétats d’énergie F :

E; B
P(E) = Z Ae *BT = Ag(e)e F5T
E,—E

On voit & nouveau apparaitre g(E) la dégénérescence; ici c’est le nombre de microétats
d’énergie E. Le facteur de Boltzmann permet ainsi de déterminer 1’état le plus probable
pour le systeme, c’est-a-dire son état d’équilibre. Mais il donne aussi la probabilité d’oc-
cupation des autres états, donc on peut aussi étudier les fluctuation du systeme autour de
son état d’équilibre.

Cas d’une répartition continue des niveaux d’énergie :

Lorsque ’énergie d’une particule est une fonction continue de sa position dans I’espace et
de sa vitesse, la donnée de ’énergie de la particule ne suffit plus a définir son completement
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son état : il faut connaitre sa position et sa vitesse. En physique statistique, on considére
le mouvement de la particule dans un espace a 6 dimensions {z;y; 2; va; vy; v }.

Au lieu d’exprimer le nombre N; de particules dont I’énergie vaut €;, on va chercher le
nombre dN de particules situées dans un volume élémentaire

d6? = drdydzdv,dvydv, de I'espace a 6 dimensions.

Cela revient & exprimer le nombre de particules qui ont une position 7; € [F;F + d377]
et une vitesse De la méme fagcon que NN; dans le cas discret, dN est proportionnel au
facteur de Boltzmann. Mais ici dN est aussi proportionnel & 1’élément de volume d°
considéré :

_ (i)
dN = Ae *8BT dxdydzdv,dvyduv,

La constante de normalisation A doit étre telle que I'intégrale sur toutes les positions et
vitesses accessibles redonne le nombre total de particules N : [ dN = N.

La probabilité pour une particules d’avoir une position 7; € ['F’;'F’ + d377] et une vitesse
¥; € [0;0 4 d?7] est alors dN/N.

16.2.3 Limites d’utilisation du facteur de Boltzmann

Non interaction entre particules

La théorie statistique de Boltzmann a été construite en supposant qu’il n’y a pas d’inter-
action entre les particules. S’il y en avait, la probabilité qu’a une particule d’occuper un
niveau d’énergie ne dépendrait plus seulement de I’énergie de ce niveau mais aussi de la
répartition des autres particules dans les niveaux. Ce faisant, la probabilité d’occupation
d’un niveau ne serait plus proportionnelle au facteur de Boltzmann.

Ainsi en théorie, on ne peut appliquer la distribution des probabilités de Boltzmann qu’au
seul gaz parfait classique. On peut I’étendre aux gaz réels lorsqu’il est possible de négliger
les interactions entre particules.

Remarques :

En présence d’un champ extérieur, il est possible d’utiliser le facteur de Boltzmann a condi-
tion que ce champ soit constant dans le temps. S’il y a des d’interactions entre particules,
des astuces permettent de revenir a un cas manipulable par le facteur de Boltzmann. On
peut modéliser les effets de ces interactions par 'action d’un champ extérieur fictif sur les
particules : c’est ce qu’on appelle une approximation de champ moyen (cas du ferromagné-
tisme par exemple). On peut aussi introduire des particules fictives appelées quasiparticules
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(phonons par exemple) sans interactions entre elles et dont le comportement permet de dé-
crire le systeme.

Limite quantique

Les interactions de type purement quantique comme le principe d’exclusion de Pauli in-
terdisent d’utiliser le facteur de Boltzmann puisque le nombre d’occupation d’un état ne
dépend plus seulement de son niveau d’énergie. Il faut alors réaliser un calcul quantique en
utilisant la statistique de Fermi-Dirac pour les fermions ou la statistique de Bose-Einstein
pour les bosons. En pratique, on peut utiliser le facteur de Boltzmann lorsque le nombre
d’occupation des états est faible, c’est-a-dire lorsque : V; < 1

Cette hypothese devient généralement vraie a haute température lorsque 1’énergie d’agi-
tation thermique est suffisamment grande pour répartir les particules sur tous les niveaux
d’énergie.

Equilibre avec un thermostat

Le facteur de Boltzmann ne s’applique que pour des systémes en équilibre thermique avec
un thermostat. C’est la température de ce thermostat que 'on utilise dans la relation
donnant la valeur du facteur de Boltzmann.

16.3 Applications du facteur de Boltzmann

16.3.1 Systéme a deux niveaux : paramagnétisme de Brillouin

Dans un matériau paramagnétique (un gaz de sodium par exemple) soumis & un champ
magnétique extérieur, les moments magnétiques (composantes orbitales et spinorielles) des
atomes s’alignent avec le champ. On peut étudier cette propriété simplement a 1’aide du
facteur de Boltzmann.

On considére un systeme constitué de N atomes sans interaction dont le moment magné-
tique orbital est nul et dont les spins peuvent valoir +1/2. Le vecteur aimantation M du
matériau est donné par ]\—4> = Y fi; ou les [i; sont les moments magnétiques des spins.
En l’absencgle cljamp magnétique extérieur, ’orientation des moments magnétiques est
aléatoire et M = 0.

On applique un champ extérieur §0 = Byil,. L’énergie des spins dans le champ magnétique
vaut £ = —ji. B Lorsqu’un spin est parallele au champ son moment magnétique vaut p, = p
et son énergie vaut ey = —uBy Lorsqu'un spin est antiparallele au champ p, = —p et son
énergie vaut e_ = +uBg
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Note : u = %guB ou up = 4;216 est le magnéton de Bohr et ¢ =~ 2 est le facteur de

Landé.

On note respectivement N4 et N_ le nombre de spin dans l’état e, et e_.

On considere que les atomes sont & ’équilibre thermique & une température T. On peut
alors utiliser le facteur de Boltzmann pour exprimer N4 et N_ :

. =
Ny = Ae T et N_ = Ae kBT

On retrouve A en remarquant que N = N4 4+ N_ ce qui implique :
. _ =
N:A(e kT 4 e ’“BT)

Note : il est intéressant de tracer ’évolution des populations des deux niveaux en fonction
de la température. On peut montrer que lorsque T tend vers 0, I’énergie 'emporte sur
I’entropie et tous les atomes sont dans le niveau de plus basse énergie. Au contraire quand
T tend vers l'infini, ’entropie devient prédominante et les populations des deux niveaux
tendent a s’égaliser.

_>
Dans le cas présent, 'aimantation est simplement donné par M = (N4 + N_)ji, on a
donc :

- . uBo
M = Njtanh ——
HERL T

Cas ou I' — 0 : dans ce cas, M — M, ou M, est I'aimantation de saturation. On a
Mg = Npu : c’est-a~dire que tous les spins sont alignés avec le champ.

Cas ou ,‘:Bi% — 0 : M devient proportionnel & By. M ~ Npu? kB};OT et on peut alors calculer

la susceptibilité magnétique du milieu définie par : x; = o <8—g{)

)Bo—)O

_ poNp?
On trouve xyr = T

C’est la loi de Curie, valable si % < 1, c’est a dire s

Pour T = 1K, xar ~ 2.1073. Pour T = 1 K, x3,=0,83 ce qui est proche de 1, le résultat n’est
donc plus valable (ajouter des valeurs numérique de x dans différents matériaux).
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16.3.2 Distribution des vitesses des particules dans un gaz

On considere un gaz parfait au repos. On cherche a connaitre quelle est la probabilité
P(v)dv pour une des N particule de ce gaz, prise au hasard, d’avoir une vitesse comprise
entre v et v+ dv en norme. Le modele du gaz parfait suppose qu’il n’y a aucune interaction
entre les particules du gaz donc on peut utiliser le facteur de Boltzmann. De plus le gaz n’est
soumis a aucune force extérieure donc la seule forme d’énergie que possede une particule du
gaz est son énergie cinétique. La probabilité dN/N pour cette particule d’avoir une position
comprise entre et '+ d37 et une est donc proportionnelle au facteur de Boltzmann :

N _mo?
dﬁ = Ae *BT dxdydzdv,dvyduv,

Cette probabilité dépend de 7 et de la direction du vecteur . Pour retrouver la probabilité
P(v)dv d’avoir une vitesse comprise en norme entre v et v + dv, il faut intégrer sur toutes
les positions r possibles et sur toutes les directions possibles pour v.

dN
P(v)dv —/ —
Vi< <vtdo IV

L’énergie donc dN/N ne dépendent pas de 7 donc l'intégrale sur 7 donne le volume  du
gaz. Pour intégrer a ||0]|=Cte on passe en coordonnées sphériques et cela revient a intégrer
sur une coquille sphérique comprise entre le rayon v et le rayon v + dv. L’intégrale vaut le
facteur de Boltzmann multiplié par le volume de la coquille sphérique soit 4mv2dv

2

P(v)dv = AQe” T drvdy
Et donc

mv2

P(v) = Cv®e *8BT

Cette formule porte le nom de loi de distribution des vitesses de Maxwell. Elle est antérieure
a l'introduction par Boltzmann du facteur qui porte son nom. A ’époque, Maxwell avait
démontré Iexistence d'un facteur en e =% & partir d’arguments d’indépendance et d’isen-
tropie (il n’avait pas encore le k). Plus tard, Boltzmann généralisa & toutes les formes
d’énergies.

Noter I'influence de la masse des particules et de la température sur ’étalement de la courbe
P(v) et la valeur de la vitesse moyenne.
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Intluence de la température Intluence de la masse molaire
pour un gaz d'Helium : pour des gaz a 300 K :
—T=300K — Ne : M = 20 g/mol
—T=1500 K —He: M =4 g/mol
T = 6000 K —H,:M=2g/mol
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Remarques :

Reprenons 'expression de Ientropie d’'un gaz parfait : S(T,V) = nCy In % + nRlIn %. Le
terme en ln%0 traduit une augmentation du désordre lorsque 'on augmente I’extension
spatiale du gaz. On retrouve la méme idée dans le terme en ln% qui correspond a une
extension du domaine de vitesses accessibles par les particules du gaz (la courbe s’étale
pour T plus grande) : il y a alors augmentation du désordre dans 1’espace des vitesses.

On voit que la vitesse la plus probable ne correspond pas a 1’état de plus basse énergie
(v = 6) Le niveau de plus basse énergie est le plus favorable énergétiquement mais il
peut accueillir beaucoup moins de particules que les niveaux d’énergie supérieurs dont la
dégénérescence est tres grande. Ici, c’est la dégénerescence des états d’énergie qui domine
la répartition des particules dans les niveaux.

16.3.3 Séparation isotopique des configurations

On consideére un gaz parfait placé dans un cylindre de rayon R et de hauteur h en rotation
autour d’un axe fixe. La rotation se fait a vitesse constante w. On va déterminer la densité
de particules en fonction de la distance a ’axe n(r). On se place dans le référentiel tournant
avec le cylindre. Si on néglige le poids, aucune force ne s’applique au gaz; cependant le
référentiel n’est pas galiléen et il faut prendre en compte les effets de I'inertie.

Une particule du gaz située a la distance r de ’axe est soumise a la force d’inertie d’entrai-
nement F';,. communement appelée force centrifuge. ?ie = mrw27r On peut définir une
énergie potentielle centrifuge E;. telle que F';. = —gradFEj..
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Pour cela il faut prendre : E;, = —%mr%)z Dans le référentiel tournant, 1’énergie totale
d’une particule du gaz vaut donc :
1L o 1 594
E:EC+Eie:§mv —§mr w

En utilisant le facteur de Boltzmann, on peut alors exprimer la probabilité dN/N pour une
particule du gaz d’avoir une position comprise entre 7 et 7+ d>7 et une vitesse comprise
entre ¥ et ¥+ d>v dans le référentiel tournant :

dN —mv? | mr?w?
N = Ae?BT " 2T dydydzdvydvydu,

On cherche la probabilité P(r)dr pour la particule de se trouver a une distance r €
[r;r + dr] de axe, quelles que soient sa vitesse et sa position angulaire 6 ou selon z. Il
faut donc intégrer dN/N selon toutes les vitesses possibles et selon 6 et z :

dN 77774'[)2 m"‘2h)2
P(r)dr :/ — =A (/ e2kBT dvxdvydvz> X </ e 28T )
r< | <r+drys N v 0,2

Si on appelle n(R) la densité de particules a la périphérie du cylindre, la densité de particules
a une distance r de 'axe vaudra :

mw2
n(r) = n(R) %e sepT (77 1)

Application & I’enrichissement de I'uranium par centrifugation :

Le minerai d’uranium contient deux isotopes : I'uranium 238 et 'uranium 235. A D’état
naturel, le 238U représente 99,28 % des atomes d’uranium alors qu’il n’y a que 0,72 % de
251, C’est la fission de I'uranium 235 qui est utilisée dans les centrales nucléaires mais pour
la réaliser il faut des proportions en 23°U de l'ordre de 3 & 5 %. Il faut donc préalablement
enrichir le minerai naturel en 23°U.

Pour cela on transforme 'uranium en un gaz d’hexafluorure d’uranium UFg que 'on in-
troduit dans une centrifugeuse en r = R (la centrifugeuse est un cylindre de rayon R).
En réalité ce qu’on introduit dans la centrifugeuse est un mélange de deux gaz 23°UFg et
238UF¢ dont la masse differe de 3 m,, (3 fois la masse du neutron).

A Dentrée le rapport entre les densité de 23°U et de 233U est dans les proportions naturelles
et vaut :
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nags(R) 0,71
o) = s(R) ~ 99,28

Au voisinage du centre du cylindre, on récupere le mélange gazeux. Le rapport entre les
densités en sortie est donc :

nass(r) _ g g

— I
Oé(O) 7“1—1;((1) 19238 (7’)

On définit le taux d’enrichissement par 1 = %, ma3g — Ma3s = 3my, doncn < letilya
bien eu enrichissement.

Pour une centrifugeuse de rayon R = 10 cm tournant a w = 10 000 tr/min et avec m, =
9,1.107%7 kg, kp = 1,38.10723 J.K~! On trouve n = 1,037 Cela correspond & un pourcen-
tage en 23°U de 0,736 %. Pour atteindre des taux de 4 % il faut mettre en série plusieurs
centrifugeuses (usuellement plusieurs dizaines).

Conclusion :

Le facteur de Boltzmann permet d’évaluer la répartition & 1’équilibre des particules d’un
systeme dans les différents niveaux d’énergie, ou bien la probabilité qu’a un systeme d’oc-
cuper un état a partir de la seule connaissance de I’énergie du systeme. De ces calculs de
probabilité, on peut ensuite dériver des propriétés macroscopiques du systeme impossibles
a calculer autrement. Le spectre d’applications du facteur de Boltzmann est tres vaste
malgré des conditions d’utilisations assez restrictives. On pourrait citer nombre d’autres
applications possibles :

— physique de sédimentation : expérience de Jean Perrin
— loi d’action des masses en chimie

— loi d’Arrhenius

— conformations des molécules

— intensité des raies spectrales

— théoreme de Debye-Hiickel (calcul des coefficients d’activité)
— caractéristique d’une diode

— solutions colloidales ; équation de Boltzmann-Poisson
— physique d’osmose

— défauts dans un cristal

— jonction p-n dans les semi-conducteurs

— etc.
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Lecon de physique n° 1 7

Rayonnement d’équilibre thermique.
Corps noir

Bibliographie

e HP prépa : Thermodynamique, Faroult, Renault, Dunod

e Physique statistique, Diu, Hermann

o Physique Spé, Collection Tec et Doc

Introduction :

— Le rayonnement est un mode de transfert thermique. Transfert qui peut également
se faire par diffusion ou par convection mais nécessitant alors un support matériel.

— Le rayonnement peut se propager dans le vide.

— La compréhension de ses caractéristiques nécessite d’étudie l'interaction matiere-
rayonnement, c¢’est pourquoi la lere partie de la legon est consacrée aux corps avec
lesquels le rayonnement interagit.

— Notions connues : équilibre thermique, équilibre thermodynamique local.

17.1 Rayonnement d’équilibrer thermique

17.1.1 Corps transparents, corps opaques, notion de flux

— Corps opaque = corps qui ne transmet aucune fraction du rayonnement recu.

271
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Corps transparent = corps qui transmet une fraction du rayonnement recu.

— Considérons un corps opaque soumis uniquement a un rayonnement électromagné-
tique. Aucune autre source d’énergie n’est considérée ici.

— Objectif : étude de I’équilibre donc nécessité de faire un bilan énergétique : c’est
pourquoi nous introduisons la notion de "flux”

— Flux = puissance électromagnétique transmise au corps, noté ¢, exprimé en Watts.

— Définition des différents flux relatifs a un corps opaque :

1. ¢; : le flux incident est égal a la puissance incidente. Il se décompose en :

¢, : la partie du flux incident qui, apres contact avec le corps opaque est réfléchie
ou diffusée. Macroscopiquement, ne représente pas de transfert d’énergie.

¢, : flux absorbé.

¢i:¢r+¢a

2. ¢p : le flux partant est égal a la puissance quittant le corps opaque. Il se décom-
pose en :

¢, : le flux réfléchi ou diffusé.

¢e : le flux émis. Il s’agit du rayonnement thermique dua a l'accélération des
particules chargées a la surface du corps, accélération due a ’agitation thermique.

¢p:¢7“+¢e

3. ¢r : le flux radiatif exprime le bilan entre le flux partant et le flux incident. Il
est compté positivement du corps vers I’extérieur.

PR = ¢p = ¢i = e — ¢a

— Un corps opaque est en équilibre radiatif avec le rayonnement qui I’entoure si le
bilan de puissance est nul :

¢pr=0

Exp : : placer un thermomeétre face a une lampe quartz-iode focalisée et observer
I’augmentation de température due au flux absorbé.

Remarque :

L’opacité dépend de A et la transmission est en général différente de 1 : ex d’une lame de
verre peu transparente lorsque 'épaisseur est grande.
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17.1.2 Rayonnement d’équilibre thermique dans une enceinte isotherme
fermée

Considérons une cavité fermée dont les parois sont opaques et a la température homogene

T.

L’agitation thermique au sein des parois est a 'origine d’un rayonnement. En attendant
suffisamment longtemps, peut-on définir un équilibre du rayonnement ?

Considérons le systéme paroi + rayonnement. L’équilibre thermique signifie que la tem-
pérature est homogene et constante au cours du temps, notamment sur la paroi. Alors en
particulier, sur la paroi : ¢ = 0 car sinon celle-ci s’échaufferait.

Ainsi, le rayonnement contenu dans la cavité est un rayonnement d’équilibre thermique. I1
ne dépend pas de la nature de la paroi et nous postulons qu’il dépend uniquement de A et
de T.

Le rayonnement d’équilibre thermique ne peut étre obtenu que dans une enceinte opaque
isotherme fermée, vide ou non.

Remarque : en général, ¢,.= 0 sur les parois de la cavité.

17.1.3 Densité spectrale du rayonnement d’équilibre thermique

Le RET peut étre exprimé en termes de densité spectrale u,. En e et, 'énergie U comprise
dans le volume dr et correspondant aux rayonnements de fréquence v appartenant a [v, v+
dv] s’exprime :

62U = wy,dvdr

3
(v, T) = 8mhy 1

L’expression de la densité spectrale est donnée par la loi de Planck formulée en 1900.

Une expression équivalente peut étre donnée en termes de A. I’énergie U comprise dans
le volume d7 et correspondant aux rayonnements de longueur d’onde A appartenant a [,
A + d)\] s’exprime :

82U = urd\dr
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Orv= % donc dv = —/\%D/\

Ainsi :

5U:/ uyduz—/ %dx
0 0

C
Uy = —F’U/y
8m1h 1
uA(\,T) = ===

h
AP eAkBCT -1

Il s’agit d’une loi universelle, indépendante du matériau des parois de la cavité, dépendant
uniquement de la température T'. T est la température de la paroi et du gaz de photons
auquel on peut appliquer la théorie cinétique des gaz. Les constantes fondamentales h et ¢
interviennent, ainsi que kp

Dans cette formule intervient la quanti cation de I’énergie des photons :

E=hv
La formule de Planck a une importance historique puisqu’elle est la premiere formulation
de la quanti cation. Planck I’a admise sans croire a la quantification de ’énergie.
Limite a 1> hv :

Loi de Rayleigh-Jeans obtenue en considérant que ’énergie du kg7 rayonnement électro-
magnétique pouvait varier continument. En déduisant la loi de R-J de celle de Planck, nous
effectuons le raisonnement inverse du raisonnement historique.

Transparent 1 : Comparaison de courbes données par la loi de Planck pour des températures
allant de celles des fours (3000 K) au pieges & atomes (107¢ K).

Loi du déplacement de Wien : u)(\,7T") passe par un maximum pour une longueur

d’onde A,,. Posons :

B he
~ kgT

T

En dérivant la formule de Planck par rapport a A, on obtient I’équation suivante qui n’a
pas de solution analytique :
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AT ~ 2898 pm.K
AT =10°K, A\, =290m. A, T =300 K, \, =10 gm. A T = 2000 K, \,, = 1.5
pm.

les rayonnements plus énergétiques i.e. pour lesquels )\, est plus petit correspondent bien
a une température plus élevée.

98 pour cent de la puissance émise se trouve dans un intervalle appelé étendue spectrale
correspondant a [Ap, /2 ,8\;,]

La loi de Planck peut étre exprimée en termes de flux surfacique ¢, :

ér = Tt T)

Unités : ¢y est exprimé en W.m™2.

Loi de Stefan : flux total de rayonnement d’équilibre thermique. Ce flux est relié aux flux
incident et partant de la paroi de I’enceinte puisque le flux radiatif est nul.

[o¢]
@pZSDi:/ prd\ = oT*
0

B 27r2k4B

_ —8 —2 1o—4

Expérience : Focaliser la lumiere émise par une lampe quartz-lode sur un spectrometre. En
faisant varier la puissance recue par la lampe, on observe un déplacement du maximum du
spectre.

Dans la salle de classe, quelle est la densité d’énergie rayonnée par m? & 300 K ? Quelle est
a cette température 1’énergie d’agitation thermique des molécules d’air ?

4 T4
u = i ~10" Wm 2K
T c

Eiherm = 5.10° J.m ™3
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On constate que ’énergie volumique de rayonnement est négligeable a 300 K devant 1’éner-
gie d’agitation thermique.

Jusqu’a présent nous avons considéré le rayonnement d’équilibre thermique comme étant
&r + ¢e. Peut-on préciser le role de I’émission par rapport a la réflexion ? Oui en considérant
des corps dits "noirs”.

17.2 Corps noir

17.2.1 Définition dur corps noir

Un corps noir absorbe l'intégralité du rayonnement qu’il regoit, quelque soit la direction
d’incidence et quelque soit A. Ainsi :

bi = ¢a
(Z)r =0
Le corps noir est un absorbeur intégral et un radiateur intégral.

En particulier lors de la réalisation d’un rayonnement d’équilibre au sein d’une cavité dont
les parois sont formées d’'un corps noir :

cu
¢a:¢i:Z:GT4:S@C:@p

Les lois de Planck, Wien et Stefan sont valables pour le corps noir dans une cavité opaque,
fermée et isotherme. Ces lois sont valables pour le rayonnement absorbé comme pour le
rayonnement émis. Le rayonnement émis par le corps noir a I’équilibre radiatif et thermique
est égal au rayonnement d’équilibre thermique. Etant donné que cette propriété n’est vraie
que pour le corps noir on parle souvent de "rayonnement du corps noir” a la place de
“rayonnement d’équilibre thermique”.

Quelle différence y a-t-il avec une cavité dont les parois ne sont pas tapissées d’un corps
noir ? Le rayonnement au sein de la cavité est identique mais son "mode de production” est
différent. Dans le cas du corps noir, le rayonnement est entiérement émis pas les parois,
alors que pour un corps opaque, le rayonnement est la somme des rayonnements émis et
réfléchis.

Corps noir = corps idéal. Aucun corps n’absorbe intégralement pour toutes les longueurs
d’onde.
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17.2.2 Corps noir a I’équilibre thermique local

Rappel : ’équilibre thermodynamique local signifie que localement la température du corps
noir est homogene et constante dans le temps.

Nous postulons que s’il y a ETL, le rayonnement émis obéira encore a la loi de Planck.

Tout corps noir qui n’est pas en cavité n’est pas & 'ERT. Par contre il peut se trouver
en ETL ie Sa température T est différente de celle des autres corps opaques. Ex : Four
avec 1 corps noir de température différente des parois du four. Application de la loi de
Stefan.

Sa température de surface T est différente de sa température interne. Ex : Soleil : la surface
du soleil est a I’équilibre thermodynamique local mais pas a I’équilibre radiatif.

A.N. : Comparer la puissance emmagasinée par des panneaux solaires a la puissance regue
par la Terre. Pour la température de la surface du soleil Ts=5600 K, quelles sont les
puissances émise par les soleil Pg et recue par la Terre Pr :

Ps = oTe4rRs>

2

Pr = PdQ = 0T 47 Rs> W:;T —1,3 W2

Le rendement de cellules voltaiques est compris entre 6 et 13 pour cent. La puissance requise
par un chauffe-eau, par exemple, est de 2 kW au moins.

17.2.3 Corps opaques quelconques

Pourquoi peut-on affirmer que le platre est un corps noir pour certaines longueurs d’onde ?
Le platre possede une fenétre d’absorption dans lintervalle [5, 80 pm]. Avec la notion
d’intervalle spectral précédente, il absorbe environ 98 pour cent du rayonnement d’équilibre
thermique a T=300 K. Donc le platre absorbe intégralement le rayonnement d’équilibre
thermique de la Terre (IR).

Remarque : si le platre est blanc, c’est bien parce qu’il n’est pas un corps noir pour A
visible. Un corps noir n’est pas de couleur noire lorsqu’il émet dans le visible.
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17.3 Applications

17.3.1 Applications de la vie courante
Vase Dewar : Surface réfléchissante argentée pour limiter les pertes dues au rayonnement
et le chauffage due a ’absorption.

Chauffage par cheminée : se fait par rayonnement et non pas par convection (cheminées
traditionnelles).

Doner Kebab : cuisson a ’aide d’une résistance chauffée au rouge placée verticalement : si
le chauffage se faisait par convection, la viande serait plus cuite en haut!

17.3.2 Pyrométrie a disparition de filament

Permet mesure de température d’une source assimilable & un corps noir.

Comparaison avec un lament dont l'intensité de courant est réglable et qui est étalon-
née.

Lorsque lament et couleur de la source ne sont pas distinguables, on peut déduire la tem-
pérature de luminance de la source a partir de l'intensité traversant le filament.

17.3.3 Refroidissement des fusées

La régulation thermique des fusées est développée dans la référence "systemes spatiaux”.
Elle nécessite cependant la notion d’émissivité, qui n’a pas été définie jusqu’a présent.

17.3.4 Rayonnement a 3 K

Ce rayonnement cosmique a été découvert en 1964. Il s’agit d’'un argument important
en faveur du big-bang et a valu le prix Nobel 2006 & deux chercheurs américains, John C.
Mather et George F. Smoot pour leur découverte du spectre en corps noir et de I'anisotropie
du rayonnement de fond cosmologique microonde .

L’expansion de 'univers apres le big bang a eu pour conséquence son refroidissment.

Lorsque l'univers se trouvait a une température de quelques milliers de K, il était formé
d’un plasma de noyaux et d’électrons opaque au rayonnement. Il y a avait alors équilibre
entre la matiere et le rayonnement.
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Lorsque l'univers atteignit 3000 K, il y eut formation des atomes. La matiere est alors
devenue transparente au rayonnement provoquant ainsi un découplage entre matiere et
rayonnement.

Conclusion :
Importance considérable de la notion de rayonnement d’équilibre thermique puisque :

Pratique : nombreuses applications et historiquement : Sa compréhension a permis de poser
les fondement de la Mécanique quantique et de la physique statistique quantique.

Force de 'analogie avec gaz parfait, mais nécessité pour une étude plus précise de faire
appel a physique statistique quantique. Le rayonnement thermique est en effet un gaz de
photons qui doit étre étudié avec la statistique de Bose-Einstein.
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Lecon de physique n° 1 8

Phenomenes de transport
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Introduction :

Cette lecon traite des phénomenes de transport qui résultent de légers déséquilibres dans
la configuration initiale du systeme, tels qu’on puisse traiter I’évolution du systéme par
une approximation linéaire. On détaillera d’abord la diffusion moléculaire et la diffusion
thermique. Les similarités de comportement avec la diffusion des charges électriques et la
diffusion de la quantité de mouvement sont brievement présentées dans les deux parties
suivantes.

18.1 Diffusion moléculaire

Il existe deux manieres différentes de transférer de la matiére :

- la diffusion, qui correspond & un échange de matiere a travers une surface, en 'absence

281
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d’un déplacement d’ensemble. L’étude de ce mode de transfert de matiere (également appelé
diffusion moléculaire), est 'objet de cette partie.

- la convection, qui correspond a un échange de matiere & travers une surface, avec dépla-
cement d’ensemble. Ce mode de transfert ne sera pas étudié dans ce cours.

18.1.1 Mise en évidence expérimentale

On peut mettre en évidence la diffusion de maniere simple sur les exemples suivants :

- Lorsqu’on ouvre une bouteille de parfum dans une atmosphere calme, on en percoit I’odeur
au bout de quelques instants. Des molécules de parfum se sont déplacées de la surface du
liquide jusque vers notre nez. L’atmosphere étant calme, aucun courant d’air n’a entrainé
les molécules qui se sont déplacées grace a la diffusion dans I’air

- Le méme phénomene s’observe dans la diffusion d’une goutte d’encre dans un verre
d’eau

La diffusion des particules traduit une tendance & I'uniformisation de la concentration en
particules.

On appellera donc diffusion un phénomene de transport de particules sans mouvement
macroscopique du support l'air dans I'exemple précédent) se produisant, dans un systéme
initialement hors équilibre, des régions riches en particules vers les régions pauvres en
particules. Ce phénomeéne tend donc a uniformiser la répartition des particules qui dif-
fusent.

Comme indiqué précédemment, si la diffusion a lieu en présence de courants d’air, on parle
de transport convectif ou simplement de convection. On négligera la convection dans toute
la suite du paragraphe. Ceci est parfaitement justifié pour les solides (pour lesquels la
convection n’existe pas), mais I’est moins pour les liquides et a fortiori encore moins pour
les gaz.

On appellera autodiffusion la diffusion d’atomes ou molécules d’un gaz dans lui-méme. Ce
phénomene entraine ’évolution vers ’équilibre thermodynamique d’un systeme initialement
hors équilibre.

La diffusion met toujours en jeu un support matériel. On constate expérimentalement que
si le support est un gaz, la diffusion est d’autant plus lente que la densité du gaz est
élevée.



18.1. Diffusion moléculaire 283

18.1.2 Approche macroscopique

Définitions

On admettra qu’il est possible de définir une densité de flux de particules diffusées 7n telle

que le nombre de particules diffusées a travers un élément de surface (ﬁ pendant 'intervalle
dt soit :

62N = 7n . cﬁdt avec 7n = pv

ol p est la densité volumique de particules et v la vitesse des particules qui traversent la
surface cﬁ pendant 'intervalle dt. Selon la convention habituelle, on comptera positivement
les particules traversant dans le sens de cﬁ (c’est a dire que J,, - dS> 0) et négativement
celles qui traversent la surface en sens opposé (7n -dS <0).

On appellera flux élémentaire de particules diffusées le nombre d¢ de particules qui tra-
versent la surface dS par unité de temps :

62N

Lorsque la diffusion se fait dans une seule direction, on écrira simplement les relations sous
la forme :

62N = J,dSdt et §¢ = J,dS

Loi de conservation

Le bilan dN du nombre N de particules contenues dans un volume (V') délimité par une
surface fermée (S) s’écrit entre deux instants voisins ¢ et ¢ + dt :

dN = 6N" + JN°

ou ON" représente le nombre de particules recues par le systéme et d/N¢ le nombre de
particules créées (ON€ et ON" sont comme toujours des quantités algébriques). Ces trois
quantités s’expriment respectivement par :

szd(///vpdV>, 5N’":dt><//s7n-(—ﬁ)d5 et 5NC:dt><///Van-(—ﬁ)dV
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ou p est la densité volumique de particules et g, est le taux de production de particules
par unité de temps et par unité de volume.

On suppose que la diffusion se fait dans la seule direction Oz, et on considére un cylindre
de section S et de hauteur dz, compris entre les abscisses x et x + dx. En notant p(z,t)
la densité particulaire, le cylindre contient N(t) = p(x,t)Sdx particules a linstant t et
N(t + dt) = p(x,t + dt)Sdz particules a ’instant ¢ + dt. Entre t et ¢ + dt, le nombre de
particules dans le cylindre a varié de :

dN = N(z,t +dt) — N(z,t) = Sdz [p(x,t + dt) — p(z,1)]

soit

dN = Sdxdt—
Sdx o

en se limitant a 'ordre 1 en dt.

Le nombre de particules d N recues de 'extérieur par le cylindre pendant ’intervalle dt est
la somme des nombres de particules § N, regues par la face d’abscisse x et dN, ;. regues
par la face d’abscisse x + dz. On en déduit que dN; et IN;, ; s’écrivent :

SNI = Jo(x,1)Sdt et SNT, . = —Jn(x + dx,t)Sdt

car les molécules entrant dans le cylindre sont comptées positivement et les molécules
sortant négativement. En se limitant a ’ordre 1 en dx, on obtient :

IN" = Jp(x,t)Sdt — J,(x + dx, t)Sdt = —S’alavdtaai;1

Le nombre de particules créées s’écrit simplement :

IN¢ = 0, Sdzdt

En combinant les équations du nombre de particules N contenues dans ce cylindre entre
les instants t et ¢t + dt s’écrit :

dN = N’ + 6N°
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op oJy,
dedta = —dedtg + opSdxdt

soit encore

o5, 0p _
ox 81570”

Cette équation de conservation est une loi universelle qui donne I’évolution de la répartition
des particules diffusées pour une densité de flux J, donnée.

On peut généraliser cette loi a trois dimensions en remarquant qu’en utilisant on peut écrire
en utilisant le théoreme d’Ostrogradsky

£ )= 1 =I5 - ff

On en déduit ’équation locale, dite équation de continuité :

op B
E‘i‘?'?n—(fn

Cette équation, rigoureuse, est valable sans aucune approximation.
Loi de Fick

On dispose de deux indications qualitatives :

- la diffusion cesse lorsque la concentration est homogene

- le transport par diffusion appauvrit les zones initialement riches en particules pour peupler
les zones initialement pauvres en particules

La lere loi de Fick rend compte de ces deux observations et s’écrit :

Ip
Jp=—-D—
" Ox
et introduit le coefficient de diffusion D (toujours positif et exprimé en m?/s) qui dépend
a la fois du support et des particules qui diffusent. A trois dimensions, la loi de Fick
s’écrit :
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C’est une loi phénoménologique qui rend compte de la diffusion dans de nombreuses situa-
tions, mais qui n’est pas universelle. Elle traduit, a 'approximation linéaire, la proportion-
nalité entre le courant volumique de particules J, et le gradient de la concentration p. Si
I’inhomogénéité est trop forte, il n’est plus possible de relier 7n et V p par une loi linéaire
mais il faut également prendre en compte des termes non linéaires.

La table donne des valeurs de D pour quelques corps et quelques supports. On y remarque
que le coefficient de diffusion est beaucoup plus élevé dans les gaz que dans les liquides, et
beaucoup plus élevé dans les liquides que dans les solides.

Phase Gaz Gaz Gaz Liquide Liquide Solide
Support Air Air Ho H>0 H>0 Cu
Diffusant H, 05 Do 05 Sucre Al
D (m?s71') || 7,12107% 2,06 107° 1,24 1075 1,80 107* 0,52 107 1,30 10739

Equation de la diffusion moléculaire

Par subsitution, on obtient :

0 D op op
“ | _pZE -+ _s
ox ox ot "
En supposant que D est indépendant du point considéré, ceci s’écrit :

op 0?p

—=D—+o0

ot Ox? "
Cette équation est connue sous le nom d’équation de la diffusion ou 2eme loi de Fick. Elle
n’est pas invariante par renversement du temps et traduit le fait que la diffusion est un
phénomene irréversible.

A trois dimensions, ’équation de la diffusion se généralise en :

dp
— = DA "
ot p+o

En régime stationnaire, cette équation se réduit a :
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Formellement, cette équation est identique a 1’équation de Poisson de I’électrostatique.
Les solutions seront donc les mémes. En particulier, le cas d’un systéeme sans terme de
production (o, = 0) se ramene & la résolution de I’équation de Laplace.

Solution en régime stationnaire sans terme de production

On considere un systeme en régime stationnaire pour lequel la concentration p ne dépend
que de la variable z. L’équation de la diffusion se réduit a :

d2p . Jn
i 0 soit p(x) = ok + p(0)

ou p(0) représente la valeur de la concentration au point de I’axe pris comme origine.
Solution en régime quelconque sans terme de production

On considere un cylindre infiniment long de section S, au centre duquel a I'instant ¢ = 0 on
introduit Ny particules dans un volume négligeable devant les dimensions de ’ensemble. La
résolution dans le cas général de I’équation n’est pas simple. On admettra qu’en I'absence
de terme de production (o, = 0), la solution en est :

Ny _ a2
e 1Dt
Svar Dt

La figure représente cette solution a trois instants successifs t = 7, t = 27 et t = 107.
On observe un étalement des graphes de n(z,t) lorsque ¢t augmente, compatible avec les
conditions initiales du probleme. L’intégration montrerait que l’'aire sous la courbe est
indépendante du temps. C’est logique car le nombre total de particules doit se conserver
(puisqu’on a supposé o, = 0).

p(z,t) =

Il faut noter que les variables spatiales et temporelles interviennent par le rapport z2/t et
jouent donc un role trés dissymétrique. C’est une propriété trés générale des phénomenes
de diffusion.

L’expression permet d’obtenir la largeur & mi-hauteur Ly, de cette courbe :

L1/2 = V4Dth’12
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A un instant ¢ donné, les particules ont notablement diffusé dans un domaine dont ’exten-
sion spatiale est donnée par L1/2 et qui croit avec le temps comme v/¢. La figure représente
la densité particulaire n(z,t) en fonction du temps a une position x donnée. Elle tend bien
vers zéro pour t —0.

0.5

n (x, t)
n (x, t)

0.4 -

0.75 -

0.5

0251 0.1+

Conditions aux limites

L’équation fait apparaitre des dérivées du ler ordre par rapport au temps et du 2eme ordre
par rapport a la position. Les conditions aux limites vont fixer le probleme et seront donc
responsables de la grande variété des solutions de 1’équation de la diffusion.

Echelles caractéristiques

On suppose que le probleme de diffusion posé possede une échelle spatiale caractéristique
L. On peut obtenir une échelle de temps caractéristique 7 en utilisant le changement de
variable :

et t° =

N |+

&

On en déduit :

dp 1 dp 62p_182,0 op 10p

9z  Lor 022 L20z2 © ot 1ot

d’ou I’équation aux dérivées partielles :

Op _ Dr &p
ot L2 Ox*?
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On dira que les échelles spatiales et temporelles sont adaptées lorsque les poids relatifs
des deux membres de cette équation sont égaux, ce qui revient a prendre D7/L? ~ 1,
soit :

L*=Dr

La dissymétrie entre L et D est une traduction de la dissymétrie entre distance et temps.
A l’aide de la table, on peut préciser quelques ordres de grandeur :

-avec D ~ 2,5 107> m?s~! pour un gaz a 25 °C, la diffusion met environ 7 ~ 4 .10? s, soit
quelques minutes, pour avoir un effet significatif sur une distance L de 10 cm

-avec D ~ 2,5 107 m?s~! pour un liquide & 25 °C, la diffusion met environ 7 ~ 4. 10° s,
soit 45 jours, pour avoir un effet significatif sur une distance L de 10 cm

- le méme calcul montre que le temps caractéristique de diffusion du sucre dans ’eau d’une
tasse est de I'ordre de huit semaines. Il vaut mieux compter sur la convection pour sucrer
son café que sur la diffusion !

- avec D ~ 1073 m?s~! pour un solide & 25 °C, la diffusion met environ 7 ~ 10%® s,

soit 3.10%2° années, pour avoir un effet significatif sur une distance L de 10 cm. Dans la
pratique, cela signifie que la diffusion dans les solides n’a pas lieu a température ambiante
et que pour obtenir des valeurs significatives, il faut observer le phénomene a plus haute
température

Dans la pratique, on observe des temps caractéristiques 7 inférieurs a ceux cités ci-dessus
car la convection que nous avons négligée accélere I’évolution de la densité particulaire dans
les gaz et les liquides.

18.1.3 Approche microscopique de la diffusion gazeuse

On se place dans le cas d'un gaz de densité p(z,t) diffusé par un support gazeux de densité
n, uniforme.

Calcul du coefficient de diffusion

On considere le modele suivant :

- toutes les molécules ont la méme vitesse v* égale a la vitesse quadratique moyenne dans
tout échantillon du systeme, les vecteurs vitesses des molécules du gaz diffusé dans une des
six directions possibles (£, +u,,+u,) représentent 1/6 du nombre total de molécules.
Ceci traduit de maniere simplifiée I'isotropie de la distribution des vitesses
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- entre deux chocs sur les molécules du gaz support, les molécules ont un mouvement
rectiligne uniforme dans une des six directions (%, £, £). En particulier, on néglige
les chocs des molécules du gaz diffusé entre elles

- les chocs ont lieu au méme instant pour toutes les molécules. L’intervalle de temps entre
deux chocs est alors t* = v*/I.

On suppose que toutes les molécules ont subit une collision & I'instant ¢ et n’en subiront pas
d’autre entre t et t +¢*. Les molécules qui peuvent franchir la surface dS dans le sens de 1,
pendant t* sont situées dans le cylindre de section dS et de hauteur [ = v*t*, compris entre
les abscisses x — [ et = et qui ont un vecteur vitesse parallele a u,. Le nombre de molécules
contenues dans ce cylindre vaut n(z — [)v*t*dS en notant n(z — ) la densité moléculaire
moyenne dans le cylindre. En se limitant au premier ordre en [*, on peut écrire que :

n(z —1) = n(z) — 1 (gZ)

De plus, parmi toutes les molécules, seule une sur six va dans la direction . Le nombre
de molécules traversant dS pendant t* dans le sens de i, est donc :

5Ng—6 {n(x) l(m)]”ds

De la méme maniere, on obtient le nombre 6 N de molécules qui peuvent franchir la surface
dS dans le sens —1i,, pendant le temps ¢* :

SN = % [n(x) 1 (gZ)] v t*dS

Le nombre 0 N* (algébrique) de molécules franchissant dS pendant Uintervalle t* est :

Pour exprimer la densité de flux de particules J,(x,t) a Uinstant ¢, la durée dt choisie pour
le calcul de 6N doit étre :

- tres inférieure a la durée caractéristique 7 de variation des grandeurs macroscopiques
telles que la densité particulaire n(x,t).

- trés supérieure au temps t* entre deux chocs pour qu'un comportement collectif macro-
scopique ait un sens.
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Ces deux conditions sont aisément satisfaites car 7 est toujours trés supérieur a t*. Par
exemple, dans de I'air & 7' = 300 K ou [ ~ 150 nm et v* ~ 500 m/s , on a t* ~ 0, 3 ns alors
que 7 est de I'ordre de la seconde.

On peut donc considérer On/dx indépendant du temps sur la durée dt. On additionne donc
les nombres de particules qui traversent dS entre t* et t + t*, t + t* et t 4+ 2t*, t + 2t* et
t + 3t*, jusqu’a atteindre l'instant ¢ + > ¢t* =t + dt. On obtient :

SN = ZéN* = —%lv*dS <g“> dt
s

Par identification avec dN = J,dSdt, on obtient :

1 ,/0n

La loi de Fick permet d’en déduire une expression du coeflicient de diffusion :

1
D = -lv*
5l
Cas d’un gaz parfait
Finalement, le coefficient de diffusion s’écrit :
]{;339/2 T73/2

D

C mBm(rs+re)? P

Le coefficient de diffusion est proportionnel & T3/2 et inversement proportionnel & p. Ces
dépendances sont assez bien vérifiées dans les gaz. Cette relation permet de mesurer le
coefficient de diffusion. Par exemple, dans le cas de la diffusion du monoxyde de carbone
CO dans l'azote No T' = 300 K sous la pression atmosphérique (avec s ~ rqy ~ 1,5 A),
on obtient D =~ 2,5 107° m?/s, alors que la valeur expérimentale est Derp= 2, 1.107°
m?/s.

L’importance de cette relation vient du fait qu’elle permet de relier une quantité macrosco-
pique (le coefficient de diffusion D) et une quantité microscopique associée aux collisions
(la section efficace o = (15 + 1¢)?).

La dépendance de D en 1/m est connue sous le nom de loi de Graham et est utilisée pour
séparer les isotopes d’un méme corps par diffusion.
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Cas de ’autodiffusion

Dans le cas de 'autodiffusion, le coefficient D varie avec la densité par 'intermédiaire de
la dépendance du libre parcours moyen [ avec la densité. Or on avait supposé pour établir
I’équation de la diffusion que le coefficient D était uniforme.

Il y a un moyen de contourner la difficulté et de simuler 'autodiffusion en étudiant la
diffusion d’isotopes treés peu abondants dans un gaz support homogene, par exemple la
diffusion du deutérium Ds dans I’hydrogéne Hy. Dans ce cas, le libre parcours moyen
[ et donc le coefficient de diffusion D dépendent de la densité pp, de I’hydrogene, qui
est quasiment uniforme. La densité pp, du deutérium est elle solution de ’équation de la
diffusion. Le coefficient d’autodiffusion suit donc les lois précédentes. Par exemple, la figure
montre la variation attendue en 7%/2 du coefficient d’autodiffusion de I’argon.

18.1.4 Diffusion moléculaire dans les liquides

L’hypothese de base des théories de transport dans les gaz est que les interactions entre
molécules sont négligeables dans l'intervalle de temps entre deux chocs. Cette hypothese
n’est plus valable pour les liquides au sein desquels les interactions sont toujours tres
importantes.

0.15 -

0.05 -
[ ]

0 | | | |
50 100 150 200 250 300 350

T (K)

On pourrait montrer que dans le modele des spheres dures, si une particule de rayon R se
déplace par rapport au liquide avec la vitesse ¥, la force d’interaction avec le liquide est
donnée par la force de Stokes :
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7 U 1
=—— avec pu=
I 6mnr

oll 1 est la viscosité du fluide et p son coefficient de mobilité. Si la particule est de petite
dimension (c’est a dire si R est typiquement inférieur au micrometre), on peut calculer le
coefficient de diffusion D correspondant :

kT
6T R

D = ukpT soit encore D =

Cette relation est connue sous le nom de relation d’Einstein et explique le mouvement
brownien. Le coefficient D représente un étalement en 1’absence de force extérieure, mais
en présence d’agitation thermique.

La relation en en bon accord avec les mesures expérimentales. Par exemple, on obtiendrait
D = 2,2.1071% m2/s pour une molécule de diametre 1 nm et une viscosité n = 1073 Pa.s.
On peut remarquer que cette valeur est tres inférieure aux valeurs typiques des coefficients
de diffusion dans les gaz.

18.2 Diffusion thermique

On s’intéresse dans ce paragraphe au transfert thermique qui se produit entre deux états
d’équilibre d’un systeéme. Le transfert constitue une transformation du systéme, que 'on
supposera suffisamment lente pour étre considérée comme quasi statique. Il existe trois
manieres différentes de transférer de I’énergie sous forme thermique :

- la conduction, qui correspond a un transfert thermique avec support matériel mais sans
transfert de matiere. L’étude de ce mode de transfert thermique (également appelé diffusion
thermique, ou conduction thermique), est 'objet de ce cours

- la convection, qui correspond a un transfert thermique avec support matériel mais avec
transfert de matiere. La convection est libre lorsqu’elle se produit naturellement, et forcée
dans le cas contraire.

- le rayonnement, qui correspond a un transfert thermique par des phénomeénes électro-
magnétiques, méme en ’absence de transfert de matiere.

Mise en évidence expérimentale

En 1789, le physicien hollandais J. Ingen-Housz a décrit une expérience permettant de
comparer les diffusions thermiques dans plusieurs matériaux métalliques. Elle était réalisée
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en enduisant de cire des tiges métalliques de méme forme, dont une extrémité est en contact
avec un thermostat contenant de I’eau bouillante.

On constate que la température augmente au cours du temps sur les tiges, faisant fondre la
cire, mais plus ou moins rapidement selon les matériaux. Ceci met en évidence les différences
de diffusion thermique entre les matériaux.

Fe
Bain B S o Zn
thermostaté Al
Cu

On constate donc que lorsqu’une différence de température existe, un flux d’énergie, orienté
des zones chaudes vers les zones froides tend a uniformiser la température. Ce flux n’est
associé ni & un déplacement global de matiere ni & un travail.

18.2.1 Approche macroscopique

Définitions

On définit le flux thermique comme le flux d’énergie interne I, sans travail, a travers une
surface :

AU

L=
dt

On introduit également le courant thermique volumique ou courant volumique d’énergie
interne sans travail J, dont le flux & travers une surface (X) est donné par :

Iu://27u~ﬁd2

ou 7 est une normale unitaire & la surface.
Loi de conservation

Pour un systéme fermé occupant un volume (V') délimité par une surface (3), le bilan
d’énergie interne entre les instants t et ¢t 4+ dt s’écrit :
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dU = 6Q + 6Q°

ou le terme d’échange thermique 0@ est relié au flux thermique recu a travers la surface et ou
dQ° correspond a une éventuelle création d’énergie au sein du systeme (réaction chimique
ou effet Joule au passage d’un courant dans une résistance par exemple). En appelant
u ’énergie interne massique, p la masse volumique, pu I’énergie interne volumique et oy,
I’apport d’énergie volumique par unité de temps, on a :

dUzd(///VpudV>, 5Qz—dt><//zfu-ﬁd2 et 5@02///‘/%&/

En utilisant le théoréeme d’Ostrogradsky, le bilan d’énergie interne s’écrit :

£ )~ [ 252 = [ 5 [

Comme ceci est valable pour tout volume (V'), on en déduit I’équation locale dite équation
de continuité relative a 1’énergie interne :

d(pu)

5 :—Q-Ju—l—au

On a de plus d(pu) = pc,dT ol ¢, est la capacité thermique massique & volume constant.
On en déduit :

S 20 Blpn)

ot ot

Loi de Fourier

Lorsque la température du systeme considéré est uniforme, on constate qu’il n’y a au-
cun transfert thermique en son sein. Un transfert thermique n’est possible qu’a partir du
moment ou il existe des différences de température dans le systeme.

La loi de Fourier (1815) est une loi phénoménologique, comme le sont les lois d’Ohm et
de Fick, et traduit la proportionnalité entre le courant thermique 7u et le gradient de
température ?(T) :

Tu=-AV(T)
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ou le coefficient A, toujours positif, représente la conductivité thermique et s’exprime en
W/m/K. Les limitations de cette loi phénoménologique sont notables pour des gradients
de température trop forts (qui nécessitent 'introduction de termes d’ordre supérieur) ou
trop faibles (de l'ordre des fluctuations). La table donne des valeurs de conductivité ther-
mique pour quelques matériaux. On peut retenir qu’on a généralement Asoiige > MNiguide >

Agaz-
Variation de la conductivité thermique avec la température

La variation de la conductivité thermique avec la température est représentée pour quelques
corps sur les figures

Cuivre Acier  Verre  Corps Bois Air
inox humain
A (W/m/K) 389 16 1,2 0,5 0,23 241073
k (1076 m2s71) 114 4 0,58 0,1 0,45
B (10 SI) 36,5 8 1,58 1,6 0,34

On peut principalement distinguer :
- Les métaux :

La conduction dans les métaux est assurée par les électrons libres, ce qui explique le lien
général qui existe entre la conductivité électrique et la conductivité thermique, ainsi que
Iexprime la loi de Wiedemann et Franz. Elle est donc tres sensible a la pureté du mé-
tal. La figure représente la conductivité du cuivre qui présente un maximum vers 20 K.
Qualitativement, ceci s’explique de la fagon suivante :

A basse température, les impuretés du métal deviennent prépondérantes et réduisent la
conductivité thermique

Vers les hautes températures, les vibrations du réseau peuvent étre décrites comme un gaz
de phonons dont la densité augmente avec la température, ce qui diminue la conductivité
thermique

Qualitativement, tous les métaux se comportent ainsi et ont une conductivité thermique
de Pordre de 1 cal/cm/K/s pour des températures supérieures a 100 K

- Les solides non métalliques et les liquides :
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La propagation de la chaleur est assurée par ’agitation thermique qui induit un mouvement
des phonons ou des atomes. La conductivité thermique augmente généralement avec la
température

- Les gaz :

De maniere générale, les gaz sont moins bons conducteurs thermiques que les solides ou les
liquides. Néanmoins, au contraire des solides, ils sont soumis a la convection qui augmente
leur possibilité de transfert thermique. Un corps contenant de l’air dont on empéche la
convection sera donc un bon isolant thermique (double vitrage, fourrures animales et laine
de verre par exemple)

10 T T T T T

\ Cuivre
1 -
” \I/ -1

102 | Mercure Bnque _1
103 Hehum ;
104 //,
0 20 40 60 80 100 /
T (°C)
T(K) 105 L1
—200 200 400 600
Equation de la diffusion thermique
En utilisant la loi de Fourier pour exprimer 7u, on obtient :
d(p
(825 —? (/\? >+Ju:)\AT+Ju
en supposant que A est uniforme. On a de plus d(pu) = pc,dT ou ¢, est la capacité

thermique massique a volume constant. On en déduit I’équation de la diffusion thermique
ou équation de diffusion de la chaleur :

ap A o
— = —AT
or  pey " PCy

Cette relation n’est pas invariante par renversement du temps. La diffusion thermique est
donc un processus irréversible.
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Dans le cas des milieux condensés (liquides ou solides), ¢, ~ ¢,. Comme ¢, est facilement
mesurable, on a introduit historiquement la diffusivité thermique x définie par :

Une grande diffusivité thermique s correspond a une grande conductivité thermique A
et a une faible inertie au transfert de la chaleur, mesurée par pc,. La table recense les
diffusivités thermiques de quelques corps. On appellera donc généralement équation de la
diffusion thermique la relation :

0
% = rAT + :;} ou encore AT = —a—;

Comme dans le cas de la diffusion moléculaire, cette équation est semblable a ’équation
de Poisson de I’électrostatique, ou a ’équation de Laplace en ’absence de source de cha-
leur.

Conditions aux limites

Pour résoudre cette équation, on a besoin de connaitre quelques conditions aux limites.
En particulier, on pourra parfois utiliser la loi de Newton qui décrit I’échange d’énergie
thermique entre le matériau et le milieu extérieur.

Echelles caractéristiques

Comme pour la diffusion de particules, on peut montrer qu’il existe une échelle de longueur
L et de temps 7 caractéristiques de la diffusion thermique, reliées entre elles par :

L? ~ kT

On en déduit qu'un corps, plongé dans un thermostat a la température Tj, acquiert cette
température au bout d'un temps 7 ~ L?/k. A l'aide de la table, on peut préciser quelques
ordres de grandeur : pour du cuivre, il faut environ 88 s pour avoir un effet significatif
sur une distance L de 10 cm, alors qu’il faut environ 5 h pour obtenir le méme effet sur
du verre. La proportionnalité entre le temps caractéristique 7 et la distance L? a plusieurs
conséquences :

ceci explique pourquoi les batisses de plusieurs siecles sont si froides : les murs étant tres
épais (jusqu'a un metre), la température interne est insensible a la température externe.
FEt comme elles ne sont jamais chauffées, elles restent toujours froides de maniere générale,
avant I'invention des matériaux isolants spécifiques, on ne pouvait jouer que sur L pour
ralentir les échanges thermiques avec I'extérieur.
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Solution en régime stationnaire sans terme de production

On considére un systéme unidimensionnel en régime stationnaire. L’équation de la diffusion
thermique se résume & :

RYA

dz?
D’apres la loi de Fourier, on obtient en intégrant :

- = _ 7
T cte et T(x) 3L +T(0)

ou T'(0) est la température évaluée a l'origine.
Solution en régime quelconque sans terme de production

La résolution dans le cas général de I’équation n’est pas simple. On admettra que la solution
en est :

On peut remarquer que la fonction T'(x,0) est nulle en tout point d’abscisse x # 0. Cela
signifie qu’a l'instant initial (¢ = 0), toute ’énergie interne est accumulée au point pris
comme origine spatiale, avant le démarrage du processus de diffusion. La figure représente
cette solution a trois instants successifs t = 7, t = 57 et ¢ = 207. Comme pour la diffusion
de particules, on observe un étalement des graphes lorsque le temps s’écoule. La largeur a
mi-hauteur Ly de cette courbe s’écrit :

L1/2 :2\/4ntln2

A un instant ¢ donné, la chaleur a notablement diffusé dans un domaine dont I'extension
spatiale est donnée par Ly, et qui croit avec le temps comme v/ rt.

Ce résultat explique l'inefficacité des phénomenes de diffusion & grande distance. Pour I'air
par exemple, on a vkt = 1 cm pour t=10 s et v/t = 10 cm pour ¢ = 10 s ~ 20 min.
On voit sur cet exemple que le chauffage une piece par diffusion thermique uniquement
serait quasiment impossible. Heureusement, dans ce cas, il existe également de la convec-
tion!
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Conductances et résistances thermiques

On vient de voir sur un exemple que le flux thermique ¢ est proportionnel a la différence de
température AT. On admettra que ceci se généralise a tout régime stationnaire. On appelle
alors conductance thermique G, et résistance thermique R, les coefficients tels que :

1
= GuAT et R, = —
@ e a

Ces notions sont tres utilisées dans la pratique. Pour transmettre un flux thermique, on
cherchera & minimiser la résistance thermique. Au contraire, une bonne isolation thermique
nécessitera une forte résistance thermique.

18.2.2 Applications

On considere plusieurs applications classiques de la diffusion thermique, en régime station-
naire et en régime non permanent.

Régime sinusoidal

FEn supposant une fluctuation § = T —T,,, de la température T autour de sa valeur moyenne
T, équation de la diffusion thermique unidimensionnelle s’écrit en ’absence de source
thermique :



18.2. Diffusion thermique 301

ot _ o o 100
8t_H8x2 ou or2 kot

On peut montrer que dans le cas déune variation sinusoidale de la forme :

f = Hme:tr:peiwt

la solution se met sous la forme :

x 2
0 = 6,,e 5 cosp avec (5:\/7 et ¢:wt_§_i
w o 4

ou ¢, homogene a une longueur, représente 1’épaisseur thermique. Tout se passe comme
si une onde thermique se propageait dans le milieu, avec un amortissement semblable a
I'effet de peau dans les conducteurs électriques. On observe donc sur ce modele qu’a une
profondeur de quelques 4, les fluctuations de températures sont négligeables. Par exemple,
dans le cas des fluctuations quotidiennes de température, I’épaisseur thermique du sol vaut
0 =8, 7 cm. Elle vaut § = 1, 7 m dans le cas des fluctuations annuelles de température. Cette
notion d’épaisseur thermique sert a expliquer plusieurs phénomenes bien connus :

- La température sera uniforme tout au long de ’année dans une cave : idéal pour le
stockage du vin!

- Ceci explique pourquoi les verres de terre réussissent a passer ’hiver, méme lorsqu’il gele.
II leur suffit de descendre suffisamment profondément

On pourrait pousser encore plus loin la comparaison avec 'effet de peau de ’électromagné-
tisme en remarquant que cette onde thermique a une vitesse de phase v, donnée par :

Uy = 0w = V2KWw

qui montre que le milieu est dispersif. Plus la pulsation est élevée, plus I'onde est arré-
tée rapidement (car § diminue), mais elle le fait plus rapidement car sa vitesse est plus
grande. En plus d’'une atténuation de 'amplitude dans un rapport e~%/% toute variation
de température se propage donc dans le sol avec un retard ¢ tel que :

2
wt = —

)

Par exemple, ce retard est de 'ordre du mois a une profondeur de 2 m. Pour les variations
diurnes, le retard est de deux jours a la méme profondeur. Une cave est donc entierement
insensible aux effets journaliers.
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Température de contact

Le probleme de la température de contact est lié a l'interprétation de la sensation de
chaud ou de froid différente que I'on constate en touchant des objets néanmoins & la méme
température (par exemple du bois et du marbre). Qualitativement, ceci s’explique par un
écoulement de chaleur du corps humain vers 'objet, d’autant meilleur que celui-ci est bon
conducteur thermique.

TC
T, T,
a i)
M Ay
-l
Ju

X

On considére deux matériaux (1) et (2) en contact & des températures T} et Ty différentes
avec T1 < T,. On prend les notations de la figure. A partir du moment ou les deux corps
sont en contact, il y a diffusion thermique du corps (2) vers le corps (1). Le flux thermique
étant le méme entre les deux matériaux, on a :

() 0 n (),

On introduit une température de contact 7T, intermédiaire entre T} et 15 et on pose 6] =
Ty —T. et 65 =T, — T,.. , on peut écrire :

g—: = % = Gme_% [—écos (wt — %) + %sin <wt — ;)]

A T'aide de cette équation, on peut réécrire sous la forme :

1 1 1 1
A101m — cos (wt) + 5 sin (wt)] = X\abam [_6 cos (wt) + 3 sin (wt)]

d’ou :

)\101,m . )\2927m

02 02
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On définit effusivité thermique 3 par :

B:ﬁ:\/}\f}cp

Le tableau donne les effusivités de certains corps. On peut réécrire sous la forme :

B1(Te —Th) = Ba(Te — T3)

La température de contact est la température moyenne des deux matériaux, pondérée par
leurs effusivités.

Par exemple, si on touche une piece de bois & 100 °C, la température de contact est T, ~
47 °C, si on suppose que la température de la main est 36 °C. Si on touche un morceau
de cuivre & la méme température, on a cette fois T, =~ 97 °C. On trouve la l'intérét d’un
manche en bois pour équiper une casserole !

18.3 Diffusion de charges

Le phénomene de conduction électrique est lié a un gradient de potentiel électrostatique,
et entraine un transport de charges électriques. On définit le vecteur densité volumique de
courant J . comme étant le nombre de charges qui traversent une surface unité pendant
I'unité de temps.

La loi d’Ohm s’écrit :

7@ = —V€¢

ou v est la conductivité électrique et ¢ le potentiel électrostatique. La conservation de la
charge électrique permet d’écrire que :

op B
EJF?-?S_O

ol p est la densité volumique de charge. En utilisant 1’équation de Poisson, un calcul
élémentaire montre que la densité volumique de charges p vérifie

op v
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La conductivité thermique A\ et la conductivité électrique p sont généralement reliées :
les métaux ayant une forte conductivité électrique ont également une forte conductivité
thermique. Ces deux conductivités sont d’ailleurs reliées par la loi de Wiedemann et
Franz :

L (i

2
> T=24510"°T
0 3 e

18.3.1 Diffusion de quantité de mouvement

Dans les paragraphes précédents, on a montré comment la diffusion pouvait affecter des
grandeurs scalaires (densité particulaire, température, etc ...). Dans ce paragraphe, on va
montrer sur ’exemple de la quantité de mouvement que ce phénomene peut également
concerner des grandeurs vectorielles.

18.3.2 Définition macroscopique de la viscosité

On considere dans un gaz deux plaques paralleles, la seconde se déplacant a la vitesse ¥ par
rapport a la premiere supposée fixe. L’expérience montre que le gaz est en partie entrainé
par la plaque mobile en raison des forces de frottement dues a la différence de vitesse entre
la plaque et les molécules du gaz. La grandeur X transportée par chaque molécule est la
quantité de mouvement mwv, de cette molécule suivant ’axe i,. Le courant volumique de
quantité de mouvement est :

d(mu,)

7——1nln ——=U
P 3t o *

On définit la viscosité ou viscosité dynamique n par :
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ov,
7p = —T]%Ux

L’unité SI de la viscosité est le Poiseuille (1 P1 = 1 Pa.s). Le signe négatif signifie que la
force est opposée a la direction Ox lorsque le gradient de vitesse est positif. En utilisant le
libre parcours moyen donné par le modele des spheres dures et la vitesse moyenne donnée
par la distribution de Maxwell, on obtient pour la viscosité :

1 mkpT
n_67r3/2 R2

Cette loi de variation de la viscosité avec la température est bien vérifiée expérimentalement.
La mesure de la viscosité d’un gaz permet ainsi de remonter au diametre R de ses molécules
dans le modele des spheres dures.

18.3.3 Equation de diffusion de la quantité de mouvement

On pourrait montrer que l’équation de diffusion de la quantité de mouvement peut se
mettre sous la forme :

v, 0%, n
=v avec v = —
ot ot? p

Le parametre v, qui dépend des propriétés du matériau, est appelée la viscosité cinématique.
L’équation peut étre généralisée a trois dimensions, tant que la convection reste négligeable.
On obtient alors :

18.4 Résumé sur les phénomenes de diffusion

18.4.1 Généralités
On peut résumer certains points communs aux phénomenes de diffusion relevés dans ce
cours :

- Lorigine du phénomene est une inhomogénéité d’'une grandeur intensive (densité volu-
mique de particules, température, potentiel électrique)
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- Le phénomene de transport est irréversible car les équations ne sont pas invariantes par
renversement du temps et va dans le sens d’un retour a 1’équilibre

- Le courant volumique de la quantité transportée est proportionnel au gradient de la
grandeur intensive qui est la cause du transport

Loi Loi Equation
de conservation phénomeénologique de la diffusion
e s > 7 dp _ ? o = dp _
Diffusion de V. (Jn) + 57 = n Jn=—D V(p) ot =DAp+ton
particules (Loi de Fick)
Diffusion de ﬁ.(_’u)—l—pcva—%ﬂ:au Ju=—AV(T) %—{:/{AT—#%
la chaleur (Loi de Fourier)
Diffusi S (T4 00— % o5,
iffusion de V.iJe)+ 57 =0 Je=—7 V(9) 9f tear=0
charges (Loi d’Ohm)
Diffusion de fp = —n V(v) % =vAY
quantité de
mouvement

18.4.2 Phénomenes de transport et irréversibilité

Les phénomenes de transport décrits dans ce chapitre sont des phénomenes irréversibles.
Ceci se voit sur les équations de diffusion vues dans ce chapitre en inversant le sens du
temps. Les équations sont alors modifiées car la dérivée spatiale reste inchangée alors que
la dérivée temporelle change de signe.

18.4.3 Remarque sur les phénomeénes de propagation et par ondes

On peut comparer les équations de diffusion vues dans ce chapitre a ’équation bien connue
de la propagation d’une onde d’amplitude A dans la direction Ox :

0?A 0?A

o2~ Voa?

ou v est la célérité de I'onde. Les solutions de cette équation sont de la forme :
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A(z,t) = f(z —vt) + g(x + vt)

et décrivent la propagation d’une onde dans les directions +x et —x a la vitesse v constante.

La situation est différente pour les équations de la diffusion qui admettent des solutions
pour lesquelles la distance de propagation z varie comme +/Z. La vitesse effective x/t décroit
donc avec la distance. Ceci est du au fait que le flux de la variable qui diffuse (concentration,
température, ...) est proportionnel au gradient de celle-ci : plus le front de la la variation
s’étale, plus la propagation est lente.

Dans le cas ou la diffusion est en compétition avec une propagation par onde, les phéno-
menes diffusifs sont efficaces sur des temps courts ou des petites distances, tandis que la
propagation par ondes sera dominante dans les autres cas.
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Introduction :

On s’intéresse dans cette lecon au transfert thermique qui se produit entre deux états
d’équilibre d’un systeme. Le transfert constitue une transformation du systéme, que ’on
supposera suffisamment lente pour étre considérée comme quasi statique. Il existe trois
manieres différentes de transférer de I’énergie sous forme thermique :

- la conduction ou diffusion, qui correspond a un transfert thermique avec support matériel
mais sans transfert de matiere. L’étude de ce mode de transfert thermique (également

309
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appelé diffusion thermique, ou conduction thermique), est 'objet de ce cours

- la convection, qui correspond a un transfert thermique avec support matériel mais avec
transfert de matiere. La convection est libre lorsqu’elle se produit naturellement, et forcée
dans le cas contraire. Ce mode de transfert thermique ne sera pas étudié dans ce cours

- le rayonnement, qui correspond a un transfert thermique par des phénomeénes électro-
magnétiques, méme en ’absence de transfert de matiere.

Rappelons que le flux est la quantité de chaleur transférée par unité de temps exprimé en
J/s:

dQ
¢=—"

dt
Enfin, on établira une analogie avec 1’électricité qui permet de résoudre plus simplement
les problemes.

19.1 Flux diffusif

19.1.1 Mise en évidence expérimentale

En 1789, le physicien hollandais J. Ingen-Housz a décrit une expérience permettant de
comparer les diffusions thermiques dans plusieurs matériaux métalliques. Elle était réalisée
en enduisant de cire des tiges métalliques de méme forme, dont une extrémité est en contact
avec un thermostat contenant de 1’eau bouillante.

On constate que la température augmente au cours du temps sur les tiges, faisant fondre la
cire, mais plus ou moins rapidement selon les matériaux. Ceci met en évidence les différences
de diffusion thermique entre les matériaux.

Fe
Bain B S o Zn
thermostaté Al

Cu
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19.1.2 Loi de Fourier

Soit un corps chaud en contact avec un corps froid.

oSo000205000

000002050000

Lorsque la température du systeme considéré est uniforme, on constate qu’il n’y a au-
cun transfert thermique en son sein. Un transfert thermique n’est possible qu’a partir du
moment ou il existe des différences de température dans le systeme.

La loi de Fourier (1815) est une loi phénoménologique, comme le sogc les lois d’Ohm et de
Fick, et traduit la proportionnalité entre le flux diffusif thermique ¢ conq €t le gradient de
température V(7T') :

gcond - _)\€ (T)

ou le coefficient A, toujours positif, représente la conductivité thermique et s’exprime en
W/m/K. Les limitations de cette loi phénoménologique sont notables pour des gradients
de température trop forts (qui nécessitent 'introduction de termes d’ordre supérieur) ou
trop faibles (de 'ordre des fluctuations). La table donne des valeurs de conductivité ther-
mique pour quelques matériaux. On peut retenir qu’on a généralement Asoige > Miguide >

Agaz-

Matériaux | Conductivité Matériaux Conductivité
Cuivre 390 Verre 0,2
Fer 80 Bois 0,15
Titane 10 Carton 0,07
Granite 2,2 Laine de verre 0,04
Béton 09 Polystyrene 0,036
Eau 0,6 Air 0,026
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19.2 Flux convectif

19.2.1 Description et modélisation

Il est d’observation courante que, pour refroidir un liquide chaud contenu dans un flacon,
on agite le flacon. Ainsi font les parents avant de présenter le biberon a leur bébé.

Ce mode de transfert est basé sur le fait qu’il y a déplacement de matiere : il ne concerne
donc que les fluides (liquides et gaz). Contrairement a la conduction ou le transfert de
chaleur se fait par contact, dans le fluide, la possibilité de déformation sous leffet de
la température permet de mettre en occuvre des mouvements de ce fluide plus ou moins
importants. Ces mouvements sont dus a des différences de pression et/ou des différences
de température.

Dans le premier cas, I’écoulement est du a des forces extérieures (pompe, ventilateur...).
On est alors dans des conditions de convection forcée. C’est ce mode qui est généré lorsque
I’on veut améliorer c’est a dire augmenter 1’échange thermique.

Dans le second cas, ’écoulement se fait naturellement : il est du a la différence de densité
des différentes zones du fluide. Ce phénomene est tres courant et s’appelle convection
naturelle.

Pour modéliser la convection, on considere un modele unidirectionnel en régime station-
naire, tel que représenté sur la figure suivante :

Fluide

I 4

Paroi (0]

Le fluide est animé de mouvements de convection qui provoquent une homogénéisation
de la température. On consideére que ce brassage est suffisamment efficace pour que la
température du fluide soit constante spatialement et égale a Tr. Dans la paroi, en revanche,
le transfert est conductif et dirigé selon I'axe (Ox). On y observe donc un gradient de
température.

La température de la paroi Tp est différente de la température du fluide ; il existe une couche
limite de faible épaisseur e (de 'ordre de qq mm) dans laquelle le fluide est pratiquement
immobile et ou le transfert de chaleur se fait de maniere conductive.
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Couche
limite

@)
o §
e}

19.2.2 La loi de Newton

Les transferts thermiques entre un corps et le milieu extérieur suivent la loi de Newton si
la densité de flux thermique sortant algébriquement a travers la surface du matériau est
proportionnelle a I’écart de température entre celle de la surface du matériau et celle de
lextérieur.

Avec les notations du paragraphe précédent, le flux convectif est donné par la relation :

—- —
¢co7w = h(TP - TF)n

h est appelé le coefficient de transfert thermique de surface.

On peut montrer que h = 2E, out Ap est la conductivité thermique du fluide et e 'épaisseur

[
de la couche limite.

Dans le cas d’'une convection forcée, la couche limite est moins épaisse et donc h aug-
mente.

Remarque :

On peut relier la loi de Newton a la loi de Fourier. En effet, la température du milieu
extérieur n’est égale a Ty que suffisamment loin de la surface de séparation, au-dela d’'une
couche limite d’épaisseur e. En fait, la température est continue en xzg, et sa valeur est
T(xo,t), y compris dans le milieu extérieur.

La loi de Newton donne alors :

T('TO + e, t) — T(:an t)
(&

Geonv = h(T - TO) = h([T(x(% t)] - TU) - (h’e)
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oT
¢cmw ~ (he)%

on retrouve une expression analogue a la loi de Fourier avec un coefficient A = he homogene
a une conductivité thermique.

19.3 Flux radiatif

Les transferts thermiques décrits auparavant faisaient intervenir des systémes matériels
en contact les uns avec les autres ou en mouvement les uns par rapport aux autres. Dans
certains cas, le transfert thermique se fait sans contact entre la source et le récepteur, et sans
échauffement du milieu intermédiaire. Il correspond a I’émission d’ondes électromagnétiques
induites a I’échelle microscopique par le mouvement de particules chargées a la surface du
corps. On étudie dans cette partie les lois du rayonnement issues de I'hypothese de Planck
en particulier le flux radiatif.

19.3.1 Mise en évidence expérimentale

On peut mettre en évidence les propriétés de ce rayonnement par plusieurs expériences
simples :

- Des braises chauffent directement un solide (par exemple le corps humain) et non ’air
ambiant. Par contre, ce rayonnement est arrété par un écran opaque

- Ce rayonnement obéit aux lois de 'optique géométrique. Ceci peut se montrer avec 1’ex-
périence décrite sur la figure. Le thermomeétre placé au foyer du miroir indique une tempé-
rature supérieure a celle de la piece. Il recoit un rayonnement de la part de la lampe

miroir parabolique
- S,

ampoule allumette

i %

rayon

- La surface illuminée par le rayonnement joue un role dans la puissance recue. Ceci peut
se montrer avec I’éxpérience décrite sur la figure. On constate qu’avec des conditions ex-
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périmentales identiques, la température du thermometre dont le réservoir est recouvert de
noir de fumée est plus élevée que celle de ’autre thermometre

L’expérience montre que tout corps émet ce rayonnement électromagnétique et que son
spectre d’émission est continu et d’autant plus décalé vers les hautes fréquences (ie les
hautes énergies) que la température est élevée.

19.3.2 Loi de Stefan-Boltzmann

Energie volumique spectrale

On considere le rayonnement a l'intérieur d’une cavité dont les parois sont maintenues a
une température 1. Il s’établit un équilibre thermique entre les parois et le rayonnement
électromagnétique a l'intérieur de I'enceinte. A partir du 2éme principe, Kirchhoff a dé-
montré en 1859 que ce rayonnement ne dépendait que de la température. En 1900, Planck
a montré par un raisonnement de physique statistique que 1’énergie volumique spectrale
u, (v, T') pouvait se mettre sous la forme :

8rhvd 1 1
y avec = -——

w, (1, T) = 3 efw 1 kgT

La figure représente ’énergie volumique spectrale u,(v,T) en fonction de la fréquence v.
On peut également représenter comme sur la figure la variation de 1’énergie volumique
spectrale uy (A, T) en fonction de la longueur d’onde A = ¢/v.
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Les deux représentations sont reliées par :
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U, dv = —und\ soit uy = —ul,d—y)\ = u,,%
On en déduit :
8mc hc
’U,)\()\,T) = F@ﬂ’w/)\ 1

Loi de Stefan-Boltzmann

En sommant I’énergie interne spectrale u, sur toutes les fréquences, on obtient 1’énergie
interne spectrale totale, soit :

o] 00 3 T 4 00 3
y / wdy — 87rh/ v dy — 8m(kpT) / z
0 A3 Jy e —1 (he)?  Jy er—1

en posant xr = ,!}B—”T

Or

On obtient finalement :

u=ocT* avec 0 = —

ou o est appelé constante de Stefan.

Finalement, le flux radiatif s’écrit

— —
O rad = UG(T;1 — Te4)n

ou € est I’emissivité qui vaut 1 pour un corps noir.

Cette loi a été établie expérimentalement en 1879 par Stefan et interprétée en 1884 par
Boltzmann.
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19.4 Applications

19.4.1 Equation de la chaleur
Cas unidimensionnel

Considérons le cas simple d’un milieu au repos soumis a un gradient thermique suivant une
direction (que nous notons x). On note T'(x,t) la température & un instant ¢ en un point
M d’abscisse z.

Cherchons alors a établir ’équation qui donne 1’évolution dans l’espace et le temps du
champ de température a partir d’un bilan thermique. Pour cela, raisonnons sur une portion
de section S située entre = et x + dx puis faisons les hypotheses suivantes.

Le milieu est au repos; il n y’a donc pas de déplacement de matiere.

La capacité thermique massique c¢,, la masse volumique g ainsi que la conductivité ther-
mique sont considérés constantes.

Le milieu n’est le siege d’aucune réaction chimique ni d’aucun processus produisant ou
consommant de la chaleur.

Enfin, par soucis de simplification, nous supposerons que le volume est fixé.

Le premier principe de la thermodynamique appliqué a ce systeme entre les instants ¢ et
t 4+ dt donne
Ut+dt) —U(t) =6Q + sW™*

Les forces de pression ne travaillent pas puisque le volume est invariable. Le transfert
thermique que regoit le systéeme s’écrit

N
5Q = trecu dt = [jin(z) S — jin(x + dz) S] dt = —ﬁs dzdt

La température variant a priori dans le temps, ’énergie interne du systéme varie :

o

AU =Vt +dt) ~U(t) = - dt = | 57

_dw[oU
= o=

Or, par définition, OU/JT|,, désigne la capacité thermique & volume constant C, du sys-
teme :

oU
a7 VvaqudxcU



318 Lecon de physique n° 19. Bilans thermiques : flux diffusifs, convectifs et radiatifs

ou ¢, représente la capacité thermique massique. Le premier principe se réécrit donc

[ude CUZJJ dt =

~ djwm

S dxdt
dx v

Si on ajoute & cela la loi de Fourier jt_ﬁ = —-\oT/ox u_g, on trouve finalement

or X\ 9°T

o g oz D)

Le champ de température vérifie une équation de diffusion unidimensionnelle dite équation
de la chaleur.

Cas tridimensionnel

Cette équation se généralise en trois dimensions. Si ’on conserve les mémes hypotheses, on
trouve

2 2 2
or )\<8T o°T 8T> (3D)

D e \022 o2 T 02

Le champ de température vérifie donc une équation aux dérivées partielles d’ordre deux.
Son intégration fait alors apparaitre des constantes d’intégration que I'on détermine grace
aux conditions initiales et aux limites.

Remarque :

L’équation de la chaleur, & 'instar de I’équation de diffusion, brise la symétrie t/ —t ce qui
traduit Iirréversibilité des phénomenes de transfert thermique.

Conditions aux limites

Résoudre I’équation de la chaleur cela consiste & déterminer le champ de température dans
un espace {2 sachant que I'on connait les conditions initiales ainsi que les propriétés sur la
frontiere 9€2. Dans la pratique on distingue différents cas.

Le systeme est en contact parfait avec un thermostat de température Tj : a chaque instant
on a la condition aux limites

T(M,t) =Ty, VM € 9Q
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Le systeme est solide et présente une surface de contact avec un autre solide. Si le contact
n’est pas parfait, la température n’est pas continue. Cependant le flux thermique est
continu. Le systeme est parfaitement calorifugé c’est-a-dire entouré d’une paroi adiaba-
tique. Dans ce cas,
— M —ext __

Jtn(M,t) - W™ =0 VM € 9Q

Le systeme présente une paroi en contact avec un fluide : la loi de Newton relative a la
convection impose alors une condition sur le flux thermique.
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19.4.2 Notion de résistance thermique

La résistance thermique est une notion tres utilisée dans le batiment car elle indique le
pouvoir isolant d’un matériau.

Ty Ty < Ty

A

> T
/ > {'{;i"; h

Imaginons un mur homogene d’épaisseur e, de conductivité thermique A soumis a un gra-
dient thermique. Par ailleurs, admettons que le mur ait des dimensions suffisamment impor-
tantes devant son épaisseur pour considérer que le probleme ne dépend que de la profondeur
x. Le champ de température est alors noté T'(z,t). Le but est d’obtenir le flux thermique
qui traverse le mur en régime permanent, lorsqu’une paroi est maintenue a la température
T} et autre a la température T5. En régime permanent, 97'/0t = 0 de sorte que I’équation
de la chaleur se rameéne a

d*T dT
_— = —_—= T -
122 0 = a1z i, = (x) = Crz + Cy
Les conditions aux limites imposent
T(0) = T, G2 = T
= T, —T;
Te) = Ty c, = =21
e

Finalement le champ de température varie linéairement avec la profondeur :

T, —T;
T(x)=T + 22—z

Le champ de température étant déterminé on peut obtenir la densité de courant thermique
ainsi que le flux thermique traversant le mur :

—_ AT, AT -T)_,
dzx e

On constate d'une part que la densité de courant thermique est uniforme : les lignes de
courant thermique sont donc paralleles et les isothermes sont des plans paralleles aux
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parois. D’autre part, la présence du signe - indique que, conformément aux principes de
la thermodynamique, le transfert s’effectue du chaud vers le froid. Si 'on considére une
surface (S) du mur, le flux thermique qui traverse cette surface vaut

_ — T2 AN -T)
¢th—//(s)]th'(ﬁ— - S

ou S est 'aire de la surface. Le flux thermique est alors proportionnelle & I’écart de tem-
pérature entre les parois. La notion de résistance thermique découle de I'analogie que 1’on
peut faire avec 1’électricité. De la méme maniere que la résistance électrique d’un conduc-
teur ohmique est le rapport de la différence de potentiel imposée sur le flux électrique
(intensité électrique) qui le traverse, la résistance thermique est le rapport de la différence
de température sur le flux thermique :

e

Ty — Ty = Rinoen  avec Ry, = E

[K.W™1]

De part cette analogie avec la loi d’Ohm, il en découle les traditionnelles lois de composition
des résistances :

quand plusieurs milieux sont traversés par le méme flux thermique on peut leur associer
une résistance thermique équivalente

Req = g R; (résistances en série)
i

quand plusieurs milieux sont soumis & la méme différence de température, on peut leur
associer une résistance thermique équivalente Rqq telle que

1 1
7= Z = (résistances en parallele)
eq . )

7

Par analogie, on peut ainsi dresser le tableau :

Electricité Thermodynamique
Cause différence de potentiel différence de
AU température AT
Effet I intensité @ flux thermique
Résistance R en () Ry, en Wm LKt
Loi AU = RI (loi d’Ohm) AT = Ry, @
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Exercice :

Considérons un double vitrage constitué par deux lames de verre d’épaisseur e séparées
par une lame d’air statique d’épaisseur e. Notons A la conductivité du verre. Sachant que
le verre est quarante fois plus conducteur que ’air, comparer la résistance thermique d’un
double vitrage avec celle d’'un simple vitrage.

La résistance thermique d’un simple vitrage sécrit R = e/AS. Dans le cas d’'un d'un
double vitrage il y a trois résistance en série :

e e e
L
R2= 35T 3aos T ag = B2 1

D’apres ce calcul, on diminue d’un facteur 42, les pertes thermiques en remplagant un
simple vitrage par un double vitrage.

Influence de la convection

Dans I’étude précédente on a supposé que le mur était en contact parfait avec les milieux
extrémes. En pratique il arrive plus souvent que le mur soit en contact avec des fluides en
mouvement.

Te,t) | T

T,

materiau | milieu extérieur | milieu extérieur

X, x,+0

Dans ce cas, la température des parois (notées T et Tp2) ne coincide plus avec la tempé-
rature du fluide. Si I'on note hy et ho les coefficients de transfert associés aux transferts
convectifs en z = 0 et en x = e, on obtient une nouvelle expression de la résistance ther-
mique a partir de la continuité du flux thermique :

Ty — Tp2

(&
¢th = hls(Tl — Tpl) = hQS(Tpg — TQ) =P avec R = —

R AS
En utilisant 71 — Ty = (11 — Tp1) + (Tp1 — Tp2) + (T2 — T2), on trouve

e 1 1
11 — 22 = Rth¢th avec Rth = 7)\5 + 7h15 + TQS
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La résistance thermique augmente quand les transferts convectifs diminuent. C’est pour-
quoi, une lame d’air statique est plus isolante qu’une lame d’air en mouvement.

Exercice :

Reprendre I’exercice précédent sur le double vitrage en tenant compte de la convection. Pour
les calculs on prendra by = hg = 10 Wm 2K 1, A=1 WK ' m™! et e =4 mm.

Calculons la résistance thermique pour 1 m? de vitre. La résistance thermique d’un simple

vitrage vaut
e 1

1
38 TS T e

Alors que pour le double vitrage elle vaut

Ry =0,20 KW tm2

e 1 1
Ry=42— + — +-—=0,37 KW lm?~2R
2TNS TS T heS !
Comme on le voit, la présence de la convection change significativement les choses puisque
les pertes thermiques ne sont réduits que d’un facteur deux au lieu de 42 trouvé dans

I’exercice précédent.
Influence du rayonnement

De la méme fagon, on peut pousser I'analogie électrique au flux radiatif et introduire une
résistance thermique correspondante en faisant des approximations localement selon la
géométrie du probléeme et des propriétés radiatives des surfaces.

Exercice : Intérét d’une combinaison de plongée

On considére un plongeur avec une combinaison dans l’eau. On note T;g la température
interne initiale du plongeur, T, celle de I’eau environnante, uniforme et constante.

1) Rappeler 'expression de la résistance thermique dans le cas d’'un modele unidimensionnel
en fonction de la section S, de I’épaisseur e et de la conductivité thermique A

2) On modélise les pertes par convection par un flux thermique surfacique ¢eony = h(T'—T¢).
Quelle résistance Ry, peut-on associer & ces pertes?

3) On modélise les pertes par rayonnement par un flux thermique surfacique ¢,qq = o (T —

T2) ot1 ¢ est la constante de Stefan. On suppose |T — T.| < T.|. Montrer que 'on peut
associer aux pertes par rayonnement une résistance thermique R,.qq.

4) Soit Rpjongeur 1a résistance thermique du plongeur, Reompi celle de la combinaison. Quelle
est la résistance thermique Rp équivalente a I’ensemble ?

Solution :

1) La résistance thermique associé a la conduction s’écrit Repng = %
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2) La résistance thermique associé a la convection s’écrit Reony = %

3) En faisant un DL avec € = (T' — T¢), on obtient ¢,qq ~ 40ST(T —T.) = Ryqq(T — T.).
La résistance thermique associé au rayonnement est donc R,qq = #

4) Les résistances thermiques Rpiongeur €6 Reompi sont en série alors que Reony €t Ryqq sont
en parallele.

La résistance totale est donc

Rcom} R’/‘ad

Rr=R + Repmpi + moomv-trad
T plongeur combi Rconv T Rrad
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Conversion de puissance
électromécanique
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Prérequis :

— Meécanique du solide (inertie),
— Electronique basique (dipdles R,L,C),
— Lois de I'induction.

Introduction :

Dispositif exploitant les couplages qui peuvent se produire entre des phénomenes élec-
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triques et des phénomenes mécaniques. Classification d’apres le principe mis en oeuvre :
convertisseurs électromagnétiques, convertisseurs électrostatiques, convertisseurs piezoélec-
triques et magnétostrictifs. Justification de la prépondérance des convertisseurs électroma-
gnétiques.

20.1 Mise en évidence du couplage électromécanique

20.1.1 Définition

On suppose le champ B stationnaire. On se place ainsi dans le cas d’induction de Lo-
rentz :

6274<_3§+@@>a

On se place dans le référentiel du laboratoire, dans lequel on suppose les sources de §
fixes. & : vitesse d'un porteur par rapport au conducteur (vitesse relative). ¥ : vitesse du
conducteur par rapport au labo.

Expression de la force de Lorentz :

AF Loens: = ngdr [(@ + ) A B

avec n : nombre de porteurs par unité de volume et ¢ la charge d’un porteur.

La puissance de la force de Lorentz est :

PLorentz = d?Lorentz - 7=0

On peut décomposer cette puissance en deux termes :
Prorent: = ngdr (5 +@) A B| - (7. + &)
Dans le référentiel du conducteur, on rappelle la relation f: nqgow :

(Gdr A B) -5, + (G A B) - jdr =0
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Et ainsi :

d?-ﬁe-l—ﬁm-de:O

ou ﬁm est le champ électromoteur.

Cette équation traduit la conversion électromécanique. En particulier, pour un circuit fili-

forme :
d?Laplace = ZEZA?
de = zﬁ
Donc

dFLaplace e + ZEm : ﬁ =0

ol ﬁm . ﬁ est la force électromotrice sur la portion de fil ﬁ

Schéma électrique : source de tension e (convention générateur), i, u (convention récep-
teur).

Le bilan de puissance se traduit par :

PLaplace = —ie =ui = Prec

Si Praplace = 0, i.e. —ie > 0, on convertit de I'énergie électrique en énergie mécanique : mo-

ur mécaniqu ré ur électrique. Au contraire, si < 0 : génératrice électriqu
te éca e et récepteur élect e. Au contraire, Prapiace < 0 : génératrice élect e
et récepteur mécanique.

Les phénomenes d’induction permettent donc la conversion électromécanique. Cette conver-
sion est possible dans les deux sens : on parle de réversibilité.

20.2 Le haut parleur électrodynamique

20.2.1 Description du systéme

Description du systeme : N spires enroulées libres de translater le long d’un axe formé d’un
noyau ferro-magnétique la faisant évoluer dans un champ radial. Membrane élastique exerce
une force de rappel élastique sur les spires auxquelles elle est solidaire. Cette membrane
exerce une action sur l'air, et subit donc d’apres le principe des actions réciproques une
force égale et opposée : on modélise cet force par une force de type visqueuse.
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- membrane
élastique

enroulement
permanent mobile

Analyse qualitative : La bobine est parcourue d’un courant. Comme elle évolue dans un
champ magnétique, elle subit la force de Laplace, qui la met en mouvement, engendrant
un mouvement de la membrane et ainsi une onde sonore. Mais le mouvement des spires
parcourues par un courant dans le champ fait apparaitre une fem induite dans la bobine.
Il y a en fait couplage entre le déplacement et le courant dans la bobine : il s’agit d’'un
couplage électromécanique.

Notations : coordonnées cylindriques, m : masse bobine, i : courant, k : constante de rappel
élastique, f : constante de viscosité de l'air, R : résistance de la bobine, L : inductance
de la bobine, E : tension d’alimentation de la bobine, B : norme du champ magnétique
radial.

20.2.2 Mise en équation
Etude mécanique

Bilan des forces :
- Force de rappel : —kz
- Force de frottement visqueux : — fv

- Force de Laplace réparties dur la bobine : d? = zﬁ A §
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D’ou la résultante des forces de Laplace élémentaires : ? = — f taBdbi, = —2nNiaBi,

D’apres le principe fondamental de la dynamique :
mv = —kz — fv—2NmiaB

Etude électrique

f.e.m induite via champ électromoteur :

E, =0 AB = Bui

Résultante :

e—fﬁ-ﬁ—Bvﬁg

Remarque : Ce calcul est en fait inutile, puisque le caractere total du couplage électromé-
canique nous permet toujours d’écrire : —ei = F.v.

Circuit équivalent au haut parleur : regue sur 'orientation de la source générateur et de la
source fem (lié a l'orientation du circuit).

Loi des mailles :

Ri+Li=F+ e+ 2rNBav

On a ainsi obtenu un systeme de 2 équations couplant une inconnue électrique a une
inconnue mécanique.

On appelle transducteur électromécanique un tel systeme.

20.3 Bilan énergétique

On a vdt = dz et par dg = idt

Donc

mudv = —kzdz — fo’dt — 2 NrBivdt
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Eidt + 2x NrBivdt = Ri*dt + Lidi

1 1 1
d < + isz + 2Li2> = (Ei — fv* — Ri*)dt

2mu?

Interprétation :

(3) Puissance de la force de Laplace = variation énergie méca + Transmission a air.; (4)
Puissance dispo au générateur fait varier I’énergie magnétique de la bobine, alimente 1’effet
Joule et compense la fem induite et fait varier I’énergie stockée dans la bobine.; (5) On
a utilisé le fait que Fj,,v = —ei qui traduit le couplage électromécanique parfait entre la
puissance fem induite et la puissance de la force de Laplace. Ei (puissance délivrée par
le générateur) fait varier toutes les énergies stockables, alimente les pertes, et fournit la
puissance a l'ext.

En régime périodique : la valeur moyenne d’une dérivée temporelle est nulle.

< Ei>=<Ri*>+ < fo*>

Rendement :

fo?
EI

20.4 La machine a courant continu

20.4.1 Modélisation

Schéma du moteur. Simplification a une paire de poles avec des aimants permanents. Sim-
plification & une spire. On étudie déja une spire dans tournant dans un champ statique.
Notation sur la spire (schéma).

On choisit une orientation arbitraire du circuit électrique formée par la spire : P — @)
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? axe neutre

S inducteur

/ / mdult \ \
° ) \T QT\

J / /% /%\
axe magnenqueT N ('L\s ‘ S* =f=
\,

® coté aller \ g /

N -

(® coté retour AW -

20.4.2 Spire en rotation dans un champ magnétique statique
Etude mécanique

Comme B est radial en tout point, la contribution des portions de conducteur (PR, ST,V Q)
est nulle. Seules les portions (RS) appelé conducteur aller et (7'V) appelé conducteur
retour, contribuent au mouvement de la spire. Sur ces conducteurs, la force de Laplace
s’écrit :

pour le conducteur aller : ?1 = iLBiy;

pour le conducteur retour : ?2 = —iLBUy

On constate que la résultante des forces de Laplace sur une spire est nulle. Par contre, ces
efforts de part et d’autre de la spire résultent en un couple sur I’axe : en notant ST = d,
ce couple s’exprime par :

d d
P =S, A Frt (=5 (—F1) = diLB{.
Iﬁ valeur alg_é)brique de ce couple sur 'axe C est appelée le couple moteur. C' = idLB =
M- B.avec M =i.S5, moment magnétique de la spire (S est la surface de la spire orientée
conformément & la régle du tire bouchon.)
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Ce couple résulte en un mouvement de rotation de la spire autour de I'axe § a la vitesse
O =w.,

Enfin, la puissance des forces mécaniques exercées sur la spire est :

P, = ?1 . gw79 + ?1 . (—g)w79 = idLw = Cw

Remarque : La puissance des efforts mécaniques sur la spire dépend des signes de ¢ et de
w. Elle peut étre aussi bien positive que négative.

Etude électrique

Il y a conversion électromécanique totale. On a alors P, = P. soit —ei = Cw

Donc

e = —dlBw

Bilan énergétique

Valeur moyenne nulle :

Graphe 3.&} en fonction de I’angle 6 de la spire par rapport a ’axe neutre. Si on fait circuler
un courant continu a travers la spire, la situation change au cours du temps : en effet, le
conducteur au dessus de la ligne neutre va passer en dessous de la ligne neutre, et comme
les deux conducteurs sont nécessairement orientés en sens contraire, et que les champs de
part et d’autre de la ligne neutre sont statiques et différents, ’orientation du conducteur
supérieure commute & chaque demi tour. Comme on cherche un fonctionnement continu
du moteur, il faut commuter 'orientation. Cette commutation est réalisée mécaniquement
par le collecteur.

Schéma fonctionnement du collecteur.

20.4.3 Le moteur a excitation indépendante : application a I’entraine-
ment d’une charge

En réalité, la conception d’un moteur utilise plusieurs spires en série formant des enrou-
lements afin que les couples mécaniques et les f.e.m. et les intensités s’additionnent tout
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en limitant le volume du moteur. Cela nécessite notamment un compromis entre assem-
blage des spires en série (i favorisé) et en parallele (fem favorisée). La mise en équation du
systeme est plus complexe, mais on peut cependant retenir le résultat suivant :

e=—¢i

constante de proportionnalité propre au moteur, s’exprime en Wb ou en T/m?. Comme
on a montré que pour chaque spire, la puissance est conservée par la conversion électromé-
canique, on a aussi :

C = ¢i

Remarque : Attention, les signes dépendent des choix d’orientation.

La constante de couplage ¢ est généralement de 'ordre du dixieme de Weber au Weber.
Les équations qui régissent le fonctionnement du moteur sont alors :

L’équation électrique :
di di
u= Ri—elL— = RipwL—
dt ¢ dt
L’équation mécanique :
dw

JZ =C+Cr =i +C,

ou C, représente l'effet des frottements résistifs sur I’arbre moteur, et J 'inertie de ’en-
semble de I'arbre moteur.

On connait la caractéristique couple-vitesse (Cy(w)) d’une charge mécanique. On veut
connaitre la vitesse angulaire de ’ensemble arbre moteur + charge pour une alimenta-
tion du moteur donnée, ainsi que sa consommation électrique. On fait 1’étude en régime
permanent.

u = Ri+ ¢w
Jo = 0=¢i+T,

Donc
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En régime permanent, c’est le couple résistant qui impose le courant.

avec wg = u/¢.

Tracé point de fonctionnement (Graphe I' = f(w); tracé d’une droite décroissante : I'ep,
pour différent u et d’une courbe croissante I'y).

Discussion en fonction de la caractéristique de la machine.
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Induction électromagnétique
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21.1 Le phénomene d’induction

21.1.1 Faits expérimentaux

Illustration cas circuit mobile § permanent

Faire la manip ou on fait tourner la bobine autour de son axe au voisinage d’un aimant et
voir que le mouvement du circuit dans le champ magnétique entraine la circulation d’un

335
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courant.

Cas d’un champ variable

On place deux bobines en vis-a-vis. L’une étant reliée & un GBF (primaire). En alimentant
le primaire avec une tension alternative, on fait naitre un courant dans le secondaire.

NB : Pour montrer qu’un champ magnétique variable fait naitre un courant dans un circuit
fermé, il existe une jolie manip avec des diodes.

On donne une définition du phénomeéne d’induction.

Définition : le phénomeéne d’induction consiste en 'apparition d’une force électromotrice
et dans le cas d’un circuit fermé, s’il peut s’écouler des courants qui tendent a s’opposer
aux causes qui leur ont donné naissance.

21.1.2 Loi de Lenz

Les phénomenes d’induction ont des effets qui s’opposent aux causes qui leur ont donné
naissance.

21.1.3 Loi expérimentale de Faraday

On introduit la loi expérimentale de Faraday valable pour un circuit filiforme fermé

_g¢
dt

e =

21.2 Champ électromoteur et force électromotrice sur une
portion de circuit

21.2.1 Loi d’Ohm

But : disposer de la formule
j=o [E(M, £) + G(M,t) A B(M, t)

Pour cela on utilise la loi d’Ohm ; = O'ﬁ et la transformation non relativiste des champs.
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Transformation de la loi ’Ohm dans un changement de référentiel galiléen :
Transformation non relativiste des champs

Dans le référentiel du labo :

F = g(E + tiapo A B)
Translation & vitesse v, uniforme dans le référentiel du labo.

— —

F' = g(E' +5 A B)

avec U = Ujqho — e
Or, F = F'

Donc

{gﬁi §+@A§

jza[ﬁ—i—ﬁ/\?]

NB : la démonstration suppose que le circuit considéré se déplace a une vitesse ¥/ rectiligne
uniforme dans un référentiel galiléen, puis on admet que le résultat est valable dans un

cadre plus général.

NB : étre conscient des limitations de cette transformation (exemple ot elle est incongrue :

cas d’un faisceau homocinétique de protons)

21.2.2 Force électromotrice induite sur une portion de circuit

But : introduire les notions de fem induite et de champ électromoteur.

Tension aux bornes d’un troncon de conducteur

ABﬁ.z:AB;Z:ABZ(_@v_fmﬁ)
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RABI:VAVB+/B <8X+27/\§>ﬁ

L\ ot

On appelle E = _8% le champ électromoteur de Neumann.

De maniere générale, on a donc :

B_ A L5

ot

et

e~ [ =F.-d

NB : On se place ici dans le cadre d’un circuit filiforme.
NB : La notion de fem n’a de sens que dans le cas d’un circuit filiforme.

NB : la notion de champ électromoteur est moyennement acceptée par certains auteurs.
Bien lire les paragraphes qui traitent des difficultés soulevées par I'introduction de cette
notion.

NB : le terme de "force électromotrice” est assez malheureux. En effet, elle n’est pas homo-
geéne & une force, mais a une tension. Dans le Feynman (Electromagnétisme 1, chapitre 16)
il définit la force électromotrice comme la force tangentielle par unité de charge dans le fil
intégrée sur toute la longueur du circuit complet.

Transition : on fait apparaitre dans le champ électromoteur deux composantes : Celle

correspondant a _%T et celle correspondant & —o/ A §

Pour qu’il y ait induction il faut donc au moins qu’on ait I’'un de ces deux termes qui soit
non nul.

21.3 Cas d’un circuit fixe dans un champ variable (Cas de
Neumann)

21.3.1 Loi de Faraday

On retrouve rapidement la loi de Faraday grace aux équations de Maxwell.
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_g¢
dt

e =
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21.3.2 Application pour les circuits filiformes : Induction mutuelle

Définir rapidement les coefficients d’auto inductance et de mutuelle inductance. Faire un
bilan énergétique pour deux circuits en mutuelle inductance.

L’énergie emmagasinée dans le champ magnétique du systeme s’écrit :
Lo o L. 0
W — 5[/1.[1 + MIlIQ + 5[/2[2

Application : transformateur (on se cantonne a la mentionner)

21.3.3 Application au chauffage par induction

On néglige les effets de peau : § > a ou a est le rayon du conducteur cylindrique de longueur
L.

. , . .. .
Les équations de Maxwell s’écrivent ici : rot — % et d1vﬁ =0



21.4. Cas d’un circuit mobile dans un champ variable 341

et j = O'E = —owBy1
Donc
-2

J (o
dPj; =< —>= Ewha‘lng?

Faire un bilan énergétique et insister sur le fait que les pertes par courant de Foucault sont
proportionnelles & :

- B2
_w2

- Va? ot a est le rayon du conducteur.

Par conséquent, pour un méme volume de matériau V, si on veut augmenter les pertes
pour avoir un meilleur chauffage on a intérét a augmenter a. (tout en restant dans la limite
a << d, ou d = épaisseur de peau).

En revanche si on veut diminuer les pertes, mieux vaut diminuer a. Conséquence pratique :
on feuillette les carcasses des transformateurs parallelement a B.)

s

_— Casserole

_. Courants induits

-

: : _— Champ magnétique

* Plaque en vitrocéramique

Bobines a induction
(électroaimant)

Alimentation électrique

21.4 Cas d’un circuit mobile dans un champ variable

21.4.1 Application : cas du haut-parleur/ microphone électrodynamique

Faire un bilan énergétique et commenter le phénomene de transduction : conversion d’éner-
gie électrique en énergie mécanique et vice versa.
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21.4.2 Freinage par induction

Se cantonner & le mentionner et éventuellement montrer la petite manip décrite dans qui
consiste a faire osciller un pendule métallique dans ’entrefer d’un aimant. Selon la forme
du pendule, les courants de Foucault peuvent ou ne peuvent pas s’établir et le pendule est
freiné différemment.
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Rétroaction et oscillations
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Prérequis :

— Fonction de transfert

— Transformée de Laplace

— Diagrammes de Bode, Nyquist, Black
— Notion de systeme linéaire.

Introduction :

On rencontre des systemes a boucle de réaction dans la nature, selon trois types de com-
portement : amorti (champ dans un milieu), oscillant (pendule simple) et divergent
(explosion). On fera ici une étude avec le formalisme de automatique. Notre but est de
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créer des systémes au comportement controlé, essentiellement amortis et oscillants. Appli-
cation notamment en électronique et électrotechnique.

22.1 Systemes bouclés linéaires, invariants

22.1.1 Définition

Définition d’un systéme bouclé linéaire continu invariant : systéme & temps continu avec A
et B invariants et linéaires.

e g A s

B

Formule de Black : si 1 + A(p)B(p) est inversible, la fonction de transfert en boucle
fermée (FTBF) est

A(p)

H) = 7740 50)

avec T'(p) = A(p)B(p) fonction de transfert en boucle ouverte (FTBO).

e—— H ———>s

Définition : Le systéme bouclé est bien posé si 1 + A(p)B(p) est inversible presque par-
tout.

Remarque : par la suite on verra qu’il peut étre nécessaire de reboucler un systeme déja
bouclé, tel des poupées russes!

Exemples :

1) Machine & courant continu asservie :

H
H=_"°_
1+7'p
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_ A() ! __ T
avec Hy = g ¢ T = T4
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g tension de sortie
image de

e +_% |8
tension de
commande
(GEF) Dlw
L MCC 9
E T Rch
hacheur
Q

dynamo
tachymétrique

2) Pendule simple : A = —w3 et B = —

p2
2
H=_%0
144
p2

22.1.2 Comportement et stabilité d’un systéme

Soit H(p) = %, alors

)

ce qui est équivalent

d’ s

d's
;azdtz = ;b]dt]

Donc s est de la forme :

t
§ = Spart + Shomo = Spart + § Apelr
k

avec .

N

1+ 1Tp

ou les py, sont les poles de H déduits de 1'équation caractéristique >, a;p; = 0

Trois cas se présentent alors :

- systeéme divergent si 3k/Re(pk) > 0



22.1. Systémes bouclés linéaires, invariants 347

- systeéme oscillant si 3k/Re(pk) < 0 et Ik/Re(pk) =0
- systéme convergent si Vk/Re(pk) < 0

Définition : Un systeme est dit stable si sa sortie est bornée des lors que son entrée est
bornée. D’apres les trois cas ci-dessus cela correspond aux cas oscillant et convergent : il
faudra donc étudier les poles de la fonction de transfert.

22.1.3 Cas des systemes bouclés

Soit H = H% avec A = % et B= % Alors,

NM
H=_ """
DE+ NM

On va donc étudier les zéros de DE + NM.

Exemples :

- MCC non asservie : A = lfgp Donc I'unique pole est p = —%. Systeme stable.
- MCC asservie : H = 5 ff/p.Donc I'unique pole est p = —1%!4030. Systeme stable si (1 4+

ApByp) = 0, instable si (1 4+ AgBy) < 0
- pendule simple : p = £jwy. Systeme oscillant.

Soit H(p) = H% la FTBF d’un systéme bouclé. On note ny (resp. ng) le nombre de
poles de A (resp. B) a partie réelle positive ou nulle. On étudie le lieu de la FTBO T'(jw) =
A(jw)B(jw) pour w allant de —oco a +oo.

Critére de Nyquist :

Le systeme est stable ssi le nombre de tours que fait le lieu de T autour de -1 dans le
sens direct est égal & ng + np. (on déduit la stabilité de la FTBF & partir de la FTBO).
En pratique on prendra A et B stables séparément : ils n’ont pas de poles a partie réelle
positive ou nulle. Donc il ne faut pas faire de tour autour de -1.

Exemple : MCC asservie : ny = ng = 0 et T'(jw) = fﬁﬁi. Voir transparent avec dia-

grammes de Nyquist pour les cas convergent, oscillant et divergent selon la valeur de
AOBO.
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22.2 Systemes asservis

22.2.1 Définition

Définition : un systeéme asservi est un systéme bouclé congu de maniere a corriger par lui-
méme les écarts entre la valeur réelle du signal de sortie et la valeur désirée, correspondant
a la loi imposée en entrée.

Exemple : la douche

température g : eau qui
3 robinet
voulue coule
capteur
temperature
reelle

22.2.2 Criteéres d’asservissement
Robustesse

Dans le cas de la MCC des perturbations internes peuvent provenir de l'alimentation du
hacheur E(E — E + 0FE) ou de la charge (R, — Ren + 0Rcp). De maniére générale cela
induit A - A+ §A (voir transparent MCC) :

- Si MCC non asservie : [25] = |24]

: : ) 0A 1
- S8i MCC asservie : |°F| = |°F || 1715
Si 14+ AB > 1 : réaction négative. Si 1 + AB < 1 : réaction positive.

Dans le cas de la réaction négative, le systeme asservi est moins sensible aux fluctuations
internes.

Cependant, comme % = ﬁ, ce type de réaction implique une diminution du gain.
Démonstration possible sur la MCC en direct.

Nécessité d’un systéme robuste : un systéme peut étre stable selon la définition précé-
dente et vérifier le critere de Nyquist. Mais les perturbations internes peuvent déstabiliser
le systeme s’il est peu robuste, si les perturbations sont trop importantes ou si le critere de
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stabilité est tout juste vérifié (sur diagramme de Nyquist on passe pres du point (-1;0)).
Pour cette raison, on a introduit des marges de stabilité pour éviter que les perturbations
interne ne déstabilisent le systeme. Les plus classiques sont les marges de phase et de gain.
Mais, dans le diagramme de Black, on voit qu’il possible de définir des marges en chaque
point de fonctionnement (gain, phase).

en dB

Marge de phase éﬁ“”“

0dB | / 0dB
-180° / ?‘ 0 p
aﬂff
d
P

Précision

Définition : on appelle erreur statique pour la réponse a un échelon d’amplitude FEj la
grandeur :

€s = lim ¢(t) = lim pe(p)

t—+o0 p—0

Exemple de la MCC :
MCC non asservie €. Donc si Ag = 1 le systéme est précis.

MCC asservie e, = FEg(1 — Hy). Si By =1, Hy = 1 si Ay — oo. Le systeme est fondamen-
talement imprécis.

Rapidité

Définition : on appelle erreur dynamique la quantité e¢; = lim;_ %. Le temps caracté-

ristique de réponse du systeme a un échelon de tension est alors 7. = @. Plus un
systeme est rapide, plus son temps de réponse est faible. Mais il peut apparaitre un dé-
passement par rapport a la consigne caractéristique d’une instabilité. D’oli un compromis

rapidité/stabilité.
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Exemple de la MCC :
- MCC non asservie €5 = @ donc 7. =7
: _ _A()B()Eo - T
- MCC asservie g = —=0%=¢ donc 7. = 7' = {715 A B

Pour une réaction négative la MCC asservie sera plus rapide que la non asservie. Expérience
avec la MCC pour voir les temps de montée.

22.2.3 Correcteurs

Proportionnel (P)

Dans ce cas C'(p) = Cjy. Utile pour augmenter le gain de la fonction de transfert car celle-ci
est multipliée par Cjy. Dans le cas d’une réaction négative, le systeme sera plus précis et
rapide. Mais les risques d’instabilité augmentent comme on peut le voir sur le diagramme
de Nyquist (exemple de la douche).

Proportionnel (PD)

Dans ce cas C(p) = Cj ng avec 71 < To. Il agit aux temps courts et améliore donc la

rapidité du systéme (schéma action correcteur). De plus il augmente la marge de gain et
par la la stabilité.

Proportionnel (PI)

Dans ce cas C(p) = ng avec 71 > 7. Il agit aux temps longs et améliore donc la

précision du systéme (schema action correcteur). Expérience possible avec la MCC bouclée
et corrigée (présenter transparent en méme temps pour expliquer les différents appareils
présents sur la table).
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PID

Conjugue les effets des précédents. Utilisé par le physicien et I'ingénieur.

22.3 Systemes oscillants - oscillateurs

22.3.1 Systeme oscillant et pertes

Exemple du pendule. La pulsation propre wy est fixée par le systéeme. Il faut des conditions
initiales non nulles pour le lancer. Limite du modele du systeme oscillant : "'amplitude
des oscillations décroit au cours du temps a cause des pertes internes et des perturbations
externes.

Exemple d’un circuit LC :

—=>Us

%

A=L L
- avec P et H= 7[)2
B=Cp 1+LCp
Mémes remarques que précédemment. La pulsation propre wg = % est fixée par le

systeme. Il faut des conditions initiales non nulles pour le lancer. Limite du modele du
systeme oscillant : ’amplitude des oscillations décroit au cours du temps a cause des pertes
internes et des perturbations externes. Un modele réel prenant en compte ces pertes est le
suivant :

Pour compenser ces pertes la solution est de boucler le systéme avec un réservoir d’énergie.
(on boucle un systeme déja bouclé. Poupées russes...)

Pour le pendule (par exemple pour une horloge & balancier), le réservoir est constitué
par une masse descendante qui fournit de I’énergie potentielle au systeme. Il faut donc
“remonter” la pendule fréquemment quand le réservoir est vide.

Pour le circuit RLC la grandeur d’entrée est un courant électrique celle de sortie une
tension. L’idée la plus simple est donc de coupler le systéme a une résistance qui ne va
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ie L %
U
by 1 : 1AL | s
E IR/’/C
. Us k
'Ruc — — |—|BR”° Us
[
i
e =4 Lp
avec : P et H= >
- B=—-P 1+ 2+ B
R R 2
pertes @l  Twl
=RC

pas dissiper mais fournir de I’énergie. On doit donc utiliser une résistance négative selon le
schéma suivant :

pertes

- f #+Rn}
C +
I lUs
Il
; R
L
L
e P M) i T
2 c' R Rn
1+ p = £ pertes
R
o)  Tol

22.3.2 Systeme oscillant et démarrage
Pour démarrer ’horloge et le systéeme électrique il faut donner une impulsion de départ
(Possibilité de tracer des courbes sur Mapple : voir cours oscillateur de C. More).

Mais il apparait alors le probleme des perturbations impliquant une augmentation de ’am-
plitude non controlée. Le systéeme "choisit” lui-méme son point de fonctionnement. Par
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exemple dans le cas de Doscillateur a résistance négative, le point de fonctionnement est
donné par la saturation de 'ampli capteur opérationnel, en régime non-linéaire...

La solution : on va & nouveau asservir notre systeme, mais cette fois-ci en amplitude. Par
exemple, pour l'oscillateur précédent, on peut faire varier la résistance négative pour passer
d’un comportement divergent a convergent.

Conclusion

En automatique on peut généraliser cette étude a des systémes plus complexes avec plu-
sieurs entrées, sorties et capteurs. On travaille alors avec des vecteurs pour les grandeurs
d’entrée et de sortie et les fonctions de transfert sont des matrices. Il apparait alors les
problemes d’observabilité et de commandabilité.
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Prérequis :
— Résolution d’équations différentielles linéaires du seconde ordre
— Electrocinétique, notation complexe pour les signaux
Introduction :

Nous savons déja qu’un circuit électrique peut étre décrit par des équations différentielles
mettant en jeu le courant et les tensions percues par ses composants. Ces équations ré-
gissent 1’évolution temporelle de ces grandeurs et on peut donc s’intéresser a la charge ou
la décharge d'un condensateur soumis a un échelon de tension ou a I’établissement d’un
courant dans une bobine. On met ainsi en évidence le comportement en régime transitoire
de ces éléments lors de variations brusques d’une tension ou d’un courant continu imposé a
leurs bornes. Toutefois, I'un des intéréts de 1’électronique est le traitement et le transport
de signaux physiques (c’est a dire de grandeurs mesurables : température, éclairement,
position...) qui peuvent étre a priori quelconques et nous allons donc nous intéresser a la
réponse d’un circuit soumis a une tension ou un courant évoluant dans le temps.

355
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23.1 Analyse fréquentielle d’un signal électrique

23.1.1 Systeme électrique linéaire invariant dans le temps

Commengons par I’exemple simple d’un circuit RC série. Un générateur impose un tension
e aux bornes d’une résistance et d’'un condensateur en série. On s’intéresse au cas ou
lexcitation est une tension purement sinusoidale : e(t) = E cos(wt). On sait par la loi des
mailles que : e = up + uc. La loi d’Ohm up = Ri et la relation courant tension pour un

condensateur i = C dzl‘—tc nous permettent décrire

duve 1 1
dt " RCYC T RCC

Notre systeme est décrit par une équation différentielle linéaire d’ordre 1. Nous savons
résoudre ce genre d’équation : la solution générale est la somme de la solution de I’équa-
tion homogene associée et d’une solution particuliere de I’équation avec le terme de for-

cage.

Nous pouvons voir ici la tension e(t) comme un signal d’entrée et uc(t) comme une sortie :
le circuit recoit en entrée e(t) et la modifie en une sortie s(t) = uc(t) (mais on aurait
aussi bien pu prendre une autre tension ou le courant comme sortie ou comme entrée). De
maniere générale pour un Systéme Linéaire (formé de composants dont la caractéristique
peut étre modélisée par une équation différentielle linéaire) et Invariant dans le Temps
(les caractéristiques des composants sont indépendantes du temps) (SLIT) tous signaux
d’entrée et de sortie (tension ou courant) peuvent étre reliés par une équation différentielle
linéaire a coefficients constants :

" dRs(t) " dFe(t)
aos(t) + ; akw = boe(t) + ; bk dtk

Nous savons qu’au bout d’un temps suffisamment long par rapport au temps caractéristique
de réponse du systeme, nous pouvons négliger la solution du régime transitoire pour ne
s’intéresser qu’au régime sinusoidal forcé. C’est ce que nous ferons dans la suite.

Dans le cas du circuit RC :

dup
dt
ment transitoire en uy = Ae %7 ot 7 = RC'. Cette solution tend bien vers 0 pour
les temps suffisamment longs.
— La résolution de I’équation inhomogene (c’est-a-dire avec le terme de forcage) peut

se faire facilement & I’aide de la notation complexe & = X e/ (@ite),

— La résolution de I’équation homogene + R—lcu g = 0 nous donnera le comporte-
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Ici on cherche u; sous la forme @ = Uel %) ol w est la pulsation du forcage. On

Ty 1~ 1 jwt oni jo — _E
trouve donc jwiy + “uy = 2 Ee?* soit Uel? = jEznp

23.1.2 Fonction de transfert harmonique

Nous cherchons maintenant une représentation simple de I’équation différentielle caractéris-
tique du systeme. La notation complexe va nous permettre de I’obtenir. L’équation devient
alors :

aod(t) + Y ar(jw)*5(t) = boé(t) + Y bi(jw)"é(t)
k=1 k=1
Soit :
(ao +)° ak(jw)k> 5(t) = (bo + Zbk(jw)k> &(t)
k=1 k=1
Et donc :

VR

Hjw) = 20 _ bt 30 bi(je)”

() a0+ >k ak(jw)*

™

On appelle H(jw) la fonction de transfert harmonique et sa connaissance caractérise en-
tierement la réponse du systeme pour un forgage a pulsation donnée.

23.1.3 Décomposition d’un signal périodique en série de Fourier

Bien évidemment, dans la réalité, les signaux d’entrée ne se limitent pas a des cosinus
ou des sinus de pulsation donnée, et on aimerait pouvoir étudier la réponse du systeme
pour n’importe quelle entrée. Ceci va étre rendu possible par la linéarité du systeme et la
décomposition en série de Fourier d’un signal périodique.

En effet, tout signal s périodique (pour lequel il existe une période T telle que s(t+71") = s(t)
pour tout t) peut s’écrire comme une somme de composantes sinusoidales. Un fondamental
de pulsation w = 27 /T et une infinité d’harmoniques dont la pulsation est un multiple
entier de w :
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+o0
s(t) = ao + Z [an, cos(nwt) + by, sin(nwt)]

n=1

1 T
ap = T/o s(t)dt

9 T
an, = / s(t) cos(nwt)dt
T Jo

T
by, = /0 s(t) sin(nwt)dt

2
T
Ou de maniere analogue :

—+00

s(t) = co + Z ¢ cos(nwt + @)

n=1

Co = Qo

Les coefficients constituent le spectre de Fourier du signal, c’est-a-dire qu’ils donnent une
représentation fréquentielle du signal (par opposition a la représentation temporelle clas-
sique). De maniére imagée, ils donnent une indication sur le poids relatif des composantes
a différentes fréquences existant dans le signal. Par exemple, un signal purement sinusoi-
dal n’aura que ses composante a; et by non nulles. Le méme signal auquel on ajoute une
composante continue aura en plus un ag non nul.

La linéarité intervient ensuite. Comme le systeme est linéaire, on sait que si on a une
solution s; pour une excitation sinusoidale e; (w1, t) et une solution s pour une excitation
sinusoidale ey (ws, t), alors on a s1 + s2 qui est solution pour 'excitation e (wi, t)+ ea(we, t).
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Et comme on sait maintenant résoudre ’équation différentielle pour une entrée purement
sinusoidale on sait aussi la résoudre pour tout signal périodique !

23.1.4 Exemple de décomposition : le signal créneau

Cf. transparent sur le créneau : p.11 du Bréal.

23.2 Les filtres linéaires

23.2.1 Définitions

Un filtre linéaire est un SLIT dont la fonction de transfert n’est pas constante par rapport
a w. Il peut déphaser, amplifier ou atténuer indépendamment chaque composante spectrale
de l'entrée, sans que le spectre de la sortie ne comporte de nouvelle pulsation. Pour une
entrée

+oo
e(t) = Z n cos(nwt + ¢y,
n=0

on obtient une sortie

+oo
s(t) = Z ¢, cos(nwt + ¢1,)

n=0

On appelle ordre du filtre, 'ordre de ’équation différentielle en le signal de sortie (c’est-a-
dire 'ordre n dans les équations). Un filtre peut étre actif ou passif selon que ses composants
sont alimentés ou non.

23.2.2 Comment représenter la fonction de transfert d’un filtre : dia-
gramme de Bode

On a vu qu’un filtre agit de deux fagons sur le fondamental et les harmoniques d’un signal :
il modifie leurs amplitudes et leurs phases, les deux aspects étant contenus dans la fonction
de transfert. On appelle représentation dans le plan de Bode d’une fonction de transfert
I’ensemble de deux diagrammes :
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- la courbe de Gain, donnant 'action sur les amplitudes : G(dB) = 20log |H (jw)| (dB pour
décibels) tracé en logarithmique.

- la courbe de phase, donnant l’action sur les phases : p(w) = argH (jw) (en rad ou degré)
tracé en échelle log.

On appelle pulsation de coupure : w, tel que H(jw:) = Hynaz/ V2

Et s’il en existe au moins une, on appelle bande passante a -3 dB I’ensemble des w tels que
H(jwe) > Human/V?2

23.2.3 Le filtre passe-bas du ler ordre : exemple du circuit RC

Reprenons notre circuit RC du début :

ds . 1 1
— 4+ ——=s5s=—¢
dt  RC RC
Ou s est la tension aux bornes du condensateur et e la tension imposée aux bornes de RC.

C’est un systeme du premier ordre puisque régit par une équation différentielle d’ordre 1.
On a :

. 1
Jws + ﬁs = %e
et donc
s 1
S Hw) = —
e (je) 14+ jRCw
- [H(jw)| =——=

v/ 1+(RCw)?

H — 0 quand w — 400 et H — 1 quand w — 0
On a un filtre passe-bas avec wg = Rilc

- p = argH (jw) = — arctan(w/wc¢)

¢ — 0 quand w — 0 et ¢ - —7/2 quand w > we

Exemple pratique : On prend R = 1k Q, C = 100 nF (fc ~ 1620 Hz). On constate le
comportement général avec des sinusoides de fréquences différentes. On envoie un carré de
fondamental supérieur a we et on récupére un triangle. On a un comportement intégrateur
a haute fréquence. En effet, pour w > w¢, s = ]% e soit Re(s) = we [ Re(e)dt.
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Intérét : si on sait que le signal d’intérét physique est a basse fréquence, on peut décider
que toute haute fréquence est un bruit parasite qu’il faut filtrer.

23.2.4 Le filtre passe-bande du 2nd ordre

Exemple : RLC série, la sortie étant la tension de la résistance. e = Ri + L% +uc. On a
cette fois une équation linéaire du second ordre. L’écriture complexe donne :

R 1

H{jw) = Rtjllw— &) 1+Q(Z-=)

Avec wyp = 1/v/ LC la pulsation propre et @ = %\/g le facteur de qualité.

On peut définir deux fréquences de coupure : w; = %(% +VA) et wy = %(—% +VA),

wo
W2 —w1

2
avec A. On voit alors que @) = % + 4w§ . On voit alors que @ =
de la bande passante.

est lié a la largeur

Exemple pratique avec : L = 10 mH, C' = 100 nF, R = 100 €2 (pour avoir une assez faible
bande passante) ou R=1k . On a fo ~ 5 kHz et Q ~ 3 ou @ ~30.

Diagramme de Bode : passe-bande et pentes a - 40 dB pour w > wq et 40 dB pour w < wy.
Pas de déphasage a wp, et déphasage de m/2 pour w < wg et —7/2 pour w > wy.

En physique, il est fréquent que le signal que l'on cherche a mesurer soit perturbé par
du bruit, c’est-a-dire une composante parasite qui s’additionne au signal d’intérét et peut
éventuellement le masquer compléetement si son amplitude est grande devant celle du signal.
Un filtre passe-bande permet d’isoler des fréquences d’intérét, toutefois le filtre ne peut
étre infiniment sélectif et s’il ’était, il serait alors difficile de le centrer parfaitement sur la
fréquence d’intérét. Une autre méthode existe, plus efficace : la détection synchrone.

23.3 Application : détection synchrone

23.3.1 Principe de la détection synchrone

Le principe de la détection synchrone est d’utiliser la connaissance exacte de la fréquence
du signal de sortie d’un systéme afin de pouvoir I’extraire du bruit.

Pour se faire, on multiplie le signal de sortie, qui est la somme du signal d’intérét (de
fréquence w;) et d'un bruit quelconque, par un signal sinusoidal de fréquence wg, et on
utilise un filtre passe-bas pour ne récupérer que la composante continue du signal ainsi
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créé. Comme le bruit fait a priori apparaitre des composantes spectrales & des pulsations w
quelconques, le produit de ces composantes par la sinusoide & wy va donner des sinusoides
a ws — w et ws + w qui seront non-nulles, et seront donc filtrées. Le filtre passe-bas peut
étre tres sélectif et n’a pas a étre réglé sur une fréquence de coupure particuliere.

NB : Si on ne connait pas la fréquence du signal d’intérét, on peut balayer en fréquence le
signal par lequel on multiplie la sortie, et observer la réponse obtenue.

23.3.2 Application a la mesure d’une fonction de transfert d’un systéme
linéaire

Supposons que ’on veuille caractériser la fonction de transfert d’un filtre linéaire quelconque
dont la sortie est tres faible et donc noyée dans le bruit. En utilisant la détection synchrone
pour des entrées purement sinusoidales de fréquences connues, on peut reconstruire la
fonction de transfert du filtre, malgré la présence du bruit.

En choisissant une entrée e(t) = cos(wt) on a une sortie s(t) = |H (w)| cos(wt + ¢)+bruit.
En multipliant la sortie par ’entrée, on obtient :

1
Sds = §]H(w)|(cos ¢ + cos(2wt + ¢)) + bruit cos wt

En utilisant un filtre passe-bas sélectif pour ne garder que la composante continue, on
récupére ugs = 3|H(w)]| cos .

Ce qui n’est pas alors suffisant pour déterminer indépendamment |H (w)| et ¢.

11 suffit alors de prendre le signal s(t) et de le multiplier par le signal e(t) déphasé d’une
demi-période. Le signal alors obtenu a pour composante continue vgs = 5|H (w)|sin(¢), ce

qui permet de caractériser entierement la fonction de transfert du filtre.

Bien évidemment, cet exemple n’est qu’illustratif, mais il faut bien retenir que la détection
synchrone est une technique tres utilisée des qu'il s’agit d’augmenter le rapport signal /bruit,
ce qui devient tres rapidement nécessaire lorsqu’on cherche & mesurer des signaux de tres
faible amplitude.

23.3.3 Action d’une non linéarité sur le filtrage

Nous venons de voir que 'introduction d’un élément non linéaire enrichit le spectre du
signal (ici lorsqu’on multiplie 'entrée du systéme qu’on veut caractériser par sa sortie, on
introduit un terme en e d’ou la non-linéarité). De maniere générale, un élément non linéaire
va voir sa caractéristique dépendre de 'excitation qu’il subit. Ainsi, un filtre non linéaire
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possede une fonction de transfert qui dépend de l'entrée imposée : 5(t) = H(jw)é(t). Dans
ce cas, le spectre de la sortie va étre enrichit par rapport a celui de I'entrée.

Exemple simple : si pour e(t) = cos(wt) on a s(t) = e(t)? alors, en utilisant la formule de
trigonométrie cos(wt)2 = H%S(m), on voit tout de suite que la sortie aura une composante
continue (w= 0) et une composante de pulsation 2w, qui n’existaient pas dans le signal
initial.

Autre exemple : une diode a une caractéristique non linéaire. On peut faire sentir avec les
mains que lorsqu’une diode change d’état (passant ou bloquant), elle introduit une variation
brutale du signal qui va se traduire par I’apparition de nombreuses harmoniques dans la
décomposition en série de Fourier du signal (cf. la fonction créneau dont les irrégularités
se traduisent par une infinité d’harmoniques).

Conclusion :

On peut faire une ouverture sur la transformée de Fourier qui permet d’étendre ce genre de
discussion a tous les signaux de durée finie. On peut insister sur l'intérét de pouvoir traiter
les signaux pour tous les problemes d’acquisition (rapport signal/bruit) ou de transmission
(modulation, démodulation) de signaux.
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Prérequis :

— Meécanique classique
— Oscillateurs couplés

Introduction :

Introduire a partir de deux exemples simples les phénomenes de propagation d’onde et les
outils qui permettent de les décrire.
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24.1 Etude de la corde vibrante

24.1.1 Modele

Corde inextensible

Masse linéique . homogene

On exerce dessus une tension ? horizontale. On néglige le poids.
On néglige toutes sortes de frottement.

On néglige la raideur de la corde.

24.1.2 Etude du mouvement

A [0+ dx) .
- (x4 dx)

T(x)

s i X
X X + dx

L’axe Ox ext confondu avec la corde au repos, lorsque la corde est en mouvement, le
morceau de corde qui est au repos est situé entre x et = + dz.

On prend ’hypothese que a est petit. On applique la RFD au bout de corde.
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pdrdc = ?g(x, t) + ?d(x + dx,t)

En projection sur Ox :

0= —|7g| cosa(z,t) — |?d] cosa(x + dx,t)

Dans ’hypothese des angles petits, on a alors :

T y(z,1) = Talz +dz,t) = Ty

En projection sur Oy :

2

udx@(:r, t) = —Tosina(z, t)+Tpsin a(z+dz, t) = To [a(x + dz, t) —

ot?
Or tan oz, t) = %(x,t)

D’ou I’équation d’onde de d’Alembert unidimensionnelle :

Py
0z2

162 T
(a:,t)zcja—tg(x,t) avec ¢ = ;0

24.1.3 Solution de ’équation de d’Alembert

En réécrivant 1’équation, on a :

o\ T e\ Y T \ar T cor ) \ax T cor

Onposeu=xz—ctetv=ux+ct

On a alors :
=3 (5% 5)
5 =3 (5t e)

oz

7t)] = TO

Ju=o0

Ja

ot

(z,t)dx
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L’équation devient alors :

62y
oudv 0

Cette EDP a comme solution évidente les fonctions de la forme :

y(u,v) = f(u) + g(v) + constante

Les fonctions f et g sont a priori arbitraires mais elles doivent étre précisées par les condi-
tions initiales et les conditions aux limites.

Etudions les propriétés de la fonction f(x — ct) :

Si on suppose qu’il y a une déformation a l'instant ¢ = 0 & ’abscisse x = 0, alors comme
f(0) = f(xz — ct) pour tout couple (x,t) tel que x — ¢t = 0, i.e. t = x , on retrouve cette
déformation a linstant ¢ = 7 a l'abscisse x. L'onde a donc avancée dans le sens des x

croissants. f(z — ct) décrit une onde progressive dans le sens des = croissants.

On montre de la méme maniere que g(x + ct) décrit une onde progressive dans le sens des
x décroissants.

Remarque : Cas particulier de I’onde progressive harmonique :

La famille des ondes progressives harmoniques est composée des fonctions du type :

y(a,t) = Acos(w(t + %))

Ces fonctions présentent une double périodicité spatiale et temporelle. On note 7' la période
temporelle, et A sa période spatiale, appelée longueur d’onde. (Remarque : si T' ne dépend
que de la source, on voit ici que A dépend de ¢, et donc aussi du milieu (Tp, i).)

27t 2rx
#) = Acos("2 + %
y(x,t) cos( T 3 )
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On définit le vecteur d’onde k& = i%ﬂ. Les fonctions s’écrivent alors :

y(z,t) = Acos(wt — kx)

La relation qui relie les variations temporelles aux variations spatiales est appelée la relation
de dispersion.

Dans notre cas, on a k = %

On définit pour ces ondes une vitesse qui permet de caractériser le déplacement de la forme
d’onde : la vitesse de phase. Celle ci est définie comme la distance entre les positions x; et
T9 du maximum de déformation a tq et to divisé par I’écart temporel associé :

To — 1
Vp = ———
ST

Or on a: wt; — kx1 = wity — kxo

Donc

Tro9 — I1 w
Vp = ———— = —
T t—t;  k

Remarque : La vitesse de phase se définit dans un contexte de réponse sinusoidal a w
fixé. Elle peut en effet varier en fonction de w (voir la relation de dispersion), une onde
a wi n’aura pas la méme vitesse de phase qu'une onde & 2 en toute généralité. C’est le
phénomene de dispersion (vy = f(w)).

Remarque : On a ainsi la relation entre périodes temporelle et spatiale (ou longueur
d’onde) : A = Tv,, ol vy est la vitesse de propagation de la phase.

Remarque : Il faut bien distinguer la vitesse de déplacement de la corde et la vitesse de
déplacement de 'onde qui est la vitesse de phase. C’est 'image de la hola : les individus
restent a leur place mais la hola se propage.

24.1.4 Aspects énergétiques de la propagation

Notre systeme est caractérisé par un ensemble de deux variables couplées spatio-temporellement :
y(x,t) et T, = —Tosina(x,t) = —Tpsina(x,t). On effet, lors de I’étude du mouvement, on
a utilisé les relations :
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dy
t) = = (z,t
o(a,1) = 2 (a1
Equivalent au systéme, en posant v = %(x, t)
ov oT,
t)=——"L(z,t
g (@) 5 (Lot)

On multiplie scalairement par v et par Ty, et on somme les équations :

1 .
m}v+Té+ﬁTyTy+u’ =0

oL 11, 0
2 T2(2 + —(T,v)(x. t) =

Si, on exprime tout en fonction de y(x,t) (observable), on obtient une équation de conser-
vation du type :

oFE
9t +divP =0

et que 'on applique ¢a aux ondes progressives de type f(x — ct), on obtient :

On obtient :

1
ec =€ = §T0f/2 et en =e.+ €p et P= T‘()Cf/2

On constate que 'énergie transportée par I'onde, en M (x), entre ¢ et ¢ + dt, est Ty.c.f’.dt.
C’est ’énergie stockée sur I’élément de corde compris entre x et x —dx avec dx = c.dt.

On en déduit donc que la vitesse de propagation de I’énergie est c.

Si on considére une combinaison linéaire des solutions progressives déterminées précédem-
ment du type f(z — ct) + f(x + ct), Pénergie transportée est P = Ty.c.f"? — Ty.c.f? = 0.
Une onde qui ne transporte pas d’énergie est appelée une onde stationnaire.
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Ondes stationnaires

On se place dans le cadre des ondes progressives harmoniques, et on étudie les combinaisons
linéaires du type :

y(z,t) = Acos(wt — kx) + Acos(wt + kzx) = g cos(2wt) cos(2kx)

On obtient un découplage ente z et ¢. En fait, il existe une famille de fonction (qui, tout
comme les ondes progressives, sont génératrices de I’ensemble des solutions de I’équation de
d’Alembert), qui représentent des ondes stationnaires, caractérisées par un découplage des
variables spatio-temporelles. On peut obtenir ces solutions par la méthode de séparation
de variables sur ’équation de d’Alembert.

y(z,t) = Acos(wt + 1) cos(%$ + )

On appelle ventre le lieu des points tels que la fonction spatiale soit extremum :
cos(Zx + ¢) = £1, c’est a dire, pour Zxy + ¢ = pm

On appelle neeud le lieu des points tels que la fonction spatiale s’annule :
cos(2x + @) = 0, c’est a dire, pour Loy +¢ = (2p+1)7

Entre 2 noeud ou 2 ventres successifs, il y a une longueur \/2; entre un noeud et un ventre,
une longueur A\/4.

Rque : De méme, une onde progressive peut s’écrire comme la superposition de deux ondes
stationnaires. En fait, le choix de I'une ou de 'autre des solutions dépend des conditions
initiales ou des conditions aux limites.
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Oscillations libres d’une corde fixée a ses extrémités

Conditions aux limites : y(0,t) = y(L,t) =0 Vt

Les conditions aux limitent appellent a la résolution en ondes stationnaires :

y(z,t) = Acos(wt + 1) cos(%x + ¢)

On a alors avec les conditions aux limites :
cos(¢p) =0 donc ¢ =0

Wiy — _ 2L
cos(¥L) =0 donc A==~

On obtient une superposition d’ondes stationnaires de pulsations correspondant aux modes
d’oscillation. Le premier mode s’appelle le fondamental, les autres sont les harmoniques.

+oo
y(x,t) = Z [An cos(wt + ) sin(27r)\£)

n

n=1

Les coefficients A,, et 9, de la décomposition en série de Fourier compatible avec les
conditions aux limites peuvent étre déterminés a partir des conditions initiales imposées a
la corde vibrante.
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Dans une guitare par exemple, les différentes cordes ont des masses linéiques et des tensions
différentes, on excite ainsi des fréquences fondamentales différentes

Le guitariste obtient différentes notes en appuyant sur les frettes du manche de sa guitare.
Il impose ainsi la position des noeuds des modes (s’il n’appuie pas trop), et n’autorise ainsi
que certains harmoniques (jouer des harmoniques). Il peut aussi en appuyant plus fort
diminuer la longueur de sa corde.

Remarques :

Si le nombre de modes semble ici infini, ¢’est en fait un défaut du modele. En effet, 'hypo-
these consistant a négliger la raideur de la corde n’est plus acceptable lorsque les fréquences
sont trop importantes. La corde est alors en effet extrémement chahutée!

24.2 Systemes discrets

De nombreux systémes physiques possedent un caractere discret (ex : cristal). Nous allons
voir ce que cette discrétude apporte au niveau de la propagation d’ondes.

24.2.1 Chaine infinie d’oscillateurs couplés

F m F m ﬂ m ﬁ
1TF H%FLBQWL‘B‘W*”
(n—1) (n) (n+1)

On note z,(t) la position de la masse m :

ZTn(t) = na + u,(t)

La RFD donne :

Mily, = _B(Un - un—l) - /B(un - un—i—l)
Donc
. 2 2 _ ﬁ
Uy = —wj(2Up — Up—1 — Upy1) avec wj = -

On propose une solution harmonique de la forme :
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un, = Acos(wt — kna)

En remplagant dans I’équation différentielle, on obtient :

. (ka
w = 2wy |sin >
—lkl =2
o
I N~ 20,/ — |
| | o
e : ; o— >
| | T
o 0 a

approximation du
milieu continu :
lkla << 1

Remarques :

Par périodicité, on peut ce restreindre a tracer la courbe de dispersion entre —m/a et 7/a,
cette intervalle constitue la premiere zone de Brillouin.

Il y a une infinité d’oscillateurs donc une infinité de pulsations propres comprises entre we
et 0 donné par I’équation. La fonction est bornée entre 0 et w, avec w, = 2wy. C'est la
bande permise de propagation des ondes. Pour les fréquences supérieures, la chaine agit

comme un filtre (passe-bas). La bande w > w, est appelée la bande interdite. Les ondes
dans cette bande sont évanescentes.

La solution globale est une combinaison linéaire de toutes les solutions possibles, c’est a
dire I'intégrale sur w de la fonction d’essai. Elle n’est pas nécessairement sinusoidale !

A w fixé, il existe deux ondes de nombre d’onde k opposés.

On peut prendre le parametre a arbitrairement petit (notamment de I'ordre de 10719 m,
taille caractéristique d’un échantillon dans un cristal). Les longueurs d’onde sonores sont
typiquement supérieures a ces distances (de 'ordre de 10 cm). Donc uy, () = up41(t). On
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peut alors écrire la solution sous la forme u(z,t) = Acos(wt — kz) tel que uy(t) = u(x,t)
pour x = na, fonction continue de classe C? qui passe par tous les z = na. On peut alors
démontrer q’on obtient une équation d’onde de d’Alembert unidimensionnelle. En fait, la
limite continue correspond au cas de la corde avec p = m/a et Ty = a5. On peut alors
évaluer la vitesse du son (qui est la a propagation d’une énergie, qui a donc lieu a une
vitesse ¢) dans un cristal : ¢ = a\/g. On comprend ainsi m pourquoi le son se propage
plus vite dans les solides durs (fer = 5130 m/s) que dans les solides mous (plomb = 1230

m/s).

24.2.2 Chaine de pendules couplés

Par rapport a la chaine infinie d’oscillateur, il suffit de changer les un en u,, et de rajouter
une force de poids —=21)y,.
L’équation s’écrit donc :

"Ln = _%wn - W(Q)(Q"l}n —Pp_1 — wnJrl) avec wg =

3=

ete.

ete. TYU 'D'WWWWW TbﬂWﬂ J ete

— =
{78 Y Vi1

On propose une solution harmonique de la forme :

Uy = Acos(wt — kx)

En remplagant dans I’équation différentielle, on obtient :

k
w? = % + 4w} sin 2 (;)

. . ) 2_g
I apparait une fréquence de coupure basse w* = 7.
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Conclusion

Apres avoir étudié ’exemple fondamental de la corde, nous permettant d’introduire les ou-
tils d’étude de la propagation d’onde, et notamment les ondes progressives (qui transportent
de ’énergie) et les ondes stationnaires (qui stockent de I'énergie), on a vu deux exemples
discrets qui montrent des limites quand aux fréquences de propagation. Dans le dernier cas,
I’équation dans le cas continu n’est plus une équation de d’Alembert, mais une équation
dite de Klein-Gordon. On trouve ce type d’équation dans ’étude des plasmas.
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Pré requis : Thermodynamique classique, Mécanique des fluides (description Eulérienne,
équation d’Euler du fluide parfait), Equation de d’Alembert, corde vibrante et ondes
planes

Introduction : Les ondes sonores sont des ondes de surpression dans un milieu matériel.
L’objectif de cette lecon est d’étudier la propagation de telles ondes dans les fluides.

25.1 Approximation acoustique

25.1.1 Hypotheses

Le fluide est décrit comme un milieu matériel continu, qu’on supposera de plus en écoule-
ment parfait mais compressible (car si le fluide est incompressible, il ne peut pas y avoir

377
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d’onde sonore). On néglige les forces de pesanteur de pesanteur devant les forces de pression
dynamique.

On suppose qu’en 'absence d’onde sonore, le fluide est au repos dans le référentiel d’étude :

7=0, p=po, et u= o

On a donc en présence de ’onde :
U(M,t) = 1 (M, t)
p(M,t) = po + p1(M,1)
u(M,t) = po + pa (M, 1)

L’approximation acoustique consiste a considérer I’onde sonore comme une petite pertur-
bation du milieu et donc a traiter les quantités p1/uo et p1/pp comme des infiniment r
petits (on ne conserve que les termes d’ordre 1) et de méme seulement les termes d’ordre
1 en v;.

Limites du modele : L’hypothese adiabatique réversible ne sera pas valable pour un phé-
nomene lent, donc pour des fréquences trop lentes (typiquement dans l'infrason, f < 20
Hz).

L’hypothese de 'approximation acoustique ne sera pas valable pour des surpressions de
I'ordre de la pression atmosphérique, ce qui correspond a des puissances élevées.

L’hypothese de milieu continu est fausse si la longueur d’onde des ondes sonore devient de
lordre de grandeur du libre parcours moyen des atomes (de l'ordre de 1 um dans les gaz
et 1 mm dans les liquides).

25.1.2 Linéarisation des équations de mécanique des fluides

Le fluide est décrit par sa vitesse (3 composantes), sa pression et sa masse volumique,
ce qui fait 5 champs scalaires. Pour résoudre ce probleme, nous allons avoir besoin de 5
équations. L’équation d’Euler nous en donne 3, la conservation de la masse, 1. Il faut donc
une équation de plus. On considérera une équation thermodynamique et, le fluide étant
parfait, un coefficient thermodynamique isentropique.

Equation d’Euler : Pour un fluide parfait, on a

i {g: + (U grad)f)’] = —gradp
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D’ou

—

ov L — —
(o + 1) aitl + (vi - grad)vi | = —grad(po + p1)

Avec I'approximation acoustique, on obtient la premiere équation (1)

ovl —>d
—— = —gra
Mo ot graapy

Conservation de la masse : L’équation de conservation de la masse est

?; + div(ut) =0
d’ou

(o + p11)

5 T div((po +p1)ii) =0

Avec I'approximation acoustique, on obtient la deuxieme équation (2)

O
—— + podive; =0
ot Ho 1
Compressibilité : L’évolution des particules de fluide parfait étant isentropique, on

considere le coefficient de compressibilité isentropique

__ljov
=7y \or)

Or pu = 77 donc

1 [ 0u
vs="\ap),
Avec I'approximation acoustique, on obtient la troisitme équation (3)

O p1

ot NOXSE
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25.2 Equation de propagation

25.2.1 Equation de propagation

On a obtenue des équations couplées, que ’on va maintenant chercher a découpler.

En identifiant les équations, on n’obtient plus que deux équations couplées :

ovl —>d
—— = —gra

Mo ot graapi
Op1

XSE = —diV'U_i

On considere alors la divergence de la premiere équation :

,u,gdiV <88Utl> = —diV(gl‘?ﬁpl)

Donc

0?py
— —Ap; =0
HOXS 53 2

On obtient donc une équation de propagation de D’Alembert pour la surpression :

1 0°py
— = —Ap; =0
c? ot? P1
avec
1
C =

VHOXS

On obtient de méme une équation de propagation de D’Alembert pour la vitesse en consi-
dérant le gradient de la deuxieme équation :

1 0%%;
c2 Ot?

— A% =0

Remarque : Le fait de prendre en compte la viscosité de I'onde fait apparaitre un amortis-
sement dépendant de la fréquence, et donc une dispersion, comme nous allons le voir dans
I’'expérience.
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25.2.2 Célérité des ondes sonores

Interprétation : Les équations de propagation obtenues généralisent au cas tridimensionnel
celle obtenue dans le cas de la corde vibrante.

1
VHOXS

Le terme ¢ =
rent

correspond donc a la vitesse de propagation des ondes — transpa-

Remarque : En général, la masse volumique et la compressibilité varient en sens opposé.
La célérité dépend de la température et de la pression dans le fluide.

Expérience :

On mesure la célérité d’une onde sonore se propageant dans ’eau. L’onde sonore est formée
d’une séquence de trains d’onde, répétés a une cadence de 880 Hz. On effectue une mesure
par temps de vol. La distance entre émetteur et récepteur est L = 23 & 2 cm et on lit
sur loscilloscope le At entre I’émission de I'onde et sa réception : At = 157 us. Alors :
¢ = L/At = 1452 £+ 150 m.s~! en bon accord avec cigpe ~ 1482 m.s~! + transparent
descriptif

Application au gaz parfait : On cherche a déterminer la célérité d’une onde sonore se
propageant dans un gaz que 1’on modélise par le modele du gaz parfait. Il faut pour cela
déterminer le coefficient de compressibilité isentropique.

On utilise :

-la loi de Laplace :
pV7 =cste donc % +~4Y =0 donc — (%—Z) = 71p = xs
-la loi des gaz parfaits :

_ pM 1 _ M
dOHCMXS—WX%—W

soit a 3000 K,

RT _
cgp = LM =347 m.s™!

Ce résultat est en bon accord avec les tables.
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25.2.3 Aspect énergétique : bilan local
De méme que pour la corde vibrante ou pour les ondes électromagnétiques, une énergie est

associée aux ondes sonores. On cherche ici établir un bilan d’énergie local sur un élément
de volume de fluide d7. On a :

ovl —(>1
—— = —gra
Ho ot gradpi
0
XS% = —divoy
donc
e — L 0v]
] - gra = — U7 -
1 - gradpy Hov1 ot
et
dive: Op1 1 9p}
vy = — —_— =
b1 1 XSP1 o1 5 ot
Donc

— 1 [ 0p? 0u1
di 7Y = prdive, + o7 - eradp; = —= [ =L =
iv(p1v1) = prdivo] + 07 - gradpy 5 < 5 + uo D
On obtient ainsi ’équation de bilan local d’énergie :

. R 0 (1 1
le(pl’Ul) + a (QXSP% + 2/10?}12> =0

On pose

o= 101
et

1 1

€son = 5)(317% + 5“07)1
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On obtient

O€son

ot

résultat analogue au bilan local d’énergie électromagnétique

divil + —0

25.2.4 Solution générale de ’équation de propagation

Dans le cas d’une équation de d’Alembert & une dimension, comme par exemple pour la
corde vibrante, les solutions ont la forme d’une onde plane

y(x,t) = f(z —ct) + g(x + ct)

Dans le cas des ondes acoustiques, on aura des solutions planes pour chaque composante
de la vitesse et pour la surpression. On voit donc que dans le cas général a 3D, la solution
générale de I’équation de propagation sera de la forme :

a(rt) = f(d-7—ct) + g(d- 7+ ct)

On considerera le cas ou 'on a une onde progressive, ie qu’une seule direction de propaga-
tion. Par exemple, pour une onde progressive selon les x > 0, on aura :

a(r,t) = f(d -7 — ct)

25.3 Ondes acoustiques planes monochromatiques progres-
sives monochromatiques

Nous avons discuté indépendamment les 4 champs scalaires vy;,v1y,v1. et p1 dont les
équations de propagation sont découplées. Mais en réalité, il existe des relations entre
ces différentes composantes. Toutes les solutions ondes planes ne sont pas solutions de
I’ensemble de ces équations.

Nous allons illustrer cela sur ’exemple d’une onde acoustique plane progressive monochro-
matique de la forme :

a(7,t) = cos(wt — k - 7+ ¢q)

avec vecteur d’onde k£ = %ﬂ'
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25.3.1 Structure longitudinale

—\

On considere 7 = U exp [j(wt — k- r)} et p1 = 1210 exp [j(wt —k- F)}

L’équation d’Euler donne :

071 —(>1
= — . gra
1o It gradp,
Donc
pow? 1 = E]gl
Donc
HoCl1 = P1

La vitesse est donc colinéaire au vecteur d’onde : I’onde sonore plane progressive est longi-
tudinale.

25.3.2 Aspect énergétique

Energie acoustique : On consideére la densité volumique d’énergie acoustique :
1 o 1 5 1 45 1 9
€son = XSP1 T ZHOV1” = SHOVT = 5XSPT

Dans une onde plane progressive monochromatique, 1’énergie volumique est équirépartie
entre la contribution de la vitesse et la contribution de la surpression.

Valeur moyen