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Preface

Ce cours a pour objectif d’introduire les phénomenes électromagnétiques dans le vide
et dans la matiere. La premiére partie se concentre sur les phénomenes stationnaires,
pour lesquels les effets magnétiques et électriques sont découplés. Dans la deuxiéme
partie on s’intéresse plus particulierement & 1’électrocinétique, ce qui nous obligera a
faire une petite digression du c6té des phénomenes lentement variables dans le temps.
La troisiéme partie s'intéresse au phénomene d’induction et aux équations de Maxwell,
dont une conséquence importante est 1’existence d’ondes électromagnétiques dans le
vide. Enfin, une derniére partie est consacrée aux phénomenes électromagnétiques
dans la matiere.

Ce cours s’adresse plus particulierement a des étudiants de premier cycle universitaire
ou éleves des CPGE. Les candidats au CAPES ou a I’Agrégation peuvent y trouver
également matiére a réflexion.

J’ai essayé le plus possible d’illustrer les différentes notions par des exemples ou de
simples exercices. Mais pour un entrainement plus poussé, j'invite le lecteur a se
procurer les eBooks suivants :

o Electromagnétisme 17 Partie — 83 exercices et problemes corrigés;
o FElectrocinétique — 50 exercices et problemes corrigés.
disponibles a 1’adresse payhip.com/femto

Remarque : ce recueil est en cours d’élaboration ce qui explique la présence de certains
chapitres encore inactifs.

Jimmy Roussel


https://payhip.com/femto
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INTERACTION
ELECTROSTATIQUE

L’électromagnétisme consiste en I'étude des phénomenes qui font
intervenir des charges en mouvement (courants électriques, antenne
radio, conductimétrie, courants de Foucault,...). On se restreint, pour
I'instant, aux phénomenes indépendants du temps ce qui permet de
séparer |'étude des effets magnétiques et électriques. Ce cours aborde
I’électrostatique, c’est-a-dire I'étude du champ électrique produit par
des charges immobiles.

Ce chapitre est accessible en ligne a ’adresse :

femto — physique.fr/electromagnetisme/interaction — electrostatique.php

1.1 Loi de Coulomb

Quelques faits expérimentaux
Les premieéres observations

Il y a plus de 2 600 ans, les savants grecs avaient déja constaté que
I’ambre jaune (une résine naturelle) frottée énergiquement avec une
fourrure avait la faculté d’attirer les corps légers tels que les cheveux
ou fetus de paille. C’est d’ailleurs le mot grec ndektpov! , signifiant
ambre, qui est a l'origine du terme « électricité »* . Cette électrisation
par frottement, dite triboélectricité, s'observe facilement dans la vie
quotidienne. Parfois une forte électrisation peut méme produire des
étincelles comme lorsqu’on enleve un pull de laine rapidement (a
condition d’étre dans une piece sombre pour percevoir ces étincelles).
L’éclair, lors d'un orage, est un phénomene d’électricité statique im-
pressionnant qui fut longtemps craint par les hommes. Il fallut attendre
B. Franklin en 1752 pour identifier la nature électrique du phénomene
et pour maitriser les dégats du tonnerre par l'invention du paraton-
nerre.

Les deux formes de 1’électricité

C’est Charles du Fay qui observa les deux formes d’électricité. On peut
mettre en évidence ces deux formes par les expériences suivantes.

Expérience 1 Un pendule électrostatique est constitué d’une bille de
polystyréne recouverte d'une feuille d’aluminium suspendue a
une potence par un fil. Lorsqu’on approche une baguette électri-
sée du pendule, la bille est attirée par la baguette. Apres contact
avec la baguette, elle est repoussée.

1.1 Loide Coulomb ........ 3
Quelques faits . ........ 3
Notion de charge électrique . 4
Loi de Coulomb ........ 5

1.2 Le champ électrique . . . . . . 6
Cas d’un systeme de charges 6
Topographie - Symétrie. . . . 7
Distribution continue. . . . . 9

1. élektron

2. Terme introduit en 1600 par William
Gilbert dans son ouvrage De Magnete.


femto-physique.fr/electromagnetisme/interaction-electrostatique.php
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FIGURE 1.1 - Expérience 1

verre frotté

plateau mé-
tallique

t isolant

aiguille mé-
tallique

FIGURE 1.2 - Plus la baguette se rap-
proche de l’électroscope, plus les ai-
guilles s’écartent.

o— —Q

a1 fio @
—0 o—
f1 @ @ fi2

FIGURE 1.3 — Répulsion ou attraction
électrostatique

verre frotté | |

Avant le contact Apres le contact

Expérience 2 Si on électrise un pendule électrostatique par contact
avec une baguette chargée, et que 1'on approche successivement
d’autres baguettes électrisées, on s’apercoit que la boule du pen-
dule est soit attirée, soit repoussée par les diverses baguettes. On
peut donc en déduire qu’il existe deux types de forces électriques.

Electrisation par influence

Expérience 3 Un électroscope est constitué d’une tige métallique a la-
quelle on fixe une aiguille métallique pouvant librement tourner
autour d'un axe. On fixe parfois deux feuilles tres fines en or
ou en aluminium. L'ensemble est placé dans une enceinte trans-
parente et isolante (verre). Lorsqu’on approche une baguette
électrisée de 1’électroscope (sans le toucher), 1’aiguille s’écarte
de la verticale. Si on éloigne la baguette, 1’aiguille retrouve sa
position verticale de repos. Il y a électrisation de la tige et de
l'aiguille sans contact, seulement par influence.

Notion de charge électrique

Jusqu’au XVIII® siecle, 1’électricité est une science essentiellement qua-
litative et il faut attendre le début du XIX¢ siecle pour qu’une théorie
mathématique de I'électricité émerge : c’est 1’électrostatique. La notion
de charge électrique algébrique s’est imposée au fil du temps car elle
permettait de décrire correctement les phénomenes. De nos jours, on
admet les hypothéses suivantes.

1. La matiére est constituée de particules que I'on peut caractériser
par une propriété scalaire, noté g et désignant la charge élec-
trique. Cette charge est positive, négative ou nulle (on parle de
particule neutre dans ce cas).

2. Deux particules possédant une électricité de méme nature, c’est-
a-dire une charge de méme signe, se repoussent; elles s’attirent
dans le cas contraire.

3. La charge étant caractéristique de la matiére, elle ne dépend pas
du référentiel.

4. Par ailleurs, la charge électrique d'un systéme isolé se conserve.



5. Enfin, Millikan a montré en 1906 (Prix Nobel 1923) que la charge
électrique est quantifiée. C’est en étudiant la chute de micro-
scopiques gouttes d’huile électrisées, entre les armatures d"un
condensateur, qu'il mit en évidence le caractere discontinu de la
charge :

q=Ne avec NeZ

ou e désigne la charge élémentaire. De nos jours, on sait que
ce caractere granulaire de la charge trouve son origine dans la
structure atomique de la matiére : tout corps matériel est consti-
tué d’atomes eux méme formés d’un noyau chargé positivement
(découvert en 1911 par Rutherford) autour duquel « gravitent »
des électrons, particules élémentaires possédant toutes la méme

charge g. = —e. La plupart des phénomeénes électriques sont
liés a un déplacement et/ou apport et/ou retrait d’électrons a la
matiére.

Le concept de charge permet d’expliquer les différents expériences
décrites précédemment :

Expérience 1 Lorsqu’on approche la baguette électrisée de la sphere
métallique, les électrons libres du métal sont attirés par le verre
chargé positivement, laissant derriere eux des charges positives.
Bien que la charge globale reste nulle, la force résultante est
attractive : en effet, ’attraction entre les électrons et le verre 1'em-
porte sur la répulsion entre les charges positives du conducteur
et le verre. Apres un contact, quelques électrons sont transfé-
rés sur la baguette en verre ce qui rend la sphére métallique

globalement positive d’ot1 la répulsion observée>.

Expérience 2 Le frottement d"un corps sur un autre induit un trans-
fert d’électrons dans un sens qui dépend des corps frottés 1'un
contre l'autre. C’est pourquoi, il est possible d’électriser positive-
ment ou négativement une baguette. On peut donc produire une
répulsion ou une attraction.

Expérience 3 Les charges positives du verre électrisé attirent les élec-
trons libres du plateau métallique faisant apparaitre au niveau
de l'aiguille et de la tige métallique un défaut d’électrons (des
charges +). L'aiguille métallique est alors d"autant plus repoussée
par la tige qu’elle est chargée. La rotation de l'aiguille est donc
d’autant plus importante que la baguette se rapproche.

Loi de Coulomb
A la fin du XVIII® siécle, I'idée que les charges produisent une force de

type newtonien (en 1/r?) était une hypothese séduisante mais difficile
a prouver expérimentalement.

L’expérience de Coulomb

C’est en 1785 que Coulomb* met en évidence, a 'aide d"une balance
de torsion qu'il a réalisée lui-méme, la loi qui porte désormais son

1.1 Loi de Coulomb

3. 11 faut quand méme signaler que
lorsque I'expérience est réalisée avec une
baguette faiblement électrisée, la sphere
conductrice vient s’y coller sans étre en-
suite repoussée : c’est le phénomene
d’adhérence électrique. En revanche si
la baguette est suffisamment chargée, la
pression entre les deux corps est plus
forte ce qui favorise un transfert d’élec-
trons. A 'extréme, lorsque le verre est
fortement chargée, le transfert de charge
s’effectue sans qu’il y ait contact, mais
par un simple effet de pointe (cf. le Cha-
pitre 4 sur les conducteurs)

4. Charles-Augustin Coulomb (1736-
1806) : ingénieur militaire francais et fin
expérimentateur distingué par 1’Acadé-
mie des Sciences. Il est connu pour ses
travaux sur 1’électricité et le magnétisme,
son invention du pendule de torsion et
ses travaux sur les frottements.

5
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FIGURE 1.4 — Expérience de Coulomb

Histoire

Les résultats de Coulomb furent
contestés en son temps et il faudra
une vingtaine d’années pour que la
loi en 1/r% s'impose partout, plus
pour la validité de ses conséquences
que par les mesures de Coulomb.
L’histoire a finalement retenu la dé-
monstration expérimentale de Cou-
lomb. Cependant, il ne faudrait pas
oublier la contribution de Caven-
dish, un brillant expérimentateur,
qui, avant Coulomb, a réussi a mon-
trer de fagon fort élégante que 1'in-
teraction électrique pouvait se dé-
crire par une force en 1/r" avecn =
2,00 +0, 04; résultat beaucoup plus
précis que celui de Coulomb[1].

nom. L'expérience consiste a fixer une boule de sureau B a I'extrémité
d’une tige isolante, suspendue en son milieu a un fil d’argent dont
on peut controler I'angle de torsion. Ce systeme étant au repos, on
approche une autre boule A tenue par une tige isolante au contact
de la boule B. Ensuite, on électrise les deux boules simultanément de
sorte qu’elle acquierent la méme charge Q. La boule A est maintenue
en place et la boule B s’éloigne sous l’action de la force électrique. A
I’équilibre, le moment de la force électrique compense le couple de
torsion. Il suffit ensuite d’augmenter, de fagon controlée, la torsion du
fil pour rapprocher les boules et mesurer la force pour des distances
plus faibles. C’est ainsi que Coulomb trouva que la force électrique
varie en 1/r2.

Pour résumer, la force électrique - dite aussi force coulombienne - entre
deux charges ponctuelles immobiles dans le vide varie comme l'in-
verse du carré de la distance qui les sépare et dépend de leur quantité
de charge.

Loi de Coulomb
B
H q1 u12 92 fi2
- 192
fio = K2 3 (1.1)

ol 5 est un vecteur unitaire. Dans le Systeme International d"Uni-
tés, les charges s’expriment en coulomb (symbole : C) et la constante

K vaut
1

~9,0.10° m.F!
dre

K2

ol &g désigne la permittivité diélectrique du vide.

Dans l'atome d’hydrogéne, comparer la force électrique que
ressent 1’électron de la part du proton avec la force gravitationnelle.
On donne la charge élémentaire e = 1,6.1071 C, la masse de 1’électron
me =9,1.10731 kg et la masse du proton m p=1 66.107%7 kg.

Rép. Le rapport de la force électrique sur la force gravitationnelle vaut
environ 2 - 103

1.2 Le champ électrique

Champ électrostatique créé par un ensemble de charges
ponctuelles

Considérons une distribution de charges ponctuelles (q1, . ..,gn) pla-
cées en différents points P;=; n et une charge test Q placée en M.
Cherchons a exprimer la force qu’exerce cette ensemble de charges sur
la charge test. On admet que l'interaction électrique obéit au principe
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de superposition : la force résultante est la somme vectorielle des forces
qu’exercent chacune des charges g; sur la charge Q soit

N_) NQ7
Zﬁ Z 4i i avec ri = P;M

2
i=1 = 4o r; -
i "écri -~ Charge test
Ce qui permet d’écrire arge test 0
F=QEM) avec EM L R, 1.2
QEM) (M) = 471'60 r2 (1.2) FIGURE 1.5 — Distribution de N charges

g qi placées en P;.

_)
Ou E (M) désigne le champ électrique créé en M par la distribution de
charges. Ce vecteur est défini en tout point de 'espace® : il s’agit d'un 5. Ce champ diverge lorsque M = P;.

Cette divergence provient d’une modéli-

. . =4 s 2
champ vectoriel. On peut voir E (M) comme une propriété locale de sation qui n'est plus valide des que 'on

’espace. Notez que lorsque 1’'on change la charge ¢g; en ¢; cela modifie s'approche de trop prés des charges : la
le champ électrique en M mais de fagon non instantané. On verra que charge ponctuelle n’existe pas en réalité,
toute perturbation électromagnétique se propage a la vitesse de la il faut reconsidérer la modélisation dans

. . ce cas.
lumiére dans le vide.

Ordre de grandeur — Dans le Systeme international d’unités, 1'inten-
sité du champ électrique se mesure en volt par métre (symbole V.m™!).
Le champ a la surface de la Terre vaut environ 100-150 V/m en dehors
des périodes d’orage. En période d’orage, le champ terrestre est in-
versé et est de ’ordre de 10 kV/m. Il peut méme atteindre 100 kV/m
prés des pointes conductrices.

La lumiere solaire qui nous arrive sur Terre est une onde électroma-
gnétique : le champ électrique de I'onde est de 1’ordre de (en valeur
efficace) 1000 V/m.

Dans I’atome, la cohésion est assurée grace a des champs électriques
énormes, de I’ordre de 100 GV /m.

Topographie - Symétrie

Décrivons différentes situations pour dégager quelques propriétés du
champ électrique. Tout d’abord, la représentation d"un champ vectoriel
fait généralement appel a la notion de ligne de champ.

Ligne de champ

Pour représenter un champ vectoriel A (x,y,z), on trace des courbes
orientées 6 telles que leur tangente, en chaque point M(x, y, z), ait
la méme direction et le méme sens que le champ vectoriel en ce
point. Ces courbes sont des lignes de champ.

D’un point de vue mathématique, si 1’on note EE = (dx,dy,dz), le
vecteur déplacement infinitésimal le long de la ligne de champ 6,
ona

- - — ]
d¢AAM)=0 pourtoutM €6 FIGURE 1.6 - Ligne de champ 6
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Champ créé par une charge ponctuelle — Plagons une charge ponc-
tuelle g a 'origine d"un repére et calculons le champ électrique créé en
un point M de I'espace situé a la distance r de 1’origine. On obtient

o Y4B @
EM =D, s = treor?
— 4re rs dreyr
ol u, désigne le vecteur unitaire radial du systeme de coordonnées
sphériques.

On peut voir ci-contre la carte du champ électrique créé par une telle
charge ponctuelle. Notez que les vecteurs sont normalisés de sorte
qu’ils indiquent seulement la direction et le sens du champ électrique.
FIGURE 1.7 - Carte de champ d'une On a jouté quelques lignes de champ. On observe que le champ est
charge ponctuelle positive. . . . L. . St

radial et centrifuge si la charge est positive. Evidemment, sil’on inverse
le signe de la charge, les lignes de champ sont radiales et orientées
vers la charge.

Champ créé par un doublet — Considérons deux charges ponctuelles
de signe opposé, g et —g. Ce systeme forme ce que 1'on appelle un dou-
blet électrostatique. Regardons la carte de champ correspondante.

On peut voir que les lignes de champ partent de la charge positive pour
converger vers la charge négative sans jamais se refermer. Par ailleurs,
la distribution présente un plan de symétrie (plan miroir, vertical
ici). On constate que pour tout point M de ce plan, f(M) est dans
ce plan. La distribution présente également un plan d’antisymétrie
(plan horizontal équidistant des deux charges) qui échange le signe
des charges apres une opération miroir. On peut noter que pour tout

FIGURE 1.8 — Carte de champ d'un dou-
blet électrostatique.

point M de ce plan, 1_E>(M) est perpendiculaire a ce plan.

Champ créé par deux charges de méme signe — Considérons deux
° charges de méme signe et de valeur différente situées sur un axe
horizontal.

On peut faire les mémes remarques que précédemment. Les lignes de
champ partent des charges positives. La encore, les lignes de champ,
ne se referment pas sur elles mémes. En terme de symétrie, la distri-
bution de charges présente un plan de symétrie horizontal et, comme
précédemment, pour tout point M de ce plan, I—E)(M) est dans ce plan.
En revanche, la distribution ne présente pas de plan d’antisymétrie.

FIGURE 1.9 — Carte de champ d’un sys- . . . s
teme de 2 charges positives. Enfin, il existe un point ou le champ est nul situé entre les deux charges.

Ce point est un point singulier.

}A @ Q Symé.tries —Les exemples précédents mettent en évidence quelques
o o u i propriétés de symétrie tres générales.
o > ”” i'é) o Supposons qu'une distribution présente un plan de symétrie %, c’est-
EM) e dE a-dire que la distribution de charge est invariante par rapport a une

@ .
N\ ( +' Plan de svmétric réfléxion de plan %. On montre alors que le plan se comporte également
Y comme un miroir vis-a-vis du champ électrique. Autrement dit, si 1’on

note M’ I'image de M par une symétrie de plan %, on a
FIGURE 1.10 - Distribution présentant
un plan de symétrie.

EM) =sym(E (M)



Intéressons nous aux points situés dans le plan de symétrie. On voit
alors qu’a tout point P de la distribution, créant un champ dE M),
correspond un point symétrique P’ créant un champ dE '(M) telle que
cﬁ) M) + c'i—E) (M) se trouve dans le plan 9. Ainsi le champ résultant

= . 4 . 4

E (M) est nécessairement dans le plan %. Une conséquence immé-
diate est que le champ électrique est nécessairement nul au centre de
symétrie d'une distribution.

Supposons maintenant que la distribution change de signe par rapport
a un plan %’. On dit alors que %’ est un plan anti-symétrique. Cette
symétrie se retrouve également dans le champ électrique : si’on note
M’ I'image de M par une symétrie de plan %', on a

1_E>(M’) = —symE(M)

Cherchons le champ créé en un point Me %’. On voit alors qu’a
tout point P de la distribution, créant un champ dE (M), correspond
un point symétrique P’ créant un champ dE (M) telle que dE M) +
dE (M) est perpendiculaire au plan %’. Ainsi le champ résultant]—E)(M)
est nécessairement perpendiculaire au plan %’.

A savoir

¢ En tout point d"un plan de symétrie, le champ électrique est
contenu dans ce plan.

¢ En tout point d’un plan d’anti-symétrie, le champ électrique
est perpendiculaire a ce plan.

* De maniere plus générale, lorsque que certaines causes pro-
duisent certains effets, les éléments de symétries des causes
doivent se retrouver dans les effets produits (Principe de Cu-
rie). Ici, les causes sont représentées par la distribution de
charges et les effets par le champ électrostatique.

Champ électrostatique créé par une distribution
continue de charges

Fonction de répartition — On sait que toute distribution de charges est
rigoureusement discontinue puisque tout transfert de charge ne se fait
que par multiple entier de e. Cependant, a 1’échelle macroscopique,
un corps électrisé par frottement acquiert facilement une quantité de
charge de l'ordre de

g=Ne=~qquesnC soit N=~10"">1

Le nombre de particules est si grand que 1’aspect discontinue passe
inapergu. On peut alors décrire la distribution de charges comme une
répartition continue de charges et définir une fonction de répartition.

La densité volumique de charge p(M) décrit la répartition en volume
d’une quantité de charge. En un point M contenu dans un volume

1.2 Le champ électrique 9

—
1 dE
|
Plan d’antisymétrie |
M )
+) ;! _)
/o
/ |
// ! @—Z
/ : \
/ | \
@ ! @
I E)(Mr)
M } \
|
Ly | oW
EM

FIGURE 1.11 - Distribution présentant
un plan d’anti-symétrie.
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Les densités de charge introduites sont
des grandeurs considérées locales a
notre échelle, mais sont en réalité le ré-
sultat d’'une moyenne effectuée a une
échelle intermédiaire entre I’échelle ato-
mique (ou la densité de charge varie de
fagon extrémement brutale et erratique)
et ’échelle macroscopique. Ainsi, I'in-
tégrale (1.6) représente un champ local
moyenné qui a, certes, le bon gofit de va-
rier continument, mais qui n’a plus de
sens a I’échelle atomique.

S A L

FIGURE 1.12 — Calcul du champ créé par
un segment chargé

infinitésimal dr, la quantité de charge s’écrit
dg=pM)dr © (1.3)

ol p(M) s’exprime en C.m™3. Si le milieu est homogene p = giotal/V =
Cte,

La densité surfacique de charge o(M) décrit une répartition en sur-
face d'une quantité de charge. En un point M contenu dans un élément
d’aire infinitésimal dS, la quantité de charge s’écrit

dg=oM)ds © (1.4)

ol (M) s’exprime en C.m™2. Si le milieu est homogene o = giotal /S =
Cte,

Enfin, la densité linéique de charge caractérise la répartition de la
charge le long d’un fil chargé. Pour un élément de longueur infinitési-
mal d/ situé en M, la quantité de charge s’écrit

dg=AM)de © (1.5)

ot A(M) s’exprime en C.m~!. Le passage du discret au continu pour le
calcul du champ électrostatique transforme la somme en une intégrale :

N —
g

— N —oo dq—l/{)
EM) = ez ¢ 9

P 4reg r;? 4drrey

olt D représente le domaine d’intégration (volume, surface, ligne).
Suivant le type de probléme, on remplacera dg par p dr ou o dS ou
Ad¢. Le calcul de cette intégrale est en général grandement simplifié si
la distribution présente des symétries. C’est pourquoi, avant tout calcul
direct, il est conseillé de faire une premiere analyse des propriétés de
symétrie.

Exemple — Champ créé dans le plan médiateur d’un segment chargé

On considére un segment AB de longueur L, contenant une charge Q
uniformément répartie le long du segment. On cherche a calculer le champ
électrique créé dans un plan médiateur du segment a la distance r. Ici la
densité de charge est constante : 1 = Q/L. Le plan médiateur est un plan
de symétrie et le plan contenant le fil également de sorte que le champ est
radial dirigé suivant le vecteur polaire & ;. Par ailleurs, par symétrie de
révolution, le champ ne dépend que de r. Nous avons donc

EM)=E, &

11 suffit donc de calculer la composante radiale du champ :

dg cos 6 Acos 6
Er:ﬁw:/ > 2:/ 7 de
4regPM AB 4regPM
Attention a ne pas écrire E = [ dE car la somme d’une norme n’est pas

égale, en général, a la norme de la somme. Les variables PM, z et 6 étant
liées, il faut choisir une variable d’intégration. L’angle 6 est un bon choix.



A l’aide des relations PM = r/cos § et z = r tan 6 (et donc dz = r d6/cos? 6),
ona

% Acosd 2 L
E, :/ ;ide = 4—Zsin¢90 avec sinfy= ————
-6 TTeQgr TTegr ) 'r2+(L/2)2

on peut finalement écrire le champ électrique :

1
E-, @
eQr
0" 2+ (L/2)
Remarquons que pour r — oo on retrouve E = ﬁ ce qui est cohérent

avec le fait qu’a grande distance le segment est assimilable & une charge
ponctuelle.

1.2 Le champ électrique
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POTENTIEL ET ENERGIE
ELECTRIQUES

La force électrostatique présente les méme propriétés que la force gravi-
tationnelle, a savoir qu’elle est conservative ce qui permet d’introduire
tout naturellement les notions d’énergie et de potentiel électrostatique.
La connaissance du potentiel suffit alors a décrire complétement les
effets électriques.

Ce chapitre est accessible en ligne a 1’adresse :

femto-physique.fr/electromagnetisme /potentiel-electrostatique.php

2.1 Potentiel électrostatique

Energie d’interaction entre deux charges ponctuelles

Pour introduire la notion de potentiel électrostatique, intéressons nous
a l'interaction entre deux charges électriques ¢ et ¢’. Supposons la
premiere charge fixe et I'autre se déplacant entre deux points A et B
suivant un parcours € quelconque.

En vertu de la loi de Coulomb, la charge ¢’ subit au cours de son
mouvement une force

- 9q9 —

= u
dreyr?

ol u, est le vecteur unitaire dirigé de la charge ¢ vers la charge ¢’.
Cette force produit un travail mécanique

—

WA_>B=‘/7>-d£’
|

Le déplacement présente une composante parallele a i, et une com-

—> — —
posante perpendiculaire : d £ = df, +d{};. La composante parallele,
la seule qui nous intéresse pour le calcul du travail, correspond au

5
déplacement radial d¢|, = dr i, de sorte que le travail s’écrit

W _/ g'qdr _gqq" (1 1
A=B T ¢ dmegr?  4meg \ra ra

On constate que le travail ne dépend pas du trajet emprunté par la
particule entre A et B : la force électrique est une force conservative.
On peut donc définir une énergie potentielle électrique 8. Or, on sait’
que

Waop = —A%, = ,(A) —€,(B)

2.1 Potentiel électrostatique . . 13

Energie d’interaction . ... 13
Potentiel électrostatique . . 14
Topographie. . ... ..... 15
Tension électrique . . . . .. 16
2.2 L'énergie électrostatique . . 17
Energie d’'une charge . ... 17

Energie d’un systéme chargé 18

=l

FIGURE 2.1 - Travail de la force électro-
statique.

7. cf. cours de mécanique


https://femto-physique.fr/electromagnetisme/potentiel-electrostatique.php
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ce qui donne, a une constante pres (sans signification physique)

’

G 1)
dreyr

€p =

Finalement, en voyageant dans l'espace, la particule « puise une éner-
gie potentielle dans le champ électrique ».

Potentiel électrostatique

Poursuivons notre raisonnement en faisant intervenir le champ élec-
trique. On peut dire que la charge ¢’ se déplace dans un champ

. . - L. . . — =
électrique E créé par g ce qui produit une force f = ¢’E. Cette
—
force conservative est reliée a I'énergie potentielle via la relation f =
—
—grad®€, d’oti I'on tire facilement

E:—grad( q )

dregr

L'opérateur « gradient »

L’opérateur é—r;:l est un opérateur différentiel linéaire. Il s’applique a
une fonction scalaire de I'espace (champ scalaire) et retourne une
fonction vectorielle de I'espace (champ vectoriel). Il se lit gradient
ou nabla et se note :

— -
gradf(x,y,z) ou Vf(x,y,z2)

L’expression de l'opérateur gradient dépend du systeme de co-
ordonnées. En coordonnées cartésiennes on retiendra la formule

suivante : p P p
grad f(x,3,) = Grm+ Zhim + 2L
Z

On voit donc que le champ électrique créé par une charge ponctuelle
est le gradient d’une fonction. Cette propriété se généralise. En effet,
comme le champ électrique créé par une distribution de charges est la
somme de tous les champs individuels et que 1'opérateur gradient est
linéaire, il est facile de montrer que le champ créé par une distribution
de charges peut toujours s’écrire

EM) 2 —gradv(M) © 2.2)

Cette relation définit la fonction V(M) appelée le potentiel électrosta-
tique au point M.

On vient de voir que le potentiel électrostatique créé par une charge
ponctuelle g s’écrit

q
=—2  [ch 11
V(M) Treor [charge ponctuelle]



Il en découle, en vertu du principe de superposition, 1’expression
générale pour une distribution de charges (q1,492,...,9i,...,9n) :

N
v =y L o (2.3)
i=1

4rey ri

Le passage discret — continu s’obtient par l'intégrale

V(M) = /% dq_ (2.4)

dregr

oll dg = Ad¢ ou o dS ou pe dV suivant le type de distribution.

Le potentiel s’exprime en volt (symbole : V), en hommage a Volta® .
Une analyse dimensionnelle montre que [V] = [E] L de sorte que le
champ électrique peut s’exprimer en V.m™'.

Finalement, on peut dire qu'un ensemble de charges électriques fixes
produit un champ de potentiel V(M) et que toute charge g « baignant »
dans ce champ subit une force

- —
f =—qgradV

La connaissance du potentiel V(M) permet de connaitre le champ
e d
électrique E (M) et vice versa.

Remarque : La relation (2.2) implique que le potentiel est défini & une
constante additive pres, dont la valeur est arbitraire. En ’absence d’autres
conventions, nous ferons le choix de la prendre égale a zéro.

Topographie

En général, le potentiel V(M) dépend des trois coordonnées de 1’espace
mais, pour simplifier, nous allons supposer que le champ V(M) ne dé-
pend que de deux coordonnées, disons x et y. Cela revient finalement
a étudier le potentiel dans un plan particulier. Il y a deux fagons de
représenter le champ scalaire V(x,y) :

1. On peut tracer I'ensemble des points z = V(x, y) dans un repeére
cartésien et I’'on obtient alors une surface donnant 1’évolution
du potentiel. En chaque point de cette surface, la plus grande
pente donne acces au gradient du potentiel, ¢’est-a-dire au champ
électrique. Plus exactement le champ électrique

= oV,
dx
E=—( 1% )

ay

correspond a la plus grande pente dans le sens de la descente.
Ainsi le champ électrique est nul pour les points (x, y) correspon-
dant aux sommets, vallées ou col de la surface. On comprend
aussi pourquoi les lignes de champ ne se referment pas : en effet,
si ’on suit un chemin qui ne cesse de descendre, on ne pourra
jamais revenir au point de départ.

2.1 Potentiel électrostatique

11 faut noter cependant que le passage
discret — continu introduit des difficul-
tés mathématiques. Par exemple, 1'inté-
grale citée diverge pour un segment in-
fini uniformément chargé. Cette diver-
gence est levée des que la taille du sys-
teme devient fini ce qui montre qu’elle
est liée a une modélisation non physique.
8. Alessandro Volta (1745 -1827) : phy-
sicien italien et inventeur de la premiere
pile en 1800.

15
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FIGURE 2.2 - Représentations d'un
champ scalaire.

——

FIGURE 2.3 - Les équipotentielles (en
pointillées) coupent les lignes de champ
(en bleu) a angle droit.

2. Alinstar des cartes topographiques, on préfére souvent repré-
senter des équipotentielles, c’est-a-dire des courbes de niveau
correspondant & une unique valeur de potentiel.

z=f(x,y) Courbe de niveau

Remarque : Si le potentiel ne dépend que de deux coordonnées, 1'équipo-
tentielle V(x, y) = C' est une courbe. En revanche, si le potentiel dépend
de trois coordonnées, I’équipotentielle V (x, y, z) = C'® correspond a une
surface.

Relation entre les lignes de champ électrique et les équipotentielles
— Considérons un point M se déplagant le long d"une équipotentielle
particuliere. Le potentiel conservant une valeur constante, on a dV = 0.
Or, on peut écrire

—

v\ (dx
dea—de+a—de=(g{5)-( =_E-d¢

ox ay o] \dy

Ainsi, le long d"une équipotentielle, on a E-df =0ce qui signifie
que si l'on se déplace le long d"une équipotentielle, on croise toujours
le champ électrique avec un angle droit. Autrement dit, les lignes de
champ électriques sont perpendiculaires aux équipotentielles.

En conséquence, si la distribution de charges présente un plan d’antisy-
métrie, celui-ci est nécessairement une surface équipotentielle puisque
le champ y est perpendiculaire.

Notion de tension électrique

Par définition, la tension électrique est une différence de potentiel
électrique ou d.d.p. entre deux points. On notera Uag la d.d.p entre A
etB:

U =V(A)-V(B) © (2.5)

La tension, comme le potentiel électrique, s’exprime en volt. Notez que
si le potentiel présente une indétermination, la tension est par contre
bien déterminée ce qui en fait une grandeur mesurable indépendante
du choix arbitraire de I'origine des potentiels.



Electronique ‘ Piles ‘ Electrotechnique ( moteurs, centrales)
uv-v \1—10V\ 100 V - 400 kV

La connaissance du champ électrique en tout point d"une région de
'espace permet de calculer la tension entre deux points de cette région
par un calcul intégral :

B_, _, B
/ E-d¢ :—/ dV=V(A)-V(B)=Uap © (2.6)
A A

En conséquence, si le champ électrique posseéde une norme constante
E le long d'une ligne de champ, la tension existante entre deux points
de cette ligne de champ distants de d vaut U = Ed.

2.2 L'énergie électrostatique

Nous distinguerons deux cas de figure.

1. Soit une charge électrique est plongée dans un champ électrique
créé par un systeme électrique extérieur. On dira que la charge est
en interaction avec un champ électrique extérieur et on montrera
que l'on peut définir une énergie potentielle électrique.

2. Soit N charges sont en interaction mutuelle. On montrera que ce
systeme de charges possede une énergie potentielle interne.

Energie potentielle d’une charge dans un champ
extérieur

La force électrostatique que subit une charge ¢ plongée dans un champ

- = = e e .
extérieur E ¢y vaut F = g E ¢y En vertu de la définition du potentiel
électrique, on a

— —
Eext = _gradvext

oll Vext désigne le potentiel électrique. On peut aussi écrire

— — R
F =qEcx = —grad§, avec €, =qVexx © (2.7)
ou ‘€, désigne I'énergie potentielle électrostatique. Cette énergie s’ex-

prime en joule et n'est pas a confondre avec le potentiel électrosta-
tique.

L’électron-volt

Une charge électrique g soumise a un champ électrique voit donc
son énergie cinétique varier suivant la relation (conservation de
I'énergie) :

EcatqVa=C.+qVp = €.B=8.A+qUsp

2.2 L’énergie électrostatique

TABLE 2.1 — Ordres de grandeur

17



18 2 POTENTIEL ET ENERGIE ELECTRIQUES

FIGURE 2.4 — Distribution de N charges
ponctuelles.

Autrement dit, le gain d’énergie ne dépend que de la tension élec-
trique entre la position initiale et la position finale :

A€ = qUap

Lorsque g = e et Usp = 1V, le gain d’énergie vaut, par définition, 1
électron-volt. Ainsi,

1eV=1,6.10"7]

Energie d’interaction d’un systéme de charges

Considérons une distribution stationnaire de N charges électriques
{gi=1,...,n } situées en P;. On note r;; la distance qui séparent les charges
qi et q;. Par définition, I'énergie électrostatique €p int d'un tel systeme
représente le travail qu'un opérateur doit fournir pour amener, de
facon quasi-statique et depuis l'infini, les charges dans leur position
finale. Puisque la force électrique est conservative, I’énergie que 'on
doit dépenser ne dépend pas de la maniere dont on s’y prend pour
constituer le systéme.

Commencons donc par placer la charge ¢1 en P1, ce qui ne nous cofite
aucun travail. Ensuite amenons depuis l'infini la charge g, en P».
Lors de cette opération, la force électrique qui agit sur g, produit un
travail

W= _A%p = cgp|initial - Cgplﬁnal = q2 (Vinitial = Vinal)
Ici, le potentiel électrique auquel est soumis la charge ¢, vaut

V(r)= 2 1C don W=-—02
dreyr 4neprin
Ce que l'on cherche n’est pas le travail de la force électrique mais le
travail qu'il faut fournir pour s’opposer a celle-ci. Si le déplacement se
fait de maniere quasi-statique, on doit fournir un travail opposé a W.
Pour un systéeme de 2 charges, on trouve donc

q192

c(g int =
pm 471'607‘12

Ajoutons maintenant une troisieme charge g3. Cette opération nous
cotite une énergie supplémentaire

q1 + 92
471’60 r13 471'60 ro3

q3 (Vtinal = Vinitial) = 43

de sorte que I'énergie d'un systeme de trois charges vaut

q142 i 4193 + 4293

((g int =
pm 47‘(60 r12 471’60 r13 471'60 ro3

On trouve ainsi autant de termes ¢;q;/(4neyr;;) que de couples en
interaction, ce qui se généralise sans difficulté : I’énergie d’interaction



2.2 L’énergie électrostatique

d’un systeme’

interaction.

qiq j qi4j
€= — % - Q 2.8
p int Z dreyrij Z Z dreyrij 28

couples (i,j) =1 j<i

On peut aussi reformuler en faisant intervenir le potentiel que subit la
charge g;, a savoir :

T €0 Tij
Cela donne On rappelle que
N N Z Uij = Z uij + Z Uiy
ZZ qiq; 1 Z q9i9; 1 Z q; i+ ij<i Lj>i
t = == —_— == ; —
p in P 4re Fij 2 57 4re Fij 2 p E e 4re Tij ce qui donne lorsque u;; = uj;
1 D=2 ) wj
= 3 Z q:Vi (2.9) ij#i ij<i
i=1

Notez que cette énergie ne dépend que des positions relatives des
charges les unes par rapport aux autres. En effet, ’expression (2.8) est
invariante par translation et/ou rotation du systéeme de charges. De ce
fait cette énergie est liée a la configuration de ’ensemble; il caractérise
donc le systéme et on ne peut imputer une partie de I’énergie a une
charge particuliere.

Calculer l'énergie potentielle électrostatique d'un systéeme
constitué de N > 1 charges g disposées de facon alternative avec N
charges —¢ le long d’une ligne; 1’'espacement entre deux voisins étant
constant et fixé a a.

q - - - -q

¢ a9 -9 94 -9 q
0 0 0 6 0 0 0 o

2111 1,1, .
Ondonnel-5+3-3+5+-=In2
ZNIHZqZ

Rép. €,
P- Cpint = drepa

La valeur négative d’une telle énergie, comme dans 1’exercice précé-
dent, signifie simplement qu’il faut fournir de 1’énergie pour séparer
les charges et les emmener a l'infini.

constitué par N charges ponctuelles vaut 9. On parle aussi d’énergie de mutuelle






LE DIPOLE FELECTRIQUE

Les faits montrent que des corps neutres peuvent malgré tout interagir
via des forces de nature électriques, dite dipolaires. Ce cours aborde
ces aspects qui jouent un role important dans la modélisation des
interactions moléculaires ainsi que dans le phénomene de polarisation
de la matiere en général.

Ce chapitre est accessible en ligne a ’adresse :

https : //femto — physique.fr/electromagnetisme/dipole — electrique.php

3.1 L'approximation dipolaire

Potentiel créé par un doublet électrostatique

On appelle doublet électrostatique, un ensemble de deux charges
ponctuelles opposées +q et —g séparées d'une distance a. Sur la figure
ci-contre, on note que l’axe AB est un axe de révolution. De plus, le
plan contenant le doublet et le point M, est un plan de symétrie de la
distribution. Par conséquent,

E(M) = E,(r,0)it; + Eo(r, 0)iry

Sil’on note r; = AM et o = BM, le potentiel créé par ce doublet en un

point M s’écrit
1 1
vimy = -1 (_ _ _)
47(60 ri r

Notons que 'équipotentielle V = 0 est 'ensemble des points telles que
r1 = rp ce qui correspond au plan médiateur du segment [AB], lequel
représente également un plan d’antisymétrie de la distribution.

Cherchons maintenant a calculer le potentiel loin du doublet; c’est-
a-dire a une distance r > a. Calculons le terme prépondérant du
potentiel a I'aide d'un développement limité. On a (théoreme de Py-
thagore généralisé)

5 — —12 a2 o
r1:HAO+0MH :(E) +r°—arcosf
D’ou
1 1 a\2 acos@]_l/2
SO
ror 2r r

Si on se contente d"une approximation a 'ordre 1 en a/r, on trouve

1 1
1 _(1+ac059)

rr 2r
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FIGURE 3.1 - Doublet électrostatique


https://femto-physique.fr/electromagnetisme/dipole-electrique.php

22 3 LE DIPOLE ELECTRIQUE

FIGURE 3.2 - Distribution de N charges
ponctuelles.

De méme pour 1/r; (0 —» 7 -6):

1 1 ( acos 6 )
[

rpr 2r

Finalement, loin du dipdle, on peut approcher le potentiel par

ga cos 6
= Treor? pour r>a
Cela constitue I'approximation dipolaire. On remarque que le potentiel
décroit a grande distance comme 1/ r2. En effet, loin du doublet, on
«voit » une charge totale nulle ce qui explique que les effets électriques
diminuent plus vite que ceux d"une charge ponctuelle.

Moment dipolaire électrique — On note également que le potentiel
dépend du produit ga qui représente le moment dipolaire électrique du
doublet. On définit le moment dipolaire 77 du doublet par

B =gBA © 3.1)

orienté de la charge négative vers la charge positive. Ce moment
s’exprime en C.m. On peut alors exprimer le potentiel dans 1’approxi-
mation dipolaire a ’aide du moment dipolaire :

—
7w _7-OM
2

Vdipolaire = (3.2)

dreyr 4reg r®

Généralisation

Généralisons le résultat précédent en considérant une distribution loca-
lisée de charges. On suppose qu'un ensemble de N charges (g1, ...,gn)
occupe un volume fini. Nous noterons q, la dimension caractéristique de
cette distribution. Cette distribution peut par exemple modéliser une
molécule, un ion complexe, un métal chargé etc. On cherche a calculer
les effets électriques (potentiel et champ électrique) dans 1’approxi-
mation dipolaire, c’est-a-dire pour des points M situés a une distance
grande devant a.

Plagons l'origine O d'un repere dans la distribution puis adoptons les
notations suivantes :

e r =0M, la distance entre O et M ;
* r; =P;M ot P; repeére la position de la charge g;;
e g; = OP;, la distance entre O et P;.

Le potentiel électrostatique créé en M par la distribution de charges
s’écrit
N

V(M) = qi

dregr;
=1 ol

avec

oo 22



3.1 L’approximation dipolaire

Puisque a;/r < 1, effectuons un développement limité du potentiel a
'ordre 2 en a;/r a I'aide de la relation (1+¢€)™"2 = 1-1/2¢ +3/8€ +

0(€?):
N 2
o |, OM-0F 3(OF®) -or'
V(M) = ) Tneor Tt ——+ 53 to|—

Sil’on néglige les termes d’ordre supérieur a 2, on obtient I’approxi-
mation suivante :

RSN N
2i 4 + (2i qiOP;) - u; + Q

V(M) ~
(M) 4dregr 4regr? 4reg r3

On voit apparaitre des termes décroissant en 1/r". Les trois termes sont
les premiers termes de ce que 1'on appelle le développement multipolaire
de V(M) :

1. Le premier terme désigne le terme unipolaire. C’est le terme pré-

pondérant lorsque la charge totale est non nulle. Par exemple, 11. On montre que dans ce cas, i I'on

un ion crée un champ quasi-newtonien des que 1’on se trouve a place O au barycentre des charges, le
une distance grande devant sa taille!!. deuxiéme terme disparait et le terme
N ) . . . 3 suivant varie en 1/r3 (terme quadrupo-

2. Le deuxieme terme représente le terme dipolaire. Il devient pré- laire).

pondérant lorsque la charge totale est nulle & condition que
2i QiO_P; # 0. Clest par exemple le cas d’'une molécule neutre
qui ne présente pas de centre de symétrie (on parle de molécule
polaire), comme par exemple H>O, HCI, etc.

3. Le troisieme terme représente le terme quadrupolaire. Il décroit en
1/r3 et dépend du moment quadrupolaire @ = 3, 3g;a? (3cos? 6; — 1)
qui mesure 1’écart a la symétrie sphérique.

A retenir

Pour une distribution électriquement neutre, on définit le moment

dipolaire électrique
—
7= Z qiOP;

Si ce moment dipolaire est non nul, le potentiel électrique s’écrit
dans I’approximation dipolaire :

- —
.ur

P
4mey r?

Vdipolaire M) =

Moment dipolaire électrique

La notion de dipole trouve naturellement sa place dans la description
de certaines molécules pour lesquelles le barycentre des charges po-
sitives ne coincide plus avec le barycentre des charges négatives. En
effet, supposons une distribution de charges électriquement neutre,
contenant N, charges positives {¢;*} et N_ charges négatives {q;"}.

23



24 3 LE DIPOLE ELECTRIQUE

TABLE 3.1 — Entités chimiques et types
d’actions électriques produits.

12. Un théoreme général stipule que le
premier moment multipolaire non nul
est indépendant du choix de l'origine
(12] p.181).

Halogénure | Moment dipolaire
HF 1,97D
HCI 1,03D
HBr 0,78 D
HI 0,38D

TABLE 3.2 — Moments dipolaires des ha-
logénures d’hydrogene.

Entité chimique H>0 Ho HC¢ COz NHj He
Charge 0 0 0 0 #0 0
Moment dipolaire #0 0 #0 0 0 0
Moment quadrupolaire #0 #0 #0 #0 #0 0

Potentiel a longue distance | 1/r> 1/r3 1/r2 1/r® 1/r 1/r" n>4

L’électroneutralité se traduit par la relation
Niqi* =-N_qi" =Q

Cette neutralité électrique induit que le moment dipolaire ne dépend
pas du choix de 'origine!? . En effet,

ZQiﬁ:Zin+ZQiﬁ=ZQiﬁ

Notons maintenant B, le barycentre des charges positives et B_ celui
des charges négatives. Par définition du barycentre, on a

Qﬁj: Z Qi+613)i et —QC_)%——)= Z qi_c—)I;)i

charges + charges -

Par conséquent
— — — — —
> q0Pi= > g *OPi+ » g, OP =QOB, - QOB

i

charges + charges -

Ainsi, le moment dipolaire peut se réécrire

7 =0B_B, © (3.3)

Le moment dipolaire est donc lié au fait que le barycentre des charges
négatives ne coincide pas avec le barycentre des charges positives.
Quand une molécule présente cette propriété on dit qu’elle est polaire
(H»0, HCI, NO, etc.) alors que si elle présente un centre de symétrie on
dit qu’elle est apolaire (He, N, O,, CO,, etc.). Le tableau ci-dessous
recense quelques exemples d’entités chimiques et le type d’action
qu’elles produisent.

Ordre de grandeur — Le moment dipolaire s’exprime en C.m dans
le Systeme international d’unités mais les chimistes préferent une
unité plus adaptée au monde moléculaire : le debye (symbole : D). Par
définition

1D =333564.10"" C.m ~ %.10-29 Cm

Le Table 3.2 donne les moments dipolaires des halogénures d’hydro-
gene mettant en évidence le phénomeéne d’électronégativité : 'halo-
gene déplace vers lui le barycentre des charges négatives ce qui induit
un moment dipolaire dirigé vers H. Ce phénoméne augmente de l'iode
vers le fluor, élément le plus électronégatif du tableau périodique.

11 est pratique parfois de décomposer un systéme neutre en N sous-
N . . . —
systémes neutres auxquels on associe un moment dipolaire p;. Dans



ce cas, le moment dipolaire de la distribution compléte est la somme
vectorielle 7 = Y, p;. C'est pourquoi, on peut calculer le moment
dipolaire d"une molécule en sommant vectoriellement les moments
dipolaires associées a chaque liaison.

Exemple — Identification d’un isomere

L'un des isomeres du dichlorobenzéne a pour moment dipolaire p = 1,5 D.
Sachant que la liaison C — Cl possede un moment pg = 1,6 D et que la
liaison C — H est quasi apolaire, on peut déterminer cet isomere. En effet, le
dichlorobenzene existe sous trois formes possibles :

ortho méta para
Cl Cl Cl
: e
P2
Cl 171)

Si 'on néglige le moment dipolaire des liaison C — H, alors le moment
dipolaire résulte de la somme vectorielle des moments dipolaires associées
aux liaisons C — Cl. Si I'on note a 1’angle entre ces liaisons, on a

P =pi+ps = p=2pycos(a/2)

On en déduit a = 124°, valeur assez proche de 120°. Par conséquent, il
s’agit de la forme méta-dichlorobenzeéne.

Champ électrique dans I’approximation dipolaire

Intéressons au champ électrique créé par une distribution électrique-
ment neutre et présentant un moment dipolaire. Se placant dans 1’ap-
proximation dipolaire, il suffit de calculer ’opposé du gradient!® du
potentiel Viipolaire (M) :

—_— —_— —_—
Utilisons l'identité grad(fg) = fgrad(g) + ggrad(f) en prenant g =
?-O_I\)/Ietle/ﬁ:

1
4re

1

73

EM) =

grad (p 'OM) + (p -OM)grad (—13)]
r

D’une part,

grad (p -OM) =grad(pxx+pyy+p.2)=p

d’autre part,

—c>1 1) 3u,
gra r_3__r4

3.1 L’approximation dipolaire

13. D’un point de vue mathématique, la
démarche n’est pas rigoureuse. Il fau-
drait, en principe, calculer directement
le champ électrique puis faire tendre r
vers I’co : on obtient le méme résultat.
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26 3 LE DIPOLE ELECTRIQUE

FIGURE 3.3 - Lignes de champ (lignes continues) et équipotentielles (lignes discontinues) créées par un dipole. A gauche, dans
I'approximation dipolaire, a droite au voisinage de 'origine.

On serait tenté de conclure que, comme
le laisse penser le schéma, les lignes de
champ se referment a I'origine. Cepen-
dant au voisinage de 'origine, ’approxi-
mation dipolaire n’est plus valide. Un
examen attentif de ce qui se passe pres
de I'origine montre que les lignes ne se
referment pas : cette propriété est géné-
rale en électrostatique.

Attention, il ne faut pas confondre cette
énergie avec

qiqj

Epint = 4neyrif
couples (i,j) 0%ij
qui représente 1'énergie interne du di-
pole, somme des énergie d’interactions

mutuelles entre les charges du dipole.

On obtient finalement

R 1 2p cos b
EM) = —— [3(F - w)w -] = psiné
4regrd 4reqrd 0

ot1 la derniere expression est obtenue en orientant le moment dipolaire
suivant 'axe (Oz) et en repérant le point M en coordonnées sphé-
riques.

Notons que le champ électrique décroit en 1/r% et qu’il n’est pas iso-
trope. La Figure 3.3 représente les lignes de champs électriques et les
équipotentielles, vues de loin et vues de pres.

* On remarque que les lignes de champ présentent deux lobes
symétriques perpendiculaires au moment dipolaire. On peut
montrer que les lignes de champ ont pour équation paramétrique
r(6) = K’ sin? .

* Quant au potentiel électrique, la formule (3.2) permet de trouver
I’équation paramétrique des équipotentielles : » = KVcos 6.

3.2 Interactions dipolaires

Energie d’un dipdle dans un champ électrique extérieur

Supposons un dipdle électrique situé en O et plongeant dans le champ

électrique Eex créé par une autre distribution de charges. Notons
Vext(X, ¥, 2) le potentiel associé. Insistons sur le fait que ces champs
sont sans rapport avec les champs produits par le dipole lui méme.

Cherchons a exprimer I'énergie du dip6le €, dans I’hypothese ot le
champ extérieur varie peu a 'échelle du dipdle. Si 'on adopte un
modele de distribution discrete pour le dipdle, on a

%P = Z ql‘Vext(xi/ Yis Zi)
i

ol x;, y; et z; sont les coordonnées du point P;.



Compte tenu des hypotheses, contentons nous d’effectuer un dévelop-
pement du potentiel & 1’ordre un, autour de O :

O0Vext " .6Vext + Aavext -

—_—
Vext(Xi, ¥i, 2i) = Vext(0,0,0) +x; Yi Zi = Vo= Eexi - OP;
ox oy 0z

L'expression de I'énergie devient

C(gp = Z qiVo — (Z QiO_P;) 'E)ext

En vertu de la neutralité électrique du dipdle et de la définition du
moment dipolaire, on trouve

N
Cp=—D Eext © (3.4)

On considere une molécule A de taille caractéristique a de
moment dipolaire 7 en interaction avec un ion B assimilable a une charge
ponctuelle gg située a la distance AB > a de la molécule. On peut dé-
terminer 1"énergie de cette interaction en considérant que la charge est
plongée dans le potentiel produit par la molécule, ou que la molécule est
plongée dans le champ créé par la charge ponctuelle. Déterminer I'énergie
d’interaction de ces deux manieres, et vérifier la cohérence.

—
qop - AB

Rép. — Les deux approches donnent €, = —.
p pp P 471'6() AB°

Dipole rigide dans un champ uniforme

Plongeons une molécule polaire dans un champ électrostatique ex-
térieur uniforme TZ)ext. On suppose que cette molécule conserve un
moment dipolaire constant : on dit que le dipole est rigide. Quelles
sont les actions que subit le dipdle de la part du champ extérieur?

Commencons par écrire I'énergie d'interaction :
—_ =
Ep=—p Eext = —pEextcOs0

Notons tout d’abord que I'énergie ne dépend pas de la position du
dipole. Cette invariance par translation se traduit par une résultante
des forces nulles. On peut le vérifier en calculant directement la force

— — — —
F =ZQiEext:Eext Z‘]i: 0
i i

Ainsi la molécule n’est pas accélérée. En revanche, elle est soumise
a un couple qui tend a la faire tourner. D’apreés le profil de I’énergie
potentielle, on voit que le systeme va chercher & adopter la configura-
tion la plus stable, c’est-a-dire celle correspondant a un alignement du
dipdle avec le champ extérieur (6 = 0). On peut calculer le moment de
ce couple d’orientation :

électrique :

- — — —
I'= ZOPiAQiEext:?)AEext
i

3.2 Interactions dipolaires

—
p
4

—_ ——

N
E ext

FIGURE 3.4 - Dipodle rigide dans un
champ uniforme.

%p

%max

Cgmin

FIGURE 3.5 — Profil énergétique
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28 3 LE DIPOLE ELECTRIQUE

14. Mathématiquement le couple est nul
lorsque le dipole est antiparallele avec
le champ électrique. Cependant, on peut
voir sur le profil énergétique que cette
configuration n’est pas stable : toute per-
turbation angulaire suffit a faire appa-
raitre un couple qui tend a éloigner le
dipole de cette configuration.

15. Nommées ainsi en ’honneur du phy-
sicien néerlandais Johannes Diderik van
der Waals (1837 — 1923), prix Nobel de
physique 1910, qui fut le premier a in-
troduire leurs effets dans les équations
d’état des gaz en 1873.

moment qui tend a aligner le dipdle avec le champ électrique!*. Ainsi,
I'action d"un champ électrique uniforme consiste en une orientation
du moment dipolaire suivant le champ électrique.

Exemple

Lorsque 1'on dissout un ion en solution aqueuse, les molécules d’eau
entourent I'ion en orientant le moment dipolaire de la molécule d’eau
dans le sens du champ créé par 1'ion. Ce processus permet d’atténuer
efficacement le champ électrique créé par 1'ion.

Dipole rigide dans un champ non uniforme

Supposons maintenant que le champ ne soit plus uniforme et admet-
tons que le processus d’orientation du moment dipolaire suivant le
champ électrique soit réalisé a tout instant. Dans ce cas, 1’énergie du
dipole s’écrit €, = —pEex. Les actions qui apparaissent font en sorte
de diminuer cette énergie : autrement dit, le dipdle est soumis a une
force qui tend a le déplacer dans la zone ou regne le champ le plus fort.
Mathématiquement, on a

— — —_—
F = —gradép, = p gradEex

Actions d’'un champ non uniforme sur un dipole

Un dipodle rigide dans un champ non uniforme est soumis a une
force qui tend a le déplacer vers les zones ol réegne un champ
électrique fort (une fois le dipdle aligné avec le champ).

C’est ce qui explique par exemple qu'un baton d’ébonite frotté (et donc
chargé) attire des morceaux de papier (isolants neutres). En effet, la
tige d’ébonite crée un champ électrique qui polarise le morceau de
papier, lequel acquiert un moment dipolaire forcément orienté avec le
champ électrique. Ce champ étant plus intense pres de I'extrémité du
baton, le morceau de papier va venir s’y coller.

Interactions de van der Waals

Au sein de la matieére, les molécules, bien qu’électriquement neutres,
sont soumises a de faibles interactions attractives que ’'on désigne
par interactions de van der Waals'> . Ces interactions jouent un role
important dans la science du vivant, en chimie et en physique des
interfaces. Elles sont par exemple responsables de la cohésion des cris-
taux liquides et moléculaires. Les phénomenes de tension de surface
reposent également sur cette force. On peut interpréter I'interaction de
van der Waals comme le résultat d"une interaction entre dipdles dont
I'énergie d’interaction se décompose en trois termes :

Evdw = EKeesom + %Debye + €London
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Terme de Keesom : deux molécules polaires de moment dipolaire pq
et p> auront tendance a orienter leur moment dipolaire dans le
sens du champ produit par l'autre dipole puis a se rapprocher
du fait de l'attraction vers les champs forts. Du fait de 1’agitation
thermique, il faut moyenner cette interaction sur toutes les orien-
tations possibles. On montre alors que l'énergie d’interaction
moyenne entre deux dipdles permanents distants de r s’écrit

piip? 1

3 S ) S
Keesom kpT (4mey)? ro

Terme de Debye : il s’agit de I'interaction d’une molécule polaire avec
une molécule apolaire, comme par exemple l'interaction entre
H>O et Oz. La molécule apolaire ne présente pas de moment
dipolaire en raison de I'existence d"un centre de symétrie, cepen-
dant, en présence d'un champ électrique, le nuage électronique
se déforme ce qui déplace le barycentre des charges négatives et
induit I'apparition d"un moment dipolaire : on dit que la molé-
cule s’est polarisée. Le moment dipolaire induit est proportionnel
au champ électrique extérieur :

— —
D induit = €0 E ext

ol « désigne la polarisabilité. Ainsi, en présence d'un dipdle
permanent, une molécule apolaire se polarise et a tendance a
s’orienter suivant le champ polarisant puis a se rapprocher de
la molécule responsable de cette polarisation. On trouve une
énergie d’interaction

pila 1

Biebye = — 2~
Pebye = " 6n2eq 16

Force de London : on pourrait penser que deux atomes apolaires
(comme les gaz rares) ou deux molécules apolaires (comme Oy)
n’interagissent pas puisqu’ils ne présentent pas de moment dipo-
laire. En réalité, chaque molécule présente un moment dipolaire
fluctuant p(7) de moyenne nulle TP) = 0. Le terme dinterac-
tion est alors proportionnel a la moyenne P2 qui elle n’est pas
nulle. On montre que le terme d’interaction varie également
comme 1/r°.
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—— répulsion

—— attraction o 1/r

FIGURE 3.6 — Potentiel de Lennard-
Jones.

3 LE DIPOLE ELECTRIQUE

Forces de van der Waals

En résumé, dans la matiere il existe des interactions attractives
entre toutes les molécules. L'énergie d’interaction s’écrit

C
Bvaw = -
;

ce qui donne naissance a une force moyenne attractive

— 6C _,
VDW = ——= Uy
r
La décroissance rapide de la force de van der Waals permet d’ex-
pliquer sa courte portée et son influence dans les milieux denses

(liquide et solide).

Bien entendu, les molécules finissent par se repousser lorsqu’elles sont
en contact proche du fait de la répulsion électronique et du principe
d’exclusion de Pauli. Cette effet stérique est en général décrit par un
terme d’énergie répulsif en 1/r'2. Un modele trés souvent utilisé en
dynamique moléculaire pour sa simplicité, est le modeéle de Lennard-

Jones :
w0 =ae](£)- 4]

ol € représente la profondeur du puits de potentiel et a la position
correspondant a une énergie nulle (cf. Figure 3.6). La profondeur du
puits est de 1’ordre du k] /mol ce qui explique 'existence de cristaux
moléculaires, a basse température.

Remarque : La force de van der Waals entre deux atomes isolés a pu
étre mesurée directement pour la premiere fois par une équipe de physi-
ciens frangais en 2013[3]. Cette prouesse a été rendue possible grace aux
technologies associées au refroidissement laser et au piégeage optique.



CONDUCTEURS
ELECTRIQUES

Ce cours aborde les propriétés électriques des conducteurs, aussi bien
al’équilibre que hors équilibre (phénomene de conduction). Ce sera
l'occasion d’introduire les notions de capacité d’un condensateur et de
résistance d’un conducteur ohmique utiles en électricité.

Ce chapitre est accessible en ligne a I’adresse :

femto — physique.fr/electromagnetisme/conducteurs — electriques.php

4.1 Conduction électrique

Un conducteur est un systeme macroscopique qui contient des por-
teurs de charge libres, susceptibles de se mettre en mouvement sous
I'action d"une force extérieure.

Conducteur Porteurs de charge libres
Métal (Cu, Ag, Au, Al, ...) Flectrons libres délocalisés
Semi conducteur dopé (Si, AsGa, ...) Paires électron - trou
Solution électrolytique (KOHaq, NaClag,...) | Ions dissous

Plasma (gaz ionisé) Protons, électrons

Courant électrique

Définition

Le courant électrique est le résultat d'un déplacement d’ensemble de
particules chargées. Son intensité I est donnée par le flux (ou le
débit) de charge qui traverse une section (S). Plus précisément, la
quantité de charge dg qui passe au travers de (S) entre ¢ et ¢ + dr
vaut

dg = I(r) ds

L’intensité électrique s’exprime en ampere (symbole : A) en hom-
mage & André-Marie Ampere. Onadonc1 A =1C.s™!

On peut exprimer l'intensité du courant électrique en fonction des
caractéristiques de 1’écoulement des porteurs de charge, a savoir leur
vitesse moyenne et leur densité volumique. Pour simplifier la démons-
tration, supposons un seul type de porteurs se déplagant tous a la
vitesse moyenne v. Notons p leur densité volumique de charge (en
C.m™3). Considérons une section (S) orientée par la normale 7 et
calculons la quantité de charge la traversant pendant une durée dr.

Tous les porteurs de charge qui traversent I’élément infinitésimal d.S
de la section a l'instant ¢ + d¢, se trouvaient entre les instants ¢ et ¢ + dz
dans un cylindre de base dS et de génératrice V'dz, dont le volume
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TV (M, 1)

ds

FIGURE 4.1 — Calcul du débit de charge
traversant une section.

TABLE 4.1 - Quelques ordres de gran-
deur

s’écrit dr = dSdrV - 7. Ainsi, la quantité de charge d*q qui traverse
la section dS entre ¢ et 7 +dr vaut d’q = p dr. En intégrant sur toute la

section, on trouve
dg =d:// o7 - dS
(S)

Mathématiquement, l'intensité s’interpréte donc comme le flux d'un
e — £ ces £ .
vecteur j = pV appelé densité de courant électrique :

[//m?? a5 S 4.1)
A.m

7] % [m?]

1(1)
[A]

Si le courant est réparti uniformément, le vecteur densité de courant
est constant sur la section § et I'intégrale se réduit a :

=778

Dans le cas ol plusieurs porteurs de charge transportent le courant il
faut sommer toutes les contributions :

—_
j=.pv 9 (42)
i

Arrétons nous un instant sur les ordres de grandeur. Le Table 4.1 donne
quelques valeurs d’intensité que 1’on rencontre dans le quotidien. Es-

Ordre de grandeur | Phénomeéne

1mA seuil de perception chez ’humain

75 mA seuil de fibrilisation cardiaque irréversible
1A fonctionnement d’une lampe halogene
10A radiateur électrique en fonctionnement
1kA alimentation d’un moteur de locomotive
1-100 kA courant de foudre

sayons d’estimer la vitesse des porteurs de charge dans une installation
domestique. Par exemple, un fil de cuivre de section s = 2,5 mm? sup-
porte un courant d’intensité Imax =20 A (normes francaises). La densité
de courant correspondante vaut

I
j=—"2=810° Am™
s
Le cuivre a pour densité d = 8,96 et une masse atomique m = 63,5 u.a.
De plus, chaque atome de cuivre libére un électron libre. Ainsi, 1 m?
peése 8,96.10° kg ce qui correspond a 8,96.10%/63,5.10~% mole de cuivre.
La densité volumique des porteurs de charge vaut donc

_8,96.10%

p = s X 6,02.10% X 1,610 = 1,410 Cn

la vitesse moyenne des électrons est alors donnée par v = j/p =
0,6 mm.s~!. La vitesse moyenne correspondant au transport de 1'élec-
tricité est trés faible devant la vitesse d’agitation thermique qui est de
l'ordre de 10° m.s~!. On peut aussi noter que si le fil est traversé par
un courant alternatif de fréquence f = 50 Hz et d’intensité maximum



20 A, le déplacement moyen des électrons libres oscillera avec une
amplitude

v 610 5

T oxf T 100xx K™

Loi d’Ohm locale

. N . . — “s
Un conducteur soumis a un champ électrique E est le siége d'un
courant électrique de densité de courant

- -
J=vE ©

(4.3)
ol y désigne la conductivité électrique et s’exprime en siemens par
metre (S.m™!). Elle dépend du conducteur, de la température et de la
pression. Par exemple, dans les métaux, y diminue quand la tempéra-
ture augmente. Le Table 4.2 donne quelques valeurs de conductivités
a 20°C. Notez le rapport d’échelle entre les isolants et les conducteurs.

Bons conducteurs Mauvais conducteurs Isolants

Substance 7y (S.m™1) ‘ Substance y (S.m™1) ‘ Substance v (S.m™1)

Argent 6,1.107 Eau de mer 0,2 Huile minérale 2.10°11

Cuivre 5,8.107 Silicium 4,310 | Verre Pyrex 10715

Or 4,5.107 Eau distillée ~ 2.107% Quartz 2.10717
Modele de Drude

En 1900, Paul Drude propose un modeéle classique qui explique qualita-
tivement la conduction électrique. Ce modele repose sur les hypotheses
suivantes.

1. Approximation des électrons libres : les électrons de conduction
forment un gaz parfait de particules chargées indépendantes (malgré
la présence des ions métalliques). En 1’absence de champ exté-
rieur, ces électrons libres ne ressentent aucune force en moyenne
et se déplacent en ligne droite du fait de 1’agitation thermique.

2. Les électrons sont diffusés par les défauts cristallins. Apres
chaque collision, la vitesse est redistribuée de fagon aléatoire.

3. Le temps de libre parcours moyen ou temps de relaxation 7 est la
durée moyenne entre 2 collisions. 7 est indépendant de la vitesse
des électrons. Son ordre de grandeur est 10714 s.

Dans ce modele, entre deux collisions, la vitesse d’un électron soumis
. s . — L e .
a un champ électrique extérieur E, vérifie la seconde loi de Newton
(modele classique) :
ﬁ
dv

— .
m,—— = —ekE soit V==
dr Me

4.1 Conduction électrique

TABLE 4.2 - Ordres de grandeur de
conductivités électriques.

FIGURE 4.2 - Modeéle de Drude.
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FIGURE 4.3 — Cylindre conducteur.

ot1 vy désigne la vitesse aprés la derniére collision et ¢ le temps compté
a partir de la derniere collision. Le courant étant lié au mouvement
d’ensemble, il faut effectuer une moyenne sur 'ensemble des électrons
au méme instant.
-
ek

_V>m0y =T <t> + <V_(>J>

Or, la vitesse étant redistribuée dans toutes les directions apres chaque
collision, ceci de facon aléatoire, on a <70)> = —0) De plus, la moyenne
(t) correspond a la moyenne des temps de collision c’est-a-dire .
Finalement, on obtient une vitesse d’ensemble

— eT—

V moy =

Me

La vitesse d’ensemble est proportionnelle au champ électrique. Le
coefficient de proportionnalité s’appelle la mobilité y :

N —
Vmoy:ﬂE

Si 'on note n la densité d’électrons libres (en m‘3), on voit que le
vecteur densité de courant est proportionnel au champ électrique et

L2 2r 2 i
s’écrit j = ne_v>moy = &L E. On retrouve donc la loi d’Ohm locale
e
- - ne*r
j =vE avec vy=

e

Ce modele permet d’expliquer, par exemple, pourquoi la conductivité
des métaux diminue quand la température augmente. En effet, lorsque
I'on chauffe un métal, les vibrations du réseau s’amplifient ce qui
augmente la probabilité qu’il y ait collision et donc diminue le temps
de relaxation.

Notion de résistance

Pour introduire la notion de résistance d’un conducteur, considérons
un cylindre conducteur le longueur ¢, de diametre d et donc de sec-
tion droite s = 7d?/4, soumis a une tension électrique U entre ses
extrémités.

Faisons I’hypothése que le courant électrique est uniforme sur la sec-
tion et axial. La section étant constante, la densité de courant est
constante le long du cylindre. De plus, la relation j = yE implique que
le champ électrique est axial et constant le long du conducteur. L'inten-
sité électrique vaut alors I = js = yEs et la tension électrique entre les
extrémités vaut U = [ E d¢ = EC. Le rapport des deux relations permet
d’obtenir la loi d’Ohm pour un fil conducteur cylindrique :

1¢
U=RI avec R=—- © (4.4)
v

De maniere générale, la loi U = RI constitue la loi d’Ohm intégrale et
R désigne la résistance du conducteur dont 1’expression dépend de



la conductivité et de la géométrie. La résistance s’exprime en ohm
(symbole Q) en hommage a Georg Ohm.

Application — La thermistance

L'inverse de la conductivité d'un métal, appelée résistivité, varie linéaire-
ment avec la température (% = po +aT) de telle sorte que la résistance peut
servir de thermometre une fois étalonné. Le fil de platine est couramment
utilisé ainsi : on parle de thermometre a résistance de Platine.

4.2 Conducteurs en équilibre électrostatique

On s’intéresse dorénavant a ’équilibre de conducteurs électrisés (char-
gés) placés dans le vide.

Propriétés des conducteurs en équilibre

A l’équilibre, un conducteur n’est soumis a aucun mouvement ma-
croscopique. Notamment, Il n'y a pas de courant électrique macrosco-

pique. Par conséquent,
- =
;=0

Bien évidemment, a 1’échelle de 1’atome les électrons sont en mouve-
ment, mais a I’échelle mésoscopique!” ces mouvements incessants se
compensent en moyenne. Dong, selon la loi d’'Ohm, il ne régne aucun
champ électrique au sein du conducteur :

— -

E int = O v (45)
Insistons sur le fait qu’il s’agit ici du champ électrique local moyenné
a l’échelle mésoscopique. Bien entendu, & ’échelle de 1’atome, regne
un champ électrique extrémement important et fluctuant.

N . . . . .. H
A l'intérieur du conducteur, le potentiel doit vérifier Eine = —gradVipt =
—
0 soit
Vine = C © (4.6)

Le potentiel électrique est uniforme au sein du conducteur a I'équilibre.
Autrement dit, le conducteur a I’équilibre est un volume équipoten-
tiel. Les lignes de champ électrique étant perpendiculaires aux équi-
potentielles, on voit ici que le champ électrique au voisinage extérieur
du conducteur est normal a la surface.

En vertu du théoreme de Gauss, que nous verrons ultérieurement,
le fait que le champ électrique soit nul a l'intérieur du conducteur
implique que la densité de charge volumique est nulle partout.

Pint = 0 v (47)

4.2 Conducteur en équilibre

Supraconduction

En 1911, Kamerlingh Onnes (Prix
Nobel 1913), découvre le phéno-
mene de supraconduction sur le mer-
cure : en dessous d'une certaine tem-
pérature, dite température critique
et notée 7., certains métaux perdent
completement leur résistivité[4].

Mercury
superconducting
transition

010

Azero
Ricy)| resistance
statell

0.05

Q 41 42 4.3 4.4
Temperature (K)

La supraconduction ouvre des pers-
pectives de transport de 1'électricité
sans perte d’énergie (voir effet joule
en électricité) a condition de trouver
un supraconducteur de température
critique située dans le domaine de
température ambiante.

Depuis 1911, ce phénomene fut dé-
couvert dans de nombreux métaux
et alliages avec des records de tem-
pérature critique qui progressérent
doucement.

Un grand saut fut fait en 1986 avec
la découverte d"une nouvelle famille
de supraconducteurs : les cuprates,
composés de couches d’oxyde de
cuivre. Récemment, la barre des
—100°C a été franchie puisqu’'un ma-
tériau a base de sulfure d’hydrogene
a conservé sa supraconductivité jus-
qu’a -73°C. Il reste donc encore du
chemin a parcourir avant de trouver
un matériau supraconducteur a tem-
pérature ambiante.

17. Echelle intermédiaire entre I'échelle
atomique et macroscopique. Typique-

ment c’est 1’échelle du micrometre.
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FIGURE 4.4 — Champ au voisinage de la
surface d’un conducteur.

18. Pour étre précis, on montre que le
champ électrique est continu sauf si le
trajet MM’ coupe une distribution surfa-
cique de charge, ce qui n’est pas le cas ici,
car on s’'intéresse au champ créé par la
surface conductrice a laquelle on a retiré
la portion contenant P.

Cela signifie que tout apport de charge a un conducteur va se répartir
a la surface de celle-ci de facon a créer un champ électrique nul a I'inté-
rieur. On caractérise alors le conducteur par sa distribution de charge
surfacique o (P) o1 P désigne un point de la surface du conducteur.
Le champ électrique a la surface du conducteur dépend donc de la
maniere dont se répartissent les charges en surface.

Théoréme de Coulomb

Placons nous a I'extérieur d'un conducteur a 1’équilibre tout en restant
dans le voisinage immédiat d'un point P de sa surface. Dans ce cas, le
champ électrique produit ne dépend que de la densité surfacique en
ce point. C’est ce que montre le théoreme de Coulomb.

Pour le montrer, plagons-nous en un point M au voisinage d"un conduc-
teur. On peut considérer que le champ créé en M est le résultat de deux
contributions :

— — —

Eext(M) = E1(M) + E2(M)

ol E{ est le champ créé par une portion de conducteur suffisamment
petite pour qu’on puisse 'assimiler a un plan tangent, et Ez) celui
dti au reste du conducteur. On a vu qu'un plan infini uniformément
chargé produit un champ électrique E=c /2€y 7 ol 7 est le vecteur
normal au plan. Ce résultat reste valide pour un plan fini de taille
caractéristique L tant que I'on se place a une distance d <« L du plan.
Supposons donc M suffisamment proche du conducteur pour autoriser
cette approximation puis notons 7ex le vecteur unitaire normal a la
surface du conducteur et dirigé vers 1’extérieur. On a donc
E‘)ext M) = @—n)ext + E(M)
€0

Par ailleurs, si I'on consideére le point M’ symétrique de M par la
symeétrie plane passant par P, on a également

oP)—

- -
Eni(M') = - fext + E2(M)

Nous savons qu’a l'intérieur du conducteur le champ électrique est nul
— —

ce qui implique E>(M’) = o(P)/ €0 Tlext. OF, par continuité, E»(M’) =

E>(M) puisque M et M’ sont infiniment voisins!®. Finalement, on

=1 —
trouve Eexi(M) = %O Hext-



Théoréme de Coulomb

Dans un conducteur a I'équilibre, le champ électrique intérieur est
nul, le potentiel électrique est uniforme et les charges se répartissent
a la surface du conducteur. Il regne alors au voisinage immédiat de
la surface chargée (et a I'extérieur) un champ électrique :

— o(P)_,

Eext = HNext
€0

Le théoréme de Gauss et ses conséquences

Le théoréme de Gauss est un théoreme trés général qui relie le flux
électrique et la quantité de charge électrique.

—
Par définition, le flux du champ électrique E a travers une surface
fermée S vaut

O = //SE(M)-—n’ds S (4.8)

ot 77 désigne un vecteur unitaire perpendiculaire a la surface en M et
dirigé vers l'extérieur.

Pour introduire le théoreme de Gauss, calculons le flux du champ
électrique créé par une charge ponctuelle, a travers une sphere de
rayon r centrée sur la charge. Le champ électrique en un point M de la
surface sphérique vaut

-2 q —
EM) = ,
M) 47reor2u

= ey . < L . N
ol u;, est le vecteur unitaire du systeme sphérique. La normale a la
2 . b d 72 .

surface est également suivant u; de sorte que le flux s’écrit

q9 — — q q
®= 2. 2ds = as=4
.//47reor2u " 47reor2..// €

Autrement dit, le flux est proportionnel a la quantité de charge enfer-
mée par la spheére mais ne dépend pas de la taille de la sphere. On peut
se demander ce que devient le flux lorsque la surface qui enferme la
charge n’est plus sphérique. On trouve un résultat surprenant puisque
le flux reste identique : tant que la surface englobe la charge, ® = ¢/¢.
En revanche, si la surface n’englobe pas la charge, on obtient toujours
®=0.

Si maintenant on envisage une distribution quelconque de charges
et une surface fermée S englobant une partie des charges, seule la
quantité de charge gin: intérieure a § contribue au flux : c’est le sens
du théoreme de Gauss.

Théoréme de Gauss

Le flux du champ électrostatique a travers une surface fermée
quelconque, est proportionnel a la quantité de charge enfermée

4.2 Conducteur en équilibre

FIGURE 4.5 — Calcul du flux du champ
électrique que crée une charge ponc-
tuelle a travers une sphére de rayon r.
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par cette surface. La constante de proportionnalité vaut, dans le
Systéme International, Elo

®= //S EM) -7 ds = Iint 4.9)

€

On peut vérifier que le théoreme de Gauss est bien compatible avec le
théoréme de Coulomb. Imaginons que la surface S englobe un conduc-
teur quelconque de charge totale ¢ de facon a ce qu’elle soit infiniment
proche de la surface du conducteur. D’apres le théoreme de Coulomb,
E =0 (P)/en de sorte que

6= /f-?ds:l// c@P)ds=21
€0 PeS €0

ce qui est bien conforme au théoreme de Gauss.

Voyons maintenant quelques conséquences du théoreme de Gauss.

¢ Isolons par la pensée un petit volume V situé a l'intérieur d'un
conducteur al'équilibre. Le champ électrique y étant nul, son flux
a travers la surface qui délimite V est également nul. Par consé-
quent, la charge intérieure au volume est nulle. Ainsi, on peut
affirmer que tout volume (mésoscopique) contient une charge
nulle, ce qui revient a dire que la densité volumique de charge
est partout nulle, a I'intérieur d’un conducteur; ce qui démontre
une des propriétés des conducteurs a I'équilibre.

* Considérons maintenant une sphere conductrice chargée (charge
q) de rayon R. Par symétrie, la charge se répartie uniformément
en surface d’oli une densité surfacique constante o = ¢/ (47 R?).
On connait le champ électrique au voisinage de la spheére, mais
que vaut-il a une distance r quelconque? Pour cela il suffit d’ap-
pliquer le théoréme de Gauss en choisissant pour surface fermée
S la sphere de rayon r et méme centre que le conducteur. On a

¢=//f~‘n’d5=//EdS
S S

car E est colinéaire a 7 = u, compte tenu de la symétrie sphé-
rique. Par ailleurs, l'invariance par rotation implique que le
champ ne dépend que de r. Ainsi, E est constant le long de
la surface sphérique d’intégration. Il vient alors

¢=//EdS=E//dS=E4nr2
S S

Du théoréme de Gauss, il découle donc

=1 q —

=——u, si r>R
dreyr?

Autrement dit, une boule conductrice de charge ¢ produit a
I'extérieur le méme champ qu’une charge ponctuelle g située en
son centre.

* Supposons maintenant un conducteur enfermant une cavité dans
laquelle se trouve une charge ponctuelle g. Le caractére ponc-



tuelle n’a pas d’importance ici; il pourrait tres bien s’agir d'un
petit volume quelconque chargé. Cette charge a pour effet d’atti-
rer ou de repousser (ca dépend de son signe) les électrons libres
du conducteur de sorte que la surface interne du conducteur
présente une distribution de charge ¢’. Pour trouver ¢’, il suffit
d’utiliser le théoréeme de Gauss en choisissant une surface fermée
entourant la cavité et située dans le conducteur. Puisqu’en tout
point de la surface de Gauss le champ électrique est nul, alors
le flux électrique l'est également. Par conséquent, en vertu du
théoreme de Gauss, ¢’ + ¢ = 0 : la surface interne se remplit d'une
charge opposée; c’est ce qu’on appelle 'influence totale.

¢ Si maintenant on retire la charge g, dans ce cas ¢’ = 0. Il est
facile de montrer que la densité de charge est partout nulle sur la
surface interne du conducteur. En effet, si la surface interne pré-
sente une distribution de charge alors elle contient des charges
+ et - (puisque ¢’ = 0). Les lignes de champ partiraient alors
des charges + pour rejoindre les charges - (elles ne peuvent pas
s’arréter dans la cavité puisqu’il n y a pas de charges). Dans ce
cas, on aurait des lignes de champ qui partiraient d’un point

porté au méme potentiel que le point d’arrivée. Or, par nature
— —
(E = —gradV), une ligne de champ ne peut visiter que des points

de potentiel décroissant, ce qui infirme I’hypothése de départ.
Finalement, dans une cavité vide de charge, la surface interne est
également vide de charge ce qui implique un champ nul et un
potentiel constant et égal a celui du conducteur. Cela signifie par
exemple que tout perturbation électrique produite a I'extérieure
du conducteur n’a strictement aucune action a l'intérieur de la
cavité : c’est I'effet « cage de faraday ».

4.3 Notion de capacité

Capacité d'un conducteur

Portons un conducteur 6 au potentiel Vj et notons la charge Qo qui se
répartit en surface. Ce conducteur produit & I’extérieur un potentiel

v = // 407—12)51'

en prenant comme convention V(o) = 0. Les charges se répartissent
donc de fagon a ce que V(M) = Vp pour tout point M € 6.

Définissons maintenant un potentiel V’(M) = V(M) avec A un nombre
réel. Ce potentiel vérifie la condition aux limites V'(M € €) = AV,.
C’est donc le potentiel produit par le conducteur mis au potentiel
Vs = AVp. Notons ¢’ la nouvelle distribution de charges. On a

V'(M)://‘T ds :AV(M):A// odS um
dregr dregr

ce qui implique ¢’ = Ao soit Q) = 1Qo.

4.3 Notion de capacité
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19. Michael Faraday (1791 - 1867) : phy-
sicien et chimiste anglais. En 1831, il
découvre I'induction électromagnétique
qui permettra la construction des dyna-
mos. En 1833, il établit la théorie de 1’élec-
trolyse. Il travailla également sur le phé-
nomene d’électroluminescence, le diama-
gnétisme et 1’action d’un champ magné-

tique sur la lumiére polarisée.

Effet de pointe

Lorsqu’on soumet un conducteur a
un potentiel V, les charges ne se
répartissent pas toujours uniformé-
ment. L'exemple ci-contre montre
que la charge varie comme le rayon
de courbure et donc que la densité
de charge varie comme l'inverse du
rayon de courbure. C’est pourquoi,
le champ électrique devient tres im-
portant au voisinage des pointes
conductrices, la ot1 le rayon de cour-
bure est petit. La simulation ci-
dessous illustre ce phénomene. Cet
effet, dit effet de pointe, permet d’ex-
pliquer pourquoi la foudre tombe le
plus souvent sur des corps pointus
(clochers, arbres) et notamment sur
les paratonnerres qui servent préci-
sément a cela : pres d'une pointe
le champ électrique peut étre suf-
fisamment important pour ioniser
localement 1’air et produire un ca-
nal conducteur qui peut entrer en
contact avec un canal conducteur
descendant; un éclair se produit
alors.

Capcité d’un conducteur

Le rapport

Ql

—? = <) =C>0
v, Vo
est une constante caractéristique de la géométrie du conducteur.
C désigne la capacité du conducteur seul. Elle mesure la capacité
d’un conducteur a stocker une quantité de charge sous un potentiel
électrique donné. La capacité se mesure en farad (F) en hommage

a Faraday'’.

Exemple — Capacité d'une spheére conductrice de rayon R

Lorsque 1’on porte un conducteur sphérique au potentiel Vj, du fait de la
symétrie sphérique, les charges se répartissent de facon uniforme : o~ est
constant. Le potentiel électrique V. produit au centre de la boule se calcule

aisément :
// odS Qo
VC = =
4negR  4megR

La capacité d'un conducteur sphérique s’écrit donc

C= Q = % =4regR
Vo Ve

La capacité d"une boule conductrice est proportionnelle a son rayon. Notez
que si l'on prend un conducteur sphérique de rayon égal au rayon de la
Terre, on trouve une capacité C = 0,7 mF, ce qui montre que le farad n’est
pas une unité tres adaptée; aussi utilise-t-on ses sous multiples.

Les condensateurs

Considérons deux conducteurs 6; et €,. On électrise €; en le portant
au potentiel V1 : il s’entoure alors d"une charge Q1 (positivement pour
fixer les idées). Quant a @y, il est neutre. Approchons maintenant le
conducteur chargé vers le conducteur neutre : le champ électrique créé
par 6; éloigne alors les charges positives et attire les charges négatives.
Ainsi, 6; se recouvre d’une distribution de charge non uniforme telle
que f o dS = 0. Si maintenant, le conducteur 6, est mis a la Terre
(V2 = 0), les charges positives vont étre neutralisées par des charges
provenant de la Terre. Le résultat est que le conducteur 6, se charge
négativement : on dit que le conducteur s’est chargé par influence
partielle. On a la relation

0> =CnVq

ol Cy1 < 0 désigne le coefficient d’influence.

Examinons maintenant le cas particulier o1 le conducteur €, entoure
1. Dans cette configuration, toutes les lignes de champ issues de 6;
arrivent nécessairement sur 6,. La surface intérieure de 6, se recouvre
d’une charge Q> int de signe opposé a celle que contient €. Par ailleurs,
en vertu du théoréme de Gauss on a

01=-02int



On parle d’influence totale et 'ensemble des deux conducteur forme
alors ce que l'on appelle un condensateur constitué de deux armatures
conductrices.

La capacité d’un condensateur mesure 1’aptitude a stocker une quan-
tité de charge sur 'armature interne. En effet, on montre que sil'on
soumet le condensateur a une tension U = V; — V,, I’armature interne
se recouvre d'une charge

01=CU © (4.10)

ot C mesure la capacité du condensateur et ne dépend que de sa géo-
métrie. La capacité d'un condensateur se mesure, comme la capacité
d’un conducteur, en farad (symbole : F). L'ordre de grandeur de C est
variable; ga va grosso modo de 1072 Fa 10 F.

Capacité d'un condensateur plan

On forme un condensateur plan en approchant deux conducteurs
plans soumis a une différence de potentiel. Sur la figure ci-contre,
I'armature du bas est soumise a un potentiel positif V. et celle du haut
a un potentiel V_ de sorte que la tension qui régne entre les armatures
vaut U =V, — V_. Sur les faces en regard se condensent des charges de
signe opposé : on a influence totale. En revanche, sur les faces externes

FIGURE 4.7 — A gauche : condensateur plan. A droite : effets de bord. Pour une animation interactive, voir femto —

physique.fr/simulations/condensateur — plan.php.

des armatures, la densité de charge est quasi nulle. En effet, comme
on peut le voir sur la carte d’intensité du champ, le champ électrique

4.3 Notion de capacité

FIGURE 4.6 — Influence partielle. ©2004
Thomson - Brooks/Cole
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& -

Condensateur Symbaole
FIGURE 4.8 — Fabrication d'un condensa-

teur plan réel

TABLE 4.3 — Permittivités diélectriques
relatives de quelques matériaux.

est intense entre les armatures et quasi-nul a I'extérieur. On remarque
également qu’entre les armatures, les lignes de champ sont rectilignes
ce qui signifie que le champ est uniforme comme on peut également le
voir sur la carte d’intensité. Notez enfin ce qui se passe aux bords des
armatures : les charges ont tendance a se concentrer sur les bords par
effets de pointe, ce qui explique la valeur intense du champ pres des
bords. Le caractére uniforme du champ n’est donc valable qu’entre les
armatures et tant qu’on reste éloigné des bords.

Calculons la capacité de ce condensateur en supposant les arma-
tures suffisamment proches pour pouvoir utiliser le théoreme de Cou-
lomb. Le champ électrique qui régne entre les armatures vaut donc

- — . N .
E = 0 /ey ex. La tension qui regne entre les armatures s’obtient en

intégrant ce champ le long d’une ligne de champ :

A_
U:V+—V_:/ Edi=Ze
A, €

ol e désigne I'espacement entre les armatures. De plus, si 'on néglige
les effets de bord, on peut considérer que la répartition des charges est
uniforme, d’ott Q = oS avec S l'aire de chaque face en regard et +Q les
charges des faces en influence totale. Ainsi, on trouve

o

e

Un condensateur plan, posséde donc une capacité

c=95 (4.11)
e

La relation obtenue indique que plus l'espacement est petit, plus le
phénomene de condensation est important.

Roéle du diélectrique — La formule précédente est valable si l’espace
inter-armatures est vide. En pratique, on enroule deux rubans métal-
liques (aluminium ou étain) jouant le role des armatures, que 'on sé-
pare par deux rubans isolants (papier paraffiné, plastique). La présence
de cet isolant, dit diélectrique, a pour effet d’augmenter la capacité
du condensateur formé suite au phénomene de polarisation électrique
(voir cours Electromagnétisme IT). On montre que la capacité s’écrit
sous la forme

€S
C:7 avec € =¢€)X¢€

oul €, désigne la permittivité diélectrique relative qui dépend du matériau
diélectrique utilisé.

Diélectrique ¢, | Diélectrique &,
vide 1 Mica 3-6
air 1,0006 | Bois 2,5-8
paraffine 2,5-3,5 | Porcelaine 6
huile 4 Glycérine 56

verre 5-10 Eau Pure 81




Energie stockée par un condensateur

Par définition, I'énergie d’un condensateur chargé Wr. est I'énergie qu’il
est susceptible de libérer lors de sa décharge, c’est-a-dire lorsqu’on
rameéne sa tension a zéro en reliant les deux armatures par un fil
conducteur, par exemple.

Considérons l’armature interne au potentiel V et portant une charge
Q. L'armature externe soumise au potentiel Vg porte, quant a elle, une
charge interne —Q et une charge externe Q' qui ne dépend que du
potentiel V.

Lorsque le condensateur est chargé, I’énergie électrostatique du sys-
teme de charge vaut :

1 1 ,
€1 = EZQiVi=§(QVA—QVB+Q VB)

On décharge le condensateur en augmentant le potentiel V5 a la valeur
Vg :iln’ y a plus de charge en influence mais il reste éventuellement
une charge Q’ sur la face externe de I'armature :

1 1,
€ = Ezilqivi = 50'Vs
Par définition, 'énergie électrostatique du condensateur Wg vaut

1 1
Wg =6 —6 = EQUAB = ECUABZ @ (4.12)

4.3 Notion de capacité
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INTERACTIONS
MAGNETIQUES

Ce cours introduit la notion de champ magnétique en laissant de
coté pour l'instant son origine. On se concentre ici sur les interactions
magnétiques :
¢ l'interaction de Lorentz entre une charge et un champ magné-
tique;
¢ l'interaction de Laplace entre un conducteur parcouru par un
courant électrique et un champ magnétique.

Ce chapitre est accessible en ligne a ’adresse :

femto — physique.fr/electromagnetisme/interaction — magnetique.php

5.1 Les aimants

Propriétés des aimants

La « pierre d’aimant » qui a la propriété d’attirer les petits morceaux
de fer, est connue depuis l'antiquité grecque. On trouve cette pierre
étonnante dans la région de Magnésie, en Asie Mineure. On sait au-
jourd’hui qu’elle est formée essentiellement d’oxyde de Fer FesO4 que
I'on appelle magnétite. Fagonnée et polie en forme de cuiller, elle est
utilisée en Chine des le III® siecle a des fins divinatoires. Il faut attendre
I’an Mille environ pour voir apparaitre les premiere boussoles. Elle
est adoptée par les navigateurs arabes puis européens pour s’orien-
ter en mer. L'usage du compas de marine devient primordial avec
les grandes explorations a la Renaissance. Sa piéce principale est une
aiguille d’acier que I’on a aimantée par frottement contre une pierre
d’aimant.

Les aimants présentent toujours au moins deux poles, appelés pole sud
et pole nord. Lorsque 1'on approche deux aimants, on met aisément
en évidence deux types d’interaction : deux poles de méme nature se
repoussent alors que deux poles de nature différente s’attirent.

Notion de champ magnétique

IT1 I'T
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FIGURE 5.1 - Aiguille aimantée

FIGURE 5.2 — Interactions entre aimants.
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21. Il s’agit du nord magnétique ter-
restre situé dans l'océan arctique, a
quelques degrés de latitude du Nord géo-
graphique

FIGURE 5.3 — Spectre magnétique : les
grains de limaille de fer se comportent
comme de petites boussoles, matériali-
sant ainsi les lignes de champ.

Expérience

En un point de la surface terrestre et en I'absence d’aimants et/ou de
circuits électriques, 1'aiguille d'une boussole s’oriente dans la direction
Sud-Nord. Approchons un aimant : I’orientation de la boussole s’en trouve
modifiée. Déplagons la boussole autour de 'aimant : la direction de la
boussole varie d’un point a I'autre. Enfin, perturbons 1'aiguille de la bous-
sole : elle se met a osciller autour de la direction indiquée initialement. Si
I'on rapproche I'aimant, 1'aiguille oscille de plus en plus vite.

Interprétation — Sur Terre, il régne un champ de force magnétique qui
oriente toutes les boussoles dans I’axe Sud-Nord. Par convention, le
pole qui indique le Nord?! est appelé pdle nord de la boussole, 'autre
étant alors le pole sud.

Un aimant modifie les propriétés magnétiques de I'espace : il crée un
champ magnétique. Ce champ présente une direction donnée par la
boussole et un sens donné par 1’axe SN de la boussole.

Enfin, plus ce champ est important, plus I’aiguille est forcée de s’ali-
gner avec ce champ ce qui explique 'augmentation de la fréquence
des oscillations.

Conclusion

L’espace est caractérisé par un champ de force qui présente les
attributs d'un vecteur que 1'on nomme vecteur champ magnétique
et que 1’on note généralement ?(M). Ce champ est détectable par
une boussole.

Une fagon de visualiser le champ magnétique que produit un aimant
consiste a disperser autour, de la limaille de fer : les aiguilles de
fer s’aimantent puis de comportent comme de petites boussoles qui
s’orientent suivant le champ magnétique local.

B B

'

ligne de champ

5.2 Force de Lorentz

Définition du champ magnétique

Le champ magnétique est défini a partir de la force de déflexion que
ressent une particule chargée en présence d’une source de champ
magnétique.



Considérons un tube de Crookes dans lequel on produit un faisceau
d’électrons entre deux électrodes. Les électrons, en entrant en collision
avec les quelques molécules du gaz résiduel du tube, produisent une
lumiere de fluorescence, rendant ainsi visible leur trajectoire.

Approchons maintenant un aimant perpendiculairement a la vitesse
initiale : le faisceau est alors dévié tout en restant dans un plan per-
pendiculaire au champ magnétique. Ainsi, une charge électrique en
mouvement ressent, en plus de la force électrique, une force de nature
magnétique. L'analyse de la trajectoire montre que la force électro-
magnétique que subit une particule chargée en mouvement s’écrit

- — -
f= qE + qV A B o (5.1)
force électrique force magnétique

ce qui définit le champ magnétique B.

Dans le Systeme International d’Unités, le champ magnétique s’ex-
prime en Tesla en hommage a Nikola Tesla??. L’analyse dimensionnelle
montre que

[f]=ILB = 1T=1N.A"'m"!

La figure ci-dessous donne quelques ordres de grandeurs du champ
magnétique.

Champ magnétique

GT | Ftoiles a neutron (pulsar, magnétar)
MT —
kT —
L éST : recoEF mondial
TE upraconducteur
r Aimant
mT —
F Tache solaire _ .
F  Champ magnétique terrestre
uT —
nT — | Cosmos

La force magnétique étant constamment perpendiculaire au vecteur
vitesse, elle ne fournit pas de puissance mécanique et donc pas de
travail.

TV = P=F7=0

Par conséquent, en vertu du théoreme de 1’énergie cinétique, une par-
ticule soumise uniquement a la force magnétique conserve sa vitesse
constante en norme :

a Emv)-@—o

La force magnétique incurve la trajectoire sans modifier la vitesse de
la particule.

5.2 Force de Lorentz 47

canon a
électrons

FIGURE 5.4 — Déflexion magnétique.

22. Nikola Tesla (1856-1943) : ingé-
nieur électricien croate (Empire Austro-
hongrois) naturalisé américain, il est
considéré comme 1'un des plus grands
inventeurs du 20eme siecle avec plus de
900 brevets a son actif. I fut 'opposant a
Edison concernant le transport de 1'élec-
tricité et partisan de 1'utilisation des cou-
rants alternatifs.

o ‘M
qv |

FIGURE 5.5 — Force magnétique.
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23. Une particule accélérée dissipe de
I'énergie sous la forme d’un rayonne-
ment électromagnétique, dit rayonne-
ment cyclotron, et a pour effet une di-
minution de la vitesse —et donc du rayon
de courbure- au cours du temps. Cet ef-
fet est négligé ici.

FIGURE 5.6 — Mouvement hélicoidal
d’une particule de charge négative dans
un champ magnétique.

Remarque : La force magnétique ne travaille pas. Cependant, si le champ
magnétique varie dans le temps, il apparait un champ électrique 1ié a
la variation du champ magnétique (phénomene d’induction) qui, lui,
travaille.

Particule dans un champ magnétique uniforme

Ftudions le mouvement d’une particule de charge ¢ située dans une

—
zone ou régne un champ magnétique uniforme et permanent B. On
néglige la force de gravitation devant la force de Lorentz.

Dans la base de Frenet, I'accélération de la particule s’écrit (cf. Méca-
nique du point - Cinématique) :

2 2

dv v
- - - -
= m= o car v =Cte

LY
d=—7+—
dr R
Dans le référentiel d’étude supposé galiléen, la seconde loi de Newton

f = ma donne
2

V
vBsina = m—
gl R

oll a représente 1’angle que fait le vecteur vitesse avec le vecteur champ
magnétique. Trois cas de figure se présentent :

¢ « = 0our:laforce magnétique est nulle et le vecteur vitesse reste
constant en direction et en norme. Le mouvement est rectiligne
uniforme.

N
* « =n/2:lavitesse n’a pas de composante suivant B, et la force
est perpendiculaire au champ magnétique. Ainsi, le mouvement
s’effectue dans le plan formé par la vitesse v et la force de Lo-

. my
rentz. Par ailleurs, le rayon de courbure vaut R = B Ce rayon
q

de courbure est constant si le champ magnétique est uniforme et
permanent : la trajectoire est donc un cercle?® de rayon

0 (5.2)

Ce cercle est décrit a la vitesse angulaire

_v _ldB
We=—=—
R m
qui ne dépend que du rapport g/m et du champ magnétique.

Cette vitesse angulaire est aussi appelée pulsation cyclotron.

* Dans les autres cas, il est facile de montrer que la composante
de la vitesse suivant la direction du champ magnétique reste
constante. Le mouvement se décompose alors en un mouvement
uniforme suivant le champ magnétique et un mouvement circu-
laire dans un plan perpendiculaire. On obtient un mouvement
hélicoidal dont I'axe est le champ magnétique et le rayon de
courbure

ny

R=—F"-———+
|g| Bsina



Remarque : La formule (5.2) peut s’écrire R = Iq% avec p la quantité
de mouvement de la particule. Cette formule a I'intérét d’étre applicable

dans le cas ot les particules sont relativistes.

Quelques applications

Le cyclotron — Le cyclotron est un accélérateur de particules inventé
par 'américain Lawrence en 1932 (Prix Nobel 1939). Il est constitué de
deux demi-cylindres creux, appelés « dees », séparés par un intervalle
étroit. Dans les « dees », il réegne un champ magnétique uniforme
perpendiculaire a leur base. Une tension électrique sinusoidale est
appliquée entre les « dees » dans un plan perpendiculaire au champ
magnétique.

Injection de
particules

Faisceau de
particules

Le principe du cyclotron repose essentiellement sur le fait que la fré-
quence de révolution d'une particule chargée dans un champ ma-
gnétique uniforme est indépendante de la vitesse de la particule. On
injecte au centre du dispositif des particules chargées, en général des
protons ou des ions. La tension produite entre les « dees » accélere les
particules. Ensuite, arrivées dans un des « dees », elles décrivent des
portions de cercle a la vitesse angulaire w, = % indépendante de
leur vitesse. La tension appliquée oscille a la fréquence cyclotron de
sorte que les particules en sortant du « dee » sont a nouveau accélérées.
Gagnant de la vitesse, ils décrivent dans le « dee » suivant un arc de
cercle de rayon plus grand. Ainsi, a chaque tour, le rayon de courbure
augmente jusqu’a atteindre le rayon maximum Rpa.x imposé par la
taille du cyclotron. En sortie du cyclotron, le faisceau de particules
accélérées est en général envoyé sur une cible.

La quantité de mouvement maximum des particules vaut alors
P = MVmax = || BRmax
L’énergie cinétique maximum s’écrit simplement

o P _ B Rin
<7 2m 2m
Pour un proton par exemple, en prenant B ~ 1 T et Rmax # 1 m, on

obtient €. ~ 50 MeV.

5.2 Force de Lorentz

FIGURE 5.7 — Principe du cyclotron (la
charge est négative ici).
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FIGURE 5.8 — Principe du spectromeétre
de masse

Le cyclotron est utilisé de nos jours pour produire des Radio-Isotopes
utilisés en médecine nucléaire (radio-thérapie) et en recherche pour la
physique nucléaire.

Le spectrometre de masse a analyseur magnétique — La spectromé-
trie de masse est une technique d’analyse permettant d’identifier les
molécules d'un composé a analyser. Dans un spectrometre de masse
a analyseur magnétique, on injecte les molécules dans une chambre
d’ionisation : un bombardement électronique permet de briser les mo-
lécules de fagon a former des fragments d’ions moléculaires positifs.
Ces ions sont ensuite accélérés grace a un champ électrique et un dis-
positif de filtrage garantit que les ions sortent avec la méme vitesse
vo. lls entrent ensuite dans un zone ot régne un champ magnétique
uniforme produit par un électroaimant. Ces ions décrivent alors un arc
de cercle de rayon R = mvy/|q|B avant d’étre recu sur un détecteur. La
vitesse et le champ magnétique étant controlés, la position de I'impact
est en fait une mesure du rapport ¢/m des ions détectés. En faisant
varier le champ magnétique on détecte des ions de masse différentes
(ions différents ou ions isotopes); I’enregistrement de l'intensité du
signal en fonction de la masse s’appelle le spectre de masse. De ces infor-
mations il est possibles d’en déduire la formule brute des molécules
présents dans le composé.

accélération et fil-
trage de vitesse

électroaimant

. "ZSZSZS\W ‘ Vo
injection — —
L
‘ ions molécul
ionisation positifs

pompe a vide

détecteur

L’étendue des applications de cette technologie est assez vaste.

¢ En chimie analytique : détermination de la formule brute des
molécules;

¢ En chimie de I’'environnement : analyse de l'air et de 'eau; suivi
de la pollution par des pesticides ou des processus industriels.

* En biochimie : identification de protéines (séquencage d’acides
aminés) et de micro-organismes; analyse de gaz sanguins; phar-
macologie; toxicologie.

* En physique fondamentale : mesure de masse d’atomes stables.

* En sciences de la Terre : mesure des rapports isotopiques (géolo-
gie, océanographie, glaciologie, volcanologie, physique de ’at-
mosphere, étude des météorites, planétologie, etc.).



5.3 Interaction avec les courants

5.3 Interaction magnétique avec les courants
électriques

Force de Laplace

Considérons un conducteur filiforme parcouru par un courant élec-

—_
trique d’intensité I en présence d’un champ magnétostatique B. Ad-
mettons que ce conducteur soit en mouvement dans le champ magné-

-

tique et analysons les forces qui s’exercent sur une portion orientée d¢
de conducteur.

Fil conducteur

Section S Laplace'

Adoptons les notations suivantes :
e s est la section droite du fil conducteur;

® n_ est le nombre de porteurs de charges mobiles (charges g_) par
unité de volume;

* n, estle nombre de cations fixes (charges ¢.) par unité de volume
assurant la neutralité de la matiere;
q . .

® V estla vitesse de la portion de conducteur par rapport au labora-
toire;

* 7V estla vitesse moyenne des porteurs de charge libres par rapport
au conducteur.

L’électroneutralité du conducteur impose
n_qg_-+nyq: =0

Intéressons-nous a la force magnétique que ressent une portion de
conducteur. Appelons 7 un élément de longueur du conducteur situé
en M et orienté par le sens algébrique du courant. Sommons toutes
les forces magnétiques de Lorentz subies par toutes les particules
chargées :

—

—
dF =n_sdtq_(vV +T/>) AB +n+sd£’q+T/> AB = n_sdtg_ vV A B

A . i g
On reconnait dans cette expression le vecteur densité de courant j =
g_n_v d’olt
— =

ﬁ
dF =sdfj A B
— -
Dans le cas d'un circuit filiforme, ona j sd¢ = I d¢. Ainsi

d?:IcTE’ATE)

FIGURE 5.9 — Notations pour la force de
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24. Découvert en 1879 par Edwin Her-
bert Hall.

FIGURE 5.10 — Effet Hall

La résultante des forces s’écrit alors
Y
F =j§ IAAB © (5.3)
3

Cette force, dite force de Laplace, représente la force macroscopique
que ressent un conducteur dans un champ magnétique.

Remarque : si le conducteur n’est pas filiforme, on utilisera la formule

plus générale
- - =
F = M Jj ABdr

ot I'intégration est effectuée sur le volume du conducteur (dr représente
I’élément de volume).

La force de Laplace possede de nombreuses applications dans le do-
maine électrotechnique :

* le moteur électrique continu produit un mouvement rotatif a
I'aide d’un courant continu dans un champ magnétique radial;

¢ le haut-parleur électrodynamique produit un déplacement alter-
natif d'une membrane a l’aide d’un courant alternatif transfor-
mant ainsi I’énergie électrique en énergie sonore;

¢ l'ampéremetre a aiguille relie la mesure d"une intensité électrique
a un angle de torsion d'un circuit électrique dans un champ
magnétique.

Effet Hall (1879)

On peut se demander comment les porteurs de charge libres réus-
sissent a transmettre la force magnétique a I'ensemble du conducteur.
En fait, en présence d'un champ magnétique, ces porteurs de charge
sont déviés et tentent de sortir du conducteur. Cependant, les charges
fixes du cristal les retiennent au sein du conducteur : c’est par ce
processus que la force magnétique est transmise au conducteur.

De surcroit, en s’accumulant sur les parois, les porteurs de charge
libres créent un champ électrique dont l'effet compense la force ma-
gnétique et assure ainsi un régime permanent (les porteurs de charge
se déplacent a une vitesse moyenne constante). Ce champ électrique
produit une tension que I’on peut mesurer : c’est I'effet Hall?* .

a§1/+++++++++;[/
®

ligne de champ magnétique



Considérons une plaquette conductrice de longueur ¢, de largeur b
et de faible épaisseur a. La plaquette, parcourue par un courant d’in-
tensité I, est placée dans un champ magnétostatique uniforme et per-
pendiculaire a sa plus grande face. La force magnétique concentre
les charges mobiles sur un bord ce qui produit une force électrique
s’opposant a la force magnétique. Une situation d’équilibre apparait
treés vite quand :

N =
qg-E+9g-vAB=0 =— E=vB

Le champ électrique est tel que le triedre (75),73),_\/)) est direct. Il regne
donc une tension Uy, dite tension de Hall, entre les bords de la pla-
quette. Cette tension s’obtient en calculant la circulation du champ
électrique entre les bords. Le champ électrique étant constant on a tout
simplement

Un=ExXxb=vBb

Or, le courant électrique présente une intensité
I=js=n_|g-|vab

D’out
Un = RHE avec Ry = 1 Q (54)
a lg-|n-
ol la grandeur Ry désigne la constante de Hall. Ainsi, on prévoit que
la tension de Hall est proportionnelle au champ magnétique. Cet
effet est mise a profit dans les Teslametres a effet Hall®® . On trouve
également des sondes a effet Hall dans les téléphones portables ce
qui permet de mesurer l'orientation du champ magnétique terrestre et
donc de s’orienter. Par ailleurs, la polarité de la tension de Hall permet
d’identifier la nature des porteurs de charge libres.

Remarque : L’étude de I'effet hall dans des systémes ultra minces (sys-
téemes 2D) & basse température et en présence d’un fort champ magnétique
a mis en évidence 1'effet Hall quantique qui valu le prix Nobel de Physique
a Klaus von Klitzing en 1985. Evidemment, une description quantique de
la conduction est nécessaire pour interpréter ce phénomene.

Travail des forces de Laplace

Cherchons a calculer le travail des forces de Laplace lors du déplace-
ment d’un circuit alimenté par un courant constant dans un champ
indépendant du temps.

Cas d’un cadre rectangulaire — Considérons un cadre ABCD rectan-
gulaire parcouru par un courant d’intensité / se déplagant dans un
champ magnétique uniforme. Pour simplifier nous supposons que le
cadre se déplace suivant (AB) et qu’il peut se déformer (son aire peut
donc varier). Notons AR’ le déplacement de la portion AD et BB’ celui
de la portion BC.

5.3 Interaction avec les courants

25. Pour un champ magnétique de 1T,
une intensité électrique de 1A et une
épaisseur a = 100 um on obtient Uy =~
1V dans un métal. Cette tension est
donc difficilement mesurable. En re-
vanche, dans un semi-conducteur l'effet
est multiplié par 10 car la densité des
porteurs de charge est beaucoup plus
faible ce qui explique leur utilisation
dans les teslametres.

ligne de champ
magnétique

el e

Fi T . lTL,T T \ / -
4 =
I/ ’ - F
AA | B B
FIGURE 5.11 - Circuit électrique rectan-
gulaire en mouvement dans un champ
magnétique.

>
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26. Un tire-bouchon que 'on fait tour-
ner dans le sens du courant électrique
progresse dans le sens de 77

On peut s’étonner de l’apparente contra-
diction qu'il y a entre le fait que la force
de Laplace est d’origine magnétique et
qu’elle produit paradoxalement du tra-
vail. En réalité, le travail des forces ma-
gnétiques qui s’exercent sur les charges
(libres et fixes) est bien nul. En effet

5]
[*Y@wrB) 7=
n

Cependant, ce que 'on a calculé repré-
sente le travail macroscopique des forces
magnétiques et s’écrit

%)
w :/ Z(qﬁ,? AB)-Vdr
n

ol V est la vitesse de déplacement du
conducteur (et non des charges). Ce tra-
vail non nul est en fait compensé par un
travail microscopique dit travail électro-
moteur.

Seules les forces qui s’exercent sur AD et BC travaillent. La portion
AD subit une force de Laplace fl) dont le travail s’écrit

—_— 5 —> — _— =
Wy = I(DAAB)-AA’ = I(AA’ ADA) - B

—_— =
Or, le vecteur AA’ A DA a pour norme, l'aire S de la surface balayée
et est dirigé perpendiculairement a celle ci. On a

Wy =—-IB- 7S,

ol 77 est le vecteur unitaire normal a la surface du cadre dont le sens
est 1ié au sens positif du courant via la régle du tire-bouchon?® . De la

méme maniére, la force F qui s’exerce sur la portion BC produit un
travail
— = — — =
W>=I1(BCA B)-BB'=1(BB"ABC) - B

—_ =
Ici, le vecteur BB’ A BC a pour norme l'aire de la surface balayée par la
branche BC et un sens identique a 77. On a donc

Wy=1B - 7S,

Finalement, la travail des forces de Laplace qui s’exerce sur le cadre
— —.

vaut W = IB -7 (S> — S1). Sil’on note ¢ = B S le flux magnétique a

travers le cadre, on trouve

W=1Adp

Le travail est proportionnel a l'intensité du courant et a la variation du
flux magnétique.

Généralisation — Le calcul réalisé précédemment se généralise a tout
circuit dans un champ magnétique permanent. On retiendra que le
travail des forces de Laplace vaut

W =1I1A¢p avec ¢B=ﬂ§-7d5 v (5.5)

Energie d’interaction d’un circuit dans un champ magnétique — Se-
lon (5.5), le travail des forces de Laplace ne dépend que de I'état initial
et final quel que soit le chemin suivi entre ces deux états. On peut donc
définir I'énergie potentielle &, ® :

mag

W=-A%,"% = € ®=-I¢pp © (5.6)

Regle du flux maximum — Ainsi, un circuit électrique en présence
d’un champ magnétique cherchera a minimiser son énergie potentielle
magnétique c’est-a-dire a maximiser son flux magnétique : c’est la
regle du flux maximum. Pour illustrer cette propriété, imaginons une
spire alimentée par un courant d’intensité I et suspendue par deux fils
électriques rigides. Approchons le pole sud d’un aimant. Imaginons
que l'orientation du courant soit telle que le flux est positif. Pour
maximiser le flux magnétique, la spire doit se rapprocher de I'aimant,



la ot1le champ magnétique est le plus fort : la spire est alors attirée vers
I'aimant. Inversons maintenant le sens du courant. Le flux magnétique
est négatif et chercher a le maximiser revient a s’éloigner de 'aimant :
la spire est repoussée par 1’aimant.

Expérience 1 Expérience 2
1 1
-
N n
n
> —
= — —
B B B

Finalement, ces expériences montrent qu'une spire se comporte comme
un aimant dont la polarité dépend du sens du courant. Le vecteur 77
indique 1’axe sud-nord de I'aimant équivalent.

Dipodle magnétique dans un champ magnétique

Comme on vient de le voir, une boucle de courant se comporte comme
un aimant. On peut donc lui associer un p6le sud et un p6le nord. Pour
caractériser cette polarité, on définit un vecteur orienté du sud vers le
nord dit moment magnétique et noté .

Pour une spire plane quelconque, le moment magnétique s’écrit

m=IST © (5.7)
ot S est l'aire de la surface de la spire et 77 un vecteur unitaire perpen-
diculaire a la spire et dont l'orientation est associé au sens positif du
courant par la régle du tire-bouchon. m s’exprime en A.m.

Action d’un champ magnétique sur un dipdéle magnétique — Plagons
un dipdle magnétique dans un champ magnétique permanent. Si le
dipole est de petite taille, on peut considérer que le champ magnétique
est localement uniforme. Ainsi I'énergie potentielle magnétique s’écrit

€ = _Jpp=—-IB-RS=-m-B ©

P (5.8)

Le dipo6le ressent une résultante des forces magnétiques (qui corres-
pond a la force de Laplace)

F= —grad®,*® = grad(m ~§))

Par conséquent, si le champ magnétique est partout le méme, la quan-
tité 77 - B ne dépend pas de I’espace et la force magnétique est donc
nulle””. En revanche, en vertu de la régle du flux maximum, le dipdle
va chercher a s’orienter de facon & maximiser son flux magnétique.
Appelons 0 I’angle entre le moment dipolaire magnétique et le champ
magnétique. L'énergie magnétique vaut

gMmas _

D —mB cos 6

5.3 Interaction avec les courants

FIGURE 5.12 — [llustration de la régle du
flux maximum.

3l

=IS7

aire S

FIGURE 5.13 —- Moment dipolaire magné-
tique

De maniére plus générale, toute distribu-
tion de courant localisée dans l'espace
est caractérisée par un moment dipolaire
magnétique. Pour une boucle filiforme
quelconque (pas forcément plane), le mo-
ment magnétique s’écrit

mzlfﬁ)uﬁ
2 Je

Avec P un point parcourant la boucle.

27. On peut retrouver ce résultat a par-
tir de I'expression de la force de Laplace
puisque si le champ magnétique est uni-
forme, la force de Laplace donne

— - =
F=ILAB

avec L le vecteur qui joint les extrémités
de la portion de circuit qui plonge dans
le champ magnétique. Pour une boucle

- = - =
de courant, L = 0,donc F = 0.
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FIGURE 5.14 — Dipdle rigide dans un
champ uniforme.

mag
%P

Emax
=
m

(% 1 — 0
— E—— -7 T
—
B %min

On constate alors qu’il existe une position d’équilibre stable lorsque le
moment magnétique est aligné avec le champ magnétique extérieur.
Autrement dit, les forces magnétiques présentent un couple d’orienta-
tion dont on peut exprimer le moment I'. En effet, supposons le dipdle

. o . . -
magnétique animé d’un mouvement de translation (vitesse V') et d'un

N
mouvement de rotation (vecteur rotation Q). Pendant dz, le travail des
forces magnétiques s’écrit

— -

AW =F - Vdi+T -Qdr=T - Qdr (5.9)

puisque la résultante des forces est nulle. Par ailleurs, le travail produit
est relié a la variation d’énergie magnétique via

dw = —d€y*® = d(7m - B)

Or, le dipdle étant considéré rigide, le moment magnétique conserve
la méme norme et seule son sens varie. La formule de dérivation
Vectorielle (Cf cours de mécanique sur le vecteur rotation) donne

dmi /dt = QAT ce qui permet d’écrire
AW =d@ - B)= (O AM)-Bdt= (M AB)-Qdr

En comparant avec la formule (5.9), on obtient :

-MAB © (5.10)

=l

On retrouve le fait que lorsque le dipdle est aligné avec le champ
magnétique, le couple s’annule : le dipdle est en équilibre mécanique.

Analogies

Ces formules sont analogues a celle rencontrées dans l'étude de
l'interaction d'un dipdle électrique avec un champ électrique.

grandeurs ‘ électriques  magnétiques
moment dipolaire 7 m
. - —
champ extérieur E B
. oo R . - =
énergie d’interaction | €, = -p-E € p = - B
- - - —
couple d’orientation | T' =7 A E [ =mAB




CHAMP B CREE PAR DES
COURANTS

La loi de Biot et Savart permet de relier le courant électrique aux
effets magnétiques qu’il produit dans I’hypothese ot ce courant est
stationnaire. Cette loi permet, d’une part de dégager les propriétés
de symétrie du champ magnétostatique et d’autre part de le calculer
analytiquement dans certains cas simples comme le fil infini et la spire.
Enfin, le champ créé par un dipdle magnétique est traitée ce qui permet
d’aborder la question de l'origine du magnétisme des aimants.

Ce chapitre est accessible en ligne a 1’adresse :

https : //femto — physique.fr/electromagnetisme/biot — et — savart.php

6.1 Loi de Biot et Savart

Quelques faits historiques

1820 : expérience d’(Ersted — Lors d"un cours, le danois Hans Chris-
tian (Ersted découvre qu’un fil conducteur parcouru par un courant
électrique? fait dévier I'aiguille d'une boussole placée a proximité.

Cette expérience prouve sans ambiguité le lien entre courant électrique
et champ magnétique. Par ailleurs, si on inverse le sens du courant,
l'aiguille tourne de 180°. L'expérience d’(Ersted suscite un grand inté-
rét car c’est la premiére fois qu’'on met en évidence une force qui n’est
pas suivant la ligne joignant les deux corps en interaction.

1820 : les travaux d’Ampere et d’Arago — C’est Francois Arago qui,
apres avoir assisté a une démonstration de 1'expérience d’(Ersted a Ge-
neve, la présente a I’Académie des sciences de Paris. Dans 1’assemblée,
Ampere* est enthousiaste et se lance dans un travail expérimentale
et théorique. Ampere montre notamment que deux fils rectilignes
parcourus par un courant s’attirent ou se repoussent selon que les
courants sont dans le méme sens ou pas. Il montre également qu'une
spire parcourue par un courant se comporte comme un aimant. On
peut associer a une spire un p6le nord et un pole sud. Si I'on change le
sens du courant, la polarité change.

+. André-Marie Ampere (1775 - 1836) : physicien et chimiste francais, considéré
comme le « Newton de I'électricité ». Né a Polémieux-au-Mont-d’Or, prés de Lyon,
fils d'un juge de paix lyonnais guillotiné sous la Révolution, André-Marie Ampere
méne une brillante carriére scientifique : titulaire de la chaire de mécanique a 1’Ecole
Polytechnique en 1809, il est élu a I’Académie des Sciences en 1814, puis a la chaire de
physique du Collége de France en 1824. Il publie en 1827 son dernier grand ouvrage Sur
la théorie mathématique des phénomenes électrodynamiques uniquement déduite de I'expérience.
Il termine sa vie en tant qu’inspecteur général de I'instruction publique et laissera son
nom a l'unité de courant électrique, I'ampere.

6.1 Loi de Biot et Savart. . . . . 57
Quelques faits historiques . 57
Enoncé . ............ 58
Illustration sur un exemple 59
Topographies - Symétries . 59

6.2 Champ dipolaire . . . . . .. 62
Champ d’une spire . .... 62
Approximation dipolaire. . 63
Origines du magnétisme . . 64

29. A l’époque, la pile de Volta est déja

inventée. 1
/
FIGURE 6.1 — Expérience dErsted.

Ik |
—
n

—_— —
FIGURE 6.2 — Expériences d’Ampere.
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Disque chargé +

FIGURE 6.3 — Expérience de Rowland

dr
FIGURE 6.4 — Notations utilisées dans la
loi de Biot et Savart.

Par ailleurs, Arago qui collabore avec Ampere découvre que le courant
électrique a la propriété d’aimanter le fer ce qui ménera a I'invention
de l'électroaimant.

1876 : expérience de Rowland — Henry Rowland démontre, a I'aide
d’un travail expérimental trés soigné, qu'un disque chargé électrique-
ment en rotation rapide produit un champ magnétique. Autrement dit,
les charges électriques en déplacement produisent les mémes effets
magnétiques qu’un courant électrique ce qui suggere que le courant
électrique est lié a un déplacement de charges électriques.

Conclusion

Tout mouvement de charges, et notamment le courant électrique,
est source de champ magnétique.

Enoncé

L'étude quantitative des interactions entre aimants et courants fut
réalisée par les physiciens Biot et Savart (1820). IIs mesurérent la durée
des oscillations d’une aiguille aimantée en fonction de sa distance
a un courant rectiligne. Ils trouverent que la force agissant sur un
poOle est dirigée perpendiculairement a la direction reliant ce pole au
conducteur et qu’elle varie en raison inverse de la distance. De ces
expériences, Laplace déduisit ce qu’on appelle aujourd’hui la loi de
Biot et Savart.

Le champ magnétique que produit une distribution filiforme de cou-
rant peut s’obtenir en décomposant la distribution en petits éléments
de courant. On considere que chaque élément de courant de longueur

—
orientée d/ traversé par un courant d’intensité I produit un champ
magnétique élémentaire en M :

130 AT
— i
dB(M) =K———
,
ol K est une constante,  le vecteur unitaire joignant 1'élément de

courant a M, et r la distance entre M et la portion de circuit. Il faut voir
%
dB comme un intermédiaire de calcul, seule la somme de toutes les

contributions a un sens physique. Le champ magnétique résultant s’ob-
tient donc en intégrant ’expression précédente, le point P parcourant
tout le circuit :

ﬁ
AT

BM) = y{ dB =K j{ Id_2
circuit r

le symbole ¢ signifiant que l'intégration s’effectue le long du circuit
fermé.



Loi de Biot et Savart

Dans le Systeme international d'unités, on pose

Mo
k=2
4r

avec o ~4r-1077SI

Ho est appelé perméabilité magnétique du vide. Ainsi, un circuit fili-
forme alimenté par un courant stationnaire d’intensité 7 produit un
champ magnétique en M donné par

T =
§>(M):&‘7§Id£’/\u _ Ho
47T € r2 471' K

e i —
1d¢ APM
PM®

La loi de Biot et Savart permet de calculer le champ magnétique créé
par une distribution de courant stationnaire filiforme. Cela conduit
au calcul de trois intégrales scalaires voire moins lorsque le probleme
présente suffisamment de symétries.

I peut arriver que le calcul analytique s’avere ardu, il faut alors envi-
sager une approche numérique.

Exemple de calcul : le fil rectiligne infini

Considérons un fil infini d’axe Oz, parcouru par un courant constant
d’intensité I et cherchons le champ magnétique produit a la distance
r du fil. A l'aide de la formule de Biot et Savart, on peut exprimer le
champ magnétique dB produit par la portion de longueur d¢ :

B &Idfcoap
C4r pMm2

avec ¢ l'angle que fait la droite (MP) avec le plan médiateur passant
par M. Choisissons la variable ¢ comme variable d’intégration. Sachant

que PM =r/cos g et { = rtan ¢ (d’ot1 'on tire d¢ = rcocl‘f‘p) on obtient

dB:ﬂ]COS(,D
47 r

de
Vu que tous les champs élémentaires sont colinéaires et dirigés suivant

le vecteur orthoradial iy, on peut ajouter les intensités des champs
pour avoir le champ magnétique total

[ e/ I
B(M)z&/ COStpdtp:ﬂ—
Arr Jpe—np2 2rr

Finalement, il regne dans 1’espace un champ magnétique

(6.1)

Topographies - Symétries

Décrivons différentes situations afin de dégager les propriétés essen-
tielles du champ magnétique.

6.1 Loi de Biot et Savart 59

ok

FIGURE 6.5 — Champ magnétique créé

par un fil rectiligne infini.
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%N
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FIGURE 6.6 — Champ magnétique créé
par un fil infini.

Le fil infini —- Comme on vient de le voir sur 'exemple précédent, le
champ magnétique créé par un long fil rectiligne est orthoradial. Par
conséquent, les lignes de champ sont des cercles. Contrairement au
champ électrique, les lignes de champ magnétique se referment sur
elle méme. On peut noter que le champ magnétique tourne autour du
fil dans un sens imposé par la regle du tire-bouchon : un tire bouchon
tournant dans le sens du champ magnétique progresse dans le sens
du courant.

La spire circulaire — La figure Figure 6.7 présente les lignes de champ
magnétique que produit une spire circulaire alimentée par un courant
électrique permanent. Ces lignes de champ sont dans des plans perpen-
diculaires a la spire et contenant son centre. On peut noter, 1a encore, la
structure fermée de ces lignes. Comme on I’a déja vu précédemment,
on peut associer a cette spire un moment magnétique qui indique la
direction sud-nord de I'aimant équivalent. Cela correspond également
au sens du champ magnétique qui régne au centre de la spire.

Le solénoide — Enroulons de facon jointive un fil conducteur sur un
cylindre de longueur L : on obtient une bobine ou solénoide. Cet
enroulement est caractérisé par une densité linéique d’enroulement
n=N/L,avec N le nombre d’enroulements. Bien que cet enroulement
soit légerement hélicoidal, on peut, dans une premiére approximation,
assimiler le solénoide & une superposition de spires tres rapprochées.
Dans ce cas, les lignes de champ sont des courbes planes situées dans
un plan coupant en deux le solénoide dans le sens de la longueur.
La Figure 6.7 montre l'allure des lignes de champ. A l'intérieur de
la bobine, les lignes sont quasiment paralleles ce qui traduit le carac-
tere quasi-uniforme du champ. On montre que lorsque L — oo, le
champ magnétique a l'intérieur est axial, uniforme et ne dépend que
de l'intensité électrique et de la densité d’enroulement : B;,; = uonl.

FIGURE 6.7 — Cartes de champ d’une spire (a gauche) et d'un solénoide (a droite).

A retenir

Pour un enroulement de spires, un tire-bouchon que l’on fait tour-
ner dans le sens du courant électrique progresse dans le sens du
champ magnétique au centre et correspond au sens sud-nord de
l'aimant équivalent.

Symétries — Le champ magnétique ne présente pas les mémes proprié-
tés de symétrie que le champ électrique. En effet, la formule de Biot
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et Savart montre que le champ magnétique se transforme comme un
produit vectoriel. On dit que le champ magnétique est un vecteur axial
ou pseudovecteur.

H
B=uAV
|
|
! —
| B
|
|
|
\ 1
|
E& |
e | g
u |
v — 7
|
|
: FIGURE 6.8 — Transformation d"un vec-
Plan de symétrie teur axial par un plan de symétrie.

En présence d'un plan de symétrie, un vecteur normal® se transforme 30. On dit également vecteur polaire.

comme dans un miroir. En conséquence, le produit vectoriel de deux
vecteurs normaux ne se transforme pas comme dans un miroir. Sur la

. . =4 . .
Figure 6.8, on voit que B se transforme ainsi :

symétrie symétrie

— —
M"™— M e BM) — -symB(M)

En vertu du principe de Curie, si la distribution de courant est inva-
riante par symétrie, I'opération de la symétrie ne doit pas changer la
valeur du champ magnétique. Par conséquent

BM) =-symBM) © (6.2)

Cette propriété implique que pour tout point M situé dans un plan
de symétrie, le champ magnétique est obligatoirement perpendicu-
laire au plan de symétrie.

On dit que la distribution présente un plan d’anti-symétrie %’ lorsque
la distribution de courant est invariante par I'opération de symétrie de
plan %’ suivi de l'inversion du sens des courants. Dans ce cas, en un
point M de I'espace, le champ magnétique ne doit pas varier lorsque
I'on effectue cette transformation (principe de Curie). Détaillons la
transformation
M sym_ét)rie M’ in\ﬂon M’
symétrie inversion

B T —symBM) S symB(M)
On en déduit que
BM)=symBM) © 6.3)
Cette propriété implique que pour tout point M situé dans un plan

d’anti-symétrie, le champ magnétique est obligatoirement contenu
dans ce plan.
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lan de symétrie

:s D4

\

Plan d’anti-symétrie

Plan d’anti-symétrie

FIGURE 6.9 — Solénoide cylindrique.

—
de I

FIGURE 6.10 — Calcul du champ magné-
tique produit sur 1’axe d’une spire.

Exemple

Identifions les plans de symétrie et d’anti-symétrie d"un solénoide cylin-
drique (considéré comme un ensemble de spires paralleles). Tout plan
contenant 1’axe du solénoide est un plan d’anti-symétrie. Les lignes de
champ doivent donc appartenir a ces plans. En conséquence, 1’axe du
solénoide est nécessairement une ligne de champ. Par ailleurs, le plan
perpendiculaire a 1’axe du solénoide et passant par le milieu du solénoide
est un plan de symétrie. Les lignes de champ doivent traverser ce plan a
angle droit.

6.2 Champ créé par un dipdle magnétique

On cherche a déterminer I'expression du champ magnétique créé par
un dipdle magnétique c’est-a-dire une distribution localisée de courant
auquel on peut associer un moment magnétique 7. Nous verrons
que loin du dip6le magnétique la structure du champ magnétique
présente des analogies avec celui du champ électrique créé par un
dipole électrique.

Champ magnétique créé le long de 1’axe d’une spire

Commengcons par étudier le champ magnétique produit par une spire
circulaire de rayon R parcouru par un courant permanent d’intensité
I. Dans le cas général, le calcul fait appel aux intégrales elliptiques; on
se contente ici d’étudier 1’évolution du champ magnétique le long de
I'axe (Oz) de la spire.

Tout d’abord, appelons 6 le demi-angle au sommet du céne formé par
la spire et un point M de I'axe. D’aprés la loi de Biot et Savart

=
qB - ol A6 AT
T 4n 2

le champ c_lg(M), fait un angle /2 — 6 avec I'axe (Oz).

Par ailleurs, tout plan contenant I’axe de la spire est un plan d’anti-
symétrie (il y en a une infinité). Il en résulte que le champ magnétique
est nécessairement le long de I’axe pour les points M de cet axe. Il suffit
dés lors de sommer toutes les composantes verticales des champs
élémentaires :

o Idl

dB, =dB cos(w/2—0) avec dB=>—— soit dB,
4r 2

_ ol dlsin@
o 4n 2

Lorsque le point P décrit le circuit fermé, I'angle 6, la distance r et
l'intensité I restent constants :

B, = pol sin@ % dr = pol Rsiné
472 2r2



Finalement, compte tenu du fait que sin § = R/r, le champ magnétique
créé par une spire le long de son axe s’écrit

1
TS}(M) = Binax Sin° 9”—; avec Bmax = ZLR Q (6.4)

Bmax représente le champ créé au centre de la spire.

Approximation dipolaire

A partir du résultat précédent, regardons maintenant comment le
champ magnétique varie loin de la boucle de courant. Sachant que
sinf = R/VR?+ 22, on peut écrire le résultat précédent en fonction
uniquement de la variable z :

ol R? 1
2 (r? +z2)3/ 2

BM € 0z) =

Faisons intervenir le moment dipolaire de la spire, m = nR*I :

BMe oy =Hom 1

V4 (R2 + 22)3/2
Expression qui, loin de la spire, devient (R* + 7% ~ 7?)

B(MEOz)zﬂz—m si z>R
4 73
Le champ magnétique décroit donc comme l'inverse du cube de la
distance lorsque !'on se situe loin de la spire. Cette formule n’est pas
sans rappeler I’évolution du champ électrique créé par un dipole élec-
trique le long de I'axe du dipole. En effet, le champ créé par un dipdle
électrique le long de son axe vaut, dans ’approximation dipolaire,

1 2

Edipolaire(M €0z7) = 4nep 22

On retrouve 'analogie déja rencontrée au chapitre précédent :

— —
m D

— —
B < E
Ho 1

—_— L d

4 4rey

On peut montrer que cette analogie fonctionne dans I’approximation
dipolaire, c’est-a-dire dés que 1’on se trouve loin du dipdle magné-
tique.

Approximation dipolaire

Le champ magnétique créé par un dip6le magnétique a la méme
structure que le champ électrique créé par un dipodle des lors que

6.2 Champ dipolaire

FIGURE 6.11 - Lignes de champ magné-
tique produit par un dipole magnétique
dans I'approximation dipolaire.
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FIGURE 6.12 - Champ magnétique ter-
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FIGURE 6.13 - Origine du magnétisme
des aimants - Expérience de I'aimant bri-
sée.
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I'on se place dans I’approximation dipolaire. On a

By = Ao

47”"3 [3(m . u—r)) M—r) —f—n>]

Origines du magnétisme

Géomagnétisme — La Terre produit un champ magnétique de I'ordre
de 10 uT. Ce champ est de nature dipolaire et peut s’interpréter comme
lié a I'existence d’un dipole magnétique au centre de la Terre de mo-
ment magnétique m ~ 102> A.m? et dont l’axe est quasi-aligné avec
I'axe des poles. Le dipdle pointe vers le Sud géographique de telle
sorte qu’une boussole a la surface de la Terre indiquera le Nord Géo-
graphique. Autrement dit, le Nord géographique est un podle sud
magnétique.

En réalité, I’axe nord-sud magnétique n’est pas confondu avec 1'axe
Sud-Nord géographique. Il est incliné de 11, 5° et subit quelques fluc-
tuations journalieres. Ce fait reste encore énigmatique pour les théori-
ciens. Il est des astres ot la configuration est encore plus exotique : par
exemple, sur Neptune 'axe fait 90° avec 'axe de rotation !

L'étude de I'évolution du magnétisme terrestre (paléomagnétisme)
souleve encore quelques énigmes. Par exemple 'inversion du champ
magnétique terrestre ne se produit pas régulierement (la derniére
remonte a 800 000 ans) alors que le champ magnétique solaire s’inverse
lui & une cadence réguliére; tous les 11 ans.

Le magnétisme des aimants — C'est Ampere qui, le premier, pressentit
que le magnétisme des aimants tenait son origine dans l'existence de
minuscules boucles de courants au sein des molécules de la matiere. Il a
fallut attendre les découvertes du XX¢ siecle sur 1’atome pour confirmer
I'intuition d’Ampere. En effet, de nos jours, on sait que certains atomes
(ou molécules) possedent un moment dipolaire magnétique du fait
de leur structure électronique. Dans un matériau non aimanté, les
moments dipolaires sont orientés de fagcon aléatoires de sorte que
les effets s’annihilent. C’est la situation que I’on rencontre quand le
matériau est non aimanté ou trop chaud, I’agitation thermique étant
alors responsable de ce désordre.

En revanche, dans un aimant, les moments microscopiques tendent
a s’aligner grace a une interaction d’origine quantique (on parle de
couplage ferromagnétique) et parce que l'agitation thermique n’est
pas trop importante. Dans ce cas, 'aimant présente un moment ma-
gnétique macroscopique suffisamment important pour créer un fort
champ magnétique. Bien entendu, lorsqu’on chauffe ’aimant au dela
d’une certaine température (dite température critique), 1’ordre ferro-
magnétique est rompu et 'aimant perd son aimantation.

Cette description permet de comprendre une expérience qui remonte
au XIII¢ siecle : 'expérience de I'aimant brisée. Sil’'on coupe un aimant
en deux, on se retrouve avec deux nouveaux aimants possédant chacun
un podle nord et un pole sud. Autrement dit, il est impossible d’isoler
un seul pdle magnétique.



Relation entre structure électronique et magnétisme

Le magnétisme des atomes est essentiellement dt au mouvement électro-
nique. En effet, imaginons un électron de masse me décrivant une orbite
circulaire de rayon r a la vitesse v autour du noyau avec lequel il est en
interaction. On peut considérer qu’il s’agit d"une boucle de courant de
rayon r et de courant I = ¢/T ou T représente la période orbitale du mou-
vement. Sachant que T = 277 /v, le moment magnétique de cette « boucle
de courant » vaut donc

2 2 €ev evr
m=nar-l =nar"— = —
2nr 2
L’électron ainsi en mouvement présente également un moment cinétique
orbital Lo = mevr de sorte qu’il y a proportionnalité entre le moment

magnétique et le moment orbital.

e

m =yl avec vyg= (6.5)

2me
Le facteur yq porte le nom de facteur gyromagnétique. On peut montrer
que tout modele classique conduit a ce résultat quel que soit le mouvement
de I’électron. Le noyau présente également un moment magnétique mais
sa masse étant plus de mille fois supérieure a celle de I'électron, le facteur
gyromagnétique nucléaire est négligeable devant celui de 1’électron de
sorte que le moment magnétique de 1’atome est essentiellement da au
mouvement des électrons.

La description classique que 1’on vient de voir n’est hélas pas en accord
avec l'expérience et seule une description quantique parvient a appréhen-
der completement les phénomenes magnétiques. Par exemple, on s’est
rendu compte que 1’électron possédait un moment cinétique propre dit mo-
ment cinétique de spin L. Pour prendre une image classique, I’électron
est comme une petite boule chargée en rotation sur elle méme et possede
donc également un moment magnétique lié a son spin. La s’arréte I’ana-
logie classique, car la relation entre le moment magnétique et le moment
cinétique de spin ne vérifie pas 1’équation (6.5). On obtient plutot

mg =gyoLs avec g=2 (6.6)

avec g un parametre sans dimension, appelé facteur de Landé, dont la
valeur expérimentale est en accord avec les calculs d’électrodynamique
quantique.

Finalement, on retiendra que les propriétés magnétiques de I’atome sont
essentiellement gouvernées par la facon dont les moments cinétiques orbi-
taux et de spin des électrons se composent.

6.2 Champ dipolaire
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ETUDE DES RESEAUX
ELECTRIQUES

Comment courants et potentiels électriques se répartissent au sein
d’un circuit électrique? C’est a cette question que ce cours entend
répondre, sachant qu’on limitera notre propos aux réseaux électriques
linéaires. En effet, ces réseaux ont le bon gotit de mener a des équations
analytiquement solubles.

Ce chapitre est accessible en ligne a ’adresse :

femto — physique.fr/electromagnetisme/etude — des — reseaux —
electriques.php

7.1 Lois de I’électrocinétique

Les lois de I'électrocinétique ou lois de Kirchhoff*? se résument en
deux lois : 1a loi des nceuds et la loi des mailles.

Introduction

Un réseau électrique (ou circuit électrique) est un ensemble d’élé-
ments présentant des propriétés électriques, reliés entre eux par des
conducteurs que 'on considérera parfaits (conductivité infini). Les lois
de I'électricité permettent de trouver la fagon dont les courants et les
potentiels électriques se répartissent au sein de ce circuit.

Lorsque les grandeurs électriques ne varient pas dans le temps, on

parle de régime continu; le régime variable désigne la situation contraire.

En général, les grandeurs électriques stationnaires sont notées en ma-
juscule (tension U et intensité du courant /) alors que les grandeurs
variables sont en minuscules (u(z) et i(1)).

En régime variable, les fluctuations de courant se propagent a une
vitesse proche de la vitesse de la lumiere. Pour des circuits de taille
raisonnable, la durée de propagation 7 est trés petite devant le temps
caractéristique T des fluctuations (période du signal s’il est périodique).
Il est alors légitime de négliger v devant T'; c’est ce qu’on appelle
V'approximation des régimes quasi-stationnaires.

Approximation des Régimes Quasi Stationnaires (ARQS)

Nous admettrons que les lois des régimes permanents restent va-
lables en régime variable si 'on peut considérer les phénomenes
de propagation négligeables. Notamment, dans une branche d"un
circuit, a un instant donné, le courant a la méme intensité en tout
point.
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32. Gustav Robert Kirchhoff (1824-
1887) : physicien allemand qui énonga
les lois relatives au courant électrique
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étudiant. On lui doit surtout des avan-
cées en spectroscopie.
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Un dipdle électrocinétique est une partie d'un circuit qui peut étre
reliée au reste du circuit par deux fils. On décrit le comportement d"un
dipdle par sa relation courant-tension (i = f(«)) dans une convention

Convention générateur précisée. Il en existe deux :

A ; dipole B
© — © ¢ dans la convention récepteur, si le courant algébrique est orienté
u=Vp-Va dans le sens AB, alors u = Vo — Vg;

¢ dans la convention générateur, si le courant est orienté dans le

Convention récepteur
p sens AB, alors u = Vg — V.

A . dipole B
o—> 0 . . . o
Enfin, nous restreindrons notre propos aux réseaux constitués seule-
u=Va-Ve ment de dipdles électrocinétiques linéaires, c’est-a-dire ceux dont la re-
FIGURE 7.1~ Les différentes conventions lation entre u et est soit affine (i = a X u +b), soit intégro-différentielle.

Loi des nceuds

Dans chaque branche d’'un réseau électrique, on définit un sens positif
(le choix est arbitraire!) du courant et une intensité algébrique i . Si
i >0, le courant circule dans le sens positif; sii < 0, le courant circule
dans le sens opposé.

Un neeud est la rencontre d’au moins trois conducteurs électriques.
Considérons n branches de conducteurs liées par un nceud N. Défi-
nissons iy, 'intensité algébrique du courant de la k¢ branche. La loi
des nceuds traduit la conservation de la charge en régime stationnaire
et exprime le fait que la charge ne peut pas s’accumuler en N : le
courant électrique qui arrive en N doit étre compensé par le courant
qui sort. Cette loi, rigoureusement vérifiée en régime continu, est ad-
mise en régime variable dans le cadre de 'approximation des régimes
quasi-stationnaires.

Loi des nceuds

n
En chaque nceud d'un circuit, on a Z €xix =0 oll ¢ = +1 quand le
k=1
courant est entrant et otl ¢, = —1 dans le cas contraire.

Exemple

On considere le schéma suivant :

la loi des nceuds exprimée en N donne
i1+ip+i3—ig =0 soit iy =iy +ip+i3

ce qui traduit bien le fait que le courant qui arrive en N est égale au courant
qui en sort.
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Loi des mailles

Le transport électrique est assuré grace aux forces électrostatiques. On
peut des lors définir un potentiel électrique en chaque point du circuit.
Lorsque le potentiel électrique est le méme partout, le réseau est a
I'équilibre et n’est le siege d’aucun courant électrique. En revanche,
lorsque le potentiel électrique n’est plus uniforme, le conducteur n’est
plus a I'équilibre ce qui génére un courant électrique (qui tente de
rétablir I’équilibre). Aux extrémités d"une branche il existe alors une

tension qui dépend du courant électrique et de la nature du dipoéle A dipole B
traversé par ce courant. Il est traditionnel de représenter une tension o—{ 0
uap = V4 — Vp par une fleche allant de B vers A. Uap = Va — Vi

FIGURE 7.2 — Représentation d'une ten-
Les tensions qui regnent dans un circuit obéissent a quelques contraintes ~ sion

physiques. En effet, sil’on parcourt un circuit fermé (on parle de maille)
en partant d"un nceud N pour revenir a ce méme nceud, on doit trouver
une tension nulle en vertu du caractére conservatif du champ élec-
trique (§ E.dl= 0). Autrement dit, si I’'on décompose le circuit € en
n branches adjacentes on aura :

n
ur =0
k=1

ol uy est la tension qui régne aux extrémités de la k¢ branche. Cette
loi est & appliquer si toutes les tensions sont orientées dans le méme
sens, ce qui n’est pas toujours la cas a cause des différentes conven-
tions choisies pour les dipdles, c’est pourquoi on retiendra la regle
suivante :

Loi des mailles

Prenons une maille et choisissons arbitrairement un sens de par-
cours. Visitons toutes les branches de la maille et associons un
coefficient €, = +1 a la tension rencontrée lorsqu’elle est orientée
(sa fleche représentative) dans le sens de parcours et un coefficient
€x = —1 lorsque la tension rencontrée est orientée dans l’autre sens.
La loi des mailles se traduit alors par

Z excux =0 (7.1)

Exemple

Dans le circuit ci-contre, appliquons la loi des mailles en parcourant la
maille dans le sens indiqué. On trouve

IXugc+1Xupgp—1Xupc =0

soit UAC

UAC = UAB + UBC FIGURE 7.3 — maille d’un circuit orientée
. . . par le sens de parcours positif indiqué.
On retrouve d’ailleurs une loi identique a celle de Chasles propre aux

vecteurs.
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33. James Watt (1736-1819) : ingénieur
britannique, dont les améliorations sur
la machine a vapeur furent une étape clé
dans la révolution industrielle.

Remarques : il existe une indétermination du potentiel; ceci reste vrai
au sein d'un réseau électrique. Cependant, une convention souvent ren-
contrée consiste a poser 'origine du potentiel au niveau du péle - de
I'alimentation. Ce potentiel de référence est appelée masse du circuit.
Un équipement sous tension présente, en général, une connexion physique
avec la terre. Elle permet de protéger l'utilisateur et également d’évacuer
les courants induits par la foudre. Cependant, il ne faudrait pas confondre
ligne de terre et ligne de masse, car le potentiel de la terre n’est pas
nécessairement constant et sa fonction est uniquement liée a la sécurité.

-

ligne de masse ligne de terre

Puissance recue par un dipdle électrocinétique

On appelle P (z) la puissance électrique recue a I'instant ¢ par un dipdle
électrocinétique. La puissance électrique se mesure en watt (symbole :
W) en hommage a James Watt® et on rappelle que

1TW=21Js™!

Entre 1 et 7 + dz, la quantité de charge dg = i(r) dr arrive en une extré-
mité du dipole (point A) pendant que la méme quantité — nous sommes
en régime stationnaire ou quasi-stationnaire — en sort par 1’autre extré-
mité (point B). Cette quantité de charge posséde une énergie électrique
€p(A) = dgVa en A et €,(B) = dgVp en B. Remarquons qu’entre A
et B I'énergie des charges n’a pas changé du fait que la distribution
des charges et du potentiel est la méme entre ¢ et 7 + dr. Autrement
dit, d’un point de vue énergétique, tout se passe comme si I’on avait
transporté la charge dg de A en B. Pendant ce transport la charge
perd une énergie potentielle dgVa — dgVs qu’elle cede intégralement
au dipdle. Celui-ci re¢oit donc une quantité d’énergie

6W =dgVa —dqVp =i(t) uap(t)dt (7.2)

Puissance électrique recue par un dipdle

La puissance électrocinétique recue (I’énergie recue par unité de
temps) par un dipole D a I'instant ¢, soumis a une tension u(z) et
traversé par un courant d’intensité i(¢) vaut, en convention récepteur,

P(t) =u(r)i(z) (7.3)

Si P (t) > 0, le dipole absorbe effectivement, a I'instant ¢, de 1’éner-
gie électrique. On dit que le dip6le a un caractere récepteur. Cette
énergie recue par le dip0le est soit stockée, soit convertie sous une
autre forme (effet Joule dans une résistance, énergie mécanique
dans un moteur).

Si (1) < 0, le dipole fournit effectivement de 1'énergie électrique;
on dit que le dipdle a un caractere générateur (ex : batterie).
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TABLE 7.1 — Puissance électrique : quelques ordres de grandeur.

électronique | lampe de poche | consommation des frangais en hiver | centrale électrique | moteur TGV
HW-mW W 100 GW GW MW

7.2 Phénomenes résistifs

Loi d’ohm - effet Joule

Comme on I'a vu précédemment au Chapitre 4, un conducteur oh-
mique obéit a la loi d’'Ohm

u(t) = Ri(t) [Convention récepteur]

olt R désigne la résistance du conducteur ohmique dont la valeur
dépend de la géométrie et de la conductivité du matériau conducteur.
Rappelons que R s’exprime en ohm (symbole Q). La caractéristique
i = f(u) est donc une droite passant par l'origine.

; R
i
u FIGURE 7.4 — Schéma et caractéristique
u d’un conducteur ohmique.

sens de parcours
Un circuit uniquement composé de résistances ne peut pas produire

de courant. On dit que le conducteur ohmique est un dipdle linéaire P Rj
passif. Par exemple, si 'on branche deux résistances ensemble, la loi M e
des mailles donne

ur+ur =0 —

soit

. . . FIGURE 7.5 — Réseau constitué de deux

Rii+Ryi=0 = i=0 .
résistances

Aucun courant ne circule et par conséquent tous les conducteurs sont

au méme potentiel. On retrouve une des propriétés des conducteurs a

I'équilibre.
La puissance regue par un conducteur ohmique vaut
P=ui=Ri’*>0 © (7.4)

Le conducteur ne peut que recevoir de 'énergie électrique, sans pou-
voir en fournir. On parle alors de récepteur électrique. En revanche
cette énergie électrique est convertie essentiellement sous forme de
chaleur si le conducteur n’est pas thermiquement isolé. En effet, si
le conducteur est maintenu & température et pression constantes, le
premier principe de la thermodynamique donne, pendant la durée
T:

AHZQP+W61EC=QP+/Ri2d[=O = Qp=—/Ri2dt



74

Notez qu’en général le conducteur voit
sa température varier, ce qui fait aug-
menter son enthalpie (AH = f mcp, dT).
Dans ce cas, une partie de 1’énergie élec-
trique sert a augmenter 1’énergie interne
du conducteur et a le dilater.

i R
o—{  }—

-—

uq

7 ETUDE DES RESEAUX ELECTRIQUES

Cette dissipation de I’énergie électrique sous forme de chaleur porte
le nom d’effet Joule. Cet effet est mis a profit dans les bouilloires élec-
triques par exemple.

Association de résistances

Tout dipole constitué uniquement de résistances équivaut a une résis-
tance équivalente Req. Intéressons-nous a deux configurations simples.

Résistances en série — On dit que des résistances sont en série lors-
qu’elles sont traversées par le méme courant électrique. Appelons i

Ry RN i i Req
— —{ >0 (e N e
«— — «—
Uk un u

FIGURE 7.6 — Conducteurs ohmiques en série.

FIGURE 7.7 — Conducteurs ohmiques en
parallele.

I'intensité du courant. On a

(7.5)

Résistances en paralléle — On dit que des résistances sont associées
en paralléle lorsqu’elles sont soumises a la méme tension. Appelons u

Ry RN

O

la tension commune. On a

On trouve donc

(7.6)

On pourra retenir par exemple que :

* deux résistances en parallele équivalent & un conducteur de
RiR,

R] + R2 !
* N résistances identiques R en parallele équivalent a un conduc-
teur de résistance R/N.

résistance Req =



Ponts diviseurs

Considérons deux résistances R; et R, en série soumises a une tension
globale u.

En vertu de la loi des mailles, on a u = u1 + up = (R1 + Ry)i. La tension
aux bornes de chaque résistance uy = Ri est alors une fraction de la
tension u

Ry

R1+R2u k ou (7.7)

Uk

On parle alors de montage diviseur de tension.

On considere maintenant deux résistances R; et Ry en paralléle alimen-
tées par un courant global i.

Définissons les conductances G = 1/Ry, exprimées en siemens (sym-
bole : S). Le courant traversant chacune des résistances a pour intensité
ix = Gru etu = (G1+ G2)i. En conséquence, on obtient

Gy

G1+Gzl ou (7.8)

i

Le courant se répartie au prorata des conductances et I’'on parle de
montage diviseur de courant.
On considere le montage ci-dessous. Calculer 'intensité du
courant i.

Rép.i=u/(3R).

7.3 Modélisation linéaire d"un dipdle actif

Contrairement aux dipoles passifs, les dipdles actifs produisent une
tension en circuit ouvert. On distingue les sources (piles, alimentation
stabilisée, batteries en utilisation,...) et les récepteurs (électrolyseurs,
batteries en charge, moteurs électriques).

Source de tension

Une source de tension permet aux charges de « remonter » le potentiel
grace a l’existence d’un champ électromoteur au sein de la source. Ce
champ électromoteur produit une tension, dite force électromotrice
(f.6.m) que nous noterons e.

La caractéristique d"une source de tension idéale s’écrit en convention
générateur :
u=e Vi

ol e est la force électromotrice (f.é.m) de la source de tension.

7.3 Dipdles actifs | 75

i Ry R
«— «—
ui uz
u

FIGURE 7.8 — Pont diviseur de tension

FIGURE 7.9 — Pont diviseur de courant
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FIGURE 7.10 — Source idéale de tension :
schéma et caractéristique

FIGURE 7.11 — Source réelle de tension :
schéma et modélisation linéaire.

gbmax T -~~~

e/2r e)r

FIGURE 7.12 — Puissance produite en
fonction du courant débité.

FIGURE 7.13 — Source de courant idéale :
schéma et caractéristique.

Pour tenir compte des pertes par effet Joule d’une source de tension, on
modélise la source par une source idéale en série avec une résistance r
dite résistance interne. La caractéristique s’écrit alors :

u=e-ri 9 (7.9)
Il ressort de cette caractéristique que la source de tension acquiert

i i

a

CC

{

u
e \
un comportement quasi-idéal a la condition que ri < e : le courant
débité par la source doit rester faible. C’est ce que 1'on obtient lorsque
que 'on branche un voltmetre aux bornes de la source : la résistance
interne du voltmetre étant tres grande, le courant débitée est quasi-nul
de sorte que le voltmetre indique la f.é.m de la source. Par ailleurs,

lorsque l'on court-circuite la source en reliant ses deux bornes (u = 0),
on trouve un courant de court-circuit

icc =efr

Du point de vue énergétique, la puissance délivrée par la source de
tension vaut P = ui = ei — ri>. Ainsi, la puissance atteint une valeur
maximale lorsque i = ¢/2r. Une source réelle de tension délivre donc
une puissance maximale

o2

gbmax:E

Source de courant

Le role d’une source de courant est d’imposer un courant constant
indépendamment de la tension qui régne a ses bornes. Une source de

io




courant idéale aura la caractéristique suivante :
I =1ip Yu
ol i désigne le courant électromoteur (c.é.m).

Pour tenir compte des pertes par effet Joule d"une source de courant
réelle, on la modélise par une source idéale en paralléle avec une
conductance interne g. La caractéristique s’écrit alors :

i=ip—gu avec g=-—
r

ou g est la conductance interne (r la résistance interne). On notera
qu’une source de courant se rapproche d'une source de courant idéale
quand sa conductance interne g — 0 (r — o).

La puissance fournie par une source de courant réelle vaut % = ui =
uio — gu®. Suivant le dipdle que charge la source de courant, la tension
et donc la puissance délivrée varie. La courbe ci-contre montre que
lorsque u = ip/2g la puissance atteint une valeur maximale

ioz

EJ75max—§

Equivalence Thévenin-Norton

Considérons une source de tension réelle dont la modélisation linéaire
est donnée par u = e —ri. Cette caractéristique peut se ré-écrire i =
e/r —gu avec g = 1/r. En d’autres termes, une source de tension réelle
peut s’interpréter comme une source de courant de c.é.m iy = e¢/r et
de conductance g = 1/r. Ainsi, toute source linéaire présente deux
représentations possibles :

* la modélisation de Thévenin correspondant a une source de
tension idéale en série avec une résistance;

* la modélisation de Norton correspondant a une source de cou-
rant idéale en parallele avec une conductance.

On passe d'une représentation a une autre en retenant I'équivalence
Thévenin-Norton suivante :

r

B
ip=elr

7.3 Dipdles actifs

FIGURE 7.14 — Source réelle de courant :
schéma et caractéristique.

g‘smax T -- "=~

io/2g io/g
FIGURE 7.15 - Puissance fournie par une

source de courant en fonction de la ten-
sion a ses bornes.

FIGURE 7.16 — Equivalence Thévenin-
Norton.
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r

L +

e,r_T u

L1

FIGURE 7.17 — Batterie en charge.

Récepteur actif

Ftudions le cas d’une batterie chimique. On distingue deux comporte-
ments : la décharge ou la charge. Lorsque la batterie se décharge, elle
est alors source d’énergie et est modélisée par une source de tension
de f.é.m e et de résistance interne r. On a en convention générateur

u=e—ri et P=ci—ri>>0

En fonctionnement générateur, la puissance fournie est positive et le
sens du courant est dictée par la polarité de la source.

En revanche, lorsque la batterie est en charge, le courant est dans
l'autre sens. Dans ce cas, le dipdle recoit de la puissance : on dit qu’il
s’agit d'un récepteur actif et ¢ est désigné par le terme force contre-
électromotrice (f.c.6.m). En convention récepteur, on écrira donc

u=e+ri

et la puissance fournie a la batterie vaut

P = ei +ri*

Une partie de cette puissance (ri%) est dissipée par effet joule et I'autre
partie (e i) est convertie en énergie chimique. On peut d’ailleurs définir
un rendement de conversion

_ Peonvertie _ ¢

P fournie e+ri

Finalement, une batterie est une source de tension qui peut fonctionner,
soit en générateur, soit en récepteur, la polarité étant fixé par la borne +
de la batterie. On parle alors de récepteur réversible. Les accumulateurs,
les électrolyseurs ont ce comportement.

Il existe cependant des dipdles actifs dont le comportement est toujours
récepteur quel que soit le sens du courant. La polarité de la f.c.é.m est
toujours orientée a contre sens du courant. On parle de récepteur non
réversibles (ou non polarisés). Le moteur a courant continu en est un
exemple.

Casoui>0:u=e+ri Casoui<0:u=-e+ri

FIGURE 7.18 — Moteur a courant continu



Loi de Pouillet

Imaginons une maille constituée de dipdles actifs (en représentation
de Thévenin) et de résistances. Appelons R la somme de toutes les
résistances (résistances internes inclues). Imposons un sens positif
du courant et notons i l'intensité algébrique du courant qui circule
dans la maille. Notons ey les f.é.m (orientées dans le sens positif) et e;
les f.c.é.m (orientés dans le sens contraire). La loi des mailles permet

d’écrire
Zek—Ze;{—Rizo

k

Ce qui donne la loi connue sous le nom de loi de Pouillet :

. Yrex— e

— (7.10)

Une source de tension continue, de f.é.m ¢ = 15V, charge une
batterie de f.c.é.m ¢’ = 12 V. Déterminer le courant de charge i a I'aide de
la loi de Pouillet.

Rép.i =50mA

Meéthodes de résolution

Dans un réseau constitué de b branches et n nceuds,ilya N = b -
n+1 courants indépendants. En effet, les b courants circulant dans
les b branches vérifient n — 1 relations (lois des nceuds). Il nous faut
donc N relations pour déterminer ces inconnues. Ces relations sont
obtenues en appliquant la loi des mailles dans N mailles indépendantes
associées aux caractéristiques des dipdles. On obtient alors un systeme
d’équations a résoudre.

Méthodologie

1. Parcourir toutes les branches du réseau en définissant les
courants algébriques et en appliquant le plus possible la loi
des nceuds a chaque fois que 'on rencontre un neceud.

2. Compter le nombre N de courants inconnues puis choisir N
mailles avec un sens de parcours.

3. Ecrire N lois des mailles en utilisant les caractéristiques des
dipoles. Notez que si une branche contient une source de
courant, l'intensité électrique dans cette branche est alors
déterminée, mais la tension aux bornes de la source est alors
une inconnue.

4. Résoudre le systeme d’équations.

Cette méthode présente I’avantage de déterminer toutes les grandeurs
électriques et s’applique a tous les réseaux électriques. Son incon-
vénient majeur étant qu’elle nécessite de résoudre un systeme de N

7.3 Dipdles actifs

50Q

5Q 5Q

15VT nv_T_

T

FIGURE 7.19 — Charge d’une batterie.

79



80 7 ETUDE DES RESEAUX ELECTRIQUES

1A 5Q 5Q

5Q
SVT ZOVT

1A

i—-ip—1 < 11 i1

FIGURE 7.20 - Etude d’un circuit.

~

équations méme si ’on ne cherche qu'une seule grandeur électrique.
Le risque d’erreur de calcul peut devenir important.

Exemple

A T'aide des lois de Kirchhoff, déterminons l'intensité du courant i dans le
circuit ci-contre.

Commencgons par définir tous les courants. Appelons i le courant qui
traverse le dipole (20 V, 5 Q). En parcourant tout le réseau, on s’apercoit
qu'iln’y a que deux courants inconnues : i et i1 (notez qu’il y a une source
de courant qui impose la valeur de I'intensité du courant dans une branche).
11 suffit donc de deux relations pour les déterminer. On choisira les mailles
représentées en couleur sur la figure. La loi des mailles donne alors

20 - 5ip -5 =0 _ 5, + 5i = 20
5 - 5(G-ij-1) - 5 = 0 ~5i; + 10i 10

En sommant les deux relations, on trouve 15i = 30, soiti = 2 A.

Pour remédier a ce défaut, on peut utiliser de fagon judicieuse 1'équi-
valence électrique entre une source de tension réelle et une source de
courant réelle ainsi que 1’association des résistances. Cela permet de
simplifier une partie d'un réseau électrique, et de diminuer le nombre
de mailles, quand le but est de calculer le courant dans une branche
particuliere.

Exemple

Reprenons I'exemple précédent en utilisant 1’équivalence Thévenin-Norton.

1A} 1A 4A d
5Q 5Q 5Q| | w

Apres plusieurs simplifications, on aboutit a un simple diviseur de courant.
La formule du diviseur donne alors
. 1/5

" 2/5+1/5

xX6=2A

7.4 Phénomenes capacitifs

Rappels

On a vu dans le chapitre consacré aux conducteurs qu'un condensateur
soumis a une tension électrique constante U accumule au niveau de ses
armatures des charges électriques de signe opposé (Q et —Q) telles que
Q = CU. On admettra que dans le cadre de I’ARQS un condensateur



idéal répond a cette loi. On a donc en convention récepteur

du(z)
dr

gt)=Cu(t) = i(t)=C [Convention récepteur] ©

(7.11)
ol C se mesure en farad (symbole : F). La relation étant linéaire, le
condensateur est un dipo6le linéaire.

Un condensateur réel s’écarte un peu de 1'idéalité pour deux raisons
essentielles.

1. La tension est en général limitée. En effet, il existe un champ
électrique qu’il ne faut pas dépasser au risque de détruire le di-
électrique placée entre les armatures du condensateur (existence
d’un champ disruptif).

2. Il existe un courant de fuite a travers le diélectrique du fait
de la conductivité finie de ce dernier. Par exemple, lorsqu'un
condensateur chargé est abandonné en circuit ouvert, on constate
que sa charge diminue au cours du temps. Pour modéliser cette
fuite, on introduit la notion de résistance de fuite R;. Son ordre
de grandeur varie entre le MQ et la centaine de MQ.

Energie emmagasinée dans un condensateur — On rappelle qu'un
condensateur idéal stocke une énergie électrique

WE = %q u= %C u?
Le condensateur chargé agit comme un réservoir d’énergie qu’il peut
fournir au reste du circuit. La puissance que regoit un condensateur
idéal s’écrit
P=ui=C u% = dWe
dt dt

Lorsque I'énergie stockée décroit, % < 0 : le condensateur se décharge
en fournissant de I’énergie au reste du circuit, agissant ainsi comme

un générateur.

Association de condensateurs

Association en paralléle — Soient deux condensateurs de capacité C;
et C; montés en parallele. On suppose que ces condensateurs sont

i
i1 in i a1tq2
q1 q2

u C] CZ » u Ceq

a1 “q2
—q1- 492

suffisamment éloignés pour pouvoir négliger toute influence mutuelle
(ce qui est fréquemment réalisé). Exprimons 1'énergie emmagasinée :

1 1 1
Wg = EClu2 + ECzuz = E(C1 +Co)u?

7.4 Phénomeénes capacitifs 81

L
C
-
—£}—

u(t)

FIGURE 7.21 — Condensateurs idéal et
réel.

i(t)
O—>—

FIGURE 7.22 — Deux condensateurs asso-
ciés en parallele.
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FIGURE 7.23 — Deux condensateurs asso-
Ciés en série.

eo, 7 —m— Tt

FIGURE 7.24 — Montage RC

Par conséquent, I’ensemble est équivalent a un condensateur de ca-
pacité Ceq = C1 + C2 soumis a la tension commune u. Cette propriété
se généralise aisément : N condensateurs montés en paralléle et sans
influence mutuelle équivalent a un condensateur de capacité :

N
Ceq=2.Ci @ (7.12)
i=1

Association en série — Considérons deux condensateurs de capacité
C1 et C; montés en série. Appelons i 'intensité du courant qui les

G = siqi=q . Ceq
| | I =GRS B
a1 9 q2 92 a1 —q
«— «— «—
uy up u

traverse. La conservation de la charge implique que

dCIl dé] 2 t
i = — = — fr— — = C €

ar ar 92— q1
la quantité de charge g, — g1 représente la charge répartie sur la liaison
conductrice entre les deux condensateurs. Supposons la liaison initia-
lement neutre : g1 = g2 = ¢q. Dans ce cas, I'ensemble est équivalent a
un condensateur portant une charge g et une capacité Ceq. En effet,
I'énergie de l'association s’écrit

2 1¢* 14° 1 1 1

T 4L 22 avec
G 2C

W = 1. 1.1
E ZCeq Ceq Cl C2

N —

On peut étendre cette démonstration a un nombre quelconque de
condensateurs. Ainsi, N condensateurs associés en série, sans influence
mutuelle et tels que les liaisons inter-armatures soient neutres, se
comportent comme un condensateur de capacité

1 N
Ceq _;

1
& (7.13)

i

Décharge d'un condensateur

Considérons un circuit constitué d’'une source réelle de f.é.m ey, d'un
condensateur de capacité C, d'un conducteur ohmique de résistance
R et d’'un inverseur K. On commence par charger le condensateur en
basculant K de maniere a mettre en contact la source de tension et le
condensateur. Le condensateur se trouve alors chargé et stocke ainsi la
quantité de charge

qo = Ceg

N

At = 0, on bascule K. Le condensateur se décharge alors dans la
résistance : c’est le régime libre du dipole RC. Cherchons 1’évolution
de la tension capacitive u.(f) ainsi que le courant de décharge i(z).



La loi des mailles donne

uc(t)—Ri(t) =0 avec i(t)= _% _ _Cd(;t;.

La tension u. vérifie donc 1’équation différentielle du premier ordre
suivante :

du, .
i+u—°:0 avec 17=RC
de 7

On voit immédiatement, par 1’analyse dimensionnelle de I"équation
différentielle, que 7 représente une durée. Les solutions sont de la
forme u. (1) = Ae™"/7. On détermine A grace a la condition initiale
u:(0) = ep, ce qui donne A = ¢(. Finalement, la tension u. évolue au
cours du temps suivant la loi

t/T duC 6_0 e—I/T

et i(t)=-C 4 "R

u-(t) =ege”

La tension capacitive décroit exponentiellement jusqu’a s’annuler au
bout d’un certain temps. Le temps caractéristique de cette décharge
peut s’obtenir en prenant I'intersection de la tangente a 1'origine avec la
valeur finale u. = 0. Il est facile de montrer que cette intersection a lieu
lorsque ¢ = 7. La durée t = RC donne ainsi un ordre de grandeur de
la durée de la décharge. On retiendra qu’au bout de 57 la décharge
peut étre considérée terminée. On voit donc qu'une grande résistance
ralentit le temps de décharge du condensateur. Le courant de décharge,

Uc i

—€o ‘eo/R
condensateur
& processus de décharge déchargé X

[l

7.4 Phénomeénes capacitifs

condensateur

processus de décharge déchargé
[l

1 ‘ t —1
T 5t
FIGURE 7.25 - Evolution de la tension capacitive et du courant de décharge.

quant a lui, n’est pas constant lors de ce processus. Il est maximum
at = 0" et vaut ¢g/R. Notez que le courant n’est pas une fonction
continue puisqu’il subit une discontinuité entre r = 0~ et r = 0*. En
effet, lorsque 'on bascule l'interrupteur K sur la branche contenant la
résistance, on met brutalement la résistance sous tension (eg) ce qui
impose un courant initial eg/R.

Bilan d’énergie. — D’un point de vue énergétique, I'énergie stockée
sous forme électrique Wg = 1Cu? décroit avec un temps de relaxation
7g = 27. L'énergie initialement emmagasinée par le condensateur est
completement dissipée par effet Joule. En effet, on pourra vérifier
que

o 1
/ Ri%(r)dt = ECeo2

0
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Remarque : I'énergie dissipée ne dépend pas de la résistance. C’est la
durée de la dissipation qui en dépend.

7.5 Phénomene d’auto-induction

Introduction a I'induction magnétique

Le phénomene d’induction électromagnétique, découvert par Faraday
en 1831, a une grande portée industrielle puisqu’il permet de convertir
une énergie mécanique en une énergie électrique et vice-versa. Décri-
vons le principe a 1’aide de l'expérience suivante.

Expérience

Mettons en mouvement un aimant au voisinage d’un cadre conducteur
reliée & un galvanometre (détecteur de courant).

\cj///:

Galvanometre

On observe I’existence d"un courant induit par le mouvement de 1’aimant.
Plus précisément, on constate que I'intensité du courant dépend de la fagon
dont on déplace I’aimant.

¢ Sil’on approche I'aimant de fagon a ce que le champ magnétique
augmente au voisinage de la spire, le courant électrique qui apparait
circule dans un sens tel qu’il produit un champ opposé au champ
magnétique imposé par ’aimant.

* alinverse, quand l'aimant s’éloigne de fagon a ce que le champ
magnétique diminue, le courant électrique induit circule de fagon a
renforcer le champ magnétique imposé.

¢ le sens du courant dépend du sens de I'aimant et du mouvement
mais dans tous les cas, le courant induit créé un champ magnétique
qui s’oppose a la variation du champ magnétique imposé par le
mouvement de I'aimant.



* Ce phénomene est amplifié par la vitesse du mouvement et par la
puissance de I'aimant.
Répétons la méme expérience en remplagant ’'amperemetre par un volt-
metre. Dans ce cas, on note que le mouvement de I'aimant induit également
une tension d’autant plus importante que le mouvement de ’aimant est
rapide. La polarité de la tension induite dépend du sens de 1’orientation
de I'aimant.

La premiere expérience montre que la spire se comporte comme un
aimant dont l’action sur l’aimant consiste a le freiner dans son mouve-
ment. On en tire la loi de modération suivante :

Loi de Lenz

Dans un circuit fermé, la variation de flux magnétique produit un
courant induit dont les effets s’opposent aux causes qui lui ont
donné naissance.

Dans la deuxiéme expérience, le circuit ouvert n’est plus le siége d"un
courant mais voit apparaitre a ses bornes, une tension électrique. Le
circuit se comporte alors comme une source de tension de f.é.m ¢, dite
force électromotrice induite. Quantitativement, on montre que

_dép

- (7.14)

e =

Cette loi, dite loi de Faraday, fait intervenir le flux magnétique ¢ a
travers le circuit. Rappelons que

b5 = //S BdS  [Wb]

Sa valeur, exprimée en weber (Wb), dépend de la forme du circuit et
du champ magnétique mais en aucune maniere il ne dépend du choix
de la surface S s’appuyant sur le circuit. Comme d’habitude, 7 est le
vecteur unitaire localement normal a la surface S et dont le sens est lié
au sens positif du circuit via la regle du tire-bouchon.

Auto-induction

On parle d’auto-induction quand la source de champ magnétique a
I'origine du phénomene d’induction dans un circuit est produit par le
circuit méme.

Considérons une bobine, c’est-a-dire un enroulement de fil électrique.
Lorsque cette bobine est traversée par un courant électrique, celui-ci
produit un champ magnétique ainsi qu'un flux magnétique ¢, dit
flux propre, a travers la bobine. Etant donné que le champ magnétique
créé est proportionnel a l'intensité i du courant (d’apres la loi de Biot
et Savart), on peut écrire

¢p = Li

7.5 Phénoméne d’auto-induction
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34. On dit aussi inductance propre

bobine idéale

L

L

FIGURE 7.26 — Modélisations d"une bobine.

ott L désigne le coefficient d’auto-inductance®® . La grandeur L s’exprime
en henry (symbole : H) en hommage a Joseph Henry *. Lorsque le cou-
rant varie au cours du temps, la bobine se comporte comme une source
deféme= —L% en convention générateur. Ainsi, la caractéristique
d’une bobine idéale s’écrit, en convention récepteur :

di
up = Ld_; [convention récepteur] © (7.15)

En régime continu, le courant étant permanent, u; = 0. Autrement-dit,
la bobine peut étre remplacée par un fil conducteur parfait. Dans la
pratique, le fil formant la bobine est résistive. C’est pourquoi, on mo-
délise une bobine réelle en ajoutant en série une résistance (quelques
ohms). A moyenne et haute fréquence, une modélisation plus fidele
exige la présence d’un condensateur en parallele.

bobine réelle bobine réelle
(basse fréquence) (haute fréquence)
P r i v r
— —
C

Energie emmagasinée dans une bobine

La puissance électrique que regoit une bobine parcourue par un cou-
rant électrique s’écrit

di d.1 ,

P=ui=iL— =—(zLi

dr dr2 )
Par définition, I'énergie stockée par une bobine idéale Wg est 1’énergie
qu’elle est susceptible de libérer lorsque 1'on coupe son alimentation
(i=0).

0
d 1 ) 1 )
Wp = — =— | =(zLi ==L
B /E’7~‘dt i/:idt(z i'7) dt L

Cette énergie ne dépend pas de la fagon dont on coupe l’alimentation.
Ainsi, on dira qu'une bobine idéale alimentée par un courant électrique
emmagasine une énergie sous forme magnétique qui vaut

Q (7.16)

+. Joseph Henry (1797 - 1878) : physicien américain. En 1830, Henry découvre qu'un
courant peut étre induit dans un conducteur par déplacement d'un champ magnétique;
découverte qu'il ne publiera pas. Des 1831, il démontre la possibilité de transmettre des
messages a distance en utilisant simplement une source de courant, un interrupteur
et un électro-aimant, mais il ne breveta pas son invention. Henry sera « doublé » par
Michael Faraday qui découvrira seul le phénomene d’induction magnétique et par
Samuel Morse qui appliquera cette découverte a la transmission d’information. On lui
attribue malgré tout, la découverte de 1’auto-induction.



Circuit R-L

Considérons un circuit constitué d’une source réelle de tension de f.é.m
eo en série avec une résistance ry (si la source présente une résistance
interne alors celle-ci est incluse dans r¢) qui, dans un premier temps
alimente une bobine idéale. Au bout d"un certain temps, un courant
permanent s’établit. Dés lors, la bobine se comportant comme un fil, on
voit immédiatement que le courant s’établit a la valeur ip = eq/ro.

A linstant 7 = 0, on bascule un interrupteur K de sorte que la bobine se
trouve en contact avec une résistance de charge R (si la bobine présente
une résistance interne 7, il suffit de remplacer dans les calculs qui
suivent R par R +r.). On oriente le courant dans le sens qui correspond
au sens réel du courant iy.

Cherchons 1’évolution du courant et de la tension inductive uy (¢) a
partir de r = 0. La loi des mailles implique
di

up(t)+Ri(t) =0 avec uL(t)zLa

ce qui donne, en posant 7 = L/R,

% + i =0 pourt>0

Les solutions de cette équation différentielle du premier ordre sont
de la forme i = Ae™"/T. Pour déterminer la constante d’intégration A
il faut connaitre la valeur de i lorsque t — 0*. Or, la bobine impose
la continuité du courant. En effet, étant donné qu’il est impossible
de fournir une puissance électrique infinie, I'énergie stockée par une
bobine ne peut présenter de discontinuité. En conséquence 1/2Li?
varie continiment. On a donc i(t = 07) = i(z = 07) = ¢p/rg. Finalement
on obtient

i) =Le et up(n=1Y = KO
ro dr ro

La tension inductive est négative et croit jusqu’a s’annuler au bout
d’une durée d’environ 5L/R. Le courant décroit également jusqu’a
s’annuler avec le méme temps de relaxation. La mesure du temps de
relaxation du dipole RL peut permettre de mesurer la résistance in-
terne d’une bobine réelle par exemple. D'un point de vue énergétique,

H

7.5 Phénoméne d’auto-induction

o

o

FIGURE 7.27 — Montage R-L.

FIGURE 7.28 — Evolution de la tension inductive et du courant.

I'énergie magnétique Wy, = 3 Li*> décroit avec un temps de relaxation
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7 = 27. La aussi, I'énergie stockée est completement dissipée par effet
Joule. En effet, on pourra vérifier que

/ Ri?(t)dr = %Lig
0



REGIME SINUSOIDAL
FORCE

On étudie dans ce cours les circuits électriques linéaires en régime
sinusoidal forcé. Dans ce cas, il est intéressant d’introduire le concept
d’impédance complexe. Les lois de I'électricité se transforment alors
en équations algébriques simples a résoudre.

Ce chapitre est accessible en ligne a 1’adresse :

https : //femto — physique.fr/electromagnetisme/regime — sinusoidal.php

8.1 Signaux périodiques

Généralités sur les signaux périodiques

Un signal temporel y(r) constitué par un motif de durée T qui se répete
al'identique, est dit périodique, et T représente la période du signal.
Mathématiquement, le signal vérifie

y(e+T)=y(@) Vi

Il est facile de voir que si T est une période, alors 27 l'est également.
C’est pourquoi, par convention, la période est la plus petite valeur
possible de T telle y(z + T) = y(r) pour tout 7.

Le nombre v de périodes dans une seconde s’appelle la fréquence et
s’exprime en hertz (Hz), en hommage a Hertz* :

0 (8.1)

Les appareils de mesure électrique (voltmetre, amperemetre, oscillo-
scope, etc.) permettent d’accéder a différentes grandeurs.

¢ La valeur continue représente la grandeur moyenne du signal :

1 T
y=;/0 y(1) dt

¢ Lavaleur créte-a-créte correspond a 1’écart entre la valeur maxi-
mum et la valeur minimum :

Ypp = max(y) —min(y)

* La valeur efficace ou valeur RMS¥ représente la racine de la
moyenne du carré du signal :

Yrms = y2

8.1 Signaux périodiques . ... 89
Généralités . ......... 89
Le signal sinusoidal . . . . . 90
Représentations d’un sinus 91
Régime forcé ......... 92
8.2 Impédance et admittance . 94
Définitions .......... 94
Exemples ........... 94
Lois d’association . ... .. 95

Méthodes de résolution .. 96
8.3 Puissance en régime forcé . 97

Puissance active ....... 97
Facteur de puissance .... 97
y(@)
—T —>

VA

FIGURE 8.1 — Caractéristiques d'un si-
gnal périodique.

36. Heinrich Hertz (1857-1894) : phy-
sicien théoricien, il réussit la premiere
émission et réception d’ondes radio en
1887, sur une distance de 20 metres don-
nant du méme coup une preuve de la va-
lidité de la théorie électromagnétique de
Maxwell. Dans les milieux scientifiques,
il est considéré comme le découvreur de
la radio. C’est la raison pour laquelle on
a donné le nom d’ « ondes hertziennes »
aux signaux radio et pourquoi l'unité de
la fréquence vibratoire —appelée « cycle »
au départ- a été remplacée par « hertz ».

37. Acronyme anglais pour Root Mean
Square
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38. sous certaines conditions mathéma-
tiques peu restrictives en électricité

y(1)
A | T —> -
i

Ypp

A

FIGURE 8.2 - Signal sinusoidal.

y(t)

FIGURE 8.3 — Déphasage.

t

t

Dans la suite, on se limite aux signaux sinusoidaux. En effet, le théo-
réme de Fourier stipule® qu’un signal périodique de fréquence v se
décompose, en sinus et cosinus de fréquences multiples de la fréquence
v .
y(t) =ag+ Z ay cos(2m kvt) + by sin(2x kvt)

k=1
ol ap représente la valeur moyenne (sa composante continue) et
ay cos(2m kvt) + by sin(2x kvt) la k® harmonique. Si l'on connait tous
les coefficients ay et by, appelés coefficients de Fourier, on peut re-
construire complétement le signal périodique. Or, puisque 'on étu-
die des réseaux linéaires, sil’on connait leur comportement vis a vis
d’un signal sinusoidal quelconque, on est capable de connaitre, par
combinaison linéaire, la réponse vis a vis de n'importe quelle signal
périodique, ce qui justifie I'étude de la réponse en régime sinusoidal.

Le signal sinusoidal
Un signal sinusoidal y(t) s’exprime par
y(t) = Acos(wt + ¢)

A désigne I'amplitude, ¢ la phase (en radian) et w la pulsation (en
rad/s). Le signal est bien périodique puisque 1’équation

cos(wt + ¢+ wT) = cos(wt + ¢) Vt

admet comme solution
T=— = v=— v (8.2)

Par ailleurs, on voit sur le graphe qu'un signal sinusoidal ne présente
pas de composante continue (y = 0). La valeur créte-a-créte donne
immédiatement I’amplitude car yp, = 2A. Enfin, on peut calculer la
valeur efficace a partir de la définition. Pour tout signal sinusoidal on

trouve
A

Yrms 2 (8.3)
Déphasage entre deux signaux sinusoidaux — La phase est une gran-
deur qui dépend du choix de l'origine des temps; autrement dit, la
phase est arbitraire. En revanche, le déphasage entre deux signaux
sinusoidaux caractérise le décalage entre les deux courbes sinusoidales
et ne dépend pas du choix de I'origine des temps. Considérons par
exemple deux signaux sinusoidaux :

y1 = Acos(wt) et yy = Bcos(wt+¢)

Les phases respectives de y; et y; sont ¢1 = 0 et ¢ = ¢.

Le déphasage de y; par rapport a y; vaut ¢ — ¢1 = ¢. Si ¢ > 0 on dit
que y; est en avance sur yi, sinon y; est en retard sur y;. Pour mesurer
¢ il suffit de déterminer le décalage entre deux sommets par exemple.



8.1 Signaux périodiques

¢=0 ¢=rn/4 ¢=n/2 ¢ =3n/4
Y
¢p=n ¢ =5n/4 ¢ =3n/2 ¢=7n/4

Y
/>AX
a

X

S
)

S

‘ \B%
a<>
>

!
Ny

N
N
AN

FIGURE 8.4 — Deux signaux sinusoidaux déphasés de ¢ en mode XY.

En effet, d’apres 'expression de y; on voit que le signal atteint son
maximum en 7 = 0, alors que y; atteint son maximum en ¢ = —%. Ainsi
si ¢ > 0, le signal y; est décalé vers la gauche et atteint son maximum
avant le signal y; : il est donc en avance. La relation entre le déphasage
et le décalage temporel est donné par

= — XAt
¢ T

Visualisation en mode XY — Lorsque l'on injecte un signal sinusoidal
sur la voie X d"un oscilloscope et un autre sur la voie Y, puis que I'on
commute 1’oscilloscope en mode XY, on obtient une courbe paramé-
trique d’équation

a cos(wt)
b cos(wt + ¢)

{ X(1)
Y (1)

Il s’agit de I"équation paramétrique d"une ellipse circonscrite dans un
rectangle 2a x 2b et dont I'excentricité e varie avec ¢ (Figure 8.4). Cette
représentation permet de repérer aisément la situation ot les deux
signaux sont en phase (¢ = 0) ou en opposition de phase (¢ = ).

Un générateur délivre une tension sinusoidale uq(r) de fré-
quence 100 Hz de valeur efficace 5,0 V. Un autre générateur délivre une
tension sinusoidale de méme fréquence, de tension créte-a-créte 4,8 V et
en avance de 90° sur u1(¢). En considérant que la phase a 1’origine de uq(7)
est nulle, donner les expressions mathématiques des deux tensions.

Rép. u1(t) =7,1cos(200mt) et up(t) =2,4cos(200mt+m/2)

Représentations d’un signal sinusoidal

Représentation de Fresnel — Considérons un signal sinusoidal y(t) =
A cos(wt + ¢). On peut représenter cette grandeur sous la forme d'un
vecteur dit phaseur ou vecteur de Fresnel. Il s’agit d’un vecteur faisant
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FIGURE 8.5 — Représentation de Fresnel
d’un signal sinusoidal et d"une somme
de deux signaux sinusoidaux.

En électricité on convient de remplacer
le nombre complexe i par j pour évi-
ter toute confusion avec l'intensité élec-
trique.

un angle wt + ¢ avec 'axe des abscisses et une longueur A. L'intérét de
cette représentation réside dans le fait que la somme de deux signaux
sinusoidaux s’obtient en sommant vectoriellement les vecteurs de
Fresnel. Le déphasage entre deux signaux correspond alors a l'angle
entre les vecteurs de Fresnel.

Acos(wt + @) Acos(wt + @) + A’ cos(w't + ¢')
A
//\w’l+ ¢’
?*/ B
wt+ ¢ wt+ ¢

Représentation complexe — Il existe une autre représentation tres
utile : on peut considérer que y(f) est la partie réelle d’'un nombre
complexe :

y(t) =Re(y(t)) avec y(t)= Ae/ (@) ot j2=-1

On dira alors que y(¢) est le nombre complexe associé au signal sinu-
soidal. On peut 'écrire sous la forme

y() =Ae/“) avec A=Ae/? © (8.4)

Le nombre complexe A est appelé amplitude complexe. Lorsque 'on
connait I'amplitude complexe d"un signal on peut en déduire I'ampli-
tude du signal réel ainsi que la phase via les relations

A=Al et ¢=arg(A)

Pour deux signaux sinusoidaux y; et y, d’amplitude complexe A, et
A, ,le déphasage de y, par rapport a y; vaut :

A,
¢ = arg(A,) —arg(A,) = arg (A—)
=1

L'intérét de la notation complexe réside dans la simplification des
calculs différentiels. Par exemple dériver un sinus revient a multiplier
par jw le nombre complexe :

dy(t)

dr ey

Etablissement du régime sinusoidal forcé

Pour illustrer ce que représente le régime sinusoidal forcé, prenons
I'exemple d’un circuit RLC série alimenté par un générateur basse
fréquence (GBF) délivrant une tension sinusoidale de pulsation w. Ce
signal d’excitation s’écrit e(r) = E cos wt.



Observons I'évolution du signal d’excitation sur la voie 1 d"un oscillo-
scope (CH1) et la tension capacitive sur la voie 2 (CH2).

La loi des mailles donne

. di _ N duc
e(t)—Rz(t)—La—uc(t)—O avec i(t)=C 4

. S : | 1 /L
ce qui donne, aprés avoir posé wy = vic et =gV

d%u wo du
dt2C + aod_tc +wo’uc = wo*E cos(wt) pour >0

Du point de vue mathématique, la solution se compose de deux
termes.

* Le premier terme correspond a la solution de I’équation homo-
gene et représente le régime libre d’un oscillateur. Ce régime est
transitoire puisqu’il se dissipe au bout d’un certain temps.

* Le second est une solution particuliere de la forme A cos(w? + ¢).
Il représente le régime sinusoidal forcé. Ce régime ne se dissipe
pas contrairement au régime transitoire; il est entretenu par la
source.

tension
T
|

régime transitoire
]
] ] ] ] 1 |
t=0 temps

La Figure 8.7 montre 1’établissement du régime forcé, c’est-a-dire la
disparition du régime transitoire au détriment d"un régime sinusoidal
permanent de méme fréquence que I’excitation. On note la présence du
régime transitoire par 'apparition d’interférences entre deux signaux
non synchrones (de fréquences différentes). En effet, avec un grand
facteur de qualité, le régime transitoire fait apparaitre des oscillations
faiblement amorties de fréquence voisine de la fréquence propre qui
se superpose au régime sinusoidal forcé.

Régime sinusoidal forcé

Lorsque le régime transitoire s’est dissipé, toutes les grandeurs
électriques oscillent de fagon sinusoidale a la méme fréquence que
I'excitateur (fréquence imposée par le G.B.E). On s’intéresse aux
propriétés électriques des circuits une fois ce régime sinusoidal
installé.

8.1 Signaux périodiques 93

CH1 CH2

q(1)
C uc(t)

e
=

FIGURE 8.6 — Montage RLC.

e(t)

FIGURE 8.7 — Etablissement du régime
sinusoidal (parametres : w = 0,35 wy et

0 = 10).
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8.2 Notion d'impédance et d’admittance
Définitions

Supposons un réseau linéaire constitué de sources sinusoidales de
méme fréquence v. Une fois le régime transitoire dissipée, un régime
sinusoidal de fréquence v s’installe dans toutes les branches du ré-
seau.

On adopte la représentation complexe : notons U 'amplitude complexe
associée a la tension et I 'amplitude complexe associée a l'intensité.
Par définition, l'impédance d"un dipole passif linéaire s’écrit

ZE2——===R+jX © (8.5)

oll R désigne la résistance et X la réactance. Z se mesure en ohm (Q).
Notez que la notion d'impédance n’a de sens que pour un dipdle passif
linéaire en régime sinusoidal. On définit également 'admittance du
dipole, qui vaut

Y=-=G+jS

IN] —

oll G désigne la conductance et S la susceptance. ¥ se mesure en
siemens (S ou Q7).

On peut déterminer I'impédance d'un dipéle passif linéaire en le
soumettant a une tension sinusoidale puis en effectuant les mesures
de la tension efficace, de 'intensité efficace ainsi que du déphasage
entre le courant et la tension électrique. En effet, d’apres la définition
de I'impédance, on a

Urms -
|Z| = T ¢ arg(Z) = u—¢i  © (8.6)

Exemples

On retiendra les impédances des trois dipoles passifs linéaires sui-
vants :

Conducteur ohmique ‘ Bobine ‘ Condensateur
di d
u(t) = Ri(r) u(t) = L d—;(;) i(t)=C d—I:(t)
u=Ri u=jlwi i=jCwu
. 1
ZR:R ZszL‘U ZC:_]'C_(U

On remarque que le conducteur ohmique n’introduit pas de déphasage
entre la tension et le courant puisque I'impédance d'une résistance
est réelle et se confond avec sa résistance. En revanche la bobine et le
condensateur introduisent un déphasage de 7/2 : on dit que courant
et tension évoluent en quadrature de phase. Dans le cas de la bobine
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idéale, c’est la tension inductive qui est en avance de /2 par rapport
au courant alors qu’aux bornes d'un condensateur idéal, la tension
capacitive est en retard de /2.

i R (1) WL iﬂ_fF

Urms = R Irms Urms = L Irms Usms = g lrms
A A A
& N
wt + ¢; wt + ¢; wt + ¢;

2\

o

FIGURE 8.8 — Impédances : représentations de Fresnel.

Lois d’association

En régime sinusoidal forcé, a chaque grandeur électrique (courant,
tension) correspond une grandeur complexe associée. L'écriture de la
loi des mailles et celle des nceuds aboutit a des équations algébriques
dans C. En conséquence, les formules d’association des résistances
s’étendent aux impédances complexes :

en série, Zeq = Z Z; etenparallele, Yeq= Z i © (87)
- i - i

Exemple — la bobine réelle

On alimente une bobine réelle a ’aide d"une source de tension sinusoidale
u(t) = E cos(wt). Cherchons comment s’exprime l'intensité du courant
électrique en régime forcé. On note r la résistance interne de la bobine et L
sa self-inductance.

Tout d’abord, la bobine réelle se modélise par une résistance r en série avec
une bobine idéale de self inductance L. Son impédance s’écrit donc

Z=r+jLw

La définition de I'impédance permet d’obtenir l'intensité du courant en
notation complexe : ‘

u Eel®t

Z - r+jLw

soit

(r — jLw)el®!

i=———
T 24 (Lw)?
On obtient I'intensité en prenant la partie réelle de i. Sachant que j = e/7/2,
ona

i(t) =

m [r COS(wt) +Lw sin(a)t)]
r w
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C
Ry |
R
o~
u(t)
Z.

FIGURE 8.9 — Exemple de circuit avec sa
représentation complexe.

Méthodes de résolution d'un réseau linéaire en régime
sinusoidal forcé

Dans un réseau linéaire en régime sinusoidal forcé, toutes les gran-
deurs sont sinusoidales. On peut remplacer chaque dip0le passif par
son impédance et les sources par les grandeurs complexes associées.
Les équations de Kirchhoff (loi des noeuds + loi des mailles) expri-
mées a l'aide des grandeurs complexes associées, donnent alors des
équations algébriques :

Z exu, =0 loi des mailles et Z exix =0 loi des nceuds
k k

Les problemes sont donc identiques a ceux rencontrés en régime
continu, a ceci pres que les grandeurs recherchées sont des nombres
complexes, caractérisées par une amplitude (le module) et une phase
(I’argument).

Exemple

Considérons le circuit ci-contre alimenté par un générateur basse fré-
quence réglé sur 50 Hz. La valeur efficace de la tension u(t) appliquée
vaut 1000 V. Cherchons les valeurs efficaces des courants électriques dans
chaque branche sachant que Ry =40kQ, Ry =320kQ et C = 25nF.

En parcourant toutes les branches et en appliquant systématiquement loi
des nceuds, on s’apercoit qu’il y a deux inconnues en courant : i; eti,.Il
suffit d’écrire deux lois des mailles, par exemple :

. Z.+Ry
Rii; +Ryi, = u LI u
{ 111 + Roly L Z, (R, +Ry) + RiRy
Z.(ij—) - Ry = 0 iy = =c

u
ZC(RI + Rz) + R1R2
Sachant que Z, = 1/jCw, on trouve

. 1+jRyCw ot 1
11 = u 1 = u
17 (Ri+Ry) + jRIRyCw— 27 (R1+Ry) + jR{Ry,Cw—

On obtient les amplitudes en prenant les modules de ces nombres com-
plexes. En divisant par V2 on trouve les valeurs efficaces. On obtient

1+ (RyCw)?
N s = ; 2€w) > Urms =7,2mA
(R1+ Rp)* + (R1RyCw)

et 1
I rms = Urms = 2,7 mA
V(Ry +Rp)? + (R RyCw)?

Pour le courant i, qui traverse le condensateur, on a

i =iy —iy— = JRoCw u
T2 T (RU+Ry) + jRIRyCw™

D’ot1 'on tire
R,Cw
I ms = 2 Urms = 6,7 mA
V(Ry +R2)? + (R RyCw)?




8.3 Puissance en régime sinusoidal forcé.

Puissance absorbée par un dip6le linéaire

Alimentons un dipdle linéaire passif par une tension sinusoidale u(z).
En régime sinusoidal forcé, le courant d’alimentation d’intensité i(r)
est également sinusoidal. Ecrivons

u(t) = V2 Urpns cos(wt) et i(t) = V2 Ims cos(wt — @)

avec ¢ le déphasage de la tension par rapport au courant. Exprimons
la puissance P recue par le dipole. A partir de l'identité cos a cos b =
1/2[cos(a + b) + cos(a — b)], on obtient

P(t) = u(t)i(t) = Urmslrms[cos ¢ + cos(2wt — ¢)]

La puissance instantanée oscille a la pulsation 2w autour de UrmsIrms COS ¢.

Ce terme représente la puissance moyenne injectée dans le dipdle, ou
puissance active.

Définition

La puissance active est la puissance électrique moyenne regue par
le dipole :

— 1 [T
P = T/ P(t) dt = UrmsIrms Cos ¢
0

La puissance active permet d’obtenir 'énergie fournie a un dipole
pendant la durée At. En effet, si la durée Ar est grande devant la
période T du signal électrique, on a

At 1 At _
€= Pdr = —/ 95dl)At295XAt
t=0 (At t=0
En conséquence, I'énergie se conservant, si un circuit alimenté par une
source alternative possede N dipoles passifs consommant chacun une
puissance active %;, alors la puissance moyenne délivrée par la source
vaut

N
P = Z@ S (8.8)
i=1

L’emballage d"une ampoule « basse consommation » indique :
230V -150 mA - 20 W - 50 Hz. En déduire I'expression de son impédance
complexe.

Rép. Z = (889 + j1249) Q.

Facteur de puissance

Par définition le facteur de puissance d’un dipole passif est le rapport
de la puissance active recue & sur la puissance apparente UrmsIrms (€n

8.3 Puissance en régime forcé
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39. C’est le cas d’'un conducteur oh-
mique mais ce n’est pas le seul cas.

40. Bien entendu, le dipole recoit de
I'énergie ou en donne mais comme il
passe autant de temps a recevoir de
I'énergie qu’a en délivrer, en moyenne,
le bilan est nul.

V.A). En régime sinusoidal,

P
Facteur de puissance = ——— =cos¢ © (8.9)
Urmslrms

Rappelons que le déphasage s’obtient a partir de 'impédance com-
plexe du dipdle :
¢ = arg(Z)

Ainsi, pour un dipdle dont I'impédance est réelle® (Z = R),ona ¢ =0
soit un facteur de puissance égal a 1. Dans ce cas, le dip6le absorbe
une puissance moyenne

@ = UrmsIrms = erms2

On peut d’ailleurs donner un nouveau sens physique a l'intensité
efficace : cela correspond a l'intensité du courant continu qui produirait
la méme dissipation d’énergie dans une résistance.

Pour un dipoéle purement inductif ou capacitif (on dit réactif), I'im-
pédance complexe est un nombre imaginaire pur d’ott ¢ = +7/2. Par
conséquent P = 0 : le dipdle n’absorbe pas de puissance électrique en

moyenne® .

Dans le cas d'un dipole passif linéaire quelconque, c’est-a-dire présen-
tant une impédance avec une partie réelle non nulle, on a

) R
Z=R+jX = cos¢=m

La puissance active s’écrit

— R
P = Urmslms —- = erms2
1|
Finalement, en régime sinusoidal tout dipdle passif linéaire regoit une
puissance moyenne

P =Rlmé oit R=Re(Z) © (8.10)

Importance du facteur de puissance — Le distributeur d’électricité
facture généralement la puissance électrique moyenne consommée
par l'installation concernée. En revanche, la puissance gaspillée par
effet joule dans les lignes de transport est facturée globalement. C’est
pourquoi les distributeurs d’électricité appliquent une surfacturation
lorsque le facteur de puissance d’une installation est trop faible.

En effet, une installation industrielle présente en général un caractere
inductif important dt a la présence des moteurs (bobinages) d’oti un
cos ¢ qui peut étre faible. Si I'installation consomme une puissance
active %, alors le courant d’alimentation a pour valeur efficace

P

Irms =5 7
Urms cos ¢



A cette intensité correspond une puissance dissipée par effet joule dans
la ligne de transport qui vaut

—2
RP

Pligne = erms2 =5 5
& Urms2 cos? ¢

ol R représente la résistance des lignes électriques. Ainsi, une faible
valeur du facteur de puissance entraine une perte d’énergie électrique
en ligne plus importante ce qui explique pourquoi le distributeur
d’électricité facture le cotit d’électricité d’autant plus cher que le facteur
de puissance est faible.

Sil’on veut éviter cette surfacturation il faut alors procéder a un rele-
vage du facteur de puissance. En général, adjoindre un condensateur en
parallele de l'installation permet de remonter la valeur du cos ¢.

8.3 Puissance en régime forcé
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PROPRIETES LOCALES DU
CHAMP ELECTROSTATIQUE

Comme on I'a vu, une distribution statique de charges produit en tout
point M un champ électrostatique donné par la loi

EM) =) —m

4regr;?

i

Expression qui est le résultat de la loi de Coulomb et du principe de
superposition. De maniere équivalente on peut relier le champ électro-
statique avec les sources du champ a l’aide de relations mathématiques
locales. C’est 1’objet de ce chapitre.

10.1 Théoréeme de Gauss

Dans le Chapitre 4 sur les conducteurs, nous avons admis le théoréme
de Gauss qui stipule que le flux du champ électrique a travers une
surface fermée quelconque est égal a la quantité de charge électrique
située a l'intérieur de la surface :

‘#‘E} 7 ds = Oint
S €0

Revenons un instant sur 1’origine de ce théoréme et voyons comment
cette propriété peut s’exprimer sous forme locale.

Flux du champ électrostatique

Pour démontrer le théoreme de Gauss dans sa version intégrale, com-
mengcons par placer une charge électrique ¢ en O. Celle-ci est respon-
sable d’un champ électrique radial qui décroit comme l'inverse du
carré de la distance :

q
dreyr

E(M) = u, avec r=O0OM

2
Les lignes de champ sont alors des demi-droites partant de O.

Imaginons maintenant une surface fermée S s’appuyant sur des lignes
de champ et limitée par deux sections sphériques S; et S,. Par construc-
tion, le flux du champ électrostatique a travers S se résume au flux
a travers S; et Sy. Pour tout point situé sur la section sphérique S; le
champ électrostatique est constant (en norme) et colinéaire a 77 de

sorte que
// E| -7 dS=-ES
Sy
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Surface
fermée S

aQ

FIGURE 10.1 - Le flux du champ élec-
trique a travers S est nul ici.

Rappelons que 7/ est orthogonal a la sur-
face et orienté vers l'extérieur.
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43. Vous pourrez vérifier que le résultat
final ne dépend pas de cette hypothese.

Surface
fermée S

7Q

FIGURE 10.2 — Le flux est-il toujours
nul?

FIGURE 10.3 - Tout volume peut étre dé-
composé en un ensemble de troncs co-
niques infinitésimaux de sorte que le flux
total a travers la surface fermée qui déli-
mite ce volume est nul si la charge élec-
trique est a I’extérieur.

FIGURE 10.4 — Le flux du champ élec-
trique a travers S est le méme que celui
atravers S'.

ot le signe — apparait si I'on suppose la charge positive?® . De la méme
maniere, le flux a travers la section sphérique S, s’écrit

”// B 7dS = E>S»
Sz

Or, a mesure que l'on s’éloigne de la charge, le champ électrostatique
décroit en 1/r2, tandis que l'aire de la section sphérique augmente en
r2 de sorte que E1S81 = E2S3. Il en résulte que

#?-7’ds: E>Sy—E181 =0
s
Imaginons maintenant que les sections sphériques soient assez petites
pour étre assimilables a des plans, puis inclinons-les. Le résultat pré-
cédent change-t-il ? Ici encore le flux ne dépend que du flux a travers
S1 et S;. Concentrons-nous sur la surface Sy. En l'inclinant d’un angle
0 par rapport a la situation précédente, on augmente son aire d'un
facteur 1/cos 6. Dans le méme temps le produit scalaire E> -7 diminue
d’un facteur cos 6. C’est pourquoi, E; -7 S5 reste inchangg et le flux
total a travers S est toujours nul si la charge est a 1'extérieur.

Munis de ce résultat, on peut facilement se convaincre que le flux
du champ électrique créé par une charge ponctuelle a travers une
surface fermée est nul lorsque la charge ne s’y trouve pas enfermée. En
effet, sélectionnons un faisceau conique de lignes de champ faiblement
divergent : soit il ne traverse pas la surface fermée, soit il la traverse
en découpant un volume comme étudié précédemment. Dans tous les
cas, le flux produit est nul. En additionnant toutes les contributions on
aboutit au résultat :

# E-7ds=0 sila charge est a l'extérieur de S
s

Que se passe-t-il maintenant si la charge est placée a l'intérieur d’une
surface fermée S? Pour trouver la réponse faisons intervenir une
sphere S’ située a I'intérieur de S et centrée sur la charge. Notez que
I'on peut toujours trouver une telle sphére. Appelons S” la réunion des

wn

deux surfaces, puis notons ¢, ¢’ et ¢"’ les flux du champ électrostatique
a travers les surfaces S, S’ et S”. Puisque 77 est orienté vers I'extérieur
de la surface fermée, on a la relation ¢”” = ¢ — ¢’. Or, S” délimite un



volume qui ne contient pas la charge électrique. Par conséquent
¢ll — O et ¢ — ¢/

Il suffit de calculer le flux a travers la sphere S’ pour déterminer le flux
a travers une surface fermée quelconque. En outre ce calcul est tres

N
simple puisque E -7 = E avec E constant et égal a en tout

ey r2

point de la sphere. On trouve donc

, q # q 2_ 4
= dS = X4nre = —
¢ dreyr? JJs 4mey r? €

En résumé,

- 0, silacharge estal'extérieur de S
# E-7ndS=
s

4 sila charge est a l'intérieur de S
€0

Ce résultat se généralise facilement avec N charges ponctuelles. En
effet, en vertu du principe de superposition, le champ électrostatique
produit par une distribution {g;-1,n} s'écrit

e e F—
E=FE1+Ey+---+EpN

dont le flux vaut

des ch fermé S
‘#'E) _n) ds = Z ‘#'a 7 ds = somme des charges entermees par
s — JJs

€0

Ce résultat important constitue le théoréeme de Gauss sous sa forme
intégrale :

#f-—n’dszﬁ 0 (10.1)
S

€0

Attardons-nous un instant sur la beauté de ce théoréme. Ce qu’il
dit est assez surprenant : le flux du champ électrique a travers une
surface fermée dépend seulement de la quantité de charge qui s’y
trouve. Autrement dit, une fois la surface fermée choisie, on peut
toujours déplacer les charges extérieures; le champ électrique changera
partout et notamment en chaque point de la surface fermée, mais le
flux a travers celle-ci restera inchangé! Avouez que c’est contraire a
I'intuition. Cette propriété surprenante est comme nous I'avons vu la
conséquence de trois attributs de l'interaction électrostatique :

1. son caractere central ;
2. sa dépendance en 1/r?;

3. etle respect du principe de superposition.

Application du théoreme de Gauss

Dans certains cas, le théoréme de Gauss sous sa forme intégrale permet
de déterminer le champ électrique. Le calcul du champ électrostatique
créé par un fil rectiligne infini uniformément chargé servira d’illustra-
tion.

10.1 Théoréme de Gauss
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FIGURE 10.5 - Fil rectiligne infini et uni-
formément chargé de densité linéique A.

e

T

=l

FIGURE 10.6 — Calcul du flux a travers
un cylindre fermé.

44. Vu qu’en réalité un fil infini n’existe
pas, il arrive un moment ou la distance
au fil est comparable a la longueur du
fil. Des lors on commence a « sentir » les
effets de bords et I’évolution du champ
commence a s’écarter sensiblement de
I'expression trouvée. Si r est trés grand
devant la longueur du fil, on peut traiter
le fil comme une charge quasi-ponctuelle
de sorte que I'on attend une décroissance
en 1/r? a trés grande distance.

45. Ce théoreme fut d’abord découvert
par Lagrange en 1764, puis indépendam-
ment par Gauss en 1813 et Green en 1828;
mais c’est Ostrogradsky qui donna la
premiere démonstration en 1831[5].

Nous avons vu au Chapitre 1 comment faire un calcul direct de ce
champ en sommant la contribution de chaque élément de fil.

Voyons maintenant comment le théoréme de Gauss permet d’obtenir
le résultat plus simplement. Tout d’abord, le probleme étant invariant
vis-a-vis de toute translation suivant I’axe du fil et de toute rotation
par rapport a celui-ci, on en déduit que le champ électrique ne dépend
que de la distance au fil, que 1’on notera r. Par ailleurs, tout plan
contenant le fil est un plan de symétrie de sorte que pour tout point
M de ce plan, le champ est dans ce plan. Mais le plan perpendiculaire
au fil qui passe par M est aussi un plan de symétrie puisque le fil est
infini. Il en découle que le champ électrique est radial : en coordonnées
cylindriques on a

EM) =E(r)

Il nous reste a déterminer la fonction E () via le théoréeme de Gauss.
L’astuce consiste a choisir une surface fermée qui permet de relier
simplement le flux & E(r). Un cylindre fermé de rayon r, dont 1’axe
coincide avec le fil fera I'affaire. En effet, le flux du champ électrique &
travers ce cylindre vaut

‘I)E:# Tf-_n)dS:// Tf-r?lcl3+// Tf-ﬁﬁdh// E -n3ds
cylindre (1) (2) (3)

ol (1) et (3) correspondent aux bases du cylindre et (2) a la surface
latérale. Comme on le voit sur le schéma, le champ électrique est

. . . > —_ 2 N
perpendiculaire a ni et n3 de sorte que le flux se résume au flux a
travers la surface latérale cylindrique. Pour cette surface, le champ
électrique est paralléle au vecteur 73, aussi on a

¢E=[/(2)E(r)dS:E(r)/(2) ds = E(r) 2nrh

Selon le théoreme de Gauss, ce flux vaut Qint/€p, avec Qin la quantité
de charge enfermée par le cylindre, c’est-a-dire ici Qint = Ah. Finale-
ment l'application du théoreme de Gauss donne

E(r)2nrh = Ah/ey soit E(r) =

2reyr

Le champ décroit en 1/r au fur et & mesure qu’on s’éloigne du fil*.

Théoreme de la divergence

Le théoréme de la divergence® relie le flux d’un champ vectoriel a
travers une surface fermée S, a la somme d’un scalaire en tout point du
volume enfermé par S. Ce théoreme fait appel a 1’'opérateur divergence,
d’ot1 son nom.

La divergence est un opérateur qui s’applique a un champ vectoriel et
retourne un champ scalaire. Il se note

- - -
divA ou V-A



La derniéere notation permet de retrouver son expression en coordon-
nées cartésiennes :

9

ax| [Ax(x,y,2)
- - 9x XAy 0A. O0A, OA
VoA y =54y = axx+—ay’+ a;

£) \A(x,y,2)

Imaginons un petit cube d’aréte a centré en M(x, y, z), et dont les faces
sont des plans cartésiens. Voyons comment s’écrit le flux d’'un champ

- 146 1 5
vectoriel*® A 3 travers ce cube.

Commencons par exprimer le flux ¢ a travers la face (1) perpendicu-
laire a I’axe (Oy) et situéeen y +a/2:

¢1=ﬂ 1_4>-u_y>dS=// Ay(x',y+a/2,7")dx'dZ’
(1 (1)

De méme, le flux a travers la face située en y — a/2 vaut

— — ’ ’ ’ ’
¢2=// A~(—uy)dS=// —Ay(x,y—af2,) dx'dz
@) 2)

Appelons ¢, le flux a travers ces deux faces, et faisons tendre a — 0.
On peut alors considérer l'intégrand constant et égale a sa valeur au
centre de la face :

¢y = ¢1+¢2 = [Ay(-xry+a/2/z) _Ay(xly_a/zlz)] 612

a étant un infiniment petit, on peut légitimement remplacer

Ay(x/y+a/2/Z)_Ay(x/y_a/zlz) aAy(x/y/Z)
P par —By

0Ay(x,y,2) , . . e
a—a . Ce méme raisonnement réitéré sur
y

les faces perpendiculaires aux axes (Ox) et (Oz) aboutit a

ce qui donne ¢, =

_0Ax(x,y,2) 3
=——"qa

_0A;(x,9,2) 3
=——"""¢q
ox

P oz

et ¢,

=
Finalement, le flux ¢ du champ vectoriel A a travers un cube infinité-
simal centré en (x, y, z) de volume infinitésimal dr = a2 vaut

_ 0Ax(x,y,2) . 0Ay(x,y,2) N 0A;(x,y,2)

dr=divAad
o 3y oz T=divAdr

¢
Mettons dorénavant cote a cote deux cubes infinitésimaux. Lorsque
I'on calcule le flux a travers ces deux cubes réunis, on s’apergoit que
la contribution due aux surfaces adjacentes se compensent, car les
normales a ces faces sont opposées. Aussi, le flux total se réduit au flux
a travers la surface frontiere. Des lors, on congoit qu’en empilant de
tels cubes en nombre infini, on puisse reconstituer un volume fini, de
sorte que le flux a travers la surface frontiere soit égal a la somme des
flux élémentaires produits a travers chaque petit cube constituant le
volume. C’est le sens du théoreme de la divergence.
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46. Que l'on suppose contintiment déri-
vable en tout point du volume cubique.

N
a A(P)
|
— 4
; .y
P(x',y+%,z
@ : (', y 2 )
! .
M(x, y,z) )
z Leceeoe | __
y

X

FIGURE 10.7 — Calcul du flux a travers
un cube.

FIGURE 10.8 — Le flux a travers deux
cubes adjacents se réduit au flux a tra-
vers la surface qui délimite le volume
constitué par la réunion des deux cubes.
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Ce théoreéme est aussi appelé théoreme de
Green-Ostrogradsky.

La notion de densité volumique de
charge peut s’étendre aux distributions
discretes a condition d'utiliser la distri-
bution de Dirac 6 (7).

47. Enrégime variable laloi de Coulomb
est violée; de ce point de vue, on peut
dire que I'équation de Maxwell-Gauss se
révele plus générale que la loi de Cou-
lomb.

Théoreme de la divergence

L’intégrale de la divergence d'un champ vectoriel sur un volume V
est égal au flux de ce champ a travers la surface fermée qui délimite

le volume.
- _ B
A~ndS:// divA dr
S Vv

Equation de Maxwell-Gauss

Placons-nous dans le cadre d'un probléme d’électrostatique, et imagi-
nons une surface S délimitant un volume V quelconque. En vertu du

théoréme de Gauss, on a
- .
# E 7 d S = ant
S €0

ol Qint est la charge électrique que contient le volume V. Adoptons
une approche continue pour décrire la répartition des charges : un
volume infinitésimal dr centré en un point M contient une charge

dg = pdr

avec p la densité volumique de charge (en C.m~3). On a donc

#f-?dS:lwpdT
S €0 \Y

Appliquons maintenant le théoreme de la divergence :

#E?ds:// divE dr
S Vv

Le volume V étant choisi quelconque, il en découle :

Equation de Maxwell-Gauss

divE=2 ou V.E=Z£ (10.2)
€0 €0

Cette relation est dite locale car elle relie la source locale de charge
(via p) avec ses effets électriques locaux (le champ électrique). Il s’agit
de la premiere équation fondamentale de 1’électromagnétisme et nous
verrons ultérieurement que sa validité s’étend méme aux régimes
variables?.

Discontinuité de la composante normale du champ

La relation de Maxwell-Gauss est une équation aux dérivées partielles
dont les solutions font intervenir des constantes d’intégration. On dé-
termine généralement ces constantes grace aux propriétés de symétrie



et aux conditions aux limites. Il est donc utile de connaitre les relations
de passage lorsque I'on traverse une interface séparant deux domaines
chargés différemment.

Pour cela imaginons une surface S qui sépare deux domaines (1 et 2).
Pour ne pas perdre en généralité, supposons que cette surface présente
des charges avec une densité o. Définissons une boite cylindrique de
petite hauteur %, qui traverse S perpendiculairement en découpant
un petit contour fermé C. Appliquons le théoréme de Gauss dans sa
forme intégrale

//E{~@’d$+// E~E§d5+// B .7ids = Lt
Sy S, cylindre €0

oll 7175 est un vecteur normal a la surface dirigée de 1 vers 2. Faisons
tendre & vers zéro. Dans ce cas, d'une part la charge intérieure se
résume a la charge surfacique, et d’autre part le flux a travers la surface
cylindrique latérale tend lui aussi vers 0. Il reste alors

—// E)~rﬁz’d5+// 1?2’~;le’d5=l// ods
Sy S, €0 So

Par ailleurs, choisissons un contour C suffisamment petit pour pou-
voir considérer la densité de charge et les champ électriques quasi-
uniformes. Dans ce cas, le théoréme de Gauss s’écrit

— — aSo
—E1-npS1+Ey-npSy = —— avec S1=52=35
€0

avec E (resp. E)z) le champ électrique qui régne dans le milieu 1
(resp. 2) au voisinage de S. Apres simplification, on obtient la relation
cherchée :

Relation de passage

La composante normale du champ électrique est discontinue lors de
la traversée d’une interface chargée. Cette discontinuité est d’autant
plus grande que la densité de charge est importante.

- = o
(Ez - El) T = o (10.3)

Exemple - Champ créé par une nappe chargée

Considérons une distribution de charges uniformément réparties entre les
deux plans cartésiens d’équation x = a et x = —a. La densité volumique de
charge est donnée par

po Silx|<a
p= .
0 sinon

La distribution des charges présente une invariance par translation suivant
(Oy) et (Oz). En conséquence le champ électrique ne dépend que de x. Par
ailleurs, tout plan contenant 1’axe (M, izy) est un plan de symétrie, de sorte
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n_)leEg
. S,

hJ\

x 5

@)

FIGURE 10.9 - Interface chargée sépa-
rant deux milieux différents notés 1 et
2.

)

et L el l/

R

FIGURE 10.10 — Nappe d’épaisseur 2a,
chargée uniformément en volume.
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E(x)

£0
ega -

£

FIGURE 10.11 — Evolution du champ
électrique E (x).

FIGURE 10.12 - Circulation du champ
électrique le long d’un circuit fermé

orienté.

que le champ électrique est nécessairement suivant . On a
E=E@i

Enfin, le plan x = 0 étant un plan de symétrie, on a E(—x) = —E(x), ce qui
permet de restreindre 1'étude & R*. L'équation de Maxwell-Gauss donne

PO .
E — Sslx<a
YE-£ — 9_]g
€0 dr |0 six>a

L'intégration de ces équations est élémentaire :
_ : _ PO .
E(x)=Cy six>a et E(x)=—x+Cp six<a
€0

Il nous reste a déterminer les deux constantes d’intégration. Tout d’abord
la fonction E(x) étant impaire, on a bien stir E(0) = 0 ce qui implique
C, = 0. Enfin, la composante normale du champ est continue en x = a (car
o =0) ce qui se traduit par

lim E(x) = lim E(x) soit C;=2a
x—a~ x—at €0

On en déduit I'évolution de la Figure 10.11.

10.2 Circulation du champ électrostatique

Champ conservatif

Plagons une charge ponctuelle g en O. Il régne alors dans 1’espace un
champ électrique donné par

q

—
EM) =
dreyr

u, avec r=OM

2

Faisons maintenant circuler ce champ le long d’un circuit C fermé et
orienté. Par définition, la circulation est la quantité

N
r- j{ EM)-d¢
C
-
olt M parcourt le circuit C dans le sens positif, d £ étant son vecteur
déplacement infinitésimal.

z z N N T
Le déplacement présente une composante parallele a u; et une com-

posante perpendiculaire : de = d{z) + d?ﬁ. La composante parallele, la
seule qui nous intéresse pour le calcul de I', correspond au déplace-

N
ment radial d¢|| = dr &, de sorte que la circulation s’écrit

I'= % i dr = 4 1 h
c4ner? dner|,

Mais puisque le circuit est par hypothése fermé, on a

ri=rg soit I'=0



Si le champ électrique est produit par une distribution de charges
{qi=1...n }, conformément au principe de superposition, on a

de sorte que la circulation du champ résultant est également nulle.

Circulation de E)

7 . . . . ﬁ 7
En régime statique, la circulation de E le long de n'importe quel
contour fermé est toujours nulle :

- —> . . .
-7{ E-d¢ =0 pour tout circuit fermé
C

On dit que le champ électrostatique est a circulation conservative.

Théoréme de Stokes

Le théoreme de Stokes relie la circulation d'un champ vectoriel le
long d’"un contour fermé, au flux d’un champ particulier a travers une
surface s’appuyant sur le contour initial. Ce théoreme fait intervenir
un nouvel opérateur différentiel : le rotationnel.

L’'opérateur rotationnel agit sur un champ vectoriel, et retourne égale-
ment un champ vectoriel. Il se note

TotA ou VAA

La derniére notation permet de retenir 1'expression du rotationnel en
coordonnées cartésiennes :

a9 0A; A,
x Ax dy oz
=2 .3 0A,  OA
VAd=|Z[n|A]|=| % - %5 (10.4)
0 0Ay  HA
9z Az d_x)_d_yx

Imaginons un contour carré, d’aréte a, centré en M(x, y, z) et orienté
dans le sens trigonométrique. Disposons provisoirement le contour
perpendiculairement a 1’axe (Ox).

-
La circulation d’un champ vectoriel A le long de ce contour s’écrit

a8 a =% a
= / A, (x,y+ E'Z/) dz’+/ Ay (x,y’,z+ E) dy’+
Z

a
y+3

a
2

a

/Zzuz A, (x,y— g,z') dz’+/y+7 A, (x,y',z— %) dz” (10.5)

a
*t2 Y=z

10.2 Circulation du champ

Notez que cette propriété serait encore
vérifiée si la force électrique ne variait
pas en 1/r2. Elle est a relier au fait que
I'interaction coulombienne est une force
centrale qui ne dépend que de r.

= a ’
A(x,y+%5,7)

R
de /
L]
M(x,y, z)

/ y

X

FIGURE 10.13 - Circulation le long d'un
carré orienté d’aréte a.
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48. Un tire-bouchon que l'on tourne
dans le sens positif du contour orienté,
se déplace dans la direction donnée par
N
.

C
— A
daa /
+ 5 el +
C dé C
C Cy

FIGURE 10.14 - 2 contours cote a cote.
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Faisons tendre a — 0. On peut alors considérer les intégrands constants
et égaux a la valeur qu’ils prennent au milieu du domaine d’intégra-
tion :

F — dF: a [AZ (x/)"*'g/Z) —Ay (x/y/Z‘Fg) —Az (X/y— %/Z)

a—0 2
a
A (25|
+Ay|x,y,2 2

Comme a est un infiniment petit, on peut remplacer

Az(xry+a/2/Z)_Az(x/y_a/zlz) 6Az(x/y12)

efc...
a ay

ce qui donne

dr = 42 (3Az(x,y,z) _ aAy(x,y,z)) = a2 (—> —>) —

VAA|-
dy 0z Mx

Evidemment, si I’on avait choisi un contour perpendiculaire a I’axe
- -
. P d [3N 2 2
(Oy) on aurait trouvé a? (V A A) - uy,. De maniere générale, pour un

contour infinitésimal d’aire dS, on trouve
- —
dr = (v A A) 7 dS

ot1 77 est le vecteur unitaire normal a la surface du contour infinitési-
mal, son sens étant relié a 1’orientation du contour par la regle de la
main droite ou du tire-bouchon?®8.

Mettons dorénavant cote a cote deux contours infinitésimaux C; et Cp
orientés dans le méme sens, et notons C le contour externe. Lorsque
I'on somme les circulations du champ Ale long des deux contours
C; et Cy, on s’apercoit que les contributions dues aux c6tés adjacents
se compensent, car les vecteurs d ¢ de ces cotés sont opposés. Ainsi
la somme des circulations se réduit a la circulation de A le long du
bord extérieur C. Or, on peut toujours décomposer une surface finie
S en une infinité de carrés adjacents, de sorte que si I'on somme les
termes (_V) A 71)) -7 dS on retrouve la circulation le long du contour C
sur lequel s’appuie S. C’est le sens du théoreme de Stokes.

FIGURE 10.15 - La circulation le long de
C d’un champ vectoriel peut se calculer a
partir du flux de son rotationnel a travers
une surface s’appuyant sur C.

Théoréme de Stokes

Le flux du rotationnel d"un champ vectoriel a travers une surface S
est égal a la circulation de ce champ le long du circuit fermé C qui
délimite la surface S.

f?-d?z//rotA-deS
C S

e o R
oll 7 est un vecteur unitaire normal a la surface S, dont le sens est
associé au sens de parcours du circuit via la regle du tire-bouchon.

Notez qu'une conséquence de ce théoreme est que le flux de tout

champ qui dérive d’un rotationnel (79) = rotA) ne dépend que de
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N
A et du contour sur lequel s’appuie la surface. Cette propriété sera
particulierement intéressante dans I'étude du champ magnétique.

Equation de Maxwell-Faraday statique

Comme nous l'avons vu, le champ électrostatique est a circulation
conservative. En vertu du théoreme de Stokes, on peut écrire

‘7{1_5)~d_€>=0 donc //rotE-_n)dSzo
C S

La derniere relation devant étre vérifiée pour toute surface, il faut

L, . —r= g
nécessairement que rotE = 0 partout. Nous venons de trouver la
deuxiéme équation de Maxwell relative au champ électrostatique.

Equation de Maxwell-Faraday statique

- = >
VAE=0 partout

Cette propriété locale traduit le fait que le champ électrostatique est a
circulation conservative. Associée a 1’'équation de Maxwell-Gauss elle
permet de déterminer complétement le champ électrostatique.

. Lo - = — —
Soit un champ vectoriel A(M) = B AOM avec B = Bu;. Ce

champ peut-il étre un champ électrostatique ?

3 - 5 >
Rép.Noncar VA A # 0.

Continuité de la composante tangentielle du champ

Nous savons qu’a la traversée d’une nappe chargée, la composante
normale du champ électrique subit une discontinuité donnée par la
relation (10.3). Voyons maintenant ce qu’il en est pour la composante
tangentielle. Pour cela, nous allons faire circuler le champ électrique le
long d"un contour rectangulaire (ABCD) qui coupe perpendiculaire
une surface S chargée avec une densité o.

Le caractere conservatif du champ se traduit par

jf 75’«17:/ f-d7+/ f.d?+/ E.dl
(ABCD) [AB] [BC] [CD]

+/ f-d_é’):o
[DA]

Appelons £ la largeur du rectangle et ¢ sa longueur. Si l’on fait tendre
h — 0, le deuxiéme et le quatrieme terme disparaissent. Par ailleurs,

wn

Surface chargée

uniforme le long des trongons rectilignes. On obtient alors 1’équation

E1-AB+E,-CD=0 soit (E;—E;n)€=0

FIGURE 10.16 — Contour rectangulaire
i i ] . - coupant la surface chargée perpendicu-
choisissons ¢ assez petit pour pouvoir considérer le champ électrique lairement.
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avec E; et E;p les composantes tangentielles du champ de part et
d’autre de la surface. On en déduit la continuité de la composante tan-
gentielle du champ a la traversée d'une surface chargée. Finalement
on retiendra la relation de passage pour le champ électrique.

Relation de passage du champ électrique

A la traversée d"une surface chargée, le champ électrique présente
une continuité de sa composante tangentielle et une discontinuité de
sa composante normale proportionnelle a la densité surfacique de
charge o :

Es—Ei= grﬁﬁ (10.6)
0

10.3 Potentiel électrique
Définition
Nous venons de voir qu'une distribution stationnaire de charges crée
49. De rotationnel nul. un champ électrostatique qui a la propriété d’étre irrotationel* . Or, on
peut montrer que tout champ dérivant d’un gradient est irrotationnel,
et réciproquement :
- - - - —
AM)=VeM) & VAAM)=0

ol (M) est le potentiel associé au champ vectoriel.

Exemple

Considérons un potentiel ¢(x, y, z) = xy et vérifions que le champ vectoriel

=
associé est effectivement irrotationnel. Le champ vectoriel A vaut

y
T T || |
0

9,
Vad=|2

—  —
On a effectivement rot A = 0.

Dans le cas du champ électrostatique, le potentiel associé est appelé
potentiel électrique et noté V(M). Par définition, on a

4 ; - -
La présence du signe © est purement EM)=-VV(M)
conventionnelle.

On a déja introduit ce potentiel dans le Chapitre 2 a partir du travail
de la force électrique. Rappelons ses propriétés :



10.3 Potentiel électrique

* ce champ scalaire ne dépend que de 'espace, et est défini & une
constante additive pres;

¢ il s’exprime en volt dans le Systeme international d’unités;

* ses surfaces de niveau (équipotentielles) coupent les lignes de
champ a angle droit;

¢ on peut calculer directement le potentiel électrostatique via 1'ex-
pression

ou V(M):/4dq
o 4neyr

Pour une distribution bornée, le potentiel est défini et continu.

qi
V(M) =
(M) Z4neor,-

Equation de Poisson

Considérons une région de l'espace qui présente une distribution
stationnaire de charges électriques de densité volumique p(x, y, z).
Désignons parT:")(x, y,2) et V(x,y,2), le champ électrique et le potentiel
en un point de coordonnées (x, y, z). On a vu que le théoreme de Gauss
se traduit localement par

diVE)(X/)’IZ) :? -—> = p—(x’y’Z)
€0

De plus, par définition E)(x, v,2) = —?V(x, v,z). En substituant, il

vient
P y,2)
€0

- =
V- -VV(x,y,2) =

Cette équation aux dérivées partielles fait intervenir un nouvel opéra-
teur différentiel que 'on appelle laplacien et note A :

Af=div(gradf) ou Af=V-Vf=V2f

La derniére notation permet de retenir ’expression du laplacien en
coordonnées cartésiennes :

()3 50252550

0x oy \ 0y dz \ oz

0
Af(x,y,z) = 32 - Ox2 6)’2 072

Ox
Finalement, le potentiel électrostatique obéit a une équation aux déri-
vées partielles, que 1’on appelle 1'équation de Poisson :

8’V 0%V 3%V p(x,v,2)
—+—+—+——"2-=0 [Eq.dePoisson] © (10.7
0x2  0y? 072 €0 [Eq ] (107
La résolution de cette équation du second ordre introduit des constantes
d’intégration que 1’on détermine grace aux conditions aux limites et a
la propriété de continuité du potentiel.
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— ’

\ boule chargée

FIGURE 10.17 — Boule de rayon a, unifor-
mément chargée.

50. On retrouve l'idée qu'une boule a
symétrie sphérique produit a I'extérieur
les mémes effets que si toute la charge
était concentrée en son centre.

51. On exclut r = 0. Il suffira de prolon-
ger V (r) par continuité.

52. D’'une part le potentiel est fini,
d’autre part le champ électrique est nul
enr =0, car le centre de la boule est un
centre de symétrie.

Exemple — Potentiel créé par une boule chargée

Disposons dans le vide une boule de rayon a, uniformément chargée avec
une densité volumique p constante. A l'aide de ’équation de Poisson,
déterminons le potentiel électrique qui regne en tout point de 1’espace.

Compte tenu de la symétrie sphérique, on adopte les coordonnées sphé-
riques et I'on sait que le potentiel ne dépend que de la coordonnée radiale
r. En coordonnées sphériques, le laplacien s’écrit

16(2g)+ 1 a(sing)+ 1 9*f

— = _- 0 =4
2ar\" o | " 2sing 96 90 )" 12 sin? g 02

Af(r,0,¢) =

de sorte que 1’équation de Poisson s’écrit

1d ( 5 dV) 0 sir>a

— (2= =

r2 dr dr -p/€eyg sinon
Commencgons par trouver la forme du potentiel a I'extérieur de la boule.
En intégrant deux fois par rapport a r on trouve

C
V(r)=71+C2 si r>a

ou C1 et C, sont deux constantes d’intégration. Adoptons la convention
habituelle V = 0 a I'infini. On en tire C, = 0 et

C .
V(r) = =L sir>a
r
On peut déterminer Cy car I'on sait quel est le comportement asymptotique

du potentiel. En effet, si 'on se place tres loin de la boule chargée, on verra
essentiellement une charge ponctuelle. On prévoit donc

Vi) — 2 _ 22
r—o 4egr  3€gr

Par identification, on en déduit®® ¢y = pa®/(3ep).
A Vintérieur de la boule, I'équation de Poisson s’écrit

Sl (e Y o
r2 dr dr €

id N Poyee Amie ti 51 zd_v_ ﬁ_'_c q
ce qui donne apres une premiere mtegration=" r ar =—p 36 3, puis en

intégrant a nouveau :

2

V(r)=-p 6%

C
- = ot C4

-
Si C3 était non nul on verrait le potentiel et le champ électrique diverger en
r =0, ce qui est impossible>? . Par conséquent, C3 est nécessairement nul.

Pour déterminer Cy utilisons la continuité du potentielenr = a :

2 a2

a
—+Cy=p—
4= P30

lim V(r) = lim V(r) soit -p
r—a- r—a* 6€p



Ce qui donne C4 = pa?/(2€y). Finalement, le potentiel s’écrit

3
a g
2 sir>a

V(r) =1{3€r (10.8)
6’%0 (3a2 - r2) sinon

Lorsque qu'une portion d’espace est exempte de charges électriques,
I’équation de Poisson prend la forme simple suivante :

?vV 9%V 9V
— +—-5+—-5 =0 [Eq.deLaplace] © 10.9

0x2  0y? 072 [Eq place] (109)
11 s’agit de l'équation de Laplace. L'ensemble des fonctions vérifiant cette
équation aux dérivées partielles sont dites harmoniques.

Théoréme d’unicité

Une stratégie pour résoudre un probléeme électrostatique consiste a
résoudre I'équation de Poisson (ou Laplace) dans un certain domaine
de 'espace. Ses bords imposent ce que 1'on appelle des conditions aux
limites :

¢ Soit on connait la valeur du potentiel sur la frontiere de la région
considérée. 11 s’agit alors d"un probléme de Dirichlet>.

* Soit on connait la valeur de son gradient projeté sur la normale
extérieure de la frontiere. Il s’agit dans ce cas d"un probléme de
Von Neumann.

On montre en mathématique que si I’équation de Poisson admet une
solution® , celle-ci est unigue. Plus précisément, dans un probleme
de Dirichlet, il existe un seul champ scalaire qui vérifie I'équation de
Poisson et les conditions aux limites. Dans un probleme de Von Neu-
mann, le potentiel électrique est indéterminé a une constante additive
prés mais le champ électrique qui en dérive est unique. Ce théoréme
d’unicité rend de précieux services dans certains cas. Illustrons cela
sur deux exemples.

La cage de Faraday - Considérons un volume conducteur de forme
quelconque présentant une cavité elle aussi de forme quelconque. Sup-
posons cette cavité complétement vide, et le conducteur a I'équilibre et a
priori chargé. Aucune hypothese particuliere n’est faite sur 1’environne-
ment extérieur au conducteur. Que sait-on du potentiel a I'intérieur de
cette cavité ? Etant donné 1’absence de charges électriques, la fonction
V(x,y,z) obéit a I’équation de Laplace

ax2  9y? 82

Avec comme condition aux bords de la cavité : V = Vj ou1 Vj est le
potentiel du conducteur qui —rapellons-le- est uniforme au sein d'un
conducteur a I’équilibre. Or, il y a une solution évidente a ce probleme.
En effet la solution V(x, y, z) = Vy vérifie bien ’équation de Laplace et

10.3 Potentiel électrique

53. Par exemple un systeme de conduc-
teurs dont les potentiels sont fixés par
des générateurs, avec comme convention
V =0 al'infini forme un tel probleme.

54. Si le probleme de physique est bien
posé, 'équation de Poisson admet forcé-
ment une solution.

+

+ t+4

Cavité

Conducteur chargé

FIGURE 10.18 — Cavité dans un conduc-
teur chargé a l’équilibre.
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Test de la 1oi de Coulomb

Toute violation de 1'effet « cage de
Faraday » serait le signe que l'inter-
action électrostatique ne suit pas une
loi en 1/r2. A T'heure actuelle au-
cune expérience n’a réussi mettre en
défaut I'effet « cage de Faraday » et
les mesures les plus récentes[6] per-
mettent de conclure que la loi de
Coulomb est en

avec |e|<6-1071
r2te
Le premier physicien a avoir entre-
pris ce type d’expérience est Henry
Cavendish. Il trouva |e| < 0,02, ceci
bien avant la célebre expérience de
Coulomb. L’histoire a préféré retenir
la preuve directe de Coulomb, pour-
tant moins précise...

FIGURE 10.19 — Méthode des images
électriques. Du point de vue d"un point
situé a l'extérieur de Sy, les deux pro-
blémes sont équivalents.

Pour une résolution complete de ce pro-
bleme, voir le recueil d’exercice d’élec-
tromagnétisme I

les conditions aux limites. En vertu du théoréme d’unicité, nous avons
donc trouvé la solution :

- - . .
Vix,y,z2) =V et E(x,y,z) =0 alintérieur de la cavité

Autrement dit, a I'intérieur d’une cavité conductrice, le champ élec-
trique est nul, ceci quel que soit le champ a 'extérieur du conducteur.
Le conducteur sert donc de protection électrostatique entre 1'extérieur
et 'intérieur de la cavité : c’est |’effet cage de Faraday.

Méthode des images électriques — Imaginons différents corps chargés
produisant un potentiel électrique V(x, y, z) (Figure 10.19). Supposons
que l'on ai pu déterminer la surface équipotentielle Sy correspondant
aV = Vp. Supprimons les corps situés a l'intérieur de Sy puis métal-
lisons Sy. Si 1’on porte le conducteur ainsi formé au potentiel Vp, un
observateur extérieur a Sy ne s’est apercu de rien : en effet, le potentiel
obéit a la méme équation de Poisson avec les mémes conditions aux
limites que précédemment. Autrement dit, ces deux problemes sont
interchangeables, sil’on se limite aux effets électriques produits a I'ex-
térieur de Sp. C’est cette équivalence qui est a la base de la méthode
des images électriques.

q4 q4

Par exemple, considérons le probléeme suivant : on approche une
charge ponctuelle ¢ a la distance d d"une plaque conductrice reliée
a la terre (au potentiel V = 0). On cherche a déterminer la densité o
avec laquelle le conducteur se charge par influence. Pour cela il suffit
de connaitre le potentiel au voisinage du conducteur pour en tirer le
champ électrique, puis o a I’'aide du théoreme de Coulomb. On peut
utiliser la méthode des images électriques ici. En effet, on sait que
deux charges opposées ¢ et —q situés en A et B produisent une équi-
potentielle V = 0 correspondant au plan médiateur du segment [AB].
C’est pourquoi, pour déterminer le champ et le potentiel électrique
dans la portion z > 0 on peut remplacer le conducteur par son image
électrique, a savoir une charge —g située en (0,0,—d). Aussi, on peut
écrire que

q q

VM) =
( dregr1  4dmegry

si z>0
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M(x, y, z)

10.4 Energie électrostatique

4 I’

x conducteur électrique x

FIGURE 10.20 - Influence d"une charge sur une plaque conductrice traitée par la méthode des images électriques.

Théoréme de la moyenne

Supposons un domaine & de I’espace, vide de charge, oti regne champ
et potentiel électrostatiques. On peut penser a la région située entre
des conducteurs chargés et a 1'équilibre par exemple. Dans ce domaine,
le potentiel V(x, y, z) obéit a I’équation de Laplace AV = 0.

Entourons un point M(x, y, z) d’une sphere Sy de 1‘ayon55 r. On définit
la moyenne du potentiel sur la sphere par

j/SMVdS
W=

On montre alors que cette moyenne donne immédiatement la valeur
du potentiel au centre de la sphere. Autrement-dit :

V(M) =(V)

Cette propriété est mise a profit dans une méthode de résolution nu-
mérique, appelé méthode de relaxation. Cela consiste d’abord a produire
un maillage de 'espace en le réduisant a un réseau discret. Ensuite,
on fixe une valeur arbitraire aux nceuds du réseau sauf aux bords de
la région ot1 les conditions aux limites imposent une valeur précise™ .
L’algorithme consiste simplement a passer en revue tous les nceuds
et & leur affecter une valeur correspondant & la moyenne des valeurs
situées sur les nceuds voisins. En réitérant cette procédure, la valeur
du potentiel en tout point converge vers la solution de 1’équation de
Laplace.

» simulation : femto-physique.fr/omp/methode-de-relaxation.php

10.4 Energie électrostatique

Rappels

Considérons une distribution stationnaire de N charges électriques
{gi=1,..,n }. On note r;; la distance qui sépare les charges ¢; et ¢ ;. Par
définition, 1’énergie électrostatique d’interaction €, jn d"un tel systeme

55. La sphere possede un rayon quel-
conque. La seule condition est qu’elle
doit se trouver entierement dans &

56. On se place dans un probleme de
Dirichlet
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FIGURE 10.21 - Distribution de N
charges ponctuelles.

On rappelle que
D= Y it Y i
ij#i ij<i ij>i

ce qui donne lorsque u;j = uj;

Zuij=22 Uij

i,j#l i,j<i

De maniere générale, I'énergie propre
d’un systéme chargé de charge totale Q,
confiné dans un volume de taille carac-
téristique a présente une énergie électro-
statique

2
€ =B
p int ﬁ 471'6[) a
avec 8 un coefficient adimensionné qui
dépend de la fagcon dont les charges sont
réparties dans le volume.

représente le travail qu'un opérateur doit fournir pour amener, de
fagon quasi-statique et depuis I'infini, les charges dans leur position
finale.

Comme on I'a démontré dans le Chapitre 2, cette énergie ne dépend
pas de la maniere dont on s’y prend pour constituer le systéme, et il
suffit de sommer autant de termes ¢;q;/(4neyri;) qu'il y a de couples

(i, J)
o qi4j qiqj
Goine= ) Treor Z Z Trars (10.10)

couples (i,))

On peut aussi reformuler en faisant intervenir le potentiel que subit la

charge g;
Vi =
; 47‘1’60 rij
Cela donne
qiq aq; 1< q,
44y 4y _Z N
Bpint = Z Z ey rij T2 Z dregrij 2 Z 4 I Aeg rij

i=1 j<i

1 N
=52, 4% (1011)

Cette derniere expression prend une forme intégrale pour une distri-
bution continue de charges

%pmt:% //L) p(MV(M)dr  © (10.12)

o1 @ est une distribution volumique de charges.

Exemple : énergie d'une boule uniformément chargée

Reprenons 'exemple de la boule de rayon a uniformément chargée. La
résolution de I’équation de Poisson a donné

pa’ :
0 sir>a 3 sir >a
p(r) = , = V(=157
p sinon Sl (3a2 = r2) sinon
€0

L'énergie potentielle d’interaction vaut donc

1 P (a2 _ 2
Epint = 5 — (3a” —r°) dr
o=z [ )

avec dr = r2sin 8drdddy en coordonnées sphériques. Apres intégration
sur 6 et ¢ on obtient I'intégrale simple

1 a p2 0y 4 p2 a5
%pint=§/0 be (3a —r)4ﬂr dr:En o
Si l'on fait intervenir la charge totale O = p X %nag’ on aboutit au résultat
8 2
By int = o e
5 4rega



10.4 Energie électrostatique

Densité d’énergie volumique

Il est possible de relier cette énergie uniquement au champ électrique.
Pour cela il suffit de manipuler un peu l’équation (10.12). Commengons
par remarquer que ’on peut intégrer p V sur tout l'espace, car dans le
videonap=0:

€pint = % ///gD p(M)V(M)dr ou D = tout l'espace

ﬁ
Remplagons maintenant p par eydiv E en vertu de l’équation de Maxwell-

Gauss : 1
cgp int = E //] 60V leE? dr
@D

puis utilisons l'identité
div (Vf) = VAivE + E - gradV = VAivE - E?

Il vient donc

%pint = %60‘//]%div (VE}) dT+/]/§'Z> %EoEsz

Le théoreme de la divergence permet de transformer la premiere inté-

grale :
1 - 1 .,
Epint = = VE - 'ndS —€eE°d
p int 260‘#; n +/]/§; 260 T

ol la surface S est une sphere de rayon r — oo de fagon a pouvoir
englober tout I'espace. Or nous savons que si ’on se place assez loin
d’une distribution localisée, le potentiel et le champ électrique tendent
vers 0 le premier en 1/r, le second 1/r2. Comme l'aire de la surface
d’intégration croit en r? il vient immédiatement que l'intégrale de flux

tend vers 0 quand r — o . Finalement, on aboutit a 57. Si la distribution est neutre, la
convergence n’en sera que mieux assu-
rée puisque V et E tendront vers 0 en-

1
Epint = /[/ EEOEZ dr ol 9 =toutlespace © (10.13) core plus rapidement.
2

Aussi surprenant que cela puisse paraitre, cette derniere relation ne
contient aucune référence explicite aux sources de champ. Tout se
passe comme si I'énergie électrostatique d"une distribution de charges
était localisée, non pas dans les charges, mais dans 1’espace a raison de
1€E? joules par métre cube. On définit alors une énergie électrostatique
volumique

1 2

WE = —eE

5 Jm7@] © (10.14)

Retrouver I'énergie d"une boule uniformément chargée a partir
de I'expression du champ électrostatique.

Discussion

Pour terminer, attardons-nous un instant sur quelques questions que
peuvent soulever les derniers résultats.
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Tout d’abord, n’est-il pas troublant que 1'expression

%pintZ%ﬂDP(M)V(M) dr

fasse intervenir le potentiel V (M), fonction qui est indéterminée ? Est-
ce a dire que l'énergie est indéterminée? Rassurez-vous, 1’énergie
est bien définie; mais l'expression ci-dessus ne fait pas intervenir
n’importe quel potentiel. En effet dans I'expression

1
%pint = E Zch'vi

onaV; =} qi/(4neyrij), c’est-a-dire le potentiel électrique qui prend
la valeur nulle quand r;; — co. On retiendra donc que 1’expression
de I’énergie fait intervenir un potentiel particulier celui pour lequel
l'origine est fixée a l'infini.

D’autre part, nous avons montré que 1’énergie potentielle électrosta-
tique peut s’interpréter comme une énergie de champ

%pim:%///%p(M)V(M)dm///%%eoEzdwo

Indubitablement, la derniére expression impose 6, int > 0. Or, tout
chimiste sait que 1’énergie électrostatique d'un cristal ionique est néga-
tive, d’autant plus négatif que la cohésion est importante. Par exemple
deux charges g et ¢’ de signe opposé, et disposées a une distance r
présentent une énergie

’

q4

—— <0
dregr <

Cép int =

I1'y a donc 1a une contradiction.

En fait, dans la formule

G =[] POV dr

V désigne le potentiel créé par toutes les charges, sans exclusion de
charge située au point M, alors que dans 'expression

1
%pint = E Zilch'vi

. V; représente le potentiel créé par toutes les charges autres que g;. Aussi,
\ la derniere expression n’inclut pas ce que I'on appelle 1'énergie propre
' des charges.

i Pour éclaircir cet aspect, prenons deux distributions &, et &, de charge

J totale respective g et g2. Appelons p; et p; la densité de charge de
7 chacune des distributions. L'énergie totale du systéme s’écrit
\\\_—g__”,/ 1
2 =y [[] 11+ 201 VM) A avee VM) = V(M) + V(M)
FIGURE 10.22 — Distribution formée de 2

deux corps chargés. ’ . » 3
Vi(M) et V(M) étant les potentiels créés par @; et @, en M. En déve-



loppant on trouve

%p int =
1 1 1 1
- piVidr+= p2Vodr+ = p1Vodr + = paVidr
2 D 2 Do 2 Dy 2 Dy

énergie de & énergie de &, %1:1)2

Les deux premiers termes représentent les énergies propres a chaque

distribution, et le terme €}* est appelé énergie d'interaction mutuelle.

Imaginez maintenant que I'on réduise le volume des distributions de
facon a pouvoir les assimiler a deux charges ponctuelles. On trouve
alors

1 1
€' =5 (V2 [// prdr+V /// p2 dT) =5 (1V2+q2V1)
2 @, Dy 2

On voit alors que I'énergie d’interaction mutuelle s’identifie a I'énergie
électrostatique d'un systéme de charges ponctuelles.

En résumé

L’énergie électrostatique d"un systéme de charges ponctuelles

3 qiqj 1
Epint = ZZ Trars =3 ;ini

i=1 j<i

n’integre pas l'énergie propre de chaque charge contrairement a
I'expression

%pintzé“///%p(M)V(M)d‘r:/[/w %eoEsz

Dans le cas d'une distribution de charges ponctuelles, 1'énergie propre
pose une difficulté majeure. En effet si ’on cherche par exemple a
calculer I'énergie propre d'une charge ponctuelle on trouve

1 2 _ 1 612
[//H{3 EEOE dr = u/‘//]RS EEO (4meg r?)? dr = co

Ce résultat dit simplement qu’il faut fournir une énergie infinie pour
concentrer une charge avec une densité infinie en un point, ce qui
n’est pas vraiment surprenant. En réalité, cela souligne que le concept
de charge ponctuelle n’est pas satisfaisant dans le cadre le la théorie
électromagnétique.

10.4 Energie électrostatique
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PROPRIETES DU CHAMP
MAGNETOSTATIQUE

A Vinstar du champ électrostatique, le champ magnétostatique obéit a
des relations mathématiques locales qui renseignent sur sa structure et
son lien aux courants. Nous verrons dans ce chapitre que, de la méme
maniere qu’il existe un potentiel électrostatique, il existe également
un potentiel (vectoriel) dont dérive le champ magnétique. Cette nou-
velle grandeur jouera un r6le important dans I'étude du phénomene
d’induction.

Ce chapitre est accessible en ligne a I’adresse :

https : //femto — physique.fr/electromagnetisme/proprietes — locales — B.php

11.1 Théoréme d’Ampere

Loi de Biot et Savart

Considérons un conducteur C parcouru par un courant électrique d’in-
tensité /. Comme on l'a déja vu, le transport d’électricité est quantifié
par le vecteur densité de courant volumique 7 dont le flux a travers
une section de C donne [ :

//_)-ndS = I

[A.m~2] x [m?] [A]

(11.1)

En régime stationnaire, toutes les grandeurs électriques sont indépen-
dantes du temps® . En conséquence, les porteurs de charge ne peuvent

. . 2 5 Iz
s’accumuler, mais simplement transiter : le flux de j a travers n’im-
porte quelle surface fermée est nécessairement nul ce qui se traduit
mathématiquement par la relation®
- =
divy =0 (11.2)
Comme (Ersted I’a montré le premier en 1820, un circuit parcouru par
un courant électrique permanent est responsable de 1’apparition d’un

champ magnétique. Biot et Savart en ont donné une formulation pour
un circuit filiforme :

oldf/\u

d
f 2

Sil’on ne peut pas négliger I'épaisseur des fils, il faut considérer que
le courant est distribué en volume. Prenons une portion de longueur
d¢ et isolons un tube de courant de section infinitésimale dS. Ce tube

(11.3)

11.1Théoréme d’Ampeére ... .127
Loi de Biot et Savart . . . . . 127
Théoreme d’Ampere ... 128
Eq. de Maxwell-Ampere . 130

11.2Fluxdu champ . ....... 131
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Champ a flux conservatif . 132

11.3 Potentiel vecteur . . . . .. 133
Définition . ......... 133
Equation de Poisson ... 134
Son expression . . ... .. 134
Méthodes de calcul . ... 135

11.4 Relations de passage ... .137
Courants surfaciques . . . .137
Composante normale . . . .137
Composante tangentielle . 138
Le solénoide infini . . . . . 139

11.5Résumé. . .......... 140

Con,
ductey, éleCtrjqu
e

FIGURE 11.1 - Flux électrique.

59. Par exemple, la densité des porteurs
de charge ou la densité volumique de
courant ne dépendent que de I'espace.

60. Voir la relation de continuité au Cha-
pitre 13.

circuit

i

1 de
FIGURE 11.2 — Notations associées a la
loi de Biot et Savart.
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P

—

\‘dS

FIGURE 11.3 — Tube de courant élémen-
taire dans lequel on isole une portion
conductrice de volume dz = dSd¢.

«—~_ Fil électrique

FIGURE 11.4 - Fil infini rectiligne par-
couru par un courant électrique perma-

nent.

Fil electrlque

FIGURE 11.5 - Circulation du champ ma-
gnétique a travers un circuit C orienté.

e ey - - el -
transporte un courant d’intensité dI = j -7 dS. La quantité d/ d¢,

parfois appelé élément de courant, s’écrit

dC=drdt =7 -7dsdl=jdsde =7 dr (11.4)
Ainsi, en décomposant une distribution volumique en une superpo-

—
sition de distributions filiformes d’élément de courant dC = 7 dr, on
obtient une nouvelle formulation :

Loi de Biot et Savart

Une distribution de courants permanents produit un champ ma-

gnétostatique B donné par la loi

3 [ ulas

Expression dans laquelle il suffit de remplacer 7d7‘ par [ d pour
une distribution filiforme.

dr avec div?zO (11.5)

Remarque : l'intégrale (11.5) ne pose pas de probleme de convergence
pour les distributions réalistes, c’est-a-dire volumiques et finies. Toutefois,
dans certaines situations idéalisées (distribution filiforme ou surfacique)
I'intégrale n’est pas définie pour tout point situé sur la distribution.

Théoreme d’Ampere

La loi de Biot et Savart relie le courant électrique au champ magnétique
ﬁ

via un intermédiaire de calcul (dB) que I'on somme le long du circuit

électrique. Le théoreme d’Ampere est une autre maniere d’exprimer

ce lien en faisant intervenir la circulation du champ magnétique.

Pour illustrer cette propriété, considérons un conducteur rectiligne
infini parcouru par un courant permanent d’intensité /. Comme on
I'a vu au Chapitre 6, il regne autour d’un tel conducteur un champ
magnétique orthoradial dont I'intensité décroit proportionnellement a
I'inverse de la distance au fil électrique. Formellement on a en coor-
données cylindriques

lorsque le fil est confondu avec 1’axe orienté (Oz).

Dessinons maintenant un contour C, fermé et orienté, puis calculons

la circulation du champ B le long de C (Figure 11.5). On rappelle
qu’en coordonnées cylindriques, le déplacement infinitésimal s’écrit

N
de¢ = dru_,>+rd9u_§+dzu_z>. On a donc

?g_’c? “Olﬁde

A partir de la, distinguons deux cas :



1. C se referme sans enlacer le fil conducteur;

2. C se referme en enlacant au moins une fois le fil électrique.
Dans le premier cas, § augmente a partir de 6; puis diminue a partir
de 6, jusqu’a retrouver sa valeur initiale. Par conséquent, ¢ d6 = 0 :

la circulation de B est nulle si C n’enlace pas le fil électrique. Dans

Fil électrique e

o) .
O

N =1 enlacement N =2 enlacements

le second cas, 6 croit entre 0 et 27 pour N = 1 enlacement, entre 0
et 47 pour N = 2 enlacements, en général entre 0 et 2N aprés N
enlacements. On a donc

2N« - —
}{ dé =2Nrn  soit 7{ B -df = pugNI
0

La circulation du champ magnétique créé par un fil rectiligne infini
ne dépend pas de la forme de C mais uniquement du nombre d’enla-
cements autour du conducteur ainsi que l'intensité électrique. Cette
propriété étonnante, recéle une autre surprise : elle s’avere générale,
c’est-a-dire valable pour tous les circuits électriques® .

Théoréeme d’Ampere pour une distribution filiforme

Une distribution de courants filiformes permanents crée un champ
magnétostatique dont la circulation le long d"un circuit C fermé

quelconque vaut
- =
f B -d¢ = ugle
C

ol I. est la somme algébrique des intensités parcourant les fils
enlacés par C.

(11.6)

Notez que I, est une quantité algébrique qui dépend du sens du courant
et de I'orientation du circuit C. Si le courant enlacé a le méme sens que
la progression d’un tire-bouchon tournant dans le sens du circuit C,
alors I, est compté positivement. Dans le cas contraire, il est compté
négativement.

La Figure 11.8 représente un circuit électrique produisant un
champ magnétique. Que vaut la circulation du champ magnétique le long
du cercle C orienté?

S— =
Rép. ¢ B -dl = —4uyl
Dans le cas d’une distribution non filiforme, il faut compter le flux

électrique qui traverse le circuit C dans le sens indiqué par la regle du

N
tire-bouchon. Autrement dit I, = /fs j -7 dS ou S est une surface qui
s’appuie sur C. Insistons sur le fait que toute surface convient, tant

qu’elle s’appuie sur C. En effet le flux de7 a travers S ne dépend que

11.1 Théoreme d’Ampére

FIGURE 11.6 — Différents enlacements.
Le circuit C; enlace une fois le fil élec-
trique alors que C; 1’enlace deux fois.

61. Pour une démonstration voir [2].

FIGURE 11.7 — Le courant enlacé est
compté positivement ici.

N\ Fil électrique

1

o

C

FIGURE 11.8 - Circulation a calculer
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g
J

du contour qui délimite S; c’est la conséquence du fait que 7 est a flux
conservatif (div7 =0).

Théoreme d’Ampere pour une distribution volumique

A
e 4
|

/
FIGURE 11.9 — Calcul du courant enlacé
en termes de densité de courant.

->» N
i

—
B(r)
- .
C<}\; /1/

FIGURE 11.10 — Conducteur cylindrique
de rayon a parcouru par un courant axial
uniforme et permanent.

Une distribution de courants permanents de densité volumique 7
crée un champ magnétostatique dont la circulation le long d'un
circuit C fermé quelconque vaut

,7{7;).(?2):#0‘//”7'—")(:15
C S

N oy o [ Q a
ol S est une surface qui s’appuie sur C et 7 un vecteur unitaire
normal a dS et orienté via la regle du tire-bouchon.

11.7)

Application - Fil rectiligne de section non négligeable

Considérons un conducteur cylindrique de rayon a parcouru par un cou-
rant électrique uniforme et axial (suivant Oz) d’intensité /. Ce probleme
présente une grande symétrie puisque tout plan contenant I’axe du cylindre
est un plan de symétrie de la distribution de courant. Par conséquent le

=
champ magnétique B est orthoradial. Par ailleurs, la symétrie cylindrique
rend le champ magnétique invariant vis a visde z et 0 :

B =B(r)ig

Dans des situations comme celle-ci ot la structure du champ est assez
simple, on peut utiliser le théoréme d’Ampere pour calculer B. Ici, par
exemple, il suffit d’appliquer le théoreme d’Ampere en choisissant un
contour C circulaire d’axe (Oz) et de rayon r (Figure 11.10). Calculons la
circulation de B le long de C:

}fﬁ’-&%:jfB(r)dt’:B(r)}{df:B(r)xzm

Quant au courant enlacé, il dépend de la taille de C :
e sir>qalorsle =1;
e sir <aalors e = ff7 - 7dS = jnr? avec j = I/(na?).

Le théoreme d’Ampere donne immédiatement B(r) :

1

gi sir>a
B(r) = nr

molr .

—— sir<a

27 a?

On note que le champ magnétique créé a I'extérieur du cylindre conducteur
est identique a celui d'un courant rectiligne filiforme de méme intensité.

Equation de Maxwell-Ampére statique

Le théoreme d’Ampere peut prendre une forme locale si I’'on se sou-
vient de la formule de Stokes :

%K-d?://ﬁ?f.—n’ds
C S



11.2 Flux du champ

avec S s’appuyant sur C.

-
Prenons comme champ vectoriel le champ magnétostatique B et utili-
sons le théoréeme d’Ampere :

fﬁ-cﬁz“//rot3~_n>dS=y0[/7 7 ds
C s s

Pour que la derniere égalité soit réalisée pour toute surface il faut
nécessairement

rotB = /107 ou VAB=uj © (11.8)

Cette relation est appelée équation de Maxwell-Ampere statique, car elle
n’est valable qu’en régime stationnaire. Nous verrons ultérieurement
qu’elle viole le principe de conservation de la charge en régime va-
riable; il faudra alors procéder a une modification de cette équation
pour I'étendre a tous les régimes.

11.2 Flux du champ magnétostatique

Equation de Maxwell-Thomson

Montrons, a 'aide de la relation de Biot et Savart, que divE = 0.
Placons nous dans le contexte d"une distribution filiforme®? :

T =
B(M) /101-7{(15/\1,{

4 r2

62. Le résultat est identique pour une
distribution volumique. On laisse au lec-
teur le soin de le montrer en exercice.

_)
On cherche a calculer la divergence de B, c’est-a-dire

OB
divBowy = 28>, 95y | 9B

—+
dy 0z
Ou l'on dérive par rapport aux coordonnées de M. Dans la formule de
Biot et Savart, l'intégrale ne concerne pas le point M® ; on peut donc 63. On integre selon les coordonnées
intervertir 1’ordre des opérations : (x,¥,2") d’un point P qui parcourt le
circuit.
— —
1 de AU 1 dend
dlvB(M)—'ui iv 7{ 5 - Hof fd1
4n c r T 4m r2

— —— =
Utilisons maintenant l'identité div( A /\?) - B -10tA — A -T0tB en

- -
prenant A =dlet B =7 /r2:

Mol I
d1VB(M) —2 rotdf rot - dé’
47 Ccr C r

N
La premiere intégrale est nulle, car d¢ ne dépendant pas de M®* on a 64. db = dx’ W3 +dy’ iy +dz’ 2.
—_— . , — (>, g
rotdf = 0. La seconde intégrale est également nulle car rot ( u[r ) = 0.

En effet, % /r? est un gradient®® , et le rotationnel d’un gradient est 65. Souvenez-vous du fait que le champ
électrique d’'une charge ponctuelle est
en 7 /r? et dérive d’'un gradienten 1/r.
Précisément il est facile de montrer que
—_—
W= —grad(1/r).
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66. Plus précisément, si deux champs

— —
B; et B, sont solutions des équations
(11.8) et (11.9) alors leur différence est
un champ de rotationnel nul et de diver-
gence nulle, ¢’est-a-dire un champ uni-
forme. Aussi les deux équations de Max-
well déterminent le champ magnétique
a un champ uniforme pres.

67. Un tel point source de champ magné-
tique est appelé monopdle magnétique et
est exclu de la théorie de Maxwell. Cer-
taines théories postulent 1’existence de
monopoOles magnétiques, mais a 1’heure
actuelle rien ne permet de penser qu’ils
existent.

68. On a la méme conséquence pour le
vecteur densité de courant en régime per-
manent puisque div7 =0.

— - _—
7 o=ext
N
/ \
[ — \
7 \
/
C
—ext

n

FIGURE 11.11 - Le flux magnétique ne
dépend que du contour C et du champ
magnétique.

nul! Finalement, on établit la relation

divB=0 ou V-B=0 © (11.9)
Il s’agit de I"équation de Maxwell-Thomson qui restera valide en régime
variable.

Les équations (11.8) et (11.9) déterminent le champ magnétique de
fagon univoque pour une distribution de courant donné®®.

Champ a flux conservatif

Rappelons que le flux magnétique a travers une surface S est la quan-

tité
b5 = //79) R ds
S

ol 77 est un vecteur unitaire perpendiculaire a la surface S. Le flux
magnétique s’exprime en weber (Wb) et joue un role important dans
les phénomenes d’induction.

Choisissons une surface fermée S et orientons 7 vers l’extérieur de S :
¢p désigne alors le flux magnétique sortant. En vertu du théoréme de
la divergence et de I'équation de Maxwell-Thomson (11.9), on a

#?-Wﬂds: // divBdr=0
S A4

On dit que B est un champ vectoriel a flux conservatif. Ainsi contrai-
rement a la situation que l'on peut observer en électrostatique, les
lignes du champ B ne peuvent pas toutes sortir d’une surface fermée;
certaines doivent y entrer pour produire un flux net rigoureusement
nul. En conséquence, un point®” d’oti émergerait des lignes de champ,
a l'instar de la charge électrique pour le champ électrique, ne peut étre
observé.

Une autre conséquence est que le flux magnétique a travers une surface
non fermée S ne dépend que du circuit C sur lequel s’appuie S .
En effet, choisissons un contour orienté C et deux surfaces S; et S
s’appuyant sur C (Figure 11.11). Par construction, la réunion S des
deux surfaces est une surface fermée; on a donc

#E’-?exfdssz73’-7extdS+//7§-—n>extdS=0
S S; Sy

: - _ >
Orientons par exemple C de sorte que 77 = 77 pour S,. Dans ce cas,

7 = -1 pour S et il vient :

//E’-?ds://?-?ds
Sl SZ

ceci, quelles que soient les surfaces S; et Sy, pourvu qu’elles s’appuient
sur le méme contour. Autrement dit le flux magnétique ne dépend que
du champ magnétique et de la forme du contour.



11.3 Potentiel vecteur

11.3 Potentiel vecteur

Définition

j . — ) —_—— =
Nous avons vu en électrostatique que E est un gradient, carrot E = 0.

=
En magnétostatique, B est de divergence nulle ce qui est le propre de
tout champ rotationnel :

—

V. B=0 © B=VAA © (11.10)

Le champ vectoriel A s’appelle le potentiel vecteur.

Exemple
R 0
Prenons A = 0 ol f est une fonction de classe C2. Calculons son
f(x,y,2)
rotationnel puis vérifions qu’on obtient bien un champ de divergence nulle.
On a
£ (o (%
y
ot A = ai Alo]=[_of
‘.)y Ox
9z S 0
Et la divergence de ce champ rotationnel vaut
ai of
dy
V. AR 2| 2| | ar |- 095 09f

% ||\ "ax | axay  ay ox
9z 0

Or, en vertu du théoréeme de Schwarz, une dérivation partielle a 1’ordre 2
ne dépend pas de l'ordre dans lequel se fait la dérivation. On en déduit ici
quev . (7 /\X) =0.

Le potentiel vecteur s’exprime en T.m ou en Wb/m. Il y a en effet un
lien entre le flux magnétique et la circulation du potentiel vecteur :

f?x’-@://?&?-?ds://?—n’ds:@ o (11.11)
C S S

ol I’on voit manifestement, comme on l'a déja signalé, que le flux
magnétique ne dépend que de la forme du contour et du champ ma-

gnétique69 . 69. le potentiel vecteur plus exactement.

~ — L z . 2z
A l'instar du potentiel électrostatique, A est un champ indéterminé. Plus
- —
précisément, A est défini a un gradient pres. En effet, si A est un
- = ——
potentiel vecteur associé au champ B (B = rot A), alors le champ

- -
A +V f convient aussi puisque
VA@A+V)=VAA+FAV]=B

Cette indétermination nous procure donc une certaine liberté dans le
-
choix de A. Un choix souvent réalisé en magnétostatique consiste a
— .
imposer divA = 0. On dit qu’on se place dans la jauge de Coulomb.
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Rigoureusement, il faudrait vérifier que
I'intégrale (11.13) présente bien une di-
vergence nulle. On montre que c’est bien
le cas pour une distribution d’extension
finie ([7]p.106).

Equation de Poisson

Nous avons déja rencontré une équation reliant potentiel et sources en
électrostatique; il s’agit de ’équation de Poisson de I'électrostatique :

2 2 2
AV+——0 avec AV—8V+6V oV
€ ax2 0y 972

On rencontre une équation du méme type en magnétostatique en

introduisant A dans I'¢ équation de Maxwell-Ampere statique (11.8) :
— (—— -
rot (rot A) =uoJj

—
Utilisons I'identité rot (ﬁ?) = grad (div) A- AX. Par ailleurs, fixons-

—_
nous la jauge de Coulomb divA = 0. L'équation de Maxwell-Ampere
prend la forme d"une équation aux dérivées partielles du second ordre,
appelée équation de Poisson de la magnétostatique :

— - - >
AA+pugj =0 avec divA=0 © (11.12)

Expression du potentiel vecteur

Profitons de 1’analogie avec I’équation de Poisson de I’électrostatique
pour déterminer une expression du potentiel vecteur. Si I’on projette
(11.12) suivant I’axe (Oz) on trouve une équation scalaire

AA; + poj, = 0 formellement analogue a AV + L 0
€0

Or, on sait que V = []] 4”6 —dr est solution de I"équation de Poisson
électrostatique. Par analogie, on en déduit que

HoJz
= dr
¢ //:/ 4rr
est une solution de I'équation de Poisson magnétostatique. Le méme
raisonnement peut se faire pour les trois composantes cartésiennes. En

=
les regroupant on obtient une expression intégrale pour A.

Expression du potentiel vecteur

N
Dans la jauge de Coulomb (divA = 0), le potentiel vecteur est relié
aux sources de courant via

A ”O/// Jdr (11.13)

Pour une distribution filiforme, l'intégrale est curviligne et 7 dr
ﬁ
devient 7 d¢.

On montre que pour une distribution finie, volumique ou surfacique, le
potentiel vecteur est défini et continu en tout point. C’est le cas aussi



pour les distributions linéiques, sauf sur la distribution ot1 I'intégrale
n’est pas calculable. C’est avec les distributions infinies qu’il faut
manipuler l'intégrale avec précaution, car il arrive souvent qu’elle
diverge.

Propriétés de symétrie — Comme on peut le voir dans 1'expression
—
(11.13), A se comporte, du point de vue des symétries, comme un

. . , -
vecteur polaire puisque c’est la somme de vecteurs polaires (). I
vérifiera donc les mémes propriétés que le champ électrique.

Symétries du potentiel vecteur

¢ En tout point d'un plan de symétrie, le potentiel vecteur est
contenu dans ce plan.

¢ En tout point d"un plan d’anti-symétrie, le potentiel vecteur
est perpendiculaire a ce plan.

Méthodes de calcul

Jusqu'ici, pour déterminer le champ magnétique on pouvait procéder :

® 50it 4 un calcul direct a I’aide de la loi de Biot et Savart;

* soit a I'application du théoréme d’Ampeére sur un contour judi-
cieusement choisi, ce qui suppose la présence d’'un grand nombre
de symétries dans la distribution.

. . —
Dorénavant, 1’existence du potentiel vecteur A nous procure un autre
moyen d’accéder au champ magnétique :

-
* soit on procéde a un calcul directe de A via (11.13) pour déduire
L
ensuite B =rot A ;
. P 7. . . . N N -
¢ soit on résout ’équation de Poisson (11.12) puis on accede a B.

Pour illustrer notre propos, reprenons 1’étude du conducteur cylin-
drique de rayon a transportant un courant uniforme et axial de densité
J. Nous avons déja expliqué comment le théoréme d’Ampere permet
de déterminer le champ magnétique ici. Tentons d’obtenir le méme
résultat en passant par le calcul du potentiel vecteur. On a le choix
entre un calcul intégral et une équation aux dérivées partielles. Ici
I'équation de Poisson est le choix le plus sage, car I'intégrale (11.13)
diverge (la distribution est indéfinie).

Avant de commencer, réduisons le probleme a l'aide des symétries.
On constate que tout plan perpendiculaire a I'axe (Oz) est un plan
antisymétrique. Il en résulte que A est perpendiculaire & ce plan, c’est-
a-dire dirigé suivant l'axe (Oz) :

1_4) = Az(r,O,z)u_Z)

. . > 7 A, .
La jauge de Coulomb impose V - A = 5= = 0; autrement dit le

potentiel vecteur ne dépend pas de z. Il ne dépend pas non plus de 6

11.3 Potentiel vecteur

Remarque : sil’on cherche a déterminer
—

la valeur de B en un point particulier

My, la méthode qui consiste & passer par

-

A est inadaptée, car elle demande de

N
connaitre A dans la région autour du
point My avant d’effectuer les dériva-

tions qui meéneront a la valeur deB.Le
calcul direct de B est dans ce cas beau-
coup plus adapté.

—->» N
/i

~
L\K

FIGURE 11.12 - Fil conducteur rectiligne
de section non négligeable.

On peut aussi simplement constater que

N
d’apres (11.13), A est une somme de vec-
teurs colinéaires a iz ; le résultat est for-
cément suivant iy
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Rotationnel en coordonnées cylin-

driques : comme on peut le voir a partir de 'expression du champ magnétique.
10A, Ay En effet,
r. .00 0z =2 _—=— 10A,, 0A;
B=rotA=—-——u;—-—u
Tot A = 04, _9A; rao " or ¢

- - et pour des raisons de symétrie, le champ magnétique est orthoradial.

Il en découle a(ﬁf = 0: le potentiel vecteur ne dépend finalement que

de r. Ecrivons maintenant I’équation de Poisson :

Expression du laplacien en coordonnées

cylindriques : 10 ( 5Az) 0 sir>a
ey -
NIRRT, ror\"ar ) T \cuos sir<a
“roar\"or r2 862 972

Intégrons deux fois de suite la premiére équation (r > a). On trouve
A (r)=CiIn(r)+&5 pourr >a

ou C; et C; sont deux constantes d’intégration. On ne perd pas en
généralité en posant C; = 0 puisque le champ magnétique n’en dépend
pas. Passons a la deuxiéme relation et multiplions la par r.

0 ( 0A; . .
o (rW) =—upjr sire€]0,a]

En intégrant une fois, on obtient

0A, 1 . N ;‘é
=—— r
or 210 r
ol le dernier terme en C3/r est forcément nul si 1’on veut éviter que

le champ magnétique diverge a I’approche de I’axe. En intégrant a
nouveau, on aboutit a

1 .
A, (r) = —Zuojrz +Cy sir<a
Il nous reste a déterminer les deux constantes C; et C4 en utilisant la
continuité des champsenr =a:

N
~lppja?+Cy=Cilna  continuité de A

1 . O . oy s =3 _ 0A;—
sMoja=—— continuité de B = ——*ug

On en déduit C; = —%,uoja2 et Cy = poja® (}1 - %ln a). Le potentiel

vecteur est donc donné par
int__l 2 2 _1 P2 ext__l P2
AN = gHoj (r—a yHoja Ina et A, = yHoja Inr

Le champ magnétique s’obtient sans difficulté :

|
79)— 6Az—>_ Euojrug sir<a
T or 0= a?

. b d .
—Ugj—ug Sir>a
2 r

On laisse le lecteur vérifier I'adéquation de ce résultat avec celui de la
Section 11.1.



11.4 Relations de passage du champ
magnétique

Si les courants sont distribués en surface, le champ magnétique n’est
plus défini sur la distribution. Des relations de passage permettent de
relier le champ magnétostatique d’un point situé juste en dessous avec
celui situé juste au dessus.

Courants surfaciques

Dans certaines situations, les courants qui interviennent sont répartis
a l'intérieur d’une mince couche dont il est tentant de négliger 1’épais-
seur. On décrit alors cette nappe de courant par la notion de densité de
courant surfacique.

Soit dI, I'intensité du courant qui traverse une section rectangulaire
(d¢ x a) de la nappe de courant. On a

di = df/ Jj(z)dz
0

ol la densité volumique de courant j dépend éventuellement de z.
Dans une schématisation surfacique, tout se passe comme si l’on faisait
tendre a — 0 et j — co de fagon a ce que l'intégrale reste finie. On
écrira alors

dl = jyxd¢ © (11.14)

otl j est par définition la densité de courant surfacique. Cette grandeur
s’exprime en A.m~!.

- .
Le vecteur densité de courant surfacique j; est simplement un vec-
teur orienté dans le sens du courant et de norme j, = d//d¢.

Un cylindre creux de diametre 10 mm et d’épaisseur négli-
geable transporte un courant axial et uniforme d’intensité 7 = 10 A. Que
vaut js?

Rép. js = 318 Am™!

Les formules intégrales qui donnent 1’expression de B et A sont four-
nies pour des distributions volumiques. Si une modélisation surfa-
cique se justifie, il suffira alors de remplacer les intégrales triples par
des intégrales doubles et le terme 7 dr par ]_: dsS. Toutefois, le champ
magnétique ne sera plus défini en un point de la surface et pourra
présenter une discontinuité.

Continuité de la composante normale

On a vu au chapitre précédent que la composante normale du champ
électrostatique subit une discontinuité au passage d"une surface char-
gée. On a obtenu ce résultat en appliquant le théoreme de Gauss sur
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|
courant d .
J

v
al|
)

FIGURE 11.13 — Nappe de courant.
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©)

—

Nappe de courant

Fl

=
Js

FIGURE 11.14 - Contour rectangulaire
coupant une nappe de courant.

un petit cylindre coupant perpendiculairement la surface chargée. Le
résultat était le suivant

e - = o
divE = ﬁ — (E2 - E1) '—n)u = —
€0 €0

Ici, le champ magnétostatique est a flux conservatif. Il en découle
qu’un raisonnement similaire aboutit au résultat suivant :

divB =0 (Eﬁ—Bl) R =0

Relation de passage

La composante normale du champ magnétostatique est continue
lors de la traversée d'une nappe de courant.

(EZ’—E{) R12=0 (11.15)

Discontinuité de la composante tangentielle

Le résultat de I'électrostatique concernant la composante tangentielle
peut se résumer ainsi :

—— =
rotE =0 << Ep=Eg

Le champ magnétostatique n’étant pas de rotationnel nul, la compo-
sante tangentielle doit subir une discontinuité a la traversée d’une
nappe de courant.

—— -
rotB=uyj < Bp#*Ba

Procédons de la méme maniere qu’en électrostatique, en considérant
un contour rectangulaire coupant perpendiculairement une surface S
it

transportant un courant de densité j;.

Le théoreme d’Ampere se traduit par

j{ ?-d—)zf ?-d—€>+f ?-d—€>+ 75’>d—€)
(ABCD) [AB] [BC] [CD]

+/ B-dl=u | J.-7de
[DA]

Appelons # la largeur du rectangle et £ sa longueur. Si I’on fait tendre
h — 0, le deuxiéme et le quatrieme terme disparaissent. Par ailleurs,
choisissons ¢ assez petit pour pouvoir considérer le champ magnétique
uniforme le long des trongons rectilignes. On obtient alors I'équation

E’-(f‘t’)—ﬂ-(f?):uofﬂ—n’df

N

rd N . . Ll —
ol 7 est le vecteur normal a la section rectangulaire défini par n =
- — A . ‘g .y
t A npp. Pour les mémes raisons que précédemment, la densité de



courant est uniforme sur la section. On a donc
- o o - -
Bi-t -By-t =ppjs-n

La composante tangentielle subit donc une discontinuité. Plagons le

contour de facon a ce que le courant le traverse perpendiculairement.
- T .

Dans ce cas, Jj, est colinéaire a 77 et By, — Bo, = pojs-

Relation de passage du champs magnétostatique

A la traversée d’une nappe de courant stationnaire, le champ ma-
gnétique présente une continuité de sa composante normale et une
discontinuité de sa composante tangentielle que 1’on peut résumer
par:

- = —

B2~ B = o (s n3) (11.16)

Le solénoide infini

Réalisons un solénoide a partir d"une feuille conductrice disposée au-
tour d’un cylindre de rayon a, et parcourue par un courant orthoradial
]—z = js lg uniforme et stationnaire. Cherchons I'expression du champ
magnétique créé par cette distribution lorsque le cylindre est infini.
Pour cela, nous utiliserons les équations locales associées aux relations

de passage.

Tout d’abord, notons (Oz) 'axe de symétrie du cylindre et adoptons
le systéme de coordonnées cylindriques (Figure 11.15). Tout plan per-
pendiculaire au cylindre est un plan de symétrie de la distribution
de sorte que le champ magnétique est nécessairement axial. De plus,
I'invariance de la distribution par rotation autour de I’axe (Oz) et par
translation suivant z implique que l'intensité du champ magnétique
varie seulement avec la coordonnée radiale r. Pour résumer,

BM) =Bz
Appliquons la relation de Maxwell-Ampere la ot1 le champ magnétique
est défini :

—— - -
rotB=upj =0 pour r>a ou r<a

16B§_8%
r,/00 0z 9B
oiB=| 9B _9B: | _lg| soit 2Bz_g
a7 or 0
1ock) Tape| \o

r or r 08

ce qui donne

o

Le champ magnétique garde donc une valeur constante dans les deux
régions définies par r > a et r < a. On congoit que si I’on se place a

11.4 Relations de passage

FIGURE 11.15 - Solénoide infini.
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70. Si cet argument ne vous convainc
pas (aprés tout une nappe de courant
infini ne produit pas un champ nul a
I'infini), vous pouvez imaginer une bo-
bine torique. Il est alors facile de montrer
a l'aide du théoréeme d’Ampere que le
champ magnétique est nul a I'extérieur
ceci quel que soit le rayon du tore. Le
solénoide infini pouvant étre vu comme
une bobine torique de trés grand rayon.

71. On peut remarquer que ce résultat
reste encore valide pour un solénoide de
section non circulaire

(i

£
FIGURE 11.16 — Enroulement solénoidal.

72. Pour une démonstration basée
sur lintégration du champ créé par
les spires, voir le recueil d’exercices
Electromagnétisme-lere Partie

170

I'infini et a 'extérieur du solénoide, le champ est nul”” . On a donc

Bt =_O> et BNt C_té

Les relations de passage permettent de déterminer la valeur du champ
intérieur. En effet, au voisinage de la nappe de courant, d’apres (11.16),
ona

B =B = gy AT = —pos T

Finalement, un solénoide infini produit un champ uniforme a l'inté-
, P p

rieur et nul a U'extérieur”’? :

BT et B pwp o (1117)

On peut approcher un solénoide infini en enroulant du fil électrique
autour d’un long cylindre. On enroulera de facon jointive les spires
pour avoir un courant uniforme, et 'on prendra du fil trés fin pour
pouvoir négliger 1'hélicité de 1'enroulement : le courant transporté
est alors quasi-orthoradial. On peut relier le courant surfacique avec
la densité d’enroulement n (en spires par metre) et l'intensité I du
courant transporté par le fil. En effet, a travers une section de longueur
¢, passe un courant d’intensité

I=Iyxnxt=j

Cette bobine est donc équivalente a une nappe de courant solénoidale
de densité de courant surfacique j; = nly (A/m). On en déduit le
champ créé par une bobine infinie :

BN=T0 et BM=ponly © (11.18)

On retrouve l'expression vu au Chapitre 672

11.5 Résumé

Récapitulons les connaissances acquises a travers la Table 11.1 mon-
trant les similitudes et différences entre les champs électrostatique et
magnétostatique.


https://payhip.com/b/Aa7f

11.5 Résumé

TABLE 11.1 - Résumé des propriétés des champs électrostatique et magnétostatique.

Propriétés intrinseques

7{15 LAl =0 #§)~_n)e"td5=0
S
ou

TotE = O (Eq. Maxwell—Faraday) divB =0 (Eq. Maxwell-Thomson)
Lien entre les sources
int
# E - 7eds = Q (Th. de Gauss) j{ B.dl = pole (Th. d’Ampere)
S C
ou ou
divE = E (Eq. Maxwell-Gauss) ot B = ,u07 (Eq. Maxwell-Ampere)
P P) A
EM) = /// /0()142 dr BM) = /// ”OJ()zudr
Pew 4reg PM Pe» 4nPM
Potentiels
E (M) = —grad V(M) 7§(M) — rot A (M)

V(M) = ///P N Jfg—l;)lvldr AM) = ///P N ‘jET’P(M dr (Jauge de Coulomb)

Equations de Poisson

AV + P _ 0 AX + /,107 = _0> (Jauge de Coulomb)
€0

Relations de Passage
- = R - = — R
Ey—E1=gna By — By = g (]s A nlz)
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Notations

Notations mathématiques utilisées dans ce cours.

Notation Signification

1>

relation de définition
égal en ordre de grandeur

8

A>B A trés grand devant B
A< B A trés petit devant B
Vi moyenne temporelle de f(7)

{(f) moyenne d’ensemble de f
Jop amplitude créte-a-créte du signal f(r)
Jrms valeur efficace du signal f(r)

cii—’: dérivée premiere par rapport au temps
Og;{ dérivée n-ieme par rapport au temps
z grandeur complexe
z* complexe conjuguée
Re(z) partie réelle d’'un nombre complexe
Im(z) partie imaginaire d’'un nombre complexe
W vecteur unitaire

(ity, iy, ) base cartésienne

(r,60,2) coordonnées cylindriques
(0, g, 1) base cylindrique
(r,0,¢) coordonnées sphériques
(i, g, iy, base sphérique

— —

[|A]] ou A norme du vecteur A
A, composante suivant I'axe (Oz) = A, = A- i,
f% intégration sur un domaine @

— —> —

fC AM)-d¢ circulation de A le long du circuit C
ffSX(M) -7 ds Flux d’un champ Vectorielj
ff v f(M)dr Intégrale de volume
—_— 3
gradfou Vf gradient d’un champ scalaire
divA ouV - A divergence d"un champ vectoriel
rotA ou VA A rotationnel d"un champ vectoriel
Af =V2f laplacien scalaire

Z = Z Z somme sur les couples (i, )

couples (i,j) Loj<i




Grandeurs et constantes physiques

Grandeurs physiques
Nom Symbole Unité SI
Admittance électrique Y S
Auto-inductance L H
Capacité électrique C F
Champ électrique E V.m™!
Champ magnétique B T
Charge électrique q,0 C
Conductivité électrique y Sm!
Conductance électrique G, ¢ S
Constante de Hall Ry m3.C-1
Densité de courant électrique J A.m™?
Densité de particules n m~3
Densité d’énergie w Jom™3
Densité linéique de charge A Cm™!
Densité surfacique de charge foa C.m™
Densité volumique de charge o Cm™3
Déphasage ¢ rad.
Energie € J
Facteur gyromagnétique Y0 Ckg™
Flux magnétique ¢B Wb
force, résultante des forces f, F N
Force électromotrice e \%
Fréquence v Hz
Impédance électrique V4 Q
Intensité électrique il A
Masse m kg
Mobilité électrique 1 kg 1.s.C
Moment dipolaire électrique p Cm
Moment d"un couple r N.m
Moment quadrupolaire électrique Q C.m?2
Moment dipolaire magnétique m A.m?
Période T s
Permittivité diélectrique relative € sans unité
Polarisabilité @ m?
Potentiel électrique 1% \%
Puissance P U
Quantité de mouvement p kg.m.s~!
Rayon de courbure R m
Résistance électrique R, r Q
Surface (sa mesure) S m?
Travail w ]
Température T K
Temps t s
Tension électrique uoulU 'V
Vitesse v m.s~!
Volume (sa mesure) 1% m3
Vitesse angulaire, pulsation w rad.s™!




Quelques constantes physiques
les constantes sont fournies avec tous les chiffres significatifs connus

Nom Symbole Valeur
Constante gravitationnelle € 6,674 x 1071 m3.kg1.572
Permittivité diélectrique du vide € 8,854 187 81 x 10712 Em™!
Perméabilité magnétique du vide Ko 1,256 637 062 x 107 H.m™!
Masse de 'électron au repos e 9,109 383 70 x 10~ kg
Masse du proton au repos mp 1,672 621 923 x 10%" kg
Masse du neutron au repos i 1,674 927 498 x 107 kg
Constantes définies par le SI (valeurs exactes)
Constante de Planck h 6,626 070 15 x 10734 ].s
Vitesse de la lumiere ¢ 299 792 458 m.s™!
Fréquence hyperfine du 13Cs Aves 9192631770 Hz
Charge élémentaire e 1,602 176 634 x 1072 C
Constante de Boltzmann kg 1,380 649 x 10~ . K!
Constante des gaz parfaits R=kpNa 8314462618...J K 1.mol™!
Nombre d’Avogadro Na 6,022 140 76 x 10?*> mol !
Efficacité lumineuse Keq 683 Im.W~1!

(source : 2018 CODATA)
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