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basse température, et divers aspects de la mécanique quantique fondamentale. Il a
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magnétique ;
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Avant-propos

Avant-propos des auteurs au Tome III

Ce tome III poursuit l’étude de la mécanique quantique présentée dans les
tomes I et II [1, 2]. Il introduit de nouvelles approches et méthodes de calcul qui se
révèlent essentielles pour décrire et interpréter des phénomènes physiques observés
dans de nombreux domaines de la physique, dont certains sont en plein développe-
ment.

Un premier sujet étudié est l’étude des ensembles de particules identiques,
libres ou en interaction. De tels systèmes ont déjà été décrits dans le Chapitre XIV
du tome II en partant du postulat de symétrisation, qui impose à la fonction d’onde
du système global de rester invariante par permutation de deux particules (cas des
bosons, de spin entier ou nul) ou de changer de signe dans une permutation impaire
(cas des fermions, de spin demi-entier). Dans ce tome III, nous introduisons une autre
méthode qui conduit à des calculs souvent beaucoup plus simples, parfois appelée “se-
conde quantification”. Cette description est basée sur l’utilisation dans un “espace de
Fock” d’opérateurs d’annihilation ai et de création a†i , qui respectivement détruisent
ou créent une particule dans un état |ui〉 appartenant à une base orthonormée. Les
relations de commutation ou d’anti-commutation de ces opérateurs sont parfaite-
ment équivalentes aux propriétés de symétrie des fonctions d’ondes imposées par le
postulat de symétrisation du Chapitre XIV. La méthode est illustrée par l’étude de
nombreux exemples, comme les propriétés des électrons dans un solide ou celles des
atomes identiques dans un gaz à très basse température. Dans les approximations de
“champ moyen”, souvent utilisées pour prendre en compte les interactions entre par-
ticules, l’évolution de chaque particule dans un système de N particules est décrite
comme résultant de l’interaction moyenne de cette particule avec les N − 1 autres.
On établit ainsi les équations de Hartree-Fock (pour des fermions) et de Gross-
Pitaevskii (pour des bosons). L’étude de l’équation de Gross-Pitaevskii permet en
particulier de comprendre certains aspects d’un phénomène physique important, la
superfluidité des bosons. Nous présentons également le phénomène d’appariement en
mécanique quantique, de façon unifiée en traitant dans le même cadre général fer-
mions (condensation “BCS” pour Bardeen-Cooper-Schrieffer) et bosons (théorie de
Bogolubov). Pour des fermions, la théorie BCS est à la base de notre compréhension
de la supraconductivité dans les métaux. Notre étude des états appariés permet éga-
lement de discuter dans quelle mesure un système de deux fermions appariés peut se
comporter comme un boson. Mentionnons enfin que, dans le cas où la base |ui〉 est la
base |r〉 des états propres de l’opérateur position, les opérateurs d’annihilation et de
création ψ (r) et ψ† (r) sont des champs d’opérateurs et constituent un exemple de
“champ quantique ”. Ainsi, la valeur moyenne

〈
ψ† (r1)ψ† (r2)ψ (r2)ψ (r1)

〉
est une

“fonction de corrélation” spatiale, décrivant comment la détection d’une particule en
r1 influence la détection d’une autre particule en r2. On peut ainsi obtenir un nouvel
éclairage sur les interférences spatiales en physique quantique ; elles sont associées,
non plus à une interférence entre deux ondes classiques, mais à une interférence
entre deux amplitudes de probabilité quantiques associées à deux chemins différents
conduisant le système d’un même état initial à un même état final.

Un second grand sujet abordé dans ce tome III est la théorie quantique du
champ électromagnétique. Certes, le Chapitre XIII du tome II abordait la descrip-
tion des interactions matière-rayonnement, mais uniquement dans le cadre de la
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théorie des perturbations dépendant du temps où le champ est décrit classiquement ;
des notions essentielles, comme par exemple celle d’émission spontanée, sont alors
perdues. De surcroît, la compréhension de phénomènes couramment observés (par
exemple en optique quantique) requiert une description quantique du rayonnement.
Nous avons donc consacré plusieurs chapitres à ces sujets. Afin de partir d’une base
solide, nous commençons au Chapitre XVIII par des rappels d’électromagnétisme
classique, ce qui a l’avantage de considérablement simplifier l’exposé de la quantifi-
cation. Cette dernière est ensuite introduite au Chapitre XIX avec la présentation
d’une théorie quantique du champ électromagnétique de manière aussi simple que
possible, ainsi que de ses interactions avec les atomes. Nous montrons ainsi com-
ment apparaissent les excitations élémentaires du champ, les photons. Les processus
fondamentaux d’interaction atomes-photons (absorption, émissions induite et spon-
tanée) sont introduits, y compris la photo-ionisation (absorption d’un photon faisant
passer l’atome de son état fondamental vers le continuum d’ionisation). L’accent est
mis aussi sur les lois de conservation du moment cinétique total et de l’impulsion
totale lors de l’absorption d’un photon par un atome. Ces lois sont en effet à la base
de méthodes importantes, comme le pompage optique et le refroidissement et le pié-
geage d’atomes par des faisceaux laser ; elles peuvent être considérées comme des
outils de manipulation d’atomes par la lumière et ont donné naissance à de nom-
breuses applications. Des processus d’ordre supérieur, faisant intervenir plusieurs
photons dans une transition entre deux niveaux atomiques, sont également étudiés.
On montre aussi comment le comportement d’un atome dans un champ intense,
résonnant ou quasi-résonnant, peut être interprété en termes d’atome “habillé” par
les photons avec lesquels il interagit. Mentionnons enfin que, dans la théorie quan-
tique du rayonnement, les opérateurs associés au champ électrique constituent un
autre exemple de champ quantique, différent de celui mentionné plus haut pour
des particules matérielles identiques. Dans ce cas également, on peut introduire des
fonctions de corrélation spatiales très utiles pour comprendre comment des effets
d’interférence peuvent apparaître sur la distribution des positions où sont détectés
les photons, même si les deux faisceaux lumineux qui interfèrent sont incohérents
(effet Hanbury Brown et Twiss).

Les corrélations entre particules matérielles ou entre photons sont un exemple
important de corrélations entre deux systèmes dans la mesure où une observation
effectuée sur un système modifie les prédictions sur une observation effectuée sur
l’autre. Bien sûr, des corrélations peuvent aussi exister entre deux systèmes clas-
siques. Pour souligner les différences importantes entre corrélations classiques et
quantiques, nous introduisons, dans le dernier chapitre de ce tome III, la notion fon-
damentale d’intrication quantique : deux systèmes 1 et 2 sont intriqués si le vecteur
d’état qui décrit leur état n’est pas un simple produit de deux vecteurs d’état, un
pour le système 1 et un autre pour le système 2. Nous analysons en détail plusieurs
conséquences physiques intéressantes d’une telle situation qui est à la base d’un
domaine très actif de recherches à l’heure actuelle. Ce chapitre nous fournit ainsi
l’occasion de discuter le théorème d’Einstein, Podolsky et Rosen, ainsi que celui de
Bell, et de souligner certains aspects troublants de la mécanique quantique.

L’ouvrage se termine par quatre appendices, dont deux exposent une autre
façon d’introduire la mécanique quantique. L’Appendice IV expose brièvement la
méthode de l’intégrale de chemin de Feynman, qui constitue une procédure de quan-
tification différente de la quantification canonique, très importante par exemple en
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théorie quantique des champs. L’Appendice V contient une brève introduction aux
multiplicateurs de Lagrange. L’Appendice VI contient un résumé de mécanique sta-
tistique quantique et de ses principaux résultats utilisés dans cet ouvrage. Enfin,
l’Appendice VII sur la transformée de Wigner montre comment il est possible de
reformuler la mécanique quantique en termes de quasi-distributions, ce qui peut
d’ailleurs également fournir une procédure de quantification.

Malgré un intervalle de temps de plusieurs décennies, nous avons porté toute
notre attention à conserver l’esprit des deux premiers tomes, avec un style d’expo-
sition où toutes les étapes du raisonnement sont explicitées. Nous avons conservé la
structure de l’ouvrage en chapitres et en compléments où les chapitres, au nombre
de 7, peuvent être lus indépendamment des compléments ; chacun de ces derniers
est d’ailleurs rédigé comme un tout, de façon à pouvoir être utilisé séparément, sans
nécessiter la lecture des autres compléments. Leur but est de prolonger ou d’ap-
profondir tel ou tel aspect abordé dans le chapitre qui précède, et de présenter des
applications possibles. Un point • figurant dans l’en-tête de la page de chaque com-
plément permet au lecteur de voir immédiatement s’il se trouve dans un chapitre ou
dans un complément.

En première lecture, il est déconseillé de lire tous les compléments dans l’ordre
où ils se présentent. En fonction de ses intérêts et de son degré d’avancement dans
la lecture, chacun pourra choisir ceux qui l’intéressent. Il sera guidé pour cela, à la
fin de chaque chapitre, par une liste commentée de l’ensemble de ses compléments.

Il est indéniable que le niveau du tome III est (un peu) supérieur à celui des
deux premiers tomes, qui s’adressent à ceux qui débutent en mécanique quantique.
Nous n’avons pas hésité à procéder à de nombreux renvois vers les tomes I et II,
au cas où le lecteur n’aurait plus en tête les bases de la théorie. Mais ce n’est pas
pour autant que ce tome III se place au niveau d’un cours de mécanique quantique
avancée. Nous renvoyons d’ailleurs à plusieurs reprises le lecteur à des ouvrages plus
complets que le nôtre ou des références plus avancées.
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Introduction

Pour un système composé de particules identiques, la numérotation des par-
ticules qui apparaît dans le chapitre XIV [1, 2] n’a en fait aucun sens physique. De
plus, dès que le nombre de particules dépasse quelques unités, les calculs où l’on
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part de particules numérotées pour appliquer ensuite le postulat de symétrisation
se révèlent souvent compliqués. Par exemple, le calcul de la valeur moyenne d’un
opérateur symétrique demande de symétriser le bra, le ket, puis enfin l’opérateur,
ce qui introduit un grand nombre de termes 1 ; ils semblent a priori différents, alors
qu’on constate souvent à la fin du calcul que beaucoup de ces termes sont simple-
ment égaux entre eux, ou parfois s’annulent mutuellement. Il existe cependant une
méthode qui permet d’éviter ces lourdeurs, tout en étant parfaitement équivalente :
l’utilisation des opérateurs de création et d’annihilation agissant dans l’espace de
Fock. Le postulat de symétrisation (ou d’antisymétrisation) est alors entièrement
contenu dans de simples règles de commutation (ou d’anticommutation) satisfaites
par ces opérateurs de création et d’annihilation. La numérotation non physique des
particules disparaît totalement, remplacée par la notion de “nombre d’occupation”
des états individuels, bien plus naturelle pour des particules identiques.

La méthode exposée dans ce chapitre et le suivant est parfois appelée “seconde
quantification” 2. Elle met en jeu des opérateurs qui ne conservent pas le nombre
de particules, agissant ainsi dans un espace des états plus vaste que ceux que nous
avons considérés jusqu’ici ; ce nouvel espace est appelé “espace de Fock” (§ A). Ces
opérateurs qui changent le nombre de particules apparaissent cependant surtout
comme des intermédiaires de calcul, qui souvent se regroupent de façon qu’au bout
du compte le nombre total de particules reste bien conservé. Nous en verrons des
exemples avec l’expression des opérateurs symétriques à une particule (§ B), tels
que l’impulsion totale ou le moment angulaire total d’un système de particules iden-
tiques. Nous étudierons ensuite les opérateurs symétriques à deux particules (§ C),
comme l’énergie d’un système de particules identiques en interaction, leur fonction
de corrélation spatiale, etc. En mécanique statistique quantique, l’utilisation de l’es-
pace de Fock est bien adaptée aux calculs effectués dans le cadre de l’ensemble
“grand canonique”, où l’on autorise des fluctuations du nombre total de particules
par échange avec un réservoir extérieur. De plus, et comme nous le verrons dans les
chapitres suivants, cet espace de Fock est particulièrement bien adapté à la prise
en compte des processus physiques où le nombre de particules varie, par exemple
l’absorption ou l’émission de photons.

A. Formalisme général

Nous appelons EN l’espace des états d’un système de N particules discernables,
produit tensoriel de N espaces des états E1 individuels :

EN = E1(1)⊗ E1(2)⊗ ..⊗ E1(N) (A-1)

Deux sous-espaces de EN sont particulièrement importants pour les systèmes de
particules identiques, puisqu’ils contiennent tous les états physiques qui leur sont
accessibles : pour des bosons c’est l’espace ES(N) des états complètement symé-
triques, pour des fermions l’espace EA(N) des états totalement antisymétriques. Les

1. Pour un opérateur symétrique à une particule qui comprend la somme de N termes, le ket
et le bra contiennent chacun N ! termes ; l’élément de matrice fait donc apparaître N (N !)2 termes.
Ce nombre devient rapidement très élevé dès que N dépasse quelques unités.

2. Cette dénomination est quelque peu illogique, puisqu’aucune nouvelle quantification ne
vient se superposer à celle des postulats habituels de la mécanique quantique ; c’est plutôt la
symétrisation des particules identiques qui en constitue l’ingrédient essentiel. Mais cette appellation
reste souvent utilisée.

2
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relations (B-49) et (B-50) du Chapitre XIV donnent les projecteurs sur ces deux
sous-espaces :

SN =
1

N !

∑

α

Pα (A-2)

et :

AN =
1

N !

∑

α

εαPα (A-3)

où les Pα sont les N ! opérateurs de permutation pour les N particules et εα la parité
de Pα (dans le présent chapitre, il est commode d’ajouter un indice N à la notation
de ces projecteurs).

A-1. Etats et espace de Fock

Partant d’une base orthonormée {|uk〉} arbitraire de l’espace des états à une
particule, nous avons construit au § C-3-d du Chapitre XIV une base de l’espace des
états pour N particules identiques ; ses vecteurs sont caractérisés par des nombres
d’occupation ni, avec :

n1 + n2 + ..+ nk + .. = N (A-4)

où n1 désigne le nombre d’occupation du premier vecteur de base |u1〉, n2 celui de
|u2〉, ..,nk celui de |uk〉. Dans cette suite de nombres, certains (ou même beaucoup)
peuvent être nuls : il n’y a aucune raison particulière qu’un état déterminé soit
toujours occupé. Il est donc souvent commode de ne spécifier que la suite des nombres
d’occupation non nuls, que nous noterons ni, nj , .., nl, .. pour indiquer que le premier
état de la base qui recueille au moins une particule est |ui〉 avec une population
ni, le second |uj〉 avec une population nj , etc. Comme dans (A-4), ces nombres
d’occupation se somment à N .

Remarque :
Dans ce chapitre, nous aurons constamment à utiliser des indices de types différents,
qu’il ne faut pas confondre entre eux. Les indices i, j, k, l, .. repèrent les différents
vecteurs d’une base {|ui〉} dans l’espace des états E1 d’une particule ; le nombre
de valeurs que peut prendre chacun d’entre eux est donné par la dimension de cet
espace des états – d’ailleurs souvent infinie. Ils ne doivent pas être confondus avec
les indices qui repèrent des particules numérotées ; ces derniers prennent N valeurs
différentes, que nous noterons q, q′, etc. Enfin, l’indice α distingue les différentes
permutations de N particules, et peut prendre N ! valeurs différentes.

A-1-a. Etats de Fock pour des bosons identiques

Pour des bosons, les vecteurs de base s’écrivent selon la formule (C-15) du
Chapitre XIV :

|ni, nj , .., nl, ..〉
= c SN |1 : ui; 2 : ui; ..; ni : ui; ni + 1 : uj ; .. ni + nj : uj ; ..〉 (A-5)

3
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où c est un coefficient de normalisation ; dans le membre de droite, ni particules
sont placées dans l’état |ui〉, nj dans l’état |uj〉, etc. (du fait de la symétrisation,
leur ordre est sans importance).

Calculons la norme de ce membre de droite. Il comprend N ! termes, pro-
venant des N ! permutations figurant dans SN , mais ces termes ne sont pas tous
orthogonaux entre eux : par exemple, toutes les permutations Pα qui conduisent
à des redistributions des ni premières particules entre elles, des nj suivantes entre
elles, etc. redonnent le ket initial. En revanche, dès qu’une permutation change l’état
individuel d’une particule (ou plus), le ket obtenu est distinct ; il est même orthogo-
nal au ket initial. De façon générale, les différentes permutations contenues dans SN
se regroupent ainsi en familles de ni!nj !..nl!.. permutations équivalentes, conduisant
toutes au même ket. Compte tenu du 1/N ! qui figure dans la définition (A-2) de SN ,
chacun de ces kets acquiert un coefficient ni!nj !..nl!../N !, et contribue donc au carré
de la la norme du ket total par le carré de ce coefficient. Or le nombre de ces kets
orthogonaux est N !/ni!nj !..nl!.. C’est pourquoi, si c valait 1 dans la formule (A-5),
le carré de la norme du ket ainsi défini serait :

N !

ni!nj !..nl!..

[
ni!nj !..nl!..

N !

]2
=
ni!nj !..nl!..

N !
(A-6)

Nous choisissons donc c égal à l’inverse de la racine carrée de ce nombre, ce qui
conduit au ket normé :

|ni, nj , .., nl, ..〉

=

√
N !

ni!nj !..nl!..
SN |1 : ui; 2 : ui; ..; ni : ui; ni + 1 : uj ; ..; ni + nj : uj ; ..〉

(A-7)

Ces états sont appelés “états de Fock ”, ou parfois “états à nombres d’occupation” (ou
“number states” en anglais). Ce sont les états pour lesquels les nombres d’occupation
sont bien déterminés.

Il est parfois commode d’utiliser pour les états de Fock plusieurs notations
légèrement différentes, mais évidemment équivalentes. Dans (A-7), les états de Fock
sont définis en spécifiant les nombres d’occupation de tous les états effectivement
occupés (ni ≥ 1), les seuls qui apparaissent dans le membre de droite. Mais on peut
également préciser tous les nombres d’occupation, y compris ceux qui sont nuls 3 –
c’est par exemple ce que nous avons fait implicitement dans (A-4). On écrit alors les
mêmes kets sous la forme :

|n1, n2, .., ni, .., nl, ..〉 (A-8)

Il est également possible de spécifier une liste de N états occupés, où ui est répété
ni fois, uj répété nj fois, etc. :

|ui, ui, .., uj , uj , .., ul, ..〉 (A-9)

Comme nous le verrons, cette dernière notation est parfois utile dans les calculs qui
concernent à la fois bosons et fermions.

3. Rappelons que, par convention, 0! = 1.

4
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A-1-b. Etats de Fock pour des fermions identiques

Pour des fermions, si l’on applique l’opérateur AN à un ket où deux (ou
plusieurs) particules numérotées occupent le même état individuel, le résultat est
nul : aucun état n’est obtenu dans l’espace physique EA(N). Nous pouvons donc
nous concentrer sur le cas où tous les nombres d’occupation valent, soit 1, soit 0. Si
l’on note |ui〉, |uj〉,..,|ul〉, .. les états dont le nombre d’occupation est 1, l’équivalent
pour des fermions de la formule (A-7) s’écrit donc :

|ui, uj , .., ul, ..〉

=

{√
N ! AN |1 : ui; 2 : uj ; ..; q : ul; ..〉 si tous les ui sont différents

0 si deux ui sont identiques

(A-10)

Compte tenu du facteur 1/N ! qui apparaît dans la définition (A-3) de AN , le
ket de droite dans cette équation est une superposition linéaire avec des coefficients
1/
√
N ! de N ! kets qui sont tous orthogonaux entre eux (rappelons que nous avons

choisi une base orthonormée d’états individuels {|uk〉}) ; il est donc normé. L’égalité
(A-10) définit donc les états de Fock pour des fermions. Contrairement aux bosons,
ce n’est plus ici la notion de nombre d’occupation qui joue un rôle central, mais celle
d’états occupés (ou vides).

Une autre différence avec le cas des bosons est que l’ordre des états n’est pas
indifférent pour des fermions. Si par exemple l’on permute les deux premiers états
ui et uj , on aboutit au ket opposé :

|uj , ui, .., ul, ..〉 = − |ui, uj , .., ul, ..〉 (A-11)

mais cela ne modifie évidemment pas le contenu physique du ket.

A-1-c. Espace de Fock

Les états de Fock constituent les briques élémentaires avec lesquelles sera
construit tout ce chapitre. Nous avons jusqu’ici considéré séparément les espaces
ES,A(N) associés à des valeurs différentes du nombre de particules N . Nous allons
maintenant les regrouper tous ensemble en définissant un seul espace des états, dit
“espace de Fock ”, qui les associe par une somme directe 4. Pour des bosons :

ESFock = ES(0)⊕ ES(1)⊕ ES(2)⊕ ..⊕ ES(N)⊕ .. (A-12)

et, pour des fermions :

EAFock = EA(0)⊕ EA(1)⊕ EA(2)⊕ ..⊕ EA(N)⊕ .. (A-13)

(ces sommes étant infinies). Dans les deux cas, nous avons ajouté au second membre
un premier terme, associé à un nombre total de particules égal à zéro. L’espace

4. La somme directe de deux espaces EP (de dimension P ) et EQ (de dimension Q ) est un
espace EP+Q de dimension P +Q, engendré par toutes les combinaisons linéaires d’un vecteur du
premier espace avec un vecteur du second. Une base de EP+Q est simplement obtenue en regroupant
une base de EP et une de EQ. Par exemple, les vecteurs du plan à 2 dimensions appartiennent à un
espace qui est la somme directe des espaces à une dimension des vecteurs de deux axes de ce plan.
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correspondant ES,A(0) est défini comme un espace à une seule dimension, contenant
un état unique appelé “le vide” et noté |0〉 (également symbolisé par |vac〉 pour
“vacuum” dans la littérature anglo-saxonne).

Pour des bosons comme pour des fermions, une base orthonormée de l’espace
de Fock peut être obtenue en prenant les états de Fock |n1, n2, ..., ni, ., nl..〉 et en
omettant la contrainte (A-4) : les nombres d’occupation deviennent alors entière-
ment libres de prendre des valeurs (entières) quelconques, y compris la nullité pour
tous qui donne le ket du vide |0〉. Par combinaison linéaire de ces vecteurs de base,
on obtient tous les vecteurs de l’espace de Fock, en particulier des superpositions
linéaires de kets contenant des nombres de particules différents ; il n’est pas indispen-
sable d’attribuer une signification physique à de telles superpositions, qu’on pourra
considérer comme de simples intermédiaires de calcul. Bien sûr, il existe également
au sein de l’espace de Fock de nombreux kets où le nombre de particules est parfai-
tement défini : tous ceux qui appartiennent à un seul sous-espace, ES(N) pour des
bosons, EA(N) pour des fermions. Deux kets qui diffèrent par le nombre de particules
N sont toujours orthogonaux ; par exemple, tous les kets à population totale non
nulle sont orthogonaux au vide.

Remarques :
(i) Contrairement à ce qui se passerait pour des particules discernables, l’espace
de Fock n’est pas le produit tensoriel d’espaces des états associés à des particules
numérotées 1, 2,.., q, ... En premier lieu, pour N fixé, il est restreint au sous-espace
totalement symétrique (ou antisymétrique) de ce produit tensoriel ; de plus, l’espace
de Fock est une somme directe de tels sous-espaces associés à chaque valeur du
nombre de particules N .
En revanche, l’espace de Fock est bien le produit tensoriel d’espaces de Fock Eui

Fock

associés aux états individuels orthogonaux |ui〉, chacun engendré par des kets |ni〉
où ni varie par valeurs entières (de zéro à l’infini pour des bosons, de zéro à un pour
des fermions) :

ES,AFock = Eu1
Fock ⊗ Eu2

Fock ⊗ ..⊗ EuiFock ⊗ .. (A-14)

En effet les états de Fock, qui constituent une base de ES,AFock, peuvent s’écrire comme
des produits tensoriels :

|n1, n2, .., ni, ..〉 = |n1〉 ⊗ |n2〉 ⊗ ..⊗ |ni〉 ⊗ .. (A-15)

On dit souvent que chaque état individuel définit un “mode” pour le système de
particules identiques. La structure de produit tensoriel de l’espace de Fock permet de
considérer les modes comme décrivant des variables différentes et discernables. Cette
structure nous sera utile à plusieurs reprises, par exemple dans les Compléments
BXV, DXV et EXV.
(ii) Il ne faut pas confondre état de Fock avec état (quelconque) de l’espace de
Fock. Les nombres d’occupation des états individuels sont tous bien définis dans un
état de Fock (en anglais, on parle parfois de “number state”). En revanche, un état
quelconque de l’espace de Fock est en général une superpostion linéaire de ces états
propres dont plusieurs coefficients sont non nuls.

A-2. Opérateurs de création a†

Choisissant une base donnée d’états individuels {|ui〉}, nous définissons main-
tenant l’action dans l’espace de Fock de l’opérateur 5 de création a†ui

d’une particule

5. On notera l’analogie de notation avec l’oscillateur harmonique.
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dans l’état |ui〉.

A-2-a. Bosons

Pour des bosons, nous introduisons l’opérateur linéaire a†ui
défini par :

a†ui
|n1, n2, .., ni, ..〉 =

√
ni + 1 |n1, n2, .., ni + 1, ..〉 (A-16)

Comme les |n1, n2, .., ni, ..〉 permettent, par superposition linéaire, d’engendrer tous
les états de l’espace de Fock, l’action de a†ui

est alors bien définie dans tout l’espace.
Il ajoute une particule au système, faisant passer d’un état de ES(N) à un état de
ES(N + 1), et en particulier du vide à un état où est peuplé un seul état individuel.

Les opérateurs de création permettent d’exprimer les états à nombres d’occu-
pation à partir du vide. Par application récurrente de (A-16), on obtient en effet :

|n1, n2, .., ni, ..〉 =
1√

n1!n2!..ni!..

[
a†u1

]n1
[
a†u2

]n2
..
[
a†ui

]ni
.. |0〉 (A-17)

Remarque :
On peut se demander pourquoi introduire le facteur

√
ni + 1 dans (A-16) ; nous

verrons plus loin (§ B) qu’en fait ce facteur se combine commodément avec ceux de
(A-7) pour simplifier les calculs.

A-2-b. Fermions

Pour des fermions, nous définissions l’opérateur a†ui
par :

a†ui
|uj , .., uk, .., ul, ..〉 = |ui, uj , .., uk, .., ul, ..〉 (A-18)

où l’état créé |ui〉 figure en tête de la liste des états du ket de droite. Si, dans le ket
de départ, l’état individuel |ui〉 est déjà occupé (ni = 1), l’application de a†ui

aboutit
au ket nul, puisque dans ce cas :

a†ui
|uj , .., ui, .., ul, ..〉 = |ui, uj , .., ui, .., ul, ..〉 = 0 (A-19)

Les formules (A-16) et (A-17) sont également valables pour des fermions, où tous les
nombres d’occupation sont égaux à 0 ou 1 (sinon les deux membres sont nuls).

Remarque :
La définition (A-18) doit rester cohérente si l’on change l’ordre des états individuels
uj , .., uk, .., ul, .. dans le ket sur lequel agit a†ui

. Il est facile de vérifier que toute
permutation des états a pour seul effet de multiplier par sa parité les deux membres
de l’égalité. Cette dernière reste donc valable indépendamment de l’ordre choisi au
départ pour les états individuels.

A-3. Opérateurs d’annihilation a

Nous étudions maintenant l’opérateur hermitique conjugué de a†ui
, que nous

notons simplement aui
puisque deux conjugaisons hermitiques successives d’un opé-

rateur ramènent à l’opérateur initial.
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CHAPITRE XV OPÉRATEURS DE CRÉATION ET D’ANNIHILATION POUR DES
PARTICULES IDENTIQUES

A-3-a. Bosons

Pour des bosons, on déduit de (A-16) que les seuls éléments de matrice non
nuls de a†ui

dans la base orthonormée des états de Fock sont :

〈n1, n2, .., ni + 1, ..| a†ui
|n1, n2, .., ni, ..〉 =

√
ni + 1 (A-20)

Ils relient donc deux vecteurs dont les nombres d’occupation sont tous égaux, sauf
ni qui augmente d’une unité du ket au bra.

La définition générale (B-49) du Chapitre II détermine les éléments de matrice
de l’opérateur adjoint de a†ui

. Compte tenu de (A-20), les seuls éléments de matrice
non nuls de aui

sont donc :

〈n1, n2, .., ni, ..| aui
|n1, n2, .., ni + 1, ..〉 =

√
ni + 1 (A-21)

Puisque la base est complète, il en découle que l’action de ai sur des kets à nombres
d’occupation déterminés est donnée par :

aui
|n1, n2, .., ni, ..〉 =

√
ni |n1, n2, .., ni − 1, ..〉 (A-22)

(nous avons changé ni en ni−1). Contrairement à a†ui
, qui ajoute une particule dans

l’état |ui〉, l’opérateur aui
en supprime une ; il donne zéro s’il est appliqué à un ket

où l’état |ui〉 n’est pas peuplé, en particulier l’état du vide :

aui
|0〉 = 0 (A-23)

On appelle aui
“opérateur d’annihilation” dans l’état |ui〉.

A-3-b. Fermions

Pour des fermions, la relation (A-18) permet d’expliciter les éléments de ma-
trice :

〈ui, uj , .., uk, ..ul, ..| a†ui
|uj , .., uk, .., ul, ..〉 = 1 (A-24)

Seuls sont non nuls ceux où tous les états individuels occupés restent inchangés entre
bra et ket, sauf l’état ui qui est absent du ket mais présent dans le bra. En termes
de nombres d’occupation, aucun d’entre eux ne change, sauf ni qui passe de 0 (dans
le ket) à 1 (dans le bra).

L’opération de conjugaison hermitique donne alors l’action de l’opérateur d’an-
nihilation correspondant :

aui
|ui, uj , uk, .., ul, ..〉 = |uj , uk, .., ul, ..〉 (A-25)

ou, si l’état |ui〉 n’est pas occupé :

aui
|uj , uk, .., ul, ..〉 = 0 (A-26)

Les relations (A-22) et (A-23) sont valables également pour des fermions, avec ici
aussi la contrainte de garder tous les nombres d’occupation égaux à 0 ou 1 ; dans le
cas contraire, l’équation se réduit à 0 = 0.

8



A. FORMALISME GÉNÉRAL

Remarque :

Pour pouvoir appliquer la relation (A-25) lorsque l’état |ui〉 est déjà occupé mais
ne figure pas en première position, il faut d’abord l’y amener ; si cela nécessite une
permutation impaire, il en découle un changement de signe. Par exemple :

au2 |u1, u2〉 = − |u1〉 (A-27)

Ainsi, pour des fermions, l’action des deux opérateurs a et a† concerne l’état indivi-
duel qui figure en tête de la liste des états individuels dans le ket à N particules ; a
détruit le premier état dans la liste, a† crée un nouvel état qui se place en premier.
Oublier cette propriété pourrait conduire à des fautes de signe.

A-4. Opérateurs nombres d’occupation (bosons et fermions)

Considérons l’opérateur n̂ui
défini par :

n̂ui
= a†ui

aui
(A-28)

et son effet sur un état de Fock. Pour des bosons, si nous appliquons successivement
les formules (A-22) et (A-16), nous voyons que cet opérateur redonne le même état
de Fock, simplement multiplié par son nombre d’occupation ni. Pour des fermions,
si la population de l’état |ui〉 dans l’état de Fock est nulle, la relation (A-26) montre
immédiatement que l’action de l’opérateur n̂ui

donne zéro. Si l’état |ui〉 est déjà
occupé, on commence par permuter les états pour amener |ui〉 en tête, ce qui implique
éventuellement un changement de signe du ket associé ; l’application successive de
(A-25) et (A-19) à ce dernier ket montre alors que l’action de l’opérateur n̂ui

ne le
change pas ; enfin, on rétablit l’état |ui〉 à la place qu’il occupait initialement, ce qui
introduit éventuellement un second changement de signe qui compense le premier.
Pour finir, on obtient le même résultat que pour les bosons, avec ni restreint aux
valeurs 1 et 0 pour des fermions.

Dans les deux cas, l’opérateur n̂ui
admet donc les états de Fock comme vec-

teurs propres avec comme valeurs propres les nombres d’occupation ; c’est pourquoi
on l’appelle opérateur “nombre d’occupation de l’état |ui〉”. L’opérateur N̂ associé
au nombre total de particules est simplement la somme :

N̂ =
∑

i

n̂ui
=
∑

i

a†ui
aui

(A-29)

A-5. Relations de commutation ou d’anticommutation

Les opérateurs de création et d’annihilation possèdent des propriétés de com-
mutation (pour les bosons) ou d’anticommutation (pour les fermions) particulière-
ment simples, qui permettent de tenir compte très commodément de la symétrisation
ou de l’antisymétrisation des vecteurs d’état.

Pour simplifier la notation, nous écrirons à partir de maintenant ai au lieu
de aui

chaque fois qu’il sera évident que toutes les équations se réfèrent à une seule
base d’états individuels {|ui〉}. En revanche, chaque fois qu’il peut y avoir ambiguïté,
nous reviendrons à la notation complète.
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CHAPITRE XV OPÉRATEURS DE CRÉATION ET D’ANNIHILATION POUR DES
PARTICULES IDENTIQUES

A-5-a. Bosons : relations de commutation

Pour des bosons, considérons deux opérateurs a†i et a†j . Si les deux indices i et
j sont différents, ils correspondent à des états |ui〉 et |uj〉 orthogonaux ; l’application
répétée de (A-16) donne alors immédiatement :

a†ia
†
j |n1, n2, .., ni, .., nj,..〉 =

√
ni + 1

√
nj + 1 |n1, n2, .., ni + 1, .., nj + 1, ..〉

(A-30)

Si maintenant on applique les deux opérateurs dans l’ordre inverse, on aboutit au
même résultat. Comme les états de Fock constituent une base, il en découle que
le commutateur de a†i et a†j s’annule si i 6= j. De même, on voit facilement que
les deux produits d’opérateurs aiaj et ajai agissant sur le même ket conduisent au
même résultat (où, cette fois, deux nombres d’occupation ont décru de 1) ; ai et
aj commutent donc si i 6= j. Enfin, le même raisonnement mène facilement à la
commutation de ai et a†j si i 6= j.

Si maintenant i = j, le commutateur à évaluer est celui de ai avec a†i . Appli-
quons successivement (A-16) et (A-22), dans cet ordre ou dans l’ordre inverse :

aia
†
i |n1, n2, .., ni, ..〉 = (ni + 1) |n1, n2, .., ni, ..〉

a†iai |n1, n2, .., ni, ..〉 = (ni) |n1, n2, .., ni, ..〉
(A-31)

Le commutateur de ai avec a†i vaut donc 1 pour toute valeur de i.
L’ensemble des résultats précédents est résumé dans les trois égalités, valables

pour des bosons :

[ai, aj ] = 0
[
a†i , a

†
j

]
= 0

[
ai, a

†
j

]
= δij (A-32)

A-5-b. Fermions : relations d’anticommutation

Pour des fermions, commençons à nouveau par supposer que les deux indices
i et j sont différents. L’action successive de a†i et de a†j sur un ket à nombres d’oc-
cupation n’aboutit à un ket non nul que si ni = nj = 0 ; l’application répétée de
(A-18) conduit à :

a†ia
†
j |uk, ul.., um, ..〉 = |ui, uj , uk, ul, .., um, ..〉 (A-33)

mais :

a†ja
†
i |uk, ul, .., um, ..〉 = |uj , ui, uk, ul, .., um, ..〉 = − |ui, uj , uk, ul, .., um, ..〉

(A-34)

Ainsi, le changement de signe qui accompagne l’interversion de l’ordre des états
individuels se traduit ici par :

a†ia
†
j = −a†ja†i si i 6= j (A-35)

Si l’on définit l’anticommutateur [A,B]+de deux opérateurs A et B par :

[A,B]+ = AB +BA (A-36)
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on peut écrire (A-35) sous la forme :
[
a†i , a

†
j

]
+
= 0 si i 6= j (A-37)

Par conjugaison hermitique de (A-35), on obtient :

ajai = −aiaj si i 6= j (A-38)

soit :

[ai, aj ]+ = 0 si i 6= j (A-39)

Enfin, si l’on calcule l’anticommutateur de ai et a†j par la même méthode, on
constate que le résultat est nul sauf par action sur un ket où ni = 1 et nj = 0 ; ces
deux nombres d’occupation sont alors échangés. Explicitons le calcul :

a†jai |ui, ul, ..um, ..〉 = a†j |ul, ..um, ..〉 = |uj , ul, ..um, ..〉 (A-40)

et :

aia
†
j |ui, ul, .., um, ..〉 = ai |uj , ui, ul, .., um, ..〉

= −ai |ui, uj , ul, ...um, ..〉 = − |uj , ul, .., um, ..〉 (A-41)

Ainsi, la somme des deux résultats est nulle, ce qui entraîne la nullité de l’anticom-
mutateur :
[
ai, a

†
j

]
+
= 0 si i 6= j (A-42)

Dans le cas où i = j, la contrainte sur les nombres d’occupation (interdiction de
dépasser la valeur 1) implique :

[
ai

]2
= 0 et

[
a†i

]2
= 0 (A-43)

Les égalités (A-37) et (A-39) restent donc valables lorsque i et j deviennent égaux ;
il nous reste à calculer l’anticommutateur de ai et a†i . Examinons d’abord le produit
aia

†
i ; il donne zéro si on l’applique à un ket où le nombre d’occupation est ni = 1,

mais laisse inchangé tout ket ayant ni = 0, puisque la particule créée par a†i est
aussitôt annihilée par ai. La conclusion est inversée pour le produit dans l’ordre
contraire a†iai : son action donne zéro si ni = 0, et ne change pas le ket si ni = 1. Pour
finir, quel que soit le ket à nombres d’occupation, un des termes de l’anticommutateur
donne zéro, l’autre 1, et le résultat global est toujours une multiplication par l’unité.
Donc :
[
ai, a

†
i

]
+
= 1 (A-44)

L’ensemble des résultats précédents est résumé dans les trois égalités, valables
pour des fermions :

[ai, aj ]+ = 0
[
a†i , a

†
j

]
+
= 0

[
ai, a

†
j

]
+
= δij (A-45)

qui constituent, pour des fermions, l’analogue des relations (A-32) pour des bosons.
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A-5-c. Formulation commune des relations

Pour réunir les résultats relatifs aux bosons et fermions dans des égalités
communes, introduisons la notation :

[A,B]−η = AB − η BA (A-46)

avec :

η = 1 pour des bosons
η = −1 pour des fermions

(A-47)

de sorte que (A-46) signifie le commutateur pour des bosons et l’anticommutateur
pour des fermions. Alors :

[
ai, aj

]
−η

= 0 pour tous i et j (égaux ou différents)
[
a†i , a

†
j

]
−η

= 0 pour tous i et j (égaux ou différents)
(A-48)

et les seules combinaisons non nulles sont :
[
ai, a

†
j

]
−η

= δij

[
a†i , aj

]
−η

= −ηδij (A-49)

A-6. Changements de base

Examinons quels sont les effets sur les opérateurs de création et d’annihilation
d’un changement de base pour les états individuels. Les opérateurs a†ui

et aui
ont été

définis par leur action sur les états de Fock, eux-mêmes définis à partir des relations
(A-7) et (A-10) qui impliquent l’adoption d’une base donnée d’états individuels
{|ui〉}. Mais on peut également choisir toute autre base orthonormée {|vs〉} et définir
de la même façon des bases de Fock et opérateurs de création a†vs et d’annihilation
avs . Quelle est alors la relation entre les opérateurs définis dans la nouvelle base et
les opérateurs initiaux ?

S’il s’agit d’opérateurs de création agissant sur l’état du vide |0〉, la réponse à
la question est presque évidente. En effet l’action de a†vs sur |0〉 donne un ket à une
seule particule, qui s’écrit :

a†vs |0〉 = |1 : vs〉 =
∑

i

〈ui| vs〉 |1 : ui〉 =
∑

i

〈ui| vs〉 a†ui
|0〉 (A-50)

Ce résultat laisse escompter une simple relation linéaire du type :

a†vs =
∑

i

〈ui| vs〉 a†ui
(A-51)

ainsi que la relation hermitique conjuguée :

avs =
∑

i

〈vs| ui〉 aui
(A-52)
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L’égalité (A-51) implique que les opérateurs de création se transforment par la même
relation unitaire que les états individuels eux-mêmes. Les relations de commutation
ou d’anticommutation sont alors bien conservées, puisque :

[
avs , a

†
vt

]
−η =

∑

i,j

〈vs| ui〉 〈uj | vt〉
[
aui

, a†uj

]
−η

=
∑

i,j

〈vs| ui〉 〈uj | vt〉 δij (A-53)

soit :
[
avs , a

†
vt

]
−η =

∑

i

〈vs| ui〉 〈ui| vt〉 = δst (A-54)

comme il se doit. D’autre part, il est évident que les opérateurs de création com-
mutent (anti-commutent) entre eux, ainsi que les opérateurs d’annihilation.

Equivalence des deux bases
Ceci n’est cependant pas suffisant pour montrer l’équivalence complète entre les deux
bases. Pour ce faire, deux approches sont possibles. Dans la première, on définit les
opérateurs de création et d’annihilation dans la nouvelle base par (A-51) et (A-52),
et on définit les états de Fock associés à la nouvelle base en remplaçant les a†ui

par
les a†vs dans les relations (A-17) pour des bosons, et (A-18) pour des fermions. Il
faut alors montrer que ces nouveaux états de Fock sont toujours reliés aux états
à particules numérotées comme dans (A-7) pour des bosons, et (A-10) pour des
fermions. La complète équivalence des constructions des deux bases de Fock est
alors établie.

La seconde approche, celle que nous adopterons, traite les deux bases de façon
complètement symétrique ; on considère que ce sont les relations (A-7) et (A-10),
après remplacement des ui par les vs, qui définissent la nouvelle base de Fock. On
définit ensuite les opérateurs a†vs par la transposition des relations (A-17) et (A-18)
à la nouvelle base. Il faut alors vérifier que ces opérateurs sont bien donnés par
(A-51), sans nous limiter comme en (A-50) à leur effet sur le vide.

(i) Bosons

Les égalités (A-7) et (A-17) entraînent que :
[
a†ui

]ni
[
a†uj

]nj

.. |0〉

=
√
N ! SN |1 : ui; 2 : ui; ..; ni : ui; ni + 1 : uj ; ..; ni + nj : uj ; ..〉 (A-55)

où, dans le membre de droite, les ni premières particules occupent le même état
individuel ui, les nj suivantes particules numérotées de ni + 1 à ni + nj l’état
individuel uj , etc. La relation équivalente dans la seconde base s’écrit :

[
a†vs

]ps [
a†vt

]pt
.. |0〉

=
√
N ! SN |1 : vs; 2 : vs; ..; ps : vs; ps + 1 : vt; ..; ps + pt : vt; ..〉 (A-56)

avec :

ni + nj + .. = ps + pt + .. = N (A-57)

Dans le second membre de (A-56), nous pouvons remplacer le premier ket |vs〉 par :

|vs〉 =
∑

i

〈ui | vs〉 |ui〉 (A-58)
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et obtenir :

∑

i

〈ui | vs〉
√
N ! SN |1 : ui ; 2 : vs; ..; ps : vs; ps + 1 : vt; ..; ps + pt : vt; ..〉

(A-59)

Procédant de même pour tous les vecteurs de base de ce second membre, nous le
remplaçons par l’expression :

∑

i

〈ui | vs〉
∑

i′

〈ui′ | vs〉 ..
∑

j

〈uj | vt〉
∑

j ′

〈uj ′ | vt〉 ..

×
√
N ! SN |1 : ui ; 2 : ui′ ; ..; ps + 1 : uj ; ps + 2 : uj ′ ; ..〉 (A-60)

soit encore 6, compte tenu de (A-55) :

[
∑

i

〈ui | vs〉 a†ui

][
∑

i′

〈ui′ | vs〉 a†ui′

]
..

[
∑

j

〈uj | vt〉 a†uj

]

∑

j ′

〈uj ′ | vt〉 a†uj′


 .. |0〉

(A-61)

Ainsi, l’effet des opérateurs
[
a†vs

]ps [
a†vt

]pt .. sur le vide est le même que celui des
opérateurs (A-51) élevés aux puissances ps, pt , ..

Mais, lorsque les nombres d’occupation ps, pt, .. sont quelconques, les kets (A-56)
engendrent tout l’espace de Fock. Si nous écrivons l’égalité précédente pour pset
ps + 1, nous voyons que l’effet de a†vs et de

∑
i 〈ui| vs〉 a†ui

donne le même résultat
par action sur tous les kets de base de cet espace. L’égalité entre opérateurs est alors
établie ; la relation (A-52) s’ensuit directement par conjugaison hermitique.

(ii) Fermions

La démonstration est la même, avec la restriction que les nombres d’occupation ne
dépassent pas l’unité. Comme elle ne demande aucun changement de l’ordre des
opérateurs ou des états, il n’est pas nécessaire de se préoccuper de changements de
signe.

B. Opérateurs symétriques à une particule

L’utilisation des opérateurs de création et d’annihilation facilite considérable-
ment la manipulation, au sein de l’espace de Fock, des opérateurs physiques et donc
symétriques (§ C-4-a-β du Chapitre XIV). Les opérateurs les plus simples à étu-
dier sont ceux qui agissent sur une seule particule à la fois, dits “opérateurs à une
particule”.

B-1. Définition

Considérons un opérateur f̂ défini dans l’espace des états individuels ; f̂(q)
agit dans l’espace des états de la particule q. Ce peut être par exemple l’impul-
sion de la q-ième particule, ou son moment cinétique par rapport à l’origine ; nous

6. Dans cette relation, les ps premières sommations sont identiques, ainsi que les pt
suivantes, etc.
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voulons construire ici l’opérateur associé à l’impulsion totale du système de N par-
ticules, ou son moment cinétique total, somme sur q des f̂(q) associés aux particules
individuelles.

Un opérateur symétrique à une particule agissant dans l’espace ES(N) pour
des bosons – ou EA(N) pour des fermions – est donc défini par :

F̂ (N) =

N∑

q=1

f̂(q) (B-1)

(contrairement aux états, qui sont symétriques pour les bosons et antisymétriques
pour les fermions, les opérateurs physiques restent toujours symétriques). Nous dé-
finirons l’opérateur F̂ agissant dans l’espace de Fock comme celui qui agit comme
F̂ (N) dans chacun des espaces ES(N), ou EA(N) selon les cas ; puisqu’une base dans
l’espace de Fock tout entier est donnée par la réunion des bases de ces espaces pour
toutes les valeurs de N , l’opérateur F̂ est ainsi bien défini dans la somme directe de
ces sous-espaces. De façon résumée :

F̂ (N) ; N = 1, 2, 3, ... =⇒ F̂ (B-2)

Appliquer directement (B-1) permet de calculer les éléments de matrice de F̂ , mais
parfois au prix de lourdes manipulations. Partant d’un opérateur contenant des par-
ticules numérotées, on le place entre états à particules numérotées, puis on symétrise
le bra, le ket, et l’on prend en compte la symétrie de l’opérateur. Ceci introduit plu-
sieurs sommations (sur les particules et sur les permutations), qu’il convient ensuite
de regrouper de façon adéquate pour arriver à les simplifier. Mais nous allons voir
qu’il existe une expression de F̂ en termes d’opérateurs de création et d’annihilation
qui permet d’éviter tous ces intermédiaires de calcul, tout en tenant compte des
propriétés de symétrie d’une façon rigoureuse.

B-2. Expression en termes des opérateurs a et a†

Choisissons une base {|ui〉} de l’espace des états individuels. Les éléments de
matrice fkl de l’opérateur à une particule f̂ sont :

fkl = 〈uk| f̂ |ul〉 (B-3)

qui permettent de développer l’opérateur lui-même selon :

f̂(q) =
∑

k,l

|q : uk〉 〈q : uk| f̂(q) |q : ul〉 〈q : ul| =
∑

k,l

fkl |q : uk〉 〈q : ul| (B-4)

B-2-a. Action de F̂ (N) sur un ket à N particules

Le report de l’expression (B-4) de f̂(q) dans (B-1) conduit à :

F̂ (N) =
∑

k,l

fkl

N∑

q=1

|q : uk〉 〈q : ul| (B-5)

15



CHAPITRE XV OPÉRATEURS DE CRÉATION ET D’ANNIHILATION POUR DES
PARTICULES IDENTIQUES

L’action de F̂ (N) sur un ket symétrisé du type (A-9) contient donc une somme sur
k et l de termes :
[
N∑

q=1

|q : uk〉 〈q : ul|
]
|ui, ui, .., uj , uj , ...〉 (B-6)

avec des coefficients fkl. Utilisons alors (A-7) ou (A-10) pour exprimer ce ket lorsque
k et l sont donnés. Comme l’opérateur entre crochets est symétrique par échange des
particules, il commute avec les deux opérateurs SN et AN (§ C-4-a-β du Chapitre
XIV), de sorte que ce ket peut s’écrire :

√
N !

ni!nj !..nm!..

SN
AN

[
N∑

q=1

|q : uk〉 〈q : ul|
]

|1 : ui; 2 : ui; ...ni : ui; ni + 1 : uj , ..; q : um; ..〉 (B-7)

Dans la somme sur q, seuls sont non nuls les termes où l’état individuel |ul〉 coïncide
avec l’état individuel |um〉 occupé par la particule numérotée q dans le ket de droite ;
pour l donné, cette condition sélectionne nl valeurs différentes de q (donc une ou
zéro pour des fermions). Pour ces nl termes, l’opérateur |q : uk〉 〈q : ul| transforme
l’état |um〉 en |uk〉, puis SN (ou AN ) reconstruit un ket symétrisé (mais non normé) :

√
N !

ni!nj !..nm!..

SN
AN
|1 : ui; ..; ni + 1 : uj , ..; q : uk; ..〉 (B-8)

Ce ket reste le même quel que soit le numéro q parmi les nl sélectionnés (pour
des fermions, il est nul si l’état |uk〉 était déjà occupé dans le ket initial). Nous
distinguons alors deux cas :

(i) Si k 6= l, pour des bosons le ket écrit en (B-8) est égal à :

√
nk + 1

nl
|ui, ui, .., uj , uj , .., uk, ..〉 (B-9)

où la racine carrée provient du changement des valeurs dans les deux nombres d’oc-
cupation nk et nl, qui affectent les coefficients numériques dans la définition (A-7)
des états de Fock. Comme ce ket est obtenu nl fois, ce coefficient se transforme en√

(nk + 1)nl. Or ce facteur est exactement celui que donne l’action sur le même ket
symétrisé de l’opérateur a†kal, qui lui aussi supprime une particule dans l’état |ul〉
et en crée une dans l’état |uk〉. L’opérateur a†kal reproduit donc exactement l’effet
de la somme sur q.

Pour des fermions, le résultat est nul sauf si l’état |uk〉 était occupé par une
particule et l’état |ul〉 inoccupé dans le ket initial, et aucun coefficient numérique
n’apparaît ; ici aussi on reproduit exactement l’effet de l’opérateur a†kal.

(ii) Si k = l, pour des bosons le seul facteur numérique qui apparaît est nl,
provenant du nombre de termes de la somme sur q qui donnent le même ket symétrisé.
Pour les fermions, la seule condition pour avoir un résultat non nul est que l’état
|ul〉 soit occupé, ce qui amène également un coefficient nl. Dans les deux cas, l’effet
de la somme sur q est à nouveau exactement le même que celui de l’opérateur a†kal.
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Nous obtenons donc :

N∑

q=1

|q : uk〉 〈q : ul| = a†kal (B-10)

La sommation sur k et l de (B-5) donne alors :

F̂ (N) =
∑

k,l

fkl a
†
kal =

∑

k,l

〈uk| f̂ |ul〉 a†kal (B-11)

B-2-b. Expression valable dans tout l’espace de Fock

Le second membre de (B-11) contient une expression qui est complètement
indépendante de l’espace ES(N) ou EA(N) dans lequel a été définie l’action de l’opé-
rateur F̂ (N). Or, par définition, l’opérateur F̂ agit comme F̂ (N) dans chacun de ces
sous-espaces de N fixé ; on peut donc simplement écrire :

F̂ =
∑

k,l

〈uk| f̂ |ul〉 a†kal (B-12)

qui est l’expression cherchée des opérateurs symétriques à une particule.
Il a ainsi été possible d’écrire ces opérateurs sous une forme valable quel que

soit N , et où ne figurent plus de numéros de particules ; les opérateurs de création
et d’annihilation, en nombre égal, n’agissent que sur les nombres d’occupation.

Remarque :
On peut toujours, par un changement de base {|ui〉}, diagonaliser l’opérateur her-

mitique f̂ , de sorte que :

fkl = fk × δkl (B-13)

L’égalité (B-12) se simplifie alors en :

F̂ =
∑

k

fk a†kak =
∑

k

fk n̂k (B-14)

où n̂k = n̂uk
est l’opérateur nombre de particules dans l’état |uk〉 défini en (A-28).

B-3. Exemples

Un premier exemple, très simple, est celui de l’opérateur N̂ correspondant au
nombre total de particules, déjà écrit en (A-29) :

N̂ =
∑

i

n̂i =
∑

i

a†iai (B-15)

Cet opérateur ne dépend pas de la base {|ui〉} choisie pour compter les particules,
comme on pouvait s’y attendre. En effet, l’utilisation des transformations unitaires
(A-51) et (A-52) conduit à (pour éviter toute ambiguïté, nous revenons pour un
instant à l’expression plus explicite des opérateurs de création et d’annihilation) :
∑

i

a†ui
aui

=
∑

i

∑

s,t

〈vs| ui〉 〈ui| vt〉 a†vsavt =
∑

s,t

δst a
†
vsavt (B-16)
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soit :

N̂ =
∑

i

a†ui
aui

=
∑

s

a†vsavs (B-17)

Pour une particule sans spin, on peut également définir l’opérateur correspon-
dant à la densité de probabilité au point r0 :

f̂ = |r0〉 〈r0| (B-18)

La relation (B-12) conduit alors à l’opérateur “densité locale de particules” (ou den-
sité “simple”) suivant :

D̂(r0) =
∑

k,l

u∗k(r0)ul(r0) a
†
kal (B-19)

Le même raisonnement que plus haut montre que cet opérateur est indépendant de
la base {|ui〉} choisie dans l’espace des états individuels.

Supposons maintenant que cette base soit celle des vecteurs propres |ki〉 de
l’impulsion ℏki d’une particule, et notons aki

les opérateurs d’annihilation corres-
pondants. Alors, à l’impulsion totale du système est associé l’opérateur :

P̂ =
∑

ki

ℏki a
†
ki
aki

=
∑

ki

ℏki n̂ki
(B-20)

Quant à l’énergie cinétique des particules, elle est donnée par :

Ĥ0 =
∑

ki

ℏ2k2
i

2m
a†ki

aki
=
∑

ki

ℏ2k2
i

2m
n̂ki

(B-21)

B-4. Opérateur densité réduit à une particule

Considérons la valeur moyenne
〈
F̂
〉

d’un opérateur à une particule F̂ dans

un état quantique quelconque à N particules. La relation (B-12) indique qu’elle
s’exprime en fonction des valeurs moyennes de produits d’opérateurs a†kal :
〈
F̂
〉
=
∑

k,l

〈uk| f̂ |ul〉
〈
a†kal

〉
(B-22)

Or cette expression rappelle celle de la valeur moyenne d’un opérateur pour un
système physique constitué d’une seule particule. En effet, si ce système est décrit
par un opérateur densité ρ̂1 (1), la valeur moyenne de tout opérateur f̂ (1) s’écrit
(Complément EIII, § 4.b) :
〈
f̂ (1)

〉
= Tr

{
f̂ (1) ρ̂1 (1)

}
=
∑

k,l

〈uk| f̂ |ul〉 〈ul| ρ̂1 |uk〉 (B-23)

On rend les deux expressions identiques si, pour le système de particules identiques,
on introduit un “opérateur densité réduit à une particule” ρ̂1 dont les éléments de
matrice sont définis par :

〈ul| ρ̂1 |uk〉 =
〈
a†kal

〉
(B-24)

18



C. OPÉRATEURS À DEUX PARTICULES

Cet opérateur réduit permet alors de calculer les valeurs moyennes de tous les opé-
rateurs à une particule comme si le système n’en comprenait qu’une seule :
〈
F̂
〉
= Tr

{
f̂ ρ̂1

}
(B-25)

où la trace est prise dans l’espace des états d’une particule unique.
La trace de l’opérateur densité réduit ainsi défini n’est pas égale à l’unité, mais

au nombre moyen de particules ; en effet, d’après (B-24) et (B-15) :

Tr {ρ̂1} =
∑

k

〈
a†kak

〉
=
〈
N̂
〉

(B-26)

Cette convention de normalisation s’avère commode ; par exemple, l’élément de ma-
trice de ρ̂1 diagonal en représentation position est alors directement égal à la densité
locale moyenne de particules définie en (B-19) :

〈r0| ρ̂1 |r0〉 =
〈
D̂(r0)

〉
(B-27)

Il est cependant élémentaire de normaliser différemment l’opérateur densité réduit :

il suffit de diviser le second membre de la définition (B-24) par
〈
N̂
〉

pour que sa

trace devienne égale à l’unité.

C. Opérateurs à deux particules

Nous étendons maintenant les résultats précédents aux opérateurs à deux par-
ticules.

C-1. Définition

Considérons une grandeur physique mettant en jeu deux particules à la fois,
numérotées q et q′. Elle correspond à un opérateur ĝ(q, q′) agissant dans l’espace des
états de ces deux particules (produit tensoriel des deux espaces d’états individuels).
A partir de cet opérateur binaire, la façon la plus simple d’obtenir un opérateur sy-
métrique à N particules est d’effectuer la somme des ĝ(q, q′) sur toutes les particules
q et q′, où les deux indices q et q′ sont sommés de 1 à N . Cependant, la somme des
termes q = q′ constitue en fait un opérateur à une particule, exactement du même
type que ceux déjà étudiés au § B-1. Pour obtenir un opérateur qui soit réellement
à deux particules, on préfère donc exclure les termes q = q′ et poser :

Ĝ(N) =
1

2

N∑

q,q′=1; q 6=q′
ĝ(q, q′) (C-1)

Le facteur 1/2 de cette expression est arbitraire, mais souvent commode. Si par
exemple l’opérateur décrit une énergie d’interaction obtenue par la somme des contri-
butions de toutes les paires distinctes de deux particules, ĝ(q, q′) et ĝ(q′, q) corres-
pondent à la même paire et sont égaux ; chaque interaction binaire apparaît donc
deux fois dans la double somme, le facteur 1/2 permettant d’éviter un double comp-
tage. Chaque fois que ĝ(q, q′) = ĝ(q′, q), il est d’ailleurs équivalent d’écrire Ĝ(N) sous
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la forme :

Ĝ(N) =
N∑

q<q′

ĝ(q, q′) (C-2)

Comme pour les opérateurs à une particule, l’expression (C-1) définit des opé-
rateurs symétriques en déterminant leur action séparément dans chacun des espaces
des états physiques où le nombre de particules est égal à N ; mais on peut facile-
ment étendre cette définition dans tout l’espace de Fock, qui est leur somme directe
pour toutes les valeurs de N . On obtient ainsi un opérateur plus général Ĝ, selon le
schéma semblable à (B-2) :

Ĝ(N) ; N = 1, 2, 3, ... =⇒ Ĝ (C-3)

C-2. Un cas simple : factorisation

Commençons par supposer que l’opérateur ĝ(q, q′) se factorise :

ĝ(q, q′) = f̂(q)ĥ(q′) (C-4)

L’opérateur écrit en (C-1) devient alors :

Ĝ(N) =
1

2

N∑

q,q′=1; q 6=q′
f̂(q)ĥ(q′) =

1

2



N∑

q=1

f̂(q)

N∑

q′=1

ĥ(q′)−
N∑

q=1

f̂(q)ĥ(q)


 (C-5)

Le membre de droite de cette expression commence par un produit d’opérateurs à
une particule ; utilisant (B-11), nous pouvons remplacer chacun de ses facteurs par
son expression en fonction des opérateurs de création et d’annihilation :

N∑

q=1

f̂(q) =
∑

i,k

〈ui| f̂ |uk〉 a†iak

N∑

q′=1

ĥ(q′) =
∑

j,l

〈uj | ĥ |ul〉 a†jal (C-6)

Quant au dernier terme du second membre de (C-5), c’est directement un opérateur
à une particule :

N∑

q=1

f̂(q)ĥ(q) =
∑

i,l

〈ui| f̂ ĥ |ul〉 a†ial (C-7)

On a donc :

Ĝ(N) =
1

2


∑

i,j,k,l

〈ui| f̂ |uk〉 〈uj | ĥ |ul〉
(
a†iak

)(
a†jal

)
−
∑

i,l

〈ui| f̂ ĥ |ul〉 a†ial




(C-8)
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On peut alors utiliser les relations générales (A-49) pour modifier le produit d’opé-
rateurs :
(
a†iak

)(
a†jal

)
= η a†ia

†
jakal + δjk a

†
ial = a†ia

†
jalak + δjk a

†
ial (C-9)

Par report dans (C-8), la contribution de δjk dans le premier terme donne :

∑

i,l

∑

k

〈ui| f̂ |uk〉 〈uk| ĥ |ul〉 a†ial =
∑

i,l

〈ui| f̂ ĥ |ul〉 a†ial (C-10)

qui compense exactement le second terme de (C-8). Il reste donc simplement :

Ĝ(N) =
1

2

∑

i,j,k,l

〈ui| f̂ |uk〉 〈uj | ĥ |ul〉 a†ia†jalak (C-11)

Comme le second membre a la même forme dans tous les espaces de N fixé, cette
expression est également valable pour l’opérateur Ĝ agissant dans tout l’espace de
Fock.

C-3. Cas général

Un opérateur quelconque à deux particules ĝ(q, q′) peut être décomposé en
une somme de produits d’opérateurs à une particule :

ĝ(q, q′) =
∑

α,β

cα,β f̂α(q)ĥβ(q
′) (C-12)

où les coefficients cα,β sont des nombres 7. L’expression (C-1) devient alors :

Ĝ(N) =
1

2

N∑

q,q′=1; q 6=q′
ĝ(q, q′) =

1

2

∑

α,β

cα,β

N∑

q=1

N∑

q′=1; q′ 6=q
f̂α(q)ĥβ(q

′) (C-13)

Dans cette combinaison linéaire avec les coefficients cα,β , chacun des termes (pour α
et β donnés) a exactement la forme (C-5), et peut donc être remplacé par l’expression
(C-11). Cette substitution conduit à :

Ĝ(N) =
1

2

∑

α,β

cα,β
∑

i,j,k,l

〈ui| f̂α |uk〉 〈uj | ĥβ |ul〉 a†ia†jalak (C-14)

Le membre de droite de cette égalité a la même forme dans tous les espaces de N
fixé, de sorte que ce second membre donne également l’expression de l’opérateur Ĝ
agissant dans tout l’espace de Fock. De plus, nous reconnaissons dans la sommation
sur α et β l’élément de matrice de ĝ découlant de (C-12) :

7. L’espace des états de deux particules est le produit tensoriel des deux espaces des états
individuels (§ F-4-b du Chapitre II). De même, l’espace des opérateurs agissant sur deux particules
est le produit tensoriel des espaces des opérateurs agissant séparément sur ces particules. Par
exemple, l’opérateur potentiel d’interaction entre deux particules peut se décomposer comme une
somme de produits de deux opérateurs, le premier étant une fonction de la position de la première
particule, le second une fonction de la seconde position.
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gi,j,k,l = 〈1 : ui; 2 : uj | ĝ(1, 2) |1 : uk; 2 : ul〉 =
∑

α,β

cα,β 〈ui| f̂α |uk〉 〈uj | ĥβ |ul〉

(C-15)

Donc nous obtenons finalement :

Ĝ =
1

2

∑

i,j,k,l

〈1 : ui; 2 : uj | ĝ(1, 2) |1 : uk; 2 : ul〉 a†ia†jalak (C-16)

qui donne l’expression recherchée pour un opérateur symétrique à deux particules
quelconque.

Comme pour les opérateurs à une particule, dans l’expression (C-16) des opé-
rateurs symétriques à deux particules, chaque terme comporte autant d’opérateurs
de création que d’annihilation. Ces opérateurs symétriques ne changent donc pas le
nombre total de particules, comme il était évident avec leur définition initiale.

C-4. Opérateur densité réduit à deux particules

La relation (C-16) indique que la valeur moyenne de tout opérateur à deux
particules s’écrit :
〈
Ĝ
〉
=

1

2

∑

i,j,k,l

〈1 : ui; 2 : uj | ĝ(1, 2) |1 : uk; 2 : ul〉
〈
a†ia

†
jalak

〉
(C-17)

Cette expression rappelle celle de la valeur moyenne d’un opérateur ĝ (1, 2) pour un
système de deux particules, d’opérateur densité ρ̂2 (1, 2) :

〈ĝ (1, 2)〉
=
∑

i,j,k,l

〈1 : ui; 2 : uj | ĝ(1, 2) |1 : uk; 2 : ul〉

× 〈1 : uk; 2 : ul| ρ̂2 (1, 2) |1 : ui; 2 : uj〉 (C-18)

et incite à définir un opérateur densité réduit à deux particules ρ̂2 par :

〈1 : uk; 2 : ul| ρ̂2 |1 : ui; 2 : uj〉 =
〈
a†ia

†
jalak

〉
(C-19)

Dans cette définition, nous avons laissé de côté le facteur 1/2 de (C-17), car cela
conduit à une normalisation de ρ̂2 qui s’avère souvent plus commode ; les éléments
de matrice de ρ̂2 en représentation position fournissent alors directement la densité
double (ainsi que les fonctions de corrélation du champ que nous étudierons au
§ B-3-b du Chapitre XVI). La trace de ρ̂2 s’écrit alors :

Tr {ρ̂2} =
∑

i,j

〈
a†ia

†
jajai

〉
=
∑

i,j

〈
a†iaia

†
jaj − δija†iai

〉

=
〈
N̂
(
N̂ − 1

)〉
(C-20)

Mais, bien évidemment, on peut également diviser le second membre de la définition

de ρ̂2, soit par 2, soit encore par un facteur
〈
N̂
(
N̂ − 1

)〉
si l’on désire ramener sa

trace à l’unité.
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Figure 1 – Un processus physique d’interaction entre particules identiques où deux
d’entre elles, initialement dans des états |ukα〉 et

∣∣ukβ
〉

(symbolisés sur la figure par
α et β), sont transférées vers des états

∣∣ukγ
〉

et |ukδ〉 (symbolisés par γ et δ).

C-5. Discussion physique ; effets de l’échange

Comme annoncé dans l’introduction de ce chapitre, les particules numérotées,
les permutations, les symétriseurs ou antisymétriseurs ont maintenant totalement
disparu des équations ; le nombre total de particules N n’apparaît pas non plus.
Nous pouvons à présent reprendre la discussion donnée au § D.2 du Chapitre XIV
concernant les termes d’échange, mais de façon plus générale puisque cette fois nous
ne spécifions plus le nombre total de particules N .

C-5-a. Deux termes dans les éléments de matrice

Considérons un processus physique comme celui que schématise la figure 1 où,
au sein d’un système de N particules identiques, se produit sous l’effet d’une inter-
action un transfert depuis deux états |ukα〉 et

∣∣ukβ
〉

vers deux états
∣∣ukγ

〉
et |ukδ〉 ;

nous supposons que les quatre états en question sont différents. Dans la sommation
sur i, j, k, l de (C-16), les termes qui correspondent à ce processus sont, soit ceux
pour lesquels le bra contient i = kγ et j = kδ, soit ceux correspondant à l’ordre
inverse i = kδ et j = kγ ; pour le ket, il contient, soit k = kα et l = kβ , soit l’ordre
inverse k = kβ et l = kα. En tout subsistent donc quatre termes :

1
2

〈
1 : ukγ ; 2 : ukδ

∣∣ ĝ
∣∣1 : ukα ; 2 : ukβ

〉
a†kγa

†
kδ
akβakα

1
2

〈
1 : ukδ ; 2 : ukγ

∣∣ ĝ
∣∣1 : ukβ ; 2 : ukα

〉
a†kδa

†
kγ
akαakβ

1
2

〈
1 : ukγ ; 2 : ukδ

∣∣ ĝ
∣∣1 : ukβ ; 2 : ukα

〉
a†kγa

†
kδ
akαakβ

1
2

〈
1 : ukδ ; 2 : ukγ

∣∣ ĝ
∣∣1 : ukα ; 2 : ukβ

〉
a†kδa

†
kγ
akβakα

(C-21)

Mais, puisque les numéros affectés aux particules se comportent ici en variables
muettes, les deux premiers éléments de matrice qui apparaissent dans (C-21) sont
égaux, comme le sont également ceux des deux dernières lignes. Par ailleurs, les
produits d’opérateurs de création et d’annihilation satisfont les relations suivantes,
pour des bosons (η = 1) comme pour des fermions (η = −1) :

a†kδa
†
kγ
akαakβ = a†kγa

†
kδ
akβakα

a†kγa
†
kδ
akαakβ = a†kδa

†
kγ
akβakα = η a†kγa

†
kδ
akβakα

(C-22)
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Figure 2 – Schématisation des deux termes apparaissant dans (C-23) par deux dia-
grammes, qui diffèrent par un échange des états individuels des particules dans l’état
final. Ces diagrammes correspondent en quelque sorte à des “aiguillages” différents
entre états entrants et sortants. Les lignes pleines représentent la propagation libre
des particules, les lignes tiretées leurs interactions binaires.

Pour des bosons, ces relations sont évidentes puisqu’on ne commute que des opéra-
teurs de création, ou des opérateurs d’annihilation ; pour les fermions, comme nous
avons supposé tous les états différents, l’anticommutation d’opérateurs a, ou a†,
introduit des changements de signe qui se compensent ou non suivant qu’ils sont
en nombre pair ou impair. Pour finir, si nous effectuons le double de la somme du
premier et du dernier terme de (C-21), nous obtenons la contribution suivante à
(C-16) :

a†kγa
†
kδ
akβakα

×
[〈
1 : ukγ ; 2 : ukδ

∣∣ ĝ
∣∣1 : ukα ; 2 : ukβ

〉

+ η
〈
1 : ukδ ; 2 : ukγ

∣∣ ĝ
∣∣1 : ukα ; 2 : ukβ

〉]
(C-23)

Nous voyons ainsi apparaître deux termes dont le signe relatif dépend de la
nature (bosons ou fermions) des particules identiques. Ils correspondent à des “ai-
guillages” distincts entre des états individuels entrants et sortants (Fig. 2).

Pour des bosons, l’action du produit des 4 opérateurs dans (C-23) sur un ket
à nombres d’occupation introduit la racine carrée :
√
nkαnkβ

(
nkγ + 1

)
(nkδ + 1) (C-24)

Si les nombres d’occupation sont grands, cette racine carrée peut accroître considéra-
blement la valeur de l’élément de matrice. Pour des fermions, cet effet d’amplification
ne se produit pas ; de plus, si les éléments de matrice direct et d’échange de ĝ sont
égaux, le terme d’échange compense le terme direct dans (C-23), et l’amplitude de
transition du processus étudié s’annule.

C-5-b. Energie d’interaction entre particules, terme direct et terme d’échange

Dans de nombreux problèmes physiques, on est amené à calculer l’énergie
moyenne d’interaction entre particules. Pour simplifier, nous n’étudierons ici que le
cas de particules sans spin (ou, ce qui revient au même, le cas où elles sont toutes
dans le même état interne de spin, de sorte que le nombre quantique correspondant
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ne joue aucun rôle), et supposerons les interactions binaires. L’opérateur Ŵint qui
décrit ces interactions est alors défini comme un opérateur diagonal dans la base
{|r1, r2, ...rN 〉} (états propres des positions de toutes les particules) qui multiplie
chacun de ces états par la fonction :

Wint(r1, r2, ..., rN ) =
∑

q<q′

W2(rq, rq′) (C-25)

Dans cette expression, la fonction W2(rq, rq′) donne les éléments de matrice diago-
naux de l’opérateur Ŵ2(Rq,Rq′) d’interaction de la paire de particules (q, q′). Pour
obtenir les éléments de matrice de cet opérateur dans la base des |uk;ul〉, il suffit
d’insérer une relation de fermeture sur les deux positions. On obtient ainsi :

〈1 : ui; 2 : uj | Ŵ2(R1,R2) |1 : uk; 2 : ul〉

=

∫
d3r1

∫
d3r2 W2(r1, r2) u

∗
i (r1)u

∗
j (r2)uk(r1)ul(r2) (C-26)

α. Expression générale

Remplaçons dans (C-16) l’opérateur ĝ(1, 2) par Ŵint(R1,R2) ; compte tenu
de (C-26), nous obtenons :

Ŵint =
1

2

∑

i,j,k,l

∫
d3r1

∫
d3r2 W2(r1, r2)u

∗
i (r1)u

∗
j (r2)uk(r1)ul(r2) a

†
ia

†
jalak

(C-27)

La valeur moyenne, dans un état normé |Φ〉 quelconque, de l’énergie d’interaction
s’écrit donc :

〈
Ŵint

〉
= 〈Φ| Ŵ2 |Φ〉 =

1

2

∫
d3r1

∫
d3r2 W2(r1, r2) G2(r1, r2) (C-28)

où G2(r1, r2) est la fonction de corrélation spatiale définie par :

G2(r1, r2) =
∑

i,j,k,l

u∗i (r1)u
∗
j (r2)uk(r1)ul(r2) 〈Φ| a†ia†jalak |Φ〉 (C-29)

Ainsi, la donnée de la fonction de corrélation G2(r1, r2) associée à l’état quantique
|Φ〉 permet de calculer directement l’énergie moyenne d’interaction dans cet état,
grâce à une double intégration spatiale.

En fait G2(r1, r2) n’est autre, comme nous le verrons plus en détail au § B-3
du Chapitre XVI, que la densité double, égale à la densité de probabilité de trouver
une particule quelconque en r1 et une autre en r2. L’interprétation physique de (C-
28) est claire : l’énergie d’interaction moyenne est égale à la somme, sur toutes les
paires de particules, de l’énergie d’interaction Wint(r1, r2) de cette paire multipliée
par la probabilité de trouver une telle paire aux points r1 et r2 (le facteur 1/2 étant
présent pour éviter le double comptage de chaque paire).
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β. Cas particulier : états de Fock

Supposons maintenant que l’état |Φ〉 soit un état de Fock, où sont spécifiés les
nombres d’occupation ni :

|Φ〉 = |n1 : u1; n2 : u2; ..; ni : ui; ..〉 (C-30)

Il est alors possible de calculer explicitement en fonction des ni les valeurs moyennes :

〈Φ| a†ia†jalak |Φ〉 (C-31)

qui apparaissent dans (C-29). En premier lieu on remarque que, pour obtenir un
résultat non nul, il faut que les deux opérateurs a† rétablissent des particules dans
les mêmes états où les deux opérateurs a en ont annihilé ; sinon l’effet des quatre
opérateurs sur le ket |Φ〉 est de donner un autre état de Fock orthogonal à celui de
départ, et le résultat est nul. On a donc, soit i = k et j = l , soit l’inverse i = l et
j = k, avec comme cas particulier celui où les quatre indices sont égaux. Le premier
cas engendre ce que l’on appelle “terme direct”, et le second “terme d’échange”.
Calculons maintenant leurs valeurs.

(i) Terme direct, i = k et j = l, schématisé sur le diagramme de gauche de la
figure 3. Si i = j = k = l, les quatre opérateurs agissant sur |Φ〉 reconstruisent le
même ket, multiplié par ni (ni − 1) ; le résultat est nul pour des fermions. Si i 6= j,
on peut sans changer le résultat amener l’opérateur ak = ai juste derrière le premier
opérateur a†i pour faire apparaître l’opérateur nombre de particules ni. En effet,
pour des bosons, on change l’ordre d’opérateurs qui commutent ; pour des fermions,
deux anticommutations introduisent des signes moins qui se compensent. Pour les
opérateurs d’indice j, ils donnent l’opérateur nombre de particules nj . Au total, le
terme direct s’écrit :

Gdir
2 (r1, r2) =

∑

i6=j
|ui(r1)|2 |uj(r2)|2 ninj+

∑

i

ni (ni − 1) |ui(r1)|2 |ui(r2)|2 (C-32)

où la dernière somme est toujours nulle pour des fermions (ni vaut alors soit 1, soit
0).

(ii) Terme d’échange i = l et j = k, schématisé sur le diagramme de droite
de la figure 3. Le cas où les quatre indices sont égaux est déjà inclus dans le terme
direct. Pour obtenir le produit d’opérateurs ninj à partir du produit a†ia

†
jaiaj il

nous suffit ici de permuter les deux opérateurs centraux a†jai ; lorsque i 6= j cette
opération n’a aucun effet pour les bosons, mais introduit un changement de signe
pour les fermions (anticommutation). Nous obtenons donc pour le terme d’échange
le résultat ηGex

2 (r1, r2), avec 8 :

Gex
2 (r1, r2) =

∑

i6=j
ninj

[
u∗i (r1)u

∗
j (r2)ui(r2)uj(r1)

]
(C-33)

Pour finir, la fonction de corrélation spatiale (densité double) G2(r1, r2) est
donnée par la somme des termes direct et d’échange :

G2(r1, r2) = Gdir
2 (r1, r2) + ηGex

2 (r1, r2) (C-34)

8. La notation traditionnelle ex pour le terme d’échange vient du mot anglais “exchange”.
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Figure 3 – Schématisation d’un terme direct (diagramme de gauche, où chaque
particule reste dans le même état individuel) et d’un terme d’échange (diagramme
de droite, où les particules échangent leurs états individuels). Comme dans la Figure
2, les lignes pleines représentent la propagation libre des particules, les lignes tiretées
leurs interactions binaires.

où le signe η en facteur dans le terme d’échange vaut +1 pour des bosons et −1 pour
des fermions. Le terme direct contient uniquement le produit des densités de proba-
bilité |ui(r1)|2 |uj(r2)|2 associées aux fonctions d’onde individuelles ui(r1) et uj(r2),
et s’interprète simplement comme celui correspondant à des particules non corré-
lées. Il faut cependant lui ajouter le terme d’échange qui a une forme mathématique
plus compliquée, et qui traduit l’existence de corrélations introduites spécifiquement
par l’indiscernabilité des particules (symétrisation ou antisymétrisation du vecteur
d’état), même en l’absence totale d’interactions entre les particules. On donne parfois
à ces corrélations le nom de “corrélations statistiques” ; dans le Complément AXVI

nous donnons une étude plus détaillée de leur dépendance spatiale.

Conclusion

Les opérateurs de création et d’annihilation qui ont été introduits dans ce
chapitre conduisent à des expressions concises et générales des opérateurs agissant
sur un nombre N de particules quelconque, expressions d’où a totalement disparu
la notion de numérotation des particules, mais où apparaissent les nombres d’oc-
cupation des états individuels. Ceci simplifie considérablement les calculs effectués
sur les “systèmes à N corps”, constitués de N bosons ou fermions identiques en
interaction. L’introduction d’approximations, comme par exemple l’approximation
du champ moyen utilisée dans la méthode de Hartree-Fock (Complément DXV) est
également plus aisée.

Nous avons montré l’équivalence parfaite entre cette approche et celle où l’on
tient compte explicitement de l’effet des permutations entre particules numérotées.
Etablir précisément un tel lien est important dans l’étude d’un certain nombre de
problèmes physiques. Malgré la puissance du formalisme des opérateurs de création
et d’annihilation, il s’avère en effet parfois utile, voire indispensable, de conserver
la numérotation des particules. C’est souvent le cas pour les calculs numériques,
car les ordinateurs sont bien adaptés à calculer des nombres, ou des fonctions ordi-
naires ; dans ces dernières, il faut bien numéroter les particules, quitte à symétriser
ou antisymétriser ensuite.

Dans ce chapitre, nous n’avons considéré que des opérateurs de création et
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d’annihilation repérés par des indices discrets – c’est une conséquence du fait que
nous avons utilisé uniquement des bases discrètes {|ui〉} ou {|vj〉} pour les états
individuels. Mais d’autres bases peuvent bien sûr être utilisées, comme la base {|r〉}
des états propres de la position pour une particule sans spin ; les opérateurs de créa-
tion et d’annihilation dépendent alors d’un indice continu r. Apparaissent ainsi des
champs d’opérateurs définis en chaque point de l’espace, qui sont appelés “opérateurs
champ” et sont étudiés dans le chapitre suivant.
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COMPLÉMENTS DU CHAPITRE XV

AXV : PARTICULES ET TROUS Dans un gaz parfait de fermions, on peut définir

des opérateurs de création et d’annihilation de

trous (absence de particule) qui permettent,

par action sur l’état fondamental, de construire

des états excités. Cette notion est importante

en physique de la matière condensée. Facile,

constitue en quelque sorte un préliminaire au

Complément EXV.

BXV : GAZ PARFAIT EN ÉQUILIBRE THER-
MIQUE ; FONCTIONS DE DISTRIBUTION
QUANTIQUES

On étudie l’équilibre thermique du gaz parfait

de fermions ou de bosons, et l’on introduit

les fonctions de distributions qui caractérisent

les propriétés physiques d’une particule ou

d’une paire de particules. Ces fonctions de

distributions sont utilisées dans plusieurs autres

compléments, en particulier GXV et HXV. Pour

des bosons, on introduit la condensation de

Bose-Einstein. L’équation d’état est discutée

pour les deux types de particules.

Voir la suite de la liste des compléments page suivante
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Série de quatre compléments discutant le comportement de particules en interaction
en termes de champ moyen créé par toutes les autres. Important car l’utilisation du champ
moyen couvre des pans entiers de la physique et de la chimie.

CXV : SYSTÈME DE BOSONS CONDENSÉS,
ÉQUATION DE GROSS-PITAEVSKII

DXV : ÉQUATION DE GROSS-PITAEVSKII DÉ-
PENDANT DU TEMPS

EXV : SYSTÈME DE FERMIONS, APPROXI-
MATION DE HARTREE-FOCK

FXV : FERMIONS, APPROXIMATION DE
HARTREE-FOCK DÉPENDANT DU TEMPS

CXV : Ce complément montre comment

une méthode variationnelle permet d’étudier

l’état fondamental d’un système de bosons

en interaction. Le système est décrit par une

fonction d’onde à une particule, dans laquelle

toutes les particules du système s’accumulent.

Cette fonction d’onde obéit à l’équation de

Gross-Pitaevskii.

DXV : Ce complément généralise le précédent

au cas où la fonction d’onde de Gross-Pitaevskii

dépend du temps, ce qui permet d’obtenir le

spectre des excitations (spectre de Bogolubov)

et de discuter la métastabilité des écoulements

(superfluidité).

EXV : Un ensemble de fermions en interaction

peut être traité par une méthode variationnelle :

l’approximation de Hartree-Fock, qui joue un

rôle essentiel en physique atomique, moléculaire,

et du solide. Dans cette approximation, les

interactions de chaque particule avec toutes les

autres sont remplacées par un champ moyen

créé par ces autres particules ; les corrélations

introduites par les interactions sont donc

ignorées, mais l’indiscernabilité des fermions

est traitée de façon exacte. On obtient ainsi les

niveaux d’énergie du système physique dans une

approximation qui s’avère souvent satisfaisante.

FXV : Il arrive souvent que l’on ait à étudier un

ensemble de fermions dans un problème dépen-

dant du temps, par exemple les électrons d’une

molécule ou d’un solide soumis à un champ

électrique oscillant. Or la méthode du champ

moyen de Hartee-Fock s’applique également à

des problèmes dépendant du temps. On obtient

alors un ensemble d’équations d’évolution

couplées qui font intervenir un potentiel moyen

de Hartree-Fock, très semblable à celui qui inter-

vient pour les problèmes indépendants du temps.

Voir la suite de la liste des compléments page suivante
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L’approximation du champ moyen s’applique également à l’étude des propriétés à
l’équilibre thermique des systèmes de fermions ou de bosons en interaction. La méthode
variationnelle revient à optimiser l’opérateur densité réduit à une particule. Elle permet de
généraliser un certain nombre de résultats relatifs au gaz parfait (Complément BXV) au cas
où les particules interagissent.

GXV : FERMIONS OU BOSONS : ÉQUILIBRE
THERMODYNAMIQUE EN CHAMP MOYEN

HXV : APPLICATIONS DE LA MÉTHODE
DU CHAMP MOYEN A TEMPÉRATURE NON
NULLE (FERMIONS ET BOSONS)

GXV : Les calculs variationnels permetttent

d’optimiser l’opérateur densité d’essai à tem-

pérature non nulle, et d’obtenir des équations

de Hartree-Fock auto-cohérentes qui sont du

même type que celles obtenues au Complément

EXV. On obtient ainsi une valeur approchée du

potentiel thermodynamique

HXV : Ce complément discute diverses appli-

cations de la méthode exposée au complément

précédent : magnétisme spontané d’un ensemble

de fermions répulsifs, équation d’état de bosons

et instabilité en présence d’interactions attrac-

tives.
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• PARTICULES ET TROUS

Complément AXV

Particules et trous

1 Etat fondamental d’un gaz de fermions sans interactions 33

2 Nouvelle définition des opérateurs de création et d’an-
nihilation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3 Vide d’excitations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

L’utilisation des opérateurs de création et d’annihilation est fréquente en phy-
sique du solide, où la notion de particule et de trou joue un rôle important. C’est
particulièrement le cas dans l’étude des métaux et des semi-conducteurs où l’on
parle, par exemple, de paire électron-trou créée par absorption d’un photon. Un
trou désigne une absence de particule, qui a cependant des propriétés semblables aux
particules elles-mêmes, comme une masse, une impulsion ou une énergie ; les trous
obéissent à la même statistique de fermions que les électrons qu’ils remplacent. L’uti-
lisation des opérateurs de création et d’annihilation permet de mieux comprendre
comment se justifie cette notion de trou ; nous le ferons dans le cadre simple d’un gaz
de particules libres et sans interactions, mais les idées sont généralisables au cas de
particules soumises à un potentiel extérieur ou un potentiel moyen de Hartree-Fock
(Complément EXV).

1. Etat fondamental d’un gaz de fermions sans interactions

Considérons donc un système de fermions sans interactions dans leur état
fondamental ; pour simplifier nous les supposons tous dans le même état de spin, ce
qui nous permettra de ne pas tenir compte de l’indice de spin (mais la généralisation
à plusieurs états de spin ne pose aucun problème particulier). Comme nous l’avons
vu dans le Complément CXIV, ce système est décrit dans son niveau fondamental
par un état où les nombres d’occupation des états individuels d’énergie inférieure à
l’énergie de Fermi EF sont égaux à 1, tous les autres états individuels étant vides.
Dans l’espace des impulsions, sont donc occupés tous les états individuels dont le
vecteur d’onde k est contenu dans une sphère (dite “sphère de Fermi”) de rayon kF
(dit “rayon de Fermi”) donné par 1 :

ℏ2 (kF )
2

2m
= EF =

ℏ2

2m

[
6π2N

L3

]2/3
(1)

avec les notations de la formule (7) du Complément CXIV : l’énergie EF est l’éner-
gie de Fermi (proportionnelle à la densité des particules à la puissance 2/3), et L
la dimension du cube dans lequel sont contenues les particules. Lorsque le système

1. Dans le Complément CXIV nous avions supposé que les deux états de spin d’un gaz
d’électrons étaient occupés, alors qu’ici ce n’est pas le cas. C’est pourquoi le crochet de la formule
(1) contient un coefficient 6π2N au lieu de 3π2N .
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est dans l’état fondamental, tous les états individuels à l’intérieur de la sphère de
Fermi sont occupés, alors qu’inversement tous les états à l’extérieur sont vides. Lors-
qu’on prend comme base {|ui〉} celle des ondes planes, notée ici {|uki

〉} en faisant
apparaître le vecteur d’onde ki, les nombres d’occupation sont :

nki
= 1 si |ki| ≤ kF

nki
= 0 si |ki| > kF

(2)

Dans un système macroscopique, le nombre d’états occupés est très grand, de l’ordre
du nombre d’Avogadro (≃ 1023). L’état fondamental a pour énergie :

E0 =
∑

|ki|≤kF
eki

(3)

avec :

eki
=

ℏ2(ki)
2

2m
(4)

La somme sur les ki dans (3) doit être interprétée comme une somme sur toutes les
valeurs de ki compatibles avec les conditions aux limites dans la boîte de volume
L3, restreintes à celles pour lesquelles la longueur du vecteur ki est plus petite ou
égale à kF .

2. Nouvelle définition des opérateurs de création et d’annihilation

Nous allons considérer cet état fondamental comme un nouveau “vide” |̃0〉
et introduire des opérateurs de création qui, agissant sur ce vide, créent des états
excités du système. Pour cela nous poserons :

si |ki| ≤ kF
{
b†ki

= aki

bki
= a†ki

si |ki| > kF

{
cki

= aki

c†ki
= a†ki

(5)

Hors de la sphère de Fermi, les nouveaux opérateurs c†ki
et cki

sont donc de simples
opérateurs de création, ou d’annihilation, d’une particule dans un état d’impulsion
qui n’est pas peuplé dans l’état fondamental. A l’intérieur de la sphère de Fermi,
les actions sont juste le contraire : l’opérateur b†ki

crée une vacance (absence) de
particule, que nous appellerons “trou” ; l’opérateur adjoint bki

repeuple le niveau,
détruisant ainsi le trou. On vérifie facilement que les relations d’anticommutation
des nouveaux opérateurs sont :
[
bki
, bkj

]
+
=
[
b†ki
, b†kj

]
+
= 0

[
bki
, b†kj

]
+
= δkikj

(6)

ainsi que :
[
cki
, ckj

]
+
=
[
c†ki
, c†kj

]
+
= 0

[
cki
, c†kj

]
+
= δkikj

(7)
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qui sont celles de particules fermioniques ordinaires. De plus, on obtient les relations
d’anticommutation croisées :
[
cki
, b†kj

]
+
=
[
c†ki
, bkj

]
+
=
[
cki
, bkj

]
+
=
[
c†ki
, b†kj

]
+
= 0 (8)

3. Vide d’excitations

Supposons par exemple que, dans ce point de vue, nous appliquions un opé-
rateur d’annihilation bki

avec |ki| ≤ kF au “nouveau vide” |̃0〉, ce qui doit donner
zéro puisqu’on ne peut pas annihiler un trou qui n’existe pas. Dans l’ancien point
de vue cela revient, selon (5), à appliquer l’opérateur de création a†ki

à un état du
système où l’état individuel |ki〉 est déjà peuplé, de sorte que le résultat est bien
zéro comme il se doit. En revanche, l’application de l’opérateur de création b†ki

avec
|ki| ≤ kF ne donne pas zéro puisque, dans l’ancien point de vue, elle détruit une
particule dans un état qui est déjà peuplé, alors qu’elle crée un trou qui n’existait
pas dans le second point de vue. Les deux approches sont donc cohérentes.

Au lieu de parler de particules et de trous, on peut également parler d’excita-
tions ou de “quasi-particules”. L’opérateur de création d’une excitation de |ki| ≤ kF
est celui b†ki

de création d’un trou, l’opérateur de création d’une excitation de

|ki| > kF celui a†ki
de création d’une particule. Le vide initial est le vecteur propre

commun à tous les opérateurs d’annihilation de particules de valeur propre nulle ;
de même, le nouveau vide |̃0〉 apparaît comme un vecteur propre commun de valeur
propre nulle de tous les opérateurs d’annihilation d’excitations. C’est le “vide de
quasi-particules”.

Compte tenu du fait que nous avons laissé de côté les interactions entre par-
ticules, l’hamiltonien du système s’écrit :

Ĥ =
∑

ki

eki
nki

=
∑

ki

eki
a†ki

aki
=

∑

|ki|≤kF
eki

bki
b†ki

+
∑

|ki|>kF
eki

c†ki
cki

(9)

soit encore, compte tenu des relations d’anticommutation entre opérateurs bki
et

b†ki
:

Ĥ − E0 = −
∑

|ki|≤kF
eki

b†ki
bki

+
∑

|ki|>kF
eki

c†ki
cki

(10)

où E0 a été défini en (3) ; cette énergie introduit un simple décalage de l’origine
de toutes les énergies du système. On voit alors sur (10) que les trous (excitations
de |ki| ≤ kF ) ont une énergie négative, ce qui traduit le fait qu’ils correspondent
à des particules manquantes. Pour augmenter l’énergie du système à partir de son
état fondamental à nombre total de particules constant, on lui applique l’opérateur
b†ki
c†kj

qui crée à la fois une particule et un trou, et augmente l’énergie du système de
la quantité ej − ei ; inversement, pour diminuer l’énergie, on appliquera l’opérateur
adjoint ckj

bki
.

Remarques :
(i) Nous avons discuté la notion de trou dans le contexte de particules libres, mais
rien dans le raisonnement précédent n’impose que le spectre d’énergie à une particule
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soit celui de (4), simplement quadratique. En physique des semi-conducteurs par
exemple, on considère souvent des cas où les particules se déplacent dans un potentiel
périodique, et où elles occupent des états appartenant à la “bande de valence” lorsque
leur énergie est inférieure au niveau de Fermi EF , alors que les autres vont dans
la “bande de conduction”, séparée de la précédente par une énergie dite de “gap”.
L’envoi d’un photon d’énergie supérieure à ce gap permet alors de créer une “paire
électron-trou”, qui se traite bien dans le formalisme proposé ici.

Un cas un peu semblable se produit dans le cadre de l’équation d’onde relativiste de
Dirac, qui fait apparaître deux continuums d’énergie : celui des énergies supérieures à
l’énergie au repos mc2 (où m est la masse de l’électron, et c la vitesse de la lumière),
qui concerne un électron, et celui des énergies négatives inférieures à −mc2, qui
est associé au positron (anti-particule de l’électron, de charge opposée). Le spectre
d’énergie est relativiste, et diffère donc de celui de la formule (4), même à l’intérieur
de chacun de ces deux continuums. Les idées générales ci-dessus restent cependant
valables, les opérateurs b†ki

et bki
décrivant maintenant respectivement la création et

l’annihilation d’un positron. L’équation de Dirac conduit cependant à des problèmes,
en particulier ceux liés à l’infinité d’états d’énergie négative qu’elle introduit, qu’il
faut supposer occupés pour éviter des difficultés ; il faut alors recourir à la théorie
quantique des champs pour obtenir un traitement plus satisfaisant de ce type de
problème relativiste.

(ii) Un état de Fock quelconque |Φ〉 à N particules n’a pas besoin d’être l’état fon-
damental pour, formellement, être considéré comme un “vide de quasiparticules”. Il
suffit pour cela de considérer comme opérateur de création d’un trou (une excitation)
tout opérateur d’annihilation dans un état individuel qui est déjà occupé dans l’état
de Fock, et de redéfinir en conséquence les opérateurs d’annihilation. |Φ〉 apparaît
alors comme vecteur propre de valeur propre nulle commun à tous les opérateurs
d’annihilation. Cette manipulation est parfois utile dans le cadre du théorème de
Wick (Complément CXVI). Au chapitre XVII, § E, nous verrons un autre exemple
de vide de quasi-particules, mais où cette fois les nouveaux opérateurs d’annihila-
tion sont définis, non plus en termes d’états individuels, mais d’états de paires de
particules.
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Complément BXV

Gaz parfait en équilibre thermique ; fonctions de distribution
quantiques

1 Description grand-canonique d’un système sans inter-
actions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

1-a Opérateur densité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
1-b Fonction de partition grand-canonique, grand-potentiel . 39

2 Valeurs moyennes des opérateurs symétriques à une
particule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2-a Fonction de distribution pour des fermions . . . . . . . 41
2-b Fonction de distribution pour des bosons . . . . . . . . 41
2-c Expression commune . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2-d Propriétés des distributions de Fermi-Dirac et de Bose-

Einstein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3 Opérateurs à deux particules . . . . . . . . . . . . . . . 44

3-a Fermions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3-b Bosons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3-c Expression commune . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4 Nombre total de particules . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4-a Fermions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4-b Bosons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

5 Equation d’état, pression . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
5-a Fermions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
5-b Bosons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

Ce complément est consacré à l’étude des valeurs moyennes des opérateurs
à une ou deux particules pour un gaz parfait, supposé à l’équilibre thermique. Il
nous permettra de discuter un certain nombre de propriétés utiles des fonctions
de distribution de Fermi-Dirac et de Bose-Einstein, déjà introduites de façon plus
sommaire au Chapitre XIV.

Pour décrire un équilibre thermique, on utilise souvent en mécanique statis-
tique l’ensemble grand-canonique où le nombre de particules peut fluctuer, avec une
valeur moyenne qui est déterminée par le potentiel chimique µ (cf. Appendice VI,
où sont regroupées un certain nombre de notions qui peuvent être utiles pour la lec-
ture de ce complément). Ce dernier joue, vis-à-vis du nombre de particules, un rôle
analogue à celui de l’inverse de la température β = 1/kBT vis-à-vis de l’énergie (où
kB est la constante de Boltzmann). En mécanique statistique quantique, l’espace de
Fock est particulièrement bien adapté à l’ensemble grand-canonique puisqu’il per-
met de faire varier aisément le nombre total de particules. De fait, nous allons voir
que le calcul des valeurs moyennes des opérateurs symétriques à une ou deux par-
ticules avec un système de particules identiques en équilibre thermique fournit une
application directe des résultats des §§B et C du Chapitre XV.
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Pour des particules sans interactions, après avoir écrit au § 1 l’opérateur den-
sité, nous verrons aux §§ 2 et 3 que les valeurs moyennes des opérateurs symétriques
s’expriment complètement à partir des seules fonctions de distribution de Fermi-
Dirac et de Bose-Einstein, ce qui élargit encore leur domaine d’application, et donc
leur importance. Au § 5, nous étudierons l’équation d’état d’un gaz parfait constitué
de fermions ou de bosons à température T et contenu dans un volume V.

1. Description grand-canonique d’un système sans interactions

Nous commençons par rappeler comment, dans le cadre de la mécanique statis-
tique quantique, on décrit un système de particules sans interactions par l’ensemble
grand-canonique ; on trouvera plus de détails sur ce sujet dans l’Appendice VI, § 1-c.

1-a. Opérateur densité

Les relations (42) et (43) de l’Appendice VI fournissent l’opérateur densité ρeq
grand-canonique (de trace normée à l’unité), qui s’écrit :

ρeq =
1

Z
e−β(Ĥ−µN̂) (1)

où Z est la fonction de partition grand-canonique :

Z = Tr
{
e−β(Ĥ−µN̂)

}
(2)

Dans ces relations, β = 1/(kBT ) est l’inverse de la température absolue T multipliée
par la constante de Boltzmann kB , et µ est le potentiel chimique (qui peut être fixé
par un grand réservoir de particules). Les opérateurs Ĥ et N̂ sont respectivement
l’hamiltonien du système et l’opérateur nombre de particules défini en (B-15) dans
le Chapitre XV.

Nous supposons que les particules sont sans interaction. Comme dans l’équa-
tion (B-1) du Chapitre XV, l’hamiltonien Ĥ est alors une somme d’opérateurs à une
particule, dans chaque sous-espace où le nombre total de particules est fixé à N :

Ĥ =
N∑

q=1

ĥ(q) (3)

Appelons {|uk〉} la base des états individuels qui sont états propres de l’opérateur
ĥ. Les opérateurs de création et d’annihilation d’une particule dans ces états sont
notés a†k et ak, et Ĥ s’écrit alors comme en (B.14) :

Ĥ =
∑

k

ek a
†
kak =

∑

k

ek n̂k (4)

où les ek sont les valeurs propres de ĥ. On peut également écrire l’opérateur (1) sous
la forme :

ρeq =
1

Z
e−β

∑
k(ek−µ) a

†
kak = Z−1

∏
k
e−β(ek−µ) a

†
kak (5)

Nous nous proposons de calculer les valeurs moyennes de tous les opérateurs à une
ou deux particules pour un système décrit par l’opérateur densité (1).
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1-b. Fonction de partition grand-canonique, grand-potentiel

En mécanique statistique, le “grand-potentiel” Φ associé à l’équilibre grand-
canonique est défini comme le logarithme (népérien) de la fonction de partition,
multiplié par −kBT (cf. Appendice VI, § 1.c.β) :

Φ = −kBT Log Z (6)

Ici, Z est donné par (2). La trace figurant dans cette équation s’obtient aisément dans
la base des états de Fock engendrée par les états individuels {|uk〉}. En effet, la trace
d’un produit tensoriel d’opérateurs (Chapitre II, § F.2.b) est simplement le produit
des traces de chaque opérateur. Or l’espace de Fock a une structure de produit
tensoriel des espaces associés à chacun des |uk〉 (et engendrés individuellement par
les kets où la population nk varie de zéro à l’infini ; cf. la remarque (i) du § A-1-c
du Chapitre XV) ; il suffit donc de calculer un produit de traces dans chacun de ces
espaces. Pour k donné nous sommons donc les éléments diagonaux sur toutes les
valeurs des nk, puis nous prenons ensuite le produit sur k, ce qui conduit à :

Z =
∏

k

∑

nk

exp [−βnk (ek − µ)] (7)

α. Fermions

Pour des fermions, nk ne prend que les valeurs 0 ou 1 (deux fermions identiques
ne peuvent jamais occuper le même état individuel). On obtient donc :

Zfermions =
∏

k

[
1 + e−β(ek−µ)

]
(8)

et :

Φfermions = −kBT
∑

k

Log
[
1 + e−β(ek−µ)

]
(9)

La somme sur k est une somme sur tous les états individuels. Si ces derniers
sont repérés par un indice orbital et un indice de spin, il faut sommer sur ces deux
indices. Considérons par exemple des particules de spin S contenues dans une boîte
de volume V avec des conditions aux limites périodiques ; les états stationnaires in-
dividuels s’écrivent alors |k, ν〉, où k satisfait aux conditions aux limites périodiques
(Complément CXIV, § 1.c) et où l’indice ν prend (2S+1) valeurs. Si nous supposons
les particules libres dans la boîte (pas d’hamiltonien de spin), chaque valeur de ν ap-
porte la même contribution à Φfermions ; à la limite des grands volumes, l’expression
(9) devient alors :

Φfermions = − (2S + 1) kBT
V

(2π)
3

∫
d3k Log

[
1 + e−β(ek−µ)

]
(10)

β. Bosons

Pour des bosons, la somme sur nk dans (7) court de nk = 0 à l’infini, ce qui
introduit une série géométrique aisément sommable. On obtient :

Zbosons =
∏

k

1

1− e−β(ek−µ) (11)
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soit :

Φbosons = kBT
∑

k

Log
[
1− e−β(ek−µ)

]
(12)

Si le système est constitué de particules libres, de spin S et contenues dans une
boîte avec les conditions aux limites périodiques, à la limite des grands volumes on
obtient :

Φbosons = (2S + 1) kBT
V

(2π)
3

∫
d3k Log

[
1− e−β(ek−µ)

]
(13)

De façon générale, et pour des fermions comme pour des bosons, le grand-
potentiel donne directement la pression P , comme l’indique la relation (60) de l’Ap-
pendice VI :

Φ = −PV (14)

Grâce à des dérivations appropriées par rapport aux paramètres déterminant l’équi-
libre (température, potentiel chimique, volume), il donne également les autres gran-
deurs thermodynamiques telles qu’énergie, chaleurs spécifiques, etc.

2. Valeurs moyennes des opérateurs symétriques à une particule

Nous avons introduit de façon générale au Chapitre XV (§§ B et C) des opé-
rateurs quantiques symétriques, à une seule particule en premier lieu, puis à deux
particules ; l’expression générale d’un opérateur F̂ à une particule est donnée par
l’équation (B-12) de ce chapitre. On a donc :
〈
F̂
〉
=
∑

i,j

〈ui| f̂ |uj〉
〈
a†iaj

〉
(15)

avec, lorsque l’état du système est donné par l’opérateur densité (1) :
〈
a†iaj

〉
= Tr

{
ρeqa

†
iaj

}
= Z−1 Tr

{
e−β(Ĥ−µN̂)a†iaj

}
(16)

Calculons cette trace dans la base des états de Fock |n1, .., ni.., nj , ..〉 associés à la
base des états propres {|uk〉} de ĥ. Si i 6= j, l’opérateur a†iaj détruit une particule
dans l’état individuel |uj〉 et en crée une dans l’état différent |ui〉 ; il transforme donc
l’état de Fock |n1, .., ni, .., nj , ..〉 en un autre état de Fock |n1, .., ni − 1.., nj + 1, ..〉
orthogonal ; l’opérateur ρeq agit ensuite, et multiplie ce ket par une constante. Donc,
si i 6= j, tous les éléments diagonaux de l’opérateur dont (16) prend la trace sont
nuls ; la trace est donc également nulle. Si i = j, cette valeur moyenne se calcule
comme la fonction de partition, grâce au fait que l’espace de Fock a une structure de
produit tensoriel d’espaces relatifs aux états individuels. La trace est le produit de la
contribution de la valeur i par toutes les autres valeurs k. Donc, de façon générale :

〈
a†iaj

〉
= δij Z

−1

{∑

ni

ni exp [−βni (ei − µ)]
}
×
∏

k 6=i

{∑

nk

exp [−βnk (ek − µ)]
}

(17)

Lorsque i = j, cette expression est celle du nombre moyen de particules dans l’état
individuel |ui〉.
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2-a. Fonction de distribution pour des fermions

Les nombres d’occupation ne prenant que les valeurs 0 et 1, la première ac-
colade de l’expression (17) est égale à

[
e−β(ei−µ)

]
; pour la contribution des autres

modes k 6= i dans la seconde accolade, elle est identique à celle qui entre dans la
fonction de partition, déjà calculée. On obtient donc :
〈
a†iaj

〉
= δij Z

−1
[
e−β(ei−µ)

]
×
∏

k 6=i

[
1 + e−β(ek−µ)

]
(18)

Nous pouvons multiplier haut et bas par 1+e−β(ei−µ), ce qui permet de reconstruire
Z dans le produit infini, et de simplifier ensuite par Z ; il vient alors :

〈
a†iaj

〉
= δij

e−β(ei−µ)

1 + e−β(ei−µ)
= δij f

FD
β (ei − µ) (19)

où l’on retrouve la fonction de distribution de Fermi-Dirac fFDβ (Complément CXIV, § 1.b) :

fFDβ (e− µ) = e−β(e−µ)

1 + e−β(e−µ)
=

1

eβ(e−µ) + 1
(20)

Cette fonction de distribution donne la population moyenne de chaque état individuel
|ui〉 ; c’est toujours un nombre plus petit que 1, comme nécessaire pour des fermions.

Il suffit alors de reporter (19) dans (15) pour obtenir la valeur moyenne à
l’équilibre thermique de tout opérateur à une particule.

2-b. Fonction de distribution pour des bosons

La contribution du mode j = i est :

∞∑

ni=0

ni exp [−βni (ei − µ)] =
1

β

∂

∂µ

∞∑

ni=0

exp [−βni (ei − µ)]

=
1

β

∂

∂µ

1

1− exp [−β (ei − µ)]
(21)

Il vient donc :

〈
a†iaj

〉
=
δi,j
Z

e−β(ei−µ)
[
1− e−β(ei−µ)

]2 ×
∏

k 6=i

1

1− e−β(ek−µ) (22)

soit finalement, compte tenu de (11) :
〈
a†iaj

〉
= δij f

BE
β (ei − µ) (23)

où la fonction de distribution de Bose-Einstein fBEβ est définie par :

fBEβ (e− µ) = e−β(e−µ)

1− e−β(e−µ) =
1

eβ(e−µ) − 1
(24)

Cette fonction de distribution donne la population moyenne de l’état individuel |ui〉,
qui pour des bosons n’a pas d’autre contrainte que d’être positive. Le potentiel
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chimique est toujours inférieur à l’énergie individuelle ek la plus basse ; si cette
dernière est nulle, µ doit toujours être négatif. Ceci évite toute divergence de la
fonction fBEβ .

Pour des bosons, on reporte donc (23) dans (15) pour obtenir la valeur moyenne
de tout opérateur à une particule.

2-c. Expression commune

Définissons la fonction fβ comme, soit la fonction fFDβ pour des fermions, soit
la fonction fBEβ pour des bosons. On a alors, dans les deux cas :

fβ(e− µ) =
1

eβ(e−µ) − η (25)

où le nombre η est défini par :

η = −1 pour des fermions

η = +1 pour des bosons (26)

2-d. Propriétés des distributions de Fermi-Dirac et de Bose-Einstein

Nous avons déjà donné au Complément CXIV (Figure 3) l’allure de la distri-
bution de Fermi-Dirac. La Figure 1 montre les variations de cette distribution et de
celle de Bose-Einstein. Pour comparaison, elle indique également les variations de la
distribution classique de Boltzmann :

fBoltzmann
β (e− µ) = e−β(e−µ) (27)

qui prend des valeurs intermédiaires entre les deux précédentes.
Pour un gaz sans interaction contenu dans une boîte avec les conditions aux

limites périodiques, l’énergie e la plus basse possible est nulle, et toutes les autres
énergies sont positives. L’exponentielle eβ(ei−µ) est donc toujours supérieure à e−βµ.
Nous allons alors distinguer plusieurs cas, en commençant par les valeurs les plus
négatives du potentiel chimique.

(i) Si βµ est négatif avec un module grand devant 1 (c’est-à-dire si µ est très
négatif, donc µ≪ −kBT , ce qui correspond à la droite de la figure), l’exponentielle au
dénominateur de (25) est toujours très grande devant 1 (quelle que soit l’énergie e),
de sorte que la distribution se réduit alors à la distribution de Boltzmann classique
(27). Dans ce cas, les distributions sont pratiquement les mêmes pour bosons et
fermions ; on dit que le gaz est “non dégénéré”.

(ii) Pour un système de fermions, le potentiel chimique n’a pas de limite su-
périeure, mais la population d’un état individuel ne peut jamais dépasser 1. Si µ est
positif avec βµ≫ 1 :

– pour les faibles valeurs de l’énergie, c’est maintenant le terme en 1 qui domine
devant l’exponentielle ; la population de chaque état individuel est alors presque égale
à sa valeur maximale 1.

– si l’énergie ei croît à des valeurs comparables à µ, cette population diminue ;
lorsque ei ≫ µ, elle devient pratiquement égale à ce que prédit l’exponentielle de
Boltzmann (27).
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1/2

1

1

Figure 1 – Variations des distributions quantiques de Fermi-Dirac fFDβ (pour des
fermions, courbe du bas) et de Bose-Einstein fBEβ (pour des bosons, courbe du haut)
en fonction de la variable sans dimension β(e− µ) ; la courbe intermédiaire en tire-
tés représente la distribution classique de Boltzmann e−β(e−µ). Dans la partie droite
de la figure où µ prend de grandes valeurs négatives, le nombre de particules est
faible (région des faibles densités), et les deux distributions se confondent pratique-
ment avec la distribution de Boltzmann ; on dit que le système est non dégénéré,
ou classique. Lorsque µ augmente, on atteint les régions centrale ou de gauche de
la figure, et les distributions commencent à différer de plus en plus, ce qui traduit
l’apparition progressive d’une dégénérescence dans le gaz. Pour des bosons, µ ne peut
passer au-dessus de la valeur e0 de l’énergie de l’état fondamental à une particule,
supposée ici nulle ; la divergence pour cette valeur µ = 0 correspond à la condensa-
tion de Bose-Einstein. Pour des fermions, aucune limite n’existe pour µ et, lorsque
le potentiel chimique augmente, la fonction de distribution tend vers 1 pour toute
valeur de l’énergie (elle ne peut jamais dépasser 1 à cause du principe d’exclusion
de Pauli).

La plupart des particules occupent cependant les états individuels d’énergie
inférieure ou comparable à µ, dont la population est proche de 1. On dit que le
système de fermions est “dégénéré”.

(iii) Pour un système de bosons, le potentiel chimique ne peut dépasser la
plus petite valeur e0 de toutes les énergies individuelles, que nous avons supposée
nulle. Lorsque µ approche de zéro par valeurs négatives et que −1 ≪ βµ < 0,
pour les faibles valeurs de l’énergie le dénominateur de la fonction de distribution
s’annule presque, de sorte que la population des états correspondants peut devenir
très importante. On dit alors que le gaz de bosons est “dégénéré”. En revanche, pour
les énergies comparables ou supérieures à µ, comme pour les fermions on retrouve
pratiquement la distribution de Boltzmann.

(iv) Enfin, dans les situations intermédiaires entre les cas extrêmes précédents,
on dit que le gaz est “partiellement dégénéré”.
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3. Opérateurs à deux particules

Pour un opérateur symétrique Ĝ à deux particules, il nous faut utiliser la
formule (C-16) du Chapitre XV, qui donne :

〈
Ĝ
〉
=

1

2

∑

i,j,k,l

〈1 : ui; 2 : uj | ĝ(1, 2) |1 : uk; 2 : ul〉
〈
a†ia

†
jalak

〉
(28)

avec :

〈
a†ia

†
jalak

〉
=

1

Z
Tr
{
e−β(Ĥ−µN̂)a†ia

†
jalak

}
(29)

Comme l’opérateur exponentiel dans la trace est diagonal dans la base des états
de Fock |n1, .., ni, .., nj , ..〉, cette trace est non nulle à la double condition que les
états i et j associés aux opérateurs de création soient exactement les mêmes que les
états k et l associés aux opérateurs d’annihilation, dans un ordre ou dans l’autre.
En d’autres termes, pour que la trace soit non nulle il faut que, soit i = l et j = k,
soit i = k et j = l, soit les deux égalités.

3-a. Fermions

Deux fermions ne pouvant occuper le même état quantique, le produit a†ia
†
j est

nul si i = j ; nous supposons donc que i 6= j ce qui, compte tenu de l’expression (5) de
ρeq (qui est un produit), permet d’effectuer des calculs indépendants pour les divers
modes. Le cas i = l et j = k fournit, compte tenu des relations d’anticommutation :

a†ia
†
jaiaj = −

(
a†iai

)(
a†jaj

)
(30)

tandis que le cas i = k et j = l fournit :

a†ia
†
jajai = +

(
a†iai

)(
a†jaj

)
(31)

Prenons d’abord le terme (30). Comme i et j sont différents, les opérateurs a†iai et
a†jaj agissent sur des modes distincts, qui sont factorisés dans l’opérateur densité
(5). La valeur moyenne du produit est donc simplement un produit des valeurs
moyennes :

〈(
a†iai

)(
a†jaj

)〉
=
〈
a†iai

〉〈
a†jaj

〉
(32)

= fFDβ (ei − µ)fFDβ (ej − µ) (33)

Pour le terme (31), il est simplement l’opposé du précédent. Nous obtenons donc
pour finir :

〈
a†ia

†
jalak

〉
= [δikδjl − δilδjk] fFDβ (ei − µ)fFDβ (ej − µ) (34)

Le premier terme du membre de droite est appelé terme direct, le second terme
d’échange ; il a un signe moins, comme d’habitude pour des fermions.

44



• GAZ PARFAIT EN ÉQUILIBRE THERMIQUE ; FONCTIONS DE DISTRIBUTION QUANTIQUES

3-b. Bosons

Pour des bosons, les opérateurs a commutent entre eux.

α. Calcul des valeurs moyennes

Si i 6= j, un calcul semblable au précédent fournit :
〈
a†ia

†
jalak

〉
= [δikδjl + δilδjk] f

BE
β (ei − µ)fBEβ (ej − µ) (35)

qui présente deux différences par rapport à (34) : c’est maintenant la fonction de
Bose-Einstein qui figure dans le résultat, et le terme d’échange est positif.

Si i = j, un seul état individuel est concerné par le calcul, et un nouveau calcul
est nécessaire. Compte tenu de la forme (5) de ρeq nous obtenons, en sommant comme
en (11) des séries géométriques :

〈
a†ia

†
iaiai

〉
=

1

Z

∞∑

ni=0

ni (ni − 1) exp [−βni (ei − µ)]
∏

k 6=i

1

1− e−β(ek−µ) (36)

où apparaît la somme :

∞∑

ni=0

ni (ni − 1) exp [−βni (ei − µ)]

=

[
1

β2

∂2

∂µ2
− 1

β

∂

∂µ

] ∞∑

ni=0

exp [−βni (ei − µ)]

=

[
1

β2

∂2

∂µ2
− 1

β

∂

∂µ

]
1

1− e−β(ei−µ) (37)

Le terme en dérivée première donne :

− 1

β

∂

∂µ

1

1− e−β(ei−µ) =
e−β(ei−µ)

[
1− eβ(ei−µ)

]2 (38)

et le terme en dérivée seconde :

1

β2

∂2

∂µ2

1

1− e−β(ei−µ) = − e−β(ei−µ)
[
1− e−β(ei−µ)

]2 + 2

[
e−β(ei−µ)

]2
[
1− e−β(ei−µ)

]3 (39)

La somme de ces deux termes vaut :

2
[
e−β(ei−µ)

]2
[
1− e−β(ei−µ)

]3 =
2

1− e−β(ei−µ)
[
fBEβ (ei − µ)

]2
(40)

Le produit à la fin du second membre de (36) reconstruit Z si on le multiplie par
1/
[
1− e−β(ei−µ)

]
; il se simplifie alors avec le 1/Z en début de formule. Il reste pour

finir :
〈
a†ia

†
ialak

〉
= 2 δilδik

[
fBEβ (ei − µ)

]2
(41)

Ce résultat montre que (35) reste en fait valable dans le cas i = j.
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β. Discussion physique : fluctuations des nombres d’occupation

Lorsque les deux états physiques i et j sont différents, la valeur moyenne〈
a†ia

†
jajai

〉
pour un gaz parfait est simplement égale au produit des valeurs moyennes

〈
a†iai

〉
= fBEβ (ei−µ) et

〈
a†jaj

〉
= fBEβ (ej−µ) ; c’est une conséquence de l’absence

totale d’interaction entre les particules. Il en est de même de la valeur moyenne〈
a†ia

†
jaiaj

〉
.

Lorsque i = j, on note la présence d’un facteur 2 dans (41). Ce facteur implique
la présence de fortes fluctuations associées à l’opérateur n̂i, nombre de particules
dans l’état |ui〉. En effet, si l’on calcule l’écart quadratique moyen associé, on obtient :

∆ni =

√〈
(n̂i)

2
〉
− 〈n̂i〉2 = fBEβ (ei − µ) = 〈n̂i〉 (42)

Les fluctuations de cet opérateur sont donc égales à sa valeur moyenne, ce qui im-
plique que la population de chaque état |ui〉 est nécessairement mal définie à l’équi-
libre thermique 1. C’est en particulier vrai si 〈n̂i〉 est grand : lorsqu’un état individuel
de bosons est fortement peuplé dans un gaz parfait, la fluctuation de population as-
sociée est également toujours très importante. L’origine de cette fluctuation tient à
la forme de la fonction de distribution de Bose-Einstein (24), qui est une exponen-
tielle décroissante maximale à l’origine : le nombre d’occupation le plus probable est
toujours ni = 0. Avec une telle exponentielle décroissante, il est impossible d’obtenir
une valeur moyenne 〈n̂i〉 très grande sans introduire une distribution s’étalant sur
un très grand nombre de valeurs de ni. Nous discuterons au § 4.a du Complément
HXV certaines conséquences de ces fluctuations pour un gaz parfait. Nous mention-
nerons également que, dès qu’une faible interaction répulsive entre les particules est
introduite, les fluctuations diminuent beaucoup et disparaissent presque totalement
(leur présence entraînerait une forte augmentation de l’énergie potentielle).

3-c. Expression commune

Pour finir, dans tous les cas nous pouvons écrire :
〈
a†ia

†
jalak

〉
= [δikδjl + η δilδjk] fβ(ei − µ)fβ(ej − µ) (43)

avec :
{

pour des fermions η = −1, fβ = fFDβ
pour des bosons η = +1, fβ = fBEβ

(44)

Comme l’indique la relation (C-19) du Chapitre XV, cette valeur moyenne n’est
autre que l’élément de matrice 〈1 : uk; 2 : ul| ρ̂2 |1 : ui; 2 : uj〉 de l’opérateur densité
réduit à deux particules. Pour obtenir l’expression générale de la valeur moyenne
d’un opérateur symétrique quelconque à deux particules, il suffit ensuite de reporter
(43) dans (28). Ainsi, pour des particules indépendantes, les valeurs moyennes de
tous ces opérateurs s’expriment simplement à partir des fonctions de distribution
quantiques de Fermi-Dirac et de Bose-Einstein.

1. Une observable physique prend une valeur bien définie dans un état quantique donné si,
pour cet état, son écart quadratique moyen est petit par rapport à la valeur absolue de sa valeur
moyenne.
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Dans le Complément CXVI, nous verrons comment le théorème de Wick permet
de généraliser ces résultats à des opérateurs mettant en jeu un nombre quelconque
de particules.

4. Nombre total de particules

L’opérateur N̂ correspondant au nombre total de particules est donné par la
somme sur tous les états individuels :

N̂ =
∞∑

i=1

a†iai (45)

dont la valeur moyenne est :

〈
N̂
〉
= Tr

{
N̂ρeq

}
=

∞∑

i=1

fβ(ei − µ) (46)

Comme fβ est croissante en fonction de µ, le nombre total de particules est contrôlé
(à β donné) par le potentiel chimique.

4-a. Fermions

Pour simplifier, nous allons étudier les propriétés du gaz parfait sans tenir
compte du spin, ce qui revient à supposer que toutes les particules occupent le
même état de spin (en tenir compte ne présenterait aucune difficulté particulière : il
suffirait d’ajouter les contributions des divers états de spin individuels). Si le système
physique est grand, ses niveaux d’énergie sont très proches, et l’on peut remplacer
la somme discrète de (46) par une intégrale. On obtient alors :

〈
N̂
〉
= NFD

gp (β, µ) (47)

où la fonction NFD
gp (β, µ) est définie par (l’indice gp est mis pour “gaz parfait”) :

NFD
gp (β, µ) =

V
(2π)

3

∫
d3k

1

eβ(ek−µ) + 1
(48)

La Figure 2 montre l’allure générale des variations de la fonction NFD
gp (β, µ) en

fonction de µ, lorsque β et le volume V sont fixés.
Afin de manipuler des quantités sans dimension, on introduit souvent la “lon-

gueur d’onde thermique” λT par :

λT = ℏ

√
2π

mkBT
= ℏ

√
2πβ

m
(49)

On peut alors utiliser dans (48) la variable d’intégration sans dimension :

κ =
kλT
2
√
π

(50)
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0

Figure 2 – Variations du nombre de particules NFD
gp (β, µ) d’un gaz parfait de fer-

mions en fonction du potentiel chimique µ, et à température T fixée ; β = 1/(kBT ).
La figure montre les courbes obtenues pour plusieurs températures. Pour T = 0
(courbe inférieure en tiretés), le nombre de particules est nul lorsque µ est négatif,
et proportionnel à µ3/2 lorsque µ est positif. Pour une valeur non nulle de la tempé-
rature T = T1 (courbe en trait épais), la courbe se place au-dessus de la précédente et
la densité n’est jamais nulle. La figure montre également les courbes obtenues pour
les températures double T = 2T1 et triple T = 3T1. Les unités sur les axes sont
l’énergie thermique kBT1 associée à la courbe en traits épais, ainsi que le nombre de
particules N1 = V/(λT1

)3, où λT1
est la longueur d’onde thermique à la température

T1.
La région des valeurs de µ très négatives est la région classique où le gaz de fermions
n’est pas dégénéré ; les équations du gaz parfait classique s’appliquent alors avec une
bonne approximation. La région où µ >> kBT est celle où le gaz est très dégénéré,
de sorte qu’une sphère de Fermi apparaît nettement dans l’espace des impulsions ;
le nombre total de particules dépend alors peu de la température, et varie donc ap-
proximativement en µ3/2.
Cette figure a aimablement été fournie par Geneviève Tastevin.

et écrire :

NFD
gp (β, µ) =

V
(λT )

3 I3/2(βµ) (51)

avec 2 :

I3/2(βµ) = π−3/2

∫
d3κ

1

eκ2−βµ + 1
=

2√
π

∫ ∞

0

dx

√
x

ex−βµ + 1
(52)

2. L’indice 3/2 se réfère à celui de fonctions fm(z), souvent appelées en physique fonctions
de Fermi. Elles sont définies par fm(z) =

∑∞
l=1(−1)l+1zl/lm, où z est la “fugacité” z = eβµ. Un

développement en z de la fonction 1/
[
1 + z−1ex

]
= ze−x/

[
1 + ze−x

]
et l’utilisation des propriétés

de la fonction Gamma d’Euler permettent de montrer que I3/2(βµ) = f3/2(z).
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où, dans la seconde égalité on a effectué le changement de variable :

x = κ2 (53)

La valeur de I3/2 ne dépend que d’une variable sans dimension, le produit βµ.

Si les particules ont un spin 1/2, les contributions
〈
N̂+

〉
et
〈
N̂−
〉

des deux

états de spin s’ajoutent dans (46) ; si de plus le champ magnétique appliqué au
système est nul, les énergies des particules individuelles sont indépendantes de la
direction de leur spin, de sorte que le nombre total des particules est simplement
doublé :
〈
N̂
〉
=
〈
N̂+

〉
+
〈
N̂−
〉
= 2NFD

gp (β, µ) (54)

4-b. Bosons

Ici aussi, pour simplifier nous commençons par supposer les particules sans
spin, mais l’inclusion de plusieurs états de spin ne poserait aucun problème parti-
culier. Pour des bosons, il faut utiliser la distribution de Bose-Einstein (24) ; leur
nombre moyen est donc donné par :

〈
N̂
〉
=
∑

k

fBEβ (ek − µ) =
∑

k

1

eβ(ek−µ) − 1
(55)

Nous prenons des conditions aux limites périodiques dans une boîte cubique de côté
L ; la valeur la plus faible de l’énergie individuelle 3 est ek = 0. Alors, pour que
l’expression (55) garde un sens, il faut que µ reste négatif ou nul :

µ ≤ 0 (56)

Deux cas sont alors possibles, selon que le système de bosons est condensé ou non.

α. Bosons non condensés

Lorsque le paramètre µ prend une valeur suffisamment négative (très inférieure
à l’opposé de l’énergie du premier niveau individuel excité e1), la fonction dans la
somme (55) reste suffisamment régulière pour que l’on puisse remplacer la somme
discrète par une intégrale (à la limite des grands volumes). Le nombre moyen de
particules s’écrit alors :

〈
N̂
〉
= NBE

gp (β, µ) (57)

avec :

NBE
gp (β, µ) =

V
(2π)

3

∫
d3k

1

eβ(ek−µ) − 1
(58)

3. Si l’on choisissait d’autres conditions aux limites sur les parois de la boîte, l’énergie de l’état
fondamental ne serait pas nulle en général ; on conviendrait alors de prendre cette valeur comme
origine commune des énergies et du potentiel chimique, ce qui laisserait inchangés les calculs qui
suivent.
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Le même changement de variables que plus haut permet d’écrire cette expression
sous la forme :

NBE
gp (β, µ) =

V
(λT )

3K3/2(βµ) (59)

avec 4 :

K3/2(βµ) = π−3/2

∫
d3κ

1

eκ2−βµ − 1
=

2√
π

∫ ∞

0

dx

√
x

ex−βµ − 1
(60)

Figure 3 – Variations du nombre total de particules NBE
gp (β, µ) d’un gaz parfait de

bosons non condensé, en fonction de µ et à β = 1/(kBT ) fixé. Le potentiel chimique
doit rester négatif ; la figure montre les courbes obtenues pour plusieurs températures
T = T1 (trait épais), T = 2T1 et T = 3T1. Les unités sur les axes sont les mêmes
que celles de la figure 2 : l’énergie thermique kBT1 associée à la courbe T = T1,
ainsi que le nombre de particules N1 = V/(λT1

)3, où λT1
est la longueur d’onde

thermique à cette même température T1. Lorsque le potentiel chimique tend vers
zéro, les nombres de particules tendent vers une valeur finie. Pour T = T1, cette
valeur est ζN1, indiquée par un point sur l’axe des ordonnées, où ζ est donné en
(61).
Cette figure a été aimablement fournie par Geneviève Tastevin.

Les variations de NBE
gp (β, µ) en fonction de µ sont représentées sur la Figure

3. On y remarque que le nombre total de particules tend vers une limite ζ ×
(
V/λ3T

)

lorsque µ tend vers zéro par valeurs négatives, où ζ est le nombre :

ζ = K3/2(0) = 2, 612... (61)

4. L’indice 3/2 se réfère à celui des fonctions gm(z), souvent appelées en physique fonctions
de Bose (ou polylogarithmes). Elles sont définies par la série gm(z) =

∑∞
l=1 z

l/lm. La valeur exacte
du nombre ζ défini en (61) est celle de la somme

∑∞
l=1 l

−3/2. Les Appendices B, D et E de l’ouvrage
[3] donnent plus de détails sur les propriétés des fonction de Bose et de Fermi.
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La fonction étant croissante avec µ , on a donc toujours :

NBE
gp (β, µ) ≤ ζ V

(λT )
3 (62)

Il existe donc une limite supérieure infranchissable au nombre total de particules
d’un gaz parfait de Bose non condensé.

β. Bosons condensés

Lorsque µ s’approche de zéro, la population du niveau fondamental est :

fBEβ (e0 − µ) =
1

e−βµ − 1
∼
µ→0

1

β |µ| (63)

Cette population diverge à la limite µ = 0 et, si |µ| est suffisamment petit, rien ne
l’empêche de devenir arbitrairement grande. Elle peut par exemple devenir propor-
tionnelle au volume V, auquel cas elle apporte une contribution lorsque V → ∞ à la
densité numérique de particules 5 (nombre de particules par unité de volume).

Cette particularité est limitée à l’état fondamental, qui joue donc un rôle très
différent des autres niveaux dans ce cas. Vérifions en effet que la population du
premier niveau excité ne peut pas donner lieu à un effet similaire, en supposant
le système contenu dans une boîte cubique 6 de côté L. La population du premier
niveau excité d’énergie e1 ∼ π2ℏ2/(2mL2) s’écrit alors :

fBEβ (e1 − µ) =
1

eβ(e1−µ) − 1
→
µ→0

1

βe1
∼
(
L

λT

)2

(64)

(nous supposons la boîte suffisamment grande pour que L ≫ λT , ce qui entraîne
βe1 ≪ 1) ; elle ne peut donc être que proportionnelle au carré de L, donc au volume
à la puissance 2/3 seulement. Ainsi, ce premier niveau excité ne peut pas apporter
de contribution à la densité à la limite L→∞ ; il en est de même de tous les autres
niveaux excités, dont les contributions sont encore plus faibles. Seule la contribution
de l’état fondamental à la densité est donc arbitrairement grande.

Visiblement, cette valeur arbitrairement grande lorsque µ→ 0 n’est pas prise
en compte dans la relation (59), qui prévoit que la densité NBE

gp (β, µ)/V reste in-
férieure à une valeur finie comme l’indique (62). Ce n’est pas surprenant : du fait
des variations extrêmement rapides de la population du premier niveau au suivant,
il n’est plus possible de calculer le nombre moyen de particules en remplaçant dans
(55) la somme discrète par une intégrale ; un calcul plus précis est nécessaire. On
montre alors que seule la population de l’état fondamental doit être calculée sépa-
rément, mais que la somme des populations de tous les niveaux excités (dont aucun
ne participe à la divergence de densité) peut encore être obtenue par une intégrale
comme précédemment. La population totale du système physique est donc simple-
ment la somme de l’intégrale du second membre de (57) et de la contribution N0 du

5. La limite où V → ∞ alors que la densité reste constante est souvent appelée “limite
thermodynamique”.

6. Comme plus haut, nous prenons des conditions aux limites périodiques sur les parois de
la boîte. Si on imposait la nullité des fonctions d’ondes sur les parois, les coefficients numériques
des énergies individuelles seraient modifiés, mais cela ne changerait rien au raisonnement.
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niveau fondamental :
〈
N̂
〉
= NBE

gp (β, 0) +N0 (65)

avec :

N0 =
1

1− e−βµ ∼
µ→0

1

β |µ| (66)

Ainsi, lorsque µ→ 0, la population totale de tous les niveaux excités (niveaux
autres que le fondamental) reste pratiquement constante et égale à sa limite supé-
rieure (62) ; seule celle N0 du niveau fondamental augmente sans limite. La condition
pour que N0 devienne comparable à la population totale des niveaux excités est que
le second membre de (66) soit du même ordre de grandeur que le second membre de
(62), soit :

µ & −kBT
λ3T
V ⇒ N0 &

V
λ3T

(67)

(µ restant bien sûr toujours négatif). Quand cette condition est satisfaite, une frac-
tion significative des particules s’accumulent dans le niveau individuel fondamental,
et on dit que ce niveau possède une “population macroscopique” (proportionnelle
au volume) ; on peut même arriver à des situations où la majorité des particules
occupent toutes le même état quantique. C’est le phénomène qui porte le nom de
“condensation de Bose-Einstein” (il a été prévu par Einstein en 1935, à la suite des
travaux de Bose sur les statistiques quantiques applicables aux photons). Il se pro-
duit lorsque la dentité totale ntot atteint le maximum prévu par la formule (62),
soit :

ntot =
ζ

λ3T
≃ 2, 612

λ3T
(68)

Cette condition indique que la distance moyenne entre particules est de l’ordre de
la longueur d’onde thermique λT .

Initialement, la condensation de Bose-Einstein a été considérée plus comme
une curiosité mathématique qu’un phénomène physique important. Plus tard, on a
réalisé qu’elle joue un rôle important dans la superfluidité de l’Hélium 4 liquide,
bien que ce soit un système où les particules interagissent constamment, donc très
loin d’un gaz parfait. Dans les gaz dilués, la condensation de Bose-Einstein a été
observée pour la première fois en 1995 et a donné lieu depuis à de très nombreuses
expériences.

5. Equation d’état, pression

On appelle “équation d’état” d’un fluide à l’équilibre thermique la relation qui
lie, pour un nombre de particules donné N , ses variables de pression P , de volume
V , et de température T = 1/kBβ. Nous avons déjà étudié les variations du nombre
total moyen de particules, il nous faut maintenant examiner celles de la pression
d’un gaz parfait de fermions ou de bosons.
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5-a. Fermions

Le grand potentiel d’un gaz parfait de fermions est donné par (9). L’équation
(14) indique que ce grand potentiel est égal à l’opposé du produit du volume V par
la pression P du système à l’équilibre thermique. On a donc :

PV = kBT
∑

k

Log
[
1 + e−β(ek−µ)

]

=
V

(2π)
3 kBT

∫
d3k Log

[
1 + e−β(ek−µ)

]
(69)

(où la seconde égalité est valable à la limite des grands volumes). En simplifiant par
V = L3, on obtient la pression d’un système de fermions contenu dans une boîte de
dimensions macroscopiques :

P = (2π)
−3
kBT

∫
d3k Log

[
1 + e−β(ek−µ)

]

=
1

βλ3T
I5/2 (βµ) (70)

avec :

I5/2 (βµ)

= π−3/2

∫
d3κ Log

[
1 + eβµ−κ

2
]
=

2√
π

∫ ∞

0

dx
√
x Log

[
1 + eβµ−x

]
(71)

où x a été défini en (53).
Pour obtenir l’équation d’état, nous devons relier la pression P , le volume

V, et la température T du système physique, en supposant le nombre de particules
donné. Mais nous avons utilisé l’ensemble grand-canonique (cf. Appendice VI), où la
température est directement déterminée par le choix du paramètre β, et où le volume
est également fixé, mais où le nombre de particules ne l’est pas : sa valeur moyenne
est fonction d’un paramètre, le potentiel chimique µ (lorsque β et V sont donnés).
Mathématiquement, la pression P apparaît alors comme une fonction de V, T et µ
et non pas comme une foncion de V, T et du nombre de particules. Cependant, en
faisant varier µ, on obtient les valeurs de la pression et du nombre de particules du
système physique, ce qui permet de parcourir point par point l’équation d’état sous
forme paramétrique. Si l’on voulait obtenir l’équation d’état sous forme explicite, il
faudrait éliminer le potentiel chimique entre (47) et (70) ; comme ce n’est en général
pas possible exactement sous une forme algébrique, on se contente généralement de
l’équation d’état sous forme paramétrique, qui permet effectivement d’obtenir toutes
les valeurs possibles des variables d’état. Il existe également un “développement du
viriel” en puissances de la fugacité eβµ qui permet d’effectuer explicitement l’élimi-
nation de µ à tous les ordres successifs ; son exposé dépasserait cependant le cadre
de cet ouvrage.

5-b. Bosons

La pression d’un gaz parfait de bosons est donnée par la valeur du grand
potentiel (12), compte tenu de la relation (14) qui le relie à la pression P et au
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volume V. On a donc :

PV = −kBT
∑

k

Log
[
1− e−β(ek−µ)

]

= − V
(2π)

3 kBT

∫
d3k Log

[
1− e−β(ek−µ)

]
(72)

(la seconde relation étant valable à la limite des grands volumes). Nous avons donc :

P = − kBT

(2π)
3

∫
d3k Log

[
1− e−β(ek−µ)

]

=
1

βλ3T
K5/2 (βµ) (73)

avec :

K5/2 (βµ)

= −π−3/2

∫
d3κ Log

[
1− eβµ−κ2

]
=
−2√
π

∫ ∞

0

dx
√
x Log

[
1− eβµ−x

]
(74)

D’autre part, lorsque µ → 0, la contribution P0 du niveau fondamental à la
pression écrite en (72) est :

P0 = −kBTV Log
[
1− eβµ

]
≃ −kBTV Log [−βµ] (75)

soit, lorsque le potentiel chimique s’approche de zéro comme en (67) :

P0 ≃
kBT

V Log
V
λ3T

(76)

qui tend vers zéro à la limite des grands volumes. Pour un grand système, la contri-
bution à la pression du niveau fondamental reste donc négligeable devant celle de
tous les autres niveaux d’énergie individuelle ; la raison est que cette autre contri-
bution fait intervenir un nombre de niveaux d’autant plus élevé que le système est
grand. Ainsi, et contrairement à ce qui se produit pour le nombre moyen total de
particules, la contribution des particules condensées à la pression s’annule à la limite
des grands volumes.

Comme pour les fermions, l’équation d’état résulte alors de l’élimination du
potentiel chimique µ entre l’équation (73) donnant la pression et (65) donnant le
nombre total de particules. Contrairement à un gaz parfait de fermions, dont le
nombre de particules et la pression croissent sans limites lorsque µ et la densité
augmentent, pour un système de bosons la pression ne croît pas indéfiniment ; à partir
du moment où il est condensé, seul le nombre de particules dans l’état individuel
fondamental continue à augmenter, pas la pression. En d’autres termes, on obtient
un système physique de compressibilité infinie, donc en réalité un système physique
marginalement pathologique (un système dont la pression diminue quand le volume
décroît est instable). Cependant cette pathologie n’est qu’une conséquence du fait
que nous avons totalement ignoré les interactions entre bosons ; dès que l’on introduit
des interactions répulsives, si faibles soient-elles, la compressibilité redevient finie et
la pathologie disparaît.
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En conclusion de ce complément, l’étude du gaz parfait fournit une belle illus-
tration des simplifications que permet l’utilisation systématique des opérateurs de
création et d’annihilation dans les calculs. Nous verrons dans les compléments sui-
vants que ces simplifications continuent à se produire lorsqu’on tient compte des in-
teractions, pourvu qu’on le fasse dans le cadre de l’approximation du champ moyen.
Nous verrons même au Complément BXVI que, pour un système en interactions,
et sans faire une telle approximation, les fonctions de distribution d’un gaz parfait
continuent à présenter une certaine utilité pour exprimer les valeurs moyennes de
diverses grandeurs physiques.
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Complément CXV

Systèmes de bosons condensés, équation de Gross-Pitaevskii

1 Notations, ket variationnel . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
1-a Hamiltonien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
1-b Choix du ket variationnel . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

2 Une première approche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
2-a Fonction d’onde d’essai pour des bosons sans spin, énergie

moyenne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
2-b Optimisation variationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3 Généralisation, calcul en notation de Dirac . . . . . . . 62
3-a Energie moyenne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
3-b Minimisation de l’énergie . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
3-c Obtention de l’équation de Gross-Pitaevskii . . . . . . . 64

4 Discussion physique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4-a Energie et potentiel chimique . . . . . . . . . . . . . . . 66
4-b Longueur de relaxation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
4-c Autre ket d’essai : fragmentation du condensat . . . . . 68

Le phénomène de condensation de Bose-Einstein d’un système physique de N
bosons identiques a été introduit au § 4-b-β du Complément BXV pour un gaz parfait
(sans interactions). Dans ce complément, nous montrons comment on peut décrire
ce phénomène lorsque les bosons interagissent ; nous allons utiliser une méthode
d’approximation variationnelle (Complément EXI) permettant de décrire l’état fon-
damental de ce système physique dans le cadre de l’approximation du champ moyen.
Nous commençons au § 1 par introduire les notations et le ket variationnel. Puis, au
§ 2, nous étudions des bosons sans spin ; c’est un cas où le raisonnement direct en
termes de fonctions d’onde est aisé, l’utilisation des opérateurs de création et d’anni-
hilation n’apportant aucune simplification majeure aux calculs. Ceci nous conduira
à une première version de l’équation de Gross-Pitaevskii. Nous reviendrons ensuite
dans le § 3 aux notations de Dirac et aux opérateurs de création pour traiter le cas
plus général, celui où les particules peuvent avoir un spin. Ceci nous permettra de
définir l’opérateur potentiel de Gross-Pitaevskii et d’obtenir une version plus géné-
rale de l’équation. Enfin, au § 4, nous discuterons quelques propriétés de l’équation
de Gross-Pitaevskii, le rôle du potentiel chimique, l’apparition d’une longueur de
relaxation, et les effets énergétiques d’une “fragmentation d’un condensat” (ces mots
seront définis au § 4-c).

1. Notations, ket variationnel

Commençons par préciser les notations, ainsi que la famille variationnelle de
vecteurs d’états qui permet des calculs relativement simples pour un ensemble de
bosons identiques en interaction.
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1-a. Hamiltonien

L’opérateur hamiltonien Ĥ que nous considérons est la somme de l’opéra-
teur d’énergie cinétique Ĥ0, de l’énergie potentielle à un corps V̂ext, et de l’énergie
d’interaction Ŵint :

Ĥ = Ĥ0 + V̂ext + Ŵint (1)

Le premier terme Ĥ0 est simplement la somme des opérateurs d’énergie cinétique
individuelle K0(q) associés à chaque particule q :

Ĥ0 =
∑

q

K0(q) (2)

où :

K0 =
P2

2m
(3)

De même, V̂ext est la somme des opérateurs potentiels extérieurs V1(Rq), dépendant
chacun de l’opérateur position Rq de la particule q :

V̂ext =

N∑

q=1

V1(Rq) (4)

Enfin, Ŵint est la somme des énergies d’interaction associées à toutes les paires de
particules :

Ŵint =
1

2

N∑

q 6=q′=1

W2(Rq,Rq′) (5)

(cette somme peut également être écrite comme une somme sur q < q′, à condition
de supprimer le facteur 1/2 qui la précède).

1-b. Choix du ket variationnel

Nous choisissons en premier lieu un état quantique individuel arbitraire |θ〉
que nous supposons normalisé :

〈θ |θ〉 = 1 (6)

et notons a†θ l’opérateur de création associé. Les kets variationnels à N particules
que nous considérons sont définis par la famille de tous ceux qui peuvent s’écrire
sous la forme :

|̃Ψ〉 = 1√
N !

[
a†θ

]N
|0〉 (7)

où |θ〉 varie avec la seule contrainte (6). Si l’on considère une base {|θk〉} de l’espace
des états individuels dont le premier vecteur est |θ1〉 = |θ〉, la relation (A-17) du
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Chapitre XV indique que ce ket est simplement un état de Fock dont le seul nombre
d’occupation non nul est le premier :

|̃Ψ〉 = |n1 = N,n2 = 0, n3 = 0, ...〉 (8)

Un ensemble de bosons qui occupent tous le même état individuel est appelé un
“condensat de Bose-Einstein”.

La relation (8) montre que les kets |̃Ψ〉 sont donc normalisés à 1. Nous allons

faire varier |θ〉, donc |̃Ψ〉, et minimiser l’énergie moyenne :

Ẽ = 〈̃Ψ|Ĥ |̃Ψ〉 (9)

2. Une première approche

Commençons par étudier un cas simple, celui où les bosons sont sans spin.
Ceci nous permettra de raisonner en termes de fonction d’onde, dans un cas où c’est
possible sans compliquer les calculs.

2-a. Fonction d’onde d’essai pour des bosons sans spin, énergie moyenne

Si nous supposons qu’un seul état individuel est peuplé, la fonction d’onde
Ψ(r1, r2, ..., rN ) est simplement le produit de N fonctions θ(r) :

Ψ(r1, r2, ..., rN ) = θ (r1) θ (r2) ... θ (rN ) (10)

avec :

θ(r) = 〈r |θ〉 (11)

Cette fonction d’onde est évidemment symétrique par échange de toutes les parti-
cules, et convient donc pour un ensemble de bosons identiques.

En représentation positions, chaque opérateur K0(q) défini en (3) correspond
à
(
−ℏ2/2m

)
∆rq , où ∆rq est le laplacien par rapport à la position rq ; on a donc :

〈
Ĥ0

〉
=
−ℏ2
2m

N∑

q=1

∫
d3r1...

∫
d3rq...

∫
d3rN

× θ∗ (r1) ...θ∗ (rq) ...θ∗ (rN )× θ (r1) ... ∆θ (rq) ... θ (rN ) (12)

Dans cette expression, toutes les variables d’intégration autres que rq introduisent
simplement le carré de la norme de la fonction θ(r), qui vaut 1 ; reste donc juste une
intégrale sur rq, pour laquelle rq joue le rôle d’une variable muette, de sorte que sa
valeur est indépendante de q. Ainsi toutes les valeurs de q donnent-elles la même
contribution, de sorte que :

〈
Ĥ0

〉
=
−ℏ2
2m

N

∫
d3r θ∗(r)∆θ(r) (13)

Pour l’énergie potentielle à un corps, le même calcul donne :

〈
V̂ext

〉
= N

∫
d3r θ∗(r) V1(r) θ(r) (14)
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Enfin, le calcul de l’énergie d’interaction est du même type, à ceci près qu’il faut
maintenant garder deux variables d’intégration au lieu d’une seule ; on obtient un
résultat proportionnel au nombre N(N − 1)/2 de paires de variables d’intégration :
〈
Ŵ2

〉
=
N (N − 1)

2

∫
d3r

∫
d3r′ θ∗(r)θ∗(r′) W2 (r, r

′) θ(r)θ(r′) (15)

L’énergie moyenne variationnelle Ẽ est donnée par la somme de ces trois termes :

Ẽ =
〈
Ĥ0

〉
+
〈
V̂ext

〉
+
〈
Ŵ2

〉
(16)

2-b. Optimisation variationnelle

Nous procédons maintenant à l’optimisation de l’énergie ainsi calculée, afin de
déterminer les fonctions d’onde θ(r) qui lui donnent une valeur minimale.

α. Variation de la fonction d’onde

Attribuons maintenant à la fonction θ(r) une variation :

θ(r)⇒ θ(r) + eiχ df(r) (17)

où df(r) est une fonction infinitésimale et χ un nombre réel arbitraire. A priori, df(r)
doit être choisie de façon à tenir compte de la contrainte de normalisation (6), qui
impose ici que l’intégrale du carré du module de θ(r) reste constante. Nous pouvons
cependant en tenir compte par la méthode des multiplicateurs de Lagrange (Ap-
pendice V). Ceci nous conduit ici à introduire un multiplicateur µ (nous verrons au
§ 4-a que ce multiplicateur s’interprète comme le potentiel chimique) et à minimiser
la fonction :

F̃ = Ẽ − µ
∫

d3r θ∗(r)θ(r) (18)

Nous considérons maintenant la variation infinitésimale df(r) comme libre de toute
contrainte. La variation dF̃ de la fonction F̃ est alors la somme de 4 variations, celles

des trois termes de (16) et celle de l’intégrale dans (18). Par exemple celle de
〈
Ĥ0

〉

s’écrit :

d
〈
Ĥ0

〉
= − ℏ2

2m
N

∫
d3r

[
e−iχ df∗(r)∆θ(r) + eiχ θ∗(r)∆df(r)

]
(19)

qui est la somme d’un terme en e−iχ et d’un autre en eiχ. De façon générale, la
variation dF̃ s’exprime comme une somme de deux termes :

dF̃ = dc1e
−iχ + dc2e

iχ (20)

dont le premier donne la contribution de df∗(r) et le second celle de df(r). Mais, si
F̃ est stationnaire, dF̃ doit s’annuler quel que soit le choix arbitraire de χ réel. Le
choix χ = 0 impose dc1+dc2 = 0, alors que le choix χ = π/2 conduit (en multipliant
par i) à dc1−dc2 = 0. Par somme et différence, on voit que les deux coefficients dc1
et dc2 sont nécessairement nuls. En d’autres termes, nous pouvons écrire la nullité
de dF̃ lorsque θ∗(r) varie mais pas θ(r) – ou inversement 1.

1. En d’autres termes, les parties réelle et imaginaire de θ(r) peuvent être variées indépen-
damment pour trouver la condition de stationnarité.
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β. Condition de stationnarité : équation de Gross-Pitaevskii

Ecrivons donc la nullité de dF̃ lorsque seul θ∗(r) varie et que χ = 0. Nous
devons ajouter les termes provenant de (13) et (14), puis de (15) pour lequel il faut
faire la somme de la variation provenant de celle de θ∗(r) avec celle provenant de
variations de θ∗(r′) – ces deux variations ne différant que par la notation de variables
d’intégration, elles sont égales et se doublent. Si enfin nous ajoutons la variation de
l’intégrale de (18), nous obtenons :

dF̃ = N

∫
d3r df∗(r)×

{[−ℏ2
2m

∆+ V1(r)− µ
]
+ (N − 1)

∫
d3r′ W2 (r, r

′) θ∗(r′)θ(r′)

}
θ(r)

(21)

Or cette variation doit s’annuler, quel que soit df∗(r) ; il faut donc que la
fonction qui multiplie df∗(r) dans l’intégrale soit nulle, et en conséquence que θ(r)
soit solution de l’équation en ϕ(r) :

{[
− ℏ2

2m
∆+ V1(r)

]
+ (N − 1)

∫
d3r′ W2 (r, r

′) |ϕ(r′)|2
}
ϕ(r) = µ ϕ(r) (22)

Cette équation est l’équation de Gross-Pitaevskii indépendante du temps. Elle res-
semble à une équation de Schrödinger aux valeurs propres, mais avec un terme
potentiel :

V1(r)+ (N − 1)

∫
d3r′ W2 (r, r

′) |ϕ(r′)|2 (23)

qui contient la fonction d’onde ϕ elle-même dans l’intégrale sur d3r′ ; c’est donc une
équation non linéaire. Physiquement, le terme potentiel en W2 exprime le fait que,
dans le cadre de l’approximation du champ moyen, chaque particule se déplace dans
le potentiel moyen créé par toutes les autres, toutes décrites par la même fonction
d’onde ϕ(r′) ; le facteur (N−1) correspond au fait que chaque particule interagit avec
(N − 1) autres particules. L’équation de Gross-Pitaevskii est souvent utilisée pour
décrire les propriétés d’un ensemble de bosons dans l’état fondamental (condensat
de Bose-Einstein).

γ. Potentiel de portée nulle

On écrit souvent l’équation de Gross-Pitaevskii dans le cadre de l’approxima-
tion où la portée du potentiel d’interaction entre particules, microscopique, est très
petite par rapport aux distances sur lesquelles varie la fonction d’onde ϕ(r). On peut
alors effectuer la substitution :

W2(r, r
′) =⇒ g δ(r− r′) (24)

où la constante g porte le nom de “constante de couplage” ; on appelle parfois un
tel potentiel “potentiel de contact” ou, dans d’autres contextes, “pseudo-potentiel de
Fermi”. On obtient alors :
[
− ℏ2

2m
∆+ V1(r) + (N − 1) g |ϕ(r)|2

]
ϕ(r) = µϕ(r) (25)
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Que ce soit sous cette forme 2 ou la forme plus générale (22), l’équation comprend un
terme cubique en ϕ(r). Il peut compliquer la recherche de la solution mathématique,
mais il est aussi la source de nombreux effets physiques intéressants. Cette équation
permet par exemple de comprendre l’existence de vortex quantifiés dans l’hélium
liquide superfluide.

δ. Autre normalisation

Plutôt que de normaliser la fonction d’onde ϕ(r) à 1 dans tout l’espace, on
préfère parfois une normalisation qui tienne compte du nombre de particules, en
posant :
∫

d3r |ϕ(r)|2 = N (26)

ce qui revient simplement à multiplier par
√
N la fonction d’onde que nous avons

utilisée jusqu’à maintenant. En chaque point r de l’espace, la densité (numérique)
de particules n(r) est alors donnée par :

n(r) = |ϕ(r)|2 (27)

Avec cette normalisation, le facteur (N−1) de (25) est remplacé par (N−1)/N , qu’on
approxime généralement par 1 lorsque N est grand. L’équation de Gross-Pitaevskii
devient alors :
[
− ℏ2

2m
∆+ V1(r) + g |ϕ(r)|2

]
ϕ(r) = µϕ(r) (28)

Comme déjà mentionné, nous verrons au § 4-a que µ n’est autre que le potentiel
chimique.

3. Généralisation, calcul en notation de Dirac

Nous reprenons maintenant le raisonnement précédent dans un cas plus géné-
ral, sans supposer que les bosons ont nécessairement un spin nul. La famille varia-
tionnelle est constituée par l’ensemble des vecteurs d’état à N particules écrits en
(7). Le potentiel à un corps peut, à la fois, dépendre de la position r et agir sur le
spin (particules dans un gradient de champ magnétique par exemple).

3-a. Energie moyenne

Pour effectuer le calcul de la valeur moyenne 〈̃Ψ|Ĥ |̃Ψ〉 de l’énergie, nous uti-
lisons une base {|θk〉} de l’espace des états individuels dont le premier vecteur est
|θ1〉 = |θ〉.

2. Stricto sensu, ce que l’on appelle généralement équation de Gross-Pitaevskii est souvent
la forme obtenue lorsque la constante de couplage g est remplacée par 4πℏ2a0/m, où a0 est la
“longueur de diffusion” ; cette dernière est définie à partir du déphasage de collision δl(k) (Chapitre
VIII, § C) par la limite δ0(k) ∼ −ka0 lorsque k → 0. La longueur de diffusion est une fonction
du potentiel d’interaction W2(r, r′), mais ne lui est en général pas simplement proportionnelle,
contrairement aux éléments de matrice de W2(r, r′). Une démonstration spécifique de cette forme
de l’équation de Gross-Pitaevskii devient alors nécessaire, par exemple à partir de la méthode du
“pseudo-potentiel”.
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La relation (B-12) du Chapitre XV permet d’écrire la valeur moyenne
〈
Ĥ0

〉

sous la forme :
〈
Ĥ0

〉
=
∑

k,l

〈θk|K0 |θl〉 〈̃Ψ|a†kal |̃Ψ〉 (29)

Comme |̃Ψ〉 est un état de Fock dont toutes les populations sont nulles sauf celle de

l’état |θ1〉, le ket a†kal |̃Ψ〉 n’est non nul que si l = 1 ; il est alors orthogonal à |̃Ψ〉
si k 6= 1. Seul subsiste donc dans la somme le terme k = l = 1 ; l’opérateur a†1a1
multiplie alors le ket par sa population N . Donc :
〈
Ĥ0

〉
= N 〈θ1|K0 |θ1〉 (30)

Le même raisonnement permet d’écrire :
〈
V̂ext

〉
= N 〈θ1|V1 |θ1〉 (31)

La relation (C-16) du Chapitre XV indique que la valeur moyenne de l’énergie
d’interaction est égale à 3 :
〈
Ŵ2

〉
=

1

2

∑

k,l,m,n

〈1 : θk; 2 : θl|W2(1, 2) |1 : θm; 2 : θn〉 〈̃Ψ|a†ka
†
l anam |̃Ψ〉 (32)

Ici, pour que le second élément de matrice ne soit pas nul, il faut que les 2 indices
m et n valent 1, ainsi que les deux indices k et l (sinon l’opérateur aboutit à un

autre état de Fock orthogonal à |̃Ψ〉). Quand tous les indices valent 1, l’opérateur

multiplie le ket |̃Ψ〉 par N (N − 1). Donc :

〈
Ŵ2

〉
=
N (N − 1)

2
〈1 : θ1; 2 : θ1|W2(1, 2) |1 : θ1; 2 : θ1〉 (33)

L’énergie moyenne d’interaction est donc simplement égale au produit du nombre
N (N − 1) /2 de paires qu’on peut former à partir de N particules par l’énergie
d’interaction moyenne pour une paire donnée.

Nous pouvons remplacer |θ1〉 par |θ〉 puisqu’ils sont égaux. L’énergie varia-
tionnelle, obtenue par somme de (30), (31) et (33), s’écrit alors :

Ẽ = N 〈θ| [K0 + V1] |θ〉+
N (N − 1)

2
〈1 : θ; 2 : θ|W2(1, 2) |1 : θ; 2 : θ〉 (34)

3-b. Minimisation de l’énergie

Considérons maintenant une variation de |θ〉 :

|θ〉 ⇒ |θ〉+ eiχ |δα〉 (35)

où |δα〉 est un ket infinitésimal quelconque de l’espace des états individuels et χ
un nombre réel arbitraire. Pour assurer que la condition de normalisation (6) reste
satisfaite, nous imposons cependant à |δα〉 de rester orthogonal à |θ〉 :

〈δα |θ〉 = 0 (36)

3. Nous simplifions la notation W2(R1,R2) en W2(1, 2).
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de sorte que 〈θ |θ〉 reste bien égal à 1 (au premier ordre en |δα〉). Lorsqu’on reporte
(35) dans (34) pour obtenir la variation dẼ de l’énergie variationnelle, on obtient
une somme de deux termes : un premier provenant de la variation du ket |θ〉, pro-
portionnelle à eiχ ; un second provenant de la variation du bra 〈θ|, proportionnelle
à e−iχ. Le résultat est donc de la forme :

dẼ = dc1e
iχ + dc2e

−iχ (37)

Mais la condition de stationnarité de Ẽ s’applique quelle que soit la valeur arbitraire
réelle de χ. Comme plus haut (§ 2-b-α), il s’ensuit que dc1 et dc2 sont tous deux nuls,
de sorte que nous pouvons imposer la nullité de la variation Ẽ obtenue en faisant
varier, soit le bra 〈θ| mais pas le ket |θ〉, soit le contraire.

La variation du bra seul nous conduit alors à la condition :

0 = N 〈δα| [K0 + V1 − µ] |θ〉+
N (N − 1)

2
[〈1 : δα; 2 : θ|W2(1, 2) |1 : θ; 2 : θ〉

+ 〈1 : θ; 2 : δα|W2(1, 2) |1 : θ; 2 : θ〉]
(38)

Mais, puisque l’opérateur d’interaction W2(1, 2) est symétrique, les deux derniers
termes entre crochets de cette équation sont égaux. Il vient donc (en divisant par
N) :

0 = 〈δα| [K0 + V1 − µ] |θ〉+ (N − 1) 〈1 : δα; 2 : θ|W2(1, 2) |1 : θ; 2 : θ〉 (39)

3-c. Obtention de l’équation de Gross-Pitaevskii

Transformons l’équation (39) en introduisant l’opérateur de Gross-Pitaevskii
V θGP , défini comme l’opérateur à une particule dont les éléments de matrice dans
une base {|ui〉} quelconque sont :

〈ui|V θGP |uj〉 = (N − 1) 〈1 : ui; 2 : θ|W2(1, 2) |1 : uj ; 2 : θ〉 (40)

qui entraîne immédiatement que :

〈χ|V θGP |χ′〉 = (N − 1) 〈1 : χ; 2 : θ|W2(1, 2) |1 : χ′; 2 : θ〉 (41)

où |χ〉 et |χ′〉 sont deux kets quelconques à une particule – il suffit pour démontrer
cette relation de les développer sur la base {|ui〉} et d’appliquer la relation (40).
On remarque l’absence de terme d’échange dans cet opérateur potentiel ; ce terme
n’existe pas lorsque les deux particules qui interagissent occupent le même état
quantique individuel. L’équation (39) devient alors :

0 = 〈δα|
[
K0 + V1 + V θGP

]
|θ〉 (42)

Cette condition de stationnarité doit être vérifiée quel que soit le bra 〈δα| ortho-
gonal à |θ〉, selon la contrainte (36). Elle exprime que le ket obtenu en faisant agir
l’opérateur

[
K0 + V1 + V θGP

]
sur |θ〉 a des composantes nulles sur tous les vecteurs

orthogonaux à |θ〉 ; sa seule composante non nulle est sur |θ〉 lui-même, ce qui si-
gnifie que ce ket est nécessairement colinéaire à |θ〉. En d’autres termes, |θ〉 est
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vecteur propre de l’opérateur avec la valeur propre µ (réelle puisque l’opérateur est
hermitique) :

[
K0 + V1 + V θGP

]
|θ〉 = µ |θ〉 (43)

Pour finir, la valeur optimale |ϕ〉 de |θ〉 est solution de l’équation de Gross-Pitaevskii :

[K0 + V1 + V ϕGP ] |ϕ〉 = µ |ϕ〉 (44)

qui généralise (28) à des particules à spin, et pour des potentiels à un et deux corps
arbitraires. Pour chaque particule, l’opérateur V ϕGP représente le champ moyen exercé
par toutes les autres dans le même état |ϕ〉.

Remarque :

L’opérateur de Gross-Pitaevskii V θ
GP n’est autre qu’une trace partielle sur la seconde

particule :

V θ
GP (1) = (N − 1)Tr2

{
P θ(2)W2(1, 2)

}
(45)

où P θ(2) est l’opérateur de projection P θ(2) de l’état de la particule 2 sur |θ〉 :

P θ(2) =
∑

k

|1 : uk〉 〈1 : uk| ⊗ |2 : θ〉 〈2 : θ| =
∑

k

|1 : uk; 2 : θ〉 〈1 : uk; 2 : θ| (46)

Calculons en effet la trace partielle du second membre de (45). Si, pour effectuer la
trace (Complément EIII, § 5.b), nous choisissons pour la particule 2 une base des
états {|θn〉} dont le premier vecteur |θ1〉 coïncide avec |θ〉, il vient :

〈ui|Tr2
{
P θ(2)W2(1, 2)

}
|uj〉 =

∑

n

〈1 : ui; 2 : θn|P θ(2)W2(1, 2) |1 : uj ; 2 : θn〉

(47)

Le remplacement de P θ(2) par sa valeur (46) fait alors apparaître le produit de δik
(pour le produit scalaire associé à la particule 1) par δn1 (pour celui associé à la
particule 2). Le résultat est donc :

〈ui|Tr2
{
P θ(2)W2(1, 2)

}
|uj〉 = 〈1 : ui; 2 : θ|W2(1, 2) |1 : uj ; 2 : θ〉 (48)

qui redonne effectivement la définition initiale (40) de V θ
GP . Ceci démontre que (45)

est une autre définition possible du potentiel de Gross-Pitaevskii.

4. Discussion physique

Nous avons étudié les conditions que doit satisfaire la fonction d’onde va-
riationnelle pour rendre l’énergie stationnaire, mais pas la valeur de l’énergie ainsi
obtenue ; nous le faisons maintenant, ce qui nous permettra de montrer que le para-
mètre µ n’est autre que le potentiel chimique associé au système physique des bosons
en interaction. Puis nous introduirons la notion de longueur de relaxation, et dis-
cuterons les effets sur l’énergie finale provenant de la fragmentation d’un condensat
unique en plusieurs condensats associés à des états quantiques individuels distincts.
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4-a. Energie et potentiel chimique

Le ket |ϕ〉 étant normé, en multipliant (44) par le bra 〈ϕ| et par N , nous
obtenons :

N 〈ϕ| [K0 + V1 + V ϕGP ] |ϕ〉 = Nµ (49)

On reconnaît alors immédiatement dans le membre de gauche les valeurs moyennes
de l’énergie cinétique et du potentiel extérieur ; d’autre part, compte tenu de la
définition (41) de V ϕGP , on a :

N 〈ϕ|V ϕGP |ϕ〉 = N (N − 1) 〈1 : ϕ; 2 : ϕ|W2(1, 2) |1 : ϕ; 2 : ϕ〉 (50)

qui n’est autre que le double de l’énergie potentielle d’interaction écrite en (33)
lorsque |θ1〉 = |ϕ〉. Donc :

Nµ = 〈H0〉+ 〈V1〉+ 2
〈
Ŵ2

〉
= Ẽ +

〈
Ŵ2

〉
(51)

Pour obtenir l’énergie Ẽ, on peut remarquer que Nµ/2 donne la somme de
〈
Ŵ2

〉
et

de la moitié des énergies cinétiques et potentielle extérieure ; on peut donc obtenir
Ẽ en ajoutant les deux moitiés manquantes :

Ẽ =
N

2
[µ+ 〈ϕ| [K0 + V1] |ϕ〉] (52)

L’avantage de cette formule est qu’elle ne fait intervenir que des opérateurs à une
particule, et non à deux, ce qui simplifie les calculs ; l’énergie d’interaction est conte-
nue implicitement dans µ.

La quantité µ ne donne donc pas directement l’énergie moyenne. Cependant,
si l’on dérive par rapport à N l’équation (34) écrite pour |θ〉 = |ϕ〉, on obtient :

dẼ
dN

= 〈ϕ| [K0 + V1] |ϕ〉+
(
N − 1

2

)
〈ϕ,ϕ|W2(1, 2) |ϕ,ϕ〉 (53)

Si N est grand, on peut sans introduire d’erreur notable remplacer dans cette ex-
pression (N − 1/2) par (N − 1) ; multipliant par N , on voit alors apparaître une
somme d’énergies moyennes :

N
dẼ
dN

= 〈H0〉+ 〈V1〉+ 2
〈
Ŵ2

〉
(54)

soit, compte tenu de la relation (51) :

dẼ
dN

= µ (55)

Or, dans l’ensemble grand-canonique à température nulle, la dérivée de l’énergie par
rapport au nombre de particules (à volume constant) est égale au potentiel chimique
(Appendice VI, § 2-b) ; la quantité µ que nous avons introduite mathématiquement
comme un multiplicateur de Lagrange s’interprète donc simplement comme ce po-
tentiel chimique.
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4-b. Longueur de relaxation

Une notion importante est celle de “longueur de relaxation” (appelée “hea-
ling length” en anglais). Elle caractérise la façon dont une solution de l’équation de
Gross-Pitaevskii indépendante du temps réagit à une contrainte spatiale, comme de
s’annuler sur une paroi ou sur la ligne d’un cœur de vortex. Nous allons en donner
un ordre de grandeur en nous limitant à un calcul approximatif.

Supposons que le potentiel V1(r) soit nul dans la région considérée, et divisons
l’équation (28) par ϕ(r) ; nous obtenons alors :

− ℏ2

2m

∆ϕ(r)

ϕ(r)
+ g |ϕ(r)|2 = µ (56)

qui montre que le membre de gauche de cette équation est indépendant de r. Sup-
posons alors que ϕ(r) soit constant dans toute une région de l’espace, où la densité
est n0, indépendante de r :

n0 = |ϕ(r)|2 (57)

mais doive s’annuler à la frontière de cette région. Pour simplifier, nous supposerons
que le problème se ramène à une dimension, et que ϕ(r) ne dépend que de la première
coordonnée x de r ; l’annulation de la fonction d’onde se fait alors sur un plan, que
l’on peut supposer être le plan x = 0. Nous cherchons à évaluer un ordre de grandeur
de la distance ξ sur laquelle la fonction d’onde passe d’une valeur pratiquement
constante à zéro, en d’autres termes de la portée du régime transitoire en x où la
fonction d’onde change de régime. Dans la région où ϕ(r) est constante, la relation
(56) donne :

µ = gn0 (58)

En revanche, dans toute la région où ϕ(r) a nettement décru, et en particulier tout
près de l’origine, on a :

− ℏ2

2m

∆ϕ(r)

ϕ(r)
∼ µ = gn0 (59)

En une dimension 4, on obtient ainsi l’équation différentielle :

− ℏ2

2m

d2

dx2
ϕ(x) ∼ gn0ϕ(x) (60)

dont les solutions sont des superpositions d’exponentielles e±ix/ξ, avec :

ξ =

√
ℏ2

2mgn0
(61)

La solution qui s’annule en x = 0 est obtenue par différence de ces deux exponen-
tielles ; elle est proportionnelle à sin(x/ξ), fonction qui croît à partir de zéro sur
une longueur caractéristique ξ. La variation de la fonction d’onde au voisinage de la
paroi où elle doit s’annuler est représentée sur la Figure 1.

4. Il est en fait possible de faire un raisonnement plus précis en vérifiant que la solution
ϕ(x) =

√
n0 th x/ξ

√
2 satisfait l’équation (56) à une dimension.
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Figure 1 – Variations en fonction de la position x de la fonction d’onde ϕ(x) au
voisinage d’une paroi en x = 0 où elle doit s’annuler. Cette variation s’effectue sur
une distance de l’ordre de la longueur de relaxation ξ définie en (61), d’autant plus
courte que les interactions entre particules sont plus fortes. Puis, lorsque x croît, la
fonction d’onde tend vers une asymptote constante d’ordonnée

√
n0, représentée en

tiretés.

Cette “longueur de relaxation” ξ est d’autant plus courte que les interactions
sont plus fortes ; elle varie comme l’inverse de la racine carrée du produit de la
constante de couplage g par la densité n0. Physiquement, la longueur de relaxation
résulte d’un compromis entre les forces d’interaction répulsives, qui tendent à rendre
la fonction d’onde la plus constante possible dans l’espace, et l’énergie cinétique,
qui tend à minimiser sa dérivée spatiale (alors que la fonction d’onde doit s’annuler
en x = 0) ; ξ est (à un coefficient 2π près) la longueur d’onde de de Broglie d’une
particule libre dont l’énergie cinétique serait comparable à l’énergie de répulsion gn0
dans le système de bosons.

4-c. Autre ket d’essai : fragmentation du condensat

Nous montrons maintenant que des interactions répulsives stabilisent un “conden-
sat” de bosons, c’est-à-dire un état où toutes les particules occupent le même état
individuel, et non pas un état “fragmenté” où certaines d’entre elles occupent un
état quantique différent (même très proche en énergie). Au lieu d’un ket d’essai (7),
où toutes les particules forment un condensat de Bose-Einstein parfait dans un seul
état quantique |θ〉, nous pouvons “fragmenter” ce condensat en répartissant les N
particules entre deux états indidivuels distincts. Nous prenons donc un ket d’essai
où Na particules sont dans l’état |θa〉 et Nb = N −Na dans l’état orthogonal |θb〉 :

|̃Ψ〉 = 1√
Na!Nb!

[
a†θa

]Na
[
a†θb

]Nb

|0〉 (62)

Calculons ce qu’il advient alors de l’énergie moyenne variationnelle. Dans la
formule (29) qui donne la valeur moyenne de l’énergie cinétique, pour que l’effet de

l’opérateur a†kal conduise à un état de Fock qui coïncide avec |̃Ψ〉 il faut, soit que
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k = l = a, soit que k = l = b. Il vient donc :
〈
Ĥ0

〉
= Na 〈θa|K0 |θa〉+Nb 〈θb|K0 |θb〉 (63)

Le calcul de l’énergie potentielle à un corps se fait de même, et conduit à :
〈
V̂ext

〉
= Na 〈θa|V1 |θa〉+Nb 〈θb|V1 |θb〉 (64)

Dans les deux cas, on trouve que les deux états peuplés contribuent proportionnelle-
ment à leurs populations respectives, ce qui est naturel pour des énergies ne mettant
en jeu qu’une seule particule.

Pour l’énergie d’interaction à deux corps, nous utilisons à nouveau la relation
(32). L’opérateur a†ka

†
l anam qui y figure reconstruit l’état de Fock |̃Ψ〉 dans les cas

suivants :
- soit k = l = m = n = a ou b, ce qui donne la contribution :

Na (Na − 1)

2
〈1 : θa; 2 : θa|W2(1, 2) |1 : θa; 2 : θa〉

+
Nb (Nb − 1)

2
〈1 : θb; 2 : θb|W2(1, 2) |1 : θb; 2 : θb〉 (65)

- soit k = m = a et l = n = b, ou k = m = b et l = n = a ; ces deux possibilités
introduisent la même contribution (car l’opérateur W2 est symétrique), ce qui fait
disparaître le facteur 1/2 et conduit au terme direct :

NaNb 〈1 : θa; 2 : θb|W2(1, 2) |1 : θa; 2 : θb〉 (66)

- enfin, soit k = n = a et l = m = b, ou k = n = b et l = m = a, dont la
somme introduit le terme d’échange (lui aussi sans facteur 1/2) :

NaNb 〈1 : θa; 2 : θb|W2(1, 2) |1 : θb; 2 : θa〉 (67)

Les termes direct et d’échange sont ceux schématisés sur la Figure 3 du Chapitre XV
(avec le remplacement de |ui〉 par |θa〉 et de |uj〉 par |θb〉), le terme direct à gauche,
le terme d’échange à droite.

Au total, l’énergie variationnelle est donnée par :

Ẽ = Na [〈θa| [K0 + V1] |θa〉] +Nb [〈θb| [K0 + V1] |θb〉]

+
Na (Na − 1)

2
〈1 : θa; 2 : θa|W2(1, 2) |1 : θa; 2 : θa〉

+
Nb (Nb − 1)

2
〈1 : θb; 2 : θb|W2(1, 2) |1 : θb; 2 : θb〉

+NaNb 〈1 : θa; 2 : θb|W2(1, 2) |1 : θa; 2 : θb〉
+NaNb 〈1 : θa; 2 : θb|W2(1, 2) |1 : θb; 2 : θa〉 (68)

Comme plus haut, le terme correspondant à l’interaction entre particules dans le
même état |θa〉 est proportionnel au nombre Na (Na − 1) /2 de paires de particules
dans cet état ; il en est de même pour le terme d’interaction correspondant à l’inter-
action entre particules dans le même état |θb〉. Le terme direct associé à l’interaction
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entre deux particules dans un état différent a pour coefficient NaNb, donc le nombre
de paires. Mais au terme direct s’ajoute un terme d’échange, lui aussi proportionnel
à NaNb, qui montre l’existence d’une interaction supplémentaire. L’origine physique
de cette augmentation d’interaction est l’effet de groupement de deux bosons dans
des états quantiques différents, que nous discuterons plus en détail au § 3-b du Com-
plément AXVI : sous l’effet de leur indiscernabilité, deux bosons occupant des états
individuels orthogonaux présentent des corrélations entre leurs positions, dont le ré-
sultat est d’augmenter la probabilité de les trouver au même point de l’espace. En
revanche, cette augmentation ne se produit pas si les deux bosons occupent le même
état quantique individuel.

Supposons maintenant que les éléments de matrice diagonaux de [K0 + V1]
entre les états |θa〉 et |θb〉 soient pratiquement égaux ; par exemple, si ces deux états
sont, pour des particules sans spin, les deux états d’énergies les plus basses dans une
boîte cubique de côté L, la différence d’énergie correspondante est proportionnelle
à 1/L2 – donc extrêmement faible à la limite des grands L. De même, nous allons
supposer que les éléments de matrice de W2(1, 2) sont tous égaux, comme c’est le
cas si la portée (microscopique) du potentiel d’interaction entre particules est très
petite devant les distances sur lesquelles varient les fonction d’onde des deux états.
Nous pouvons alors remplacer dans tous les éléments de matrice les |θa〉 et les |θb〉
par un même ket |θ〉. Comme Na +Nb = N , nous obtenons alors :

Ẽ = N 〈θ| [K0 + V1] |θ〉

+
1

2
[Na (Na − 1) +Nb (Nb − 1) + 2NaNb] 〈1 : θ; 2 : θ|W2(1, 2) |1 : θ; 2 : θ〉

+NaNb 〈1 : θ; 2 : θ|W2(1, 2) |1 : θ; 2 : θ〉 (69)

Mais :

N (N − 1) = (Na +Nb) (Na +Nb − 1) = Na (Na − 1)+Nb (Nb − 1)+2NaNb (70)

de sorte que :

Ẽ = N 〈θ| [K0 + V1] |θ〉+
N (N − 1)

2
〈1 : θ; 2 : θ|W2(1, 2) |1 : θ; 2 : θ〉+∆Ẽ (71)

avec :

∆Ẽ = NaNb 〈1 : θ; 2 : θ|W2(1, 2) |1 : θ; 2 : θ〉 (72)

Nous retrouvons ainsi le résultat (34) augmenté d’un terme supplémentaire
∆Ẽ, qui est un terme d’échange. Deux cas sont alors possibles, selon que les in-
teractions entre particules sont attractives ou répulsives. Dans le premier cas, la
fragmentation du condensat diminue l’énergie, et conduit donc à un état plus stable.
Nous voyons ainsi qu’un condensat où un seul état individuel est peuplé tend, dès
que les interactions sont attractives, à se décomposer en deux condensats, qui chacun
peuvent à leur tour se décomposer, etc. ce qui indique que le condensat unique initial
est instable (nous retrouverons et discuterons cette instabilité dans le cas plus géné-
ral de l’équilibre thermique à température non nulle, au § 2-b du Complément FXV).
Lorsque les interactions sont répulsives, nous constatons au contraire que l’énergie
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augmente, de sorte que la fragmentation conduit à un état moins stable ; des interac-
tions répulsives tendent donc à stabiliser un condensat dans un seul état quantique
individuel 5. Nous interpréterons ce résultat au § 3-b du Complément AXVI en termes
de changement de la fonction de corrélation de la position des particules (effet de
groupement des bosons). Quant au gaz parfait, intermédiaire entre les deux précé-
dents, c’est un cas limite marginal : l’ajout d’interactions attractives infinitésimales,
si petites soient-elles, déstabilise tout condensat.

5. Nous n’avons discuté dans ce complément que le cas simple de bosons sans spin contenus
dans une boîte. Lorsque les bosons ont accès à plusieurs états quantiques internes, et dans d’autres
géométries, il peut se produire des situations plus compliquées où l’état fondamental est fragmenté
[4].
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Ce complément reprend les calculs du Complément CXV concernant l’étude
d’un ensemble de bosons se trouvant tous dans le même état individuel, afin de
les généraliser au cas où cet état dépend du temps. Nous étudierons les variations
temporelles du vecteur d’état àN particules par une méthode variationnelle du même
type que celle du Complément CXV. Nous obtiendrons ainsi une approximation de
champ moyen dépendant du temps. Ceci nous conduira au § 1 à obtenir une version
dépendante du temps de l’équation de Gross-Pitaevskii, dont nous étudierons un
certain nombre de propriétés, comme les petites oscillations qui mettent en évidence
les phonons de Bogolubov. Au § 2, nous étudierons les lois de conservation locales
qui découlent de cette équation, et qui se prêtent à une analogie hydrodynamique ;
nous discuterons l’apparition d’une longueur de relaxation caractéristique. Enfin,
au § 3, nous montrerons comment l’équation de Gross-Pitaevskii prédit l’existence
d’écoulements métastables et de la superfluidité.

1. Evolution temporelle

Nous supposons que le ket décrivant le système physique des N bosons peut
s’écrire commme dans la relation (7) du Complément CXV :

|̃Ψ〉 = 1√
N !

[
a†θ(t)

]N
|0〉 (1)

mais en considérant que le ket individuel |θ〉 est maintenant une fonction du temps
|θ(t)〉 ; l’opérateur de création dans l’état individuel correspondant est alors un opé-
rateur a†θ(t) dépendant du temps :

a†θ(t) |0〉 = |θ(t)〉 (2)
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Nous supposons que les variations de |θ(t)〉 sont quelconques, mais que le ket reste
normé à tout instant :

〈θ(t) |θ(t)〉 = 1 (3)

Notre but est de trouver les variations temporelles de |θ(t)〉 qui induisent pour |̃Ψ(t)〉
des variations les plus proches possibles de celles données par l’équation de Schrö-
dinger exacte à N particules. Le potentiel à une particule V1 peut maintenant lui
aussi dépendre du temps, et nous l’écrirons V1(t).

1-a. Fonctionnelle variationnelle

Introduisons la fonctionnelle de |Ψ(t)〉 :

S [|Ψ(t)〉] =
{∫ t1

t0

dt 〈Ψ(t)|
[
iℏ
d

dt
−H(t)

]
|Ψ(t)〉

}

+
iℏ

2

[
〈Ψ(t0) |Ψ(t0)〉 − 〈Ψ(t1) |Ψ(t1)〉

]
(4)

On peut montrer que cette fonctionnelle est stationnaire lorsque |Ψ(t)〉 est solution de
l’équation de Schrödinger exacte (la démonstration de cette propriété est explicitée
au § 2 du Complément FXV). Lorsque |Ψ(t)〉 appartient à une famille variationnelle,
rendre la fonctionnelle stationnaire permet donc d’identifier, parmi tous les kets
de la famille, celui qui s’approche le plus de la solution exacte de l’équation de
Schrödinger. Nous allons donc chercher à rendre stationnaire cette fonctionnelle en

prenant pour famille variationnelle l’ensemble des kets |̃Ψ(t)〉 de la forme (1) lorsque
le ket individuel |θ(t)〉 dépend du temps.

Dans cette expression, la condition (3) entraîne que la norme de |̃Ψ(t)〉 reste
constante, de sorte que le second crochet qui suit l’intégrale dans le second membre
de (4) est nul. Il nous faut ensuite évaluer la valeur moyenne de l’hamiltonien H(t),
que de fait nous avons déjà calculée en (34) au Complément CXV :

〈̃Ψ(t)| [H(t)] |̃Ψ(t)〉 =
N 〈θ(t)| [K0 + V1(t)] |θ(t)〉+

N (N − 1)

2
〈θ(t), θ(t)|W2(1, 2) |θ(t), θ(t)〉

(5)

Il ne nous reste plus à calculer que le terme de (4) contenant la dérivée temporelle.
Ce terme contient l’élément de matrice diagonal :

〈̃Ψ(t)|
[
iℏ

d
dt

]
|̃Ψ(t)〉 = iℏ

N !
〈0|
[
aθ(t)

]N N−1∑

k=0

[
a†θ(t)

]k da†θ
dt

[
a†θ(t)

]N−k−1

|0〉 (6)

Lorsque dt est infinitésimal, l’opérateur da†θ/dt est proportionnel à la différence a†θ(t+
dt)−a†θ(t), donc à la différence entre deux opérateurs de création relatifs à deux bases
orthonormées légèrement différentes ; mais, pour des bosons, tous les opérateurs de
création commutent entre eux, quelle que soit la base. Donc, dans chacun des termes
de la somme sur k, on peut ramener l’opérateur dérivé en dernière position, obtenant
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à chaque fois le même résultat quel que soit k ; ainsi, la somme est égale à N fois
l’expression :

1

N !
〈0|
[
aθ(t)

]N [
a†θ(t)

]N−1 da†θ
dt
|0〉 (7)

Mais :
[
aθ(t)

]N−1 [
a†θ(t)

]N
|0〉 = N ! |1 : θ(t)〉 = N !

[
a†θ(t)

]
|0〉 (8)

Reportant le bra associé à cette expression dans (6) multiplié par N , nous obtenons :

〈̃Ψ(t)|
[
iℏ

d
dt

]
|̃Ψ(t)〉 = iℏ N 〈0| aθ(t)

da†θ
dt
|0〉 = N 〈θ(t)|

[
iℏ

d
dt

]
|θ(t)〉 (9)

Regroupant ces résultats, nous obtenons donc :

S
[
|̃Ψ(t)〉

]
= −

∫ t1

t0

dt

{
N 〈θ(t)|

[
[K0 + V1(t)]− iℏ

d
dt

]
|θ(t)〉

+
N (N − 1)

2
〈1 : θ(t); 2 : θ(t)|W2(1, 2) |1 : θ(t); 2 : θ(t)〉

}
(10)

1-b. Calcul variationnel : équation de Gross-Pitaevskii dépendant du temps

Effectuons maintenant une variation infinitésimale de |θ(t)〉 :

|θ(t)〉 ⇒ |θ(t)〉+ eiχ |δθ(t)〉 (11)

afin de trouver les kets |θ(t)〉 qui rendent l’expression précédente stationnaire. Comme
pour la recherche d’un état stationnaire au Complément CXV, nous obtenons des
variations provenant du ket infinitésimal eiχ |δθ(t)〉 et d’autres provenant du bra in-
finitésimal e−iχ 〈δθ(t)| ; mais χ est arbitraire, et le même raisonnement nous permet
de conclure que chacune de ces deux variations doit être nulle. Si nous écrivons donc
seulement celle associée à la variation du bra, nous constatons que la condition de
stationnarité demande que |θ(t)〉 soit égal à une solution de l’équation en |ϕ(t)〉 :

iℏ
d
dt
|ϕ(t)〉 = [K0 + V1(t) + V ϕGP (t)] |ϕ(t)〉 (12)

L’opérateur de champ moyen V ϕGP (t) est défini comme dans les relations (45) et (46)
du Complément CXV par une trace partielle :

V ϕGP (1, t) = (N − 1)Tr2
{
Pϕ(t)(2) W2 (1, 2)

}
(13)

où Pϕ(t) est le projecteur sur le ket |ϕ(t)〉 :

Pϕ(t) = |ϕ(t)〉 〈ϕ(t)| (14)

Ici l’état de la particule 2 sur laquelle on prend la trace dépend du temps, ce qui
explique la dépendance en temps que nous avons ajoutée dans le champ moyen.
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L’équation (12) constitue la forme générale de l’équation de Gross-Pitaevskii dépen-
dant du temps.

Revenons maintenant, comme au § 2 du Complément CXV, au cas simple où
les bosons sont sans spin et interagissent par le potentiel de contact :

W2 (r, r
′) = g δ (r− r′) (15)

La définition (13) du potentiel de Gross-Pitaevskii permet de calculer son effet en
représentation position, comme au Complément CXV. Les mêmes calculs que ceux
des §§ 2-b-β et 2-b-γ de ce complément permettent de montrer que la relation (12)
devient l’équation de Gross-Pitaevskii dépendant du temps (nous supposons que N
est suffisamment grand pour qu’on puisse remplacer N − 1 par N) :

iℏ
∂

∂t
ϕ(r, t) =

[
− ℏ2

2m
∆+ V1(r, t) +Ng |ϕ(r, t)|2

]
ϕ(r, t) (16)

Si l’on norme la fonction d’onde ϕ(r, t) à N :
∫

d3r |ϕ(r, t)|2 = N (17)

l’équation (16) se simplifie en :

iℏ
∂

∂t
ϕ(r, t) =

[
− ℏ2

2m
∆+ V1(r, t) + g |ϕ(r, t)|2

]
ϕ(r, t) (18)

Remarque :

On peut vérifier que cette évolution conserve bien la norme de |ϕ(t)〉, comme le
demande (3). Sans le terme non linéaire de (16), ce serait évident, puisqu’on sait
que la norme est conservée par l’équation de Schrödinger habituelle. Avec le terme
non linéaire, on pourrait reprendre la démonstration, mais nous verrons au § 2-a
que c’est toujours le cas.

1-c. Phonons et spectre de Bogolubov

Toujours pour des bosons sans spin, nous considérons maintenant un système
uniforme et au repos de particules contenues dans une boîte cubique de côté L ;
le potentiel extérieur V1(r) est donc nul dans cette boîte, infini à l’extérieur. Une
première façon de tenir compte de l’effet de ce potentiel est d’imposer des condi-
tions aux limites de nullité de la fonction d’onde sur les parois. Dans beaucoup de
problèmes, il est cependant plus commode de prendre des conditions aux limites
périodiques (Complément CXIV, § 1-c), avec lesquelles la fonction d’onde de l’état
individuel d’énergie la plus basse est simplement une constante dans la boîte. Nous
allons donc considérer un système dans son état fondamental dont la fonction d’onde
de Gross-Pitaevskii est indépendante de r :

ϕ(r, t) = ϕ0(t) =
1

L3/2
e−iµt/ℏ (19)

avec la valeur de µ qui permet de satisfaire l’équation (16) :

µ =
Ng

L3
= gn0 (20)
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où n0 = N/L3 est la densité du système. La comparaison avec la relation (58)
du Complément CXV permet de vérifier que µ est le potentiel chimique dans le
fondamental. Nous supposons dans cette partie que les interactions sont répulsives
(voir Remarque à la page 80) :

g ≥ 0 (21)

α. Propagation des excitations

Nous allons maintenant étudier quelles excitations peuvent se propager dans
ce système physique. Sa fonction d’onde n’est alors plus la fonction d’onde uniforme
dans l’espace (19), et nous allons supposer que :

ϕ(r, t) = ϕ0(r, t) + δϕ(r, t) (22)

où δϕ(r, t) est suffisamment petit pour être traité au premier ordre. Si nous reportons
à cet ordre cette expression dans le second membre de (16), il apparaît dans le terme
d’interaction la quantité du premier ordre :

δ
[
Ng ϕ2(r, t)ϕ∗(r, t)

]
= Ng

[
(2ϕ0δϕ)ϕ

∗
0 + ϕ2

0δϕ
∗]

= gn0

[
2δϕ+ e−2iµt/ℏδϕ∗

]
(23)

Nous obtenons donc à cet ordre :

iℏ
∂

∂t
δϕ(r, t) =

[
− ℏ2

2m
∆+ 2gn0

]
δϕ(r, t) + gn0e

−2iµt/ℏδϕ∗(r, t) (24)

qui montre que l’évolution de δϕ(r, t) est couplée à celle de δϕ∗(r, t). L’équation
complexe conjuguée s’écrit :

iℏ
∂

∂t
δϕ∗(r, t) =

[
ℏ2

2m
∆− 2gn0

]
δϕ∗(r, t)− gn0e2iµt/ℏδϕ(r, t) (25)

Nous pouvons faire disparaître les exponentielles dépendant du temps au se-
cond membre de ces équations en posant :

δϕ(r, t) = δϕ(r, t) e−iµt/ℏ

δϕ∗(r, t) = δϕ
∗
(r, t) eiµt/ℏ

(26)

ce qui nous conduit à une équation différentielle à coefficients constants, qu’il est
commode d’écrire sous forme matricielle :

iℏ
∂

∂t

(
δϕ(r, t)

δϕ
∗
(r, t)

)
=



[
− ℏ

2

2m∆+ gn0

]
gn0

−gn0
[

ℏ
2

2m∆− gn0
]


(
δϕ(r, t)

δϕ
∗
(r, t)

)
(27)

où nous avons utilisé la définition (20) de µ pour remplacer 2gn0 − µ par gn0. Si
maintenant nous recherchons les solutions dont la dépendance spatiale est une onde
plane :

δϕ(r, t) = δ̃ϕ(k, t) eik·r

δϕ
∗
(r, t) = δ̃ϕ

∗
(k, t) e−ik·r

(28)
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l’équation différentielle devient :

iℏ
∂

∂t

(
δ̃ϕ(k, t)

δ̃ϕ
∗
(k, t)

)
=



[
ℏ
2k2

2m + gn0

]
gn0

−gn0
[
−ℏ

2k2

2m − gn0
]


(
δ̃ϕ(k, t)

δ̃ϕ
∗
(k, t)

)
(29)

dont l’équation aux valeurs propres ℏω(k) de la matrice s’écrit :
[
ℏ2k2

2m
+ gn0 − ℏω(k)

] [
−ℏ2k2

2m
− gn0 − ℏω(k)

]
+ (gn0)

2
= 0 (30)

soit :

[ℏω(k)]
2 −

[
ℏ2k2

2m
+ gn0

]2
+ (gn0)

2
= 0 (31)

La solution de cette équation est :

ℏω(k) =

√[
ℏ2k2

2m
+ gn0

]2
− (gn0)

2
=

√
ℏ2k2

2m

[
ℏ2k2

2m
+ 2gn0

]
(32)

(il existe également une solution de valeur opposée, ce qui est naturel puisque nous
calculons en une fois l’évolution de δ̃ϕ(t) et de son complexe conjugué ; pour notre
discussion, nous nous contenterons de prendre en compte les valeurs positives). Si
nous posons :

k0 =
2

ℏ

√
gn0 m (33)

la relation (32) s’écrit :

ω(k) =
ℏ

2m

√
k2 (k2 + k20) (34)

Le spectre donné par (32) est représenté sur la Figure 1, où l’on voit le raccord entre
la région linéaire en k aux basses énergies et la région quadratique à plus haute
énergie ; il est appelé “spectre de Bogolubov” du système de bosons.

β. Discussion

Calculons l’évolution spatiale et temporelle de la densité de particules n (r, t)
lorsque δϕ(r, t) est donné par la relation (28). La relation (27) du Complément CXV

indique que la densité de particules en chaque point r de l’espace est donnée par le
module au carré de la fonction d’onde ϕ(r, t). Au premier ordre en δϕ(r, t), nous
obtenons donc :

n (r, t) =
[
ϕ0(t)e

−iµt/ℏ
]∗

[δϕ(r, t)] + c.c. (35)

(où c.c. signifie “complexe conjugué”) soit, si nous utilisons (26) et (28) :

n (r, t) =
[
ϕ∗
0(t)e

iµt/ℏ
] [
e−iµt/ℏ δ̃ϕ(k, 0) ei[k·r−ω(k)t]

]
+ c.c.

=
1

L3/2

[
δ̃ϕ(k, 0) ei[k·r−ω(k)t] + c.c.

]
(36)
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Figure 1 – Spectre de Bogolubov : variations de la fonction ω(k) de l’équation (32)
en fonction de la variable sans dimension κ = k/k0. Lorsque κ ≪ 1, le spectre est
linéaire, avec une pente qui donne la vitesse du son c ; lorsque κ≫ 1, le spectre est
quadratique, comme pour une particule libre.

Le spectre des excitations que nous avons calculées correspond donc à des ondes de
densité qui se propagent dans le milieu avec une vitesse de phase ω(k)/k.

En l’absence d’interaction (g = k0 = 0), ce spectre est simplement :

ℏω(k) =
ℏ2k2

2m
(37)

qui redonne la relation quadratique habituelle pour une particule libre. Physique-
ment, cela signifie qu’on peut exciter le système de bosons en transférant une parti-
cule de l’état individuel fondamental, de fonction d’onde ϕ0(r) et d’énergie cinétique
nulle, vers n’importe quel état ϕk(r) d’énergie ℏ2k2/2m.

En présence d’interactions, il n’est plus possible de limiter l’excitation à une
seule particule, qui la transmet immédiatement aux autres ; les excitations du sys-
tème sont ce que l’on appelle des “excitations élémentaires”, mettant en jeu un mou-
vement collectif de toutes les particules et des oscillations de la densité du système
de bosons. Ici, nous constatons sur (34) que, si k ≪ k0 :

ω(k) ∼ kc (38)

où c est défini par :

c =
ℏ

2m
k0 =

√
gn0
m

(39)

Ainsi, pour les petites valeurs de k, l’effet des interactions est de remplacer le spectre
quadratique (37) par un spectre linéaire. La vitesse de phase de toutes les excitations
dans ce domaine de valeurs de k est une constante c. On appelle cette constante
“vitesse du son” dans le système de bosons en interaction, par analogie avec un
fluide classique où la relation de dispersion des ondes sonores est linéaire, comme
le prévoit l’équation de Helmholtz ; nous verrons au § 3 que cette quantité c joue
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un rôle important dans les calculs concernant la superfluidité, en particulier ceux de
vitesses critiques. Si, au contraire, k ≫ k0, le spectre devient :

ℏω(k) ∼ℏ2k2

2m
+ gn0 + .. (40)

(les corrections suivantes étant en k20/k
2, k40/k

4, etc.). On retrouve donc à nouveau,
avec une petite correction, le spectre d’une particule libre : si l’on injecte suffi-
samment d’énergie dans l’excitation du système, on arrive à exciter les particules
individuelles presque comme si elles étaient indépendantes. La Figure 1 représente
la variation complète du spectre (32), avec le raccord entre la région linéaire aux
basses énergies et la région quadratique aux grandes énergies.

Remarque :

Comme nous avons supposé en (21) les interactions répulsives, les racines carrées
dans (32) et (39) sont bien définies. Si la constante de couplage g devenait négative,
la vitesse du son c deviendrait imaginaire, et l’on voit sur (32) qu’il en serait de
même des fréquences ω(k) (au moins aux petites valeurs de k). Dans l’équation
d’évolution (29), cela correspondrait à la présence de solutions en exponentielles
réelles croissantes ou décroissantes en fonction du temps, au lieu d’exponentielles
oscillantes. Une exponentielle croissante correspond à une instabilité du système :
nous retrouvons ainsi, comme au § 4-c du Complément CXV, qu’un système de
bosons est rendu instable par toute interaction attractive, si faible soit-elle. Au
§ 4-b du Complément HXV , nous verrons que cette instabilité subsiste lorsque la
température n’est pas nulle. De façon générale, un condensat attractif occupant une
grande région de l’espace tend à s’effondrer sur lui-même en se concentrant dans
une région de plus en plus petite. Cependant, quand il est confiné dans une région
finie (comme cela se produit dans certaines expériences où des atomes froids sont
placés dans un piège magnéto-optique), toute déformation de la fonction d’onde qui
permet d’approcher l’instabilité augmente également l’énergie du gaz ; il apparaît
ainsi une barrière énergétique, de sorte que le système de bosons attractifs condensé
peut rester métastable.

2. Analogie hydrodynamique

Nous reprenons maintenant l’étude de l’évolution temporelle de la fonction
d’onde de Gross-Pitaevskii et des variations de la densité n(r, t), sans supposer
comme au § 1-c que le système de bosons reste très proche de l’équilibre uniforme.
Nous allons voir que l’équation de Gross-Pitaevskii peut être mise sous une forme
semblable à l’équation hydrodynamique décrivant l’évolution d’un fluide. Pour cette
discussion, il sera commode d’adopter la convention (17) où la fonction d’onde de
Gross-Pitaevskii est normalisée au nombre de particules. L’équation (16) devient
alors :

iℏ
∂

∂t
ϕ(r, t) =

[
− ℏ2

2m
∆+ V1(r, t) + gn(r, t)

]
ϕ(r, t) (41)

où la densité locale de particules n(r) est donnée par :

n(r, t) = |ϕ(r, t)|2 (42)
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2-a. Courant de probabilité

Comme :

∂

∂t
n(r, t) = ϕ∗(r, t)

∂

∂t
ϕ(r, t) + ϕ(r, t)

∂

∂t
ϕ∗(r, t) (43)

on peut obtenir la variation temporelle de la densité en multipliant (41) par ϕ∗(r, t),
puis sa complexe conjuguée par ϕ(r, t), et en additionnant les résultats obtenus ; les
termes potentiels en V1(r, t) et gn(r, t) disparaissent alors, et il vient :

∂

∂t
n(r, t) = − ℏ

2mi
[ϕ∗(r, t)∆ϕ(r, t)− ϕ(r, t)∆ϕ∗(r, t)] (44)

Nous pouvons alors introduire un vecteur J(r, t) par :

J(r, t) =
ℏ

2mi
[ϕ∗(r, t)∇ϕ(r, t)− ϕ(r, t)∇ϕ∗(r, t)] (45)

Lorsqu’on calcule la divergence de ce vecteur, les termes en ∇ϕ∗ ·∇ϕ disparaissent,
et ceux qui restent reproduisent le second membre de (44), avec le signe opposé. On
obtient alors l’équation de conservation :

∂

∂t
n(r, t) +∇ · J(r, t) = 0 (46)

Ainsi J(r, t) est le courant de probabilité associé au système de bosons considéré.
Par intégration dans tout l’espace, en utilisant le théorème de la divergence et en
supposant que ϕ(r, t) (donc le courant) s’annule à l’infini, on obtient :

∂

∂t

∫
d3r n(r, t) =

∂

∂t

∫
d3r |ϕ(r, t)|2 = 0 (47)

qui montre, comme annoncé plus haut, que l’équation de Gross-Pitaevskii conserve
la norme de la fonction d’onde décrivant l’ensemble des particules.

Posons maintenant :

ϕ(r, t) =
√
n(r, t) eiα(r,t) (48)

Le gradient de cette fonction s’écrit :

∇ϕ(r, t) = eiα(r,t)
[
∇

√
n(r, t) + i

√
n(r, t)∇α(r, t)

]
(49)

Il vient alors, par substitution dans (45) :

J(r, t) =
ℏ

m
n(r, t)∇α(r, t) (50)

ou, si l’on définit la vitesse locale des particules v(r, t) comme le rapport entre le
courant et la densité :

v(r, t) =
J(r, t)

n(r, t)
=

ℏ

m
∇α(r, t) (51)

On peut ainsi définir un champ de vitesses, similaire au champ de vitesses d’un fluide
en mouvement dans une certaine région de l’espace ; le rotationnel de ce champ de
vitesses est nul en tout point.
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2-b. Evolution de la vitesse

Calculons maintenant la dérivée temporelle de cette vitesse. Si nous dérivons
(48), nous obtenons :

iℏ
∂

∂t
ϕ(r, t) = eiα(r,t)iℏ

∂

∂t

√
n(r, t)− ℏ

√
n(r, t)eiα(r,t)

∂

∂t
α(r, t) (52)

de sorte que nous pouvons isoler la variation temporelle de α(r, t) en prenant la
combinaison :

iℏ

[
ϕ∗(r, t)

∂

∂t
ϕ(r, t)− ϕ(r, t) ∂

∂t
ϕ∗(r, t)

]
= −2ℏ n(r, t) ∂

∂t
α(r, t) (53)

Calculons le membre de gauche de cette relation à partir de l’équation de Gross-
Pitaevskii (18) et de sa complexe conjuguée. La divergence du gradient (49) permet
d’obtenir le laplacien :

∆ϕ(r, t) = ∇ ·∇ϕ(r, t) = eiα(r,t)
[
∆
√
n(r, t) + 2i

(
∇

√
n(r, t)

)
·∇α(r, t)

+i
√
n(r, t)∆α(r, t)−

√
n(r, t) (∇α(r, t))

2
]

(54)

Si nous reportons l’expression de la dérivée temporelle de ϕ(r, t) donnée par l’équa-
tion de Gross-Pitaevskii dans le membre de gauche de (53), nous obtenons alors pour
ce membre de gauche :

− ℏ2

2m
[ϕ∗(r, t)∆ϕ(r, t) + ϕ(r, t)∆ϕ∗(r, t)] + 2 [V1(r, t) + g n(r, t)] |ϕ(r, t)|2

=− ℏ2

2m

[
2
√
n(r, t) ∆

(√
n(r, t)

)
− 2n(r, t) (∇α(r, t))

2
]

+ 2
[
V1(r, t) + g n(r, t)

]
n(r, t) (55)

Nous égalons alors ce résultat au membre de droite de (53), et nous obtenons après
division des deux membres par −2n(r, t) :

ℏ
∂

∂t
α(r, t) =

ℏ2

2m

[
1√
n(r, t)

∆
(√

n(r, t)
)
− (∇α(r, t))

2

]
− [V1(r, t) + g n(r, t)]

(56)

Compte tenu de (51), on arrive ainsi finalement à l’équation d’évolution de la vitesse
v(r, t) :

m
∂

∂t
v(r, t) = −∇

[
V1(r, t) + g n(r, t) +

mv2(r, t)

2
+

ℏ2

2m

1√
n(r, t)

∆
(√

n(r, t)
)]

(57)

Cette équation ressemble à l’équation classique de Newton ; en effet, son second
membre contient la somme de la force correspondant au potentiel extérieur V1(r, t),
auquel s’ajoute le potentiel d’interaction moyenne avec les autres particules gn(r) ;
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le troisième terme dans le gradient est le terme classique de gradient de l’énergie
cinétique 1 (comme dans l’équation de Bernoulli en hydrodynamique classique) ; seul
le dernier terme est de nature purement quantique, comme l’atteste sa dépendance
explicite en ℏ2. Ce terme quantique fait intervenir des dérivées spatiales de n(r, t),
et n’est donc important que si les variations relatives δn/n de la densité se font sur
des distances suffisamment petites (ce terme est par exemple nul si la densité est
uniforme) ; on l’appelle parfois “potentiel quantique”, ou encore “terme de pression
quantique” ou, dans d’autres contextes, “potentiel de Bohm”. Une approximation
couramment utilisée est de supposer que les variations spatiales de n(r, t) sont lentes,
ce qui conduit à ignorer le terme de potentiel quantique ; on aboutit alors à une
approximation dite de Thomas-Fermi.

Nous retrouvons ainsi pour un système de N particules toute une série de
propriétés de la fonction d’onde d’une particule unique, en particulier une vitesse
locale directement proportionnelle au gradient de sa phase 2. Pour finir, la seule
différence est que le potentiel extérieur V1(r, t) est remplacé par sa somme avec
le potentiel local d’interaction gn(r, t), ce qui change peu la forme des équations
mais peut introduire des effets physiques complètement nouveaux du fait de la non-
linéarité ainsi introduite.

3. Ecoulements métastables, superfluidité

Considérons maintenant une situation où un ensemble de bosons répulsifs est
contenu dans une boîte torique de révolution autour de l’axe Oz (Figure 2) ; peu
importe pour notre raisonnement que la section du tore soit circulaire, rectangu-
laire, ou autre ; nous utiliserons des coordonnées cylindriques r, ϕ et z. Dans un
premier temps, nous introduirons des solutions de l’équation de Gross-Pitaevskii qui
correspondent, dans cette géométrie, à des mouvements de rotation autour de Oz
du système physique à l’intérieur de la boîte torique. Puis nous montrerons que ces
états de rotation sont métastables, ne pouvant relaxer vers des états de rotation plus
faible sans franchir une barrière énergétique macroscopique, ce qui explique l’origine
physique de la superfluidité.

3-a. Géométrie torique, quantification de la circulation, vortex

Pour éviter toute confusion avec l’angle azimuthal ϕ, nous notons maintenant
χ la fonction d’onde de Gross-Pitaevskii. L’équation de Gross-Pitaevskii indépen-
dante du temps devient alors (en l’absence de tout autre potentiel que celui des
parois de la boîte) :

− ℏ2

2m

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂χ

∂r

)
+

1

r2
∂2χ

∂ϕ2
+
∂2χ

∂z2

]
+ g |χ(r)|2 χ(r) = µχ(r) (58)

1. C’est un terme de “dérivée totale” (dérivée accompagnant le mouvement de chaque par-
ticule dans un fluide). Un calcul simple d’analyse vectorielle, combiné au fait que le rotationnel
de la vitesse est nul selon (51), montre que ce terme est égal à m (v ·∇)v ; il peut donc être in-
corporé en remplaçant au premier membre de (57) la dérivée partielle ∂/∂t par la dérivée totale

d/dt = ∂/∂t+ v · −→∇ .
2. Le potentiel quantique est également présent pour une particule unique. On constate en

effet qu’il ne disparaît pas dans (57) si l’on annule dans cette relation la constante de couplage
g. Or, pour g = 0, l’équation de Gross-Pitaevskii se réduit à l’équation de Schrödinger standard,
valable pour une particule unique.
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Figure 2 – Un gaz de bosons répulsifs est contenu dans une boîte torique d’axe
Oz. Initialement, on suppose que tous les bosons sont dans un même état quantique
impliquant une rotation autour de cet axe. On montre dans le texte que, pour amortir
cette rotation, le système physique doit franchir une barrière de potentiel provenant
de la répulsion entre particules. Ceci empêche l’amortissement de produire le moindre
effet observable sur toute échelle de temps accessible ; on observe donc un fluide
tournant indéfiniment, et on dit que le système est superfluide.

Cherchons des solutions de la forme :

χl(r) = ul(r, z)e
ilϕ (59)

où l est nécessairement un nombre entier (sinon la fonction d’onde serait multiva-
luée). Une telle solution possède un moment cinétique dont la composante le long
de Oz est bien définie, égale à lℏ par atome. Reportant cette expression dans (58),
nous obtenons alors l’équation en ul(r, z) :

− ℏ2

2m

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂ul(r, z)

∂r

)
+
∂2ul(r, z)

∂z2

]
+

[
g |ul(r, z)|2 +

l2ℏ2

2mr2

]
ul(r, z)

= µ ul(r, z) (60)

qui doit être résolue avec les conditions aux limites imposées par la forme du tore
pour obtenir l’état fondamental (associé à la valeur la plus basse de µ). Le terme en
l2ℏ2/2mr2 correspond simplement à l’énergie cinétique de rotation autour de Oz.
Si le rayon R du tore est très grand devant la dimension de sa section, on peut
avec une bonne approximation remplacer le terme l2/r2 par une constante l2/R2 ;
on voit alors que la même solution de (60) convient pour toutes les valeurs de l à
condition d’augmenter le potentiel chimique de cette constante. Chaque valeur du
moment cinétique donne ainsi lieu à un état fondamental, dont le potentiel chimique
est d’autant plus élevé que l est plus grand. L’équation étant à coefficients réels,
nous supposerons dans toute la suite que les fonctions ul(r, z) sont réelles.

Compte tenu de la forme (59) de la fonction d’onde, dont la phase ne dépend
que de ϕ, l’expression (51) de la vitesse du fluide s’écrit :

v =
1

r

lℏ

m
eϕ (61)
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où eϕ est le vecteur unitaire tangentiel (perpendiculaire à r et à l’axe Oz). Le fluide
tourne donc le long du tube torique à une vitesse proportionnelle à l. Comme v

est un gradient, son intégrale de circulation le long d’un chemin fermé équivalent à
zéro (continûment déformable en un chemin nul) est nulle. Si le circuit fermé fait
un tour dans le tore, le chemin n’est plus équivalent à zéro, et sa circulation peut
être calculée sur un cercle où r et z restent constants, et où ϕ varie de 0 à 2π ; la
longueur du chemin valant 2πr, on obtient :

∫
v · ds = ±l2πℏ

m
(62)

(avec un signe + si le tour est fait dans le sens trigonométrique, et − s’il est fait
dans le sens inverse). Comme l est un nombre entier, la circulation de la vitesse
autour du centre du tore est quantifiée en unités de h/m, ce qui est évidemment
une propriété purement quantique (pour un fluide classique, cette circulation peut
prendre un ensemble continu de valeurs).

Pour simplifier les calculs, nous avons supposé dans ce qui précède que la
rotation du fluide s’effectue en bloc à l’intérieur d’un anneau torique. Mais, bien
évidemment, des déplacements plus complexes du fluide sont également possibles,
mettant en jeu des géométries différentes. Un cas important, et sur lequel nous re-
viendrons plus bas, est celui où la rotation s’effectue autour d’un axe encore parallèle
à Oz, mais qui passe maintenant à l’intérieur du fluide. La fonction d’onde de Gross-
Pitaevskii doit alors s’annuler le long d’une ligne au sein même du fluide, qui contient
dans ce cas une ligne singulière. Il s’ensuit que la phase peut effectuer une rotation
de 2π autour de cette ligne. Cette situation correspond à ce que l’on appelle un
“vortex”, petit tourbillon de rotation du fluide autour de la ligne singulière appelée
“cœur du vortex”. Comme la circulation de la vitesse ne dépend que de la variation
de la phase le long du chemin qui fait le tour du cœur du vortex, la relation de
quantification (62) reste valable. Historiquement, c’est d’ailleurs dans le cadre de
l’étude des vortex dans un superfluide et de la quantification de leur circulation que
l’équation de Gross-Pitaevskii a été introduite.

3-b. Barrière de potentiel répulsive

Un fluide classique en rotation tend toujours à s’immobiliser au bout d’un
certain temps, sous l’effet de la dissipation visqueuse qui se produit aux parois.
Dans un tel processus, l’énergie cinétique macroscopique de rotation d’ensemble du
fluide se dégrade progressivement en de nombreuses excitations à plus petite échelle,
qui finissent par créer un simple échauffement du fluide. On peut alors se demander
si un fluide quantique de bosons répulsifs en rotation, décrit par une fonction d’onde
χl(r), se comporte de même : va-t-il transiter successivement vers l’état χl−1(r), puis
χl−2(r), etc., jusqu’à finir par s’immobiliser dans l’état χ0(r) ?

Nous avons vu au § 4-c du Complément CXV que, pour éviter le coût en énergie
lié à la fragmentation, le système doit rester à tout instant dans un état où toutes les
particules occupent le même état quantique ; ceci justifie l’utilisation de l’équation
de Gross-Pitaevskii (18).
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α. Une géométrie simple

Supposons tout d’abord que la fonction d’onde χ (r, t) passe continûment de
χl(r) à χl′(r) selon :

χ (r, t) = cl (t)χl(r) + cl′ (t)χl′(r) (63)

où cl (t) décroît dans le temps d’une valeur de module 1 vers 0, tandis que cl′ (t) fait
l’inverse. La normalisation impose que, à tout instant t :

|cl (t)|2 + |cl′ (t)|2 = 1 (64)

Dans un tel état, il apparaît une dépendance de la densité numérique n(r, ϕ, z; t)
en fonction de ϕ (alors que ce n’était pas le cas pour aucun des états l ou l′ sé-
parément). En revanche, la dépendance transversale de la densité en fonction des
variables r et z n’est guère affectée 3. En effet, les variations de n(r, ϕ, z; t) sont
données par :

n(r, ϕ, z; t) =
∣∣∣cl (t)ul(r, z)eilϕ + cl′ (t)ul′(r, z)e

il′ϕ
∣∣∣
2

= |cl (t)|2 |ul(r, z)|2 + |cl′ (t)|2 |ul′(r, z)|2

+ cl (t) c
∗
l′ (t)ul(r, z)ul′(r, z)e

i(l−l′)ϕ + c.c. (65)

où c.c. symbolise le complexe conjugué du terme précédent. Les deux premiers termes
sont indépendants de ϕ, et conduisent à une simple moyenne pondérée entre les den-
sités associées à chacun des deux états l et l′. Le dernier terme oscille en fonction
de ϕ avec une amplitude |cl (t)| × |cl′ (t)|, qui n’est nulle que si l’un des deux coef-
ficients cl (t) ou cl′ (t) l’est. Si ϕl est la phase du coefficient cl (t), ce dernier terme
est proportionnel à :

cl (t) c
∗
l′ (t) e

i(l−l′)ϕ + c.c. = 2 |cl (t)| × |cl′ (t)| cos [(l − l′)ϕ+ ϕl − ϕl′ ] (66)

Quelles que soient les phases des deux coefficients cl (t) et cl′ (t), le cosinus oscille
toujours entre −1 et 1 en fonction de ϕ : en ajustant ces phases, on peut certes
déplacer à loisir la valeur de ϕ rendant la densité maximale (ou minimale), mais
ce maximum (et ce minimum) se produisent toujours quelque part sur le cercle. La
superposition d’états introduit donc nécessairement une modulation de la densité.

Evaluons maintenant les conséquences de cette modulation de densité sur
l’énergie d’interaction répulsive interne du fluide. Pour l’énergie d’interaction, comme
en (15) nous utilisons l’approximation du potentiel d’interaction de portée nulle et la
reportons dans l’expression (15) du Complément CXV ; nous obtenons alors, compte
tenu de la normalisation (17) de la fonction d’onde :

〈
Ŵ2

〉
χ
=
g

2

∫
d3r |χ (r, t)|4 =

g

2

∫ ∞

0

dr
∫ 2π

0

dϕ
∫ +∞

−∞
dz [n(r, ϕ, z; t)]

2 (67)

Nous devons maintenant reporter le carré de (65) dans cette expression, ce qui fait
apparaître divers termes. Le premier, en |cl (t)|4, introduit la contribution :

|cl (t)|4
〈
Ŵ2

〉
l

(68)

3. Elle ne l’est pas du tout si nous supposons que les fonctions ul(r, z) et ul′ (r, z) sont égales.
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où
〈
Ŵ2

〉
l

est l’énergie d’interaction pour l’état χl(r) ; le second est le terme sem-

blable pour l′, et le troisième un terme croisé en 2 |cl (t)|2 |cl′ (t)|2. Si, pour simplifier,
nous supposons que les densités associées aux deux états l et l′ sont pratiquement
les mêmes, nous obtenons pour la somme de ces trois termes :

[
|cl (t)|2 + |cl′ (t)|2

]2 〈
Ŵ2

〉
l
=
〈
Ŵ2

〉
l

(69)

Jusqu’ici, la superposition n’a aucun effet sur l’énergie de répulsion interne. Les

termes croisés entre les termes indépendants de ϕ dans (65) et les termes en e±i(l−l
′)ϕ

s’annulent par intégration sur ϕ. Enfin restent les termes croisés en e±i(l−l
′)ϕ ×

e∓i(l−l
′)ϕ, dont l’intégrale sur ϕ conduit à :

2 |cl (t)|2 |cl′ (t)|2 |ul(r, z)|2 |ul′(r, z)|2 (70)

Si, à nouveau, nous supposons que les densités associées aux états l et l′ sont prati-
quement les mêmes, nous obtenons par intégration sur r et z :

2 |cl (t)|2 |cl′ (t)|2
〈
Ŵ2

〉
l

(71)

soit, par somme avec (69) :
〈
Ŵ2

〉
χ
=
[
1 + 2 |cl (t)|2 |cl′ (t)|2

] 〈
Ŵ2

〉
l

(72)

Nous voyons ainsi que la modulation de la densité associée à la superposition
d’états augmente toujours l’énergie de répulsion interne : certes, cette modulation
conduit à une diminution d’énergie dans la région de faible densité, mais également
une augmentation dans la région de haute densité, qui l’emporte sur la diminution
(car l’énergie de répulsion est une fonction quadratique de la densité). L’énergie

interne peut ainsi varier entre
〈
Ŵ2

〉
l
et un maximum de (3/2)

〈
Ŵ2

〉
l
, obtenu lorsque

cl (t) et cl′ (t) sont tous deux égaux à 1/
√
2 en module.

β. Autres géométries, différents canaux de relaxation

Il existe bien d’autres façons dont la fonction d’onde de Gross-Pitaevskii peut
passer d’un état de rotation à un autre : nous n’avons étudié que la géométrie la plus
simple afin d’introduire la notion de barrière de potentiel avec le minimum de calculs,
mais rien n’interdit au fluide de passer par des états intermédiaires de géométries
plus compliquées. Un cas fréquent est celui de la création sur les parois d’un vortex,
petit tourbillon dont nous avons brièvement discuté l’existence à la fin du § 3-a ;
un vortex introduit une rotation de la phase de 2π autour d’une ligne singulière où
s’annule la fonction d’onde. Une fois qu’il est créé, et contrairement à ce qui était
le cas en (62), la circulation de la vitesse dans le fluide n’est plus indépendante du
chemin d’intégration qui fait le tour du tore : elle diffère maintenant de 2πℏ/m selon
le côté du vortex où passe le chemin. De plus, lorsque le vortex se déplace dans le
fluide d’une paroi à l’autre, on montre que la proportion du fluide qui conserve la
circulation initiale diminue en faveur de celle qui a une circulation où le nombre
quantique l a changé d’une unité. Ce déplacement change donc progressivement le
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moment cinétique de rotation ; une fois que le vortex a disparu sur l’autre paroi,
le résultat final est une diminution d’une unité du nombre quantique l associé à la
rotation du fluide.

Le passage continu de vortex d’une paroi à l’autre fournit ainsi un autre “canal
de relaxation” qui permet au moment cinétique du fluide de diminuer. Toutefois, la
création d’un vortex implique nécessairement l’apparition d’une densité non uniforme
du fluide décrite par l’équation de Gross-Pitaevskii (cette densité doit s’annuler au
cœur du vortex). Elle s’accompagne donc comme plus haut d’une augmentation
de l’énergie moyenne de répulsion entre les particules (énergie élastique du fluide).
Il en résulte à nouveau l’existence d’une barrière d’énergie associée au processus
(nous revenons plus en détail sur ce point dans la conclusion). En d’autre termes,
la création et le déplacement de vortex fournissent un autre “canal de relaxation” de
la vitesse du fluide, avec une barrière et donc un temps de relaxation qui lui sont
propres.

Il est clair qu’on peut également imaginer d’autres géométries pour la modi-
fication de l’écoulement du fluide. Chacune d’entre elles est associée à une barrière
de potentiel et donc à une certaine durée de vie. C’est le canal de relaxation de plus
courte durée de vie qui va principalement déterminer l’amortissement de la vitesse,
qui peut dans certains cas prendre un temps énorme (des dizaines d’années ou bien
plus) et justifier ainsi le nom de “superfluide”.

3-c. Vitesse critique, métastabilité de l’écoulement

Pour simplifier, nous allons mener la discussion dans le cadre de la géométrie
simple du § 3-a. Cette discussion se transposerait cependant directement à d’autres
géométries, par exemple à la création de vortex dans le fluide, le changement principal
étant celui de la hauteur de la barrière d’énergie 4.

Dans le cadre de cette géométrie simple, le terme qui joue le rôle de potentiel
dans l’équation (60) est la somme d’un potentiel répulsif g |ul(r, z)|2 et d’une énergie
cinétique de rotation autour de Oz égale à l2ℏ2/2mr2. Dans un état de l donné,
ces deux contributions s’expriment en fonction de deux vitesses. En effet, la relation
(61) permet d’obtenir la vitesse de rotation vl associée à l’état l, qui vaut :

vl =
1

r

lℏ

m
(73)

et l’énergie de rotation s’écrit alors simplement :

〈Erot〉l =
l2ℏ2

2mr2
=

1

2
m (vl)

2 (74)

Quant au terme d’interaction (terme en g au premier membre), nous pouvons l’écrire
sous une forme plus commode en appelant comme plus haut n0 la densité numérique :

n0 = |ul(r, z)|2 (75)

et en y insérant la définition (39) de la vitesse du son c. Il prend alors une forme
analogue à (74) :

gn0 = mc2 (76)

4. Lorsque plusieurs canaux de relaxation sont disponibles, c’est celui associé à la barrière la
plus basse qui va dominer l’évolution.
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Les deux vitesses vl et c permettent donc d’évaluer commodément l’importance
respective des énergies cinétique et potentielle dans un état l.

Comparons maintenant les contributions de ces deux termes, soit dans des
états de l donné, soit dans une superposition (63). Pour rendre la discussion plus
concrète et tracer une figure, utilisons une variable continue ; nous prendrons la
moyenne 〈Jz〉 de la composante du moment cinétique le long de Oz :

〈Jz〉 = lℏ |cl (t)|2 + l′ℏ |cl′ (t)|2 (77)

Cette expression varie continûment entre lℏ et l′ℏ lorsque l’on change le poids relatif
de |cl (t)|2 et |cl′ (t)|2, tout en respectant la relation (64) ; la variable continue :

x = 〈Jz〉 /ℏ (78)

permet donc d’interpoler entre les valeurs discrètes entières de l.
La relation (64) de normalisation de la fonction d’onde (63) permet d’exprimer

x en fonction de |cl (t)|2 :

x = (l − l′) |cl (t)|2 + l′ (79)

La variable x peut être considérée comme une caractérisation du module des deux
composantes d’une fonction d’onde variationnelle (63) ; une seconde variable est né-
cessaire pour définir la phase relative de ses deux coefficients, qui intervient par
exemple dans (66). On peut étudier l’évolution du vecteur d’état au sein de cette fa-
mille variationnelle. Nous nous contenterons cependant d’un raisonnement qualitatif,
pour plusieurs raisons. En premier lieu, il n’est pas aisé de caractériser exactement
le couplage entre le fluide et l’extérieur par un hamiltonien susceptible de changer
son moment cinétique de rotation (par exemple les effets des irrégularités des parois,
qui transfèrent de l’énergie et du moment cinétique au récipient). De plus, l’équation
de Gross-Pitaevskii dépendant du temps est non linéaire, de sorte que sa résolution
précise relève plutôt d’un calcul numérique. C’est pourquoi nous nous limiterons à
discuter de façon qualitative les effets de la barrière de potentiel obtenue au § 3-b,
barrière qui s’oppose d’autant plus efficacement au passage de x = l à x = l′ qu’elle
est élevée. Evaluons donc les variations de l’énergie moyenne en fonction de x.

Pour l’énergie cinétique moyenne de rotation, lorsque x est entier, elle varie
quadratiquement en x comme l’indique (74) ; entre ces valeurs elle s’interpole de la
même façon que (77). En ce qui concerne l’énergie potentielle, nous avons vu qu’une
variation continue de cl (t) et cl′ (t) implique nécessairement une superposition co-
hérente qui ne peut se faire qu’au prix d’une augmentation de l’énergie potentielle
répulsive ; cette dernière est multipliée par 3/2 lorsque les deux coefficients cl (t) et
cl′ (t) sont égaux en module (c’est-à-dire lorsque x prend une valeur entière plus 1/2).
Ainsi, à la variation quadratique d’énergie cinétique de rotation se superpose une
variation d’énergie potentielle oscillante, minimale pour toutes les valeurs entières
de x, mais maximale à mi-chemin entre les deux ; l’amplitude de cette oscillation
est :

gn0
2

=
1

2
mc2 (80)

La Figure 3 représente trois courbes donnant la variation d’énergie du système
en fonction de la valeur moyenne 〈Jz〉. La plus basse, en pointillés, correspond à
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une superposition de l’état l avec l’état l′ = l − 1, dans un cas où la constante
de couplage g est très petite (interactions très faibles, gaz presque parfait). Selon
(39), la vitesse du son est également très faible, de sorte qu’on se trouve dans le
cas c ≪ vl ; la comparaison entre (74) et (80) montre alors que la contribution de
l’énergie potentielle est négligeable devant la variation d’énergie cinétique de rotation
entre les deux états. Il en découle que la modulation de la courbe de la figure 3 est
à peine perceptible, de sorte que la courbe ne possède alors qu’un seul minimum
en x = 0 : quel que soit l’état de rotation initial, aucune barrière de potentiel
n’empêche la vitesse de rotation du fluide de relaxer vers zéro (par exemple sous
l’effet des interactions avec des irrégularités des parois contenant le fluide).

Les deux autres courbes correspondent à un cas où g est bien plus grand,
donc selon (39) c bien plus élevé ; il existe alors plusieurs valeurs de l pour lesquelles
vl est petit devant c. La courbe en tiretés correspond, comme la précédente, à une
superposition entre les deux états l = 1 et l′ = l − 1 ; celle en traits pleins (pour la
même valeur de g) à une superposition des l = 3 et l′ = 0, correspondant au cas
où le système passe directement de l’état l = 3 à l’état fondamental de la rotation
dans le tore l′ = 0. On remarque immédiatement que c’est cette dernière courbe qui
présente la barrière la plus basse depuis l = 3 (cercle sur la figure) ; c’est naturel
puisque c’est elle qui implique la plus grande variation d’énergie cinétique, allant en
sens opposé à la variation d’énergie potentielle. C’est donc le passage direct de l = 3
à l′ = 0 qui va déterminer la possibilité (ou non) pour le système de relaxer vers un
état de rotation plus lente. A nouveau, nous utilisons (74) et (80) pour comparer
la variation d’énergie cinétique et la hauteur de la barrière de potentiel répulsif.
Tous les états l de vitesses vl très supérieures à c ont une énergie cinétique excédant
largement la hauteur du maximum d’énergie potentielle moyenne, ce qui empêche
l’apparition d’une barrière. En revanche, tous les états l de vitesse vl très inférieure
à c ne peuvent diminuer leur état de rotation sans franchir une barrière de potentiel.

Entre ces deux cas extrêmes, il existe donc (pour g donné) une valeur “critique”
de lc correspondant à l’apparition de la barrière ; il lui correspond une “vitesse cri-
tique” vc = lcℏ/mr, de l’ordre de la vitesse du son c, fixant la valeur maximale de
vl pour laquelle cette barrière de potentiel existe. Si la vitesse de rotation du fluide
dans le tore est supérieure à vc, le liquide peut ralentir sa rotation sans franchir de
barrière, et la dissipation se produit comme dans un liquide visqueux ordinaire – on
dit alors que c’est un fluide “normal”. En revanche, si la vitesse du fluide est inférieure
à la vitesse critique, le système physique doit nécessairement franchir une barrière
de potentiel pour aller continûment vers l = 0. Or cette barrière est macroscopique,
puisqu’elle résulte de la répulsion entre toutes les particules et leurs voisines. Certes,
en principe toute barrière peut être franchie, soit par excitation thermique, soit par
effet tunnel quantique. Cependant, le temps requis pour ce passage peut prendre
une valeur gigantesque : d’une part, il est très peu probable qu’une fluctuation ther-
mique atteigne une valeur d’énergie macroscopique ; d’autre part, la probabilité d’un
effet tunnel quantique décroît exponentiellement lorsque la hauteur de la barrière
augmente, et devient très faible s’il s’agit du passage tunnel d’un objet macrosco-
pique. Les temps de relaxation de la vitesse du fluide peuvent donc atteindre des
valeurs extrêmement grandes, de sorte qu’à échelle humaine on peut considérer que
la rotation dure indéfiniment. Ce phénomène porte le nom de “superfluidité”.
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Figure 3 – Représentation de l’énergie d’un système de bosons répulsifs en rotation
et dans une superposition cohérente de l’état l et de l’état l′, en fonction du mo-
ment cinétique moyen 〈Jz〉 du système exprimé en unités de ℏ. La courbe basse en
pointillés correspond au cas l′ = l − 1 et où la constante d’interaction g est faible
(gaz presque parfait) ; l’énergie potentielle est alors négligeable de sorte que l’énergie
totale a l’allure représentée, avec un seul minimum en 〈Jz〉 = 0. Il s’ensuit que, quel
que soit l’état initial de rotation du fluide, il va relaxer vers un état immobile l = 0
sans franchir aucune barrière de potentiel, et donc dissiper son énergie cinétique de
rotation ; il se comporte en fluide normal. Les deux autres courbes représentent une
situation où g est plus grand – donc selon (39) où c est bien plus élevé ; la courbe en
tiretés correspond toujours à une superposition des états de rotation l et l′ = l − 1,
et la courbe en trait plein à la superposition directe de l’état l = 3 (représenté par un
cercle sur la figure) avec l’état fondamental l′ = 0. C’est la courbe en trait plein qui
présente la barrière la moins haute ; c’est donc elle qui détermine la métastabilité de
l’écoulement.
Les états l présentant un minimum de potentiel sont d’autant plus nombreux que la
constante de couplage g est plus grande. Ce sont ceux dont la vitesse d’écoulement
dans le tore est inférieure à la vitesse critique ; pour passer de l’état de rotation
l = 1 à celui au repos l = 0, le système doit alors franchir une barrière de potentiel
macroscopique, ce qu’il ne peut faire qu’avec une probabilité tellement faible qu’on
peut la considérer comme nulle. Le courant de rotation est alors permanent, pouvant
durer des années, et on dit que le système est superfluide. En revanche, les états de
l encore plus élevés pour lesquels la courbe n’a aucun minimum correspondent à un
fluide normal, dont la rotation peut ralentir sous l’effet de la viscosité (dissipation
de l’énergie cinétique en chaleur).
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3-d. Généralisation ; aspect topologique

Notre raisonnement est resté qualitatif pour plusieurs raisons. En premier lieu,
il montre l’existence d’une vitesse critique vc dans le fluide, de l’ordre de c, mais ne
donne pas précisément sa valeur ; pour ce faire, il faudrait étudier plus en détail la
forme des courbes de potentiel telles que celles de la figure 3, et obtenir la valeur
exacte des paramètres pour laquelle la barrière de potentiel apparaît ou disparaît.
De plus, et comme nous l’avons déjà noté, il faudrait prendre en compte d’autres
déformations possibles de la fonction d’onde ; il n’existe aucune raison particulière
de se limiter, comme nous l’avons fait, à des géométries simples décrites par la seule
variable ϕ. Il peut en effet se produire des situations variées, comme la création de
vortex, ou de façon générale des processus plus compliqués qui demanderaient une
étude plus élaborée sur le plan mathématique que celle que nous avons présentée.
En d’autres termes, il faudrait prendre en compte l’existence d’autre canaux de
relaxation du fluide en mouvement vers le repos, et rechercher quel est celui qui
conduit à la barrière la plus faible – donc celui qui détermine la durée de vie de
l’écoulement superfluide.

Il existe cependant une façon plus générale de raisonner qui permet de voir
que l’essentiel de nos conclusions n’est pas limité au cas particulier que nous avons
étudié. Ce raisonnement se base sur les propriétés topologiques de la phase de la
fonction d’onde. En effet, lorsque la phase augmente de 2lπ lors d’un tour dans le
tore, il s’agit d’une propriété topologique caractérisée par un nombre d’enroulement
l, nombre entier qui ne peut varier continûment. C’est pourquoi, tant que la phase
reste bien définie en tout point – c’est-à-dire tant que la fonction d’onde ne s’annule
pas – il est impossible de passer continûment de l à l± 1. C’est d’ailleurs ce que l’on
vérifie sur l’exemple particulier de la fonction d’onde (63) : lorsque cl (t) décroît dans
le temps d’une valeur de module 1 vers 0, tandis que cl′ (t) fait l’inverse, il faut né-
cessairement passer par une situation où la fonction d’onde s’annule par interférence
dans un plan défini par une valeur de ϕ ; la phase de la fonction d’onde n’est pas
définie dans ce plan, et effectue un saut discontinu lors de la traversée de ce plan. Or
l’annulation de la fonction d’onde commune à un grand nombre de bosons condensés
signifie l’annulation de la densité en ce point, qui se traduit automatiquement par
une augmentation en d’autres points de l’espace. Cette variation spatiale de densité
entraîne nécessairement une augmentation de l’énergie, du fait de la compressibilité
finie du fluide : comme au § 3-b, l’augmentation de l’énergie dans les régions de forte
densité surpasse la diminution dans celles de basse densité. Il existe en conséquence
une barrière énergétique qui s’oppose au changement du nombre d’enroulement l
de la phase. Il faut alors comparer la variation de l’énergie cinétique à la hauteur
de cette barrière de potentiel. Comme plus haut, on trouve alors qu’un changement
radical du régime d’écoulement se produit selon que la vitesse du fluide prend une
valeur inférieure ou supérieure à une certaine vitesse critique vc : dans le premier
cas, la superfluidité permet un écoulement sans dissipation qui dure presque indé-
finiment ; dans le second, aucun argument énergétique ne s’oppose à l’apparition
d’une dissipation, et la rotation se ralentit progressivement comme dans un liquide
ordinaire.

L’idée essentielle à retenir est donc que ce sont les interactions répulsives qui
sont à l’origine de la superfluidité, et ceci pour deux raisons. La première raison est la
présence de cette barrière énergétique qui induit la métastabilité. Le seconde, peut-
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être plus essentielle encore, est que les effets de la répulsion entre bosons tendent
constamment à mettre toutes les particules du fluide dans le même état quantique –
cf. § 4.c du Complément CXV ; sans cette propriété, nous n’aurions pas pu caractériser
les états intermédiaires de rotation aussi simplement que par la fonction d’onde (63).
L’existence de cette fonction d’onde implique que le fluide quantique n’a accès qu’à
un nombre d’états extrêmement limité par rapport à une situation où les particules ne
seraient pas identiques ; il ne peut alors pas dissiper son énergie cinétique en chaleur,
comme le ferait un fluide classique, et maintient donc sa rotation pendant des temps
tellement longs qu’un ralentissement devient en pratique totalement inobservable.
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Introduction

Le calcul des niveaux d’énergie d’un système de N électrons interagissant
entre eux par la force de Coulomb et placés dans un potentiel extérieur V1(r) est
un problème très important en physique et en chimie. Il se pose pour déterminer
les niveaux d’énergie des atomes (cas où le potentiel extérieur auquel sont soumis
les électrons 1 est constitué par le potentiel coulombien du noyau −Zq2/4πε0r),
mais aussi des molécules, des électrons dans un solide (où ils sont soumis à un
potentiel périodique), dans un agrégat ou un nanocristal, etc. C’est un problème où
deux ingrédients jouent simultanément un rôle essentiel : le caractère fermionique
des électrons, qui leur interdit d’occuper le même état individuel, et les effets de
leurs interactions mutuelles. Si l’on pouvait ignorer la répulsion coulombienne entre
électrons, le calcul deviendrait alors relativement simple, et rappellerait celui du § 1
du Complément CXIV concernant des fermions libres dans une boîte ; il suffirait de
remplacer les états individuels des ondes planes libres par les états propres d’énergie
d’une particule unique se déplaçant dans le potentiel V1(r). Ceci demanderait la
résolution d’une équation de Schrödinger à 3 dimensions, ce qui est accessible avec
une très bonne précision, même si ce n’est pas toujours possible analytiquement.

Mais, que ce soit dans les atomes ou les solides, la répulsion entre électrons
joue un rôle essentiel : l’oublier conduirait par exemple à conclure que la taille des
atomes diminue quand Z augmente sous l’effet de l’attraction du noyau, alors que

1. Nous nous plaçons dans l’approximation où le rapport entre la masse du noyau et celle d’un
électron est considéré comme infini. On peut alors étudier le système électronique en considérant
la position du noyau comme fixe et placée à l’origine.

95



COMPLÉMENT EXV •

c’est l’inverse qui est vrai 2 ! Lorsque N particules interagissent, un calcul exact
demanderait de résoudre une équation de Schrödinger dans un espace de dimension
3N , même sans tenir compte du spin ; or c’est impossible lorsque N devient grand,
même avec des ordinateurs très puissants. Il faut donc recourir à des méthodes
d’approximation, dont la plus courante est la méthode de Hartree-Fock, qui ramène
le problème à la solution d’une série d’équations à 3 dimensions ; c’est elle que nous
exposons dans ce complément, où nous supposons que les particules étudiées sont
des fermions.

La méthode de Hartree-Fock est basée sur l’approximation variationnelle (Com-
plément EXI), c’est-à-dire sur le choix d’une famille d’essai de vecteurs d’état parmi
lesquels on sélectionne celui qui minimise l’énergie moyenne ; la famille choisie est
celle de tous les états de Fock possibles décrivant l’ensemble des N fermions. Cette
approche permet d’introduire et de calculer le champ moyen “autocohérent” dans le-
quel se déplace chacun des électrons, compte tenu de la répulsion introduite par les
autres électrons, et de justifier la méthode du champ central discutée au Complément
AXIV. La méthode s’applique, non seulement à l’état fondamental, mais également
à tous les états stationnaires des atomes. Elle peut se généraliser à de nombreux
autres cas, par exemple aux molécules, ou encore au calcul de l’état fondamental et
des états excités des noyaux, qui sont des systèmes liés de protons et de neutrons.

Ce complément présente la méthode de Hartree-Fock en deux temps, en com-
mençant au § 1 par une approche simple en termes de fonctions d’onde, puis en
la généralisant au § 2 en notations de Dirac et en termes de projecteurs ; le lec-
teur pourra, selon sa préférence, passer par les deux étapes ou aller directement à
la seconde. Dans le § 1, nous supposons les particules sans spin, ce qui permet de
discuter les idées physiques principales et d’introduire la notion de champ moyen
avec un minimum de complications. Dans le § 2, nous prenons un point de vue plus
général qui permet de préciser un certain nombre de points et d’introduire la notion
d’hamiltonien effectif de Hartree-Fock à une particule, avec ou sans spin ; avec cet
hamiltonien, l’interaction avec les autres particules est traitée par un opérateur de
champ moyen. Pour plus de détails sur les méthodes de Hartree-Fock, et en particu-
lier leurs relations avec le théorème de Wick, le lecteur pourra consulter les Chapitres
7 et 8 de la référence [5].

1. Les bases de la méthode

Commençons par exposer les bases de la méthode de Hartree-Fock dans un cas
simple, celui où les particules sont sans spin (ou toutes dans le même état individuel
de spin), de sorte qu’un nombre quantique de spin n’est pas nécessaire pour définir
un état quantique individuel ; il suffit de spécifier une fonction d’onde. Dans ce cadre,
nous commençons par introduire les notations et définir la famille d’essai des vecteurs
d’état à N particules.

2. Le principe d’exclusion de Pauli ne suffit pas à expliquer que la dimension des atomes
augmente avec le numéro atomique Z. On peut évaluer la taille approximative d’un atome hypo-
thétique dont les électrons n’interagiraient pas (on considère que la taille de l’atome est celle de
l’orbite la plus externe occupée par un des électrons). Le rayon de Bohr a0 varie en 1/Z, alors que la
valeur la plus élevée du nombre quantique principal n des états occupés varie approximativement
en Z1/3. La taille n2a0 en question varie donc à peu près comme Z−1/3.
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1-a. Famille d’essai et hamiltonien

Nous prenons comme famille d’essai pour l’état du système à N fermions
l’ensemble de ceux qui peuvent s’écrire sous la forme :

|̃Ψ〉 = a†θ1a
†
θ2
... a†θN |0〉 (1)

où a†θ1 , a
†
θ2

,..., a†θN sont les opérateurs de création associés à une série d’états indivi-
duels |θ1〉, |θ2〉, ...|θN 〉, normés et tous orthogonaux entre eux (donc tous distincts) ;

l’état |̃Ψ〉 est alors normé à 1. Cette série d’états individuels est pour l’instant arbi-
traire ; le but du calcul variationnel qui va suivre est précisément de la déterminer.

Pour des particules sans spin, la fonction d’onde correspondante Ψ̃(r1, r2, ..rN )
s’écrit alors sous la forme d’un déterminant de Slater (Chapitre XIV, § C.3.c.β) :

Ψ̃(r1, r2, ..rN ) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣

θ1(r1) θ2(r1) .. θN (r1)
θ1(r2) θ2(r2) .. θN (r2)
.. .. .. ..

θ1(rN ) θ2(rN ) .. θN (rN )

∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)

L’hamiltonien du système est la somme de l’énergie cinétique, de l’énergie
potentielle à un corps, et de l’énergie d’interaction :

Ĥ = Ĥ0 + V̂ext + Ŵint (3)

Le premier terme, Ĥ0, est l’opérateur associé à l’énergie cinétique des fermions,
somme des énergies cinétiques individuelles :

Ĥ0 =
N∑

q=1

(Pq)
2

2m
(4)

où m est la masse des particules et Pq l’opérateur impulsion de la q-ième particule.
Le second, V̂ext, est l’opérateur associé à leur énergie dans un potentiel extérieur
appliqué V1 :

V̂ext =

N∑

q=1

V1(Rq) (5)

où Rq est l’opérateur position de la q-ième particule. Pour des électrons de charge
électronique qe subissant le potentiel coulombien attractif d’un noyau de charge−Zqe
placé à l’origine (Z est le numéro atomique du noyau), ce potentiel est le potentiel
attractif :

V1(r) = −
Zq2e
4πε0

1

|r| (6)

où ε0 est la permittivité du vide. Enfin, Ŵint correspond à leur énergie d’interaction
mutuelle :

Ŵint =
1

2

∑

q 6=q′
W2(Rq,Rq′) (7)
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Pour des électrons, la fonctionW2 est donnée par l’interaction répulsive de Coulomb :

W2(r, r
′) =

q2e
4πε0

1

|r− r′| (8)

Les expressions données ci-dessus ne sont que des exemples ; comme mentionné plus
haut, la méthode de Hartree-Fock ne se limite pas au calcul des niveaux d’énergie
électronique dans un atome.

1-b. Valeur moyenne de l’énergie

Puisque l’état (1) est normé, l’énergie moyenne dans cet état est donnée par :

Ẽ = 〈̃Ψ|Ĥ |̃Ψ〉 (9)

Nous évaluons successivement la contribution des trois termes de (3), afin d’obtenir
une expression sur laquelle nous pourrons ensuite effectuer des variations.

α. Energie cinétique

Introduisons une base orthonormée complète {|θs〉} de l’espace des états à une
particule en complétant la suite des états |θi〉 (i = 1, 2, ..., N) par d’autres états
orthonormés ; l’indice s court donc de 1 à D, dimension de cet espace (D peut être
infini). Ceci permet de développer Ĥ0 selon la relation (B-12) du Chapitre XV :

Ĥ0 =
∑

r,s

〈θr|
P2

2m
|θs〉 a†θraθs (10)

où les deux sommes sur r et s courent entre 1 et D. Donc la valeur moyenne dans
|̃Ψ〉 de l’énergie cinétique s’écrit :

〈
Ĥ0

〉
=
∑

r,s

〈θr|
P2

2m
|θs〉 〈0| aθN ... aθ2aθ1

(
a†θraθs

)
a†θ1a

†
θ2
... a†θN |0〉 (11)

qui contient le produit scalaire du ket :
(
aθs

)
a†θ1a

†
θ2
... a†θN |0〉 =

(
aθs

)
|θ1, θ2, ... , θN 〉 (12)

par le bra :

〈0| aθN ... aθ2aθ1
(
a†θr

)
= 〈θ1, θ2, ... , θN |

(
a†θr

)
(13)

Mais, dans le ket, l’action de l’opérateur de destruction aθs donne zéro s’il n’agit
pas sur un ket où l’état individuel est déjà peuplé ; le résultat n’est donc non nul
que si l’état |θs〉 figure dans la série des N états |θ1〉, |θ2〉, ...|θN 〉. Par conjugaison
hermitique de (13), on voit qu’il faut également qu’il en soit de même pour l’état
|θr〉, qui doit figurer dans la même liste. De plus, si r 6= s les résultats obtenus
sont des kets avec des nombres d’occupation différents, et sont alors orthogonaux ;
ce n’est que si r = s qu’on peut obtenir un produit scalaire différent de zéro, cas
auquel le résultat est simplement 1. Pour le voir, il faut amener en tête l’état |θr〉
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à la fois dans le bra et dans le ket ; ceci demande, soit deux transpositions dont les
changements de signe se compensent, soit aucune si l’état |θr〉 était déjà en tête ; une
fois l’action des opérateurs effectuée, le bra et le ket correspondent alors exactement
aux mêmes états occupés, et leur produit scalaire est 1. On obtient pour finir :

〈
Ĥ0

〉
=

N∑

i=1

〈θi|
P2

2m
|θi〉 (14)

La valeur moyenne de l’énergie cinétique est donc simplement la somme des valeurs
moyennes de l’énergie cinétique dans chacun des états |θi〉 occupés.

Pour des particules sans spin, l’effet de l’opérateur d’énergie cinétique se tra-
duit en termes de fonctions d’onde individuelles par l’opérateur différentiel−~2∆/2m.
On a donc également :

〈
Ĥ0

〉
= − ℏ2

2m

∫
d3r

N∑

i=1

θ∗i (r) ∆θi(r) (15)

β. Energie potentielle

Pour la valeur moyenne de l’énergie potentielle V̂1, le calcul est semblable à
celui de l’énergie cinétique, puisqu’il s’agit encore d’un opérateur à une particule.
On trouve ainsi :

〈
V̂ext

〉
=

N∑

i=1

〈θi|V1(R) |θi〉 (16)

soit, pour des particules sans spin :

〈
V̂ext

〉
=

∫
d3r V1(r)

N∑

i=1

|θi(r)|2 (17)

On obtient à nouveau simplement la somme des valeurs moyennes associées aux états
individuels occupés.

γ. Energie d’interaction

Le calcul de la valeur moyenne dans |̃Ψ〉 de l’énergie d’interaction Ŵ2 a déjà
été effectué au § C-5 du Chapitre XV. Dans les égalités (C-28) ainsi que (C-32)
à (C-34) de ce chapitre, il suffit de remplacer les ni par 1 pour tous les états |θi〉
occupés, par zéro pour les autres, et de changer les fonctions d’onde ui(r) en θi(r),
de sorte que :
〈
Ŵint

〉
= 〈̃Ψ|Ŵint |̃Ψ〉 =

1

2

∫
d3r

∫
d3r′ W2(r, r

′)

×
N∑

i,j=1

[
|θi(r)|2 |θj(r′)|2 − θ∗i (r)θ∗j (r′)θi(r′)θj(r)

] (18)

Nous avons supprimé la contrainte i 6= j, qui est inutile puisque les termes i = j
s’annulent. La seconde ligne de cette équation contient la somme du terme direct et
du terme d’échange.
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Nous pouvons écrire ce résultat de façon plus concise en introduisant le pro-
jecteur PN sur le sous-espace EN engendré par les N kets |θi〉 :

PN =

N∑

i=1

|θi〉 〈θi| (19)

dont les éléments de matrice sont :

〈r|PN |r′〉 =
N∑

i=1

θi(r)θ
∗
i (r

′) (20)

Il vient alors :
〈
Ŵint

〉
=

1

2

∫
d3r

∫
d3r′ W2(r, r

′)
[
〈r|PN |r〉 〈r′|PN |r′〉 − 〈r|PN |r′〉 〈r′|PN |r〉

]
(21)

Remarque :
Les éléments de matrice de PN sont égaux à la fonction de corrélation spatiale
non diagonale G1(r, r

′), qui sera définie au Chapitre XVI (§ B-3-a). Cette fonction
de corrélation s’exprime en fonction de l’opérateur champ Ψ(r) comme la valeur
moyenne :

G1(r, r
′) =

〈
Ψ†(r)Ψ(r′)

〉
(22)

En effet, pour un système de N fermions dans les états |θ1〉, |θ2〉, .., |θN 〉, on a :

G1(r, r
′) = 〈θ1, θ2, .., θN |Ψ†(r)Ψ(r′) |θ1, θ2, .., θN 〉

=
∑

i,j 〈θ1, θ2, .., θN |
[
θ∗i (r)a

†
i

] [
θj(r

′)aj
]
|θ1, θ2, .., θN 〉 =

∑N
i=1 θ

∗
i (r)θi(r

′)

(23)

On peut alors porter cette relation dans (18) et obtenir :

〈
Ŵint

〉
=

1

2

∫
d3r

∫
d3r′ W2(r, r

′)
[
G1(r, r)G1(r

′, r′)−G1(r, r
′)G1(r

′, r)
]

(24)

La comparaison avec la relation (C-28) du Chapitre XV, qui donne la même valeur
moyenne, indique que le crochet du second membre contient la fonction de corréla-
tion à deux particules G2(r, r

′). Pour un état de Fock, cette dernière se ramène donc
à deux produits de fonctions de corrélation (22) à une particule et à deux points :

G2(r, r
′) = G1(r, r)G1(r

′, r′)−G1(r, r
′)G1(r

′, r) (25)

1-c. Optimisation de la fonction d’onde variationnelle

Nous devons maintenant faire varier |̃Ψ〉 afin de chercher les conditions qui
rendent stationnaire l’énergie totale Ẽ :

Ẽ =
〈
Ĥ0

〉
+
〈
V̂ext

〉
+
〈
Ŵint

〉
(26)
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où les trois termes de cette somme sont donnés par (15), (16) et (18). Pour cela,
nous allons effectuer une variation de l’un des kets |θk〉, avec k quelconque choisi
entre 1 et N :

|θk〉 ⇒ |θk〉+ |δθk〉 (27)

soit, en termes de fonction d’onde individuelle :

θk(r)⇒ θk(r) + δθk(r) (28)

Il en découle les variations suivantes :

δ
〈
Ĥ0

〉
=
−ℏ2
2m

∫
d3r [δθ∗k(r) ∆θk(r) + θ∗k(r) ∆δθk(r)] (29)

ainsi que :

δ
〈
V̂ext

〉
=

∫
d3r V1(r) [δθ

∗
k(r) θk(r) + θ∗k(r) δθk(r)] (30)

Pour la variation de
〈
Ŵint

〉
, il faut prendre en compte dans (18) deux contributions :

celle des termes i = k, et celle des termes j = k. Mais elles sont en fait égales
puisqu’elles ne diffèrent que par la notation d’un indice muet. Le facteur 1/2 disparaît
donc, et l’on obtient :

δ
〈
Ŵint

〉
=

∫
d3r

∫
d3r′ W2(r, r

′)
N∑

j=1

[[
δθ∗k(r)θk(r) + θ∗k(r)δθk(r)

]
|θj(r′)|2

−δθ∗k(r)θ∗j (r′)θk(r′)θj(r)− θ∗k(r)θ∗j (r′)δθk(r′)θj(r)
]

(31)

La variation de Ẽ est simplement la somme de (29), (30) et (31).
Considérons maintenant les variations δθk qui s’écrivent :

δθk(r) = δε eiχθl(r) avec l > N (32)

(où δε est un infiniment petit du premier ordre). Ces variations sont proportionnelles
à l’une des fonctions d’onde des états non occupés complétant la base orthonormée
des états occupés ; la phase χ est un paramètre arbitraire. Au premier ordre, une
telle variation ne change, ni la norme de |θk〉, ni son produit scalaire avec tous les
états occupés l ≤ N ; elle est donc compatible avec le fait que la base des états
occupés reste orthonormée, comme nous l’avons supposé. La variation de l’énergie
au premier ordre δẼ est obtenue en insérant δθk ainsi que son complexe conjugué
δθ∗k dans (29), (30) et (31) ; on obtient alors des termes en eiχ dans le premier cas,
en e−iχ dans le second. Mais, si Ẽ est stationnaire, sa variation doit être nulle au
premier ordre quel que soit χ ; or, lorsque χ est quelconque, la somme d’un terme en
eiχ et d’un autre e−iχ ne peut rester toujours nulle que si chacun des termes reste
lui aussi nul. Il en découle que, pour écrire des conditions de stationnarité, on peut
annuler δẼ en considérant les variations en δθk et δθ∗k comme indépendantes. En ne
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retenant que les termes en δθ∗k, on obtient la condition de stationnarité de l’énergie
variationnelle :

∫
d3r δθ∗k(r)




−ℏ2
2m

∆θk(r) + V1(r)θk(r)

+

∫
d3r′ W2(r, r

′)
N∑

j=1

[
θk(r) |θj(r′)|2 − θ∗j (r′)θk(r′)θj(r)

]


 = 0 (33)

soit, compte tenu de (20) :

∫
d3r δθ∗k(r)

{−ℏ2
2m

∆θk(r) + V1(r)θk(r)

+

∫
d3r′ W2(r, r

′) [〈r′|PN |r′〉 θk(r)− 〈r|PN |r′〉 θk(r′)]
}

= 0
(34)

Cette relation peut encore s’écrire :
∫

d3r δθ∗k(r) D [θk(r)] = 0 (35)

où l’opérateur intégro-différentiel D est défini par son action sur une fonction quel-
conque θ(r) :

D [θ(r)] =

{−ℏ2
2m

∆+ V1(r) +

∫
d3r′ W2(r, r

′) 〈r′|PN |r′〉
}
θ(r)

−
∫

d3r′ W2(r, r
′) 〈r|PN |r′〉 θ(r′) (36)

Cet opérateur dépend de la fonction de corrélation spatiale diagonale 〈r′|PN |r′〉 et
non diagonale 〈r|PN |r′〉 associée à l’ensemble des états occupés par les N fermions.

Ainsi, la relation (35) indique que l’effet sur la fonction θk(r) de l’opérateur
différentiel D conduit à une fonction qui est orthogonale à toutes les fonctions θl(r)
pour l > N . Il en découle que la fonction D [θk(r)] n’a de composante que sur les
fonctions d’onde des états occupés, dont elle est nécessairement une combinaison
linéaire. Ainsi, la stationnarité de l’énergie Ẽ impose une condition simple : l’inva-
riance sous l’effet de l’opérateur intégro-différentiel D de l’espace vectoriel FN de
dimension N engendré par toutes les combinaisons linéaires des fonctions θi(r) avec
i = 1, 2, ...N .

Remarque :

On peut se demander pourquoi nous nous sommes limités aux variations δθk écrites
en (32), proportionnelles aux états individuels non occupés. La raison en apparaîtra
plus clairement au § 2, où l’utilisation d’une méthode plus générale permet de voir
directement quelles sont les variations de chacun des états individuels qu’il est réel-
lement utile de considérer (voir en particulier la discussion à la fin du § 2-a). Nous
pouvons cependant remarquer dès ici que le choix d’une variation δθk proportion-
nelle à la même fonction d’onde θk(r) aurait pour seul effet de changer la norme
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ou la phase de cette fonction d’onde ; ceci n’a aucun impact sur l’état quantique
associé (de plus, un changement de norme serait incompatible avec nos hypothèses,
puisque dans le calcul des valeurs moyennes nous avons supposé que tous les états
individuels restent normés). Si l’état ne change pas, l’énergie Ẽ ne peut que rester
constante, de sorte qu’écrire une condition de stationnarité devient sans objet. De
même, donner à θk(r) une variation proportionnelle à une autre fonction d’onde
occupée θl(r) (où l est compris entre 1 et N) est tout aussi inutile. En effet, dans
cette opération l’opérateur de création a†k acquiert une composante sur a†l (Chapitre
XV, § A-6), mais cela ne modifie pas le vecteur d’état (1) : ce dernier acquiert ainsi
une composante où apparaît le carré d’un d’opérateur de création, qui est nul pour
des fermions. La stationnarité de l’énergie est donc automatiquement assurée dans
ce cas.

1-d. Formulation équivalente de la stationnarité de l’énergie moyenne

L’opérateur D est diagonalisable dans le sous-espace FN , comme on peut le
montrer 3 à partir de sa définition (36) – une démonstration plus directe sera donnée
au § 2. Appelons donc ϕn(r) ses fonctions propres. Ces fonctions ϕn(r) sont des com-
binaisons linéaires des θj(r) correspondant aux états apparaissant dans le ket d’essai
(1), et engendrent donc le même état à N particules du fait de l’antisymétrisation 4.
Le changement de base des θi(r) vers les ϕn(r) n’a aucun effet sur le projecteur PN
sur le sous-espace FN , dont les éléments de matrice dans (36) s’expriment de façon
analogue à (20) :

〈r|PN |r′〉 =
N∑

n=1

ϕn(r)ϕ
∗
n(r

′) (37)

Les fonctions propres de l’opérateur D obéissent donc aux équations :

[
−ℏ2
2m

∆+ V1(r) +

∫
d3r′ W2(r, r

′)
N∑

p=1

|ϕp(r′)|2
]
ϕn(r)

−
[∫

d3r′ W2(r, r
′)

N∑

p=1

ϕ∗
p(r

′)ϕp(r)ϕn(r
′)

]
= ẽnϕn(r)

(38)

3. Tout opérateur hermitique étant diagonalisable, il suffit de montrer que (36) conduit à
des éléments de matrice obéissant à la relation de conjugaison hermitique. Il faut donc vérifier
que les deux intégrales

∫
d3r θ∗1(r) D [θ2(r)] et

∫
d3r θ∗2(r) D [θ1(r)] sont complexes conjuguées.

Pour les contributions à ces éléments de matrice des termes d’énergie cinétique et potentielle en
V1, on retombe simplement sur la relation habituelle qui assure l’hermiticité des opérateurs corres-
pondants. Pour le terme d’interaction, la conjugaison complexe est immédiatement vérifiée dans le
terme direct ; dans le terme d’échange, une simple interversion des variables d’intégration d3r et
d3r′ et le fait que W2(r, r′) soit égal à W2(r′, r) permettent de vérifier la conjugaison.

4. Un déterminant ne change pas de valeur si l’on ajoute à une de ses colonnes une combi-
naison linéaire des autres. Ainsi, on peut ajouter à la première colonne du déterminant de Slater
(2) la combinaison linéaire des θ2(r), θ3(r), ... qui la rend proportionnelle à ϕ1(r). Puis on peut
ajouter à la seconde colonne celle qui la rend proportionnelle à ϕ2(r), etc. De proche en proche,
on aboutit pour finir à une nouvelle expression de la fonction d’onde de départ Ψ̃(r1, r2, ...rN ) qui
contient le déterminant de Slater des ϕi(r). Elle est donc proportionnelle à ce déterminant ; une
démonstration de l’égalité stricte (à un facteur de phase près) sera donnée au § 2.
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où les ẽn sont les valeurs propres associées. Ces relations sont appelées “équations
de Hartree-Fock”.

Pour que l’énergie moyenne totale associée à un état tel que (1) soit station-
naire, il est donc nécessaire que cet état puisse être engendré à partir de N états
individuels dont les fonctions d’onde ϕ1, ϕ2, ... , ϕN orthogonales satisfont aux équa-
tions de Hartree-Fock (38) avec n = 1, 2, ... , N . Inversement, cette condition est
suffisante puisque, si l’on remplace les θk(r) par des solutions ϕn(r) des équations
de Hartree-Fock dans la variation (34) de l’énergie, on obtient un résultat :

ẽn

∫
d3r δϕ∗

k(r) ϕn(r) (39)

nul pour toutes les variations δϕk(r) qui, selon (32), doivent être orthogonales aux
N solutions ϕn(r). Les conditions (38) sont bien équivalentes à la stationnarité de
l’énergie.

1-e. Energie variationnelle

Supposons que l’on ait trouvé une série de solutions aux équations de Hartree-
Fock, c’est-à-dire un ensemble de N fonctions propres ϕn(r) avec les valeurs propres
ẽi associées. Il faut ensuite calculer l’énergie variationnelle minimale ẼHF du système
àN particules. Cette énergie est donnée par la somme (26) des trois termes d’énergies
cinétique, potentielle, et d’interaction, obtenus en remplaçant dans (15), (16) et (18)
les θi(r) par les fonctions propres ϕn(r) :

ẼHF =
〈
Ĥ0

〉
HF

+
〈
V̂ext

〉
HF

+
〈
Ŵint

〉
HF

(40)

(les indices HF indiquent qu’il s’agit des énergies moyennes après optimisation de
Hartree-Fock pour minimiser l’énergie variationnelle). Intuitivement, on pourrait
s’attendre à ce que cette énergie totale soit simplement la somme des énergies ẽn,
mais nous allons voir que ce n’est pas le cas. En effet, si nous multiplions à gauche
l’équation (38) par ϕ∗

n(r) et intégrons sur d3r, nous obtenons :

ẽn =

∫
d3r ϕ∗

n(r)

{[−ℏ2
2m

∆+ V1(r)

]
ϕn(r)

+

∫
d3r′ W2(r, r

′)
N∑

p=1

[
|ϕp(r′)|2 ϕn(r)− ϕ∗

p(r
′)ϕn(r

′)ϕp(r)
]}

(41)

Nous sommons alors sur l’indice n, et utilisons (15), (16) et (18) avec les θ remplacés
par des ϕ :

N∑

n=1

ẽn =
〈
Ĥ0

〉
HF

+
〈
V̂ext

〉
HF

+ 2
〈
Ŵint

〉
HF

(42)

On constate que cette expression fournit, non pas la valeur stationnaire de l’énergie
totale, mais une somme où l’énergie d’interaction entre les particules est comptée
deux fois. Physiquement on comprend bien que, si l’on calcule l’énergie de chaque
particule en tenant compte de son interaction avec toutes les autres, et si l’on ajoute
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ensuite les énergies ainsi obtenues pour chaque particule, on obtient une somme qui
inclut deux fois l’énergie d’interaction associée à chaque paire de particules.

Il existe cependant une information utile dans la somme des ẽn, information
qui permet d’éviter le calcul de la contribution de l’énergie d’interaction à l’énergie

variationnelle. On peut en effet éliminer
〈
Ŵint

〉
entre (40) et (42), ce qui donne

l’égalité :

ẼHF =
1

2

[
N∑

n=1

ẽn +
〈
Ĥ0

〉
HF

+
〈
V̂ext

〉
HF

]
(43)

où l’énergie d’interaction a disparu. On peut ensuite calculer
〈
Ĥ0

〉
HF

et
〈
V̂ext

〉
HF

à partir des solutions des équations de Hartree-Fock (38), sans avoir à se préoccuper
de l’énergie d’interaction. Si l’on insère (15) et (17) dans cette relation, on obtient
l’énergie totale Ẽ sous la forme :

ẼHF =
1

2

[
N∑

n=1

ẽn +

N∑

n=1

∫
d3r′ |ϕn(r′)|2 V1(r′)

− ℏ2

2m

N∑

n=1

∫
d3r′ϕ∗

n(r
′) ∆ϕn(r

′)

]
(44)

L’énergie totale est donc la demi-somme des ẽi, de l’énergie cinétique moyenne, et
enfin de l’énergie potentielle à un corps moyenne.

1-f. Equations de Hartree-Fock

L’équation (38) peut s’écrire :

[
− ℏ2

2m
∆+ V1(r) + V dir(r)

]
ϕn(r)−

∫
d3r′ V ex(r, r′)ϕn(r

′) = ẽn ϕn(r) (45)

où les potentiels direct V dir(r) et d’échange V ex(r, r′) sont définis 5 par :

V dir(r) =

N∑

p=1

∫
d3r′ |ϕp(r′)|2 W2(r, r

′)

V ex(r, r′) =
N∑

p=1

ϕ∗
p(r

′)ϕp(r) W2(r, r
′)

(46)

On remarque que les termes p = n des deux potentiels s’annulent mutuellement ; on
peut donc, dans les deux sommations, supprimer ces termes p = n sans changer le
résultat final.

On appelle parfois “terme de Hartree” la contribution du potentiel direct,
et “terme de Fock” celle du potentiel d’échange. Le premier s’interprète de façon
simple ; s’il est écrit sans le terme p = n, il correspond à l’interaction d’une particule

5. Le raccourci ex pour le mot échange, souvent utilisé, vient de l’anglais “exchange”.
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au point r avec toutes les autres particules aux points r′, moyennée pour chacune par
sa distribution de densité |ϕp(r′)|2. Malgré son nom, le potentiel d’échange n’est pas
vraiment un potentiel au sens strict ; il n’est pas diagonal en représentation positions,
même si fondamentalement il résulte bien d’une interaction entre les particules qui
est diagonale en positions. C’est en fait la combinaison entre l’antisymétrisation des
fermions et l’approximation variationnelle qui a conduit à cette forme non diagonale
particulière. Dimensionnellement, le potentiel d’échange est homogène à un potentiel
divisé par le cube d’une longueur. C’est cependant un opérateur hermitique, comme
on peut s’en assurer aisément en utilisant le fait que le potentiel de départ W2(r, r

′)
est réel et symétrique en r et r′.

On considère parfois une version simplifiée plus intuitive des équations, due à
Hartree, où les potentiels d’échange sont ignorés dans (45) : sans le terme intégral,
ces équations deviennent alors tout à fait semblables à une série d’équations de
Schrödinger de particules indépendantes, chacune d’entre elles se déplaçant dans le
potentiel moyen créé par toutes les autres (dans le point de vue où le terme p = n
est exclu de la somme). Mais, en principe, tenir compte également du terme de Fock
doit améliorer la précision du calcul.

Lorsque l’on remplace les potentiels par leurs expressions (46), les équations de
Hartree-Fock (45) constituent un ensemble de N équations couplées ; elles sont non
linéaires puisque les potentiels direct et d’échange dépendent eux-mêmes des fonc-
tions ϕp(r). Bien qu’elles ressemblent à des équations aux valeurs propres linéaires
permettant de déterminer des fonctions propres ϕn(r), du fait que ces fonctions ap-
paraissent par ailleurs dans les potentiels (46), une résolution linéaire demanderait
en quelque sorte de connaître par avance les solutions que l’on cherche. On utilise
généralement le terme “autocohérent” pour qualifier ce genre de situation 6 ainsi que
les solutions ϕn(r) auxquelles elle conduit.

On ne dispose pas de méthode analytique générale permettant de résoudre des
équations non linéaires autocohérentes de ce type, même dans leur version simplifiée
de Hartree ; c’est pourquoi on a souvent recours à des méthodes numériques par
approximations successives. Dans une première étape, on part d’une série de fonc-
tions ϕ(0)

n (r) qui semblent plausibles, et on calcule par (46) les potentiels associés ;
les considérant alors comme donnés, on obtient des équations linéaires aux valeurs
propres que l’on peut résoudre (c’est tout à fait envisageable numériquement puisque,
au lieu d’une seule équation très compliquée dans un espace à 3N dimensions, on est
en présence de N équations indépendantes à 3 dimensions) ; la diagonalisation d’un
opérateur hermitique conduit alors à une nouvelle série de fonctions orthonormées,
résultat de la première itération, qu’on appelle ϕ(1)

n (r) et ẽ(1)n . La seconde itération
part alors de ces ϕ(1)

n (r), qu’elle utilise à leur tour pour calculer de nouvelles valeurs
des potentiels et obtenir de nouvelles équations différentielles linéaires ; leur résolu-
tion conduit alors à l’ordre suivant ϕ(2)

n (r), ẽ(2)n , etc. Au bout de quelques itérations,
on peut espérer que les ϕ(n)

n (r) et ẽ(n)n ne varient plus beaucoup en fonction de l’ordre
d’itération (n), et l’on considère alors qu’on a trouvé une bonne approximation des
solutions des équations de Hartree-Fock. Il ne reste plus qu’à appliquer (44) pour
obtenir l’énergie recherchée. Il arrive aussi que des arguments physiques permettent
de disposer directement de bonnes fonctions d’onde d’essai ϕn(r) dès le départ, sans
aucune itération ; on les insère alors simplement dans (44) pour obtenir l’énergie.

6. Le mot anglais correspondant, souvent trouvé dans la littérature, est “self-consistent”.
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Remarques :

(i) Rien ne garantit l’unicité des solutions des équations de Hartree-Fock : par le
processus d’itération décrit ci-dessus, selon le choix des fonctions ϕ(0)

n (r) on peut
parfaitement aboutir à des solutions différentes. Cette multiplicité des solutions
est en fait un intérêt de la méthode qui peut mener, non seulement au niveau
fondamental, mais aux niveaux excités.

(ii) Comme nous le verrons au § 2, la prise en compte du spin 1/2 des électrons
d’un atome ne complique pas beaucoup les équations de Hartree-Fock. On suppose
gnéralement que le potentiel à un corps est diagonal dans une base de deux états de
spin notés + et −, et que le potentiel d’interaction n’agit pas sur les spins. Il suffit
alors de juxtaposer N+ équations, contenant N+ fonctions d’onde ϕ+

n (r) associées
aux particules de spin +, avec N− autres équations contenant N− fonctions d’onde
ϕ−

n (r) associées aux particules de spin −. Ces deux familles d’équations ne sont
cependant pas indépendantes, car elles contiennent le même potentiel direct. Ce
dernier est en effet obtenu en incluant dans la sommation sur p de la première ligne
de (46) toutes les N = N+ + N− fonctions d’onde. Pour le potentiel d’échange, ce
couplage entre les deux familles n’existe pas : dans la seconde ligne de (46), la somme
sur p n’inclut que les fonctions d’onde de même état de spin. La raison physique
de cette limitation est que, si des particules sont dans des états de spin opposés,
elles peuvent en principe être reconnues à la direction de leur spin (les interactions
n’agissent pas sur les spins), et ne se comportent donc pas comme des particules
indiscernables ; ce n’est que si les spins sont les mêmes que les effets d’échange se
manifestent.

2. Généralisation : méthode opératorielle

Nous reprenons maintenant l’exposé de la méthode de façon plus générale, par
une méthode opératorielle qui permet des expressions plus concises, tout en tenant
compte de façon plus explicite de l’existence possible du spin – on sait que le spin des
électrons joue un rôle essentiel dans la structure des atomes. Ceci nous permettra de
mieux identifier l’objet mathématique qui est réellement varié dans l’optimisation
de l’énergie, et qui est en fait un projecteur ; physiquement, ce projecteur n’est autre
que l’opérateur densité à une particule tel qu’il a été défini au § B-4 du Chapitre XV.
Nous arriverons ainsi à des expressions à la fois plus compactes et plus générales des
équations de Hartree-Fock. Elles contiennent un opérateur de Hartree-Fock agissant
sur une seule particule, un peu comme si cette dernière était unique, mais contenant
un opérateur potentiel défini par une trace partielle qui traduit l’effet des interactions
avec les autres particules dans l’approximation du champ moyen. L’intérêt de cet
opérateur est donc de donner accès à une valeur approchée de l’énergie du système
total à partir d’énergies individuelles, ces dernières étant obtenues grâce à un calcul
du même type que pour une particule unique placée dans un champ moyen. Cette
approche permet de mieux comprendre la façon dont le champ moyen rend compte
de manière approchée de l’interaction avec toutes les autres particules, et de surcroît
peut fournir le point de départ à des approximations plus précises.

Nous supposons donc comme plus haut que le ket variationnel à N particules
|̃Ψ〉 est donné par :

|̃Ψ〉 = a†θ1a
†
θ2
... a†θN |0〉 (47)
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Ce ket est engendré par N kets individuels orthonormés |θk〉, mais maintenant ces
kets peuvent décrire des particules de spin quelconque. Considérons la base orthonor-
mée {|θk〉} de l’espace des états à une particule, qui complète la série des états |θi〉
(i = 1, 2, ..., N) par d’autres états orthonormés. Le projecteur PN sur le sous-espace
EN engendré est obtenu par somme des projections sur les N premiers |θi〉 :

PN =

N∑

i=1

|θi〉 〈θi| (48)

Or cet opérateur n’est autre que l’opérateur densité à une particule défini au
§ B-4 du Chapitre XV (normé par une trace égale au nombre N de particules, et non
à l’unité). En effet, la relation (B-24) de ce chapitre s’écrit dans la base des |θk〉 :

〈θl| ρ̂1 |θk〉 =
〈
a†kal

〉
(49)

où la valeur moyenne
〈
a†kal

〉
est prise dans l’état quantique (47). Mais, pour un

tel état de Fock, la valeur moyenne n’est non nulle que si l’opérateur de création
reconstruit la population détruite par l’opérateur d’annihilation, donc si k = l ; dans
ce cas, la valeur moyenne est égale à la population nk de l’état individuel |θk〉. Or,
dans l’état variationnel (47), toutes les populations sont nulles sauf celles des N
premiers états |θi〉 (i = 1, 2, ..., N), qui sont égales à l’unité. Donc l’opérateur
densité à une particule est représenté par une matrice qui est diagonale dans la base
des |θi〉, et dont les N premiers éléments sur la diagonale sont égaux à un ; tous
les autres sont nuls. C’est donc bien la matrice associée au projecteur PN , et nous
pouvons écrire :

ρ̂1 = PN (50)

Nous allons voir que les valeurs moyennes qui sont nécessaires au calcul s’expriment
toutes simplement en fonction de cet opérateur.

2-a. Energie moyenne

Evaluons maintenant les divers termes contenus dans l’énergie moyenne, en
commençant par les termes contenant des opérateurs à une seule particule.

α. Energie cinétique et potentielle extérieure

Pour calculer la valeur moyenne
〈
Ĥ0

〉
de l’énergie cinétique, nous pouvons

utiliser la relation (B-12) du Chapitre XV pour obtenir :

〈
Ĥ0

〉
=
∑

i,j

〈θi|
P2

2m
|θj〉

〈
a†iaj

〉
(51)

Le même raisonnement que pour l’évaluation des éléments de matrice (49) montre

que la valeur moyenne
〈
a†iaj

〉
dans l’état (47) n’est non nulle que si i = j ; si c’est

le cas, elle est égale à l’unité lorsque i ≤ N , nulle sinon. Il vient donc :

〈
Ĥ0

〉
=

N∑

i=1

〈θi|
P2

2m
|θi〉 = Tr1

{
PN

P2

2m

}
(52)
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Un indice 1 a été ajouté à la trace pour rendre explicite que cette trace est prise
dans l’espace des états d’une seule particule, non dans l’espace de Fock. Les deux
opérateurs contenus dans la trace agissent uniquement sur cette même particule ar-
bitrairement numérotée 1 ; on pourrait évidemment tout aussi bien remplacer l’indice
1 par celui q de n’importe quelle particule, puisque toutes jouent le même rôle. Le
calcul de l’énergie potentielle provenant du potentiel extérieur se fait exactement de
la même façon, et conduit à :

〈
V̂ext

〉
=

N∑

i=1

〈θi|V1 |θi〉 = Tr1 {PN V1} (53)

β. Energie moyenne d’interaction, opérateur potentiel de Hartree-Fock

Le calcul de la valeur moyenne de l’énergie d’interaction Ŵint peut être mené
à partir de l’expression générale (C-16) du Chapitre XV de tout opérateur à deux
particules, qui donne :

〈
Ŵint

〉
=

1

2

∑

i,j,k,l

〈1 : θi; 2 : θj |W2(1, 2) |1 : θk; 2 : θl〉
〈
a†ia

†
jalak

〉
(54)

Pour que la valeur moyenne
〈
a†ia

†
jalak

〉
dans l’état de Fock |̃Ψ〉 soit non nulle, il

faut que l’opérateur ne change pas les populations des états individuels |θi〉 et |θj〉.
Comme au § C-5-b du Chapitre XV, deux possibilités se présentent : soit i = k et
j = l (terme direct), soit i = l et j = k (terme d’échange). Par commutation des
opérateurs on obtient alors :

〈
a†ia

†
jalak

〉
= δik δjl

〈
a†ia

†
jajai

〉
+ δil δjk

〈
a†ia

†
jaiaj

〉

= [δik δjl − δil δjk]ninj (55)

où ni et nj sont les populations respectives des états |θi〉 et |θj〉. Or ces populations
ne sont non nulles que si les indices i et j sont compris entre 1 et N , cas auquel elles
sont égales à l’unité (on remarque également qu’il faut que i 6= j pour ne pas obtenir
zéro). Pour finir, il vient 7 :

〈
Ŵint

〉
=

1

2

N∑

i6=j

[
〈1 : θi; 2 : θj |W2(1, 2) |1 : θi; 2 : θj〉

− 〈1 : θi; 2 : θj |W2(1, 2) |1 : θj ; 2 : θi〉
]

(56)

(la contrainte i 6= j peut être ignorée puisque le membre de droite est automa-
tiquement nul dans ce cas). Ici aussi, les indices 1 et 2 désignent deux particules
quelconques (mais différentes), qu’on aurait tout aussi bien pu noter q et q′. Il en
découle que :

〈
Ŵint

〉
=

1

2

N∑

i,j=1

〈1 : θi; 2 : θj |W2(1, 2) [1− Pex(1, 2)] |1 : θi; 2 : θj〉 (57)

7. Comme au complément précédent, nous simplifions W2(R1,R2) en W2(1, 2).
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où Pex(1, 2) est l’opérateur d’échange entre les particules 1 et 2 (la transposition qui
les échange par permutation). Nous pouvons alors mettre ce résultat sous une forme
semblable à (53) en introduisant le “potentiel de Hartree-Fock” WHF , analogue à
un potentiel extérieur agissant dans l’espace de la particule 1 ; ce potentiel est défini
comme l’opérateur d’éléments de matrice :

〈θi|WHF (1) |θk〉 =
N∑

j=1

〈1 : θi; 2 : θj |W2(1, 2) [1− Pex(1, 2)] |1 : θk; 2 : θj〉 (58)

Cet opérateur est hermitique car, comme les deux opérateurs Pex et W2 sont hermi-
tiques et commutent, on peut écrire :

〈θk|WHF (1) |θi〉 =
N∑

j=1

〈1 : θk; 2 : θj |W2(1, 2) [1− Pex(1, 2)] |1 : θi; 2 : θj〉

=
N∑

j=1

〈1 : θi; 2 : θj | [1− Pex(1, 2)]W2(1, 2) |1 : θk; 2 : θj〉∗

= 〈θi|WHF (1) |θk〉∗ (59)

De plus, l’expression (58) n’est autre que l’élément de matrice d’une trace partielle
sur la particule 2 (Complément EIII, § 5.b) :

WHF (1) = Tr2
{
PN (2) W2(1, 2) [1− Pex(1, 2)]

}
(60)

où le rôle du projecteur PN à l’intérieur de la trace partielle est de limiter la somme
sur j à ses N premiers termes, comme en (57). L’opérateur à une particule WHF (1)
est donc la trace partielle sur une seconde particule (notée arbitrairement 2) d’un
produit d’opérateurs agissant sur deux particules. La sommation sur j étant ainsi
prise en compte, il reste dans (57) la somme sur i, qui introduit une trace sur la
particule restante 1, et l’on obtient :

〈
Ŵint

〉
=

1

2
Tr1 {PN (1) WHF (1)} (61)

Cette valeur moyenne dépend du sous-espace choisi avec le ket variationnel |̃Ψ〉 de
deux façons : comme plus haut, explicitement via le projecteur PN (1) qui apparaît
dans la valeur moyenne (61), mais aussi implicitement via la définition du potentiel
de Hartree-Fock dans (60).

γ. Rôle de l’opérateur densité réduit à une particule

Toutes les valeurs moyennes s’expriment donc en fonction du projecteur PN
sur le sous-espace EN de l’espace des états individuels engendré par les N états
individuels |θ1〉, |θ2〉, ..., |θN 〉, c’est-à-dire selon (50) de l’opérateur densité réduit
à une particule ρ̂1 = PN . C’est donc plutôt cet opérateur densité qui constitue
la véritable variable à optimiser, plutôt que l’ensemble des états individuels, dont
certaines variations ne font pas varier PN et sont donc sans importance.
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De plus, la donnée du ket d’essai |̃Ψ〉 est équivalente à celle de PN . En effet le

ket variationnel |̃Ψ〉 construit en (1) ne dépend pas de la base choisie dans le sous-
espace EN ; plus précisément, si l’on part d’une base orthonormée quelconque {|uj〉}
dans ce sous-espace autre que celle des |θi〉, et si l’on substitue dans (1) les a†uj

aux

a†θi , le ket reste le même à un facteur de phase près sans importance. En effet (Chap.

XV, § A.6), chacun des opérateurs a†uj
est alors une combinaison linéaire des a†θi , de

sorte que dans le produit de tous les a†uj
(i = 1, 2, ..., N) apparaissent des produits

de N opérateurs a†θi . Mais la relation (A-43) du Chapitre XV indique que les carrés
de tous les opérateurs de création sont nuls, ce qui entraîne que les seuls produits non
nuls sont ceux contenant une fois et une seule chacun des N opérateurs a†θi différents.

Chaque terme qui subsiste est donc proportionnel au ket |̃Ψ〉 construit à partir des
a†θi , et les kets variationnels construits à partir des deux bases sont nécessairement
proportionnels. Comme de plus la définition (1) des kets variationnels assure leur
normalisation, les deux kets à N particules ne peuvent différer que par un facteur de
phase, ce qui les rend équivalents du point de vue physique. C’est donc bien PN = ρ̂1
qui résume au mieux le ket d’essai |̃Ψ〉.

2-b. Optimisation de l’opérateur densité à une particule

Nous devons maintenant faire varier PN = ρ̂1 afin de chercher les conditions
qui rendent stationnaire l’énergie totale :

Ẽ = 〈H0〉+ 〈V1〉+
〈
Ŵ2

〉
= Tr1

{
PN

[
P2

2m
+ V1 +WHF

]}
(62)

Nous considérons donc la variation :

PN ⇒ PN + δPN (63)

qui entraîne les variations suivantes pour les valeurs moyennes des opérateurs à une
particule :

δ 〈H0〉+ δ 〈V1〉 = Tr1

{
δPN

[
P2

2m
+ V1

]}
(64)

Pour l’énergie d’interaction, on a deux termes :

δ
〈
Ŵ2

〉
=

1

2
Tr1 {δPN WHF }+

1

2
Tr1 {PN δWHF } (65)

Mais ces deux termes sont égaux puisque :

Tr1 {PN (1) δWHF (1)} = Tr1,2
{
PN (1) δPN (2) Ŵ2(1, 2) [1− Pex(1, 2)]

}
(66)

où l’on reconnaît dans le second membre l’expression de la trace :

Tr2 {δPN (2) WHF (2)} (67)

Comme on peut changer la numérotation de la particule 2 en 1 sans changer la valeur
de la trace, on retrouve bien l’expression du premier terme. Pour finir, la variation
d’énergie est donc :

δẼ = Tr1

{[
P2

2m
+ V1 +WHF

]
δPN

}
(68)
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Pour faire varier PN , choisissons une valeur j0 de j et effectuons la substitu-
tion :

|θj0〉 ⇒ |θj0〉+ eiχ |δθ〉 (69)

où |δθ〉 est un ket quelconque dans l’espace des états individuels et χ un nombre réel
quelconque ; aucun autre vecteur d’état individuel que |θj0〉 ne varie. La variation de
PN est alors :

δPN = eiχ |δθ〉 〈θj0 |+ e−iχ |θj0〉 〈δθ| (70)

Nous ne donnons à |δθ〉 de composante sur aucun des |θi〉, donc pas de composante
dans EN , puisque cela ne changerait, ni EN , ni le projecteur correspondant PN . Nous
imposons donc :

PN |δθ〉 = 0 (71)

qui assure en particulier que la norme de |θj0〉 reste bien constante 8 au premier ordre
en |δθ〉. Si l’on reporte (70) dans (68), on obtient :

δẼ = eiχTr1

{[
P2

2m
+ V1 +WHF

]
|δθ〉 〈θj0 |

}

+ e−iχTr1

{[
P2

2m
+ V1 +WHF

]
|θj0〉 〈δθ|

}
(72)

Si l’énergie est stationnaire, cette expression doit être une variation nulle quel que
soit le choix arbitraire de χ. Or la combinaison linéaire de deux exponentielles eiχ et
e−iχ ne peut rester nulle pour tout χ que si les deux coefficients des exponentielles
sont eux-mêmes nuls. On peut donc égaler à zéro séparément chacun des deux termes,
et obtenir :

0 = Tr1

{[
P2

2m
+ V1 +WHF

]
|θj0〉 〈δθ|

}
= 〈δθ|

[
P2

2m
+ V1 +WHF

]
|θj0〉 (73)

Cette relation doit être satisfaite pour tout |δθ〉 orthogonal au sous-espace EN .
Pour finir, si nous définissons l’opérateur de Hartree-Fock à une particule HHF par :

HHF =
P2

2m
+ V1 +WHF (74)

la condition pour que l’énergie totale soit stationnaire est donc tout simplement que
le ket HHF |θj0〉 appartienne à EN :

HHF |θj0〉 ∈ EN (75)

Comme cette relation doit être satisfaite quel que soit le |θj0〉 choisi parmi les |θ1〉,
|θ2〉, ..., |θN 〉, il s’ensuit que le sous-espace EN est stable sous l’action de l’opérateur
(74).

8. Comme (71) indique que |δθ〉 est orthogonal à toute combinaison linéaire des |θi〉, on a
alors (〈θj0 |+ 〈δθ|) (|θj0 〉+ |δθ〉) = 〈θj0 | θj0 〉+ 〈δθ| δθ〉 = 1+ termes du second ordre.
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2-c. Opérateur de champ moyen

On peut alors considérer la restriction de l’opérateur HHF à l’intérieur de ce
sous-espace :

H̄HF = PN (1)

[
P2

2m
+ V1(1) +WHF (1)

]
PN (1) (76)

Considéré comme un opérateur agissant dans le sous-espace EN engendré par les N
kets |θj〉, c’est un opérateur linéaire et hermitique, donc diagonalisable ; appelons
alors |ϕn〉 ses vecteurs propres (n = 1, 2, ..., N), qui sont des combinaisons linéaires
des kets |θj〉. La condition (75) de stationnarité de l’énergie revient à dire que les
|ϕn〉 sont, non seulement vecteurs propres de H̄HF , mais également de l’opérateur
HHF défini en (74) dans tout l’espace des états à une particule (sans restriction à
EN ) ; ils satisfont donc :

HHF |ϕn〉 = ẽn |ϕn〉 (77)

L’opérateurHHF est défini en (74), où l’opérateurWHF est donné par (60) et dépend
donc du projecteur PN . Or ce dernier s’exprime de la même façon en fonction des
|ϕn〉 que des |θi〉, de sorte que (48) peut être remplacé par :

PN =

N∑

n=1

|ϕn〉 〈ϕn| (78)

Les relations (77), combinées avec la définition (60) où l’on a inséré (78),
constituent un système d’équations permettant de déterminer les |ϕn〉 de façon auto-
cohérente ; ce sont les équations de Hartree-Fock. La forme opératorielle (77) est
plus simple que celle obtenue au § 1-c ; elle met en valeur la similarité avec une
équation aux valeurs propres habituelle pour une particule unique se déplaçant dans
un potentiel extérieur, ce qui illustre bien la notion de champ moyen auto-cohérent.
Il faut toutefois bien garder à l’esprit que, via le projecteur (78) qui intervient dans
WHF , le potentiel dans lequel se déplace cette particule dépend de l’ensemble des
états occupés par toutes les particules. De plus, il s’agit d’une théorie approchée
(méthode variationnelle), et non d’un calcul exact.

La discussion du § 1-f s’applique à nouveau : la dépendance de WHF en fonc-
tion des |ϕn〉 confère un caractère non linéaire aux équations de Hartree-Fock, ce
qui impose généralement une résolution par approximations successives. On part
d’un ensemble de N états individuels

∣∣ϕ0
n

〉
pour construire une première valeur de

PN et de l’opérateur WHF , que l’on reporte dans l’hamiltonien (74) pour obtenir la
valeur de cet opérateur. On considère alors cette dernière comme fixée, de sorte que
les équations de Hartree-Fock (77) deviennent linéaires ; elles peuvent être résolues
comme des équations aux valeurs propres habituelles. Ceci conduit à de nouvelles
valeurs

∣∣ϕ1
n

〉
des |ϕn〉, et conclut la première itération. Pour une seconde itération,

on injecte les
∣∣ϕ1
n

〉
dans (78), on calcule une nouvelle valeur de l’opérateur de champ

moyen WHF ; considérant à nouveau ce dernier comme fixe, on résout l’équation aux
valeurs propres linéaire ainsi obtenue. Ceci conduit à une seconde itération

∣∣ϕ2
n

〉
des

|ϕn〉, et ainsi de suite. Si les valeurs initiales
∣∣ϕ0
n

〉
sont physiquement plausibles, on

peut espérer une convergence rapide vers la solution recherchée des équations non
linéaires de Hartree-Fock.
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Le calcul de l’énergie variationnelle se fait par la même méthode qu’au § 1-e.
Si nous multiplions à gauche l’équation (77) par le bra 〈ϕn|, nous obtenons :

ẽn = 〈ϕn|
[
P2

2m
+ V1 +WHF

]
|ϕn〉 (79)

soit, par somme sur l’indice n :

N∑

n=1

ẽn =

N∑

n=1

〈ϕn|
[
P2

2m
+ V1 +WHF

]
|ϕn〉 = Tr1

{
PN (1)

[
P2

2m
+ V1 +WHF

]}

(80)

Donc, compte tenu de (51), (53) et (61), il vient :

N∑

n=1

ẽn = 〈H0〉HF + 〈V1〉HF + 2
〈
Ŵint

〉
HF

(81)

où l’énergie d’interaction entre les particules est comptée deux fois. Pour obtenir

l’énergie Ẽ, on peut éliminer
〈
Ŵint

〉
entre (26) et cette relation, ce qui donne :

Ẽ =
1

2

[
N∑

n=1

ẽn + 〈H0〉HF + 〈V1〉HF

]
(82)

2-d. Equations de Hartree-Fock pour des électrons

Supposons maintenant que les fermions étudiés soient des particules de spin
1/2, des électrons par exemple. La base {|r〉} des états individuels utilisée au § 1 doit
alors être remplacée par celle des kets {|r, ν〉}, où ν est l’indice de spin qui prend 2
valeurs distinctes notées ±1/2, ou plus simplement ±. A toutes les sommations sur
d3r il faut maintenant adjoindre une sommation sur les 2 valeurs de l’indice ν de
spin ; ainsi, un vecteur |ϕ〉 dans l’espace des états individuels s’écrit maintenant :

|ϕ〉 =
∑

ν=±1/2

∫
d3r ϕ(r, ν) |r, ν〉 (83)

avec :

ϕ(r, ν) = 〈r, ν |ϕ〉 (84)

Les variables r et ν jouent un rôle similaire. Cependant la première est continue
et la seconde discrète, alors que leur écriture dans une même parenthèse risquerait
de masquer cette différence. C’est pourquoi nous préférerons souvent mettre l’indice
discret en indice haut de la fonction ϕ, et écrire :

ϕν(r) = 〈r, ν |ϕ〉 (85)

Construisons maintenant un état variationnel |̃Ψ〉 à N particules à partir de
N états orthonormés |ϕνnn 〉, avec n = 1, 2, ... , N . Chacun des |ϕνnn 〉 décrit un état
individuel incluant les variables de spin et de position ; les N+ premières valeurs de
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νn (n = 1, 2, ..., N+) valent +1/2, les N− dernières −1/2, avec N+ +N− = N (nous
considérons N+ et N− comme fixés, quitte à les faire varier ensuite pour élargir la
famille variationnelle). Dans l’espace des états individuels, nous introduisons une
base complète {|ϕνkk 〉} dont les N premiers kets sont les |ϕνnn 〉, mais où l’indice k
varie de 1 à l’infini 9.

Nous supposons que les éléments de matrice de potentiel externe V1 sont dia-
gonaux en ν ; les deux éléments de matrice diagonaux peuvent cependant prendre
des valeurs différentes V ±

1 (r), ce qui permet de tenir compte de la présence éventuelle
d’un champ magnétique se couplant aux spins. L’interaction entre deux particules
W2(1, 2) est indépendante des spins et diagonale en représentation de position des
deux particules, comme c’est le cas par exemple de l’interaction de Coulomb entre
électrons. L’hamiltonien ne peut donc coupler des états où les nombres de particules
N+ et N− sont différents.

Examinons maintenant ce que deviennent alors les équations générales de
Hartree-Fock en représentation {|r, ν〉}. Dans cette représentation, l’effet des opéra-
teurs d’énergie cinétique et potentielle est bien connu ; il ne reste à calculer que celle
du potentiel de Hartree-Fock WHF . Pour obtenir ses éléments de matrice, écrivons
(60) en utilisant la base {|1 : r, ν; 2 : ϕνkk 〉} pour calculer la trace :

〈r, ν|WHF (1) |r′, ν′〉 =
∞∑

k=1

〈1 : r, ν; 2 : ϕνkk |
[
N∑

p=1

∣∣2 : ϕνpp
〉 〈

2 : ϕνpp
∣∣
]

W2(1, 2) [1− Pex(1, 2)] |1 : r′, ν′; 2 : ϕνkk 〉 (86)

Dans le second membre apparaît le produit scalaire 〈2 : ϕνkk
∣∣2 : ϕ

νp
p

〉
qui est égal à

δkp. La somme sur k disparaît donc, et l’on obtient :

〈r, ν|WHF (1) |r′, ν′〉

=

N∑

p=1

〈
1 : r, ν; 2 : ϕνpp

∣∣W2(1, 2) [1− Pex(1, 2)]
∣∣1 : r′, ν′; 2 : ϕνpp

〉
(87)

(i) Prenons d’abord la contribution du terme direct, obtenu en ignorant le
terme en Pex(1, 2) dans le crochet. Pour cela nous remplaçons le ket

∣∣2 : ϕ
νp
p

〉
selon :

∣∣2 : ϕνpp
〉
=

∫
d3r2 ϕ

νp
p (r2) |2 : r2, νp〉 (88)

Le fait que l’opérateur soit diagonal en représentation position permet alors d’écrire :

W2(1, 2)
∣∣1 : r′, ν′; 2 : ϕνpp

〉
= W2(1, 2)

∫
d3r2 ϕ

νp
p (r2) |1 : r′, ν′; 2 : r2, νp〉

=

∫
d3r2 ϕ

νp
p (r2) W2(r

′, r2) |1 : r′, ν′; 2 : r2, νp〉

(89)

Le terme direct de (87) devient alors :

9. L’indice k détermine donc à la fois l’état orbital et l’état de spin de la particule ; l’indice
ν n’est pas indépendant, puisqu’il est fixé pour chaque valeur de k.
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∫
d3r2

N∑

p=1

W2(r
′, r2) ϕ

νp
p (r2)

〈
1 : r, ν; 2 : ϕνpp |1 : r′, ν′; 2 : r2, νp〉 (90)

où le produit scalaire du bra et du ket est égal à δνν′δ(r − r′)
[
ϕ
νp
p (r2)

]∗
. Nous

obtenons donc le résultat :

δνν′ δ(r− r′)
∫

d3r2 W2(r, r2)

N∑

p=1

∣∣ϕνpp (r2)
∣∣2 = δνν′ δ(r− r′)Vdir(r) (91)

avec :

Vdir(r) =

N∑

p=1

∫
d3r′ W2(r, r

′)
∣∣ϕνpp (r′)

∣∣2 (92)

(ii) Prenons maintenant le terme d’échange, celui qui contient l’opérateur
Pex(1, 2) dans le crochet de (87). Pour l’obtenir, nous pouvons par exemple dans
(87) commuter les deux opérateurs W2(1, 2) et Pex(1, 2) ; l’effet du second est alors
une permutation des deux particules dans le bra. Si nous effectuons cette opération
dans (90) nous obtenons, compte tenu du signe moins du terme d’échange :

−
∫
d3r2

N∑

p=1

W2(r
′, r2) ϕ

νp
p (r2)

〈
1 : ϕνpp ; 2 : r, ν |1 : r′, ν′; 2 : r2, νp〉 (93)

Il apparaît dans le produit scalaire le produit δννpδνpν′δ(r− r2), de sorte que l’inté-
grale sur d3r2 disparaît. Ce terme est nul si ν 6= ν′, d’où un facteur en δνν′ . Comme
W2(r

′, r) =W2(r, r
′), il reste alors :

−δνν′

∑

νp=ν

W2(r, r
′)
[
ϕνpp (r)

] [
ϕνpp (r′)

]∗
= −δνν′V νex(r, r

′) (94)

où la somme est une somme sur les valeurs de p telles que νp = ν = ν′ (donc, suivant
les cas, restreinte aux N+ premières valeurs de p, ou aux N− dernières) ; nous avons
défini le potentiel d’échange V νex par :

V νex(r, r
′) =

∑

νp=ν

W2(r, r
′)
[
ϕνpp (r′)

]∗ [
ϕνpp (r)

]
(95)

Pas plus que le terme direct, le terme d’échange n’agit donc sur le spin. Il en diffère
cependant pour deux raisons : d’une part la sommation sur p est restreinte aux états
de même spin ν ; d’autre part il introduit une contribution non diagonale en position
(mais sans intégrale), qui ne peut donc être assimilée à un potentiel ordinaire (on
parle parfois de “potentiel non local” pour souligner cette propriété).

Compte tenu de ces résultats, le produit scalaire de l’équation (77) par 〈r, ν|
fait apparaître trois potentiels, un potentiel direct Vdir(r) et deux potentiels d’échange
V νex(r, r

′) avec ν = ±1/2. L’équation (77) s’écrit ainsi en représentation {|r, ν〉} :

[
− ℏ2

2m
∆+ V νn1 (r) + Vdir.(r)

]
ϕνnn (r)−

∫
d3r′ V νnex (r, r′)ϕνnn (r′) = ẽn ϕ

νn
n (r)
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(96)

Nous obtenons ainsi les équations de Hartree-Fock avec spin en représentation po-
sition, d’usage très général en physique et en chimie quantiques. Il est indifférent,
dans ces équations, de prendre en compte ou non le terme où l’indice p de sommation
dans (92) et (95) est égal à n (celui de la fonction d’onde recherchée) ; on constate en
effet que les contributions n = p se compensent exactement dans le potentiel direct
et celui d’échange.

Les deux termes, le “terme de Hartree” qui donne la contribution du potentiel
direct, et le “terme de Fock” celle du potentiel d’échange, ont la même interpréta-
tion que plus haut (§ 1-f). Le terme de Hartree contient la contribution de tous les
autres électrons au potentiel moyen ressenti par un électron. En revanche, le po-
tentiel d’échange ne fait intervenir que les autres électrons qui sont dans le même
état de spin, ce qui s’interprète simplement : pour que l’échange intervienne, deux
particules doivent être totalement indiscernables. Or, si elles sont dans des états
orthogonaux de spin, comme les interactions n’agissent pas sur les spins, on peut en
principe constamment savoir laquelle est laquelle, ce qui les rend discernables ; les
effets de l’échange quantique s’annulent alors. Comme nous l’avons déjà souligné, le
potentiel d’échange n’est pas vraiment un potentiel au sens strict ; il n’est pas dia-
gonal en représentation positions, même si fondamentalement il résulte bien d’une
interaction entre les particules qui est diagonale en positions ; c’est l’antisymétrisa-
tion des fermions qui, avec l’approximation variationnelle choisie, a conduit à cette
forme non diagonale particulière. C’est cependant un opérateur hermitique, comme
on peut s’en assurer aisément en utilisant le fait que le potentiel de départ W2(r, r

′)
est réel et symétrique en r et r′.

2-e. Discussion

La résolution des équations de Hartree-Fock, qui sont non linéaires, se fait
généralement par la méthode d’approximation par itérations successives discutée au
§ 1-f. Il n’existe aucune raison particulière pour que la solution des équations de
Hartree-Fock soit unique 10 ; au contraire, elles peuvent conduire à des solutions qui
dépendent des états choisis pour démarrer les itérations non linéaires. De fait, elles
peuvent conduire à tout un spectre d’énergies possibles pour le système. Le calcul
des niveaux d’énergie fondamentaux ainsi que des niveaux excités des atomes est
généralement fait de cette manière. C’est ainsi que l’on peut donner un contenu
plus précis et quantitatif aux orbitales atomiques discutées dans le Complément
EVII, à l’approximation du champ central et aux “configurations” électroniques du
Complément BXIV ; on remarque au passage que l’énergie d’échange, introduite dans
ce complément pour un système de deux électrons, n’est qu’un cas particulier de
l’énergie du terme d’échange dans le potentiel de Hartree-Fock. Mais il existe bien
d’autres systèmes physiques où les mêmes idées s’appliquent : les noyaux (la force de
Coulomb est alors remplacée par la force nucléaire d’interaction entre les nucléons),
les agrégats atomiques (c’est alors plutôt un potentiel interatomique avec une partie
répulsive et une partie attractive, cf. Compléments CXI et GXI), et bien d’autres
systèmes.

Une fois qu’on a obtenu une solution de Hartree-Fock pour un problème com-
plexe, on n’est pas contraint de s’arrêter là ; on peut utiliser la base des fonctions

10. Toutes conduisent cependant à une borne supérieure de l’énergie du fondamental.
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propres ainsi calculées comme point de départ pour des calculs plus précis incluant
les corrélations entre particules, par exemple par la méthode des perturbations (Cha-
pitre XI). Dans les spectres atomiques, il apparaît parfois des cas où deux configu-
rations donnent des énergies de champ moyen qui sont assez proches ; les effets des
termes d’interaction au-delà du champ moyen seront dans ce cas plus marqués. Des
calculs perturbatifs restreints à l’espace des configurations en question permettent
alors d’obtenir de meilleures approximations des niveaux d’énergie et de leurs fonc-
tions d’onde ; on parle alors de “mélanges”, ou “interactions entre configurations”.

Remarque :
La méthode variationnelle basée sur des états de Fock n’est pas la seule qui permette
d’obtenir les équations de Hartree-Fock. On peut également partir d’une approxima-
tion de l’opérateur densité à deux particules ρII en fonction de l’opérateur densité
à une particule ρI et écrire :

ρII(1, 2) ≃ 1

2
[1 + Pex(1, 2)] ρI(1)ρI(2) (97)

On exprime ensuite l’énergie du système à N particules en fonction de ρI , afin
de la minimiser en variant cet opérateur, et l’on retrouve les mêmes résultats que
plus haut. Cette méthode se ramène en fait à une fermeture de la hiérarchie des
équations à N corps (§ C-4 du Chapitre XVI). Nous avons d’ailleurs déjà vu avec la
formule (21) et au § 2-a que l’approximation de Hartree-Fock revient à exprimer les
fonctions de corrélation à deux particules en fonction de celles à une seule particule.
En termes de fonctions de corrélation (Complément AXVI), cela revient à remplacer
la fonction à deux particules (fonction à quatre points) par un produit de fonctions
à une particule (fonction à deux points), avec un terme d’échange. Enfin, une autre
façon est de recourir à la théorie des perturbations sous forme de diagrammes ;
l’approximation de Hartree-Fock est alors obtenue en ne retenant qu’une certaine
classe de diagrammes (la classe des diagrammes connexes).

Mentionnons enfin qu’il existe d’autres méthodes que celle de Hartree-Fock
permettant d’obtenir des solutions approchées de l’équation de Schrödinger d’un
ensemble de fermions en interaction, en particulier la méthode de la “fonctionnelle
de la densité électronique”. Son étude dépasse cependant le cadre de cet ouvrage, et
nous renvoyons le lecteur à [6] qui donne un résumé de la méthode et propose un
certain nombre de références.
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Complément FXV

Fermions, approximation de Hartree-Fock dépendant du temps

1 Ket variationnel et notations . . . . . . . . . . . . . . . 119
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4-b Particules dans un seul état de spin . . . . . . . . . . . 127
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La méthode du champ moyen de Hartree-Fock a été présentée dans le Com-
plément EXV dans le cadre d’un problème indépendant du temps : la recherche
des états stationnaires d’un système de fermions en interaction (celle de l’équilibre
thermique sera abordée au Complément GXV). Dans le présent complément, nous
montrons comment cette même méthode de champ moyen s’applique également à
l’étude de problèmes dépendant du temps. Pour cela, au § 1 nous allons inclure une
dépendance temporelle dans le ket de Hartree-Fock variationnel (état de Fock dépen-
dant du temps). Nous introduirons ensuite au § 2 un principe variationnel général
s’appliquant à la résolution de l’équation de Schrödinger dépendant du temps. Nous
effectuerons ensuite au § 3 un calcul de la fonction à optimiser pour un état de Fock ;
nous constaterons ainsi que le même opérateur de champ moyen que celui du Com-
plément EXV peut ici aussi jouer un rôle très utile. Les équations de Hartree-Fock
dépendant du temps seront enfin obtenues et discutées au § 4. Pour plus de détails
sur les méthodes de Hartree-Fock en général, le lecteur pourra par exemple consulter
le Chapitre 7 de la référence [5], et tout particulièrement son Chapitre 9 pour les
problèmes dépendant du temps.

1. Ket variationnel et notations

Nous supposons donc que le vecteur d’état à N particules |̃Ψ(t)〉 s’écrit sous
la forme :

|̃Ψ(t)〉 = a†θ1(t)a
†
θ2(t)

... a†θN (t) |0〉 (1)

où les a†θ1(t), a
†
θ2(t)

, ..., a†θN (t) sont les opérateurs de création associés à une série
arbitraire d’états individuels orthonormés |θ1(t)〉, |θ2(t)〉, ..., |θN (t)〉 dépendant du
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temps t. Pour le moment, cette série d’états est arbitraire, mais le but du calcul
variationnel qui va suivre est précisément de déterminer cette dépendance en temps.

Comme dans les compléments précédents, nous supposons que l’hamiltonien
Ĥ est la somme d’un hamiltonien d’énergie cinétique, d’un hamiltonien d’interaction
avec un potentiel extérieur, et d’un terme d’interaction entre les particules :

Ĥ = Ĥ0 + V̂ext(t) + Ŵint (2)

avec :

Ĥ0 =
N∑

q=1

(Pq)
2

2m
(3)

(m est la masse des particules, Pq l’opérateur impulsion de la q-ième particule) et :

V̂ext(t) =
N∑

q=1

V1(Rq, t) (4)

et enfin :

Ŵint =
1

2

∑

q 6=q′
W2(Rq,Rq′) (5)

2. Méthode variationnelle

Nous introduisons maintenant un principe variationnel général ; ce principe
permet d’obtenir l’équation de Schrödinger dépendant du temps à partir de la sta-
tionnarité d’une fonctionnelle S du vecteur d’état |Ψ(t)〉.

2-a. Définition d’une fonctionnelle

Considérons un hamiltonien arbitraire donné H(t). Considérons un vecteur
d’état |Ψ(t)〉, dépendant du temps d’une façon quelconque ; nous notons

∣∣Ψ(t)
〉

le
ket, physiquement équivalent à |Ψ(t)〉, qui garde une norme constante :

∣∣Ψ(t)
〉
=

|Ψ(t)〉√
〈Ψ(t) |Ψ(t)〉

(6)

Nous définissons la fonctionnelle S de
∣∣Ψ(t)

〉
par 1 :

S
[∣∣Ψ(t)

〉]
=

∫ t1

t0

dt Re
〈
Ψ(t)

∣∣
[
iℏ

d
dt
−H(t)

] ∣∣Ψ(t)
〉

=

∫ t1

t0

dt

{
iℏ

2

[〈
Ψ(t)

∣∣∣∣
d
dt

Ψ(t)

〉
−
〈

d
dt

Ψ(t)

∣∣∣∣Ψ(t)

〉]
−
〈
Ψ(t)

∣∣H(t)
∣∣Ψ(t)

〉} (7)

où t0 et t1 sont deux temps quelconques satisfaisant t0 < t1. Dans le cas particulier
où
∣∣Ψ(t)

〉
est choisi égal à une solution

∣∣ΨS(t)
〉

de l’équation de Schrödinger :

iℏ
d
dt

∣∣ΨS(t)
〉
= H(t)

∣∣ΨS(t)
〉

(8)

1. La notation où l’opérateur de dérivation d/dt est écrit entre un bra et un ket signifie que
l’opérateur dérive le ket qui le suit (pas le bra qui le précède).
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on voit immédiatement que le crochet de la première ligne de (7) s’annule, de sorte
que :

S
[∣∣ΨS(t)

〉]
= 0 (9)

On peut intégrer par parties le second terme 2 du crochet de la seconde ligne
de (7), ce qui lui donne la même forme que le premier avec, en plus, un terme tout
intégré. Le résultat est alors :

S
[∣∣Ψ(t)

〉]
=

{∫ t1

t0

dt
〈
Ψ(t)

∣∣
[
iℏ

d
dt
−H(t)

] ∣∣Ψ(t)
〉}

+
iℏ

2

[ 〈
Ψ(t0)

∣∣ Ψ(t0)
〉
−
〈
Ψ(t1)

∣∣ Ψ(t1)
〉]

=

∫ t1

t0

dt
〈
Ψ(t)

∣∣
[
iℏ

d
dt
−H(t)

] ∣∣Ψ(t)
〉

(10)

où nous avons utilisé dans la seconde ligne le fait que la norme de
∣∣Ψ(t)

〉
reste

constamment égale à l’unité. Cette expression de S est semblable à la forme initiale
(7), mais sans la partie réelle.

2-b. Stationnarité

Supposons maintenant que
∣∣Ψ(t)

〉
ait entre t0 et t1 une dépendance tempo-

relle quelconque, tout en conservant une norme constante comme l’exige (6) ; la
fonctionnelle prend alors une certaine valeur S, a priori non nulle. Examinons à
quelles conditions S est stationnaire lorsque

∣∣Ψ(t)
〉

subit une variation infinitésimale∣∣δΨ(t)
〉

:

∣∣Ψ(t)
〉
⇒
∣∣Ψ(t)

〉
+
∣∣δΨ(t)

〉
(11)

Le fait que la norme de
∣∣Ψ(t)

〉
doive rester égale à l’unité conduit à introduire 3 un

multiplicateur de Lagrange λ (t), et à rendre stationnaire la fonction :

S
[∣∣Ψ(t)

〉]
= S

[∣∣Ψ(t)
〉]
− λ (t)

〈
Ψ(t)

∣∣Ψ(t)
〉

=

∫ t1

t0

dt
〈
Ψ(t)

∣∣
[
iℏ

d
dt
−H(t)− λ (t)

] ∣∣Ψ(t)
〉

(12)

où λ (t) est une fonction réelle du temps t.
La variation δS de S au premier ordre est obtenue par report de (11) dans

(10). C’est la somme d’un terme δS1 contenant le ket
∣∣δΨ(t)

〉
et d’un autre δS2

2. Si l’on intègre par parties le premier terme plutôt que le second, on obtient l’équation
complexe conjuguée de (10), qui n’apporte donc aucune information nouvelle.

3. Pour que la normalisation de
∣∣Ψ(t)

〉
soit conservée au premier ordre, il faut (et il suffit)

que le produit scalaire
〈
Ψ(t)

∣∣∣δΨ(t)
〉

soit nul ou imaginaire pur. Si c’est le cas, le multiplicateur

de Lagrange λ(t) est inutile ; sa présence permet cependant de supposer que la variation
∣∣∣δΨ(t)

〉

est quelconque.
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contenant le bra
〈
δΨ(t)

∣∣ :

δS1 =

∫ t1

t0

dt
〈
Ψ(t)

∣∣
[
iℏ

d
dt
−H(t)− λ (t)

] ∣∣δΨ(t)
〉

δS2 =

∫ t1

t0

dt
〈
δΨ(t)

∣∣
[
iℏ

d
dt
−H(t)− λ (t)

] ∣∣Ψ(t)
〉

(13)

Prenons maintenant une autre variation du ket :
∣∣Ψ(t)

〉
⇒
∣∣Ψ(t)

〉
+ i
∣∣δΨ(t)

〉
(14)

qui produit une variation δ′S de S ; dans cette seconde variation, le terme en
∣∣δΨ(t)

〉

devient δ′S1 = iδS1, alors que le terme en
〈
δΨ(t)

∣∣ devient δ′S2 = −iδS2. Or, si la
fonctionnelle est stationnaire au voisinage de

∣∣Ψ(t)
〉
, les deux variations δS et δ′S

sont nécessairement nulles, comme le sont également δS − iδ′S et δS + iδ′S. Mais,
dans ces combinaisons n’apparaissent plus que les termes en δS1 pour la première,
ou les termes en δS2 pour la seconde, de sorte que ces termes sont tous deux nuls :
il est ainsi possible d’écrire séparément des conditions de stationnarité par rapport
aux variations du bra et du ket.

Nous pouvons par exemple écrire δS2 = 0, donc la nullité du second membre
de la seconde ligne de (13). Comme l’évolution temporelle entre t0 et t1 du bra〈
δΨ(t)

∣∣ est arbitraire, cette condition impose que le ket qu’il multiplie soit nul à
tout instant. La conclusion est donc que le ket

∣∣Ψ(t)
〉

doit obéir à l’équation :
[
iℏ

d
dt
−H(t)− λ (t)

] ∣∣Ψ(t)
〉
= 0 (15)

qui n’est autre que l’équation de Schrödinger associée à un hamiltonien H(t)+λ (t).
En fait, λ (t) n’introduit qu’un simple changement de l’origine des énergies ;

ceci ne modifie que la phase totale 4 du vecteur d’état
∣∣Ψ(t)

〉
, et n’a donc aucun

effet physique ; on peut donc sans perte de généralité ignorer ce multiplicateur de
Lagrange et poser :

λ (t) = 0 (16)

Ainsi, une condition nécessaire 5 à la stationnarité de S est que
∣∣Ψ(t)

〉
obéisse à

l’équation de Schrödinger (8) – ou soit physiquement équivalent (égal à un facteur
de phase globale dépendant du temps près) à une solution de cette équation. Ré-
ciproquement, supposons que

∣∣Ψ(t)
〉

soit solution de l’équation de Schrödinger, et
donnons à ce ket une variation comme en (11). Il est alors évident sur la seconde
ligne de (13) que δS2 s’annule. Quant à δS1, une intégration par parties sur le temps
montre qu’il est le complexe conjugué de δS2, donc également nul. La fonctionnelle
S est donc stationnaire au voisinage de toute solution exacte de l’équation de Schrö-
dinger.

4. Si dans (15) on pose
∣∣Ψ(t)

〉
= e−iα(t)

∣∣Θ(t)
〉
, on constate que

∣∣Θ(t)
〉

obéit à l’équation

différentielle obtenue en remplaçant λ (t) par λ (t) − ℏdα
dt

dans (15). Il suffit donc de choisir pour
α (t) l’intégrale sur le temps de la fonction λ (t) pour faire disparaître cette constante de l’équation
différentielle.

5. Le même raisonnement à partir de la variation δS− iδ′S conduit à la complexe conjuguée
de (8), donc en fait à la même relation.
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Supposons enfin que l’on choisisse une famille variationnelle F quelconque de

kets ˜|ΨF (t)〉 normés, et qu’il existe dans cette famille un ket ˜|Ψstat
F (t)〉 qui rende S

stationnaire. Un cas particulier simple est celui où F est une famille F0 qui contient
la solution exacte de l’équation de Schrödinger ; d’après ce que nous avons vu, cette

solution exacte rend S stationnaire, et c’est donc nécessairement ˜
∣∣Ψstat

F0
(t)
〉
. Dans

ce cas, annuler la variation de S permet donc de repérer, au sein de la famille F0,
la solution exacte recherchée. Modifions maintenant la famille F de façon continue
à partir de F0 ; en général, F ne contient plus la solution exacte de l’équation de
Schrödinger. Nous pouvons cependant suivre comment sont modifiées les valeurs

à tout instant du ket ˜|Ψstat
F (t)〉 : partant d’une solution exacte de l’équation, ce

ket change progressivement ; par continuité, il ne peut s’éloigner beaucoup de cette
solution exacte si F reste proche de F0. C’est pourquoi annuler la variation de S
dans la famille reste une façon d’identifier un membre de la famille F dont l’évolution
reste proche de celle d’une solution de l’équation de Schrödinger. C’est la méthode
que nous employons maintenant avec une famille variationnelle particulière, celle des
états de Fock.

2-c. Cas particulier d’un hamiltonien indépendant du temps

Si l’hamiltonien H est indépendant du temps, on peut rechercher des kets∣∣Ψ
〉

ne dépendant pas de t qui rendent stationnaire la fonctionnelle S. La fonction à
intégrer dans l’expression de la fonctionnelle S devient alors, elle aussi, indépendante
du temps ; la fonctionnelle prend la valeur :

S = (t1 − t0)
〈
Ψ
∣∣H
∣∣Ψ
〉

(17)

Comme les deux temps t0 et t1 sont fixes, la stationnarité de S revient à celle de
l’élément de matrice diagonal de l’hamiltonien

〈
Ψ
∣∣H
∣∣Ψ
〉
. Nous retombons ainsi sur

la condition de stationnarité de la méthode des variations indépendante du temps
(Complément EXI). Cette dernière apparaît donc comme un cas particulier de la
méthode plus générale des variations dépendantes du temps. Il n’est donc pas sur-
prenant que les méthodes de Hartree-Fock dépendantes ou indépendantes du temps
conduisent au même potentiel de Hartree-Fock, ainsi que nous allons le voir dans ce
qui suit.

3. Calcul de l’optimisateur

La famille de vecteurs d’état que nous considérons est constituée par l’ensemble

des kets de Fock |̃Ψ(t)〉 définis en (1). Il nous faut maintenant calculer la fonction à

intégrer dans la fonctionnelle (10) lorsque |Ψ(t)〉 prend la valeur |̃Ψ(t)〉.

3-a. Energie moyenne

Pour le terme en H(t), le calcul est en fait identique à celui déjà fait au § 1-b
du Complément EXV. On commence par compléter la suite des états orthonormés
|θi (t)〉 avec i = 1, 2, ..., N) par d’autres états orthonormés |θi (t)〉 avec i = N + 1,
N + 2, ..., pour obtenir une base orthonormée complète dans l’espace des états
individuels. On utilise dans cette base l’expression (B-12) du chapitre XV pour
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exprimer les opérateurs à une particule, la relation (C-16) pour les opérateurs à deux
particules, et le fait que les valeurs moyennes de produits d’opérateurs de création
et d’annihilation dans un état de Fock s’obtiennent facilement. Elles ne diffèrent
en effet de zéro que si le produit d’opérateurs laisse inchangées les populations des
états individuels. Les relations (52), (53) et (57) de ce Complément EXV restent donc
valables lorsqu’on y introduit une dépendance en temps des |θi〉. La valeur moyenne
de l’énergie cinétique est ainsi :

〈
Ĥ0

〉
=

N∑

i=1

〈θi(t)|
P2

2m
|θi(t)〉 (18)

celle de l’énergie potentielle externe :

〈
V̂ext(t)

〉
=

N∑

i=1

〈θi(t)|V1(R, t) |θi(t)〉 (19)

et celle de l’énergie d’interaction :

〈
Ŵint

〉
=

1

2

N∑

i,j

〈1 : θi(t); 2 : θj(t)|W2(1, 2) [1− Pex(1, 2)] |1 : θi(t); 2 : θj(t)〉 (20)

3-b. Potentiel de Hartree-Fock

Dans (20) apparaît l’élément diagonal i = k de l’opérateur potentiel de Hartree-
Fock WHF (1, t), dont les éléments de matrice ont été définis de façon générale par
la relation (58) du Complément EXV :

〈θi(t)|WHF (1, t) |θk(t)〉

=

N∑

j

〈1 : θi(t); 2 : θj(t)|W2(1, 2) [1− Pex(1, 2)] |1 : θk(t); 2 : θj(t)〉 (21)

Nous avons également noté dans ce Complément EXV queWHF (1, t) est un opérateur
hermitique.

Il est souvent commode d’exprimer le potentiel de Hartree-Fock sous la forme
d’une trace partielle :

WHF (1, t) = Tr2
{
PN (2, t) W2(1, 2) [1− Pex(1, 2)]

}
(22)

où PN est le projecteur sur le sous-espace sous-tendu par les N kets |θi(t)〉 :

PN (2, t) =

N∑

i=1

|2 : θi(t)〉 〈2 : θi(t)| (23)

Ce projecteur est également, comme nous l’avons vu, l’opérateur densité réduit ρ̂1
à une particule (normé par une trace égale au nombre total N de particules) :

PN (2, t) = ρ̂1(2, t) (24)

On peut alors écrire la valeur moyenne de l’énergie d’interaction sous la forme :
〈
Ŵint

〉
=

1

2
Tr1
{
ρ̂1(1, t) WHF (1, t)

}
(25)
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3-c. Dérivée temporelle

Quant au terme qui contient une dérivée en temps, la fonction à intégrer qu’il
contient s’écrit :

N∑

i=1

〈0| aθN (t)... aθi(t)... aθ1(t) a
†
θ1
(t)...

[
d
dt
a†θi(t)

]
... a†θN (t) |0〉 (26)

Dans chacun des termes de cette somme, tous les états individuels j autres que l’état
i (celui qui subit la dérivation) conduisent à une expression du type :

〈0| aθj (t)a†θj (t) |0〉 (27)

qui est égale à 1 puisque cette expression donne le carré de la norme de l’état
a†θj (t) |0〉, qui est simplement l’état de Fock |nj = 1〉. Pour l’état i, il introduit un
facteur qui s’écrit sous forme d’un produit scalaire dans l’espace des états à une
particule :

〈0| aθi(t)
d
dt
a†θi(t) |0〉 = 〈θi(t)|

d
dt

θi(t)〉 (28)

3-d. Valeur de la fonctionnelle

Si l’on regroupe tous ces résultats, on obtient la valeur de la fonctionnelle S
sous la forme :

S
[
|̃Ψ(t)〉

]
=

N∑

i=1

∫ t1

t0

dt



iℏ 〈θi(t)|

d
dt

θi(t)〉 − 〈θi(t)|
[
P2

2m
+ V1(t)

]
|θi(t)〉

− 1

2

N∑

j=1

〈1 : θi(t); 2 : θj(t)|W2(1, 2) [1− Pex(1, 2)] |1 : θi(t); 2 : θj(t)〉



 (29)

4. Equations du mouvement

Nous faisons maintenant varier le ket |θk(t)〉 selon :

|θk(t)〉 ⇒ |θk(t)〉+ |δθk(t)〉 avec k ≤ N (30)

Comme dans le Complément EXV, nous ne prenons en compte que les variations

|δθk(t)〉 qui induisent effectivement une variation du ket |̃Ψ(t)〉 ; celles où |δθk(t)〉
est proportionnel à l’un des états occupés |θl(t)〉 avec l ≤ N n’entraînent aucune

variation de |̃Ψ(t)〉 (ou tout au plus une variation de phase) et sont donc sans aucune
conséquence sur la valeur de S. Donc, de façon analogue aux relations (32) ou en
(69) du Complément EXV, nous supposons que :

|δθk(t)〉 = δf(t)eiχ |θl(t)〉 avec l > N (31)

où δf(t) est une fonction infinitésimale du temps.
Le calcul est alors presque le même que celui du § 2-b du Complément EXV.

Lorsque |θk(t)〉 varie selon (31), mais sans qu’aucun autre état occupé ne varie, seuls
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varient dans la première ligne de (29) les termes i = k. Dans la seconde ligne ce
sont, soit les termes i = k, soit les termes j = k ; cependant, comme l’opérateur
W2(1, 2) est symétrique par échange des particules, les variations dues aux termes
i = k et j = k se doublent, ce qui fait simplement disparaître le facteur 1/2. Toutes
ces variations prennent la forme de termes contenant, soit le ket eiχ |δθk(t)〉, soit le
bra 〈δθk(t)| e−iχ. Or leur somme doit s’annuler quelle que soit la valeur arbitraire
de χ ; ceci n’est possible que si chacun des deux termes est égal à zéro. L’annulation
du terme en e−iχ conduit alors à l’égalité suivante, où l’on a inséré la variation (31)
de |θk(t)〉 :

∫ t1

t0

dt δf(t)



iℏ 〈θl(t)|

d
dt

θk(t)〉 − 〈θl(t)|
[
P2

2m
+ V1(t)

]
|θk(t)〉

−
N∑

j=1

〈1 : θl(t); 2 : θj(t)|W2(1, 2) [1− Pex(1, 2)] |1 : θk(t); 2 : θj(t)〉



 = 0

(32)

Dans la fonction à intégrer, on reconnaît l’opérateur potentiel de Hartree-Fock
WHF (1, t) défini en (21) ; on a donc :

∫ t1

t0

dt δf(t)

{
〈θl(t)|

[
iℏ

d
dt
− P2

2m
− V1(t)−WHF (t)

]
|θk(t)〉

}
= 0 (33)

avec l > N .

4-a. Equations de Hartree-Fock dépendantes du temps

Le choix de la fonction δf(t) est arbitraire. Pour que l’expression (33) s’annule
quel que soit δf(t), il faut que la fonction du temps entre accolades soit nulle à tout
instant t. La stationnarité implique donc que le ket :
[
iℏ

d
dt
− P2

2m
− V1(t)−WHF (t)

]
|θk(t)〉 (34)

n’ait de composante sur aucun des états |θl(t)〉 non occupés (l > N). Cette sta-
tionnarité est donc obtenue si, pour toutes les valeurs de k allant de 1 à N , on
a :

iℏ
d
dt
|θk(t)〉 =

[
P2

2m
+ V1(t) +WHF (t)

]
|θk(t)〉+ |ξk(t)〉 (35)

où le ket |ξk(t)〉 est une combinaison linéaire quelconque des états occupés |θl(t)〉
(l ≤ N). Mais nous avons déjà noté au début du § 4 qu’ajouter à l’un des |θk(t)〉
une composante sur les états individuels déjà occupés n’a aucun effet sur l’état à N
particules (à part un changement éventuel de phase), et donc aucune influence sur la
valeur de S ; la stationnarité de cette fonctionnelle ne dépend donc pas de la valeur
du ket |ξk(t)〉, qui peut tout aussi bien être quelconque, par exemple le ket nul.

Pour finir, si les |θn(t)〉 sont égaux aux solutions |ϕn(t)〉 des N équations :

iℏ
d
dt
|ϕn(t)〉 =

[
P2

2m
+ V1(t) +WHF (t)

]
|ϕn(t)〉 (36)
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la fonctionnelle S est effectivement stationnaire à chaque instant. De plus, nous
avons vu au Complément EXV que WHF (t) est hermitique, de sorte que l’opérateur
au second membre du second membre de (36) est lui aussi hermitique. Il en découle
que les N kets |ϕn(t)〉 subissent une évolution similaire à celle d’une évolution de
Schrödinger habituelle, décrite par un opérateur d’évolution unitaire (Complément
FIII). Un tel opérateur ne change ni la norme ni les produits scalaires des kets.
Donc, si, initialement les kets |ϕn(t)〉 constituent un ensemble orthonormé, cela reste
vrai à tout instant ultérieur. L’ensemble du calcul que nous avons effectué est donc

cohérent ; en particulier, nous vérifions que le vecteur d’état à N particules |̃Ψ(t)〉
ne change pas de norme au cours du temps.

Les relations (36) constituent les équations de Hartree-Fock dépendantes du
temps. Elles montrent comment l’introduction de l’opérateur de champ moyen à
une particule permet, non seulement de calculer des niveaux d’énergie stationnaires,
mais aussi de traiter des problèmes dépendant du temps.

4-b. Particules dans un seul état de spin

Un cas particulier est celui de fermions se trouvant tous dans le même état de
spin, comme nous l’avons supposé au § 1 du Complément EXV. Nous pouvons alors
écrire les équations de Hartree-Fock en termes de fonctions d’onde sous la forme :

iℏ
∂

∂t
ϕn(r, t) =

[
− ℏ2

2m
∆+ V1(r) + Vdir(r; t)

]
ϕn(r, t)

−
∫

d3r′ Vex(r, r
′; t)ϕn(r

′, t) (37)

avec les définitions (46) de ce complément des potentiels direct et d’échange, qui
maintenant dépendent du temps. Le lien étroit entre méthodes de Hartree-Fock
dépendante ou indépendante du temps est donc évident.

4-c. Discussion

Comme pour la recherche d’un état fondamental au moyen des équations de
Hartree-Fock indépendantes du temps, on constate une forte similarité entre les
équations (36) et une équation de Schrödinger ordinaire pour une particule unique.
Ici aussi, une résolution exacte des équations n’est en général pas possible, de sorte
qu’il faut recourir à des approximations successives. Supposons par exemple que le
potentiel extérieur dépendant du temps V1(t) soit nul jusqu’à l’instant t0 et que, pour
t < t0, le système physique soit dans un état stationnaire. La théorie de Hartree-Fock
indépendante du temps permet d’obtenir une approximation de cet état, et donc une
série de valeurs initiales |ϕn(t0)〉 pour les états individuels. Le potentiel de Hartree-
Fock initial est donc également connu. Entre les instants t0 et un instant ultérieur
proche t0 + ∆t, l’équation d’évolution (36) permet ensuite de calculer l’effet du
potentiel extérieur V1(t) sur les kets individuels, et donc d’obtenir les |ϕn(t0 +∆t)〉.
On peut alors calculer une nouvelle valeur du potentiel de Hartree-Fock, et s’en
servir pour prolonger le calcul de l’évolution des |ϕn(t)〉 jusqu’à l’instant ultérieur
t0 + 2∆t. Procédant ainsi de proche en proche, on obtient cette évolution jusqu’à
l’instant final t1. Bien sûr, une telle approche n’est précise que dans la mesure où ∆t
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est suffisamment petit pour que le potentiel de Hartree-Fock évolue très peu d’une
étape temporelle à la suivante.

Une autre possibilité est de procéder de façon analogue à celle que nous avons
décrite pour la recherche des états stationnaires : partir d’une première famille de
kets orthonormés (ici dépendant du temps) qui ne semble pas trop éloignée de la
solution recherchée sur tout l’intervalle de temps, et améliorer cette famille par ité-
ration. Par report dans (21), la première série de fonctions d’essai orthonormées
conduit à une première approximation du potentiel de Hartree-Fock et de la dyna-
mique associée. On résout alors l’équation dynamique correspondante à partir des
mêmes conditions initiales en t = t0, ce qui conduit à une nouvelle série de fonctions
orthonormées. A nouveau, l’utilisation de (21) permet de calculer une valeur du po-
tentiel de Hartree-Fock, a priori différente de la précédente ; on recommence alors la
procédure précédente jusqu’au moment où la convergence semble satisfaisante.

Les applications de cette méthode sont très nombreuses, en particulier en phy-
sique atomique, moléculaire, et nucléaire. Elles permettent par exemple de calculer
les oscillations du nuage électronique dans un atome, une molécule, ou dans un solide
placé dans un champ électrique extérieur dépendant du temps (polarisabilité dyna-
mique), ou encore les oscillations des nucléons dans un noyau. Nous avons signalé
dans la conclusion du Complément EXV que la méthode de Hartree-Fock indépen-
dante du temps est parfois remplacée par la méthode de la densité fonctionnelle ;
c’est également possible dans le cadre des problèmes dépendant du temps.

En conclusion de ce complément, nous pouvons souligner l’analogie étroite qui
existe entre la théorie de Hartree-Fock du champ moyen indépendant ou dépendant
du temps. Nous avons en effet vu que, dans les deux cas, apparaissent les mêmes
opérateurs de potentiel de Hartree-Fock. On comprend donc que ces opérateurs
soient d’usage général, même s’ils résultent d’une approximation.
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Complément GXV

Fermions ou bosons : équilibre thermique en champ moyen

1 Principe variationnel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
1-a Notations, position du problème . . . . . . . . . . . . . 130
1-b Une inégalité utile . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
1-c Minimisation du potentiel thermodynamique . . . . . . 133

2 Approximation de l’opérateur densité à l’équilibre . . 134
2-a Opérateurs densité d’essai . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
2-b Fonction de partition, distributions . . . . . . . . . . . . 135
2-c Grand potentiel variationnel . . . . . . . . . . . . . . . . 139
2-d Optimisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

3 Equations de champ moyen dépendant de la tempéra-
ture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

3-a Forme des équations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
3-b Propriétés et limites des équations . . . . . . . . . . . . 145
3-c Différences avec les équations de Hartree-Fock à tempé-

rature nulle (fermions) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
3-d Limite de température nulle (fermions) . . . . . . . . . . 148
3-e Equations pour les fonctions d’onde . . . . . . . . . . . 148

La compréhension de l’équilibre thermodynamique d’un système de particules
identiques en interaction est nécessaire dans de nombreux problèmes physiques :
propriétés électroniques d’un conducteur ou semi-conducteur, propriétés de l’hélium
liquide, des gaz ultra-froids, etc. Elle est essentielle pour l’étude des transitions de
phase, dont les exemples sont multiples et variés en physique des solides et des li-
quides : magnétisme spontané apparaissant en dessous d’une certaine température,
changements de conduction électrique, et bien d’autres. Or, en général, même si l’ha-
miltonien d’un système de particules identiques est connu, le calcul des propriétés de
cet équilibre ne peut être mené exactement jusqu’au bout ; ce calcul présente en effet
de réelles difficultés de manipulation de vecteurs d’état et opérateurs d’interaction,
qui mettent en jeu des combinaisons non triviales d’opérateurs de création et d’anni-
hilation. Il faut donc recourir à une ou plusieurs approximations. La plus fréquente
est probablement l’approximation du champ moyen qui, comme nous l’avons vu au
Complément EXV, constitue le fondement de la méthode de Hartree-Fock. Dans ce
complément, nous avons montré comment la méthode permet d’obtenir des valeurs
approchées des niveaux d’énergie d’un système de particules en interaction ; le rai-
sonnement a été fait en termes de vecteurs d’état. Ici, nous abordons le problème
plus complexe de l’équilibre thermique, qui doit se traiter en termes d’opérateur
densité, et montrons comment la méthode de Hartree-Fock peut être étendue à ce
cas plus général.

Nous verrons que, grâce à cette approche, il est effectivement possible d’obte-
nir des formules compactes fournissant une valeur approchée de l’opérateur densité à
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l’équilibre thermique, dans le cadre de l’ensemble grand-canonique. Les équations à
résoudre restent relativement semblables 1 à celles du Complément EXV. La méthode
de Hartree-Fock fournit également une valeur du grand potentiel thermodynamique,
qui donne directement la pression du système ; les autres grandeurs thermodyna-
miques peuvent ensuite être obtenues par dérivations partielles par rapport aux
paramètres de l’équilibre (volume, température, potentiel chimique, éventuellement
champ extérieur appliqué, etc. – cf. Appendice VI). La méthode est donc très puis-
sante, mais elle reste bien sûr une approximation dans la mesure où les interactions
entre particules ne sont traitées que dans le cadre du champ moyen, où certaines
corrélations ne sont pas prises en compte. De plus, pour des bosons, elle reste limitée
aux systèmes physiques loin de la condensation de Bose-Einstein ; les raisons de cette
limitation seront discutées en détail dans le § 4-a du Complément HXV.

Dans un premier temps (§ 1), une fois rappelées les notations et quelques
généralités, nous établissons un principe variationnel qui s’applique à tout opérateur
densité ; ce principe permet de rechercher, dans une famille quelconque d’opérateurs,
celui qui s’approche au mieux de l’opérateur densité de l’équilibre thermique. Puis
(§ 2) nous introduirons une famille d’opérateurs densité d’essai dont la forme reflète
l’approximation du champ moyen ; nous appliquerons le principe variationnel pour
déterminer lequel dans cette famille est l’opérateur optimal. Nous obtiendrons ainsi
les équations de Hartree-Fock à température non nulle, dont certaines propriétés
seront étudiées dans une dernière partie (§ 3). Plusieurs applications de ces équations
seront présentées au Complément HXV.

L’idée générale et l’organisation des calculs restera la même qu’au Complé-
ment EXV, dont nous reprenons les notations : on part d’un critère variationnel, on
choisit une famille d’essai, et on optimise la description du système au sein de cette
famille. C’est pourquoi, bien que le présent complément soit rédigé comme un tout
indépendant, il peut s’avérer utile de lire auparavant le Complément EXV.

1. Principe variationnel

Commençons par introduire les notations, afin de mettre en œuvre un certain
nombre de résultats généraux de mécanique statistique quantique (dont on trouvera
un résumé plus détaillé dans l’Appendice VI).

1-a. Notations, position du problème

Nous supposons que l’hamiltonien a la forme :

Ĥ = Ĥ0 + V̂ext + Ŵint (1)

qui est la somme de l’énergie cinétique Ĥ0 des particules, de leur énergie de couplage
V̂ext avec un potentiel extérieur :

V̂ext =
∑

q

V1(q) (2)

1. Elles ne sont cependant pas la simple juxtaposition des équations de ce complément :
on pourrait en effet envisager d’écrire indépendamment ces équations pour chacun des niveaux
d’énergie, puis d’effectuer ensuite une moyenne thermique. Mais nous allons voir (par exemple au
§ 2-d-β) que la détermination de la position de chaque niveau fait déjà intervenir des moyennes
thermiques, de sorte qu’ils sont couplés.
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et de leur interaction mutuelle Ŵint. Cette dernière s’écrit :

Ŵint =
1

2

∑

q 6=q′
W2(Rq,Rq′) (3)

Nous allons utiliser l’ensemble “grand-canonique” (Appendice VI, § 1-c), où le
nombre de particules n’est pas fixé, mais prend une valeur moyenne déterminée par
le potentiel chimique µ. Dans ce cas, l’opérateur densité ρ est un opérateur agissant
dans tout l’espace de Fock EF (où N peut prendre toutes les valeurs possibles), et pas
seulement dans l’espace des états EN à N particules (qui est plus restreint puisque
N y reste fixé). On pose, comme habituellement :

β =
1

kBT
(4)

où kB est la constante de Boltzmann et T la température absolue. A l’équilibre
grand-canonique, l’opérateur densité du système dépend de deux paramètres, β et
le potentiel chimique µ , et s’écrit :

ρeq =
1

Z
exp

[
−β
(
Ĥ − µN̂

)]
(5)

avec la relation qui découle de la normalisation à 1 de la trace de ρeq :

Z = Tr
{
exp

[
−β
(
Ĥ − µN̂

)]}
(6)

La fonction Z est appelée “fonction de partition” grand-canonique. L’opérateur N̂
associé au nombre total de particules est défini en (B-17) dans le Chapitre XV. La
température T et le potentiel chimique µ sont deux grandeurs intensives, conjuguées
respectivement de l’énergie et du nombre de particules.

Du fait de l’existence des interactions, ces formules conduisent généralement à
des calculs trop compliqués pour être menés jusqu’au bout. Le but de ce complément
est donc de chercher des expressions approchées de ρeq et Z qui soient plus facilement
utilisables, et qui découlent de l’approximation du champ moyen.

1-b. Une inégalité utile

Considérons deux opérateurs densité ρ et ρ′, tous deux de trace unité :

Tr {ρ} = Tr {ρ′} = 1 (7)

Nous allons montrer que l’on a toujours :

Tr {ρ Logρ} ≥ Tr {ρ Logρ′} (8)

Pour cela, commençons par remarquer que la fonction x Logx, définie pour
x ≥ 0, est toujours supérieure à la fonction x−1, qui donne l’équation de sa tangente
en x = 1 (Fig. 1). Lorsque x et y sont positifs, on a donc toujours :

x

y
Log

x

y
≥ x

y
− 1 (9)

131



COMPLÉMENT GXV •

0
1 2 3
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Figure 1 – Représentation des variations de la fonction x Logx. La courbe est
tangente en x = 1 à la droite y = x − 1 (traits tiretés) et reste toujours au-dessus ;
la valeur de la fonction reste donc toujours supérieure à x− 1.

soit, en multipliant par y :

x Logx− x Logy ≥ x− y (10)

avec égalité seulement si x = y.
Appelons maintenant pn les valeurs propres de ρ correspondant aux vecteurs

propres normés |un〉, et p′m les valeurs propres de ρ′ correspondant aux vecteurs
propres normés |vm〉. Appliquée aux nombres positifs pn et p′m, la relation (10)
donne :

pn Logpn − pn Logp′m ≥ pn − p′m (11)

Multiplions alors cette relation par le carré du module du produit scalaire :

|〈un| vm〉|2 = 〈un| vm〉 〈vm| un〉 (12)

et sommons sur m et n. Pour le terme en pn Logpn de (11), la sommation sur m fait
apparaître dans (12) la décomposition de l’opérateur identité sur la base {|vm〉} ; il
vient alors 〈un| un〉 = 1, et l’on obtient simplement la somme sur n de pnLogpn, soit
la trace Tr{ρ Logρ}. Pour le terme en pn Logp′m, la sommation sur m introduit :

∑

m

Logp′m |vm〉 〈vm| = Logρ′ (13)

de sorte qu’il vient :

∑

n

〈un| pn Logρ′ |un〉 = Tr {ρ Logρ′} (14)
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Quant aux termes de droite dans l’inégalité, le terme en pn donne :
∑

m,n

〈vm| un〉 pn 〈un| vm〉 =
∑

m

〈vm| ρ |vm〉 = Tr {ρ} = 1 (15)

et celui en p′m donne également 1 pour les mêmes raisons, de sorte que les deux
termes s’annulent mutuellement. Pour finir, nous obtenons l’inégalité :

Tr {ρ Logρ} − Tr {ρ Logρ′} ≥ 0 (16)

qui démontre (8).

Remarque :

On peut se demander à quelles conditions l’égalité est réalisée. Il faut, pour cela, que
(11) se transforme en égalité, donc que pn = p′m chaque fois que le produit scalaire
(12) est non nul ; toutes les valeurs propres des deux opérateurs ρ et ρ′ doivent donc
être égales. De plus, les vecteurs propres des deux opérateurs correspondant à des
valeurs propres différentes doivent avoir un produit scalaire nul ; en d’autres termes,
les valeurs propres et les sous-espaces propres des deux opérateurs sont les mêmes,
ce qui revient à dire que ρ = ρ′.

1-c. Minimisation du potentiel thermodynamique

L’entropie S associée à un opérateur densité quelconque ρ de trace unité est
définie par la relation (6) de l’Appendice VI :

S = −kB Tr {ρ Logρ} (17)

Le potentiel thermodynamique de l’ensemble grand-canonique est défini par le “grand
potentiel” Φ qui s’exprime en fonction de ρ par la relation (Appendice VI, § 1.c.β) :

Φ =
〈
Ĥ
〉
− TS − µ

〈
N̂
〉
= Tr

{[
Ĥ + kBT Logρ− µN̂

]
ρ
}

(18)

La valeur Φeq de Φ à l’équilibre s’obtient directement à partir de la fonction de
partition Z, puisque le report de (5) dans (18) donne :

Φeq = Tr
{[
Ĥ + β−1

(
−βĤ + βµN̂ − LogZ

)
− µN̂

]
ρeq

}

= −β−1LogZ Tr {ρeq} = −kBT LogZ (19)

Ainsi :

Z = e−βΦeq soit Φeq = −kBT LogZ (20)

Prenons alors un opérateur densité ρ quelconque, et la fonction Φ associée,
obtenue à partir de (18). Comme, d’après (5) et (20) :

−β
(
Ĥ − µN̂

)
= Logρeq + LogZ = Logρeq − βΦeq (21)

le report dans (18) donne :

Φ = Tr
{
β−1 [−Logρeq + βΦeq + Logρ] ρ

}
= β−1Tr {[−Logρeq + Logρ] ρ}+Φeq
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(22)

Mais la relation (16), appliquée à ρ′ = ρeq, permet d’écrire :

Tr {[Logρ− Logρeq] ρ} ≥ 0 (23)

Ainsi on déduit de (22) que, quel que soit l’opérateur densité ρ de trace 1, on a :

Φ ≥ Φeq (24)

avec égalité si, et seulement si, ρ = ρeq.
La relation (24) nous permet donc de poser un principe variationnel : on choisit

une famille d’opérateurs densité ρ, de trace unité, et on recherche dans cette famille
quel est l’opérateur qui donne la valeur la plus faible à Φ. Cet opérateur est alors
l’opérateur optimal au sein de la famille. De plus, il fournit une majoration du grand
potentiel, avec une erreur qui est du second ordre par rapport à l’erreur qui a été
faite sur ρ.

2. Approximation de l’opérateur densité à l’équilibre

Munis de ce principe variationnel, nous allons maintenant l’appliquer en choi-
sissant une famille d’opérateurs densité qui rende les calculs accessibles.

2-a. Opérateurs densité d’essai

La méthode de Hartree-Fock est basée sur l’hypothèse qu’une bonne approxi-
mation du problème est donnée en considérant que chaque particule reste indépen-
dante des autres, tout en se déplaçant dans un potentiel moyen que celles-ci créent.
L’approximation consiste donc à calculer l’opérateur densité comme si l’hamiltonien
Ĥ était remplacé par une somme d’hamiltoniens h̃(q) de particules indépendantes :

H̃ =
N∑

q=1

h̃(q) (25)

Introduisons la base des opérateurs de création et d’annihilation associée aux vec-
teurs propres de l’opérateur à une particule h̃ :

a†k |0〉 = |̃θk〉 avec h̃|̃θk〉 = ẽk |̃θk〉 (26)

L’opérateur symétrique à une particule H̃ peut s’écrire selon la relation (B-14) du
Chapitre XV :

H̃ =
∑

k

ẽk a
†
kak (27)

où les constantes réelles ẽk sont les valeurs propres de l’opérateur h̃.
Nous choisissons comme opérateurs d’essai agissant dans l’espace de Fock

l’ensemble des opérateurs ρ̃ qui peuvent s’écrire sous la forme de celle d’un équilibre
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dans l’ensemble grand-canonique – cf. relation (42) de l’Appendice VI. Nous posons
donc :

ρ̃ =
1

Z̃
exp

[
−β
(
H̃ − µN̂

)]
(28)

où H̃ est un opérateur symétrique quelconque à une particule, la constante β l’inverse
de la température définie en (4), µ une constante réelle qui joue le rôle d’un potentiel
chimique, et Z̃ la trace de ρ̃ :

Z̃ = Tr
{
exp

[
−β
(
H̃ − µN̂

)]}
(29)

Les variables pertinentes de notre problème sont donc les états |̃θk〉, qui constituent
une base orthonormée arbitraire dans l’espace des états individuels, ainsi que les
énergies ẽk. Ces variables déterminent les ak ainsi que H̃, et il s’agit donc de trouver
leur valeur qui minimise la fonction :

Φ̃ = Tr
{[
Ĥ + kBT Logρ̃− µN̂

]
ρ̃
}

(30)

Compte tenu de (27) et (28), on a :

ρ̃ =
1

Z̃
exp

[
−
∑

k

β (ẽk − µ) a†kak
]

(31)

Les calculs qui suivent sont simplifiés par le fait que l’espace de Fock peut être
considéré comme le produit tensoriel d’espaces indépendants associés aux états indi-
viduels |̃θk〉 ; l’opérateur densité d’essai (28) s’écrit alors comme un produit tensoriel
d’opérateurs agissant chacun sur un seul mode k :

ρ̃ =
1

Z̃

∏

k

exp
[
−β (ẽk − µ) a†kak

]
(32)

2-b. Fonction de partition, distributions

La forme de l’égalité (32) est la même que celle de la relation (5) du Complé-
ment BXV, avec un simple changement : le remplacement des énergies de particules
libres ek = ℏ2k2/2m par des énergies ẽk, qui sont pour le moment inconnues. Ce
changement n’affectant pas la structure mathématique de l’opérateur densité, nous
allons donc pouvoir utiliser directement les résultats des calculs du Complément
BXV.

α. Fonction de partition variationnelle

La fonction Z̃ ne dépend que des énergies variationnelles ẽk, puisque la trace

de (32) peut être calculée dans la base des
{
|̃θk〉

}
, avec pour résultat :

Z̃ =
∏

k

∑

nk

exp [−nkβ (ẽk − µ)] (33)
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On obtient donc simplement une expression similaire à celle de la relation (7) du
Complément BXV, qui concerne le gaz parfait. Pour des fermions, nk ne peut prendre
que les valeurs 0 et 1, et il vient :

Z̃fermions =
∏

k

[
1 + e−β(ẽk−µ)

]
(34)

alors que pour des bosons nk varie de 0 à l’infini, de sorte que :

Z̃bosons =
∏

k

1

1− e−β(ẽk−µ) (35)

Dans les deux cas, nous avons :

LogZ̃ = −η
∑

k

Log
[
1− ηe−β(ẽk−µ)

]
(36)

avec η = +1 pour des bosons, η = −1 pour des fermions.
Le calcul de l’entropie se mènerait de façon semblable : le fait que l’opérateur

densité ρ̃ ait la même forme que celle qui décrit l’équilibre thermique d’un gaz parfait
permet d’étendre immédiatement à un système décrit par ρ̃ les formules donnant
l’entropie d’un système sans interactions.

β. Une particule, opérateur densité réduit

Calculons la valeur moyenne de a†iaj avec l’opérateur densité ρ̃ :
〈
a†iaj

〉
ρ̃
= Tr

{
a†iaj ρ̃

}
(37)

Le § 2-c du Complément BXV indique que :

Tr
{
a†iaj ρ̃

}
= δij fβ(ẽi − µ) (38)

où la fonction de distribution fβ est notée fFDβ pour des fermions, et fBEβ pour des
bosons :

fβ(e− µ) =





fFDβ (e− µ) = 1

eβ(e−µ) + 1
pour des fermions

fBEβ (e− µ) = 1

eβ(e−µ) − 1
pour des bosons

(39)

Lorsque le système est décrit par l’opérateur densité ρ̃, les populations moyennes
des états individuels |̃θk〉 sont donc déterminées par les distributions habituelles de
Fermi-Dirac ou de Bose-Einstein. A partir de maintenant, pour simplifier la notation,
nous noterons simplement |θk〉 les kets |̃θk〉.

On peut introduire un “opérateur densité réduit à une particule” ρ̃1(1) par 2 :

ρ̃1(1) =
∑

k

fβ(ẽk − µ) |1 : θk〉 〈1 : θk| (40)

2. La trace de cet opérateur réduit n’est pas égale à l’unité, contrairement à ce qui est
habituellement le cas pour un opérateur densité ; elle est égale au nombre moyen de particules – cf.
relation (44). Cette autre normalisation s’avère souvent plus commode pour l’étude des systèmes
composés d’un grand nombre de particules.
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où la dépendance (1) et l’indice 1 sont là pour bien mettre en évidence qu’il s’agit
d’un opérateur agissant dans l’espace des états d’une seule particule (contrairement
à ρ̃ qui agit dans l’espace de Fock) ; il va sans dire que cet indice n’a rien à voir avec
la numérotation initiale des particules, mais désigne une particule unique quelconque
parmi toutes celles du système. Les éléments diagonaux de ρ̃1(1) sont les populations
des états individuels. Cet opérateur permet de calculer les valeurs moyennes sur ρ̃
de tous les opérateurs à une particule M̂ :
〈
M̂
〉
ρ̃
= Tr

{
M̂ ρ̃

}
(41)

En effet, utilisant l’expression (B-12) du Chapitre XV d’un opérateur à une particule
quelconque 3, ainsi que (38), nous obtenons :

〈
M̂
〉
ρ̃
=
∑

k,l

〈θk| m̂ |θl〉Tr
{
a†kalρ̃

}
=
∑

k

〈θk| m̂ |θk〉 fβ(ẽk − µ)

=
∑

k

〈θk| m̂ ρ̃1(1) |θk〉 (42)

soit :
〈
M̂
〉
ρ̃
= Tr1 {m̂ ρ̃1(1)} (43)

L’utilisation de l’opérateur densité ρ̃1(1) est commode car, comme nous le verrons, il
permet d’obtenir de façon simple toutes les valeurs moyennes qui interviennent dans
les calculs de Hartree-Fock ; notre calcul des variations reviendra donc simplement
à varier ρ̃1(1). Cet opérateur résume en quelque sorte les propriétés de l’opérateur
densité variationnel ρ̃ choisi en (28) dans l’espace de Fock ; il joue le même rôle 4

que, dans le Complément EXV, le projecteur PN (qui résume l’essentiel du ket va-
riationnel à N particules). De façon générale, on peut dire que le principe général de
la méthode de Hartree-Fock consiste à ramener les fonctions de corrélation binaires
du système à des produits de fonctions de corrélation concernant une seule particule
(nous reviendrons plus en détail sur ce point au § 2-b du Complément CXVI).

La valeur moyenne de l’opérateur N̂ correspondant au nombre total de parti-
cules s’écrit :

〈
N̂
〉
ρ̃
= Tr

{
N̂ ρ̃

}
= Tr1 {ρ̃1(1)} =

∞∑

i=1

fβ(ẽi − µ) (44)

Les deux fonctions fFDβ et fBEβ sont croissantes en fonction de µ et, pour chaque
température, le nombre total de particules est contrôlé par le potentiel chimique.
Pour un grand système physique dont les niveaux d’énergie sont très proches, la
partie orbitale de la somme discrète de (44) peut être remplacée par une intégrale.
La Figure 1 du Complément BXV donne l’allure des distributions de Fermi-Dirac et

3. Nous changeons les notations F̂ et f̂ du Chapitre XV en M̂ et m̂ afin d’éviter toute
confusion avec les fonctions de distribution fβ .

4. Pour des fermions, à la limite où la température tend vers zéro, la fonction de distribution
fFD
β qui intervient dans la définition de ρI(1) devient une fonction palier, et ρI(1) se confond

effectivement avec PN (1).
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de Bose-Einstein. Nous avons également noté que, pour les systèmes de bosons, le
potentiel chimique ne peut excéder la plus petite valeur e0 parmi celles des énergies
el ; lorsqu’il s’en approche, la population du niveau correspondant diverge, ce qui cor-
respond au phénomène de condensation de Bose-Einstein sur lequel nous reviendrons
au complément suivant. En revanche, avec des fermions, le potentiel chimique n’a
pas de limite supérieure, la population des états d’énergie inférieure à µ ne pouvant
dépasser 1 quelle que soit sa valeur.

γ. Deux particules, fonctions de distribution

Considérons un opérateur à deux particules Ĝ arbitraire, et calculons sa valeur
moyenne avec l’opérateur densité ρ̃. La relation (C-16) du Chapitre XV fournit
l’expression générale d’un opérateur symétrique à deux particules, qui conduit ici à :

〈
Ĝ
〉
ρ̃
= Tr

{
Ĝ ρ̃

}
=

1

2

∑

i,j,k,l

〈1 : θi; 2 : θj | ĝ(1, 2) |1 : θk; 2 : θl〉Tr
{
a†ia

†
jalak ρ̃

}

(45)

La démarche que nous allons suivre est la même que celle du § 2-a du Complément
EXV : nous utilisons l’approximation du champ moyen pour ramener le calcul d’une
valeur moyenne d’un opérateur à deux particules à celui de valeurs moyennes à une
seule particule. Pour cela, nous pouvons par exemple utiliser la relation (43) du
Complément BXV, qui indique que :

Tr
{
a†ia

†
jalak ρ̃

}
= [δikδjl + η δilδjk] fβ(ẽi − µ)fβ(ẽj − µ) (46)

Il vient alors :

〈
Ĝ
〉
ρ̃
= 1

2

∑
i,j fβ(ẽi − µ) fβ(ẽj − µ)×[

〈1 : θi; 2 : θj | ĝ(1, 2) |1 : θi; 2 : θj〉+ η 〈1 : θi; 2 : θj | ĝ(1, 2) |1 : θj ; 2 : θi〉
]

(47)

que, d’après (40), nous pouvons également écrire sous la forme :

〈
Ĝ
〉
ρ̃
= 1

2

∑
i,j 〈1 : θi| ρ̃1(1) |1 : θi〉 〈2 : θj | ρ̃1(2) |2 : θj〉×
〈1 : θi; 2 : θj | ĝ(1, 2) [1 + ηPex(1, 2)] |1 : θi; 2 : θj〉

(48)

où Pex est l’opérateur d’échange entre les particules 1 et 2. Comme :

〈1 : θi| ρ̃1(1) |1 : θi〉 〈2 : θj | ρ̃1(2) |2 : θj〉
= 〈1 : θi; 2 : θj | ρ̃1(1)⊗ ρ̃1(2) |1 : θi; 2 : θj〉 (49)

et comme les opérateurs ρ̃1(1) et ρ̃1(2) sont diagonaux dans la base des |θi〉, il
apparaît au second membre de (48) l’expression :

1

2

∑

i,j

〈1 : θi; 2 : θj | [ρ̃1(1)⊗ ρ̃1(2)] ĝ(1, 2) [1 + ηPex(1, 2)] |1 : θi; 2 : θj〉 (50)
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qui n’est autre qu’une (double) trace sur deux particules 1 et 2. Il vient donc :

〈
Ĝ
〉
ρ̃
=

1

2
Tr1,2 {[ρ̃1(1)⊗ ρ̃1(2)] ĝ(1, 2) [1 + ηPex(1, 2)]} (51)

Ainsi, comme nous l’avions annoncé plus haut, la valeur moyenne de l’opérateur à
deux particules Ĝ peut-elle s’exprimer, dans le cadre de l’approximation de Hartree-
Fock, en fonction de l’opérateur densité réduit à une particule ρ̃1(1) ; cette relation
n’est pas linéaire.

Remarque :

L’analogie avec les calculs du Complément EXV est soulignée si nous regroupons ses
équations (57) et (58) pour écrire :

〈
Ŵint

〉
=

1

2
Tr1,2 {[PN (1)⊗ PN (2)]W2(1, 2) [1 + ηPex(1, 2)]} (52)

Une fois W2(1, 2) remplacé par G, on obtient une relation très semblable à (51),
la seule différence étant que les projecteurs PN sont à remplacer par des opéra-
teurs à une particule ρ̃1. Nous reviendrons sur la correspondance entre résultats à
température nulle et non nulle au § 3-d.

2-c. Grand potentiel variationnel

Nous devons maintenant calculer le grand potentiel Φ̃ écrit en (30). Comme la
forme exponentielle (28) de l’opérateur d’essai fournit immédiatement l’expression
de Logρ̃, on constate la disparition des termes en µN̂ , et il vient :

Φ̃ = Tr
{[
Ĥ − H̃

]
ρ̃
}
− kBT LogZ̃ (53)

Il faut donc évaluer la valeur moyenne, avec l’opérateur densité ρ̃, de la différence
des hamiltoniens Ĥ et H̃ définis respectivement par (1) et par (25).

Calculons en premier lieu la trace :

Tr
{
Ĥ ρ̃

}
=
〈
Ĥ
〉
ρ̃

(54)

en commençant par la contribution de l’énergie cinétique Ĥ0 dans (1). Nous notons
K0 l’opérateur énergie cinétique individuelle :

K0 =
P2

2m
(55)

(m est la masse des particules). L’égalité (43) appliquée à Ĥ0 fournit immédiatement
la valeur moyenne de l’énergie cinétique dans ρ̃ :
〈
Ĥ0

〉
ρ̃
= Tr1 {K0 ρ̃1(1)} =

∑

i

〈θi|K0 |θi〉 × fβ(ẽi − µ) (56)

Ce résultat s’interprète simplement : chaque état individuel contribue par son énergie
cinétique moyenne multipliée par sa population.
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Le calcul de la valeur moyenne
〈
V̂ext

〉
ρ̃

se déroule de même :

〈
V̂ext

〉
ρ̃
= Tr1 {V1 ρ̃1(1)} =

∑

i

〈θi|V1 |θi〉 × fβ(ẽi − µ) (57)

(comme dans le Complément EXV, l’opérateur V1 désigne l’opérateur potentiel ex-
térieur à une particule).

Pour compléter le calcul de la valeur moyenne de Ĥ, nous devons maintenant
calculer la trace Tr {Wintρ̃}, valeur moyenne de l’énergie d’interaction lorsque le
système est décrit par ρ̃. La relation (51) nous permet d’écrire cette valeur moyenne
sous la forme d’une double trace :

〈Wint〉ρ̃ =
1

2
Tr1,2 {ρ̃1(1)⊗ ρ̃1(2) [W2(1, 2)] [1 + ηPex(1, 2)]} (58)

Reste enfin à obtenir la valeur moyenne de H̃. Le calcul est simplifié par le
fait que H̃ est, comme Ĥ0, un opérateur à une particule ; de plus, les |θi〉 sont par
définition les vecteurs propres de h̃ avec les valeurs propres ẽi, cf. relation (26). Si
donc nous remplaçons dans (56), Ĥ0 par H̃, nous obtenons :

〈
H̃
〉
ρ̃
=
∑

i

〈θi| (ẽi) |θi〉 × fβ(ẽi − µ) =
∑

i

ẽi fβ(ẽi − µ) (59)

Regroupons tous les résultats précédents en leur adjoignant la relation (36) ;
nous obtenons ainsi la valeur du grand potentiel variationnel sous la forme de la
somme de trois termes :

Φ̃ = Φ̃1 + Φ̃2 + Φ̃3 (60)

avec :

Φ̃1 = Tr1
{
[K0 + V1] ρ̃1(1)

}

Φ̃2 =
1

2
Tr1,2

{
[ρ̃1(1)⊗ ρ̃1(2)]W2(1, 2) [1 + ηPex(1, 2)]

}

Φ̃3 =
∑

i

{
−ẽi fβ(ẽi − µ) + ηkBT Log

[
1− ηe−β(ẽi−µ)

]} (61)

2-d. Optimisation

Nous recherchons maintenant l’opérateur densité ρ̃ qui minimise la valeur
moyenne Φ̃ du potentiel ; pour cela nous faisons varier les énergies propres ẽk ainsi
que les états propres |θk〉 de H̃. Nous commençons par la variation des états propres,
qui n’induit aucune variation de Φ̃3. Le calcul reste en fait très semblable à celui
du Complément EXV, avec les mêmes étapes : variation des vecteurs d’état, puis dé-
monstration que la condition de stationnarité est équivalente à une série d’équations
aux valeurs propres pour un opérateur de Hartree-Fock (opérateur à une particule).
Nous l’explicitons cependant ici parce qu’il est un peu différent. En particulier,
contrairement à ce qui se produit dans le Complément EXV, le nombre des états
|θi〉 à varier n’est plus fixé par le nombre de particules N ; ces états constituent
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une base complète de l’espace des états individuels, et leur nombre peut être infini.
On ne peut donc plus attribuer à l’un (ou plusieurs) d’entre eux une variation qui
soit orthogonale à tous les autres |θj〉 ; cette variation en sera nécessairement une
combinaison linéaire. Dans un second temps, nous ferons varier les énergies ẽk.

α. Variations des états propres

Lors des variations des états propres |θi〉, nous devons conserver les relations
d’orthogonalité :

〈θi |θj〉 = δij (62)

L’idée la plus simple semblerait être de ne varier qu’un seul d’entre eux, |θl〉 par
exemple, par la substitution :

|θl〉 ⇒ |θl〉+ |dθl〉 (63)

Cependant les conditions d’orthogonalité imposeraient alors :

〈θi |dθl〉 = 0 pour tout i 6= l (64)

qui interdirait à |dθl〉 d’avoir une composante sur aucun |θi〉 autre que |θl〉, et
contraindrait donc |dθl〉 à rester colinéaire à |θl〉. Comme de plus |θl〉 doit rester
normé, le seul changement possible serait alors celui de sa phase. Or un tel change-
ment n’affecte en rien, ni l’opérateur densité ρ̃1(1), ni aucune valeur moyenne dans
ρ̃. Cette variation est donc inopérante et sans intérêt.

Il est donc plus intéressant de faire varier conjointement deux vecteurs propres,
que nous notons |θl〉 et |θm〉. Il devient alors possible de donner à |θl〉 une composante
sur |θm〉, et inversement, ce qui ne modifie pas le sous-espace à deux dimensions qu’ils
engendrent ; leur orthogonalité à tous les autres vecteurs de base est automatique-
ment préservée. Nous attribuons ainsi aux deux vecteurs les variations infinitésimales
suivantes (sans changement des énergies ẽl et ẽm) :
{
|dθl〉 = dα eiχ |θm〉
|dθm〉 = −dα e−iχ |θl〉 avec l 6= m (65)

où dα est un nombre infinitésimal réel et χ un nombre réel arbitraire et fixe. Quel
que soit χ, on vérifie alors que la variation de 〈θl |θl〉 est bien nulle (elle contient les
produits scalaires 〈θl |θm〉 ou 〈θm |θl〉 qui sont nuls), ainsi que celle symétrique de
〈θm |θm〉, et enfin que :

d 〈θl |θm〉 = dα e−iχ 〈θm |θm〉 − dα e−iχ 〈θl |θl〉 = 0 (66)

Les variations (65) sont donc acceptables, quel que soit χ réel.
Nous pouvons calculer ce qu’elles entraînent pour l’opérateur ρ̃1(1) défini en

(40). Dans la somme sur k, seuls varient les termes k = l et k = m. Le terme k = l
produit une variation :

dα fβ(ẽl − µ)
[
eiχ |θm〉 〈θl|+ e−iχ |θl〉 〈θm|

]
(67)

alors que le terme k = m produit une variation semblable, où la fonction de distri-
bution fβ(ẽl − µ) est remplacée par −fβ(ẽm − µ). Donc :

dρ̃1(1) = dα [fβ(ẽl − µ)− fβ(ẽm − µ)]
[
eiχ |θm〉 〈θl|+ e−iχ |θl〉 〈θm|

]
(68)
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Il nous faut maintenant reporter ces variations dans les trois termes de (61) ;
les distributions f ne changent pas, de sorte que seuls les termes Φ̃1 et Φ̃2 sont
affectés. La variation infinitésimale de Φ̃1 s’écrit :

dΦ̃1 = Tr1 {[K0 + V1] dρ̃1(1)} (69)

Pour dΦ̃2, il contient deux contributions, celle due à dρ̃1(1) et celle due à dρ̃1(2).
Mais ces deux contributions sont égales, puisque l’opérateurW2(1, 2) est symétrique ;
les deux particules 1 et 2 jouent un rôle équivalent. Le facteur 1/2 de Φ̃2 disparaît
donc, et l’on obtient :

dΦ̃2 = Tr1,2
{

dρ̃1(1)⊗ ρ̃1(2) [W2(1, 2)] [1 + ηPex(1, 2)]
}

(70)

Nous pouvons regrouper ces deux contributions en utilisant le fait que, pour un
opérateur O(1, 2) quelconque, nous pouvons écrire :

Tr1,2 {dρ̃1(1) O(1, 2)} = Tr1
{

dρ̃1(1) Tr2 {O(1, 2)}
}

(71)

Il suffit pour établir cette égalité 5 de reporter la définition de la trace partielle
Tr2 {O(1, 2)} de l’opérateur O(1, 2) par rapport à la particule 2. Donc ici :

dΦ̃ = dΦ̃1 + dΦ̃2

= Tr1
{

dρ̃1(1)
[
K0 + V1 + Tr2

{
ρ̃1(2) W2(1, 2) [1 + ηPex(1, 2)]

}]}
(72)

Insérons maintenant l’expression (68) de dρ̃1(1). Se présentent deux termes,
l’un proportionnel à eiχ, l’autre à e−iχ ; le second vaut :

dα e−iχ [fβ(ẽl − µ)− fβ(ẽm − µ)]
× Tr1

{
|θl〉 〈θm|

[
K0 + V1 + Tr2

{
ρ̃1(2) W2(1, 2) [1 + ηPex(1, 2)]

}]}
(73)

Mais, pour un opérateur O(1) quelconque :

Tr1 {|θl〉 〈θm|O(1)} =
∑

i

〈θi |θl〉 〈θm|O(1) |θi〉 =
∑

i

〈θm|O(1) |θi〉 〈θi |θl〉

= 〈θm|O(1) |θl〉 (74)

de sorte que la variation (73) peut s’écrire :

dα e−iχ [fβ(ẽl − µ)− fβ(ẽm − µ)]
〈θm|

[
K0 + V1 + Tr2

{
ρ̃1(2) W2(1, 2) [1 + ηPex(1, 2)]

}]
|θl〉 (75)

5. La définition des traces partielles est donnée dans le § 5.b du Complément EIII . Le membre
de gauche de (71) s’écrit

∑
i,j 〈1 : θi; 2 : θj | dρI(1)O(1, 2) |1 : θi; 2 : θj〉. On injecte alors après dρI(1)

une relation de fermeture sur les kets |1 : θk; 2 : θk′ 〉, avec k′ = j puisque l’opérateur dρI(1) n’agit
pas sur la particule 2. Il vient

∑
i,k 〈1 : θi| dρI(1) |1 : θk〉

∑
j 〈1 : θk; 2 : θj |O(1, 2) |1 : θi; 2 : θj〉, où

la somme sur j est la définition de l’élément de matrice de la trace partielle sur 2 de O(1, 2) entre
〈1 : θk| et |1 : θi〉. On obtient alors le second membre de (71).
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Le terme en eiχ a une forme semblable, que nous n’avons pas besoin de calculer.
En effet, la variation dΦ̃ est une somme d’un terme en eiχ et d’un autre en e−iχ :

dΦ̃ = dα
[
c1e

−iχ + c2e
iχ
]

(76)

et la condition de stationnarité impose que dΦ̃ s’annule, quel que soit le choix arbi-
traire de χ. Si nous choisissons χ = 0, nous obtenons c1+ c2 = 0 ; si nous choisissons
χ = π/2, et si nous multiplions par −i, nous obtenons c1 − c2 = 0. Par somme et
différence, on constate alors que les deux coefficients c1 et c2 sont nuls. Nous pouvons
donc imposer séparément la nullité des termes en e±iχ, et donc de l’expression (75).
Si ẽl 6= ẽm, les fonctions de distribution fβ ne sont pas égales, et nous obtenons
donc :

〈θm|
[
K0 + V1 + Tr2

{
ρ̃1(2) W2(1, 2) [1 + ηPex(1, 2)]

}]
|θl〉 = 0 (77)

(si ẽl = ẽm, en revanche, nous n’obtenons pour le moment aucune condition parti-
culière à satisfaire 6).

β. Variation des énergies

Examinons maintenant les conséquences d’un changement dẽl de l’énergie ẽl.
La fonction fβ(ẽl − µ) acquiert une variation df lβ qui, selon la relation (40), induit
une variation de ρ̃1 :

dρ̃1 = |θl〉 〈θl| df lβ (78)

et entraîne à son tour des variations des expressions (61) de Φ̃1 et Φ̃2. Leur somme
est :

dΦ̃1+dΦ̃2 = Tr1
{

dρ̃1(1)
[
K0+V1+Tr2

{
ρ̃1(2) [W2(1, 2)] [1 + ηPex(1, 2)]

}]}
(79)

où le facteur 1/2 de Φ̃2 a disparu car les variations induites par ρ̃1(1) et ρ̃1(2) se
doublent. Si nous reportons (78) dans cette égalité et utilisons à nouveau (74), nous
obtenons :

dΦ̃1 + dΦ̃2 = df lβ 〈θl|
[
K0 + V1 + Tr2

{
ρ̃1(2) [W2(1, 2)] [1 + ηPex(1, 2)]

}]
|θl〉 (80)

Pour Φ̃3, la variation est la somme d’un terme en dẽl provenant de la présence
explicite des énergies ẽi dans sa définition (61), et d’un terme en df lβ . Si l’on fait
varier uniquement l’énergie ẽl (sans tenir compte des variations de la fonction de
distribution), on obtient un résultat qui s’annule, car :
[
−fβ(ẽl − µ) + ηkBT

[
(−η) (−β) e−β(ẽl−µ)

]
1

1−ηe−β(ẽl−µ)

]
dẽl

=
[
− fβ(ẽl − µ) + fβ(ẽl − µ)

]
dẽl = 0

(81)

Il suffit donc de faire varier de df lβ la fonction de distribution, et l’on obtient sim-
plement :

dΦ̃3 = −ẽl df lβ (82)

6. C’est normal puisque ce choix n’induit aucune variation de l’opérateur densité d’essai.
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Pour finir, après simplification par df lβ (qui par hypothèse n’est pas nul),

l’annulation de la variation dΦ̃ conduit à la condition :

dΦ̃1 + dΦ̃2 + dΦ̃3

= 〈θl| [K0 + V1 − ẽl + Tr2 {ρ̃1(2) [W2(1, 2)] [1 + ηPex(1, 2)]}] |θl〉 = 0 (83)

Elle ressemble à la condition de stationnarité à énergies constantes (77), mais ici les
indices l et m sont confondus ; de plus, il existe un terme en −ẽl dans l’opérateur.

3. Equations de champ moyen dépendant de la température

Nous allons voir comment l’introduction d’un opérateur de Hartree-Fock, agis-
sant dans l’espace des états d’une seule particule, permet d’écrire les relations de
stationnarité que nous venons d’obtenir sous une forme concise et d’usage plus aisé.

3-a. Forme des équations

Définissons un opérateur de Hartree-Fock dépendant de la température comme
la trace partielle qui apparaît dans les équations précédentes :

WHF (β) = Tr2
{
ρ̃1(2)W2(1, 2) [1 + ηPex(1, 2)]

}
(84)

C’est donc un opérateur agissant sur la seule particule 1. Il est équivalent de le définir
par ses éléments de matrice entre états individuels :

〈θk|WHF (β) |θl〉
=
∑

j

fβ(ẽj − µ) 〈1 : θk; 2 : θj |W2(1, 2) [1 + ηPex(1, 2)] |1 : θl; 2 : θj〉 (85)

L’équation (77) s’applique quel que soit le couple de valeurs choisies pour l et
m, pourvu que ẽl 6= ẽm. Lorsque l est fixé et que m varie, elle exprime simplement
que le ket :

[K0 + V1 +WHF (β)] |θl〉 (86)

est orthogonal à tous les vecteurs propres |θm〉 de valeur propre ẽm différente de
ẽl ; il a donc une composante nulle sur ces vecteurs. Quant à l’équation (83), elle
donne la composante de ce ket sur |θl〉, qui est égale à ẽl |θl〉. L’ensemble des |θm〉
(y compris ceux de même valeur propre que |θl〉) constitue une base de l’espace des
états individuels, définie en (26) comme la base des vecteurs propres de l’opérateur
individuel h̃. Deux cas sont alors possibles :

(i) Si ẽl est une valeur propre non dégénérée de h̃, l’ensemble des équations
(77) et (83) détermine toutes les composantes du ket [K0 + V1 +WHF (β)] |θl〉. Il
indique que |θl〉 est vecteur propre de l’opérateur K0 + V1 +WHF avec la valeur
propre ẽl.

(ii) Si cette valeur propre de h̃ est dégénérée, la relation (77) permet seulement
d’affirmer que le sous-espace propre de h̃ de valeur propre ẽl est stable sous l’action
de l’opérateur K0+V1+WHF ; elle ne donne pas d’information sur les composantes
du ket (86) à l’intérieur de ce sous-espace. On peut cependant diagonaliser K0 +

144



• FERMIONS OU BOSONS : ÉQUILIBRE THERMIQUE EN CHAMP MOYEN

V1 +WHF dans chacun des sous-espaces propres de h̃, ce qui conduit à une nouvelle
base de vecteurs propres |ϕn〉 qui sont maintenant communs à h̃ et K0+V1+WHF .

On raisonne alors dans cette base où tous les [K0 + V1 +WHF (β)] |ϕn〉 sont
proportionnels à |ϕn〉. Compte tenu de (83), on obtient :

[K0 + V1 +WHF (β)] |ϕn〉 = ẽn |ϕn〉 (87)

Comme nous venons de le voir, le changement de base des |θl〉 vers les |ϕn〉 se produit
uniquement à l’intérieur des sous-espaces propres de h̃ de valeur propre ẽ donnée ;
on peut donc remplacer les |θl〉 par les |ϕn〉 dans la définition (40) de ρ̃1(1) et écrire :

ρ̃1(1) =
∑

n

fβ(ẽn − µ) |1 : ϕn〉 〈1 : ϕn| (88)

Le report de cette relation dans la définition (84) de WHF (β) conduit à un système
d’équations ne concernant plus que les vecteurs propres |ϕn〉.

L’ensemble des équations (87) pour toutes les valeurs de n, associé à (84) et
(88) pour définir le potentiel WHF (β) en fonction des |ϕn〉, constitue les équations
de Hartree-Fock dépendant de la température.

3-b. Propriétés et limites des équations

Nous discutons maintenant l’application des équations de champ moyen que
nous avons obtenues et leurs limites de validité, qui sont plus strictes pour les bosons
que pour les fermions.

α. Utilisation des équations

Les équations de Hartree-Fock sont celles d’un système autocohérent et non
linéaire : les vecteurs propres |ϕn〉 et les énergies propres de l’opérateur densité ρ̃1(1)
sont solutions d’une équation aux valeurs propres (87) qui dépend elle-même de
ρ̃1(1). La situation rappelle donc celle que nous avons rencontrée avec les équations
de Hartree-Fock à température nulle et, a priori, il n’est pas possible de leur trouver
des solutions exactes.

Comme à température nulle, on peut procéder par itération : on part d’un
opérateur densité ρ̃1(1) qui paraît plausible pour des raisons physiques, et on l’in-
sère ensuite dans (84) pour calculer une première valeur de l’opérateur potentiel de
Hartree-Fock. On diagonalise ensuite cet opérateur afin d’obtenir ses kets propres
et valeurs propres ēn. On construit alors l’opérateur ρ1 qui admet les mêmes kets
propres, mais dont les valeurs propres sont les fβ(ēn− µ). Insérant ce nouvel opéra-
teur ρ1 dans (84), on obtient une deuxième itération de l’opérateur de Hartree-Fock.
On diagonalise alors à nouveau cet opérateur pour calculer de nouvelles valeurs
propres et nouveaux vecteurs propres, ce qui permet de construire l’approximation
suivante ρ1 de ρ̃1, et ainsi de suite. Au bout de quelques itérations, on peut espérer
la convergence vers une solution autocohérente.

β. Limite de validité

Pour un système de fermions, aucune limite de principe générale n’existe à
l’utilisation de l’approximation de Hartree-Fock. Bien évidemment, la qualité du
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résultat final dépend de la mesure dans laquelle un traitement en champ moyen
des interactions est une bonne approximation, donc de la nature des interactions.
On comprend bien intuitivement que, plus la portée des interactions est grande,
plus chaque particule est soumise à l’action d’un grand nombre d’autres, et plus
un effet de moyennage se produit qui améliore l’approximation du champ moyen.
En revanche, si chaque particule n’interagit qu’avec une seule partenaire, de fortes
corrélations binaires peuvent apparaître, qui ne peuvent être traitées correctement
par un champ moyen agissant sur des particules indépendantes.

Pour les bosons, les mêmes remarques générales s’appliquent, mais de plus
les populations ne sont plus limitées à l’unité. Lorsque par exemple se produit la
condensation de Bose-Einstein, une population devient beaucoup plus grande que les
autres, et donc singulière, situation qui n’est pas prise en compte dans les calculs ci-
dessus. L’approximation de Hartree-Fock est donc soumise à des limites plus strictes
que pour des fermions, limites que nous discutons maintenant.

Pour un système de bosons où de nombreux états individuels ont des popula-
tions comparables, le traitement des interactions par un champ moyen de Hartree-
Fock conduit à une aussi bonne approximation que pour les fermions. Mais, si le
système est proche de la condensation, ou même condensé, les équations de champ
moyen que nous avons écrites ne sont en fait plus valables. La raison en est que
l’opérateur densité d’essai de la relation (31) contient une fonction de distribution
associée à chaque état quantique individuel qui varie comme pour un gaz parfait,
donc selon une simple exponentielle décroissante du nombre d’occupation. Mais nous
avons vu au § 3-b-β du Complément BXV qu’un gaz parfait présente des fluctuations
du nombre de particules dans chacun des états individuels qui sont aussi grandes que
la valeur moyenne de ce nombre de particules ; si l’état individuel est très peuplé,
ce sont donc des fluctuations extrêmement importantes. Or ceci est physiquement
impossible en présence d’interactions répulsives : toute fluctuation de population
augmente la valeur moyenne des carrés du nombre d’occupation (somme du carré de
la valeur moyenne et du carré de la fluctuation), donc l’énergie d’interaction (pro-
portionnelle à la valeur moyenne du carré). Une forte fluctuation des populations
entraînerait immédiatement une importante augmentation de l’énergie d’interaction
répulsive, en contradiction avec la minimisation du potentiel thermodynamique. De
façon équivalente, on peut dire que la compressibilité finie du système physique
introduite par les interactions s’oppose à toute fluctuation trop élevée de la den-
sité. Il en découle que les fluctuations du nombre de particules condensées prévues
par l’opérateur densité d’essai de Hartree-Fock ne peuvent être physiques en cas de
condensation.

Il est intéressant d’analyser plus précisément l’origine de cette limite de l’ap-
proximation de Hartree-Fock en termes de corrélations entre particules. Dans la
relation (51), l’opérateur à deux particules Ĝ est quelconque. Cette relation indique
donc que, avec l’opérateur densité d’essai (31), l’opérateur densité réduit à deux
particules s’écrit :

ρ̃2 (1, 2) = ρ̃1(1)⊗ ρ̃1(1) [1 + Pex (1, 2)] (89)

Ses éléments de matrice diagonaux sont donc :

〈1 : θi; 2 : θj | ρ̃2 (1, 2) |1 : θi; 2 : θj〉
= 〈1 : θi| ρ̃1 |1 : θi〉 〈2 : θj | ρ̃1 |2 : θj〉+ 〈1 : θi| ρ̃1 |1 : θj〉 〈2 : θj | ρ̃1 |2 : θi〉 (90)
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c’est-à-dire la somme d’un terme direct et d’un terme d’échange. Lorsque i 6= j, la
présence d’un terme d’échange n’est pas surprenante ; elle correspond bien à l’analyse
générale du § C-5 du Chapitre XV. Elle est également du même type que l’expression
de la fonction de corrélation spatiale écrite en (C.34) de ce chapitre, qui est bien la
somme de deux contributions, une directe (C.32) et une d’échange (C.33) ; comme
cette dernière est positive lorsque r1 ≃ r2, l’échange se traduit physiquement par un
groupement spatial des bosons. Mais, lorsque i = j, il est surprenant que le terme
d’échange semble subsister dans (90), alors que la notion même d’échange perd son
sens : lorsqu’un seul état individuel est mis en jeu, les quatre expressions (C.21)
du chapitre XV se réduisent à une seule, le terme direct. On vérifie d’ailleurs que
le terme d’échange (C-34) du Chapitre XV contient la condition explicite i 6= j,
ce qui signifie bien qu’il ne reçoit aucune contribution de i = j. De plus, nous
confirmerons au § 3 du Complément AXVI que des bosons placés tous dans le même
état quantique individuel ne sont pas corrélés spatialement, et ne présentent donc
ni groupement ni effet d’échange. L’expression mathématique de l’opérateur densité
d’essai de Hartree-Fock à deux particules contient donc trop de termes d’échange.
Ceci est sans conséquence tant que le système de bosons reste loin de la condensation
de Bose-Einstein : l’erreur introduite est faible puisque les termes i = j jouent alors
un rôle négligeable devant les termes i 6= j dans les sommes sur i et j qui apparaissent
dans l’énergie d’interaction. Mais, dès qu’un niveau individuel devient très peuplé,
des erreurs significatives peuvent être introduites et l’approximation de Hartree-Fock
doit être abandonnée. Il existe cependant des traitements théoriques plus élaborés
qui sont mieux adaptés à ce cas.

3-c. Différences avec les équations de Hartree-Fock à température nulle (fermions)

La différence principale entre l’approche que nous avons utilisée et celle des
Compléments CXV et EXV est qu’ils se limitaient à la recherche d’un seul état propre
de l’hamiltonien Ĥ, généralement l’état fondamental ; si l’on s’intéresse à plusieurs
de ces états, il faut reprendre le calcul séparément pour chacun d’entre eux. Pour
obtenir les propriétés de l’équilibre thermique, on pourrait alors envisager de recom-
mencer le calcul un très grand nombre de fois, puis de pondérer les résultats par
des probabilités d’occupation. Mais il est clair que cette méthode serait très lourde,
voire impossible pour un système macroscopique dont les niveaux sont extrêmement
nombreux. Dans le présent complément, les équations de Hartree-Fock fournissent
d’emblée les moyennes thermiques, ainsi que les vecteurs propres d’un opérateur
densité à une particule avec leurs énergies.

Une autre différence importante est l’apparition d’un opérateur de Hartree-
Fock qui dépend de la température, dépendance qui provient de la présence dans
(85) d’une fonction de distribution qui varie avec la température – ou, ce qui est
équivalent, de la présence dans (84) d’un opérateur dépendant de β qui remplace
le projecteur PN (2) sur tous les états individuels peuplés. Les équations obtenues
rappellent donc celles de particules indépendantes, chacune trouvant son équilibre
thermodynamique en se déplaçant dans le potentiel moyen autocohérent créé par
toutes les autres, y compris la contribution d’échange (qu’on peut ignorer dans une
version simplifiée, dite de Hartree).

Il faut cependant garder à l’esprit que le potentiel de Hartree-Fock associé
à chaque état individuel dépend maintenant des populations d’une infinité d’autres
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états individuels, populations qui sont fonctions de leur énergie et de la température.
En d’autres termes, du fait du caractère non linéaire des équations de Hartree-Fock,
le calcul ne se ramène donc pas à une simple juxtaposition de calculs séparés pour
les états stationnaires individuels placés en champ moyen.

3-d. Limite de température nulle (fermions)

Vérifions maintenant que la méthode de Hartree-Fock à température non nulle
redonne bien les mêmes résultats que la méthode à température nulle introduite au
Complément EXV pour des fermions.

Nous avons introduit au § 2-d du Complément BXV la notion de gaz quantique
dégénéré pour un gaz parfait. Elle se généralise à un gaz en interaction : dans un
système de fermions, si βµ≫ 1, on dit que le système est fortement dégénéré. Ainsi,
lorsque la température tend vers zéro, un système de fermions devient nécessaire-
ment de plus en plus dégénéré. Pouvons-nous alors vérifier que les résultats de ce
complément redonnent ceux du Complément EXV, valables à température nulle ?

Nous avons vu que la température intervient dans la définition (85) du po-
tentiel moyen de Hartree-Fock WHF . A la limite d’une très forte dégénérescence,
la fonction de distribution de Fermi-Dirac qui apparaît dans la définition (40) de
ρ̃1(1) devient pratiquement une fonction palier : une fonction égale à 1 si l’énergie ej
est inférieure au potentiel chimique µ, nulle sinon (Figure 1 du Complément BXV).
En d’autres termes, seuls sont peuplés (et par un seul fermion) les états d’énergie
inférieure à µ, donc au niveau de Fermi. Dans ces conditions, le ρ̃1(2) de (84) devient
pratiquement égal au projecteur PN (2) qui, au Complément EXV, apparaît dans la
définition (58) du potentiel de Hartree-Fock à température nulle ; en d’autres termes,
la trace partielle contenue dans cette relation (85) est alors strictement limitée aux
états individuels d’énergies les plus basses. On arrive ainsi aux mêmes équations de
Hartree-Fock qu’à température nulle, et donc à la détermination d’une série d’états
propres individuels permettant de construire un unique état à N particules.

3-e. Equations pour les fonctions d’onde

Ecrivons maintenant les équations de Hartree-Fock (87) en termes de fonctions
d’onde ; ces équations sont strictement équivalentes à (87), qui est écrite en termes
d’opérateurs et de kets, mais leur forme est parfois plus commode à utiliser, en
particulier pour les calculs numériques.

Nous supposons que les particules ont un spin. La prise en compte explicite
de ce spin conduit à noter les fonctions d’onde ϕν(r), avec :

ϕν(r) = 〈r, ν |ϕ〉 (91)

où le nombre quantique de spin ν peut prendre (2S+1) valeurs ; selon la nature des
particules considérées, les spins S possibles sont S = 0, S = 1/2, S = 1, etc. Comme
dans le Complément EXV (§ 2-d), nous introduisons une base complète {|ϕνkk 〉} de
l’espace des états individuels, formée de kets qui sont tous vecteurs propres de la
composante du spin sur l’axe de quantification avec la valeur propre νk. Pour chaque
valeur de n, l’indice de spin ν ne prend alors qu’une seule valeur νn ; ce n’est donc pas
un indice indépendant. En ce qui concerne les potentiels, nous supposons à nouveau
que V1 est diagonal en ν, mais que ses éléments diagonaux V ν1 (r) peuvent dépendre
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de ν. En revanche, le potentiel d’interaction est décrit par une fonction W2(r, r
′) qui

ne dépend que de r− r′, mais n’agit pas sur les spins.
Pour obtenir les éléments de matrice de ŴHF (β) en représentation {|r, ν〉},

utilisons (85) après y avoir remplacé les |θ〉 par les |ϕ〉 ; nous avons vu au § 3 que
c’était possible. Nous multiplions les deux membres par 〈r, ν |ϕνkk 〉 et 〈ϕνll |r′, ν〉 et
sommons sur les indices k et l ; dans chacun des membres apparaissent les relations
de fermeture :
∑

k

〈r, ν |ϕνkk 〉 〈ϕνkk | = 〈r, ν| et
∑

l

|ϕνll 〉 〈ϕνll |r′, ν′〉 = |r′, ν′〉 (92)

Il vient alors :

〈r, ν| ŴHF (β) |r′, ν′〉 =∑

j

fβ(ẽj − µ)
〈
1 : r, ν; 2 : ϕ

νj
j

∣∣W2(1, 2) [1 + ηPex(1, 2)]
∣∣1 : r′, ν′; 2 : ϕ

νj
j

〉

(93)

Comme dans le § C-5 du Chapitre XV, nous obtenons ainsi la somme d’un terme
direct (terme en 1 dans le crochet central) et d’un terme d’échange (terme contenant
ηPex). Cette expression contient le même élément de matrice que l’expression (87)
du Complément EXV, la seule différence étant le présence d’un coefficient fβ(ẽj −µ)
dans chaque terme de la somme (ainsi que le fait que la somme est ici infinie).

(i) Pour le terme direct, comme dans ce complément, nous insérons une relation
de fermeture sur la position de la particule 2 :

∣∣2 : ϕ
νj
j

〉
=

∫
d3r2 ϕ

νj
j (r2) |2 : r2, νj〉 (94)

Puisque l’opérateur d’interaction est diagonal en représentation positions, la partie
de l’élément de matrice de (93) qui ne contient pas l’opérateur d’échange devient
alors :
∫
d3r2

∣∣ϕνjj (r2)
∣∣2 〈1 : r, ν; 2 : r2|W2(1, 2) |1 : r′, ν′; 2 : r2〉 (95)

Le terme direct de (93) s’écrit donc :

δνν′ δ(r− r′)
∫

d3r2 W2(r, r2)
∑

j

fβ(ẽj − µ)
∣∣ϕνjj (r2)

∣∣2 (96)

qui est l’équivalent de la relation (91) du Complément EXV.
(ii) Le terme d’échange est obtenu par permutation des deux particules dans

le ket qui figure à droite dans le second membre de (93) ; le caractère diagonal de
W2(1, 2) en représentation position fait alors apparaître l’expression :

〈
1 : r, ν

∣∣1 : ϕ
νj
j

〉 〈
2 : ϕ

νj
j

∣∣2 : r′, ν′
〉
W2(r, r

′) (97)

Pour que le premier produit scalaire soit non nul, il faut que l’indice j soit tel que
νj = ν ; de même, pour que le second produit scalaire soit non nul, il faut que
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νj = ν′. La conjonction des deux conditions n’est possible que si ν = ν′, et le terme
d’échange de (93) vaut donc :

η δνν′

∑

νj=ν

fβ(ẽj − µ)
[
ϕ
νj
j (r)

] [
ϕ
νj
j (r′)

]∗
W2(r, r

′) (98)

où la somme porte sur toutes les valeurs de j telles que νj = ν : ce terme n’existe que
si les deux particules en interaction sont totalement indiscernables, ce qui implique
qu’elles soient dans un même état de spin (cf. la discussion du Complément EXV).

Définissons alors les potentiels direct et d’échange par :

Vdir(r) =

∫
d3r′′ W2(r, r

′′)
∑

j

fβ(ẽj − µ)
∣∣ϕνjj (r′′)

∣∣2

V νex(r, r
′) =W2(r, r

′)
∑

νj=ν

fβ(ẽj − µ)
[
ϕ
νj
j (r)

] [
ϕ
νj
j (r′)

]∗ (99)

Les égalités (87) conduisent alors aux équations de Hartree-Fock en représentation
position :

[
− ℏ2

2m
∆+ V νn1 (r) + Vdir(r)

]
ϕνnn (r) + η

∫
d3r′ V νnex (r, r′)ϕνnn (r′) = ẽn ϕ

νn
n (r)

(100)

La discussion générale du § 3-b s’applique ici sans changement. Ces équations sont
à la fois non linéaires et autocohérentes. En effet, les potentiels direct et d’échange
sont eux-mêmes fonction des solutions ϕνj (r) des équations aux valeurs propres (100).
De ce point de vue, la situation est donc la même qu’à température nulle, et l’on
peut également avoir recours aux méthodes itératives pour rechercher des solutions.
Ici, cependant, les équations à résoudre ne sont pas en nombre fini N , mais en
nombre infini, comme nous l’avons déjà souligné au § 3-c. L’ensemble des solutions
doit en effet permettre de sous-tendre l’espace des états individuels. De même, dans
les définitions (99) des potentiels direct et d’échange, les sommations sur j ne sont
pas restreintes à N états, mais infinies. Cependant, si le nombre de ces fonctions
d’onde est en principe infini, en pratique (pour les calculs numériques) on prendra
un nombre élevé mais fini. Quant aux conditions initiales pour débuter l’itération,
on pourra par exemple choisir les états et les énergies d’un gaz de fermions libres,
mais toute autre conjecture initiale est également possible.

Conclusion

Les applications des calculs précédents et, plus généralement, de la théorie
du champ moyen sont très nombreuses. Nous en donnerons quelques exemples dans
le complément suivant, mais ils sont loin de donner une image de la richesse des
applications possibles. L’idée physique générale est, chaque fois que c’est possible,
de ramener le calcul des différentes grandeurs physiques à un calcul similaire à celui
d’un gaz parfait où les particules ont des dynamiques indépendantes. Effectivement,
nous avons vu que les populations des niveaux individuels, ainsi que le nombre total
de particules, sont donnés par les mêmes fonctions de distribution fβ que pour un
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gaz parfait – cf. relations (38) et (44). Il en est de même pour l’entropie S du
système, comme nous l’avons remarqué à la fin du § 2-b-α. A condition de remplacer
les énergies des particules libres par les énergies modifiées ẽk,ν , l’analogie avec des
particules indépendantes est donc très réelle.

Cependant, si l’on désire calculer d’autres grandeurs thermodynamiques, par
exemple l’énergie moyenne, on ne peut plus utiliser les formules du gaz parfait ; il
faut revenir aux équations du § 2-c. Le grand potentiel peut être obtenu en reportant
dans (61) les |θi〉 et les ẽi obtenus à partir des équations de Hartree-Fock. Une autre

méthode utilise le fait que
〈
N̂
〉

est connu à partir des formules du gaz parfait

contenant la distribution fβ , et donc ne demande pas de calculs supplémentaires.
Comme :
〈
N̂
〉
= β−1 ∂

∂µ
LogZ (101)

on peut intégrer
〈
N̂
〉

sur µ (entre −∞ et la valeur courante µ, à β constant) pour

obtenir LogZ, donc le grand potentiel. A partir du grand potentiel, toutes les autres
grandeurs thermodynamiques peuvent être calculées par des dérivations appropriées
(une dérivation par rapport à β pour obtenir l’énergie moyenne, par exemple). Nous
verrons un exemple d’application de cette méthode au § 4-a du complément suivant.

Il faut toutefois garder à l’esprit que ces calculs découlent de l’approxima-
tion du champ moyen, donc du fait que l’opérateur densité exact à l’équilibre a été
remplacé par un opérateur de la forme (32). Certes, nombreux sont les cas où cette
approximation est bonne, voire excellente ; c’est en particulier le cas si le potentiel
d’interaction entre particules est à longue portée, ce qui rend plus efficace l’effet de
moyenne sur plusieurs partenaires du potentiel d’interaction ressenti par chaque par-
ticule. Mais elle reste une approximation : si, par exemple, les particules interagissent
via des potentiels en “cœur dur” (potentiel infini lorsque la distance mutuelle devient
inférieure à une certaine distance microscopique), il est clair que dans la réalité elles
ne peuvent jamais se trouver à une distance inférieure au diamètre de ce cœur dur ;
or cette impossibilité n’est absolument pas prise en compte dans (32). Rien ne ga-
rantit donc a priori la qualité d’une approximation de champ moyen dans tous les
cas, et il arrive effectivement qu’elle s’avère insuffisante.
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Complément HXV

Applications de la méthode du champ moyen à température
non nulle (fermions et bosons)

1 Hartree-Fock à température non nulle, bref rappel . . 153
2 Système homogène . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

2-a Calcul des énergies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
2-b Quasi-particules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

3 Magnétisme spontané de fermions répulsifs . . . . . . . 157
3-a Un modèle simple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
3-b Résolution des équations par itération graphique . . . . 159
3-c Discussion physique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

4 Bosons : équation d’état, instabilité attractive . . . . . 165
4-a Bosons répulsifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
4-b Bosons attractifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

Dans le complément précédent, nous avons présenté la méthode de Hartree-
Fock (champ moyen) à température non nulle, qui a de très nombreuses applications ;
ce complément en discute quelques-unes. Nous commençons au § 1 par un bref
rappel des résultats obtenus par cette méthode au complément précédent, qui nous
seront utiles ici. Puis, au § 2, nous étudions les propriétés générales d’un système
homogène ; c’est un cas particulier très fréquemment rencontré, ce qui lui confère
une importance particulière. Les deux dernières parties mettent l’accent sur l’étude
des transitions de phase dans des systèmes homogènes. Le § 3 concerne les fermions ;
nous montrons comment la théorie du champ moyen permet de prévoir l’existence
d’une transition où un système de fermions devient spontanément magnétique sous
l’effet de la répulsion entre particules (pourtant supposée totalement indépendante
des spins). Enfin, dans une dernière partie (§ 4), nous passons aux bosons et à l’étude
de leur équation d’état. Ceci nous permettra en particulier de mettre en évidence
une instabilité lorsque les bosons sont attractifs et proches de la condensation de
Bose-Einstein.

1. Hartree-Fock à température non nulle, bref rappel

Commençons par un bref résumé des résultats déjà obtenus précédemment
(§ 2 du Complément BXV et § 3 du Complément GXV) qui seront utilisés dans ce
qui suit.

Pour un gaz parfait, la fonction de distribution fFDβ pour des fermions, ou
fBEβ pour des bosons, est donnée par :

fβ(e− µ) =





fFDβ (e− µ) = 1

eβ(e−µ) + 1
pour des fermions

fBEβ (e− µ) = 1

eβ(e−µ) − 1
pour des bosons

(1)
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où β = 1/kBT et µ est le potentiel chimique. Le nombre total moyen
〈
N̂
〉

de

particules est alors obtenu par une somme sur tous les états individuels accessibles
repérés par l’indice i :

〈
N̂
〉
=

∞∑

i=1

fβ(ei − µ) (2)

Les équations de Hartree-Fock dépendant de la température (équations du
champ moyen) en représentation position sont fournies par la relation (100) du
Complément GXV :
[
− ℏ2

2m
∆+ V νn1 (r) + Vdir(r)

]
ϕνnn (r) + η

∫
d3r′ V νnex (r, r′)ϕνnn (r′) = ẽn ϕ

νn
n (r) (3)

où η = +1 pour des bosons, η = −1 pour des fermions, et où Vdir(r) et V νex(r)
sont donnés par la relation (99) du même complément (on suppose que le potentiel
d’interaction n’agit pas sur les nombres quantiques de spin ν) :

Vdir(r) =

∫
d3r′′ W2(r, r

′′)
∑

j

fβ(ẽj − µ)
∣∣ϕνjj (r′′)

∣∣2

V νex(r, r
′) =W2(r, r

′)
∑

νj=ν

fβ(ẽj − µ)
[
ϕ
νj
j (r)

] [
ϕ
νj
j (r′)

]∗ (4)

2. Système homogène

Nous supposons à partir de maintenant que le système physique est soumis à
des conditions aux limites créées par un potentiel à un corps confinant les particules
dans une boîte cubique de côté L ; ce potentiel reste nul (V̂1 = 0) à l’intérieur de la
boîte, et prend une valeur infinie à l’extérieur. Pour rendre compte de ce confinement,
nous utiliserons les conditions aux limites périodiques (Complément CXIV, § 1.c),
avec lesquelles les fonctions propres normalisées de l’énergie cinétique s’écrivent :

1

L3/2
eik·r (5)

où les vecteurs d’onde k possibles sont tous ceux dont les trois composantes sont
des multiples entiers de 2π/L. Compte tenu de l’existence du spin, les états propres
de l’énergie cinétique sont alors indicés par la valeur de k et celle de ν, et s’écrivent
|k, ν〉, avec :

〈r, ν |k, ν〉 = ϕνk(r) =
1

L3/2
eik·r (6)

L’indice n (ou j) qui repérait un vecteur de base dans les compléments précédents est
maintenant remplacé par deux indices, k et ν (qui sont indépendants, contrairement
aux indices n et νn utilisés au § 3-e du Complément GXV). Nous supposons enfin que
l’interaction entre particules est invariante par translation : W2(r1, r2) ne dépend
que de r1 − r2.

Nous allons voir que, dans un tel cas, on peut trouver des solutions des équa-
tions de Hartree-Fock sans avoir à rechercher les fonctions propres de l’opérateur
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(de Hartree-Fock) écrit au membre de gauche de (3) ; ces solutions sont simplement
les ondes planes écrites en (5). Le seul calcul qui reste alors à faire est celui de leurs
valeurs propres ẽk,ν , qui peuvent s’interpréter comme les énergies d’objets indépen-
dants appelés “quasi-particules” (§ 2-b).

Remarque :

Nous allons vérifier que ces ondes planes sont solutions des équations de Hartree-
Fock, tout en n’étant pas nécessairement les seules solutions, ni même celles qui
conduisent à l’énergie la plus basse du système total. Il peut en effet se produire
un phénomène de “brisure de la symétrie” (ici symétrie de translation) qui introduit
des solutions dont le module varie dans l’espace et conduisent effectivement à une
énergie plus basse. Un exemple en est le cristal d’électrons de Wigner, où la densité
des particules acquiert spontanément une modulation spatiale périodique. Un autre
exemple de brisure spontanée de symétrie sera discuté au § 3-c de ce complément.
Il existe bien d’autres cas (en particulier en physique nucléaire) où la méthode de
Hartree-Fock permet d’étudier des phénomènes de brisure de symétrie.

2-a. Calcul des énergies

Comme les ondes planes sont évidemment fonctions propres de l’énergie ciné-
tique, et comme le potentiel est nul à l’intérieur de la boîte, reste à démontrer qu’elles
sont également fonctions propres du potentiel direct et du potentiel d’échange. En
effet, si nous reportons (5) dans (4), nous obtenons :

Vdir(r) =
1

L3

∑

k′,ν′

fβ(ẽk′,ν′ − µ)
∫

d3r′′ W2(r− r′′)

=
V 0

L3

∑

k′,ν′

fβ(ẽk′,ν′ − µ) (7)

où V 0 est défini par (avec un changement de variable r− r′′ = s) :

V 0 =

∫
d3r′′ W2(r− r′′) =

∫
d3s W2(s) (8)

Le potentiel direct est donc une constante indépendante de la position r ; multipliant
une exponentielle eik·r, il donne une fonction qui lui est proportionnelle, de sorte que
eik·r en est bien fonction propre. Pour le potentiel d’échange, on obtient à partir de
la seconde relation (4) :

V νex(r, r
′) =

1

L3

∑

k′

fβ(ẽk′,ν − µ) eik
′·(r−r′) W2(r− r′) (9)

Le potentiel d’échange est donc, lui aussi, invariant par translation (il ne dépend que
de la différence r− r′). Le dernier terme du membre de gauche de (3) s’écrit donc :

η

L3

∑

k′

fβ(ẽk′,ν − µ)
∫

d3r′eik
′·(r−r′) W2(r− r′)

eik·r
′

L3/2

=
eik·r

L3/2

∑

k′

fβ(ẽk′,ν − µ)
η

L3
V (k′−k) (10)
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où (avec le changement de variable r− r′ = s) :

V (k′−k) =

∫
d3s ei(k−k′)·s W2(s) (11)

Le terme d’échange multiplie donc simplement l’onde plane eik·r/L3/2 par :
η

L3

∑

k′

fβ(ẽk,ν − µ) V (k′−k) (12)

Pour finir, pour un système uniforme, les ondes planes sont solutions des équa-
tions de Hartree-Fock (3). Il n’est donc plus nécessaire de résoudre des équations
aux vecteurs propres, mais seulement de remplacer dans (3) les ϕνk(r) par des ondes
planes. Ceci conduit à :

ẽk,ν = ek +
V 0

L3

∑

k′,ν′

fβ(ẽk′,ν′ − µ) + η

L3

∑

k′

fβ(ẽk′,ν − µ)V (k′−k) (13)

où ek est l’énergie cinétique d’une particule libre :

ek =
ℏ2k2

2m
(14)

Nous obtenons ainsi des conditions d’auto-cohérence des valeurs propres, qui prennent
la forme d’un ensemble d’équations couplées et non linéaires du fait de la dépendance
des fβ(ẽk′,ν − µ) en énergies ẽk′,ν .

Remarque :

Le terme d’échange contient la transformée de Fourier à la fréquence spatiale k′−k

du potentiel d’interaction entre particules ; en revanche, le terme direct contient
la composante de fréquence spatiale nulle. Cette propriété se comprend bien phy-
siquement. Considérons en effet deux particules d’impulsions initiales respectives
ℏk et ℏk′. Nous avons vu au Chapitre VIII (§ B.4.a) que l’effet au premier ordre
(approximation de Born) d’un potentiel d’interaction est proportionnel à la trans-
formée de Fourier de ce potentiel calculée pour la variation de l’impulsion relative
entre les particules (Chapitre VII, § B.2.a) ; cette variation n’est autre que le trans-
fert d’impulsion entre ces particules au cours de l’interaction. Il est donc naturel
que l’énergie du système soit la somme de deux termes : un terme direct où aucune
particule ne change d’impulsion (pas de transfert d’impulsion, d’où une variable de
Fourier nulle) ; un autre où les deux particules échangent leur impulsion, de sorte que
l’impulsion relative change de signe, d’où une variable de Fourier proportionnelle à
la différence k′ − k .

2-b. Quasi-particules

Les équations (13) donnent des énergies individuelles ẽk,ν , sommes de l’énergie
ℏ2k2/2m d’une particule libre et d’une contribution des interactions. On peut alors
considérer que ce sont les énergies d’objets individuels 1, souvent appelés “quasi-
particules”. Les populations des niveaux correspondants, ainsi que le nombre total

1. La notion de quasi-particules n’est pas nécessairement limitée aux systèmes dont les par-
ticules en interaction sont libres à l’intérieur d’une boîte ; elle reste valide lorsque le potentiel V1
n’est pas nul (potentiel harmonique par exemple). Le premier terme de (13) est alors remplacé
par l’énergie d’une particule dans le potentiel V1, et les termes directs et d’échange s’expriment
différemment.
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de quasi-particules, sont donnés par les mêmes fonctions de distribution fβ que pour
un gaz parfait – cf. relations (39) et (44) du Complément GXV. Il en est de même
pour l’entropie S du système, comme nous l’avons remarqué à la fin du § 2-b-α de
ce complément. A condition de remplacer les énergies des particules libres par les
énergies modifiées ẽk,ν , l’analogie avec des particules indépendantes est donc très
réelle.

3. Magnétisme spontané de fermions répulsifs

Considérons un système de fermions de spin 1/2 contenus dans une boîte. Pour
rendre les calculs plus aisés, nous allons faire quelques hypothèses simplificatrices.
Nous verrons qu’elles conduisent à un modèle simple qui illustre bien le caractère
non linéaire de la théorie de Hartree-Fock, car elles demandent la résolution d’un
système d’équations non linéaires contenant deux variables seulement – les équations
que nous écrirons en (22).

3-a. Un modèle simple

Nous supposons que le potentiel d’interaction mutuelle est répulsif et de très
courte portée r0. Dans (13) jouent un rôle tous les vecteurs k et k′ pour lesquels
les distributions fβ(ẽk,ν − µ) et fβ(ẽk′,ν − µ) ne sont pas négligeables. Si, pour tous
ces vecteurs, les produits kr0 et k′r0 sont très petits devant 1, il est possible de
remplacer dans (11) le produit (k′ − k)·s par zéro, de sorte que :

V (k′−k) ≃ V 0 (15)

α. Energie des quasi-particules ; populations des états de spin

Compte tenu du fait que η = −1 pour des fermions, l’équation (13) se simplifie
en :

ẽk,ν = ek +
V 0

L3


∑

k′,ν′

fβ(ẽk′,ν′ − µ)−
∑

k′

fβ(ẽk′,ν − µ)


 (16)

soit encore :

ẽk,ν = ek +
V 0

L3

∑

k′,ν′ 6=ν
fβ(ẽk′,ν′ − µ) (17)

Ainsi, l’énergie d’une quasi-particule de ν donné n’est modifiée que par interaction
avec les quasi-particules dont la composante du spin ν′ est différente (spins opposés
si les particules sont de spin S = 1/2). Ce résultat traduit simplement le fait que, si
les spins des deux quasi-particules sont parallèles, rien ne permet de les distinguer ;
le principe de Pauli intervient pleinement et les empêche de s’approcher à la distance
r0, donc d’interagir. En revanche, si leurs spins sont opposés, elles sont en principe
reconnaissables à la direction de leur spin (nous avons supposé que l’interaction ne
modifie pas les spins) et se comportent comme des particules discernables ; l’effet
d’exclusion ne se produit plus, de sorte que leurs interactions peuvent jouer un rôle.
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Appelons alors
〈
N̂+

〉
et
〈
N̂−
〉

respectivement le nombre total de particules

dans l’état de spin + ou − :
〈
N̂±
〉
=
∑

k′

fβ(ẽk′,± − µ) (18)

La formule (17) montre que les énergies des états de spin + et − sont modifiées
selon :

ẽk,+ = ek + g
〈
N̂−
〉

; ẽk,− = ek + g
〈
N̂+

〉
(19)

où la constante de couplage g (homogène à une énergie) est définie par :

g =
V 0

L3
(20)

Puisque les nombres de particules ne dépendent que des différences entre les
énergies ẽ et le potentiel chimique µ, on peut tenir compte de l’effet des termes en
g dans (19) en gardant les énergies ek de particules libres mais en diminuant les

potentiels chimiques µ± d’une quantité g
〈
N̂±
〉
. Si, comme dans la relation (47) du

Complément BXV, nous appelons NFD
gp (β, µ) le nombre total de fermions pour un

gaz parfait :

NFD
gp (β, µ) =

(
L

2π

)3 ∫
d3k

1

eβ(ek−µ) + 1
(21)

nous obtenons ainsi, pour un gaz en interaction :




〈
N̂+

〉
= NFD

gp

(
β, µ− g

〈
N̂−
〉)

〈
N̂−
〉
= NFD

gp

(
β, µ− g

〈
N̂+

〉) (22)

Ces équations déterminent les populations des deux états de spin en fonction des
paramètres β (ou la température), µ et enfin le volume V. Il s’agit cependant de deux

équations couplées, puisque la population
〈
N̂+

〉
dépend de

〈
N̂−
〉

et inversement,

de sorte que leur solution n’est pas évidente. Pour l’obtenir, nous allons recourir à
un changement de variables et à une construction graphique.

β. Changement de variables

Il est commode d’écrire les relations précédentes en termes de variables sans
dimension. Introduisons pour cela la “longueur d’onde thermique” λT par :

λT = ℏ

√
2π

mkBT
= ℏ

√
2πβ

m
(23)

Nous pouvons alors effectuer le même changement de variable d’intégration que celui
du § 4-a du Complément BXV :

κ = k
λT
2
√
π

(24)
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La relation (21) devient alors :

NFD
gp (β, µ) =

(
L

λT

)3

I3/2(βµ) (25)

où :

I3/2(βµ) = π−3/2

∫
d3κ

1

eκ2−βµ + 1
(26)

Ces deux relations ne sont autres que celles déjà été écrites en (51) et (52) au Com-
plément BXV. La valeur de I3/2 ne dépend que d’une variable sans dimension, le pro-
duit βµ. Contrairement à NFD

gp qui est une grandeur “extensive” (proportionnelle 2

au volume V = L3 du système considéré), I3/2(βµ) est une grandeur “intensive”
(indépendante du volume).

Nous pouvons également remplacer les deux inconnues, qui sont les popula-

tions
〈
N̂±
〉

des deux états de spins, par deux variables intensives et sans dimension
x± :

x± =

(
λT
L

)3 〈
N̂±
〉

(27)

Pour caractériser les interactions qui apparaissent dans les relations (22) par l’inter-
médiaire de la constante g, nous introduisons le paramètre sans dimension g :

g = βg

(
L

λT

)3

=
mV 0

2πℏλT
(28)

Alors, si l’on remplace dans les équations (22) les
〈
N̂±
〉

par les x± et g par g, on

obtient la forme plus simple :
{
x+ = F (1)(x−)
x− = F (1)(x+)

(29)

où la fonction F (1) est définie par :

F (1)(x) = I3/2 (βµ− gx) (30)

(en sus de la variable x, cette fonction dépend des paramètres βµ et g). Comme (22),
le système (29) contient deux équations couplées : x− permet de calculer directement
x+, et inversement.

3-b. Résolution des équations par itération graphique

Nous allons maintenant indiquer comment les équations (29) peuvent être
résolues par une méthode graphique. On peut découpler les deux variables x+ et x−
en remarquant que :

x+ = F (1)
[
F (1)(x+)

]
(31)

2. De façon plus générale, on rappelle dans l’appendice VI qu’une grandeur est dite extensive
si, à la limite des grands volumes (à T et µ constants), son rapport avec le volume V tend vers une
constante ; ceci n’exclut pas que la grandeur contienne des termes en L2 par exemple. Elle est dite
intensive si, dans cette limite (et sans division par le volume), elle tend vers une constante.
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ainsi que la même équation pour x−. Donc, si nous introduisons la fonction itérée
d’ordre deux F (2) de la fonction F (1) (la fonction de la même fonction), par :

F (2)(x) = F [F (x)] (32)

nous obtenons :

x+ = F (2)(x+) (33)

Si nous appliquons la fonction F (2) à la variable x, nous retrouvons donc la même
valeur x. On dit alors que x est l’abscisse d’un “point fixe” de cette fonction. Gra-
phiquement, on obtient les points fixes d’une fonction F quelconque par intersection
de la courbe représentant la fonction F avec la première bissectrice.

α. Itérations d’une fonction

De façon générale, considérons l’équation :

x = G(x) (34)

dons les solutions correspondent aux points fixes de la fonction G. Ces solutions
peuvent être recherchées par itération : on part d’une valeur x1 approchée de la
solution, on calcule G(x1), puis on prend x2 = G(x1) comme nouvelle valeur de la
variable pour calculer x3 = G(x2), etc. On montre que cette itération permet de
converger vers la solution de l’équation (34), donc vers le point fixe sur la première
bissectrice, si la pente de la fonction en ce point est comprise entre −1 et +1, soit
si :

−1 < G′(x) < +1 (35)

où G′ est la dérivée de la fonction G. On dit alors que le point fixe de l’application G
est stable. En revanche, lorsque cette pente sort de l’intervalle [−1,+1], le point fixe
sur la première bissectrice devient instable ; la convergence de la méthode d’itération
de G est alors perdue.

On peut également introduire la fonction “itérée d’ordre deux” G(2)(x) =
G [G(x)]. Tout point fixe de G est nécessairement un point fixe de G(2), mais pas
inversement. Il est en effet possible d’obtenir un “cycle d’ordre deux” où deux valeurs
différentes de x s’échangent sous l’effet de G :

x2 = G (x1)
x1 = G (x2)

(36)

Dans un tel cas, x1 et x2 sont tous deux points fixes de G(2), mais pas de G (nous
verrons plus bas un exemple d’une telle situation, illustrée par la Figure 3). Ces points
fixes peuvent être stables pour G(2), cas auquel ils constituent un “cycle stable d’ordre
deux” pour la fonction initiale G : au bout d’un certain nombre d’itérations de G,
la solution converge vers une série prenant alternativement deux valeurs distinctes
x1 et x2.

Le processus peut d’ailleurs se répéter : il est possible que le point fixe de
G(2) devienne instable à son tour, et qu’il donne lieu à des points fixes d’une itérée
d’ordre plus élevé que deux, donc à un cycle stable de cet ordre.
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β. Allure de la fonction F (1)

La relation (25) montre que l’allure des variations de I3/2(x) en fonction de x
est celle de NFD

gp (β, µ) en fonction de µ, déjà étudiée au Complément BXV (Figure
2). L’égalité (30) indique que l’allure des variations de F (1)(x) s’obtient à partir de
celles de I3/2(x) :

– en renversant la variable x (symétrie par rapport à l’axe vertical) ;
– en multipliant cette variable par g (changement d’échelle sur l’axe des abs-

cisses) ;
– et enfin en décalant vers la droite l’origine des abcisses de la quantité βµ.

Ceci conduit à la courbe en traits pleins sur la Figure 1, qui représente (à β, µ et g
constants) une fonction constamment décroissante.

Lorsque le paramètre g varie (à β et µ constants), on obtient ainsi un réseau
de courbes représentant F (1)(x) pour chaque valeur de g. Lorsque x = 0, toutes ces
courbes passent par le même point d’ordonnée I3/2 (βµ). Si g = 0, la courbe est
simplement une droite horizontale passant en ce point. Lorsque g devient faiblement
positif, la courbe devient décroissante, mais reste très étalée le long de l’axe des
abscisses ; elle a une faible pente négative à l’origine. Lorsque g devient de plus en
plus grand, la courbe se ramasse de plus en plus vers l’axe des ordonnées, et la pente
à l’origine devient de plus en plus négative. Pour finir, à la limite où g est infini, elle
devient une droite verticale.

γ. Allure de la fonction F (2)

La Figure 1 indique également la construction géométrique qui permet de pas-
ser de F (1) à F (2) : pour une valeur de x donnée, on part du point M1 d’ordonnée
F (1)(x), puis de ce point on trace une horizontale jusqu’à couper la première bissec-
trice en M2, ce qui reporte l’ordonnée de M1 sur l’abcisse ; à l’intersection, on trace
une verticale qui coupe la fonction au point M3 d’ordonnée F (2)(x), qu’il ne reste
plus qu’à reporter à l’abscisse initiale x (point final entouré d’un triangle).

Cette construction montre que F (2)(x) est une fonction croissante de x entre
deux asymptotes horizontales : l’axe des abscisses et une horizontale d’ordonnée
I3/2(βµ). Sa croissance est d’autant plus rapide que la valeur de g est plus élevée.

δ. Influence du paramètre de couplage sur les points fixes

Discutons maintenant l’influence du paramètre g ∼ V 0 sur la stabilité du (ou
des) points fixes.

(i) Le cas trivial où V 0 = g = 0 (pas d’interaction entre les fermions) est
particulièrement simple : les deux courbes sont alors des horizontales confondues,
dont la pente nulle rend leur intersection avec la première bissectrice évidemment
stable. On retrouve alors les résultats du gaz parfait, avec des densités x+ et x−
égales.

(ii) Tant que g (donc V 0) reste suffisamment petit, la pente de F (1) au point
d’intersection reste faible, et le point fixe correspondant est toujours stable, comme
indiqué sur la Figure 1. Pour F (2), ce même point est évidemment point fixe ; comme
la dérivée d’une fonction f [f(x)] par rapport à x est f ′ [f(x)] f ′(x), soit [f ′(x)]2 en
un point où x = f(x), la pente de F (2) est inférieure à 1, de sorte que ce point fixe
est lui aussi stable.
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Dans un tel cas, les deux fonctions n’ont qu’un seul point fixe commun, qui
détermine la seule solution des équations ; les nombres x+ et x− sont alors nécessai-
rement égaux, puisqu’il s’agit d’un point fixe de F (1). Le seul effet de la répulsion
entre fermions est de diminuer de façon égale les densités associées à chacun des
deux états de spin.

Figure 1 – Variations de la fonction F (1) (trait plein) et F (2) (traits tiretés) en
fonction de x. Partant d’une valeur initiale quelconque de la variable x, on place
un point M1 sur la courbe de la première itérée F (1), que l’on reporte ensuite sur
l’axe des x en utilisant la première bissectrice (point M2) et une nouvelle inter-
section verticale avec la courbe en trait plein (point M3). Ceci fournit la valeur de
l’itérée d’ordre deux F (2), qu’il suffit ensuite de reporter à l’abcisse initiale de la
variable (point repéré par un triangle). On peut ainsi construire, point par point,
l’ensemble de la courbe tiretée. Cette méthode montre que, lorsque x → −∞, la
courbe est asymptote à l’axe des abscisses ; lorsque x → +∞, la courbe admet une
autre asymptote horizontale d’ordonnée F (1)(0) = I3/2 (βµ), représentée en petits
tiretés. L’allure générale de l’itérée d’ordre deux est donc celle montrée sur la figure,
une fonction croissant uniformément entre ces deux valeurs aysmptotiques. Dans le
cas représenté ici, la constante de couplage g est supposée suffisamment faible pour
que les deux courbes coupent la première bissectrice avec une pente inférieure à 1
en module ; on a ainsi une solution stable unique, où x− et x+ sont égaux, ce qui
correspond à un système de spins non polarisés.

(iii) Cependant, lorsque g (ou V 0) devient plus grand, on atteint pour une
certaine valeur critique gc de g une situation où la pente de F (1) au point d’inter-
section avec la première bissectrice devient égale à −1, celle de F (2) prenant alors la
valeur +1. La situation critique correspondante est représentée sur la Figure 2, où
l’on voit que la courbe représentant la fonction F (2) devient tangente à la première
bissectrice au point d’intersection (elle lui est même osculatrice 3, ne s’en éloignant
qu’au troisième ordre). Pour les deux fonctions, le point fixe se trouve alors juste à

3. La dérivée première de la fonction f [f(x)] est égale à f ′(x) × f ′ [f(x)], donc sa déri-
vée seconde à f ′′(x)f ′ [f(x)] + [f ′(x)]2 f ′′ [f(x)]. En un point fixe, cette dérivée seconde devient
f ′(x)f ′′(x) [1 + f ′(x)], qui s’annule lorsque f ′(x) = −1.
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Figure 2 – Représentation des variations de la fonction F (1) (traits pleins) et F (2)

(traits tiretés) dans le cas critique g = gc où, au point d’intersection avec la première
bissectrice, la pente de la fonction F (1) devient égale à −1 ; la pente de F (2) est alors
égale à +1, et cette fonction devient non seulement tangente mais aussi osculatrice à
la première bissectrice (en d’autres termes, elle coupe cette bissectrice en trois points
confondus).

la frontière de son domaine de stabilité.
(iv) Au-delà, comme le montre la Figure 3, la courbe représentant F (2) coupe

la première bissectrice en trois points ; celui du milieu est instable puisqu’il corres-
pond à une pente plus grande que 1, mais les deux points extrêmes sont stables
puisqu’ils sont associés à des pentes comprises entre −1 et +1. Pour le point cen-
tral, la moindre perturbation éloigne l’itération de ce point. En revanche, les deux
points extrêmes sont des points fixes stables de F (2) ; ils correspondent donc à une
solution physiquement acceptable des équations (29). Comme ces deux points fixes
ne le sont pas pour F (1), deux valeurs différentes, x+ et x−, s’échangent sous l’ac-
tion de la fonction F (1) (cycle d’ordre deux, représenté par les flèches sur la figure).
Nous obtenons ainsi une solution des équations où les populations des deux états de
spin sont maintenant différentes : le gaz se polarise donc spontanément lorsque la
répulsion dépasse une certaine valeur critique, où se produit donc une transition de
phase.

Remarque :

Pour des raisons de commodité, nous avons discuté l’émergence de la polarisation
spontanée en fonction du paramètre g ∼ V 0 à β et µ constants, car le tracé des
courbes se ramène dans ce cas à un simple changement d’échelle sur l’axe des x.
Cependant, en général, on observe plutôt une transition de phase en faisant varier,
soit la densité du système physique, soit sa température, tout en gardant constantes
les interactions. Notre raisonnement s’adapte également à ce cas : il est effective-
ment possible de le reprendre sans changer les interactions et en faisant varier, soit
le potentiel chimique µ qui contrôle la densité de particules, soit encore l’inverse β
de la température. En effet, quand l’un quelconque de ces deux paramètres croît,
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Figure 3 – Au-delà du point critique, la fonction F (1) coupe la première bissectrice
avec une pente inférieure à −1, et la fonction F (2) la coupe en trois points distincts.
Pour cette fonction, le point du centre ayant une pente supérieure à 1 est instable,
mais les deux points extrêmes (signalés par des cercles) sont stables. Ces deux points
s’échangent sous l’effet de F (1) et engendrent ainsi un cycle d’ordre deux symbolisé
par les flèches. Ils donnent lieu à des valeurs différentes des deux densités de spin,
ce qui correspond à l’apparition spontanée d’une polarisation des spins.

l’ordonnée à l’origine I3/2(βµ) croît également, ce qui augmente les pentes (en va-
leur absolue) de F (1) et de F (2) ; le même phénomène que plus haut (instabilité et
transition de phase) se produit donc lorsque la température diminue ou la densité
augmente. Lorsque I3/2(βµ) ≫ 1, la relation (25) montre que le nombre de parti-
cules se trouvant dans un volume (λT )

3 est grand devant un, ce qui signifie que la
distance moyenne entre particules est plus petite que la longueur d’onde thermique ;
le gaz de fermions est alors dégénéré.

3-c. Discussion physique

Comme les spins portent un moment magnétique, une polarisation spontanée
des spins signifie une transition vers une phase ferromagnétique. L’origine de ce phé-
nomène est dans un équillibre entre tendances opposées. D’une part, le “moteur” de
la transition tient au fait que, pour minimiser l’énergie de répulsion, le système tend
à mettre toutes ses particules dans le même état de spin (système polarisé), de sorte
qu’elles n’interagissent plus : le principe de Pauli leur interdit alors de se trouver au
même point de l’espace, et elles ne peuvent plus interagir dans le cadre de l’approxi-
mation de portée nulle du potentiel que nous avons utilisée. Mais, d’autre part, la
polarisation du système (à densité totale constante) augmente son énergie cinétique :
il faut en effet loger le même nombre de particules dans une seule sphère de Fermi,
au lieu de deux, ce qui conduit à une sphère de plus grand rayon, c’est-à-dire à un ni-
veau de Fermi plus élevé. Cela modifie également son entropie. Le compromis entre le
gain et les pertes (pour le grand potentiel) varie en fonction des paramètres ; lorsque
ces paramètres prennent une valeur où gain et pertes s’équilibrent exactement, il
apparaît une transition ferromagnétique spontanée.
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Une étude plus détaillée serait possible ; en examinant la forme des courbes
dans les figures que nous avons tracées, on constate que les conditions qui favorisent la
transition sont : forte répulsion, forte densité, basse température. Il est important de
noter que nul hamiltonien agissant sur les spins n’intervient dans cette transition de
phase : même si les interactions sont totalement indépendantes du spin, la statistique
de Fermi-Dirac les affecte d’une façon qui introduit une transition orientant les spins.

Au point critique (Figure 2), les deux nouveaux points stables apparaissent
au même endroit, puis s’éloignent de façon continue l’un de l’autre. La transition
de phase en question est donc continue, ce qui la range dans la catégorie des transi-
tions du second ordre. L’étude des transitions critiques est un grand domaine de la
physique, que nous ne pouvons pas aborder ici de façon générale. Il n’est cependant
pas compliqué d’aller un peu plus loin dans l’analyse en constatant sur les équations
que nous avons écrites que la distance entre ces deux point stables croît, au-delà du
point critique situé en µ = µc et β = βc, comme la racine carrée de l’écart µ − µc
(ou β−βc). En d’autres termes, l’aimantation spontanée du système varie comme la
racine carrée de la distance au point critique, ce qui est typique de ce que l’on appelle
une “bifurcation de Hopf”. De plus, au point critique, la susceptibilité magnétique
du système de spins diverge.

Remarques :
(i) Une autre notion très générale intervient ici, celle de brisure spontanée de sy-
métrie. Nous constatons en premier lieu une brisure de la symétrie entre les deux
directions opposées sur l’axe de quantification Oz. Les équations (29) sont en effet
invariantes si l’on échange x+ et x− ; pour toute solution des équations, il en existe
une autre où ces deux variables sont échangées, et où l’aimantation de spin pointe
donc dans la direction opposée. C’est parfaitement normal puisque rien ne distingue
physiquement ces deux directions. La symétrie est dite brisée si les solutions stables
du système d’équations sont asymétriques, correspondant à des valeurs différentes
de x+ et x− ; il existe alors nécessairement (au moins) deux solutions distinctes,
symétriques l’une de l’autre.

De plus, l’axe de quantification Oz que nous avons utilisé est arbitraire ; en le choisis-
sant dans une direction différente, nous aurions trouvé que l’aimantation spontanée
peut pointer dans n’importe quelle direction de l’espace. C’est tout aussi normal
puisque le problème que nous avons traité est invariant par rotation. Ainsi le phé-
nomène de transition ferromagnétique que nous avons examiné correspond-il à une
brisure spontanée de la symétrie de rotation dans l’espace habituel, souvent appelée
en termes de groupe de symétrie “brisure de symétrie SO(3)”. Il existe bien d’autres
transitions du second ordre qui brisent des groupes de symétrie divers, par exemple
la symétrie U(1) pour la transition superfluide, etc.

(ii) Une théorie de champ moyen comme celle que nous avons utilisée – donc une
théorie approchée – permet de signaler l’existence d’une transition critique (transi-
tion du second ordre) comme nous l’avons fait, mais pas de cerner tous ses aspects,
en particulier à proximité du point critique ; il existe des propriétés critiques (fluc-
tuations critiques de grandes longueurs d’onde) qui échappent totalement à une telle
approximation, et demandent de recourir à des méthodes théoriques plus élaborées.

4. Bosons : équation d’état, instabilité attractive

Pour des bosons, les équations (3) sont très semblables à celles que nous avons
utilisées pour les fermions, à condition de changer le signe de η, donc du potentiel
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d’échange. Pour un système peu dégénéré, ceci modifie les effets des interactions,
mais ne modifie pas de façon dramatique leurs conséquences. En revanche, pour un
système de bosons dégénéré, la situation devient radicalement différente car l’ex-
pression (1) présente une singularité lorsque (e− µ) s’annule – alors qu’il ne s’en
produit aucune pour des fermions. Comme nous l’avons vu au Complément BXV,
c’est l’origine du phénomène de “condensation de Bose-Einstein” : quand le potentiel
chimique µ croît, la singularité commence à jouer un rôle quand µ s’approche (par
valeurs inférieures) de l’énergie individuelle la plus faible parmi tous les ei, c’est-à-
dire l’énergie e0 du niveau fondamental. La population de ce niveau croît alors de
plus en plus et peut devenir “extensive” (proportionnelle au volume V du système à
la limite des grands volumes).

En fait, pour les systèmes de bosons condensés, l’utilisation des équations de
Hartree-Fock rencontre quelques difficultés, sur lesquelles nous reviendrons briève-
ment – cf. Remarque (ii) du § 4-a ci-dessous. Nous nous limiterons donc ici à l’étude
des systèmes non condensés, sans pour autant exclure qu’ils approchent la conden-
sation. Nous supposons que les bosons sont sans spin et, comme pour les fermions,
que la portée de leur potentiel d’interaction W2(s) qui apparaît dans la relation (11)
est suffisamment courte pour que :

V (k′−k) = V0 (37)

Dans ce cas, les contributions directe et d’échange dans (13) sont égales. Pour un
système homogène, cette équation devient alors :

ẽk = ek +
2V 0

L3

∑

k′

fβ(ẽk′ − µ) = ek +
2V 0

L3
〈N〉 (38)

où 〈N〉 est la valeur moyenne du nombre total de particules ;

〈N〉 =
∑

k

fβ(ẽk − µ) =
∑

k

fβ(ek − µ−∆µ) (39)

avec :

∆µ = −2V 0

L3
〈N〉 (40)

Ainsi, le nombre total de particules est le même que celui d’un gaz de bosons sans
interactions, pourvu que le potentiel chimique µ soit remplacé par un potentiel chi-
mique effectif µ̃ = µ +∆µ. Il en est de même de la population moyenne de chaque
état individuel k.

Comme au Complément BXV , nous appelons NBE
gp (β, µ) la fonction qui donne

le nombre de particules pour un gaz parfait de bosons :

NBE
gp (β, µ) =

∑

k

fβ(ek − µ) =
V

(2π)
3

∫
d3k

1

eβ(ek−µ) − 1
(41)

(la seconde égalité est valable pour les grands volumes). L’équation (39) devient
alors :

〈N〉 = NBE
gp (β, µ̃) ≡ NBE

gp (β, µ+∆µ) (42)
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4-a. Bosons répulsifs

Si les interactions sont répulsives, la Figure 4 indique la construction géo-
métrique qui permet d’obtenir graphiquement la densité du système prédite par
l’équation (42). L’effet des répulsions est de diminuer le nombre de particules à po-
tentiel chimique donné, ce qui éloigne le système de l’état condensé ; sa description
par les équations de Hartree-Fock est alors une bonne approximation.

0

Figure 4 – Solution géométrique des équations (40) et (42) pour un gaz de bosons
répulsifs. Sur le graphique donnant le nombre total de particules en fonction du poten-
tiel chimique, on trace à partir du point de l’axe des abscisses de potentiel chimique
µ une droite (trais tiretés) dont la pente est −L3/2V 0. L’abscisse du point d’inter-
section avec la courbe donne alors µ̃ et son ordonnée la valeur de NBE

gp . Comme
V 0 est positif pour un gaz répulsif, on voit que les interactions diminuent la densité
(à température et potentiel chimiques constants). Le texte explique comment cette
construction géométrique permet d’obtenir l’équation d’état du gaz en interaction.

Si l’on se limite au premier ordre en V 0, la relation (42) s’écrit approximati-
vement :

〈N〉 ≃ NBE
gp (β, µ) + ∆µ

∂

∂µ
NBE
gp (β, µ)

= NBE
gp (β, µ)− 2V 0

NBE
gp (β, µ)

L3

∂

∂µ
NBE
gp (β, µ) (43)

Or, si Φ(β, µ) est le grand-potentiel, la relation (62) de l’Appendice VI indique que :

〈N〉 = 1

β

∂

∂µ
LogZ = − ∂

∂µ
Φ(β, µ) (44)

Par intégration sur µ de (43) de −∞ à la valeur µ, on obtient alors le grand potentiel :

Φ(β, µ) = Φgp(β, µ) +
V 0

L3

[
NBE
gp (β, µ)

]2
(45)
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où Φgp(β, µ) est le grand potentiel du gaz parfait de même température et même
potentiel chimique. De plus, la relation (62) de l’Appendice VI indique que le grand
potentiel est égal à l’opposé du produit du volume par la pression P :

Φ(β, µ) = −PV (46)

Donc, si à β constant on fait varier le paramètre µ dans (43) et (45), on obtient dans
le plan (〈N〉, P ) une courbe qui représente la pression en fonction du nombre de
particules dans le volume V, c’est-à-dire une ligne isotherme de l’équation d’état. En
répétant le tracé pour diverses valeurs de β, on obtient le réseau de courbes couvrant
l’ensemble de cette équation d’état, compte tenu des modifications introduites par
les interactions.

Remarques :
(i) Pour simplifier les calculs autant que possible, nous nous sommes limités au
premier ordre en V 0 ; il est cependant possible de revenir à la construction graphique
plus précise de la Figure 4 pour inclure les ordres suivants.

(ii) Nous avons discuté au § 3-b-β du Complément GXV les limites de l’approxi-
mation de Hartree-Fock pour des bosons, et avons vu qu’elle n’est plus applicable
lorsque le système physique approche trop de la condensation de Bose-Einstein. Le
construction graphique de la Figure 4 perd donc son sens physique si le point d’in-
tersection obtenu sur la courbe tombe trop près du point de contact de la courbe
avec l’axe vertical.

4-b. Bosons attractifs

Si les interactions sont attractives (V 0 < 0), leur effet est d’augmenter le
potentiel chimique effectif, et donc aussi d’augmenter la valeur de 〈N〉. Ceci tend à
son tour à augmenter le potentiel chimique effectif et, par un effet de réaction en
boucle, peut même induire un effet d’emballement et conduire à une instabilité si µ
est trop proche de zéro.

La construction géométrique qui permet d’obtenir ∆µ et 〈N〉 par intersection
d’une droite avec une courbe est indiquée sur la Figure 5. Si V 0 est suffisamment
faible, pour une valeur de µ fixée, deux points d’intersection existent qui fixent des
solutions possibles. En fait, on ne retient que le premier, celui pour lequel ∆µ a une
valeur faible. L’autre solution correspond en effet à une valeur élevée de ∆µ, dont
l’effet est de changer radicalement la densité du système (qui augmente considéra-
blement) ; dans ce cas il semble probable que le traitement approché des interactions
en champ moyen ne reste plus valable. Mais, au-delà de la valeur de V 0 pour la-
quelle la droite est tangente à la courbe, le couple d’équations (39) et (40) n’a plus
de solution : il n’existe plus aucune solution stable.

La Figure 5 montre également que, plus le potentiel chimique est proche de
zéro, plus l’effet d’interactions attractives entre bosons est marqué ; il suffit d’inter-
actions de faible intensité pour rendre le système instable. La raison pour laquelle
nous ne trouvons aucune solution aux équations est que, dans nos calculs, nous avons
supposé le système parfaitement homogène ; or cette homogénéité devient impossible
à maintenir au-delà d’une certaine intensité de l’attraction. Il faut donc élargir le
cadre théorique et inclure la possibilité pour le système de devenir spontanément
inhomogène ; une étude plus précise montrerait effectivement qu’il peut développer
des instabilités locales, rompant ainsi spontanément la symétrie d’invariance par
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0

Figure 5 – Construction graphique similaire à celle de la Figure 4, mais pour un
gaz de Bose attractif (où V 0 est négatif). Lorsque le potentiel d’attraction V 0 n’est
pas trop grand, la droite notée 1 sur la figure conduit à deux solutions possibles, dont
une seule est proche de la solution en l’absence d’interaction, donc à retenir dans le
cadre de l’approximation faite. Puis, lorsque V 0 augmente, pour une valeur critique
on obtient une seule solution (droite tangente 2), puis plus aucune (droite 3). Dans
ce dernier cas, l’absence de solution indique une instabilité du gaz, que les interac-
tions attractives font s’effondrer sur lui-même. Si l’on part d’un gaz parfait presque
condensé, les interactions attractives qui déclenchent l’instabilité sont d’autant plus
faibles que le gaz initial est plus proche de la condensation.

translation. On verrait ainsi que, à la limite des grands systèmes (limite thermo-
dynamique), un ensemble de bosons condensé tend à s’effondrer sur lui-même sous
l’effet d’une interaction attractive, si faible soit-elle 4.

En conclusion générale, pour des fermions la méthode de Hartree-Fock permet
d’obtenir des résultats qui restent valables dans un domaine très large de paramètres ;
on peut par exemple calculer les effets des interactions sur le nombre de particules
et la pression du système. De plus, cette méthode permet de prévoir l’existence
de transitions de phase. Pour des bosons non dégénérés, c’est également vrai et,
de fait, la méthode du champ moyen trouve de très nombreuses applications qu’il
n’est pas possible de détailler ici. Il faut cependant garder à l’esprit que, lorsque la
condensation de Bose-Einstein se produit, certaines de ses prédictions relatives au
condensat peuvent s’écarter de la réalité physique, car elles dépendent trop fortement
de l’approximation du champ moyen qui ne traite pas exactement les corrélations
entre particules.

4. Si le potentiel d’interaction est attractif à grande distance, mais fortement répulsif à
courte distance (cœurs durs par exemple), le système forme spontanément un liquide ou un solide
de densité élevée.
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Introduction

Ce chapitre fait usage des mêmes outils mathématiques que le chapitre précé-
dent, dont il constitue une suite directe. La différence principale est que, jusqu’ici,
nous avons mis l’accent sur l’utilisation de bases discrètes dans l’espace des états
individuels, {|ui〉} ou {|vs〉}. Ici, nous utiliserons une base continue, pour des parti-
cules sans spin la base {|r〉} des vecteurs propres de la position (Chapitre II, § E).
Comme ils dépendent alors de la position r, les opérateurs d’annihilation et de créa-
tion deviennent des champs d’opérateurs dépendant d’un indice continu r. Ce sont
des analogues opératoriels de champs classiques (qui, eux, sont des nombres et non
pas des opérateurs), et ils sont souvent appelés “opérateurs champ”. Ils sont utiles
pour décrire de façon compacte de nombreuses propriétés de systèmes de particules
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identiques ; ils sont munis de relations de commutation pour des bosons, d’anticom-
mutation pour des fermions. Ce chapitre constitue une préparation aux Chapitres
XIX et XX, où nous introduirons la quantification du champ électromagnétique.

Dans le § A-1, nous donnons la définition de ces opérateurs, puis nous discutons
un certain nombre de leurs propriétés. Au § A-2, nous examinons les relations de
commutation et d’anticommutation de ces opérateurs. Comme au Chapitre XV, nous
étudierons ensuite (§ B) les opérateurs symétriques et leur expression en fonction
des opérateurs champ ; nous discuterons tout particulièrement les opérateurs associés
aux fonctions de corrélation du champ. Dans le § C, nous passerons dans le point
de vue de Heisenberg pour étudier la dépendance en temps de ces opérateurs. Enfin
(§ D) nous conclurons en revenant succinctement sur la procédure de quantification
des champs et son lien avec la notion de particules identiques.

A. Définition de l’opérateur champ

L’opérateur champ est défini comme opérateur d’annihilation ai, mais relatif
à une base d’états individuels faisant intervenir l’indice de position continu r au lieu
d’un indice discret i. Notre point de départ sera la relation de changement de base
(A-52) du Chapitre XV :

avs =
∑

i

〈vs| ui〉 aui
(A-1)

où les indices i et s repèrent les kets de deux bases orthonormées {|ui〉} et {|vs〉}
dans l’espace des états individuels. Dans ce qui suit, et comme dans le Chapitre XV,
nous simplifierons souvent l’indice ui en i, ainsi que l’indice vs en s.

A-1. Définition

Nous commençons par définir l’opérateur champ pour des particules sans spin,
puis généralisons ensuite au cas où elles ont un spin.

A-1-a. Particules sans spin

Dans la relation (A-1), remplaçons la base {|vs〉} par la base des vecteurs {|r〉},
où r symbolise trois indices continus (les composantes de ce vecteur). L’opérateur
as devient alors un opérateur qui dépend de l’indice continu r, que nous appellerons
“opérateur champ” du système de particules identiques considéré. On pourrait le
noter simplement ar mais, pour nous conformer à l’usage, nous utiliserons la notation
classique Ψ(r). Comme tout opérateur d’annihilation, Ψ(r) agit dans l’espace de
Fock, où il diminue le nombre de particules d’une unité. Dans (A-1), le coefficient
sous la somme est maintenant la fonction d’onde ui(r) associée au ket |ui〉 :

ui(r) = 〈r| ui〉 (A-2)

de sorte que cette relation devient :

Ψ(r) =
∑

i

ui(r) ai (A-3)
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Formellement, la définition (A-3) ressemble au développement d’une fonction d’onde
sur des fonctions de base ui(r) ; mais, ici, les “composantes” ai sont des opérateurs,
et non plus de simples nombres complexes. De même que as annihile une particule
dans l’état |vs〉, de même l’opérateur Ψ(r) annihile une particule au point r.

Il ne dépend pas de la base {|ui〉}, c’est-à-dire des fonctions d’onde choisies
pour le définir dans (A-3) ; en effet, insérons dans cette égalité la relation de fermeture
sur une base quelconque {|vs〉}, puis utilisons à nouveau (A-1) :

Ψ(r) =
∑

i

∑

s

〈r| vs〉 〈vs| ui〉 aui
=
∑

s

〈r| vs〉 avs (A-4)

(nous revenons provisoirement à la notation explicite des opérateurs d’annihilation).
Donc :

Ψ(r) =
∑

s

vs(r) avs (A-5)

de sorte que Ψ(r) satisfait, dans la nouvelle base, à une relation semblable à (A-3).
Prenons le conjugué hermitique de (A-3) :

Ψ†(r) =
∑

i

u∗i (r) a
†
i (A-6)

L’opérateur Ψ†(r) crée une particule au point r ; on peut le vérifier en calculant par
exemple le ket obtenu par son action sur le vide :

Ψ†(r) |0〉 =
∑

i

u∗i (r) a
†
i |0〉 =

∑

i

u∗i (r) |ui〉 (A-7)

soit :

Ψ†(r) |0〉 =
∑

i

|ui〉 〈ui| r〉 = |r〉 (A-8)

qui représente effectivement une particule localisée en r.
On peut aisément inverser les formules (A-3) et (A-6) en écrivant par exemple :

∫
d3r u∗i (r) Ψ(r) =

∫
d3r u∗i (r)

∑

j

uj(r) aj

=
∑

j

δij aj = ai (A-9)

ou bien, par conjugaison hermitique :
∫

d3r ui(r) Ψ
†(r) = a†i (A-10)

A-1-b. Particules à spin

Lorsque les particules ont un spin S, la base des vecteurs {|r〉} utilisée précé-
demment doit être remplacée par la base des vecteurs {|r, ν〉}, où ν est l’indice de
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spin qui prend 2S+1 valeurs discrètes distinctes (ν = −S, −S+1, ...,+S). A toutes
les sommations sur d3r, il faut maintenant adjoindre une sommation sur les 2S + 1
valeurs de l’indice ν de spin. Par exemple, un vecteur de base |ui〉 dans l’espace des
états individuels s’écrit maintenant :

|ui〉 =
+S∑

ν=−S

∫
d3r ui(r, ν) |r, ν〉 (A-11)

avec :

ui(r, ν) = 〈r, ν |ui〉 (A-12)

Les variables r et ν jouent un rôle similaire. Cependant la première est continue, alors
que la seconde est discrète, de sorte que leur écriture dans une même parenthèse
risquerait de masquer cette différence. C’est pourquoi l’on préfère souvent mettre
l’indice discret en indice de la fonction ui, et écrire par exemple :

uνi (r) = 〈r, ν |ui〉 (A-13)

Utilisons à nouveau la relation (A-1). Dans le membre de gauche, l’indice vs
symbolise maintenant à la fois la position r et le nombre quantique de spin ν, ce
qui nous conduit à définir un opérateur champ Ψν(r) à 2S+1 composantes de spin.
Reportant alors (A-13) dans le membre de droite de (A-1), nous obtenons :

Ψν(r) =
∑

i

uνi (r) ai (A-14)

L’opérateur hermitique conjugué Ψ†
ν(r) crée alors une particule au point r avec un

spin ν :

Ψ†
ν(r) |0〉 =

∑

i

〈ui| r, ν〉 |ui〉 = |r, ν〉 (A-15)

Comme plus haut, nous pouvons inverser ces relations. Dans la relation (A.51)
du Chapitre XV (changement de base), remplaçons vs par i et ui par r, ν (donc la
sommation sur i par une intégrale sur d3r et une somme sur ν), et reportons l’égalité
(A-11) ; nous obtenons :

a†i =
+S∑

ν=−S

∫
d3r uνi (r) Ψ

†
ν(r) (A-16)

qui est l’analogue, en présence de spin, de la relation (A-10).

A-2. Relations de commutation ou d’anticommutation

Les relations de commutation des opérateurs champ sont analogues à celles
que nous avons obtenues au § A-5 du Chapitre XV, mais dans un cas où l’indice
discret i est remplacé par un indice continu.
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A-2-a. Particules sans spin

Le commutateur (ou anticommutateur) de deux opérateurs champ :

[Ψ(r) ,Ψ(r′)]−η =
∑

i,j

ui(r)uj(r
′) [ai, aj ]−η = 0 (A-17)

est bien nul, comme l’expression (A-48) du Chapitre XV permettait de s’y attendre.
De même, par conjugaison hermitique :
[
Ψ†(r) ,Ψ†(r′)

]
−η =

∑

i,j

u∗i (r)u
∗
j (r

′)
[
a†i , a

†
j

]
−η

= 0 (A-18)

Mais, lorsque l’on (anti)commute opérateur champ et opérateur adjoint, on obtient :
[
Ψ(r) ,Ψ†(r′)

]
−η =

∑

i,j

ui(r)u
∗
j (r

′)
[
ai, a

†
j

]
−η

(A-19)

qui donne, compte tenu des relations de commutation (A-49) du Chapitre XV :
[
Ψ(r) ,Ψ†(r′)

]
−η =

∑

i

ui(r)u
∗
i (r

′) =
∑

i

〈r| ui〉 〈ui| r′〉 = 〈r| r′〉 (A-20)

Pour finir, il vient :

[
Ψ(r) ,Ψ†(r′)

]
−η = δ(r− r′) (A-21)

qui est l’équivalent des relations (A-49) du Chapitre XV dans le cas d’une base
continue.

A-2-b. Particules à spin

La relation (A-17) devient :

[Ψν(r) ,Ψν′(r′)]−η =
∑

i,j

uνi (r)u
ν′

j (r′) [ai, aj ]−η = 0 (A-22)

La relation (A-18) reste également valable si les opérateurs champ ont des indices
de spin. Enfin la relation (A-19) devient :
[
Ψν(r) ,Ψ

†
ν′(r

′)
]
−η

=
∑

i,j

ui(r, ν)u
∗
j (r

′, ν′)
[
ai, a

†
j

]
−η

= 〈r, ν| r′, ν′〉 (A-23)

donc :
[
Ψν(r) ,Ψ

†
ν′(r

′)
]
−η

= δνν′δ(r− r′) (A-24)

B. Opérateurs symétriques

Au chapitre précédent, nous avons écrit les opérateurs symétriques à une ou
deux particules en termes des opérateurs de création et d’annihilation dans des états
discrets |ui〉. Nous nous proposons maintenant d’exprimer ces opérateurs symétriques
en termes de l’opérateur champ (et de son hermitique conjugué).
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B-1. Expression générale

Commençons par le cas de particules sans spin. Nous pouvons, soit transposer
directement les expressions (B-12) et (C-16) du Chapitre XV à une base continue
{|r〉} (en y remplaçant les sommes par des intégrales), soit insérer dans ces expres-
sions la forme (A-9) des opérateurs ai. Dans les deux cas, il vient :

F̂ =

∫
d3r

∫
d3r′ 〈r| f̂ |r′〉 Ψ†(r)Ψ(r′) (B-1)

et :

Ĝ =
1

2

∫
d3r

∫
d3r′

∫
d3r′′

∫
d3r′′′

〈1 : r; 2 : r′| ĝ |1 : r′′; 2 : r′′′〉 Ψ†(r)Ψ†(r′)Ψ(r′′′)Ψ(r′′) (B-2)

où, comme dans la relation (C-16) du Chapitre XV, l’ordre des opérateurs d’anni-
hilation est interverti par rapport à celui qui intervient dans le ket de l’élément de
matrice.

L’expression (B-1) rappelle celle de la valeur moyenne
〈
f̂(1)

〉
de l’opérateur

f̂(1) d’une particule unique (sans spin) décrite par la fonction d’onde ψ(r1) :

〈
f̂(1)

〉
=

∫
d3r1

∫
d3r′1 〈r1| f̂ |r′1〉 ψ∗(r1)ψ(r

′
1) (B-3)

Elle ne lui est cependant pas équivalente puisqu’elle concerne un nombre quelconque
de particules identiques, et non pas une seule ; de plus, les Ψ sont ici des opérateurs,
de sorte que leur ordre relatif n’est pas indifférent – contrairement à celui des ψ
dans (B-3). Pour la formule (B-2), la valeur moyenne dont elle peut être rapprochée
est celle d’un opérateur ĝ(1, 2) agissant sur deux particules 1 et 2, décrites toutes
deux par la même fonction d’onde ψ ; ici aussi, l’ordre des opérateurs champ est
important, contrairement à ce qui est le cas pour un produit de fonctions d’onde.

Pour des particules à spin, il suffit d’adjoindre à chaque intégrale sur r une
somme sur l’indice de spin ν, d’inclure cet indice dans les éléments de matrice, et
enfin de munir l’opérateur champ d’un indice de spin. Par exemple, la relation (B-1)
se généralise en :

F̂ =

∫
d3r

∫
d3r′

S∑

ν=−S

S∑

ν′=−S
〈r, ν| f̂ |r′, ν′〉 Ψ†

ν(r)Ψν′(r′) (B-4)

Dans la relation (B-2) apparaissent maintenant quatre sommations sur des indices
de spin ν, tandis que les éléments de matrice de l’opérateur sont pris entre des bras
et des kets où un indice ν s’ajoute à la variable r.

B-2. Exemples simples

Commençons par quelques exemples portant sur des opérateurs à une particule
sans spin. Pour une particule unique, l’opérateur associé à la densité de présence au
point r0 est :

|r0〉 〈r0| (B-5)
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dont les éléments de matrice s’écrivent :

〈r| r0〉 〈r0 |r′〉 = δ(r− r0) δ(r
′ − r0) (B-6)

L’opérateur à N particules correspondant a pour expression :

D̂(N)(r0) =

N∑

q=1

|q : r0〉 〈q : r0| (B-7)

La substitution de |r0〉 〈r0| à f̂ dans (B-1) donne l’opérateur agissant dans l’espace
de Fock :

D̂(r0) = Ψ†(r0)Ψ(r0) (B-8)

Cet opérateur annihile une particule au point r0 et la recrée aussitôt au même point.
La valeur moyenne :

D̂(r0) = 〈Φ| D̂(r0) |Φ〉 (B-9)

dans un état normé |Φ〉 du système à N particules donne la densité de particules
associée à cet état au point r0.

L’opérateur N̂ , nombre total de particules, a été écrit en (B-15) du Chapitre
XV ; lorsque l’indice discret de sommation i est changé en l’indice continu r, la
sommation devient une intégrale dans tout l’espace :

N̂ =

∫
d3r Ψ†(r)Ψ(r) (B-10)

C’est donc l’intégrale sur d3r de l’opérateur D̂(r), comme on pouvait s’y attendre.
L’opérateur décrivant l’énergie potentielle à une particule V1(r) est également

diagonal en représentation position ; dans l’espace de Fock, il prend la forme de
l’opérateur V̂1 :

V̂1 =

∫
d3r V1(r)Ψ

†(r)Ψ(r) (B-11)

Quant au courant de particules, il peut être déduit de l’expression du courant ĵ(r0)
associé à une particule unique de masse m ; c’est le produit des opérateurs donnant
la densité locale |r0〉 〈r0| et la vitesse p̂/m (produit qu’il convient évidemment de
symétriser) :

ĵ(r0) =
1

2

[
|r0〉 〈r0|

p̂

m
+

p̂

m
|r0〉 〈r0|

]
(B-12)

Si la particule est décrite par une fonction d’onde ψ(r), un calcul simple 1 montre
que la valeur moyenne de cet opérateur redonne l’expression habituelle du courant

1. Calculons en effet la valeur moyenne 〈Ψ| ĵ(r0) |Ψ〉. Le premier terme du second membre
de (B-12) donne :

1

2m
〈Ψ |r0〉 〈r0| p̂ |Ψ〉 = ℏ

2mi
Ψ∗(r0)∇ψ(r0) (B-13)

puisque l’action de l’opérateur p̂ en représentation position est donnée par (ℏ/i)∇. Le second terme
est le complexe conjugué, de sorte que l’on obtient (B-14).
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de probabilité – voir équation (D-17) du Chapitre III :

J(r0) =
ℏ

2mi
[ψ∗(r0)∇ψ(r0)− ψ(r0)∇ψ∗(r0)] (B-14)

Le courant J(r0) d’un système de particules identiques s’obtient en remplaçant dans
(B-1) l’opérateur f̂ par ĵ(r0) :

Ĵ(r0) =
ℏ

2mi

[
Ψ†(r0)∇Ψ(r0)−Ψ(r0)∇Ψ†(r0)

]
(B-15)

Une autre façon d’obtenir cette égalité est d’utiliser le procédé de substitution men-
tionné au § B-1 : pour obtenir l’opérateur recherché en fonction de Ψ(r), on part de
l’expression de la valeur moyenne pour une seule particule de fonction d’onde ψ(r),
que l’on remplace ensuite par l’opérateur champ Ψ(r).

Pour des particules à spin, la densité de présence au point r0 avec un spin ν
s’écrit de même :

D̂(N)(r0, ν) =

N∑

q=1

|q : r0, ν〉 〈q : r0, ν| (B-16)

qui, dans l’espace de Fock, engendre l’opérateur :

D̂(r0, ν) = Ψ†
ν(r0)Ψν(r0) (B-17)

La densité totale s’obtient par sommation sur ν :

D̂(r0) =

S∑

ν=−S
Ψ†
ν(r0)Ψν(r0) (B-18)

Lorsque les particules ont un spin, l’opérateur N̂ associé au nombre total de parti-
cules, ou encore l’opérateur courant de probabilité Ĵr0 , s’obtiennent de façon ana-
logue.

B-3. Fonctions de corrélation spatiales du champ

Les opérateurs champ permettent également de définir des opérateurs associés
aux fonctions de corrélation spatiale ; leurs valeurs moyennes sont très utiles pour ca-
ractériser les propriétés du champ en différents points de l’espace. Quand on raisonne
en termes de champ, il est habituel de caractériser chaque fonction de corrélation par
le nombre de points pris en compte, mais cela introduit une différence par rapport
au décompte du nombre de particules : les fonctions à deux points concernent les
propriétés relatives à une seule particule, celles à quatre points concernent deux par-
ticules, etc. La raison en est simple : la caractérisation d’un opérateur densité à une
particule ρI implique la donnée des éléments non diagonaux 〈r′0| ρI |r0〉 dépendant
de deux positions, celle d’un opérateur densité à deux particules ρII la donnée d’un
élément dépendant de quatre positions, etc.
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B-3-a. Fonction de corrélation à deux points

On peut généraliser (B-5) en définissant un opérateur non diagonal dépendant
de deux paramètres r0 et r′0 :

|r0〉 〈r′0| (B-19)

Un calcul très semblable à celui qui a mené à l’équation (B-7) – il suffit d’affecter
un “prime” au second r0 – conduit à l’opérateur symétrique à N particules :

D̂(N)(r0, r
′
0) =

N∑

q=1

|q : r0〉 〈q : r′0| (B-20)

qui engendre dans l’espace de Fock l’opérateur :

D̂(r0, r
′
0) = Ψ†(r0)Ψ(r′0) (B-21)

Nous avons ainsi un opérateur qui annihile une particule au point r′0 puis la recrée
en un point différent r0.

Lorsque le système des N particules est décrit par l’état quantique quelconque
|Φ〉, on appelle fonction de corrélation du champ à deux points, G1(r0, r

′
0), la valeur

moyenne :

G1(r0, r
′
0) =

〈
Ψ†(r0)Ψ(r′0)

〉
= 〈Φ|Ψ†(r0)Ψ(r′0) |Φ〉 (B-22)

qui donne également l’élément de matrice en représentation {|r〉} de l’opérateur
densité ρI à une particule 2 :

〈
Ψ†(r0)Ψ(r′0)

〉
= 〈r′0| ρI |r0〉 (B-23)

Démonstration :

L’opérateur densité ρ(q)I de la particule q a pour éléments de matrice :

〈
r
′
0

∣∣ ρ(q)I

∣∣r0
〉
= Tr

{
ρ
(q)
I

∣∣q : r0
〉 〈
q : r′0

∣∣
}
=

〈∣∣q : r0
〉 〈
q : r′0

∣∣〉 (B-24)

Pour un système de N particules, nous définissons l’opérateur densité à une particule
ρI par une somme sur toutes les particules :

ρI =

N∑

q=1

ρ
(q)
I (B-25)

(attention : la trace de cet opérateur est N , et non pas 1). Ses éléments de matrice
sont alors la somme des valeurs moyennes écrites en (B-24), c’est-à-dire la valeur
moyenne de l’opérateur symétrique à une particule obtenu en sommant sur q les
|q : r0〉 〈q : r′0|. Le résultat n’est autre que l’opérateur D̂(N)(r0, r

′
0) de (B-20). Ce

dernier, comme nous l’avons vu, engendre dans l’espace de Fock l’expression (B-21).
Il suffit alors de prendre la valeur moyenne des deux membres de cette expression
pour obtenir l’égalité (B-23).

2. On notera l’inversion de l’ordre des variables entre la fonction G1 (ou les variables de Ψ†

et Ψ) et celles de l’élément de matrice de ρI .
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La valeur moyenne en deux points différents (B-22) joue un rôle important
dans l’étude de la condensation de Bose-Einstein. Pour un système à l’équilibre
thermique, cette valeur moyenne tend généralement vers zéro rapidement lorsque la
distance entre r et r′ augmente ; le domaine où elle reste non nulle est de taille mi-
croscopique. Cependant, pour un gaz ayant subi la condensation de Bose-Einstein, le
comportement de la valeur moyenne change complètement, puisqu’elle tend à grande
distance vers une valeur non nulle. Cette différence fournit le “critère de condensation
de Penrose et Onsager” ; ceux-ci définissent l’existence d’une telle condensation par
l’apparition d’une valeur non nulle de l’élément de matrice de ρI à grande distance ;
la définition est générale puisqu’elle s’applique, non seulement au gaz parfait, mais
également aux systèmes de particules en interaction.

Particules de spin non nul :
Si les particules ont un spin S non nul, on utilise la base des kets |r, ν〉 où ν prend
les (2S+1) valeurs −S, −S+1 , ..., +S, et on affecte un indice ν aux opérateurs de
champ. On définit alors (2S + 1)2 fonctions de corrélation du champ à deux points
comme les valeurs moyennes :

〈
Ψ†

ν(r0)Ψν′(r′0)
〉
= G1(r0, ν; r

′
0, ν

′) (B-26)

Le calcul qui mène à (B-23) pour des particules sans spin se répète sans autre
changement que le simple remplacement des kets (ou bras) |r〉 par |r, ν〉 ; il montre
que ces valeurs moyennes donnent les éléments de matrice de l’opérateur densité à
une particule :

〈
r
′
0, ν

′
∣∣ ρI

∣∣r0, ν
〉
=

〈
Ψ†

ν(r0)Ψν′(r′0)
〉

(B-27)

(ici aussi, nous choisissons une normalisation à N de la trace de l’opérateur densité
à une particule).

B-3-b. Fonctions de corrélation d’ordre supérieur

On peut également partir de l’opérateur à deux particules dépendant de quatre
positions :

ĝ(1 : r0, r
′
0; 2 : r′′0 , r

′′′
0 ) = |1 : r0〉 〈1 : r′0| ⊗ |2 : r′′0〉 〈2 : r′′′0 | (B-28)

Dans ce cas, l’expression de ĝ n’est pas symétrique par rapport à l’échange entre les
particules 1 et 2, contrairement à ce qui se produit pour une énergie d’interaction.
L’opérateur Ĝ est alors défini sans le facteur 1/2 de la relation (C-1) du Chapitre
XV :

Ĝ(N)(r0, r
′
0, r

′′
0 , r

′′′
0 ) =

N∑

q,q′=1; q 6=q′
ĝ(q : r0, r

′
0; q

′ : r′′0 , r
′′′
0 ) (B-29)

qui engendre dans l’espace de Fock l’opérateur Ĝ(r0, r′0, r
′′
0 , r

′′′
0 ). La relation (B-2),

sans ce facteur 1/2, donne alors :

Ĝ(r0, r
′
0, r

′′
0 , r

′′′
0 ) = Ψ†(r0)Ψ

†(r′′0)Ψ(r′′′0 )Ψ(r′0) (B-30)

Cette fois, l’opérateur annihile deux particules en deux points puis les recrée en deux
autres points.
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Un calcul très semblable à celui qui a conduit à (B-22) et (B-23) permet, à
partir de (B-2), de montrer que les éléments de matrice de l’opérateur densité à deux
particules ρII s’écrivent 3 :

〈1 : r′0; 2 : r′′′0 | ρII |1 : r0; 2 : r′′0〉 =
〈
Ψ†(r0)Ψ

†(r′′0)Ψ(r′′′0 )Ψ(r′0)
〉

(B-31)

Cet opérateur densité, dont la trace est égale à N(N −1), joue un rôle essentiel dans
l’étude des corrélations entre particules.

Un exemple particulièrement important de fonction de corrélation d’ordre su-
périeur est celui correspondant au cas r0 = r′0 et r′′0 = r′′′0 . On obtient alors :

Ĝ(N)(r0, r0, r
′′
0 , r

′′
0) =

N∑

q,q′=1; q 6=q′
|q : r0〉 〈q : r0| ⊗ |q′ : r′′0〉 〈q′ : r′′0 |

=

N∑

q,q′=1; q 6=q′
|q : r0; q′ : r′′0〉 〈q : r0; q′ : r′′0 | (B-32)

qui engendre dans l’espace de Fock l’opérateur :

Ĝ(r0, r0, r
′′
0 , r

′′
0) = Ψ†(r0)Ψ

†(r′′0)Ψ(r′′0)Ψ(r0) (B-33)

L’expression figurant au second membre de (B-32) caractérise la probabilité de
trouver une particule (quelconque) en r0 et une autre (quelconque mais différente)
en r′′0 . De même que la valeur moyenne (B-9) donne la densité à une particule, de
même la valeur moyenne :
〈
Ĝ(r0, r0, r

′′
0 , r

′′
0)
〉
= 〈Φ| Ĝ(r0, r0, r′′0 , r′′0) |Φ〉 = G2(r0, r

′′
0) (B-34)

donne la “densité double” à deux particules, qui contient les informations sur toutes
les corrélations binaires entre positions des particules.

Nous pouvons alors obtenir à nouveau l’expression (C-28) du Chapitre XV et
justifier plus précisément l’interprétation donnée de la valeur moyenne de l’énergie
d’interaction écrite en (C-27) de ce chapitre. Pour cela, remplaçons dans (B-33) les
opérateurs champ (ou leurs adjoints) par leur développement (A-3) sur les opérateurs
ai (ou les a†i ) ; nous obtenons alors (C-28) du Chapitre XV, r0 étant remplacé par
r1 et r′0 par r2.

Si r0 6= r
′′

0 , on vérifie 4 que cet opérateur est égal au produit des densités
simples définies en (B-8) :

Ĝ(r0, r0, r
′′
0 , r

′′
0) = D̂(r0) D̂(r′′0) (B-35)

Bien sûr, cette relation entre opérateurs ne signifie pas que la densité doubleG2(r0, r
′′
0)

est simplement égale au produit
〈
D̂(r0)

〉〈
D̂(r′′0)

〉
des densités simples : la valeur

3. On peut également utiliser la relation (C-19) du Chapitre XV pour obtenir le même
résultat.

4. Si les particules sont des bosons, il suffit de permuter des opérateurs qui commutent
pour amener Ψ(r0) en seconde position et obtenir le résultat. Si ce sont des fermions, il faut
deux anticommutations successives pour effectuer cette opération, et les deux signes moins qu’elles
introduisent se compensent.
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moyenne d’un produit d’opérateurs n’est en général pas égale au produit des valeurs
moyennes. Dans l’étude de la fonction G2 (§ C-5-b du Chapitre XV), nous avons ef-
fectivement constaté la présence d’un terme d’échange qui introduit des “corrélations
statistiques” entre particules, même en l’absence d’interactions.

Particules de spin non nul :
Pour des particules de spin non nul, il suffit d’adjoindre un indice ν à chacun des
kets ou bras, ainsi qu’aux opérateurs de champ ; ceci porte à (2S+1)4 le nombre de
fonctions de corrélation à 4 points. Les éléments de matrice de l’opérateur densité
à deux corps sont alors donnés par les valeurs moyennes :

〈
1 : r′, ν′; 2 : r′′′, ν′′′

∣∣ ρII
∣∣1 : r, ν; 2 : r′′, ν′′

〉
=

〈
Ψ†

ν(r)Ψ
†
ν′′(r

′′)Ψν′′′(r′′′)Ψν′(r′)
〉

(B-36)

B-4. Opérateur hamiltonien

Etablissons maintenant l’expression de l’opérateur hamiltonien d’un ensemble
de particules identiques (sans spin) en termes de l’opérateur champ. Deux formules
nous seront utiles pour le calcul. La première transpose à trois dimensions la formule
(34) de l’Appendice II :

δ(r− r′) =
1

(2π)
3

∫
d3k eik·(r−r′) (B-37)

La seconde en découle par une double dérivation par rapport à r :

∆δ(r− r′) = − 1

(2π)
3

∫
d3k k2 eik·(r−r′) (B-38)

L’énergie cinétique d’une particule a pour éléments de matrice :

〈r| P
2

2m
|r′〉 =

∫
d3k 〈r| k〉 ℏ

2k2

2m
〈k |r′〉 = − ℏ2

2m
∆δ(r− r′) (B-39)

Dans l’espace de Fock, elle correspond aux opérateurs suivants (une intégration par
parties 5 permet de passer de la première relation à la seconde) :

Ĥ0 = − ℏ2

2m

∫
d3r Ψ†(r)∆Ψ(r) =

ℏ2

2m

∫
d3r ∇Ψ†(r) ·∇Ψ(r) (B-40)

Comme au § B-1 nous obtenons ici une expression semblable à celle de la valeur
moyenne d’un opérateur (ici l’énergie cinétique) d’une particule ; mais il faut rem-
placer le gradient de la fonction d’onde par celui d’un opérateur champ, et l’ordre
des opérateurs n’est pas indifférent.

L’hamiltonien du système inclut en général un terme d’interaction, ce qui en
fait un opérateur à deux particules et nécessite l’utilisation de la formule (B-2). On
sait que, pour un système de deux particules, l’interaction donne lieu à un opérateur
diagonal en représentation {|r, r′〉} ; en outre, il ne dépend que de la position relative

5. Les termes tout intégrés sont à l’infini, et nous supposons que tous les états du système
physique sont limités à un volume fini ; ces termes ne jouent donc aucun rôle et peuvent être ignorés.
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r−r′ (et non de r et r′ séparément). En conséquence, dans (B-2) l’élément de matrice
prend la forme :

〈r, r′| ĝ |r′′, r′′′〉 = δ(r− r′′) δ(r′ − r′′′)×W2(r− r′) (B-41)

où W2(r − r′) est l’énergie potentielle d’interaction entre deux particules situées à
une position relative r− r′ (souvent cette interaction est isotrope, auquel cas W2 ne
dépend que de la distance relative |r− r′|). Alors le calcul à partir de (B-2) conduit
à l’expression suivante pour l’opérateur hamiltonien :

Ĥ =

∫
d3r

[
ℏ2

2m
∇Ψ†(r) ·∇Ψ(r) + V1(r)Ψ

†(r)Ψ(r)

]

+
1

2

∫
d3r′

∫
d3r′′ W2(r

′ − r′′) Ψ†(r′)Ψ†(r′′)Ψ(r′′)Ψ(r′)
(B-42)

Le premier terme correspond à l’énergie cinétique des particules, le second au po-
tentiel extérieur V1(r) agissant séparément sur chaque particule, et le troisième à
l’interaction mutuelle entre particules ; on note que ce dernier terme fait intervenir
quatre opérateurs champ, alors que les deux précédents en comportent seulement
deux. La même remarque que plus haut s’applique : cette expression rappelle la
valeur moyenne de l’énergie dans un système à deux particules, décrites toutes deux
par la même fonction d’onde ; mais il s’agit ici d’opérateurs qui ne commutent pas.

L’hamiltonien peut aussi s’exprimer directement à partir des opérateurs den-
sité simple à une particule D̂(r0, r

′
0) et double à deux particules Ĝ(r0, r0, r′′0 , r

′′
0).

Reportant les relations (B-21) et (B-30) dans l’expression (B-42), nous obtenons en
effet :

Ĥ =

∫
d3r

[
ℏ2

2m
∇r0 ·∇r′0

D̂(r0, r
′
0)
∣∣∣
r0=r′0=r

+ V1(r)D̂(r, r)

]
+

+
1

2

∫
d3r′

∫
d3r′′ W2(r

′ − r′′) G2(r
′, r′, r′′, r′′)

(B-43)

où les notations ∇r0 et ∇r′0
désignent respectivement les gradients pris par rap-

port aux variables r0 et r′0 ; une fois ces gradients calculés dans le terme d’énergie
cinétique de (B-43), les deux variables prennent la valeur commune r. Le fait que
l’opérateur hamiltonien s’exprime directement en fonction des opérateurs associés
aux densités simple et double peut s’avérer utile en pratique. Par exemple, pour
connaître l’énergie de l’état fondamental du système de N particules, il n’est pas
indispensable de calculer la fonction d’onde de cet état, qui contient toutes les cor-
rélations d’ordre 1 à N entre les particules ; la connaissance des valeurs moyennes de
ces deux densités est suffisante. Or, dans certains cas, il existe des méthodes d’ap-
proximation qui donnent directement de bonnes estimations de ces densités simple
et double, et permettent ainsi d’avoir accès à l’énergie à N corps. Dans les Com-
pléments EXV et GXV, nous discutons la méthode de Hartree-Fock, qui se base sur
une approximation où l’opérateur densité à deux particules s’exprime simplement
en fonction de l’opérateur densité à une seule particule. Il en est donc de même de
la densité double en fonction de la densité simple (Complément GXV, § 2-b-γ), ce
qui permet d’effectuer des calculs commodes de champ moyen.

183



CHAPITRE XVI OPÉRATEUR CHAMP

C. Evolution dans le temps de l’opérateur champ (point de vue de
Heisenberg)

Jusqu’ici, les opérateurs que nous avons considérés correspondent au “point
de vue de Schrödinger”, où l’évolution temporelle du système est prise en compte
par celle de son vecteur d’état. Il peut cependant être plus commode de choisir le
point de vue de Heisenberg (Complément GIII), où cette évolution est transposée
aux opérateurs associés aux grandeurs physiques du système. Pour des particules
sans spin, appelons ΨH(r; t) l’opérateur correspondant à Ψ(r) dans le point de vue
de Heisenberg :

ΨH(r; t) = eiĤt/ℏ Ψ(r) e−iĤt/ℏ (C-1)

(Ĥ est l’opérateur hamiltonien) dont la dépendance temporelle est régie par l’équa-
tion :

iℏ
∂

∂t
ΨH(r; t) =

[
ΨH(r; t) , Ĥ

]
(C-2)

Nous allons donc calculer successivement le commutateur de ΨH(r;t) avec les trois
termes du second membre de (B-42). L’équation d’évolution de l’opérateur champ
fait intervenir tous les termes de l’hamiltonien (B-42) : énergie cinétique, potentielle,
et d’interaction.

C-1. Contribution de l’énergie cinétique

Afin de déterminer le commutateur de l’opérateur champ avec l’énergie ciné-
tique, nous commençons par transposer au point de vue de Heisenberg les équations
(A-17), (A-18) et (A-21). En fait, elles sont applicables sans aucune modification : le
transformé unitaire d’un produit par (C-1) est le produit des transformés unitaires,
celui du commutateur (ou de l’anticommutateur) est le commutateur (ou l’anticom-
mutateur) des transformés, et des nombres comme zéro ou la fonction δ(r− r′) sont
invariants. Ces trois relations restent donc encore valables si l’on utilise le point
de vue de Heisenberg, par simple adjonction d’un indice H aux opérateurs champ.
Dérivons-les par rapport aux positions ; seule (A-21) donne un résultat non nul :
[
ΨH(r; t),∇r′Ψ

†
H(r′; t)

]
−η

= ∇r′ δ(r− r′) = −∇r δ(r− r′) (C-3)

Compte tenu de (B-40), le commutateur à évaluer s’écrit :

[
ΨH(r;t), Ĥ0H(t)

]
=

ℏ2

2m

∫
d3r′

[
ΨH(r; t) ,∇Ψ†

H(r′; t) ·∇ΨH(r′; t)
]

(C-4)

Dans la fonction intégrée au membre de droite, un signe η s’introduit chaque fois
que nous permutons deux opérateurs champ, ou deux adjoints ; quand il s’agit d’un
opérateur champ et d’un opérateur adjoint, s’ajoute au résultat le second membre
de (C-3). Ajoutant et retranchant deux termes égaux, nous obtenons ainsi pour la
fonction à intégrer :

ΨH(r; t) ∇Ψ†
H(r′; t) ·∇ΨH(r′; t)− η ∇Ψ†

H(r′; t) · (ΨH(r; t)∇ΨH(r′; t))
+η ∇Ψ†

H(r′; t) · (ΨH(r; t)∇ΨH(r′; t))−∇Ψ†
H(r′; t) ·∇ΨH(r′; t)ΨH(r; t)

(C-5)
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soit :
[
ΨH(r; t),∇Ψ†

H(r′; t)
]
−η
·∇ΨH(r′; t)

+ η ∇Ψ†
H(r′; t) · [ΨH(r; t),∇ΨH(r′; t)]−η

= ∇r′ δ(r− r′) ·∇ΨH(r′, t) (C-6)

L’intégration sur d3r′ fait alors apparaître le laplacien en r de l’opérateur champ, et
il vient finalement :

[
ΨH(r; t), Ĥ0H(t)

]
= − ℏ2

2m
∆ΨH(r; t) (C-7)

C-2. Contribution de l’énergie potentielle

Au lieu de (C-4), c’est maintenant le commutateur :

[
ΨH(r; t), V̂1H(t)

]
=

∫
d3r′ V1(r

′)
[
ΨH(r;t), Ψ†

H(r′; t)ΨH(r′; t)
]

(C-8)

qui intervient. Le calcul se mène comme le précédent, mais sans les gradients qui
s’appliquaient aux opérateurs champ dépendant de r′. Le membre de droite de (C-6)
devient alors simplement :

δ(r− r′)ΨH(r′) (C-9)

et l’intégration sur d3r′ se fait aussitôt, de sorte que :
[
ΨH(r; t), V̂1H(t)

]
= V1(r) ΨH(r; t) (C-10)

C-3. Contribution de l’énergie d’interaction

C’est maintenant le commutateur de ΨH(r;t) avec un produit de quatre opé-
rateurs qui apparaît sous une intégrale :
[
ΨH(r;t), Ψ†

H(r′; t)Ψ†
H(r′′; t)ΨH(r′′; t)ΨH(r′; t)

]
(C-11)

Nous ne reproduisons pas ici le calcul, un peu lourd mais sans difficulté particulière ;
comme dans les deux cas précédents, il suffit d’une application répétée des rela-
tions de commutation. Le résultat est que le commutateur du champ avec l’énergie
d’interaction s’écrit :
∫

d3r′ W2(r− r′)Ψ†
H(r′; t)ΨH(r′; t)ΨH(r; t) (C-12)

C-4. Evolution globale

Regroupons les trois termes précédents ; nous obtenons l’équation d’évolution
de l’opérateur champ sous la forme :
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[
iℏ
∂

∂t
+

ℏ2

2m
∆− V1(r)

]
ΨH(r; t) =

∫
d3r′ W2(r− r′) Ψ†

H(r′; t)ΨH(r′; t)ΨH(r; t)

(C-13)

Le membre de gauche comporte l’opérateur différentiel de l’équation de Schrödinger
habituelle pour la fonction d’onde d’une particule unique dans un potentiel V1(r) ;
cependant, nous l’avons déjà souligné, Ψ n’est pas ici une simple fonction mais un
opérateur. Le membre de droite comporte les effets des interactions binaires ; du fait
de son existence, l’équation d’évolution de l’opérateur champ n’est pas “fermée” :
son évolution ne s’écrit pas seulement en fonction de cet opérateur lui-même, mais
dépend aussi d’un terme contenant le produit de trois champs (ou de leurs conju-
gués).

Si maintenant on analyse de façon analogue l’évolution d’un tel produit de
trois facteurs, on constate qu’elle s’exprime en fonction de ce produit, mais aussi
d’un produit de 5 champs (ou de leurs conjugués) ; à son tour, l’évolution d’un pro-
duit de 5 champs en ferait intervenir 7, etc. Il apparaît ainsi une série d’équations de
plus en plus compliquées (on l’appelle souvent “hiérarchie” d’équations). En général,
elles sont très difficiles à résoudre exactement. C’est pourquoi il est fréquent qu’on
utilise une approximation où cette hiérarchie est tronquée à un certain stade, soit en
supprimant brutalement le terme de couplage à un certain ordre, soit en le rempla-
çant par une expression plus commode ; de nombreuses méthodes différentes ont été
proposées pour ce faire, la plus connue étant celle du champ moyen (Compléments
EXV et GXV).

D. Lien avec la quantification d’un champ

Concluons par quelques mots concernant les procédures de quantification des
champs et le lien avec la notion de particules identiques. Considérons une particule
unique sans spin placée dans un puits de potentiel extérieur, et notons ϕi(r) les
fonctions d’onde associées à ses états stationnaires dans ce potentiel (l’indice i va de
1 à l’infini ; nous supposons pour simplifier le spectre entièrement discret). Les ϕi(r)
constituent une base sur laquelle il est possible de développer toute fonction d’onde
ψ(r) de la particule en écrivant :

ψ(r) =
∑

i

ciϕi(r) (D-1)

Nous avons déjà remarqué la similarité entre cette formule et l’égalité (A-3) où les
nombres ci sont remplacés par des opérateurs ai. De même, les relations (B-8) et
(B-15) rappellent les expressions de la densité de probabilité de présence d’une par-
ticule et de son courant de probabilité. Enfin, l’expression (B-42) est très semblable
à celle de la valeur moyenne de l’énergie d’un système de deux particules placées
toutes deux dans le même état de fonction d’onde ψ(r), à condition de remplacer
cette fonction d’onde ordinaire par un opérateur dépendant du paramètre r. Ainsi,
la méthode des opérateurs de création et annihilation donne l’impression d’une “se-
conde quantification” : on part de la fonction d’onde quantique d’une (ou deux)
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particules (“première quantification”), et dans une seconde étape on remplace les co-
efficients des fonctions d’onde par des opérateurs (“seconde quantification”). Il faut
cependant garder à l’esprit que, dans la réalité, on ne quantifie pas deux fois le même
système physique ; la vraie différence tient au fait que l’on passe d’un petit nombre
de particules, une ou deux, à un grand nombre de particules identiques.

Notons enfin que des opérateurs champ peuvent apparaître lorsqu’on veut
quantifier un champ classique comme le champ électromagnétique. Ce sera l’objet
des Chapitres XIX et XX, qui montreront comment apparaît la notion de photon, ex-
citation élémentaire du champ électromagnétique. Nous verrons également comment
les champs électrique et magnétique, qui étaient des fonctions classiques, deviennent
des opérateurs définis en chaque point de l’espace créant et annihilant des photons.
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COMPLÉMENTS DU CHAPITRE XVI

AXVI : CORRÉLATIONS SPATIALES DANS UN
GAZ PARFAIT DE BOSONS OU DE FERMIONS

Ce complément étudie les propriétés des

fonctions de corrélation de la position dans

des systèmes de fermions ou de bosons. Pour

les premiers, on montre l’existence d’un “trou

d’échange” qui traduit l’impossibilité pour

deux fermions de se trouver au même point de

l’espace lorsque leurs spins sont parallèles. Pour

les bosons, les particules présentent un effet de

groupement spatial (bunching). Recommandé

en première lecture.

BXVI : FONCTIONS DE CORRÉLATION
SPATIO-TEMPORELLES, FONCTIONS DE
GREEN

Les fonctions de Green constituent un outil

d’usage très général en théorie des systèmes

à N corps. Elles sont introduites dans ce

complément, d’abord dans l’espace ordinaire,

puis dans l’espace réciproque (espace de

Fourier des impulsions). On montre comment

la connaissance de ces fonctions permet de

calculer de nombreuses propriétés physiques du

système. Un peu plus difficile que le complément

précédent.

CXVI : THÉORÈME DE WICK Le théorème de Wick permet d’obtenir les

valeurs moyennes de produits quelconques

d’opérateurs de création et d’annihilation,

lorsque le système physique est un gaz parfait à

l’équilibre thermique. Le calcul fait intervenir

une notion très commode, celle de “contraction”

d’opérateurs.
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Complément AXVI

Corrélations spatiales dans un gaz parfait de bosons ou de
fermions

1 Système dans un état de Fock . . . . . . . . . . . . . . . 191
1-a Corrélations à deux points . . . . . . . . . . . . . . . . . 192
1-b Corrélations à quatre points . . . . . . . . . . . . . . . . 193

2 Fermions dans l’état fondamental . . . . . . . . . . . . . 194
2-a Corrélations à deux points . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
2-b Corrélations entre deux particules . . . . . . . . . . . . 195

3 Bosons dans un état de Fock . . . . . . . . . . . . . . . . 198
3-a Etat fondamental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198
3-b Etat fragmenté . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198
3-c Autres états . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199

Dans ce complément, nous établissons un certain nombre de propriétés des
fonctions de corrélation dont l’origine est uniquement la statistique des particules
(le fait qu’il s’agisse, soit des bosons, soit des fermions), indépendamment de leurs
interactions éventuelles. Pour simplifier les calculs, nous allons supposer que le sys-
tème de N particules est décrit par un état de Fock, caractérisé par des nombres
d’occupation ni de chaque état individuel |ui〉. Nous verrons que les fermions et les
bosons ont des propriétés très différentes : si les seconds manifestent une tendance au
groupement, les premiers tendent plutôt à s’éviter mutuellement, comme l’indique
l’existence d’un “trou d’échange”.

Dans le § 1, nous donnons les expressions générales de ces fonctions de cor-
rélation, sans aucune hypothèse particulière sur la nature des états individuels ; le
système physique n’est pas nécessairement homogène dans l’espace. Dans les §§ 2
et 3, nous étudierons successivement bosons et fermions, en supposant que le sys-
tème physique est contenu dans une boîte de volume V à l’intérieur de laquelle les
particules sont libres. Les conditions aux limites périodiques (Complément CXIV)
permettent alors de tenir compte de l’effet du confinement, tout en maintenant l’in-
variance par translation (le système est parfaitement homogène dans l’espace), ce
qui facilite les calculs. Pour des particules sans spin, les états individuels |ui〉 corres-
pondent à des ondes planes normées dans le volume V :

ui(r) =
1√
V
eiki·r (1)

où les ki sont choisis pour satisfaire aux conditions aux limites périodiques.

1. Système dans un état de Fock

Nous supposons donc que l’état |Φ〉 du système de N particules est un état de
Fock relatif à une base {|ui〉} d’états individuels, de nombres d’occupation ni (pour
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des fermions, ils ne peuvent dépasser 1) :

|Φ〉 = |n1 : u1; n2 : u2; ...; ni : ui; ...〉 (2)

Ce sera le cas par exemple si les particules sont sans interaction (gaz parfait) et si
le système se trouve dans un état stationnaire, par exemple son état fondamental.

1-a. Corrélations à deux points

Pour des particules sans spin, les relations (A-3) et (B-21) du Chapitre XVI
conduisent à :

D̂(r, r′) =
∑

i,j

u∗i (r)uj(r
′) a†iaj (3)

Mais la valeur moyenne dans un état de Fock du produit d’opérateurs a†iaj est nulle
si i 6= j : l’action successive des deux opérateurs conduit à un autre état de Fock, de
même nombre total de particules, mais avec deux nombres d’occupation différents
– donc un état orthogonal. En revanche, si i = j, il apparaît l’opérateur nombre de
particules n̂i dont le ket initial est un ket propre de valeur propre ni. On a donc :

〈Φ| a†iaj |Φ〉 = δij ni (4)

(où δij est le delta de Kronecker) ce qui donne :

G1(r, r
′) =

〈
D̂(r, r′)

〉
=
∑

i

ni u
∗
i (r)ui(r

′) (5)

L’interprétation physique de ce résultat est la suivante : la fonction G1 vaudrait
simplement u∗i (r)ui(r

′) pour une seule particule dans l’état individuel |ui〉 ; pour le
système de N particules dans un état de Fock, chaque état individuel contribue avec
sa population pour coefficient.

Particules de spin non nul :
Pour des particules à spin, on définit les uν

i (r) par :

uν
i (r) = 〈r, ν |ui〉 (6)

Lorsqu’on ajoute un indice discret ν de spin à r, la formule (3) devient :

D̂(r, ν; r
′, ν′) =

∑

i,j

[uν
i (r)]

∗ uν′

j (r′) a†iaj (7)

On obtient par le même raisonnement :

G1(r, ν; r
′, ν′) =

〈
D̂(r, ν; r

′, ν′)
〉
=

∑

i

ni [uν
i (r)]

∗ uν′

i (r′) (8)

dont l’interprétation physique est similaire à la précédente.

On choisit souvent une base d’états individuels |ui〉 dont chaque ket correspond à
une valeur bien définie du spin : chaque i contient alors la donnée d’un état orbital
individuel ainsi que d’une valeur de ν (qui devient ainsi une fonction νi de i). Dans ce
cas, pour i donné, la fonction d’onde uν

i (r) n’est définie que pour une valeur unique
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de l’indice ν ; inversement, pour ν donné, les fonctions d’onde ne sont différentes de
zéro que si la valeur de l’indice i (ou j) appartient à un certain domaine D(ν). Dans
l’expression (8), ν et ν′ sont fixés et l’indice i doit nécessairement appartenir à la
fois à D(ν) et D(ν′), sinon le résultat est nul. On a donc :

G1(r, ν; r
′, ν′) = δνν′

∑

i∈D(ν)

ni [uν
i (r)]

∗ uν′

i (r′) (9)

Cette fonction de corrélation est donc nulle si ν′ 6= ν.

1-b. Corrélations à quatre points

Nous nous limiterons au calcul de
〈
Ĝ(r, r′, r′′, r′′′)

〉
dans le “cas diagonal”

r′ = r et r′′′ = r′′ ; nous appelons alors r1 la valeur commune à r et r′, et r2 la
valeur commune à r′′ et r′′′. Nous avons déjà écrit une telle fonction de corrélation
diagonale en (B-20) du Chapitre XVI et au § C-5-a du Chapitre XV ; nous avons
constaté que c’est elle seule qui intervient dans le calcul d’une énergie d’interaction
entre particules, car l’opérateur associé à cette interaction est également diagonal
en représentation position.

En l’absence de spin, et pour un état de Fock, le calcul de la fonction de
corrélation G2(r1, r2) a été effectué au § C-5-b du Chapitre XV, où les relations
(C-32) à (C-34) fournissent la valeur de cette fonction :

G2(r1, r2) =
∑

i

ni (ni − 1) |ui(r1)|2 |ui(r2)|2

+
∑

i6=j
ninj

[
|ui(r1)|2 |uj(r2)|2 + η u∗i (r1)ui(r2)u

∗
j (r2)uj(r1)

]
(10)

où η = +1 pour des bosons, η = −1 pour des fermions. La seconde ligne de cette
équation contient un “terme direct” où seuls interviennent les carrés des modules
des fonctions d’ondes ; elle contient également un “terme d’échange” où la phase des
fonctions d’onde intervient, et qui change de signe selon que le système est constitué
de bosons ou de fermions.

Particules de spin non nul :
En présence de spins, il faut comme plus haut ajouter les indices ν correspondants.
Cette fonction de corrélation devient :

G2(r1, ν1; r2, ν2) =
∑

i ni (ni − 1) |uν1
i (r1)|2 |uν2

i (r2)|2

+
∑

i 6=j ninj

[∣∣uν1
i (r1)

∣∣2 ∣∣uν2
j (r2)

∣∣2 + η
[
uν1
i (r1)

]∗
uν2
i (r2)

[
uν2
j (r2

]∗
uν1
j (r1)

]

(11)

Si, comme en (9), on choisit une base d’états individuels |ui〉 dont chaque ket a une
valeur bien définie du spin, la sommation se simplifie, et il vient :

G2(r1, ν1; r2, ν2) = δν1ν2
∑

i∈D(ν1)
ni (ni − 1) |uν1

i (r1)|2 |uν2
i (r2)|2

+
∑

i∈D(ν1), j∈D(ν2); i 6=j ninj

[∣∣uν1
i (r1)

∣∣2 ∣∣uν2
j (r2

∣∣2 +
+ηδν1ν2

[
uν1
i (r1)

]∗
uν2
i (r2)

[
uν2
j (r2)

]∗
uν1
j (r1)

] (12)

Comme plus haut, D(ν) désigne le domaine auquel l’indice i doit appartenir pour
que la fonction d’onde uν

i (r) existe (sinon, elle n’est pas définie). Si les états de spin
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sont différents (ν1 6= ν2), seul le terme de la seconde ligne (terme direct) contribue
à la fonction de corrélation. Le terme d’échange qui suit ne concerne donc que des
particules occupant un même état de spin ; il change de signe selon qu’elles sont
des bosons ou des fermions. Il n’existe pas de terme d’échange pour des particules
de spins orthogonaux. On interprète cette constatation en remarquant que, pour
se comporter en objets strictement identiques, deux particules doivent occuper le
même état de spin ; sinon (au moins en principe) la direction de leurs spins pourrait
être utilisée pour les distinguer.

2. Fermions dans l’état fondamental

Nous considérons un gaz parfait de fermions contenu dans un volume V, et
supposons que leur spin S vaut 1/2 (cas des électrons) ; l’indice ν ne peut alors
prendre que deux valeurs ±1/2. Nous supposons le gaz dans l’état fondamental.
Pour un gaz parfait, ceci correspond à un état de Fock : pour chacun des deux états
de spin, tous les états individuels d’énergie inférieure à une certaine valeur (appelée
énergie de Fermi) ont un nombre d’occupation égal à 1, tous les autres un nombre
d’occupation nul. Nous procédons comme dans le Complément CXIV (en particulier
dans l’étude de la susceptibilité magnétique) en attribuant à chacun des deux états de
spin une énergie de Fermi différente – ceci permet de tenir compte d’une orientation
moyenne des spins (par exemple sous l’effet d’un champ magnétique). Pour toutes
les valeurs de l’indice i correspondant à ν = +1/2, nous supposons donc que les
nombres d’occupation sont égaux à 1 s’ils correspondent aux ondes planes (1) de
vecteur d’onde inférieur au vecteur de Fermi k+F , et les autres nombres d’occupation
nuls. Ce vecteur de Fermi est lié à l’énergie de Fermi associée E+

F par la relation :

E+
F =

ℏ2
(
k+F
)2

2m
(13)

où m est la masse de chaque particule. De même, pour toutes les valeurs du spin
ν = −1/2, nous supposons que seuls les états de vecteur d’onde inférieurs au vecteur
de Fermi k−F sont peuplés, avec une relation semblable à (13) dans laquelle l’indice
+ est remplacé par −. Les nombres totaux de particules N± dans les deux états de
spin sont alors :

N± =
∑

|ki|≤k±F

1 (14)

(somme sur tous les états de population unité). A la limite des grands volumes V,
cette expression devient une intégrale :

N± =
V

(2π)
3

∫

|ki|≤k±F
d3k =

V
2π2

∫ k±F

0

k2dk =

(
k±F
)3

6π2
V (15)

Selon que k+F est plus grand ou plus petit que k−F , ce sont les spins + ou − qui sont
majoritaires, avec égalité des populations si k+F = k−F .

2-a. Corrélations à deux points

Nous calculons la valeur moyenne de l’opérateur D̂(r,ν; r′,ν′) défini en (3), en
distinguant les cas où ν et ν′ sont égaux ou différents.
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(i) Mêmes états de spin
La relation (9) donne alors, compte tenu de (1) :

G1(r,±; r′,±) =
〈
D̂(r,±; r′,±)

〉
=

1

V
∑

|ki|≤k±F

eiki·(r′−r) (16)

où nous simplifions la notation des spins ±1/2 en ±. A la limite des grands volumes,
la somme sur ki peut être assimilée à une intégrale, et il vient :

G1(r,±; r′,±) =
1

(2π)
3

∫

|ki|≤k±F
d3k eik·(r

′−r) (17)

Pour r = r′, cette fonction redonne simplement la densité de particules N±/V, déjà
calculée. Pour r 6= r′, la fonction à calculer est la transformée de Fourier d’une fonc-
tion de k qui ne dépend que de son module. Utilisant la relation (59) de l’appendice
I du volume II, nous obtenons :

G1(r,±; r′,±) =
N±
V

F±(|r′ − r|)
F±(0)

(18)

avec 1 :

F±(r) =
3

(
k±F
)3
r

∫ k±F

0

kdk sin kr =
3

(
k±F
)3
r

{
−k
r
cos kr +

1

r2
sin kr

}k±F

0

=
3

(
k±F r

)3
[
sin k±F r −

(
k±F r

)
cos k±F r

]
(19)

Pour finir, il vient :

G1(r,±; r′,±) =
N±
V F±(|r′ − r|) (20)

La Figure 1 représente l’allure des variations de F±(r) en fonction de la distance
mutuelle r entre les deux points. Elle montre que, pour chaque état de spin, la
fonction de corrélation “non diagonale” à une seule particule est maximale en r = r′,
puis décroît rapidement vers zéro sur une distance de l’ordre de quelques longueurs
d’onde de Fermi λ±F = 2π/k±F . Un système de fermions libres dans l’état fondamental
ne présente donc pas un “ordre non diagonal” à longue distance.

(ii) Etats de spin opposés
Entre deux états de spin différents, la relation (9) montre que cette fonction

de corrélation est nulle ; aucun ordre non diagonal n’est donc présent.

2-b. Corrélations entre deux particules

Nous utilisons la relation (12). Dans la seconde ligne, la condition i 6= j peut
être ignorée car les termes i = j se compensent exactement avec ceux de la troi-
sième ligne pour des fermions ; on peut donc considérer les indices i et j comme
indépendants. Distinguons alors deux cas :

1. Un coefficient arbitraire 3/
(
k±F

)3
a été introduit dans la fonction F pour qu’elle tende

vers 1 quand sa variable tend vers zéro, ce qui permet d’éliminer F±(0).
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Figure 1 – Représentation de la fonction F±(x) en fonction de la variable sans
dimension x = kF r.

(i) Si ν1 = ν2, les trois termes de (12) subsistent, mais leurs comportements
en fonction du volume V sont différents. En effet, chacune des sommes sur i ou sur j
est proportionnelle au volume à la limite des grands volumes, alors que les fonctions
d’onde en module carré sont toutes deux proportionnelles à 1/V. Pour un grand
système, le premier des trois termes ne contient qu’une somme sur i de sorte qu’il
est en 1/V, et donc négligeable. Restent alors les deux autres termes :

G2 (r,±; r′′,±) =


 ∑

i∈D(ν=±)

ni
∣∣u±i (r)

∣∣2


2

−

∣∣∣∣∣∣
∑

i∈D(ν=±)

ni
[
u±i (r)

]∗
u±i (r

′′)

∣∣∣∣∣∣

2

=

[
N±
V

]2
−

∣∣∣∣∣∣
1

V
∑

|ki|≤k±F

eiki·(r′′−r)

∣∣∣∣∣∣

2

(21)

On voit apparaître à nouveau la somme de (17). Il vient donc à la limite des grands
volumes :

G2 (r,±; r′′,±) =
[
N±
V

]2 {
1− [F±(|r′′ − r|)]2

}
(22)

Le principe d’exclusion de Pauli interdit à des particules dans le même état de spin de
se trouver au même point de l’espace ; on vérifie effectivement que l’expression (22)
s’annule lorsque r = r′′. Lorsque la distance entre particules augmente, la fonction
F±(|r′′ − r|) tend vers zéro et la fonction de corrélation à deux corps tend vers le
carré de la densité à un corps N±/V, ce qui indique la disparition des corrélations
à grande distance. La distance caractéristique sur laquelle s’effectue ce changement
de comportement est de l’ordre de λ±F , du même ordre que celle sur laquelle l’ordre
non diagonal disparaît. La Figure 2 représente les variations spatiales de la fonction
de corrélation ; on y voit clairement l’existence d’un “trou d’échange” traduisant
l’exclusion mutuelle des particules sur cette distance caractéristique.
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Figure 2 – Fonction de corrélation G2 (r,±; r′′,±) entre les positions r et r′′ de
deux particules dans un même état de spin appartenant à un gaz de fermions libres,
en fonction de la variable sans dimension kF |r′′ − r|. Le principe d’exclusion de
Pauli interdisant aux deux particules de se trouver au même point de l’espace, cette
fonction s’annule à l’origine, ce qui donne lieu à un “trou d’échange”. Lorsque la
distance augmente, la fonction tend vers 1 sur une distance de l’ordre de l’inverse
du vecteur de Fermi associé à cet état de spin.

(ii) Si ν1 6= ν2, des trois termes de (12) ne subsiste que le second, le terme
direct, qui donne une constante :

G2 (r,±; r′′,∓) =
N+N−
V2

(23)

On trouve ainsi simplement le produit des densités des deux espèces de spin ; en
l’absence d’interactions, les particules de spins différents ne présentent aucune cor-
rélation. La raison physique est que, comme les deux particules de positions r et
r′′ sont dans des états de spin différents, elles sont en principe reconnaissables à la
direction de leur spin ; elles ne se comportent donc pas comme des particules quan-
tiques réellement indiscernables, de sorte qu’aucun effet de la statistique de Fermi
ne se produit. Comme par ailleurs nous avons supposé que les particules n’ont pas
d’interaction mutuelle, aucune corrélation spatiale ne se produit.

Remarque :

Pour simplifier les calculs, nous avons supposé les fermions sans interactions et le
système qu’ils constituent dans son état fondamental dans une boîte cubique. Les
propriétés que nous avons discutées sont cependant plus générales. En particulier,
on peut montrer qu’un système de fermions présente toujours un trou d’échange
pour les particules de même spin, que ces dernières interagissent ou pas ; pour un
système à l’équilibre thermique, la largeur de ce trou d’échange diminue lorsque la
température augmente, et passe de la longueur d’onde de Fermi à basse température
(système dégénéré) à la longueur d’onde thermique à haute température (système
non dégénéré).
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3. Bosons dans un état de Fock

La situation est radicalement différente pour des bosons, puisque qu’aucune
limite supérieure n’existe pour les nombres d’occupation ni.

3-a. Etat fondamental

Dans l’état fondamental pour des bosons sans interaction et sans spin, le
nombre d’occupation n0 de l’état individuel |u0〉 d’énergie la plus basse est égal au
nombre total de particules N , tous les autres nombres d’occupation étant nuls. La
relation (5) fournit alors :

G1(r; r
′) =

〈
D̂(r,r′)

〉
= N u∗0(r)u0(r

′) (24)

La fonction d’onde u∗0(r) s’étendant dans tout le volume V, le module de cette
fonction ne décroît pas lorsque la distance entre r et r′ augmente jusqu’à devenir
comparable à la taille du système, contrairement à ce que nous avons obtenu pour
des fermions. Le fait que G1(r; r

′) ait ce comportement asymptotique factorisé en
deux fonctions d’onde a été utilisé par Penrose et Onsager pour définir un critère
général de condensation de Bose-Einstein, s’appliquant également à des systèmes de
bosons en interaction.

Quant à la fonction de corrélation à deux particules, la formule (10) donne :

G2(r, r
′′) =

〈
Ĝ(r,r,r′′,r′′)

〉
= N (N − 1) |u0(r)|2 |u0(r′′)|2 (25)

Si la fonction d’onde de l’état fondamental est de la forme e−ik0·r/
√
V , cette fonction

est simplement égale à la constante N (N − 1) /V2, indépendante de r et r′. Un
ensemble de bosons qui se trouvent tous dans le même état quantique ne présente
aucune corrélation spatiale.

3-b. Etat fragmenté

Supposons maintenant que le système de N bosons soit dans un état “frag-
menté” : au lieu que toutes les particules soient dans le même état individuel, n1
particules sont dans l’état |u1〉 et n2 dans l’état |u2〉, avec N = n1 + n2. La relation
(5) donne dans ces conditions :

G1(r; r
′) = n1 u

∗
1(r)u1(r

′) + n2 u
∗
2(r)u2(r

′) (26)

Lorsque r = r′, les expressions (24) et (26) contiennent les modules des carrés des
fonctions d’onde ui(r′), qui sont tous égaux à 1/V (pour un système contenu dans une
boîte de volume V avec des conditions aux limites périodiques) ; les deux expressions
(24) et (26) sont donc égales. Mais, lorsque r et r′ sont différents, les phases des
deux termes dans (26) ne coïncident plus, de sorte que des effets d’interférence
(destructive) peuvent diminuer le module de G1(r; r

′). Ainsi, le fait que le système
physique ait été fragmenté en deux états induit une décroissance du module des
termes non diagonaux de G1(r; r

′). Bien sûr, plus le nombre d’états de fragmentation
est grand, plus cette décroissance sera sensible.
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La relation (10) devient maintenant :

G2(r, r
′′) = n1 (n1 − 1) |u1(r)|2 |u1(r′′)|2 + n2 (n2 − 1) |u2(r)|2 |u2(r′′)|2

+n1n2

[
2 |u1(r)|2 |u2(r′′)|2 + u∗1(r)u1(r

′′)u∗2(r
′′)u2(r) + c.c.

]

(27)

où le facteur 2 dans la seconde ligne vient du fait que, soit i = 1 et j = 2, soit l’in-
verse ; les deux derniers termes de cette expression correspondent au terme d’échange,
où la notation c.c. symbolise le complexe conjugué de l’expression qui le précède.
Si nous supposons que n1 et n2 sont très grands devant 1, et si nous remplaçons
les fonctions d’onde par e−ik1,2·r/

√
V, nous faisons apparaître le carré de la somme

(n1 + n2)
2
= N2, et nous obtenons :

G2(r, r
′′) ≃ N2

V2
+ 2

n1n2
V2

cos [(k2 − k1) · (r− r′′)] (28)

Le premier terme est simplement le carré de la densité à une particule N/V ; il
n’a aucune dépendance spatiale, et correspond à ce que l’on attend en l’absence de
toute corrélation entre les particules. En revanche, le terme d’échange dépend des
positions ; il est maximal lorsque r = r′′, et oscille à la fréquence spatiale |k2 − k1|.
L’effet de ce terme d’échange est d’augmenter la probabilité de trouver deux bosons
proches (effet de groupement provenant de la statistique de Bose-Einstein), mais de
diminuer celle de les trouver à plus grande distance, pour la faire recroître ensuite,
etc. Cependant, si l’on utilise cette fonction de corrélation du gaz parfait pour cal-
culer la valeur moyenne d’un terme d’interaction de courte portée, seul le premier
maximum joue un rôle, de sorte que l’interaction augmente en valeur moyenne. Nous
avons discuté au § 4-c du Complément CXV les conséquences de cet effet en termes
d’énergie interne d’interaction.

3-c. Autres états

Nous allons maintenant envisager des situations décrites par des états de Fock
où n0 reste très grand, mais où d’autres états |ui〉 sont également peuplés avec des
populations ni bien plus faibles que n0.

(i) On peut par exemple mettre une fraction finie n0/N des particules dans
l’état fondamental, et répartir la fraction complémentaire 1− n0/N entre un grand
nombre d’états dont les populations individuelles restent faibles et varient régulière-
ment avec l’indice i. On obtient alors :

G1(r; r
′) = n0 u

∗
0(r)u0(r

′) +Q(r− r′) (29)

où Q(r− r′) est donné par :

Q(r− r′) =
1

V
∑

i6=0

ni e
iki·(r′−r) =

1

(2π)
3

∫
d3ki n(ki) e

iki·(r′−r) (30)

Cette fonction est la transformée de Fourier de la distribution ni = n(ki) pour
ki 6= 0. Tous les ni étant positifs ou nuls, la fonction Q(r− r′) est maximale lorsque

r = r′, puisque toutes les exponentielles eiki·(r′−r) sont alors en phase ; elle décroît
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0

Figure 3 – Représentation de la fonction G1(r; r
′) = x0 +Q(r−r′) pour des bosons

en fonction de la distance |r− r′|. Sur un intervalle de l’ordre de l’inverse de ∆k,
la fonction commence par décroître puis, à grande distance, tend vers une constante
x0 proportionnelle à la population de l’état fondamental. Le fait qu’elle ne tende
pas vers zéro manifeste la présence d’un ordre non diagonal à grande distance, et
caractérise le fait qu’un niveau individuel est fortement peuplé.

ensuite lorsque la différence |r− r′| augmente puisque les phases se dispersent. Si
la distribution des ni est une fonction régulière de largeur ∆k (par exemple une
gaussienne), la fonction Q(r− r′) décroît vers zéro sur une distance ∆l ≃ 1/∆k, en
général très petite devant la taille du système.

La Figure 3 montre l’allure de la fonction G1(r; r
′) lorsque les particules sont

contenues dans une boîte, ce qui permet d’utiliser (1). On a supposé que |u0〉 corres-
pond à l’état fondamental ; la fonction d’onde correspondante est alors simplement
égale à l’inverse de la racine carrée du volume, de sorte que (29) devient :

G1(r; r
′) = x0 +Q(r− r′) (31)

où x0 est la densité d’atomes dans l’état fondamental :

x0 =
n0
V (32)

Après une décroissance liée à celle de Q(r − r′), se produisant sur un intervalle
∆l ≃ 1/∆k, la fonction ne tend pas vers zéro (comme elle le ferait pour des fermions)
mais vers une valeur constante proportionnelle à la population n0. Comme nous
l’avons déjà noté, ce comportement particulier est à la base du critère de Penrose
et Onsager qui permet, de façon générale, de définir l’apparition de la condensation
de Bose-Einstein et la fraction condensée par la présence d’un ordre non diagonal à
grande distance.

Pour la fonction de corrélation à deux corps, la relation (10) montre l’existence
de trois types de termes pour un système dont seul l’état |u0〉 est fortement peuplé :

– les termes correspondant à deux particules dans l’état fortement peuplé
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(condensat), qui proviennent de la première ligne 2 de (10), et donnent à nouveau
(25), avec le changement de N en n0 ;

– les termes croisés en n0ni, qui donnent :

n0
∑

i6=0

ni

[
2 |ui(r)|2 |u0(r′′)|2 + u∗0(r)u0(r

′′)u∗i (r
′′)ui(r) + u∗i (r)ui(r

′′)u∗0(r
′′)u0(r)

]

(33)

Si nous reportons la valeur (1) des fonctions d’onde (en supposant k0 = 0), il vient
une contribution à G2(r, r

′) égale à :

n0
V2

∑

i6=0

ni

[
2 + eiki·(r−r′′) + eiki·(r′′−r))

]
(34)

La relation
∑
i6=0 ni = N − n0 permet d’écrire ce résultat sous la forme :

2n0
V

[
N − n0
V + Re [Q(r− r′)]

]
(35)

où Re désigne la partie réelle et Q est la fonction définie en (30) ;
– les termes correspondant à deux particules se trouvant dans les états autres

que le fondamental, qui donnent :

∑

i6=j

ninj
V2

[
1 + ei(ki−kj)·(r′′−r)

]
(36)

Dans (34) comme dans (36), on constate que les contributions de tous les états
i 6= 0 ont en général des phases variées, mais qu’elles sont toutes en phase lorsque
r = r′ ; la fonction de corrélation présente alors un maximum. On trouve ainsi que les
bosons ont tendance à se regrouper, tendance qui se manifeste sur une distance ∆l ≃
1/∆k, comme s’ils s’attiraient. Toutefois, il s’agit là d’un effet de statistique pure,
lié uniquement au caractère bosonique des particules, puisque nous avons supposé
que les particules n’interagissaient pas.

(ii) On peut également supposer que la distribution des populations est régu-
lière, sans privilégier aucun état individuel, cas auquel la contribution de n0 dispa-
raît ; seule reste la contribution des termes en ninj de (36), qui est maximale lorsque
r = r′ pour les mêmes raisons que plus haut. L’allure générale de la fonction de
corrélation à deux corps présente un maximum à l’origine, comme sur la Figure 3,
mais tend vers zéro à grande distance (dans ce cas, x0 = 0). On retrouve donc, ici
aussi, une tendance au regroupement des bosons identiques.

2. A la limite des grands volumes, nous avons supposé que n0 est la seule population pro-
portionnelle au volume. Dans la première ligne de (10), le terme i = 0 contient alors le produit
de n2

0 par les carrés de deux fonctions d’onde, tous deux proportionnels à l’inverse d’un volume ;
ce terme est donc indépendant du volume. En revanche, les termes i 6= 0 de cette seconde ligne
contiennent certes une sommation sur i, qui introduit un facteur proportionnel au volume dans
la limite des grands volumes, mais aussi le carré de deux fonctions d’onde, inversement propor-
tionnels au volume. Le résultat est une contribution inversement proportionnelle au volume, donc
négligeable devant la précédente.
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Remarque :

Au lieu de supposer que le système de bosons est dans un état de Fock (état pur),
on peut supposer qu’il se trouve à l’équilibre thermique décrit par l’équilibre ther-
modynamique. On retrouve alors des résultats du même type que ceux que nous
venons de trouver, avec ∆l ≃ λT , longueur d’onde thermique des particules [23]. La
tendance au regroupement des bosons est une propriété générale.
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Complément BXVI

Fonctions de corrélation spatio-temporelles, fonctions de
Green
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Nous discutons dans ce complément les propriétés des fonctions de corrélation
spatio-temporelles d’un ensemble de particules identiques, généralisant les fonctions
de corrélation spatiales déjà définies aux § C-5-b du Chapitre XV et § B-3 du Cha-
pitre XVI ; nous introduirons également les fonctions de Green correspondantes.
Dans une première partie (§ 1), nous étudions les fonctions de corrélation spatio-
temporelles normales et antinormales, puis la fonction de Green, et discutons un
certain nombre de leurs propriétés, illustrées par l’exemple du gaz parfait. Puis,
dans une seconde partie (§ 2), nous étudions les transformées de Fourier de ces fonc-
tions pour des systèmes physiques invariants par translation dans l’espace et dans
le temps ; nous écrivons leurs expressions générales en présence d’interactions. Enfin
(§ 3) nous introduisons la “fonction spectrale” ; pour des particules en interaction,
nous montrons comment elle conduit à des expressions très simples pour diverses
grandeurs physiques, sous une forme similaire à celle utilisée pour un gaz parfait.

1. Fonctions de Green dans l’espace ordinaire

Dans le complément précédent, nous avons étudié les dépendances spatiales
des fonctions de corrélation, prises à un instant donné t. Nous allons maintenant
prendre en compte la dépendance temporelle dans le point de vue de Heisenberg
(Complément GIII) où les opérateurs dépendent du temps. Pour simplifier les no-
tations, à partir de maintenant nous supposons, soit que le spin est nul pour des
bosons (S = 0), soit dans le cas général (fermions et bosons) que toutes les parti-
cules occupent toutes le même état de spin. Cependant, comme précédemment, la
généralisation au cas où S est non nul ne demanderait que l’ajout d’un indice ν à
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tous les opérateurs champ. Dans le point de vue de Heisenberg, l’opérateur champ
Ψ(r) devient un opérateur ΨH(r, t) dépendant du temps :

ΨH(r, t) = eiHt/ℏ Ψ(r) e−iHt/ℏ (1)

où e−iHt/ℏ est l’opérateur d’évolution, exprimé en fonction de l’hamiltonien H du
système (incluant bien sûr les interactions entre particules si elles existent), que nous
supposons indépendant du temps.

Nous considérons un système de N particules identiques, fermions ou bosons,
décrit par un opérateur densité ρ. Les fonctions de corrélation spatio-temporelles
et fonctions de Green sont définies par les valeurs moyennes, calculées avec ρ, des
produits d’un certain nombre d’opérateurs champ ΨH(r, t) et de leurs hermitiques
conjugués Ψ†

H(r, t) pris en des points d’espace-temps (r, t), (r′, t′),..., différents.

1-a. Fonctions de corrélation spatio-temporelles

L’opérateur densité ρ peut contenir des corrélations très complexes entre les
particules, et son évolution dans le temps peut être très compliquée du fait des
interactions. Nous allons cependant voir que l’on peut définir un certain nombre de
fonctions qui caractérisent ses propriétés les plus simples et les plus utiles, car elles
sont relatives à un petit nombre de corps seulement.

α. Fonctions normale et antinormale à deux points

On définit les fonctions de corrélation spatio-temporelles à une particule “nor-
male” GN1 et “antinormale” GAN1 par 1 :

GN1 (r, t; r′, t′) = Tr
{
ρ Ψ†

H(r, t)ΨH(r′, t′)
}
=
〈
Ψ†
H(r, t)ΨH(r′, t′)

〉

GAN1 (r, t; r′, t′) = Tr
{
ρ ΨH(r′, t′)Ψ†

H(r, t)
}
=
〈
ΨH(r′, t′)Ψ†

H(r, t)
〉 (2)

L’ordre normal est celui où l’opérateur de création est à gauche et celui d’annihilation
à droite ; c’est le contraire pour l’ordre antinormal. On notera que c’est uniquement
l’ordre des deux opérateurs qui change entre GN1 et GAN1 ; les variables de position
et de temps affectées à chacun des deux opérateurs ΨH et Ψ†

H restent les mêmes.
Dans le cas particulier où t′ = t, la fonction de corrélation normale redonne

les éléments de matrice de l’opérateur densité à une particule – cf. formules (B-
22) et (B-23) du Chapitre XVI. La fonction de corrélation normale est donc une
généralisation de cet élément de matrice à des temps différents, dont la suite de ce
complément va montrer l’utilité.

Pour comprendre le sens physique de ces deux définitions de façon intuitive,
commençons par la fonction antinormale et prenons le cas simple où le système de N
particules est dans un état pur |Φ0〉 (son état fondamental par exemple). On obtient
alors :

GAN1 (r, t; r′, t′) = 〈Φ0|ΨH(r′, t′)Ψ†
H(r, t) |Φ0〉

= 〈Φ0| eiHt
′/ℏΨ(r′)eiH(t−t

′)/ℏΨ†(r)e−iHt/ℏ |Φ0〉 (3)

1. Pour assurer la cohérence avec les notations du Chapitre XVI (§ B), nous choisissons une
notation où, dans la trace, le premier groupe de variables (r, t) de la fonction G1 est associé à
l’opérateur Ψ†, le second groupe (r′, t′) à l’opérateur Ψ. On prendra toutefois garde au fait que
certains ouvrages prennent la convention contraire.
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Le membre de droite se lit de la façon suivante (de droite à gauche) : on part de
l’état initial |Φ0〉 du système, on le laisse évoluer selon son hamiltonien propre jusqu’à
l’instant t, on crée ensuite une particule au point r ; puis on laisse ce système de N+1
particules évoluer librement jusqu’à l’instant t′, et enfin on annihile une particule
au point r′. La fonction GAN1 est alors le produit scalaire du ket ainsi obtenu avec
l’état e−iHt

′/ℏ |Φ0〉 qui aurait évolué librement sur le même intervalle de temps (sans
création ni annihilation de particule). En d’autres termes, la perturbation produite
par la création d’une particule, suivie de sa destruction ultérieure, change l’état du
système physique ; la valeur de GAN1 est donnée par l’amplitude de probabilité de
trouver le système dans le même état que celui qu’il aurait atteint en l’absence de
cette perturbation.

L’interprétation précédente est naturelle lorsque t′ ≥ t ; dans le cas contraire,
la définition mathématique de GAN1 reste inchangée, mais l’étape d’évolution inter-
médiaire devient une remontée dans le temps. Bien sûr, dans ce processus, la dyna-
mique du système reste complète, y compris les interactions entre particules. De plus,
il ne faut pas voir cette particule supplémentaire comme une particule simplement
juxtaposée au système pré-existant ; elle est soumise aux effets d’indiscernabilité avec
toutes les autres (nous revenons plus en détail sur ce point au § 1-a-β).

Pour la fonction normale, ΨH(r′, t′) agit avant Ψ†
H(r, t), de sorte que cette

fonction s’interprète de façon naturelle si maintenant t ≥ t′ : le système évolue
librement jusqu’à l’instant t′, on annihile une particule à cet instant (ce qui revient
à la création d’un “trou”, cf. Complément AXV) ; le système de N − 1 particules
évolue ensuite librement jusqu’à l’instant t, où la particule est créée (ce qui annihile
le trou). La fonction normale devient donc l’analogue de la fonction antinormale si
l’on remplace la particule additionnelle par un trou, avec en plus une inversion de
l’ordre des temps.

β. Discussion physique

La définition des fonctions de corrélation contient des opérateurs de création
et d’annihilation de particules, mais cela n’implique évidemment pas que de tels
processus physiques se produisent réellement au sein du système considéré. Passer
d’un système à N particules à un autre à N ± 1 particules est une commodité
mathématique, mais qui ne joue qu’un rôle intermédiaire, puisqu’au bout du compte
on revient par un second opérateur au même nombre de particules. L’action d’un
opérateur Ψ(r) n’est d’ailleurs pas simplement une destruction ponctuelle d’une
particule, ni celle de Ψ†(r) l’apparition d’une particule au point r qui se juxtaposerait
simplement aux particules déjà présentes, car les effets d’indiscernabilité quantique
de l’ensemble des particules (y compris la nouvelle) jouent un rôle essentiel.

Quelques exemples simples

(i) Pour la fonction de corrélation normale, la perturbation commence par l’annihila-
tion d’une particule (création d’un trou), suivie d’une création ultérieure d’une par-
ticule (suppression d’un trou). A l’instant t = 0, l’opérateur d’annihilation ΨH(r′, t)
se développe selon la formule (A-3) du Chapitre XVI :

Ψ(r′) =
∑

i

ui(r
′) ai (4)
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où l’effet de chaque opérateur ai dépend de la population ni de l’état |ui〉 en
introduisant un facteur

√
ni. Prenons un cas très simple : un gaz de bosons occupant

tous le même état quantique |u0〉 (gaz parfait de bosons totalement condensés).
Agissant sur un état |Φ0〉 où seul l’état individuel |u0〉 est peuplé, tous les termes de
la somme (4) donnent zéro, sauf le terme i = 0. L’effet réel de l’opérateur Ψ(r′) sur
|Φ0〉 est donc la suppression d’une particule dans l’état |u0〉 ; lorsque r′ varie, l’état
obtenu reste toujours le même, simplement multiplié par un coefficient u0(r

′). Si
par exemple le gaz parfait est placé dans un piège où l’état individuel fondamental
est |u0〉, l’opérateur Ψ(r′) n’aboutit à un ket de norme appréciable que si r′ tombe
dans le domaine où |u0(r

′)| n’est pas négligeable ; s’il tombe hors de ce domaine, le
ket obtenu est pratiquement nul. De façon générale, pour des fermions comme pour
des bosons, bien évidemment Ψ(r′) ne peut détruire de particule que dans un état
individuel déjà occupé. De plus, pour des bosons, le facteur

√
ni fait que l’opérateur

Ψ(r′) donne plus de poids aux états individuels fortement peuplés qu’aux faibles
nombres d’occupation. La création du trou n’est donc pas un processus ponctuel en
r′.

(ii) Pour la fonction de corrélation antinormale, c’est en premier la création d’une
particule par l’opérateur Ψ†(r) qui apparaît. Pour des bosons, à cause du facteur√
ni + 1 introduit par a†i , Ψ†(r) tend à créer préférentiellement des particules dans

les états |ui〉 de fortes populations ni. Reprenons l’exemple ci-dessus d’un grand
nombre de bosons occupant tous le même état fondamental individuel |u0〉 dans un
piège. Si |u0(r)| n’est pas négligeable, le boson supplémentaire est créé dans le même
état fondamental. En revanche, si r est très loin du centre du piège et tombe dans
un domaine où |u0(r)| est pratiquement nul, le boson est effectivement créé au point
r avec très peu de perturbation des bosons déjà présents.

Pour des fermions, il est au contraire impossible de créer une particule dans un
état déjà occupé ; dans un état de Fock, un fermion supplémentaire ne peut être
créé que dans un état orthogonal à tous les états qui sont initialement peuplés.
Supposons le gaz de fermions parfait dans son état fondamental et contenu dans un
piège harmonique ; tous les niveaux d’énergie sont donc occupés jusqu’à l’énergie de
Fermi. L’effet de l’opérateur de création Ψ†(r) en un point proche du centre du piège
crée une particule supplémentaire dans un état qui peut se développer sur tous les
états stationnaires individuels dans le piège ; l’état obtenu étant orthogonal à tous
les états déjà occupés, il n’a de composante que sur les états non occupés, d’énergies
supérieures au niveau de Fermi. Or les fonctions d’onde correspondantes prennent
de petites valeurs au centre du piège et sont maximales dans les régions de demi-
tour classique 2, c’est-à-dire en l’occurrence sur le pourtour du nuage de fermions
existant (ou même plus loin). Si la position r est proche du centre du piège, le fermion
additionnel s’ajoute donc sur la périphérie ou à l’extérieur du nuage de fermions. En
revanche, si r tombe à l’extérieur, dans une région de l’espace où toutes les fonctions
d’onde des états occupés sont pratiquement nulles, la particule supplémentaire est
effectivement créée de façon quasi ponctuelle au point r. Nous verrons des exemples
de ces diverses situations au § 1-c.

2. Le carré du module de la fonction d’onde d’un état stationnaire donne en chaque point la
densité de probabilité de présence pour cet état. Cette probabilité est maximale dans les régions
de l’espace où, classiquement, la particule passe le plus de temps ; ce sont donc celles où sa vitesse
est faible, comme c’est le cas pour les régions de demi-tour classique. La Figure 6 du Chapitre V
donne un exemple d’une telle situation.
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γ. Propriétés

Le complexe conjugué de GN1 s’obtient en changeant l’ordre des opérateurs de
champ dans (2) et en les remplaçant par leurs hermitiques conjugués :

[
GN1 (r, t; r′, t′)

]∗
=
〈
Ψ†
H(r′, t′)ΨH(r, t)

〉
= GN1 (r′, t′; r, t) (5)

La conjugaison complexe de la fonction GN1 est donc équivalente à l’échange des
deux points (r, t) et (r′, t′), c’est-à-dire à une opération de parité effectuée sur les
variables r−r′ et t− t′. Une propriété semblable se démontre aisément pour GAN1 . Il
en découle que les transformées de Fourier de ces fonctions par rapport aux variables
r− r′ et t− t′ sont réelles. De plus, lorsque le système est dans un état invariant par
translation dans l’espace et dans le temps 3, les fonctions de corrélation ne dépendent
que des différences r− r′ et t− t′.

On remarque que la combinaison linéaire GAN1 (r, t; r′, t′)−ηGN1 (r, t; r′, t′) fait
apparaître la valeur moyenne de l’opérateur :
[
ΨH(r′, t′) , Ψ†

H(r, t)
]
−η

(6)

où η = +1 pour des bosons, η = −1 pour des fermions. Si t = t′, compte tenu de la
relation (A-19) du Chapitre XVI cette égalité devient :

GAN1 (r, t; r′, t)− ηGN1 (r, t; r′, t) = Tr {ρ δ (r− r′)} = δ (r− r′) (7)

δ. Evolution temporelle, fonctions à quatre points

Reportons dans la définition (2) de GN1 l’hermitique conjuguée de l’équation
d’évolution de ΨH(r, t), écrite en (C-13) au Chapitre XVI ; nous obtenons :
[
−iℏ ∂

∂t
+

ℏ2

2m
∆r − V1(r)

]
GN1 (r, t; r′, t′)

=

∫
d3r′′ W2(r− r′′)

〈
Ψ†
H(r; t)Ψ†

H(r′′; t)ΨH(r′′; t)ΨH(r′; t′)
〉

=

∫
d3r′′ W2(r− r′′) GN2 (r, t; r′, t; r′′, t; r′′, t) (8)

où apparaît la fonction de corrélation normale à deux particules (ou à quatre points)
qui s’écrit, de façon plus générale :

GN2 (r, t; r′, t′; r′′, t′′; r′′′, t′′′) = Tr
{
ρ Ψ†

H(r, t)Ψ†
H(r′′, t′′)ΨH(r′′′, t′′′)ΨH(r′, t′)

}

(9)

La prise en compte d’une dépendance temporelle généralise la formule (B-30) du
Chapitre XVI (plus précisément, sa valeur moyenne). L’équation donnant la variation
de GN1 par rapport aux variables r′ et t′, ou encore celle donnant l’évolution de la
fonction antinormale GAN1 , s’obtiennent de façon similaire. Les quatre groupes de

3. C’est le cas si l’hamiltonien du système physique est invariant par translation et si le
système est dans un état propre de H, ou décrit par un opérateur densité ρ qui est une fonction de
H.
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variables temps-position dont dépend la fonction GN2 sont en général indépendantes.
Cependant, on n’a souvent besoin que de la “partie diagonale” GN2 (r, t; r′′, t′′) de la
fonction de corrélation, obtenue si r′ = r, t′ = t et r′′′ = r′′, t′′′ = t′′ ; cette partie
diagonale est analogue à la fonction de corrélation à deux particules (deux positions,
deux temps) en mécanique statistique classique. Lorsque le système est invariant
par translation dans l’espace et dans le temps, cette fonction ne dépend que des
différences r− r′′ et t− t′′.

Alors que, pour la fonction GN1 , un trou est créé puis détruit, pour GN2 ce sont
deux trous qui sont créés puis détruits, l’ordre naturel des temps croissants étant
donné par les variables de temps des opérateurs pris de droite à gauche dans (9). On
définirait de façon analogue une fonction GAN2 où l’on commence par créer deux par-
ticules pour les détruire à des instants ultérieurs (on intervertit le rôle des particules
et des trous par rapport à la fonction de corrélation normale). Lorsque les particules
interagissent, l’équation d’évolution de GN1 fait donc intervenir une autre fonction
de corrélation d’ordre plus élevé, GN2 . A son tour, l’évolution de GN2 fait intervenir
des fonctions de corrélation d’ordre encore plus élevé GN3 , etc. Ainsi, du fait des in-
teractions, le système d’équations n’est pas “fermé”, mais comprend une “hiérarchie”
complète d’un très grand nombre d’équations portant sur des corrélations d’ordre
de plus en plus élevé.

1-b. Fonctions de Green à deux et quatre points

L’équation (8) est une équation aux dérivées partielles linéaire, avec un second
membre qu’on appelle parfois “terme source”. Dans le cas présent, ce second membre
ne contient pas de fonction singulière. Mais, lorsque le second membre est modifié par
l’inclusion d’une fonction delta, les nouvelles solutions de l’équation sont appelées
“fonctions de Green” G. Nous allons voir comment introduire des fonctions de Green
dans le problème qui nous intéresse.

α. Fonction de Green à deux points

La fonction de Green à deux points G1 s’obtient en combinant les deux fonc-
tions de corrélation du § 1-a. Nous avons vu au § 1-a que, lorsque t′ > t, la fonction
de corrélation antinormale est la plus naturelle, car elle contient la propagation
d’une particule de t à t′. En revanche, pour t′ < t, c’est plutôt la fonction normale,
qui contient la propagation d’un trou de t′ à t. Nous pouvons condenser ces deux
possibilités en une seule en posant :

G1(r, t; r′, t′) = Y (t′ − t)GAN1 (r, t; r′, t′) + ηY (t− t′)GN1 (r, t; r′, t′) (10)

où Y (t′ − t) est la fonction de Heaviside de la variable t′ − t (égale à 1 si t′ − t > 0,
nulle sinon), et où η vaut +1 pour des bosons, −1 pour des fermions ; nous verrons
plus loin, par exemple au § 1-c-γ, que l’introduction de ce facteur η simplifie les
calculs qui vont suivre.

Lorsqu’on dérive la fonction de Green à deux points G1 par rapport au temps,
les discontinuités introduites par les fonctions de Heaviside font apparaître des fonc-
tions delta ; le calcul précis sera fait au § 1-c-γ pour un gaz parfait et nous permettra
de vérifier que G1 est bien une fonction de Green. Utiliser ce type de fonction s’avère
commode dans un certain nombre de calculs, notamment ceux qui mettent en jeu la
transformée de Fourier, ainsi que les calculs de perturbations.
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β. Fonction de Green à quatre points

Par analogie avec (9), on définit une fonction de Green à deux particules (ou
à 4 points) par :

G2(r, t; r′, t′; r′′, t′′; r′′′, t′′′) = Tr
{
ρ T ΨH(r′, t′)ΨH(r′′′, t′′′)Ψ†

H(r′′, t′′)Ψ†
H(r, t)

}

(11)

où l’opérateur T représente un opérateur de mise en ordre des 4 temps par valeurs
décroissantes de gauche à droite (par définition, cet opérateur T inclut également un
facteur ηP , où P est la parité de la permutation nécessaire à cette remise en ordre
des temps ; ceci peut changer le signe pour des fermions).

1-c. Un exemple, le gaz parfait

Si le système étudié est un gaz parfait, il est possible d’obtenir les valeurs
explicites des fonctions précédentes. Comme plus haut, nous supposons le gaz placé
dans une boîte de volume V et soumis à des conditions aux limites périodiques.
Appliquant la relation (A-3) du Chapitre XVI au cas où les ui(r) sont des ondes
planes, nous pouvons écrire l’opérateur champ Ψ(r) sous la forme :

Ψ(r) =
∑

i

eiki·r
√
V

aki
(12)

où la somme est effectuée sur les vecteurs d’onde ki satisfaisant aux conditions aux
limites périodiques. Cette décomposition est commode car, pour un gaz parfait,
la dépendance temporelle des opérateurs en point de vue de Heisenberg aHk est
particulièrement simple. En effet, l’hamiltonien s’écrit alors :

H =
∑

j

ℏωkj

(
a†kj

akj

)
(13)

avec :

ωkj
=

ℏ (kj)
2

2m
(14)

Compte tenu du fait que l’opérateur
(
a†kj

akj

)
commute avec tout opérateur de

destruction aki
relatif à une impulsion différente 4, mais que

[
aki

, a†ki
aki

]
= aki

, il

vient :

[aki
, H] = ℏωki

aki
(15)

Ceci correspond à une évolution en point de vue de Heisenberg selon :

aHki
(t) = e−iωki

t aki
(16)

4. Pour des fermions, deux signes moins s’introduisent du fait des anticommutations, et ces
signes se compensent. Si les impulsions sont les mêmes, on a aki

a†
ki
aki

= −a†
ki
aki

aki
+ aki

=

0 + aki
et a†

ki
aki

aki
= 0, de sorte que

[
aki

, a†
ki
aki

]
= aki

.

209



COMPLÉMENT BXVI •

L’évolution temporelle de ΨH(r, t) est donc donnée par :

ΨH(r, t) =
∑

i

ei(ki·r−ωki
t)

√
V

aki
(17)

α. Fonction de corrélation normale

Reportant ce résultat dans (2), nous obtenons :

GN1 (r, t; r′, t′) =
∑

i,j

e−i(kj ·r−ωkj
t)ei(ki·r′−ωki

t′)

V
〈
a†kj

aki

〉
(18)

Mais l’invariance par translation impose que la valeur moyenne
〈
a†kj

aki

〉
est nulle

dès que kj 6= ki. En effet, supposons par exemple que l’opérateur densité du système
soit l’opérateur d’équilibre thermique canonique ρeq. = e−βH/Z ; cet opérateur est
diagonal dans la base des états de Fock, de sorte que la trace du produit ρa†kj

aki
est

nulle si l’opérateur de destruction et celui de création n’agissent pas sur le même état
individuel. La non-nullité demande que kj = ki. De même, si c’est l’équilibre grand
canonique ρeq. = e−β(H−µN)/Z qui est utilisé, l’opérateur ρ est toujours diagonal
dans la même base, et la même règle subsiste. De façon générale, on peut voir 5 que
l’invariance par translation de ρ impose que :

〈
a†kj

aki

〉
= Tr

{
ρa†kj

aki

}
= δij × ni (19)

où ni est la valeur moyenne de l’opérateur population n̂i :

ni = 〈n̂i〉 (20)

Donc :

GN1 (r, t; r′, t′) =
1

V
∑

i

ni e
i[ki·(r′−r)−ωki(t

′−t)] (21)

Ainsi, la fonction de corrélation normale est simplement la somme de toutes les
contributions des états individuels peuplés par des particules libres, repérés par l’in-
dice ki ; chacun de ces états contribue de façon proportionnelle à sa population
moyenne ni, et apporte une dépendance spatio-temporelle donnée par l’onde pro-

gressive ei[ki·(r′−r)−ωki(t
′−t)] qui lui est associée.

Comme on peut s’y attendre pour un système invariant par translation (dans
l’espace et le temps), cette fonction normale ne dépend que des différences r− r′ et
t− t′. Compte tenu de (14), elle obéit à l’équation aux dérivées partielles :

[
i
∂

∂t′
+

ℏ

2m
∆r′

]
GN1 (r, t; r′, t′) = 0 (22)

5. Une façon générale de le démontrer est de remarquer que l’opérateur a†
kj
aki

n’est invariant

par translation que si kj = ki. Pour cela, on peut utiliser l’expression de l’opérateur de translation
comme exponentielle de l’opérateur associé à l’impulsion totale (Complément EII, § 3).
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qui correspond à la propagation libre des particules dans un gaz parfait (il existe
une équation semblable pour les variables t et r, avec changement de signe du terme
différentiel en temps).

L’expression (21) permet de revenir sur l’interprétation physique de la fonction
de corrélation normale du § 1-a, en termes de création dans le système deN particules
d’un “trou”, qui se propage ensuite pour être annihilé à un instant ultérieur. Pour
un gaz parfait, chacun des termes de la somme de (21) est constitué d’ondes planes
libres : l’absence d’interactions permet aux particules de se propager librement en
ligne droite. Le ni de cette formule montre également que le trou ne peut se propager
que selon les états individuels déjà peuplés dans le système de N particules : il faut
bien qu’un état quantique soit peuplé pour qu’on puisse y créer un trou, comme
nous l’avons souligné au § 1-a-β. Il en découle que le trou créé n’est pas un objet
ponctuel réellement localisé au point r′ : il ne comprend que des superpositions des
états libres peuplés, alors que pour une excitation réellement ponctuelle il faudrait
combiner des valeurs de ki allant jusqu’à l’infini.

β. Fonction de corrélation antinormale

Pour la fonction antinormale GAN1 (r, t; r′, t′), le calcul est pratiquement le
même, la seule différence étant l’inversion de l’ordre des opérateurs ak et a†k, ce qui
conduit à :

GAN1 (r, t; r′, t′) =
1

V
∑

i

[1 + ηni] e
i[ki·(r′−r)−ωki(t

′−t)] (23)

Elle obéit à la même équation aux dérivées partielles que la fonction normale. Il
découle de (21) et (23) que la combinaison linéaire :

GAN1 (r, t; r′, t′)− ηGN1 (r, t; r′, t′) =
1

V
∑

i

ei[ki·(r′−r)−ωki(t
′−t)] (24)

est indépendante de l’état du système ; si t = t′, elle est simplement égale à la
fonction δ(r−r′). Nous verrons plus bas le lien entre cette expression et la définition
plus générale de la fonction spectrale.

Ici aussi, nous pouvons revenir sur la discussion du § 1-a-β pour interpréter
l’effet de l’opérateur Ψ†(r). Pour un système de fermions (η = −1), la relation (23)
montre bien que la création de la particule ne met en jeu aucun des états individuels
ki déjà occupés avec ni = 1, puisque le terme correspondant est nul. L’objet créé
par l’excitation ne peut donc avoir aucune composante sur ces états individuels
déjà peuplés, ce qui traduit simplement le fait que sa fonction d’onde doit rester
orthogonale à celles de tous les fermions déjà présents. Pour un système de bosons,
l’effet est juste l’opposé : si par exemple un état individuel de bosons possède une
population très élevée par rapport à toutes les autres, la présence d’un ni très grand
dans (23) fait que le terme correspondant sera dominant : la particule additionnelle
se trouvera principalement dans le même état individuel que toutes celles à laquelle
elle s’ajoute.
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γ. Fonction de Green à deux points

La fonction de Green G1(r, t; r′, t′) est obtenue à partir de sa définition (10) :

G1(r, t; r′, t′)

=
1

V
∑

i

ei[ki·(r′−r)−ωki(t
′−t)] {Y (t′ − t) [1 + ηni] + ηY (t− t′)ni} (25)

Si l’on dérive par rapport au temps t′, les deux fonctions de Heaviside introduisent
des fonctions delta avec des signes opposés. On est alors conduit à l’équation aux
dérivées partielles :
[
i
∂

∂t′
+

ℏ

2m
∆r′

]
G1(r, t; r′, t′) =

iδ (t− t′)
V

∑

i

eiki·(r′−r) [1 + ηni − ηni] (26)

soit :
[
i
∂

∂t′
+

ℏ

2m
∆r′

]
G1(r, t; r′, t′) = i δ (t− t′) δ (r′ − r) (27)

Le second membre redonne bien le produit de fonctions delta de l’ensemble des
variables caractérisant une fonction de Green.

En présence d’interactions, cette équation aux dérivées partielles n’est plus
valable ; il faut ajouter au second membre les contributions des interactions, qui font
intervenir des fonctions de Green d’ordre plus élevé.

δ. Fonctions à quatre points

Pour les fonctions de corrélation à quatre points, le calcul est semblable au
précédent ; il suffit d’effectuer à nouveau la substitution (17) pour obtenir leurs
expressions explicites pour un gaz parfait contenu dans une boîte. Les résultats sont
les mêmes que ceux obtenus au Complément AXVI, par exemple dans la relation
(21), à ceci près qu’il faut multiplier chaque onde plane spatiale eiki·r par le facteur
d’évolution temporelle associé e−iωki

t.

2. Transformées de Fourier

A partir de maintenant, nous étudions uniquement des systèmes invariants par
translation dans l’espace et le temps. Toute la dépendance vis-à-vis de ces variables
est alors contenue dans les différences r′ − r et t′ − t, et reste donc préservée si l’on
annule r et t.

2-a. Définition générale

On peut introduire les deux (doubles) transformées de Fourier par rapport au
temps et à l’espace par :

G
N,AN

1 (k, ω) =

∫
d3r′

∫
dt′ ei(ωt

′−k·r′) GN,AN1 (0, 0; r′, t′) (28)

(on pose r = 0 et t = 0 dans la fonction GN,AN1 ). Ces fonctions sont réelles, comme
le montre la relation de parité (5).
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La transformée de Fourier G1 de la fonction de Green G1 introduite en (10)
est appelée “propagateur à une particule” ; ce dernier est défini par :

G1(k, ω) =
∫

d3r′
∫

dt′ ei(ωt
′−k·r′)G1(0, 0; r′, t′) (29)

Pour un système contenu dans un volume V et soumis aux conditions aux
limites périodiques (Complément FXI), les intégrales sur d3r′ des formules ci-dessus
ont V pour volume d’intégration. Elles donnent alors les coefficients d’une série
de Fourier où les vecteurs k prennent les valeurs discrètes ki correspondant aux
conditions aux limites. Cette série caractérise la dépendance spatiale. En ce qui
concerne la dépendance temporelle, la transformée de Fourier est une transformée
continue 6. Les relations de transformation inverses s’expriment alors selon :

GN,AN1 (0, 0; r′, t′) =
1

V
∑

ki

∫
dω
2π
ei(ki·r′−ωt′)G

N,AN

1 (ki, ω) (30)

où, à la limite des très grands volumes, la somme discrète sur ki devient une intégrale
avec un coefficient V/ (2π)3 :

GN,AN1 (0, 0; r′, t′) =
∫

d3k

(2π)
3

∫
dω
2π
ei(k·r

′−ωt′)G
N,AN

1 (k, ω) (31)

Remarque :

On peut également exprimer les fonctionsG
N,AN
1 (k, ω), non pas par des transformées

de Fourier comme en (28), mais directement à partir des valeurs moyennes de produit
d’opérateurs de création a†kj

et d’annihilation akj dans des états individuels |k〉. Les

formules (A-3) et (A-6) du Chapitre XVI indiquent en effet que :

Ψ(r) =
1√
V

∑

j

eikj ·rakj et Ψ†(r) =
1√
V

∑

j′

e−ikj′ ·ra†kj′
(32)

Si l’on reporte ces relations dans les définitions (2), puis dans (28), on obtient :

G
N
1 (ki, ω) =

1

V

∫
d3r′

∫
dt′ ei(ωt′−ki·r

′)
∑

j,j′

eikj ·r
′
〈
a†kj′

aHkj
(t′)

〉
(33)

où aHkj
(t′) désigne l’opérateur akj en point de vue de Heisenberg. L’intégration sur

le volume sélectionne le seul terme j = i et fait disparaître le volume V. D’autre
part, l’invariance par translation fait que, ni l’opérateur densité ρ, ni l’hamiltonien
du système, n’ont d’éléments de matrice entre vecteurs d’état d’impulsion totale
différente, alors que l’opérateur a†kj′

augmente cette impulsion totale de ℏkj′ et

aHkj
(t′) la diminue de ℏkj . La valeur moyenne

〈
a†kj′

aHkj
(t′)

〉
est donc nulle si j′

n’est pas égal à j, de sorte que la somme sur j′ disparaît également. Pour finir :

G
N
1 (ki, ω) =

∫
dt′ eiωt′

〈
a†ki

aHki
(t′)

〉
(34)

6. Contrairement aux variables d’espace, la variable de temps n’est pas confinée à un domaine
de variation fini. Il en découle que les transformées de Fourier par rapport au temps peuvent être
singulières ; dans le cas du gaz parfait, nous en verrons un exemple au § 2-b, avec l’introduction de
facteurs de convergence par une exponentielle décroissante e±εt (où ε tend vers zéro par valeurs
positives).
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De même, on trouverait que :

G
AN
1 (ki, ω) =

∫
dt′ eiωt′

〈
aHki

(t′)a†ki

〉
(35)

2-b. Exemple du gaz parfait

Pour un gaz parfait contenu dans une boîte (avec des conditions aux limites
périodiques), les k sont discrets. Si nous remplaçons k par ki dans (28) et reportons
l’expression (21) en y remplaçant l’indice muet ki par kj , nous obtenons un pro-
duit d’exponentielles à intégrer. L’intégrale sur d3r′, combinée avec le facteur 1/V,
introduit un delta de Kronecker δkj ,ki

qui supprime la somme sur kj ; celle sur dt′

introduit 2πδ(ω − ωki
), de sorte que :

G
N

1 (ki, ω) = 2π ni δ(ω − ωki
) (36)

De même :

G
AN

1 (ki, ω) = 2π [1 + ηni] δ(ω − ωki
) (37)

En conséquence :

G
AN

1 (ki, ω)− ηG
N

1 (ki, ω) = 2πδ(ω − ωki
) (38)

Ces expressions sont particulièrement simples, mais ne restent bien sûr plus valables
si les particules interagissent. Elles fournissent cependant un point de comparaison
utile pour comprendre l’effet des interactions.

Le propagateur à une particule G1(k, ω) défini en (29) s’obtient par la même
méthode ; l’intégrale sur d3r′ reste inchangée, mais l’intégrale sur le temps introduit
maintenant :
∫

dt′ ei(ω−ωki)t
′ {Y (t′) [1 + ηni] + ηY (−t′) ni} (39)

Pour le terme en Y (t′) on introduit, selon une méthode classique, un facteur de
convergence en changeant ω en ω + iε, avec ε → 0 par valeurs positives ; pour le
terme en Y (−t′), c’est un changement en ω − iε. On obtient ainsi :

G1(ki, ω) = − 1 + ηni
i [ω − ωki

+ iε]
+

ηni
i [ω − ωki

− iε]

=
i

[ω − ωki
+ iε]

+ ηni
2ε

[ω − ωki
]
2
+ ε2

(40)

A la limite ε → 0, les deux fractions du second membre introduisent des parties
principales et des fonctions delta – cf. relation (12) de l’Appendice II. Le premier
terme du second membre introduit à la fois une partie principale P [1/ (ω − ωki

)]
et une fonction δ (ω − ωki

), tandis que le second (en ηni) introduit uniquement une
fonction δ (ω − ωki

). Si le système est dilué, il est dans le régime classique (non
dégénéré) où tous les nombres d’occupation sont petits devant 1 et où les effets
d’échange sont faibles ; le second terme, qui traduit les effets de l’indiscernabilité
entre les particules, reste alors négligeable.
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2-c. Expression générale en présence d’interactions

Un système invariant par translation est régi par un hamiltonien H qui com-
mute avec son impulsion totale. On peut alors construire une base de vecteurs d’états
qui sont, pour chaque nombre N de particules et pour chaque valeur ℏK de l’impul-
sion totale, des vecteurs propres de H d’énergies E ; nous noterons également EN,K
ces énergies, car il est souvent utile de garder la trace explicite des valeurs de N et
K qui définissent le sous-espace où est obtenue la valeur propre E dans le spectre
de H. Nous appelons

∣∣ΦNE,K,α
〉

les vecteurs propres correspondants, avec un indice
α pour tenir compte des dégénérescences possibles de ces valeurs propres.

Nous supposons l’état du système stationnaire et invariant par translation,
de sorte que son opérateur densité ρ ne peut avoir d’éléments non diagonaux entre
vecteurs propres d’impulsions ou d’énergies différentes ; dans chaque sous-espace
propre commun à ces deux grandeurs, on peut choisir la base

∣∣ΦNE,K,α
〉

qui diagonalise
l’opérateur densité, et poser :

ρNE,K,α =
〈
ΦNE,K,α

∣∣ ρ
∣∣ΦNE,K,α

〉
(41)

Nous allons utiliser cette base pour calculer la trace de (2). Commençons par insé-
rer l’expression (12) des opérateurs de champ (et leurs conjugués) en fonction des
opérateurs aki

; nous obtenons, compte tenu des exponentielles du temps introduites
par les opérateurs en point de vue de Heisenberg :

GN1 (0, 0; r′, t′) = 1
V
∑
i

∑
j e
ikj ·r′ ∑

N,K,E,α

∑
N ′,K′,E′,α′ ρNE,K,α×

×
〈
ΦNE,K,α

∣∣ a†ki

∣∣∣ΦN ′

E′,K′,α′

〉〈
ΦN

′

E′,K′,α′

∣∣∣ akj

∣∣ΦNE,K,α
〉
ei[E

′
N′,K′−EN,K]t′/ℏ (42)

Plusieurs simplifications se produisent dans le second membre de cette égalité. En
premier lieu, comme l’opérateur akj

détruit une particule, on a nécessairement N ′ =
N −1, sinon l’élément de matrice de akj

serait nul ; la somme sur N ′ disparaît donc.
De même, comme cet opérateur diminue l’impulsion totale de ~kj , on a également
K′ = K− kj , et la somme sur K′ disparaît également. Alors, pour que l’élément de
matrice de a†ki

ne soit pas nul, puisque cet opérateur augmente de ~ki l’impulsion
~ (K− kj) et redonne finalement l’impulsion de départ ~K, on a nécessairement
ki = kj . Une fois ces simplifications effectuées, insérons le résultat dans la définition

(28) de G
N

1 (k, ω) ; nous obtenons :

G
N

1 (k, ω) = 1
V
∫

d3r′
∫

dt′ ei(ωt
′−k·r′)∑

j e
ikj ·r′

∑
N,K

∑
E,E′,α,α′ ρNE,K,α

∣∣∣
〈
ΦNE,K,α

∣∣ a†ki

∣∣∣ΦN−1
E′,K−k,α′

〉∣∣∣
2

ei[E
′
N−1,K−k−EN,K]t′/ℏ

(43)

Dans la première ligne, l’intégrale sur d3r′ introduit un delta de Kronecker qui
impose kj = k ; l’intégrale donne alors V, qui compense le volume au dénominateur.
L’intégrale sur le temps qui figure dans (43) introduit une fonction delta de la variable
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ω+
[
E′
N−1,K−k − EN,K

]
/ℏ avec un coefficient 2π. Nous obtenons donc finalement :

G
N

1 (k, ω)

= 2π
∑

N,K

∑

E,E′,α,α′

ρNE,K,α

∣∣∣
〈
ΦNE,K,α

∣∣ a†k
∣∣∣ΦN−1
E′,K−k,α′

〉∣∣∣
2

δ

[
ω −

EN,K−E′
N−1,K−k

ℏ

]

(44)

Le même type de calcul fournit également :

G
AN

1 (k, ω)

= 2π
∑

N,K

∑

E,E′,α,α′

ρNE,K,α

∣∣∣
〈
ΦNE,K,α

∣∣ ak
∣∣∣ΦN+1
E′,K+k,α′

〉∣∣∣
2

δ

[
ω −

E′
N+1,K+k−EN,K

ℏ

]

(45)

Supposons de plus que le système considéré soit à l’équilibre thermique et
décrit par l’opérateur densité de l’équilibre grand-canonique :

ρ =
1

Z
e−β(H−µN̂) (46)

avec les notations classiques : N̂ désigne l’opérateur nombre total de particules, β =

1/kBT (kB est la constante de Boltzmann) et Z = Tr
{
e−β(H−µN̂)

}
la fonction de

partition grand-canonique. Les deux fonctions G
N

1 et G
AN

1 vérifient alors la relation
simple, souvent appelée “conditions aux limites” :

G
AN

1 (k, ω) = eβ(ℏω−µ)G
N

1 (k, ω) (47)

Cette relation s’avère cruciale dans bien des calculs en termes de fonctions de Green ;
nous en ferons d’ailleurs usage au § 3.

Démonstration :
Pour établir cette relation, écrivons l’égalité (45) en utilisant le fait que ak et a†k
sont hermitiques conjugués. Il vient :

G
AN
1 (k, ω) = 2π

∑
N,K

∑
E,E′,α,α′ ρ

N
K,E,α×

×
∣∣∣
〈
ΦN+1

E′,K+k,α′

∣∣∣ a†k
∣∣ΦN

E,K,α

〉∣∣∣
2

δ
[
ω − E′

N+1,K+k−EN,K

ℏ

] (48)

Permutons alors les indices E′ et E ainsi que les indices α et α′, changeons l’indice
muet de sommation N en N ′ = N + 1, et enfin remplaçons la variable muette K
par K′ = K + k. Nous obtenons :

G
AN
1 (k, ω) = 2π

∑
N′,K′

∑
E,E′,α,α′ ρ

N′−1
K′−k,E′,α′×

×
∣∣∣
〈
ΦN′

E,K′,α

∣∣∣ a†k
∣∣∣ΦN′−1

E′,K′−k,α′

〉∣∣∣
2

δ

[
ω − EN′,K′−E′

N′−1,K′−k

ℏ

]
(49)

Dans cette sommation, comme dans (44), la valeur la plus basse de l’indice N ′ qui
contribue est N ′ = 1 ; on retrouve donc la même expression que (44), avec (outre le
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changement sans conséquence de l’indice muet N en N ′) pour seule modification le
remplacement de ρNK,E,α par ρN−1

K′−k,E′,α′ . Mais, comme :

ρNK,E,α =
1

Z
e−β[EN,K−µN] (50)

le rapport de ces deux éléments diagonaux ρN−1
K′−k,E′,α′/ρ

N
K,E,α introduit dans l’in-

tégrale un facteur :

e
β
[
−E′

N−1,K′−k
+µ(N−1)+EN,K−µN

]

= eβ[EN,K−EN−1,K′−k−µ] (51)

Or la fonction delta de (49) permet de remplacer, dans l’exposant de ce facteur, la
différence d’énergies par ℏω :

eβ[EN,K−EN−1,K′−k−µ] =⇒ eβ[ℏω−µ] (52)

Ce facteur sort alors de la somme, et la relation (47) est établie.

2-d. Discussion

Les expressions (44) et (45) permettent de se faire une idée du comportement

des fonctions G
N

1 et G
AN

1 . Pour un gaz parfait, nous avons vu en (36) et (37) que ce
sont des fonctions singulières, des fonctions delta contraignant l’énergie ℏω à prendre
exactement la valeur de l’énergie cinétique à une particule ℏ2k2/2m. La raison en est
que, pour un gaz parfait, on peut choisir des états stationnaires

∣∣ΦNE,K,α
〉

qui sont des
états de Fock où chaque état individuel d’impulsion donnée ℏk a une population bien

définie. Dans un tel cas, l’opérateur ak de l’expression (45) de G
AN

1 ne peut coupler

par son élément de matrice
〈
ΦNE,K,α

∣∣ ak
∣∣∣ΦN+1
E′,K+k,α′

〉
qu’un seul état

∣∣∣ΦN+1
E′,K+k,α′

〉
à

l’état de départ
∣∣ΦNE,K,α

〉
: l’état de Fock où le nombre d’occupation nk est supérieur

d’une unité. Il s’ensuit que la différence d’énergie E′
N+1,K+k−EN,K prend toujours

la même valeur, celle de l’énergie ℏ2k2/2m d’une particule individuelle d’impulsion
ℏk. On retrouve ainsi les résultats du § 2-b.

Supposons maintenant que le système comporte des interactions mutuelles.

L’élément de matrice
〈
ΦNE,K,α

∣∣ ak
∣∣∣ΦN+1
E′,K+k,α′

〉
donne alors le produit scalaire d’un

état stationnaire du système à N particules par un autre état où une particule
d’impulsion bien définie ℏk est supprimée dans un état stationnaire du système à
N+1 particules. Cet état n’a aucune raison d’être lui-même stationnaire, du fait des
interactions entre particules. On s’attend donc à que cet état ait un produit scalaire
non nul avec toute une série de kets

∣∣ΦNE,K,α
〉

d’énergies différentes, qui peuvent
être d’autant plus nombreux que le système physique est plus grand. La somme
sur E ne se réduit alors plus à une seule valeur de l’énergie ; à la limite des grands
systèmes, elle devient une somme continue qui absorbe la fonction delta, de sorte

que la fonction G
AN

1 (k, ω) prend pour k donné des valeurs non négligeables dans
tout un domaine en ω ; a priori, ses variations dans ce domaine sont quelconques.
Cependant, si les interactions ne sont pas trop intenses, par comparaison avec le
gaz parfait, on s’attend à ce que le produit scalaire ait des valeurs non négligeables
surtout dans un domaine d’énergies E′ proches de EN,K + ℏ2k2/2m. Pour chaque
k, l’effet des interactions est alors d’élargir le pic d’énergie infiniment étroit du
gaz parfait, en lui donnant une largeur d’autant plus grande que les interactions
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sont fortes. On interprète cette largeur comme indiquant une durée de vie finie
de l’excitation qui a été créée en supprimant une particule libre au système de
N+1 particules dans un état stationnaire ; comme les modules des deux éléments de

matrice
〈
ΦNE,K,α

∣∣ ak
∣∣∣ΦN+1
E′,K+k,α′

〉
et
〈
ΦN+1
E′,K+k,α′

∣∣∣ a†k
∣∣ΦNE,K,α

〉
sont égaux, on peut

également interpréter cette durée de vie comme celle de l’excitation créée an ajoutant
une particule libre au système de N particules dans un état stationnaire.

3. Fonction spectrale, règle de somme

La formule (7) rend naturelle l’introduction d’une fonction réelle A(k, ω) dé-
finie par :

A(k, ω) = G
AN

1 (k, ω)− ηGN1 (k, ω) (53)

On appelle A(k, ω) “fonction spectrale” ; sa réalité découle de celle des fonctions G
N

1

et G
AN

1 .
Pour le gaz parfait, la formule (38) montre qu’on a simplement :

A(k, ω) = 2π δ(ω − ωk) (54)

mais cette égalité n’est plus valable dès que les particules interagissent. Nous verrons
cependant que la fonction spectrale permet d’exprimer les fonctions de corrélation
par une formule générale qui rappelle celle d’un gaz parfait, même en présence d’in-
teractions.

3-a. Expression des fonctions de corrélation à une particule

Si l’on reporte (47) dans la définition de A(k, ω), on obtient :

A(k, ω) = G
N

1

[
eβ(ℏω−µ) − η

]
(55)

soit :

G
N

1 (k, ω) = A(k, ω) fηβ (ℏω − µ) (56)

où fηβ (ℏω − µ) est la distribution habituelle de Bose-Einstein pour des bosons, de
Fermi-Dirac pour des fermions :

fηβ (ℏω − µ) =
1

eβ(ℏω−µ) − η (57)

Utilisant à nouveau (47), nous obtenons :

G
AN

1 (k, ω) = eβ(ℏω−µ)A(k, ω) fηβ (ℏω − µ) = A(k, ω)
[
1 + ηfηβ (ℏω − µ)

]
(58)

Ainsi, la connaissance de la fonction spectrale A(k, ω) permet de déterminer les
fonctions de corrélation à une particule par des formules qui sont semblables à celles
du gaz parfait, faisant intervenir les mêmes fonctions de distribution quantiques fηβ .
Cependant, en présence d’interactions, les deux variables énergie ℏω et impulsion
ℏk sont indépendantes, alors que pour le gaz parfait elles restent contraintes par la
relation (54).
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3-b. Règle de somme

Insérons les relations (28) et (2) dans (53) ; comme les opérateurs Ψ et ΨH
coïncident à t = 0, il vient :

A(k, ω) =

∫
d3r′

∫
dt′ ei(ωt

′−k·r′) Tr
{
ρ
[
ΨH(r′, t′) , Ψ†(r = 0)

]
−η

}
(59)

Par sommation sur ω, une fonction delta du temps s’introduit :

∫
dω A(k, ω) = 2π

∫
d3r′ e−ik·r

′

Tr
{
ρ
[
Ψ(r′) , Ψ†(r = 0)

]
−η

}
(60)

soit :
∫

dω
2π

A(k, ω) =

∫
d3r′ e−ik·r

′

δ(r′) = 1 (61)

En présence d’interactions, la dépendance en k et ω de la fonction spectrale n’est
pas connue a priori. Cependant, pour chaque valeur de k, les interactions ne peuvent
modifier que sa répartition en fréquences, sans changer son intégrale sur ω.

Nous avons vu que, pour un gaz dont les particules interagissent entre elles,
l’effet de ces interactions est de “diluer” la fonction spectrale sur un certain domaine
de fréquences, tout en respectant la règle de somme (61). Il n’existe alors pas de
raison pour que la fonction spectrale ait une forme particulière, ou contienne encore
des fonctions delta de la fréquence. Il arrive cependant souvent qu’elle présente des
pics marqués ; leur étroitesse signale alors l’existence d’excitations du système qui se
comportent presque comme des particules libres (leur durée de vie est longue). On
nomme ces excitations “quasi-particules” puisqu’elles constituent en quelque sorte
le prolongement des particules indépendantes du gaz parfait, une fois que les in-
teractions ont été introduites. Le pic associé à une particule d’impulsion ~k n’est
pas en général centré sur l’énergie ek = ℏ2k2/2m d’une particule libre : en plus de
l’élargissement, les énergies des quasi-particules sont déplacées par les interactions.
Cet élargissement et ce déplacement rappelent les résultats obtenus au Complé-
ment DXIII, où l’on étudie à l’ordre le plus bas le couplage d’un état discret à un
continuum ; de façon imagée, on peut dire que les interactions couplent l’état d’une
particule libre d’impulsion ~k à un continuum d’états d’impulsions différentes, ce
qui explique l’analogie. Mais, ici, les résultats concernent, non pas une, mais un en-
semble de particules identiques ainsi que ses propriétés à l’équilibre thermique ; la
situation physique est donc différente.

En résumé, pour passer du gaz parfait (où ω est nécessairement égal à ωk) à
un gaz en interaction, il suffit d’introduire pour chaque valeur de k dans les fonctions
de Green une pondération par une fonction spectrale A(k, ω) ; cette dernière répartit
la dépendance en ω sur un certain domaine de fréquences. Nous allons voir que la
simple donnée de la fonction spectrale permet de résumer de nombreuses propriétés
d’un système physique en interaction. Mais, bien sûr, cela ne veut pas dire que la
fonction spectrale soit facile à calculer ! Au contraire, dans la plupart des systèmes
physiques en interaction, on ne connaît pas sa valeur exacte. Toutefois, son existence
même, indépendamment de sa connaissance mathématique précise, fournit un outil
très utile pour les raisonnements.
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3-c. Expression de diverses quantités physiques

La fonction spectrale contient de l’information sur un grand nombre de pro-
priétés physiques des systèmes en interaction, sous une forme bien plus concise que
l’opérateur densité du système à N corps lui-même, qui contient tout mais est ma-
thématiquement bien plus compliqué qu’une simple fonction.

Considérons tout d’abord la densité de particules, qui est donnée par :

n(r) =
〈
Ψ†(r)Ψ(r)

〉
= GN1 (r, 0; r, 0) (62)

selon la définition (2) de la fonction normale GN1 . Pour un système invariant par
translation, cette densité est indépendante de r, et nous pouvons donc choisir r = 0.
La densité est alors la valeur à l’origine de la fonction normale (31) soit, compte
tenu de (56) :

n =

∫
d3k

(2π)
3

∫
dω
2π

G
N

1 (k, ω) =

∫
d3k

(2π)
3

∫
dω
2π

A(k, ω) fηβ (ℏω − µ) (63)

Etudions maintenant une quantité donnant une information plus précise, la
répartition en impulsion des particules, en calculant le nombre moyen 〈nk〉 de par-
ticules d’impulsion ℏk. Nous supposons que le système est contenu dans une boîte
cubique de volume V. Les relations (A-9) et (A-10) du Chapitre XVI, appliquées au
cas où les fonctions d’onde de base sont données par (12), conduisent à :

〈nk〉 =
〈
a†kak

〉
=

1

V

∫
d3r′

∫
d3r eik·(r

′−r) 〈Ψ†(r′)Ψ(r)
〉

(64)

Remplaçons la variable d’intégration r par s = r − r′. Il apparaît alors la valeur
moyenne

〈
Ψ†(r′)Ψ(r′ + s)

〉
qui est indépendante de r′ du fait de l’invariance par

translation ; nous pouvons donc y remplacer r′ par zéro, et l’intégrale sur d3r′ donne
alors simplement le volume V. Il reste :

〈nk〉 =
∫

d3s e−ik·s
〈
Ψ†(0)Ψ(s)

〉
(65)

Or, si l’on intègre la définition (28) deG
N

1 (k, ω) sur ω, compte tenu de (2) on obtient :
∫

dω G
N

1 (k, ω) = 2π

∫
d3r′e−ik·r

′

GN1 (0, 0; r′, 0)

= 2π

∫
d3r′e−ik·r

′ 〈
Ψ†(0)Ψ(r′)

〉
(66)

qui est la même expression que (65) à un facteur 2π près. Il s’ensuit que 7 :

〈nk〉 =
1

2π

∫
dω G

N

1 (k, ω) =

∫
dω
2π
A(k, ω) fηβ (ℏω − µ) (67)

7. Pour un gaz parfait de bosons, le potentiel chimique reste toujours inférieur à l’énergie
individuelle la plus basse, de sorte que la divergence de la fonction de distribution fηβ n’est jamais
atteinte. Mais, comme ω est intégré de −∞ à +∞ dans (67), cette divergence semble inévitable.
Cependant, la relation (55) montre que la fonction spectrale A(k, ω) de bosons s’annule pour

~ω = µ, pourvu que la fonction G
N
1 reste régulière en ce point. Les intégrales (63), (67) et (68) ne

présentent donc pas de divergence associée à cette valeur de ω.
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De même, on peut montrer que l’énergie moyenne 8 par unité de volume 〈H〉 /V
du système est donnée par :

〈H〉
V =

∫
d3k

(2π)
3

∫
dω
2π

[
ℏ
ω + ωk

2

]
A(k, ω)fηβ (ℏω − µ) (68)

où ωk est défini en (14). Une fois cette fonction connue, on peut remonter par inté-
gration sur β au logarithme de la fonction de partition, qui fournit à son tour par
dérivation toutes les quantités thermodynamiques (densité de particules, pression,
etc.). Il est remarquable que la fonction spectrale, dont la définition à partir des
fonctions de Green à une seule particule pourrait laisser croire qu’elle ne contient
d’information que sur l’opérateur densité à une particule, permette en fait de cal-
culer toutes ces quantités physiques qui dépendent des corrélations entre particules,
et donc des interactions. Cette méthode ramène l’étude des propriétés à N corps
au calcul de fonctions définies mathématiquement pour une particule unique. Elle
généralise en quelque sorte les équations du gaz parfait, tout en tenant compte rigou-
reusement de la présence de l’ensemble des particules à l’équilibre thermique ainsi
que de leur indiscernabilité ; elle est donc très puissante.

Cependant, ce n’est évidemment pas pour autant que le calcul des proprié-
tés à l’équilibre d’un système en interaction peut être considéré comme résolu ; en
pratique, la connaissance des valeurs précises de la fonction spectrale peut poser
un problème mathématique difficile. Dans le but de le résoudre, de nombreuses mé-
thodes d’approximation ont été développées, mettant en particulier en jeu la notion
de “self-énergie” et de diagrammes de perturbations, mais ceci dépasse le cadre de
ce complément.

8. Pour démontrer la relation (68), on pourra commencer par calculer l’évolution temporelle

de ΨH(r, t) et de Ψ†
H(r, t′) pour en déduire l’expression de iℏ

(
∂
∂t

− ∂
∂t′

)
Ψ†

H(r, t′)ΨH(r, t), puis

prendre la valeur moyenne et effectuer une transformation de Fourier pour retrouver la valeur
moyenne de l’énergie ; voir par exemple le § 2.2 de la référence [7].
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Complément CXVI

Théorème de Wick
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Pour un gaz parfait à l’équilibre thermique, nous avons calculé dans le Com-
plément BXV les valeurs moyennes des opérateurs à une et deux particules, et montré
qu’elles s’expriment toutes en fonction des distributions quantiques à un corps fβ
(distribution de Fermi-Dirac pour des fermions, de Bose-Einstein pour des bosons).
Nous établissons dans ce complément un théorème qui permet de généraliser ces
résultats aux opérateurs faisant intervenir un nombre quelconque de particules. Le
§ 1 est consacré à la démonstration du théorème de Wick, le § 2 à son application
au calcul des fonctions de corrélation d’un gaz parfait.

1. Démonstration du théorème

Nous considérons un gaz parfait à l’équilibre thermique, décrit dans le cadre
de l’ensemble grand-canonique (Appendice VI, § 1-c), et d’opérateur densité :

ρeq =
1

Z
e−β(Ĥ−µN̂) (1)

où β = 1/kBT est l’inverse de la température multipliée par la constante de Boltz-
mann kB , µ le potentiel chimique, et Ĥ l’hamiltonien :

Ĥ =
∑

k

ek a
†
kak avec : ek =

~2k2

2m
(2)

La fonction de partition grand-canonique Z est définie par :

Z = Tr
{
e−β(Ĥ−µN̂)

}
(3)

1-a. Position du problème

Nous nous intéressons au calcul de la valeur moyenne 〈AP 〉 d’un produit d’opé-
rateurs :

AP = b1b2....bP (4)
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où chacun des opérateurs bk est, soit un opérateur d’annihilation ak, soit un opéra-
teur de création a†k :

bk =

{
ak
a†k

(5)

Compte tenu des relations (A-48) et (A-49) du Chapitre XV, nous avons :

[bi, bj ]−η = bibj − ηbjbi

=





0 si bi et bj sont tous deux opérateurs de création ou d’annihilation
δij si bi est un opérateur d’annihilation et bj de création
−ηδij si bi est un opérateur de création et bj d’annihilation

(6)

avec η = +1 pour des bosons et η = −1 pour des fermions.
La valeur moyenne de AP est calculée en supposant que l’état quantique est

décrit par l’opérateur densité ρeq donné en (1) :

〈AP 〉 = Tr {ρeq b1b2...bP } (7)

Compte tenu du fait que ρeq est diagonal dans la base des états de Fock associés aux
ak, cette valeur moyenne ne peut être différente de zéro que si la série des opérateurs
b contient, pour chaque opérateur de création a†k, un opérateur ak d’annihilation
dans ce même état individuel ; les uns doivent compenser exactement les autres en
apparaissant le même nombre de fois. En particulier, la valeur moyenne 〈AP 〉 est
toujours nulle si P est impair ; à partir de maintenant, nous supposerons donc P = 2n
avec n entier.

1-b. Relation de récurrence

Nous calculons :

〈A2n〉 = Tr {ρeq b1b2...b2n} (8)

Pour cela, nous commençons par changer l’ordre de b1 et b2 en utilisant l’une des
relations (6) ; puis nous ferons progresser b1 vers la droite d’un cran de plus en le
permutant avec b3, puis avec b4, etc. jusqu’à ce que la permutation avec b2n l’amène
en toute dernière position. Comme une trace est invariante par permutation circu-
laire, l’opérateur b1 peut alors revenir en tête, devant ρeq ; une dernière commutation
avec ρeq, que nous calculerons plus bas, le fait revenir à sa place initiale et permet de
calculer la valeur de 〈A2n〉 en fonction de valeurs moyennes d’un produit de 2(n−1)
opérateurs. Le calcul est donc le suivant :

〈A2n〉 = Tr
{
ρeq [b1, b2]−η b3b4...b2n

}
+ η Tr {ρeq b2b1b3b4...b2n}

= [b1, b2]−η Tr {ρeq b3b4...b2n}+ η [b1, b3]−η Tr {ρeq b2b4...b2n}
+ Tr {ρeq b2b3b1b4...b2n}

= [b1, b2]−η Tr {ρeq b3b4...b2n}+ η [b1, b3]−η Tr {ρeq b2b4...b2n}+ ...

...+ η2n−2 [b1, b2n]−η Tr {ρeq b2b3b4...b2n−1}
+ η2n−1 Tr {ρeq b2b3b4...b2nb1} (9)
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La plupart des termes du second membre sont en général nuls : le premier n’est non
nul que si b1 et b2 sont deux opérateurs conjugués (l’un d’annihilation et l’autre de
création, relatifs au même état quantique individuel) ; le second n’est non nul que si
c’est le cas pour les deux opérateurs b1 et b3, etc.

Une permutation circulaire sous la trace permet alors de mettre le dernier
terme de cette somme sous la forme :

η2n−1Tr {b1ρeq b2b3...b2n} (10)

Nous relions maintenant les deux opérateurs b1ρeq et ρeqb1, montrant qu’ils sont
proportionnels entre eux. En effet, supposons par exemple que b1 soit un opérateur
de création a†q ; dans l’opérateur ρeq défini en (1), tous les termes k 6= q commutent
avec a†q et le changement d’ordre des opérateurs se résume à la comparaison entre
les deux expressions :

a†q e
−β(eq−µ) a†qaq et e−β(eq−µ) a

†
qaq a†q (11)

Or, par action sur les vecteurs de Fock, on vérifie que (c’est ici qu’intervient l’hypo-
thèse de l’équilibre thermique) :

a†q e
−β(eq−µ) a†qaq = eβ(eq−µ) × e−β(eq−µ) a†qaq a†q (12)

et donc que :

a†q ρeq = eβ(eq−µ)ρeq a
†
q (13)

Si b1 est un opérateur d’annihilation, le même raisonnement montre que le
changement d’ordre introduit un facteur inverse, à savoir e−β(en−µ). En résumé :

b1ρeq = e±β(e1−µ)ρeqb1 (14)

où il faut prendre le signe + dans l’exponentielle si b1 est un opérateur de création, le
signe − s’il est un opérateur b1 d’annihilation. Ainsi, le dernier terme de (9) introduit
e±β(e1−µ) 〈A2n〉, avec un facteur η2n−1 = η puisque η = ±1.

Si nous faisons passer ce dernier terme au premier membre, il vient :

〈A2n〉
[
1− ηe±β(e1−µ)

]
= [b1, b2]−η Tr {ρeq b3...b2n}

+ η [b1, b3]−η Tr {ρeq b2b4...b2n}+ ...

+ η2n−2 [b1, b2n]−η Tr {ρeq b2b3...b2n−1} (15)

Dans le second membre de cette égalité, tous les (anti)commutateurs [b1, b2]−η sont
en réalité des nombres. De plus, beaucoup sont nuls : comme plus haut, seuls sont
non nuls ceux pour lesquels les deux opérateurs b concernés sont conjugués (l’un de
création, l’autre d’annihilation, concernant le même état quantique individuel). La
valeur moyenne recherchée du produit de 2n opérateurs s’exprime donc comme une
combinaison linéaire de valeurs moyennes de produits de 2n− 2 opérateurs.
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1-c. Contractions

Nous définissons alors la “contraction” de deux opérateurs bi et bj comme le

nombre, noté bibj , défini par :

bibj =
1

1− ηe±β(ei−µ) × [bi, bj ]−η = −ηfβ (±(ei − µ))× [bi, bj ]−η (16)

où fβ est la distribution de Fermi-Dirac fFDβ pour des fermions, celle de Bose-
Einstein fBEβ pour des bosons :

fβ(e− µ) =
1

eβ(e−µ) − η (17)

La contraction est nulle si les deux opérateurs bi et bj concernent des états quantiques
individuels différents ; elle l’est également s’ils sont tous deux de création ou tous
deux d’annihilation dans le même état quantique individuel. Si bi est l’opérateur de
création et bj l’opérateur d’annihilation dans le même état individuel, la contraction
est simplement égale à :

bibj =
−η

1− ηe+β(ei−µ) = fβ(ei − µ) (18)

la fonction de distribution fβ(ei − µ) ; dans le cas opposé, la contraction est donnée
par :

bibj =
1

1− ηe−β(ei−µ) = 1 + ηfβ(ei − µ) (19)

La relation (15) peut alors être ré-écrite :

〈A2n〉 = b1b2 Tr {ρeq b3...b2n}+ ηb1b3 Tr {ρeq b2b4...b2n}+ ...

...+ η2n−2b1b2n Tr {ρeq b2b3b1...b2n−1} (20)

soit encore :

〈A2n〉 = 〈b1b2b3...b2n〉+ 〈b1b2b3...b2n〉+ ...+ 〈b1b2b3...b2n〉 (21)

avec la notation :

〈b1b2...bi...bj ...bl...b2n〉 = (εα) bibl 〈b1b2...bj ...b2n〉 (22)

Dans cette expression, pour des fermions εα est la parité de la permutation qui
amène l’opérateur bl à côté de bi ; pour des bosons, εα = 1. La valeur moyenne de
droite contient 2n− 2 opérateurs, les deux opérateurs bi et bl en ayant disparu.

On procède alors par récurrence : chacune des valeurs moyennes du second
membre de (20) est du type de celle 〈A2n〉 écrite en (8), la seule différence étant que
n a diminué d’une unité. Traitant chacune des valeurs moyennes 〈A2n−2〉 comme
nous l’avons fait pour 〈A2n〉, cette dernière apparaît maintenant comme une double
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somme de termes contenant deux contractions et des valeurs moyennes 〈A2n−4〉.
Continuant ainsi autant de fois que nécessaire, la valeur moyenne 〈A2n〉 est mise
sous la forme d’une somme de divers produits de n contractions.

Pour rendre les choses plus concrètes, examinons quelques cas simples. Si
n = 1, on a directement :

〈b1b2〉 = b1b2 (23)

Si b1 est un opérateur de création et b2 l’opérateur d’annihilation correspondant, on
obtient le résultat (18), équivalent aux relations (19) et (23) du Complément BXV ; si
on inverse l’ordre des opérateurs, c’est (19) que l’on obtient, qui découle directement
du résultat précédent et de la relation de commutation ou d’anticommutation (6).
Dans tous les autres cas, on trouve zéro pour les deux membres de l’égalité.

Si n = 2, on utilise une première fois la relation (15) pour obtenir :

〈b1b2b3b4〉 = b1b2 〈b3b4〉+ b1b3 〈b2b4〉+ b1b4 〈b2b3〉 (24)

Puis, à nouveau par cette même relation, on calcule chacune des valeurs moyennes
de produits de deux opérateurs b, ce qui donne :

〈b1b2b3b4〉 = b1b2b3b4 + ηb1b2b3b4 + b1b2b3b4 (25)

Le résultat final ne contient donc plus que des produits de deux contractions, donc
de deux fonctions de distribution. On vérifie aisément que, parmi ces trois produits,
le nombre maximal de ceux qui sont non nuls est deux.

1-d. Enoncé du théorème

La récurrence sur n que nous avons utilisée aboutit au théorème de Wick :

“La valeur moyenne 〈b1b2...bi..bl...b2n〉 est égale à la somme de tous les sys-
tèmes complets de contractions que l’on peut effectuer dans la série des opéra-
teurs b1b2...bi...bl...b2n. Chaque système contribue par le produit des contrac-
tions binaires (16) ; pour des fermions, ce produit est multiplié par les facteurs
de parité εα associés à chacune d’entre elles”.

Le mot “complet” implique ici que, dans chaque système de contractions pris en
compte, chaque opérateur de la suite des bi est pris dans une contraction et une seule.
Le facteur de parité comprend d’abord la parité εα1

de la permutation qui amène
juste après b1 l’opérateur qui lui est relié par la même contraction ; on supprime
ensuite ces deux opérateurs de la liste des bi. Dans la liste restante, on calcule
à nouveau la parité εα2

de la permutation qui rend consécutifs les deux premiers
opérateurs contractés, et on la multiplie par εα1

. On procède ainsi jusqu’à ce que
toutes les contractions soient prises en compte pour obtenir le produit εα1

εα2
...εαn

de toutes les parités concernées. Bien sûr, parmi tous ces systèmes de contractions,
un très grand nombre donne zéro ; seuls sont non nuls ceux où toutes les contractions
contiennent un opérateur de création et un autre d’annihilation dans le même état
quantique individuel. Cette règle limite significativement le nombre de contractions
qui interviennent dans le résultat final.

227



COMPLÉMENT CXVI •

Comme nous l’avons vu plus haut, on retrouve ainsi les résultats du Com-
plément BXV. Par exemple, si (comme c’est le cas dans la formule donnant les
opérateurs symétriques à deux particules) les deux premiers opérateurs b sont de
création, les deux derniers d’annihilation, le premier système de contraction de (25)
donne zéro, et seuls interviennent les deux derniers ; on retrouve alors les deux termes
de l’équation (43) du Complément BXV. Mais l’intérêt du théorème est de permettre
d’obtenir presque sans calcul la valeur moyenne du produit d’un nombre quelconque
d’opérateurs.

Remarque :

Jusqu’ici nous avons supposé que les opérateurs b étaient des opérateurs (créa-
tion ou annihilation) relatifs à la base des états individuels qui sont vecteurs
propres de l’hamiltonien à une particule. Si ce n’est pas le cas, et si l’on a
besoin de calculer la valeur moyenne de produits d’opérateurs de création
a†vs et d’annihilation avs dans une base quelconque, on commence par utiliser
les formules (A-51) et (A-52) du Chapitre XV pour exprimer ces opérateurs
en fonction des opérateurs associés à la base propre de l’hamiltonien à une
particule, et on fait ensuite appel au théorème de Wick.

2. Applications : fonctions de corrélation d’un gaz parfait

A titre d’illustration de l’utilisation du théorème de Wick, nous l’appliquons
maintenant au calcul des fonctions de corrélation d’ordre N d’un gaz parfait à l’équi-
libre thermique. Le théorème de Wick permet de les exprimer directement toutes
comme de simples produits de fonctions de corrélation d’ordre un. Dans un premier
temps, nous ne ferons que retrouver un certain nombre de résultats du § 3 du Com-
plément BXV, mais plus simplement ; nous les généralisons ensuite à des fonctions
de corrélation d’ordre plus élevé.

Nous supposons les particules du gaz sans spin, et confinées par l’action d’un
potentiel dans une boîte cubique de côté L ; ce potentiel reste nul (V̂1 = 0) à l’in-
térieur de la boîte, mais devient infini à l’extérieur. Nous prenons en compte ce
confinement en utilisant les conditions aux limites périodiques (Complément CXIV,
§ 1.c) ; les fonctions propres uk (r) normalisées de l’énergie cinétique s’écrivent alors :

uk (r) =
1

L3/2
eik·r (26)

où les vecteurs d’onde k possibles sont tous ceux dont les trois composantes sont des
multiples entiers de 2π/L.

2-a. Fonction de corrélation d’ordre un

La relation (B-21) du Chapitre XVI définit la fonction de corrélation G1

d’ordre 1, dépendant des deux positions r1 et r′1 :

G1(r1, r
′
1) =

〈
Ψ†(r1)Ψ(r′1)

〉
(27)

Les relations (A-3) et (A-6) du Chapitre XVI nous permettent d’exprimer l’opérateur
champ en fonction des opérateurs ak d’annihilation dans l’état (26), et son adjoint
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en fonction des opérateurs a†k de création dans le même état. Compte tenu de (26),
cette substitution conduit à :

G1(r1, r
′
1) =

1

L3

∑

k

∑

k′

ei(k
′·r′1−k·r1)

〈
a†kak′

〉
(28)

A l’équilibre thermique, toutes les valeurs moyennes 〈A〉 d’opérateurs A sont
prises dans l’état décrit par l’opérateur densité ρeq écrit en (1) :

〈A〉 = Tr {ρeqA} (29)

Nous pouvons alors utiliser le théorème de Wick, dans un cas particulièrement
simple, puisque dans (28) la seule contraction qui intervient est celle contenant[
a†k, ak′

]
−η

. La relation (18) s’applique alors, et nous obtenons :

G1(r1, r
′
1) =

1

L3

∑

k

eik·(r
′
1−r1) fβ (ek − µ) (30)

La fonction de corrélation G1(r, r
′) est donc directement (à un facteur constant près)

la transformée de Fourier de la fonction de distribution fβ (ek − µ) elle-même.
On peut généraliser la définition de G1 en utilisant les expressions des opé-

rateurs champ en représentation de Heisenberg, ce qui conduit à une fonction de
corrélation dépendant des positions et des temps :

G1(r1, t; r
′
1, t

′) =
〈
Ψ†
H(r1, t)ΨH(r′1, t

′)
〉

(31)

Pour des particules libres (gaz parfait), on a (§ 1-c du complément BXVI) :

ΨH(r, t) =
1

L3/2

∑

k

ei(k·r−ωkt)ak (32)

où ωk est la fréquence (angulaire) de Bohr associée à l’énergie d’une particule de
vecteur d’onde k :

ωk =
ℏk2

2m
(33)

et m la masse d’une particule. Pour un gaz parfait, il suffit donc de multiplier chaque
exponentielle eik·r par e−iωkt pour passer de la représentation de Schrödinger à celle
de Heisenberg. L’expression (30) se généralise alors en :

G1(r1, t; r
′
1, t

′) =
1

L3

∑

k

ei[k·(r
′
1−r1)−ωk(t′−t)] fβ (ek − µ) (34)

On remarque que cette fonction de corrélation ne dépend que des différences de
positions (homogénéité dans l’espace) et de temps (invariance par translation dans
le temps).
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2-b. Fonctions de corrélation d’ordre deux

α. Application du théorème de Wick

La fonction de corrélation d’ordre deux est définie par :

G2(r1, r
′
1; r2, r

′
2) =

〈
Ψ†(r1)Ψ

†(r2)Ψ(r′2)Ψ(r′1)
〉

(35)

Ici aussi, la valeur moyenne est calculée avec l’opérateur densité à l’équilibre ther-
mique. Le même calcul qu’au § 2-a conduit à :

G2(r1, r
′
1; r2, r

′
2)

=
1

L6

∑

k

∑

k′

∑

k′′

∑

k′′′

ei(k
′·r′1+k′′′·r′2−k·r1−k′′·r2)

〈
a†ka

†
k′′ak′′′ak′

〉
(36)

Comme nous l’avons déjà vu en (25), l’utilisation du théorème de Wick fait alors
apparaître deux systèmes de contractions : celui où a†k est contracté avec ak′ (et
donc a†k′′ avec ak′′′), et celui où a†k est contracté avec ak′′′ (et donc a†k′′ avec ak′).
La seconde contraction fait intervenir une permutation impaire, et introduit donc
un facteur η. On obtient ainsi (avec un changement d’indice muet k′′ en k′) :

G2(r1, r
′
1; r2, r

′
2)

=
1

L6

∑

k

∑

k′

[
ei[k·(r

′
1−r1)+k′·(r′2−r2)] + ηei[k·(r

′
2−r1)+k′·(r′1−r2)]

]

× fβ (ek − µ) fβ (ek′ − µ) (37)

soit, compte tenu de (30) :

G2(r1, r
′
1; r2, r

′
2) = G1(r1, r

′
1)×G1(r2, r

′
2) + η G1(r1, r

′
2)×G1(r2, r

′
1) (38)

Ainsi, la fonction de corrélation d’ordre deux s’exprime-t-elle simplement comme la
somme de deux produits de fonctions de corrélation d’ordre un. Le premier est le
terme direct, et correspond à des particules totalement incorrélées. Le second est le
terme d’échange, conséquence de l’indiscernabilité quantique des particules ; il a un
signe opposé pour les fermions et pour les bosons. Comme au Complément AXVI,
nous allons voir que ce terme introduit des corrélations entre particules.

β. Densité double

On s’intéresse souvent au cas “diagonal” où r1 = r′1 et r2 = r′2, car la fonction
G2(r1, r

′
1; r2, r

′
2) devient alors particulièrement simple à interpréter : c’est la “densité

double” G2(r1, r2) caractérisant la probabilité de trouver une particule au point r1
et une autre au point r2. La relation précédente se simplifie alors en :

G2(r1, r2) = G1(r1, r1)×G1(r2, r2) + η G1(r1, r2)×G1(r2, r1) (39)

Lorsque de plus r1 = r2, cette fonction indique la probabilité de trouver deux par-
ticules au même point. On trouve alors :
{

pour des fermions G2(r; r) = 0

pour des bosons G2(r; r) = 2 [G1(r, r)]
2 (40)
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Pour des fermions, on retrouve le fait que deux d’entre eux ne peuvent jamais se
trouver au même point de l’espace, en conséquence du principe d’exclusion de Pauli.
Pour les bosons, on trouve que la densité double est le double du carré de la densité
à un corps. Or, si les deux particules étaient incorrélées, cette densité double serait
simplement égale au carré, sans facteur deux. Ce facteur deux indique donc une
augmentation de la probabilité de trouver les deux bosons au même point de l’espace ;
il traduit la tendance au groupement de bosons identiques, tendance qui résulte d’un
pur effet de statistique quantique puisque nous avons supposé nulles les interactions
entre particules. Ces résultats ont déjà été discutés au Complément AXVI – voir en
particulier la Figure 3.

La méthode de Hartree-Fock (approximation du champ moyen), présentée aux
Compléments EXV et FXV, utilise un ket (ou un opérateur densité) variationnel tel
que la fonction de corrélation binaire G2(r1, r2) est donnée par la somme de produits
de fonctions G1 écrite en (39), même en présence d’interactions. Une autre façon
d’introduire l’approximation de Hartree-Fock est d’ailleurs de supposer directement
que la fonction de corrélation binaire garde cette forme en présence d’interactions,
ce qui permet ensuite de calculer aisément l’énergie d’interaction. Bien entendu, si
cette méthode est riche d’applications et peut s’avérer fort précise dans certains cas,
elle repose cependant sur une approximation : lorsque les particules interagissent
entre elles, il n’y a aucune raison générale pour que G2 reste liée à G1 par cette
relation, obtenue en supposant le gaz parfait.

γ. Fonction de corrélation dépendant du temps

Comme pour la fonction de corrélation d’ordre un, on peut inclure des dépen-
dances temporelles dans les opérateurs champ, et définir :

G2(r1, t1; r
′
1, t

′
1; r2, t2; r

′
2, t

′
2) =

〈
Ψ†
H(r1, t1)Ψ

†
H(r2, t2)Ψ(r′2, t

′
2)Ψ(r′1, t

′
1)
〉

(41)

Pour inclure la dépendance en temps, il suffit comme plus haut d’ajouter dans chaque
exponentielle spatiale de vecteur d’onde k une exponentielle du temps avec la fré-
quence angulaire correspondante −ωk, ce qui conduit à :

G2(r1, t1; r
′
1, t

′
1; r2, t2; r

′
2, t

′
2) =

1
L6

∑
k

∑
k′

{
[ei[k·(r

′
1−r1)−ωk(t′1−t1)+k′·(r′2−r2)−ωk(t′2−t2)]

+η ei[k·(r
′
2−r1)−ωk(t′2−t1)+k′·(r′1−r2)−ωk(t′1−t2)]

}
fβ (ek − µ) fβ (ek′ − µ)

= G1(r1, t1; r
′
1, t

′
1)×G1(r2, t2; r

′
2, t

′
2) + η G1(r1, t1; r

′
2, t

′
2)×G1(r2, t2; r

′
1, t

′
1)

(42)

Ainsi, lorsque les dépendances en temps sont incluses, on obtient à nouveau une
relation de factorisation semblable à (38). Comme plus haut, l’homogénéité dans
l’espace et l’invariance par translation dans le temps se manifestent par le fait que
seules les différences des variables apparaissent dans l’expression de la fonction de
corrélation.
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2-c. Fonctions de corrélation d’ordre plus élevé

De façon plus générale 1, la fonction de corrélation GN d’ordre N est définie
par :

GN (r1, r
′
1; r2, r

′
2; ...; rN , r

′
N ) =

〈
Ψ†(r1)Ψ

†(r2)...Ψ
†(rN )Ψ(rN )...Ψ(r2)Ψ(r1)

〉
(43)

où le nombre d’opérateur champ Ψ à droite est le même que celui d’opérateurs
adjoints Ψ† à gauche. Ces fonctions donnent des informations sur le comportement
corrélé de groupes de N particules au sein du gaz parfait à l’équilibre. Le théorème de
Wick permet d’exprimer chacune d’entre elles à partir de la fonction de corrélation
d’ordre un G1(r1, r

′
1). A titre d’exemple, étudions la fonction de corrélation d’ordre

trois :

G3(r1, r
′
1; r2, r

′
2; r3, r

′
3) =

〈
Ψ†(r1)Ψ

†(r2)Ψ
†(r3)Ψ(r′3)Ψ(r′2)Ψ(r′1)

〉

=
1

L9

∑

k

∑

k′

∑

k′′

∑

k′′′

∑

k′′′′

∑

k′′′′′

ei(k
′·r′1+k′′′·r′2+k′′′′′·r′3−k·r1−k′′·r2−k′′′′·r3)

×
〈
a†ka

†
k′′a

†
k′′′′ak′′′′′ak′′′ak′

〉
(44)

Six systèmes de contractions interviennent ici dans le calcul des valeurs moyennes.
Le premier système est celui où k et k′ sont associés, k′′ avec k′′′, et enfin k′′′′ avec
k′′′′′ ; puis l’on peut permuter les trois vecteurs k′, k′′′ et k′′′′′ de 5 façons différentes,
par des permutations paires ou impaires. Dans chacun des termes ainsi obtenus, la
sextuple somme sur les vecteurs d’onde se réduit à une triple somme, de sorte qu’il
apparaît un produit de fonctions G1. On obtient ainsi :

G3(r1, r
′
1; r2, r

′
2; r3, r

′
3) = G1 (r1, r

′
1)G1 (r2, r

′
2)G1 (r3, r

′
3)

+G1 (r1, r
′
2)G1 (r2, r

′
3)G1 (r3, r

′
1) +G1 (r1, r

′
3)G1 (r2, r

′
1)G1 (r3, r

′
2)

+η G1 (r1, r
′
1)G1 (r2, r

′
3)G1 (r3, r

′
2) + η G1 (r1, r

′
3)G1 (r2, r

′
2)G1 (r3, r

′
1)

+η G1 (r1, r
′
2)G1 (r2, r

′
1)G1 (r3, r

′
3)

(45)

Le calcul se généralise de la même façon à des fonctions de corrélation d’ordre
quelconque ; pour un gaz parfait, elles ne sont pas indépendantes, puisqu’elles se
ramènent toutes à de simples produits de fonction de corrélation d’ordre un. En
d’autres termes, la fonction G1 contient donc toutes les informations nécessaires au
calcul des corrélations d’ordre quelconque.

On peut enfin calculer la densité triple G3(r1, r2, r3) en reportant r1 = r′1,
r2 = r′2 et r3 = r′3 dans (45). Le cas particulier r1 = r2 = r3 où toutes les posi-
tions sont confondues est intéressant. Pour des fermions, on constante que la densité
triple s’annule. La raison en est la même que plus haut, pour la densité double : le
principe d’exclusion de Pauli interdit à plusieurs fermions d’occuper le même point
de l’espace. Pour des bosons, on trouve que :

G3(r, r; r) = 6 [G1 (r, r)]
3 (46)

1. Nous ne considérons ici que les fonctions de corrélation dites “normales”, celles où les Ψ†

précèdent les Ψ. Dans le Complément BXVI, nous introduisons des fonctions de corrélation plus
générales.
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Pour trois bosons identiques, la tendance au groupement sous l’effet de leur statis-
tique quantique introduit donc un facteur encore plus grand que pour deux bosons,
6 au lieu de 2.

Remarque :

Les résultats que nous avons obtenus sont valables lorsque l’opérateur densité du
système est celui que nous avons écrit en (1) pour un gaz parfait à l’équilibre ther-
mique ; ils peuvent évidemment être très différents pour un autre état du système. Si
par exemple nous supposons (comme dans le Complément AXVI) que le système est
décrit par un état de Fock, les relations entre fonctions de corrélations peuvent être
complètement changées. Le cas le plus simple est celui d’un gaz parfait de bosons
dans l’état fondamental, où tous les bosons occupent le même état individuel ; les
relations (24) et (25) de ce complément indiquent alors que :

G2(r1, r2) =
N − 1

N
G1(r1, r1)×G1(r2, r2) ≃ G1(r1, r1)×G1(r2, r2) (47)

Ainsi, G2 est alors simplement le produit de deux fonctions G1, sans le terme
d’échange de (39) ; en conséquence, le facteur 2 de la seconde ligne de (40) n’existe
plus. De même, on verrait que le facteur 6 de (46) est absent. De façon générale,
pour un ensemble de bosons occupant tous le même état individuel, les effets de
groupement liés à l’indiscernabilté des particules ne sont pas présents.

On notera à ce propos qu’il n’est pas possible d’obtenir le projecteur sur un état
de Fock (autre que le vide) comme celui discuté ci-dessus en prenant la limite de
l’opérateur densité (1) à l’équilibre thermique lorsque la température T tend vers
zéro, c’est-à-dire lorsque β → ∞. La raison est que cet opérateur densité associe à
chaque état individuel une distribution des nombres d’occupation qui est toujours
une exponentielle décroissante, et jamais une courbe étroite centrée autour d’une
valeur élevée du nombre de particules. Il s’ensuit de grandes fluctuations du nombre
de particules dans chaque mode, dont l’effet explique la présence des facteurs 2 de
(40) et 6 de (46), et ceci quelle que soit la valeur de β.

En conclusion, il est utile de mentionner que le théorème de Wick peut prendre
des formes diverses ; le lecteur intéressé pourra consulter le Chapitre 4 de la Référence
[5]. Ce théorème permet, pour des particules indépendantes, de ramener le calcul
des fonctions de corrélation d’ordre arbitraire, dépendantes ou indépendantes du
temps, à celui d’un produit de fonctions de corrélations d’ordre un. C’est évidemment
une grande simplification. Cette propriété est très semblable à celle des variables
aléatoires gaussiennes en statistique classique : pour de telles variables, tous les
moments d’ordre quelconque se ramènent à des produits du moment d’ordre le plus
bas. Mais ces propriétés sont évidemment spécifiques d’un gaz parfait : pour un
système où les particules interagissent, les fonctions de corrélation d’ordres successifs
restent a priori indépendantes.
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Introduction

Les états de Fock ont été introduits au Chapitre XV par action sur le vide
d’un produit d’opérateurs de création dans des états individuels. Un certain nombre
de leurs propriétés ont été étudiées au § C-5-b-β du Chapitre XV et au Complément
AXVI (trou d’échange pour les fermions, groupement pour les bosons). Nous avons
également utilisé les états de Fock dans les Compléments CXV, DXV et FXV en tant
que kets variationnels pour tenir compte de façon approximative des interactions
entre particules ; pour des fermions comme pour des bosons, cela conduit à une
théorie de champ moyen, dans le cadre d’une image physique où chaque particule se
propage dans le champ moyen créé par toutes les autres.

Le but de ce chapitre est de montrer comment on peut améliorer la précision
de ces résultats en introduisant une classe plus large d’états variationnels, afin de
prendre en compte un plus grand nombre de propriétés physiques accessibles à un
système physique de particules identiques. Il s’agit des “états appariés”, qui seront
construits en faisant agir sur le vide un produit d’opérateurs de création, non plus
de particules individuelles, mais de paires de particules ; si l’on considère que ces
particules constituent une molécule, ce sont donc des opérateurs de création de
molécules. Les états appariés sont plus généraux que les états de Fock, puisqu’ils
permettent d’obtenir les état de Fock pour certaines valeurs des paramètres de la
paire, comme nous le verrons au cours de ce chapitre 1. Puisque la classe des états
est plus large, il s’agit donc bien d’une amélioration de la méthode variationnelle
permettant d’aller plus loin que les états de Fock.

La raison essentielle pour laquelle la souplesse supplémentaire introduite pas
les états appariés joue un rôle aussi important est simple : en faisant varier les
propriétés de la fonction d’onde de paire χ (r1 − r2) qui sert à les construire, on
modifie la fonction de corrélation binaire du système de N particules. On tire parti
de la puissance de la méthode habituelle du champ moyen, mais, alors que l’utili-
sation d’états de Fock variationnels ne permet de tenir compte que des corrélations
statistiques (dues à l’indiscernabilité des particules), les états appariés permettent
d’y ajouter des corrélations dynamiques (dues aux interactions). Or ces corrélations
sont essentielles : lorsque les interactions sont binaires (comme c’est le cas avec un
hamiltonien standard), ce sont elles qui déterminent la valeur moyenne de l’énergie
potentielle (Chapitre XV, § C-5-b). Les corrélations à trois corps, quatre, etc. sont
certes présentes dans le système ; elles peuvent parfaitement y jouer un rôle, mais

1. Par exemple, nous préciserons la remarque à la fin du § C-1-a pourquoi la méthode de
Hartree-Fock peut être vue comme un cas particulier de celle d’appariement.
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n’interviennent pas directement dans l’énergie. Ceci explique pourquoi l’optimisa-
tion des seules corrélations binaires par des états appariés peut déjà conduire à des
résultats de très bonne qualité dans l’étude des systèmes à N corps. Les possibilités
ainsi ouvertes trouvent des applications importantes pour des fermions comme pour
des bosons, qui sont discutées dans les compléments.

Ce chapitre est consacré à la mise en place des outils mathématiques utiles
pour l’étude des états appariés et de leurs propriétés. Nous étudierons en parallèle
fermions et bosons, ce qui permet de voir de nombreuses analogies entre les résultats
obtenus dans les deux cas. Dans une première partie (§ A), nous introduisons les
opérateurs de création et d’annihilation de particules par paires. Nous construisons
ensuite (§ B) les états appariés et discutons quelques-unes de leurs propriétés ; ceci
nous permet d’introduire (§ C) les notions de “valeurs moyennes normales” (valeurs
moyennes d’opérateurs conservant le nombre de particules) ou “anormales” (valeurs
moyennes d’opérateurs changeant le nombre de particules). Au § D nous montrons
comment les états appariés permettent effectivement de faire varier les fonctions de
corrélation spatiales d’un système de particules identiques ; nous verrons ainsi s’in-
troduire une fonction qui joue un rôle important dans toute la suite (en particulier
dans les compléments de ce chapitre), la fonction d’onde de paires φpaire, reliée aux
valeurs moyennes anormales. Enfin, au § E, nous étudions une autre propriété inté-
ressante des états appariés : ils peuvent être reliés à la notion de “quasi-particule”
grâce à l’introduction de nouveaux opérateurs de création et d’annihilation, résul-
tant d’une transformation linéaire des opérateurs initiaux (transformation de Bogo-
lubov) ; les états appariés étant kets propres des nouveaux opérateurs d’annihilation
avec la valeur propre nulle, ils apparaissent comme “vide de quasi-particules”. De
plus, les opérateurs de création permettent d’associer à chaque état apparié toute
une base d’autres états orthogonaux, qu’on interprète comme des états peuplés de
quasi-particules.

Cette étude des outils permettant de manipuler les états appariés se prolonge
dans deux Compléments, AXVII et BXVII. Le Complément AXVII aborde en effet un
aspect complémentaire de l’appariement : l’introduction des opérateurs de champ
de paires. Ces opérateurs permettent de mettre en évidence les effets coopératifs
dans des états appariés, où ces opérateurs prennent une valeur moyenne non nulle.
Ceci peut se traduire par l’apparition spontanée d’un paramètre d’ordre dans le
système, qui est décrit par la même fonction d’onde de paires φpaire que celle qui
intervient dans le calcul des fonctions de corrélations dans un état apparié. De plus,
nous verrons dans ce Complément AXVII que les propriétés de commutation de ces
opérateurs rappellent celles de champ de bosons : dans une certaine mesure, un
objet composite formé de deux particules identiques (que ce soient des bosons ou des
fermions) se comporte comme un boson. Il s’agit cependant là d’une approximation,
comme le montre la présence de termes correctifs ; ces termes apparaissent dans le
calcul des commutateurs, et peuvent parfois jouer un rôle important. Le Complément
BXVII présente le calcul de la valeur moyenne de l’énergie dans un état apparié, dont
l’expression sera le point de départ des compléments qui suivent ; nous y verrons
de quelle façon interviennent les valeurs moyennes normales et anormales dans ces
calculs.

Les trois derniers compléments appliquent les résultats précédents à l’étude
variationnelle des systèmes de bosons ou de fermions en interaction. Pour des fer-
mions, nous verrons au Complément CXVII comment les états appariés jouent un rôle
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essentiel dans la théorie BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer) des systèmes de fermions
attractifs, et permettent de comprendre l’apparition d’un champ de paires par effet
collectif ; les états appariés interviennent également de façon notable en physique
nucléaire et dans l’étude des gaz atomiques de fermions ultra-froids. Pour des bo-
sons répulsifs (Complément EXVII), les états appariés sont également très utiles pour
étudier les propriétés de l’état fondamental, et par exemple pour obtenir le spectre
linéaire de Bogolubov – dans ce cas l’état apparié sera associé à un autre état (un
état cohérent par exemple), dont le rôle est de décrire le condensat par accumulation
d’une fraction notable des particules dans un seul état quantique individuel.

A. Opérateurs création et annihilation d’une paire de particules

Introduisons les opérateurs de création ou d’annihilation, non plus d’une par-
ticule, mais de deux particules identiques dans un état lié. Nous commençons par
supposer les deux particules sans spin (ou occupant toutes deux le même état de
spin, de sorte que les variables de spin n’interviennent pas).

A-1. Particules de spin nul, ou dans le même état de spin

Nous considérons deux particules identiques (bosons ou fermions dans le même
état de spin), de positions r1 et r2 ; le système contenu dans un boîte cubique de côté
L et de volume V = L3. Ces deux particules occupent un état lié caractérisé par une
fonction d’onde normée χ (r1 − r2), formant donc une sorte de “molécule” binaire.
L’état du système est défini par cette fonction d’onde pour ses variables orbitales
internes, par des variables de spin égales pour les deux particules (ces dernières ne
jouant ici aucun rôle particulier, il est inutile de les écrire explicitement dans ce
qui suit), et enfin par ses variables orbitales externes (centre de masse). La fonction
d’onde normée d’une “molécule” d’impulsion totale ℏK est alors :

φK (r1, r2) = (L)
−3/2

eiK·(r1+r2)/2χ (r1 − r2)

= (L)
−3
∑

k

gk e
i(K

2 +k)·r1ei(
K
2 −k)·r2 (A-1)

où gk est la transformée de Fourier de χ :

gk =
1

L3/2

∫

L3

d3r e−ik·rχ(r)

χ(r) =
1

L3/2

∑

k

gk e
ik·r (A-2)

Nous supposons que les fonctions d’onde individuelles des particules sont soumises
aux conditions aux limites périodiques (Complément CXIV, § 1.c) ; dans (A-1), cha-
cune des composantes du vecteur d’onde de la particule 1 ou 2 ne peut alors prendre
que les valeurs 2πnx/L, 2πny/L et 2πnz/L, où nx, ny et nz sont des nombres en-
tiers quelconques (positifs, négatifs, ou nuls). La normalisation des fonctions χ et g
s’écrit :
∫

L3

d3r |χ (r)|2 =
∑

k

|gk|2 = 1 (A-3)
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De plus, pour des particules identiques, la symétrisation (ou antisymétrisation) im-
pose que χ (r) et sa transformée de Fourier g (k) aient la parité η :

g−k = η gk (A-4)

(η = +1 pour des bosons, η = −1 pour des fermions).
En termes de kets, la relation (A-1) devient :

|φK(1, 2)〉 = (L)
−3
∑

k

gk e
i(K

2 +k)·r1ei(
K
2 −k)·r2 |1 : r1; 2 : r2〉

=
∑

k

gk

∣∣∣∣1 :

(
K

2
+ k

)
; 2 :

(
K

2
− k

)〉
(A-5)

qui, compte tenu de (A-4) et d’un changement de signe de la variable de sommation
k, peut également s’écrire :

|φK(1, 2)〉 = 1

2

∑

k

gk

[∣∣∣∣1 :

(
K

2
+ k

)
; 2 :

(
K

2
− k

)〉

+η

∣∣∣∣1 :

(
K

2
− k

)
; 2 :

(
K

2
+ k

)〉]
(A-6)

L’expression qui figure au second membre dans le crochet sous la somme n’est autre
que le ket (anti)symétrisé de deux particules, l’une d’impulsion ℏ (k+K/2), l’autre
d’impulsion ℏ (−k+K/2). Nous distinguons alors deux cas :

(i) Si k 6= 0, pour normer le ket entre crochets, il faut le diviser par
√
2 ; on

obtient alors un état de Fock où deux états individuels d’impulsions différentes sont
peuplés. Le ket dans le crochet est donc égal à :
√
2 a†K

2 +k
a†K

2 −k
|0〉 (A-7)

(ii) Si k = 0, pour des bosons le ket entre crochets est le double d’un état de
Fock où un seul niveau individuel est peuplé de deux particules ; ce ket est égal à :

√
2
(
a†K

2

)2
|0〉 (A-8)

Pour des fermions, le ket entre crochets est nul, ce qui est également le cas du ket
(A-8). Pour finir, qu’il s’agisse de fermions ou de bosons, et que k soit nul ou non,
le ket entre crochets est donc toujours égal à l’expression (A-7). Il vient alors :

|φK〉 =
1√
2

∑

k

gk a
†
K
2 +k

a†K
2 −k

|0〉 (A-9)

S’il s’agit de particules toutes dans le même état de spin, rappelons que dans cette
expression l’indice de spin est sous-entendu : chacun des opérateurs de création est
relatif à un état individuel dont l’impulsion est spécifiée par l’indice de l’opérateur,
et dont l’état de spin est celui commun à toutes les particules.

L’opérateur de création A†
K d’une “molécule” d’impulsion totale ℏK s’écrit

ainsi :

A†
K =

1√
2

∑

k

gk a
†
K
2 +k

a†K
2 −k

(A-10)
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Son effet est donc de créer deux particules d’impulsions ℏ [(K/2)± k], avec des am-
plitudes données par la fonction gk. La parité de cette fonction étant η, on remarque
que :

g−k a
†
K
2 −k

a†K
2 +k

= ηgk a
†
K
2 −k

a†K
2 +k

= gk a
†
K
2 +k

a†K
2 −k

(A-11)

Il s’ensuit que les contributions des valeurs opposées de k se doublent dans (A-10). Or
une telle redondance se révélera gênante au § B-2, lorsque nous écrirons un produit
tensoriel. Il est donc préférable de l’éliminer dès maintenant. Pour cela nous allons
restreindre la sommation sur k à un demi-espace D des nombres d’onde, et écrire
A†

K sous la forme :

A†
K =

√
2
∑

k∈D
gk a

†
K
2 +k

a†K
2 −k

(A-12)

Pour une “molécule” d’impulsion totale nulle, cette relation devient :

A†
K=0 =

√
2
∑

k∈D
gk a

†
ka

†
−k (A-13)

Quant à l’opérateur d’annihilation d’une “molécule” d’impulsion totale ℏK, il est
simplement l’adjoint de (A-12) :

AK =
√
2
∑

k∈D
g∗k aK

2 −kaK
2 +k (A-14)

Nous avons raisonné en termes de “molécules” créées ou annihilées, mais la
fonction d’onde χ(r) et sa transformée de Fourier gk ne se réfèrent à aucun état
lié particulier, ni même à l’existence d’un potentiel d’attraction quelconque entre
les deux constituants de cette “molécule”. En fait, dans ce qui suit, les gk joueront
plutôt le rôle de paramètres librement ajustables, par exemple dans le cadre d’une
méthode variationnelle. Pour tenir compte de cette généralité, nous parlerons donc
plutôt de “paires” à partir de maintenant.

Remarques :

Si l’on choisit pour gk un delta de Kronecker :

gk =
1√
2
δk,k0

(A-15)

on obtient d’après (A-12) :

A†
K = a†K

2 +k0
a†K

2 −k0
(A-16)

Dans le second membre de cette relation, les impulsions qui figurent en indice
des opérateurs de création peuvent être ajustées à des valeurs quelconques :
il suffit pour cela de faire varier K et k0. Il est ainsi possible, par un choix
particulier des paramètres de la paire, de créer deux particules dans des états
individuels d’impulsions quelconques, et donc d’obtenir un état de Fock. Par
application successive de P opérateurs A†

K (avec des valeurs de K et de k0

qui ne sont pas en général les mêmes), on peut ainsi obtenir n’importe quel
état de Fock de 2P particules avec des impulsions quelconques.
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A-2. Particules dans des états de spin différents

Nous supposons que l’état interne de la paire est un produit tensoriel d’un
état orbital dépendant de r1 − r2 et d’un état de spin |χS〉. L’équation (A-1) est
alors remplacée par :

φν1,ν2K (r1, r2) = 〈1 : r1, ν1; 2 : r2, ν2 ⌊ΨK〉
= (L)

−3/2
eiK·(r1+r2)/2χ (r1 − r2) 〈ν1, ν2 |χS〉

= (L)
−3
∑

k

gk e
i(K

2 +k)·r1ei(
K
2 −k)·r2 〈ν1, ν2 |χS〉 (A-17)

Il faut donc multiplier (A-1) par 〈ν1, ν2 |χS〉 ; la relation (A-5) devient alors :

|φK(1, 2)〉 = (L)
−3
∑

k

∫
d3r1

∫
d3r2

∑

k

gk e
i(K

2 +k)·r1ei(
K
2 −k)·r2

×
∑

ν1,ν2

〈ν1, ν2 |χS〉 |1 : r1, ν1; 2 : r2, ν2〉

=
∑

k

gk
∑

ν1,ν2

〈ν1, ν2 |χS〉
∣∣∣∣1 :

(
K

2
+ k

)
, ν1; 2 :

(
K

2
− k

)
, ν2

〉

(A-18)

Nous supposons que la fonction χ (r1 − r2) a une parité orbitale ηo, que le ket de
spin |χS〉 a une parité ηs par échange des spins, et bien sûr que :

ηo ηs = η (A-19)

Alors :

|φK(1, 2)〉 = 1

2

∑

k

gk
∑

ν1,ν2

〈ν1, ν2 |χS〉
{∣∣∣∣1 :

K

2
+ k, ν1; 2 :

K

2
− k, ν2

〉

+η

∣∣∣∣1 :
K

2
− k, ν2; 2 :

K

2
+ k, ν1

〉}

(A-20)

ce qui montre que l’opérateur de création d’une paire est :

A†
K =

1√
2

∑

k

gk
∑

ν1,ν2

〈ν1, ν2 |χS〉 a†K
2 +k,ν1

a†K
2 −k,ν2

(A-21)

Par exemple, pour deux fermions de spin 1/2 dans un état singulet, nous
avons :

A†
K =

1

2

∑

k

gk

[
a†K

2 +k,ν=+
a†K

2 −k,ν=− − a
†
K
2 +k,ν=−a

†
K
2 −k,ν=+

]
(A-22)

Puisque ηs = −1, les fonctions χ(r) et gk sont paires. Utilisant cette parité, nous
pouvons changer l’indice muet k et −k dans le second terme du membre de droite,
et changer l’ordre des deux opérateurs de création, moyennant un changement de
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signe (anticommutation des opérateurs fermioniques). Ce second terme double alors
le premier, et il vient :

A†
K =

∑

k

gk a
†
K
2 +k,↑a

†
K
2 −k,↓ (A-23)

avec la simplification de notation que nous utiliserons à partir de maintenant :

ak,ν=+ noté : ak,↑
ak,ν=− noté : ak,↓ (A-24)

(et, bien sûr, des notations semblables pour les opérateurs de création a†). On re-
marque au passage que, du fait de la présence des spins, aucune redondance n’est
présente dans la sommation de (A-23), de sorte qu’il n’y a pas lieu de la restreindre
à un demi-espace.

Remarques :

(i) Si l’on choisit gk = δk,k0
on voit, comme plus haut, qu’il est possible de

construire n’importe quel état de Fock d’impulsions quelconques par applica-
tion successive d’opérateurs A†

K sur le vide ; il faut toutefois que les nombres
d’occupation totaux des deux états de spin soient égaux.
(ii) Si l’on choisit une fonction gk impaire au lieu de paire, l’opérateur écrit
en (A-23) crée une paire de fermions dans l’état de spin total S = 1 de com-
posante M = 0. En effet, si l’on remplace le signe moins au milieu du crochet
de (A-22) par un signe plus, et si l’on utilise le fait que gk est maintenant
impaire, on arrive par le même raisonnement à (A-23).

B. Construction d’états appariés

Nous allons construire des états appariés |ΨP 〉 aussi simples que possible, le
but étant évidemment d’éviter des calculs trop compliqués. Nous allons pour cela
nous inspirer de la méthode variationnelle de Gross-Pitaevskii (Complément CXV),
où nous avions supposé que l’état du système à N particules pouvait être obtenu à
partir du vide en créant N particules dans le même état individuel. Ici aussi nous
allons appliquer au vide de particules un grand nombre de fois le même opérateur
de création mais, au lieu que ce soit l’opérateur a†k correspondant à une seule par-
ticule, ce sera celui A†

K d’une création de paires. Cette différence est essentielle, en
particulier pour des fermions : il serait impossible de mettre plusieurs fermions dans
le même état quantique individuel, puisque le carré, le cube, etc. de tout opérateur
de création agissant sur un état individuel donné est nul. Mais nous allons voir que
la création de P paires de fermions toutes dans le même état quantique ne conduit
pas à un vecteur d’état nul.

B-1. Nombre de particules déterminé

L’état apparié |ΨP (K)〉 est donc défini comme un vecteur d’état (non normé)
où N = 2P particules forment P paires, chaque paire ayant l’impulsion totale ℏK :

|ΨP (K)〉 =
[
A†

K

]P
|0〉 (B-1)
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où A†
K est défini en (A-12) ou en (A-23), selon le cas. Nous supposerons dans ce

qui suit que toutes les paires créées ont une impulsion totale nulle ; si ce n’est pas le
cas, on peut simplement se ramener à ce cas en effectuant un changement de repère
galiléen (afin d’utiliser celui où la valeur commune de l’impulsion de toutes les paires
de particules s’annule). L’état apparié |ΨP 〉 est alors :

|ΨP 〉 =
[
A†

K=0

]P
|0〉 (B-2)

Comme au § A-1, nous allons commencer par l’étude du cas où le système
physique étudié est constitué de bosons ou fermions dans le même état de spin. A
partir de maintenant, nous allons cependant restreindre l’étude du § A-2 (particules
dans plusieurs états de spin) à celle de fermions dans un état singulet ; ceci nous
permettra d’éviter des calculs plus lourds, dont le principe resterait cependant le
même.

Dans les deux cas, les seuls paramètres dont dépend cet état à 2P particules
sont les valeurs de gk. Dès que P > 1, nous vérifierons que la normalisation du ket
|ΨP (K)〉 ne se ramène pas à la simple condition (A-3), qui imposait que la somme
des |gk|2 soit égale à l’unité. C’est pourquoi, à partir de maintenant, nous considérons
les gk comme des paramètres variationnels totalement libres ; en les multipliant par
exemple tous par une même constante, on peut alors faire varier à loisir la norme de
|ΨP (K)〉. Nous verrons que ceci fournit une flexibilité qui rend les calculs plus aisés.

B-1-a. Particules dans le même état de spin

Pour des particules dans le même état de spin, on peut utiliser (A-13) qui
conduit à :

|ΨP 〉 =
{∑

k∈D

√
2gk a

†
ka

†
−k

}P
|0〉 (B-3)

où D est le domaine de sommation défini plus haut (demi-espace de l’espace des
k) ; rappelons que le système physique est supposé contenu dans un boîte cubique
de côté L et de volume V = L3 ; les conditions aux limites périodiques fixent alors
les valeurs possibles de la sommation sur k. Rappelons que l’indice de spin est sous-
entendu : a†k est l’opérateur de création dans l’état individuel défini par l’impulsion
ℏk et par l’état unique de spin en question.

Initialement, les paramètres gk dont dépend le ket |ΨP 〉 ont été introduits
comme les composantes de Fourier de la fonction d’onde de paires normée χ(r), la
somme de leurs modules au carré étant égale à l’unité. Mais cette condition n’assure
en rien la normalisation de |ΨP 〉. En effet, si l’on développe la puissance P de
l’opérateur qui apparaît dans (B-3), des facteurs contenant des racines carrées des
nombres d’occupation s’introduisent chaque fois que l’indice k est répété ; le ket
|ΨP 〉 n’est donc pas un simple produit tensoriel, et sa norme n’est pas simplement
la somme de modules au carré des gk élevée à la puissance P . En fait, il s’avère plus
simple pour la suite de ne pas imposer de normalisation à cet état et de considérer
les gk comme des paramètres entièrement libres.

On peut, au choix, prendre un nombre fini ou infini de gk non nuls. Le cas le
plus simple est celui, déjà envisagé plus haut, où gk ∝ δk,k0

; le ket |ΨP 〉 devient alors
proportionnel à un simple état de Fock où seuls deux états d’impulsions opposées
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sont peuplés. Pour d’autres fonctions gk, la structure du vecteur d’état apparié est
plus complexe ; la variation de ces paramètres permet de moduler les propriétés de
corrélation entre particules de façon plus fine que dans un simple état de Fock.

B-1-b. Fermions dans un état singulet

Un autre cas fréquent est celui où les particules sont des fermions dans un état
singulet, de sorte qu’il faut appliquer l’opérateur (A-23). L’état apparié est alors :

|ΨP 〉 =
[
A†

K=0

]P
|0〉 =

{∑

k

gk a
†
k,↑a

†
−k,↓

}P
|0〉 avec N = 2P (B-4)

La sommation sur k s’effectue ici sur tous les vecteurs d’onde non nuls, sans la
restriction de (B-3) à un demi-espace D (la présence des spins fait que les couples
d’états k, ↑, −k, ↓ et −k, ↑, k, ↓ sont distincts).

Ici aussi on constate que la normalisation de |ΨP 〉 ne se ramène pas à la simple
condition (A-3). En effet, lorsque que P > 1, le même indice k peut appaître deux
fois (ou plus) dans le développement de la puissance P de l’opérateur au second
membre de (B-4) ; la composante correspondante s’annule puisque le carré de tout
opérateur de création fermionique est nul. L’expression de la norme du ket |ΨP 〉 est
donc compliquée. Plutôt que de le normaliser, il est plus simple de laisser sa norme
varier, ce qui conduit ici aussi à considérer les gk comme des paramètres variationnels
entièrement libres.

B-1-c. Conséquences de la symétrisation

Les vecteurs d’état (B-3) pour des bosons, et (B-4) pour des fermions, ne
décrivent pas simplement la juxtaposition de P paires de particules dont chacune
serait décrite par la fonction d’onde relative χ(r), de transformée de Fourier g (k)
selon (A-2). Nous avons déjà vu que la norme des états appariés à 2P particules est
fortement affectée par la symétrisation ou l’antisymétrisation de cet état ; elles jouent
également un rôle absolument essentiel dans la structure même du vecteur d’état,
qui n’a rien d’un produit tensoriel de P états de paires. C’est particulièrement clair
dans le cas des fermions : si l’on développe la puissance P de la somme d’opérateurs
dans l’accolade de (B-4), il apparaît le produit de P sommes sur des indices k1,
k2,.., kP , où de nombreux termes s’annulent : tous ceux pour lesquels deux (ou
plus) indices de sommation k sont égaux (les carrés d’opérateurs de création, nuls
pour des fermions).

Il existe cependant un cas limite où l’état apparié décrit pratiquement la juxta-
position de P molécules binaires : celui où la portée de la fonction d’onde χ (r1 − r2)
est très faible, de sorte que ses composantes de Fourier gk sont très nombreuses ;
lorsque le nombre de composantes significatives est bien plus grand que le nombre
de paires P , pour la plupart des termes il n’y a pas de répétition entre les indices
de sommation k, de sorte que le vecteur d’état apparié n’est pas très différent d’un
produit tensoriel de paires de particules. Il décrit alors un gaz effectivement consti-
tué de molécules binaires fortement liées, chacune se déplaçant dans le champ moyen
de toutes les autres (en quelque sorte, un état de Fock de molécules). Mais ce n’est
qu’un cas particulier ; en général et avec une fonction d’onde de paire quelconque,
on peut traiter bien d’autres situations physiques, et c’est ce qui fait tout l’intérêt
des états appariés.
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Ainsi, alors que mathématiquement les valeurs de gk ou la fonction d’onde χ(r)
d’une “molécule” constituent l’ingrédient de départ qui permet de construire |ΨP 〉,
l’état résultant après symétrisation possède en général une structure complexe qui
n’est guère descriptible en termes de molécules. En revanche, cet état conserve une
propriété simple : contenir exactement N = 2P particules, puisque c’est le cas pour
toutes ses composantes non nulles ; toutes les particules étant appariées, il contient
exactement P paires de particules.

B-2. Nombre de particules indéterminé

Sous la forme où nous avons écrit |ΨP 〉, les calculs qu’il permet (en particulier
sa normalisation) ne sont pas aisés : dans l’accolade apparaissent de très nombreux
états individuels k, et il nous faut élever cette accolade à une puissance P très grande.
Cette difficulté pratique conduit à introduire un autre état variationnel |Ψapp〉 où
le nombre total de particules n’est plus fixé. Ce nouvel état, qui permet des calculs
plus aisés 2, est défini à partir de (B-2) par :

|Ψapp〉 =
∞∑

P=0

1

P !
|ΨP 〉 =

∞∑

P=0

1

P !

[
A†

K=0

]P
|0〉 (B-5)

Les |ΨP 〉 ne sont pas normalisés ; en multipliant tout les gk, et donc AK=0, par une
même constante α, on peut multiplier leur norme par αP . Ce faisant, on change le
poids relatif des termes de la série (B-5). Plus α est grand, plus les valeurs élevées de
P prennent un poids important, ce qui permet par exemple de faire varier le nombre
moyen de particules.

Dans (B-5) apparaît le développement d’une exponentielle, de sorte que :

|Ψapp〉 = exp
{
A†

K=0

}
|0〉 (B-6)

Cette propriété va apporter une grande simplification dans les calculs qui vont suivre ;
c’est la raison principale qui pousse à laisser le nombre total de particules fluctuer.

En écrivant (B-5), nous avons choisi un vecteur d’état qui superpose des états
correspondant à des nombres totaux N de particules qui sont différents, alors qu’au-
cun processus physique pris en compte dans notre approche ne peut créer une telle
superposition cohérente. Cette opération rappelle le passage de l’ensemble canonique
au grand-canonique, où l’on introduit par commodité mathématique un mélange sta-
tistique (incohérent) de différentes valeurs de N . Mais ici il s’agit d’une superposition
cohérente, et l’introduire arbitrairement comme nous l’avons fait ne change-t-il pas
complètement la physique du problème ? En fait, ce n’est pas le cas, et ce pour deux
raisons. La première est que, lorsque N est très grand, nous vérifierons que les com-
posantes de |Ψapp〉 ne sont importantes que dans un domaine de N de largeur très
petite par rapport à la valeur moyenne du nombre de particules ; la distribution des
valeurs possibles de N est donc étroite en valeur relative, et le nombre de particules
reste très bien défini. La seconde est que nous allons procéder au calcul de la valeur
moyenne d’opérateurs qui, comme Ĥ, conservent le nombre total de particules, et
sont donc insensibles aux cohérences du vecteur d’état entre kets de N différents.

2. Les calculs avec un état variationnel à nombre fixé de particules ne sont pas pour au-
tant impossibles, comme le montre par exemple le traitement de la théorie BCS dans le § 5.4 et
l’appendice 5C de l’ouvrage [8]
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La valeur moyenne dans l’état cohérent |Ψapp〉 est donc une simple pondération des
valeurs moyennes obtenues pour chaque N qui, lorsque la valeur moyenne du nombre
des particules est très élevée, sont approximativement les mêmes du fait de l’étroi-
tesse de la distribution en N . En d’autres termes, les valeurs moyennes que nous
allons calculer sont de bonnes approximations de celles que l’on obtiendrait en pro-
jetant |Ψapp〉 sur l’une de ses principales composantes de N fixé ; l’utilisation de la
superposition cohérente (B-5) apporte donc une grande commodité mathématique,
sans pour autant perturber gravement les résultats physiques. Nous revenons plus
en détail sur cette question dans le § 1 du Complément BXVII.

B-2-a. Particules dans le même état de spin

Pour des particules toutes dans le même état de spin, l’insertion de (A-13)
dans (B-6) conduit à :

|Ψapp〉 = exp

{∑

k∈D

√
2 gk a

†
ka

†
−k

}
|0〉 (B-7)

Mais les opérateurs a†ka
†
−k et a†k′a

†
−k′ commutent (pour des fermions dans le même

état de spin, deux signes moins se compensent lors de la commutation de produits
de deux opérateurs). Il s’ensuit que l’exponentielle de la somme est un produit
d’exponentielles, de sorte que :

|Ψapp〉 =
{ ∏

⊗k∈D
exp

[√
2 gk a

†
ka

†
−k

]}
|0〉

=
∏

⊗k∈D
|ϕk〉 (B-8)

Le vecteur d’état |Ψapp〉 est donc simplement un produit tensoriel 3 de vecteurs d’état
|ϕk〉 :

|ϕk〉 = exp
{√

2 gk a
†
ka

†
−k

}
|0〉 (B-9)

Pour des fermions dans un seul état de spin, le carré de tout opérateur de création
est nul ; l’exponentielle se réduit donc à la somme des deux premiers termes de son
développement :

|ϕk〉 =
[
1 +
√
2gk a

†
ka

†
−k

]
|0〉 (fermions seulement) (B-10)

B-2-b. Fermions dans un état singulet

Pour des fermions appariés dans un état singulet, l’état |Ψapp〉 sera appelé
“état BCS” (Complément CXVII) et noté |ΨBCS〉 ; il faut utiliser la relation (A-23)

3. L’espace de Fock est le produit tensoriel des états associés aux divers états quantiques
individuels |k〉, dont chaque nombre d’occupation prend une valeur entière positive quelconque. On
peut également regrouper ces espaces par couples de valeurs opposées de k, et introduire ainsi des
espaces E(k) dont l’espace de Fock est également le produit tensoriel. Dans chacun de ces espaces,
une base est engendrée en faisant varier deux nombres d’occupation.

La restriction de la somme sur k à un demi-espace D, introduite plus haut, permet d’éviter
de faire apparaître deux fois chaque composante du produit tensoriel dans (B-8).
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avec K = 0. Comme l’exponentielle d’une somme d’opérateurs qui commutent 4 est
un produit d’opérateurs, nous obtenons :

|ΨBCS〉 = exp
{∑

gk a
†
k,↑a

†
−k,↓

}
|0〉 =

∏

⊗k

|ϕk〉 (B-11)

avec :

|ϕk〉 = exp
[
gk a

†
k,↑a

†
−k,↓

]
|0〉 (B-12)

Comme le carré de tout opérateur de création de fermions donne zéro, le développe-
ment en puissances de l’exponentielle se limite à ses deux premiers termes, et :

|ϕk〉 =
[
1 + gk a

†
k,↑a

†
−k,↓

]
|0〉 (B-13)

B-3. Paires de particules et paires d’états individuels

Une notion importante est celle de paires d’états, à ne pas confondre avec
celle de paires de particules. Dans (B-7) comme dans (B-11), les états individuels
interviennent tous par “paires d’états” (k, −k). Le nombre de ces paires (qui est
d’ailleurs infini si D l’est) n’est pas relié au nombre de particules. Pour des fermions
dans un état singulet, il est commode de repérer la paire d’états par l’impulsion k

associée à l’état de spin ↑, étant entendu que l’impulsion associée à l’état de spin
↓ est l’opposée −k. Nous utiliserons systématiquement cette simplification dans ce
qui suit.

C. Propriétés des kets caractérisant les paires d’états

Etudions quelques propriétés des états |ϕk〉 qui seront utiles pour la suite.
Pour simplifier, dans ce § C nous restreignons un peu plus la généralité des calculs
en supposant que les particules dans un même état de spin sont des bosons ; quant
aux particules dans des états de spin différents, nous continuerons à prendre pour
exemple des fermions dans un état de spin singulier. La généralisation à d’autres cas
d’appariement ne présente cependant aucune difficulté particulière.

C-1. Normalisation

Il se trouve qu’il est commode de commencer ici par les fermions, car ils
conduisent à une normalisation plus simple des états |ϕk〉 ; la raison en est est que,
comme nous allons le voir, le développement de l’exponentielle (B-12) ne contient
que deux termes lorsqu’il s’agit de fermions, au lieu d’une infinité pour des bosons.
C’est pourquoi, dans ce § C, nous renversons provisoirement du l’ordre du § A et
étudions en premier les fermions de spin 1/2.

4. Les opérateurs a†
k,↑a

†
−k,↓ et a†

k′,↑
a†
−k′,↓

relatifs à des paires différentes commutent,
puisque ce sont des produits de deux opérateurs fermioniques.
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C-1-a. Fermions dans un état singulet

Nous prenons le parti de normaliser séparément chacun des |ϕk〉 en le multi-
pliant par un nombre uk. Nous multiplions donc le ket |ϕk〉 écrit en (B-13) par uk,
ce qui revient à le remplacer par :

|ϕk〉 =
[
uk + vk a

†
k,↑a

†
−k,↓

]
|0〉 (C-1)

avec :

vk = uk gk (C-2)

La condition de normalisation devient :

|uk|2 + |vk|2 = 1 (C-3)

Il devient alors naturel de poser :

uk = cos θk e
−iζk

vk = sin θk e
iζk (C-4)

où θk et ζk sont les deux variables 5 dont dépend le ket |ϕk〉. On peut choisir θk
entre 0 et π/2 :

0 ≤ θk ≤
π

2
(C-5)

de sorte que cos θk et sin θk soient positifs et représentent les modules de uk et vk.
Nous avons vu au § A-2 que gk = g−k ; les fonctions θk et ζk sont donc paires en k.

Le ket variationnel |ΨBCS〉 devient alors le ket normé
∣∣ΨBCS

〉
:

∣∣ΨBCS
〉
=
∏

⊗k

[
uk + vk a

†
k,↑a

†
−k,↓

]
|0〉

=
∏

⊗k

[
cos θk e

−iζk + sin θk e
iζk a†k,↑a

†
−k,↓

]
|0〉 (C-6)

Remarque :

Un cas particulier est celui où tous les θk sont, soit nuls, soit égaux à π/2.
Le ket

∣∣ΨBCS
〉

se réduit alors à un simple état de Fock, dont les populations
des niveaux individuels sont soit nulles, soit égales à l’unité (celles des états
appartenant à une paire pour laquelle θk = π/2). Dans ce cas, les phases
ζk ne jouent plus aucun rôle : au lieu de fixer une phase relative, elles ne
déterminent que la phase globale du vecteur d’état.
Si de plus l’on choisit θk = π/2 pour toutes les valeurs de k dont le module est
inférieur à une valeur arbitraire donnée kF , nulles sinon, l’état apparié décrit
alors un ensemble de fermions remplissant deux sphères de Fermi (une par état
de spin), qui n’est autre que l’état fondamental d’un gaz parfait de fermions.
Le ket

∣∣ΨBCS
〉

se réduit alors au ket d’essai de la méthode de Hartree-Fock
du Complément BXV ; cette dernière apparaît alors comme un cas particulier
de la méthode plus générale d’appariement utilisée dans ce chapitre.

5. La variable ζk détermine la différence 2ζk entre les phases de vk et uk. Nous pourrions
également introduire une variable pour déterminer leur somme, mais cela serait inutile : une telle
variable ne ferait que changer la phase totale du ket |ϕk〉, sans conséquence physique.
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C-1-b. Bosons dans le même état de spin

Pour des bosons, nous allons voir que les résultats sont un peu différents ; pour
conserver une certaine analogie, nous utiliserons les mêmes paramètres θk et ζk que
pour les fermions, mais ce sont maintenant des sinus et cosinus hyperboliques des
θk qui vont invervenir. La relation (B-9) conduit à :

|ϕk〉 =
∞∑

q=0

1

q!

[√
2 gk a

†
ka

†
−k

]q
|0〉 =

∞∑

q=0

1

q!
[−xk]q

[
a†ka

†
−k

]q
|0〉 (C-7)

avec 6 :

xk = −
√
2 gk (C-8)

Comme précédemment l’indice de spin, qui s’adjoint à l’indice k, est sous-entendu
puisqu’il prend toujours la même valeur. En conséquence :

〈ϕk |ϕk〉 =
∞∑

q=0

(
1

q!

)2

|xk|2q
(√

q!
)4

=
∞∑

q=0

|xk|2q

=
1

1− |xk|2
(C-9)

Nous avons supposé pour sommer la série que :

|xk|2 < 1 (C-10)

Il est alors commode pour la suite de caractériser la variable complexe xk par
deux variables réelles : θk qui caractérise son module, et un angle ζk qui caractérise
sa phase. Nous posons donc :

xk = thθk e
2iζk avec : θk ≥ 0 (C-11)

La contrainte (C-10) est automatiquement satisfaite, puisque le module d’une tan-
gente hyperbolique est toujours inférieur à 1 ; comme la fonction gk est paire – cf.
relation (A-4) – il en est de même de xk et des fonctions 7 θk et ζk. On a alors :

〈ϕk |ϕk〉 =
1

1− th2θk
= ch2θk (C-12)

Les kets normalisés |ϕk〉 peuvent donc s’écrire :

|ϕk〉 =
1

chθk
|ϕk〉 =

1

chθk
exp

[
−xk a†ka

†
−k

]
|0〉 (C-13)

Si l’on substitue les |ϕk〉 aux |ϕk〉, le ket |Ψapp〉 devient normalisé à 1.
Initialement, les kets |ϕk〉 ainsi que leurs versions normalisées |ϕk〉 n’ont été

définis dans le produit tensoriel (B-8) que lorsque k appartient au demi-espace D.
Les relations (C-7) et (C-13) permettent cependant de les définir quel que soit k ;
on a alors simplement |ϕk〉 =

∣∣ϕ−k

〉
, ce qui est naturel puisque |ϕk〉 concerne de la

même façon les deux états individuels k et −k.

6. Le signe moins de cette définition est arbitraire – un changement de signe de la fonction
d’onde χ (r) ou de sa transformée de Fourier gk est sans conséquences physiques – mais il se trouve
qu’il est commode d’introduire ce signe dans l’exposant de (B-9) pour assurer la cohérence avec les
calculs du § E.

7. De plus, l’invariance par rotation impose généralement que ces fonctions ne dépendent
que du module k de k.
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C-2. Valeur moyenne et écart quadratique du nombre de particules

Le nombre de particules dans l’état individuel k correspond à l’opérateur :

n̂k = a†kak (C-14)

Nous allons maintenant calculer la valeur moyenne et l’écart quadratique moyen du
nombre de particules, d’abord dans une paire d’états donnée, ensuite dans l’ensemble
du système.

C-2-a. Fermions dans un état singulet

Calculons la valeur moyenne du nombre de particules dans l’état apparié∣∣ΨBCS
〉
, qui est le produit tensoriel des états |ϕk〉 associés chacun à la paire d’états

(ℏk, ν = +;−ℏk, ν = −) ; par convention, chaque paire est repérée par le vecteur
d’onde k de la particule de spin +. Le nombre de particules dans chacune de ces
paires est décrit par l’opérateur :

n̂(paire k) = n̂k,↑ + n̂−k,↓ = a†k,↑ak,↑ + a†−k,↓a−k,↓ (C-15)

de valeurs propres 0, 1 et 2. Or |ϕ〉k est donné par (C-1), somme de deux compo-
santes, l’une à zéro particule et l’autre à deux particules. Donc :

〈ϕk| n̂(paire k) |ϕk〉 = 2 |vk|2 = 2 sin2 θk (C-16)

et :

〈ϕk|
[
n̂(paire k)

]2 |ϕk〉 = 4 |vk|2 = 4 sin2 θk (C-17)

L’écart quadratique moyen ∆n(paire k) du nombre de particules dans une paire est
donc :

∆n(paire k) =

√
4 |vk|2

[
1− |vk|2

]
= 2 sin θk cos θk (C-18)

Les fluctuations du nombre de particules dans chaque paire d’états peuvent donc
être importantes.

En revanche, les fluctuations du nombre total de particules, obtenu par somme
sur l’ensemble des paires, restent faibles. La valeur moyenne de ce nombre total est
en effet :
〈
N̂
〉
= 2

∑

k

|vk|2 = 2
∑

k

sin2 θk (C-19)

Nous montrons ci-dessous que le carré de la fluctuation ∆N de 〈N〉 est donné par :

[∆N ]
2
= 4

∑

k

|vk|2
[
1− |vk|2

]
(C-20)

Comme
[
1− |vk|2

]
≤ 1, il vient :

[∆N ]
2 ≤ 4

∑

k

|vk|2 = 2
〈
N̂
〉

(C-21)
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de sorte que :

∆N〈
N̂
〉 ≤

√√√√ 2〈
N̂
〉 (C-22)

Ainsi, lorsque 〈N〉 est grand, les fluctuations relatives du nombre de particules sont
elles très petites, décroissant au moins aussi vite que l’inverse de la racine carrée de
la valeur moyenne.

Démonstration :

L’opérateur correspondant au carré du nombre de particules est :

[
N̂
]2

=
∑

k

[
n̂(paire k)

]2
+

∑

k 6=k′

n̂(paire k) n̂(paire k′) (C-23)

Comme l’état
∣∣ΨBCS

〉
est un produit d’états de paires, ces dernières ne sont pas

corrélées ; la valeur moyenne de cet opérateur s’écrit donc :

〈
ΨBCS

∣∣
[
N̂
]2 ∣∣ΨBCS

〉

=
∑

k

〈ϕk|
[
n̂(paire k)

]2 |ϕk〉+
∑

k 6=k′

〈ϕk| n̂(paire k) |ϕk〉 〈ϕk′ | n̂(paire k′) |ϕk′〉

(C-24)

L’expression (C-1) de |ϕk〉 indique que :

n̂(paire k) |ϕk〉 = 2vk |k, ↑;−k, ↓〉 (C-25)

de sorte que :
〈[
N̂
]2〉

= 4
∑

k

|vk|2 + 4
∑

k 6=k′

|vk|2 |vk′ |2 (C-26)

Or le carré de la valeur moyenne 〈N〉 est égal au dernier terme de cette égalité, mais
sans la contrainte k 6= k′ dans la sommation. L’écart quadratique moyen ∆N s’écrit
donc :

[∆N ]2 =

〈[
N̂
]2〉
− [〈N〉]2 = 4

∑

k

[
|vk|2 − |vk|4

]
(C-27)

qui conduit immédiatement à (C-20).

C-2-b. Bosons dans le même état de spin

Pour des bosons, chaque paire contient deux états indidivuels de k opposés.
Pour chacun d’entre eux, nous montrons ci-dessous que :

〈n̂k〉 = sh2θk (C-28)

et que :
〈
[n̂k]

2
〉
= 2 〈n̂k〉2 + 〈n̂k〉 (C-29)
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L’écart quadratique moyen de la distribution associée aux valeurs de nk est donc :

∆nk =

√〈
[n̂k]

2
〉
− 〈n̂k〉2 =

√
〈n̂k〉2 + 〈n̂k〉

= shθk chθk (C-30)

(la valeur moyenne du nombre de particules dans une paire d’états est 2 〈n̂k〉, l’écart
quadratique moyen de ce nombre 2∆nk).

Démonstration :

Comme |ϕk〉 est symétrique par rapport aux deux états individuels k et −k, on a :

〈n̂k〉 = 〈n̂−k〉 (C-31)

avec :

〈ϕk| n̂k |ϕk〉 =
∞∑

q=0

|xk|2q × q = |xk|2 ∂

∂ |xk|2
〈ϕk |ϕk〉

=
|xk|2[

1− |xk|2
]2 (C-32)

de sorte que :

〈n̂k〉 = 〈ϕk| n̂k |ϕk〉
〈ϕk |ϕk〉

=
|xk|2

1− |xk|2
(C-33)

qui conduit à (C-28).

Le calcul de la valeur moyenne du carré du nombre de particules s’effectue de façon
semblable. Utilisant l’identité q2 = q(q − 1) + q pour faire apparaître la dérivée
seconde par rapport à |xk|2, nous pouvons écrire :

〈ϕk| [n̂k]
2 |ϕk〉 =

∞∑

q=0

|xk|2q × q2

= |xk|4 ∂2

[
∂ |xk|2

]2 〈ϕk |ϕk〉+ |xk|2 ∂

∂ |xk|2
〈ϕk |ϕk〉

=
2 |xk|4[

1− |xk|2
]3 +

|xk|2[
1− |xk|2

]2 (C-34)

d’où il découle que :

〈
[n̂k]

2〉 =
〈ϕk| [n̂k]

2 |ϕk〉
〈ϕk |ϕk〉

= 2 〈n̂k〉2 + 〈n̂k〉 (C-35)

Le nombre total de particules s’écrit :

〈
N̂
〉
=
∑

k

|vk|2 =
∑

k

sh2θk (C-36)

(chaque paire d’états apparaît deux fois dans cette somme ; on peut également la
restreindre au demi-domaine D à condition d’ajouter un facteur 2). Comme l’état
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apparié est un produit d’états de paires, ces dernières ne sont pas corrélées et :
〈[
N̂
]2〉

=
∑

k

〈
[n̂k]

2
〉
+
∑

k 6=k′

〈n̂k〉 〈n̂k′〉

=
∑

k

[〈
[n̂k]

2
〉
− 〈n̂k〉2

]
+
∑

k,k′

〈n̂k〉 〈n̂k′〉 (C-37)

où, dans la seconde ligne, nous avons retranché 〈n̂k〉2 dans la simple sommation,
afin de pouvoir supprimer la contrainte k 6= k′ dans la double sommation qui suit.
Le premier terme du second membre est la somme des carrés des écarts quadra-
tiques moyens ∆nk, obtenus en (C-30) ; le deuxième terme est égal au carré de la

valeur moyenne
〈
N̂
〉

du nombre total de particules. Donc le carré [∆N ]
2 de l’écart

quadratique moyen du nombre total de particules ∆N s’écrit :

[∆N ]
2
=
∑

k

[∆nk]
2
=
∑

k

sh2θk ch2θk (C-38)

Comme dans le cas des fermions, ce carré ne contient plus qu’une seule somme sur k,
alors que le carré du nombre moyen de particules en contient deux. Or le nombre de
termes non nuls dans ces sommes est le nombre de composantes de Fourier nécessaire
à décrire la paire de particules qui a servi à construire l’état apparié au § B dans un
cube de côté L (dimension de la boîte de quantification des impulsions, cf. § A-1). Ce
nombre est de l’ordre du cube du rapport entre L et la dimension de la paire, donc
très grand puisqu’il s’agit du rapport entre un volume macroscopique et un volume
microscopique. Une double somme sur k contient donc beaucoup plus de termes
qu’une simple somme et, comme tous les termes sont positifs et comparables :

〈
N̂
〉2
≫ [∆N ]

2 (C-39)

nous retrouvons donc, comme pour des fermions, que ∆N ≪
〈
N̂
〉
.

C-3. Valeurs moyennes “anormales”

Pour les calculs de valeur moyenne de l’énergie (en particulier au Complément
BXVII), nous aurons également besoin des valeurs moyennes de produits de deux
opérateurs de création ou d’annihilation, par exemple pour des bosons :

〈ϕk| a†ka
†
−k |ϕk〉 et 〈ϕk| aka−k |ϕk〉 (C-40)

On remarque immédiatement qu’elles portent sur des opérateurs ne conservant pas le
nombre de particules, et c’est la raison pour laquelle on les qualifie souvent de “valeurs
moyennes anormales”. Il peut paraître surprenant que de telles valeurs moyennes
puissent jouer un rôle dans l’étude de processus physiques ne mettant pas en jeu la
création ou la destruction de particules. Mais nous allons voir qu’elles apparaissent
en fait de façon parfaitement naturelle dans le calcul de la valeur moyenne d’un
hamiltonien qui conserve le nombre de particules. La raison en est simplement que
|ϕk〉 n’est qu’une composante du vecteur d’état total (B-8), dans lequel il est associé
à de nombreux autres |ϕk′〉 ; dans le vecteur d’état total, le nombre de particules
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dans l’état |ϕk〉 peut, par exemple, diminuer de 2 alors que celui des particules dans
l’état |ϕk′〉 augmente simultanément de la même quantité. Au bout du compte, ce
sont donc bien des composantes du vecteur d’état avec le même nombre total de
particules que l’on manipule ; le caractère “anormal” n’est qu’apparent, dû au fait
qu’on ne considère qu’une partie du vecteur d’état total.

C-3-a. Fermions dans un état singulet

Considérons l’effet de l’opérateur a−k,↓ak,↑ sur le ket |ϕk〉 écrit en (C-1). Seule
subsiste sa composante en v (k), et deux anticommutations nous permettent d’écrire :

a−k,↓ak,↑ |ϕk〉 = vka−k,↓ak,↑a
†
k,↑a

†
−k,↓ |0〉 = vk

[
a−k,↓a

†
−k,↓

] [
ak,↑a

†
k,↑

]
|0〉

= vk |0〉 (C-41)

Dans le produit scalaire de ce ket avec le bra 〈ϕk|, seule sa composante u∗ (k) 〈0|
subsiste ; la valeur moyenne est donc donnée par :

〈ϕk| a−k,↓ak,↑ |ϕk〉 = u∗kvk = sin θk cos θk e
2iζk (C-42)

L’anticommutation des deux opérateurs fournit alors :

〈ϕk| ak,↑a−k,↓ |ϕk〉 = −u∗kvk = − sin θk cos θk e
2iζk (C-43)

Par conjugaison hermitique de (C-42), on obtient :

〈ϕk| a†k,↑a
†
−k,↓ |ϕk〉 = ukv

∗
k = sin θk cos θk e

−2iζk (C-44)

tandis que la valeur moyenne de a†−k,↓a
†
k,↑ est l’opposée (anticommutation) :

〈ϕk| a†−k,↓a
†
k,↑ |ϕk〉 = − sin θk cos θk e

−2iζk (C-45)

Nous avons vu au § C-1-a que les fonctions θk et ζk sont paires ; on peut donc changer
le signe de k dans le membre de gauche des relations précédentes sans modification
du membre de droite.

C-3-b. Bosons dans le même état de spin

Pour les bosons, il est plus commode de calculer en premier la valeur moyenne
d’un produit d’opérateurs de création :

〈ϕk| a†ka
†
−k |ϕk〉 =

1

ch2 θk
〈ϕk| a†ka

†
−k |ϕk〉 (C-46)

Cette expression contient le produit du ket :

a†ka
†
−k |ϕk〉 = a†ka

†
−k

∞∑

q=0

[−xk]q |nk = q;n−k = q〉

=

∞∑

q=0

(q + 1) [−xk]q |nk = q + 1;n−k = q + 1〉 (C-47)

254



D. CORRÉLATIONS ENTRE PARTICULES, FONCTION D’ONDE DE PAIRES

par le bra :

∞∑

q′=0

[−x∗k]q
′

〈nk = q′;n−k = q′| (C-48)

Il faut donc pour obtenir un terme non nul que q′ = q + 1, ce qui conduit à :

(q + 1) [−xk]q [−x∗k]q+1 (C-49)

dont la somme sur q donne, compte tenu de (C-32) :

∞∑

q=0

(q + 1) [−x∗k] |xk|2q = [−x∗k] [〈nk〉+ 1] 〈ϕk |ϕk〉 (C-50)

Reste enfin à diviser par 〈ϕk |ϕk〉 comme dans (C-46) pour obtenir, en insérant la
valeur (C-11) de xk :

〈ϕk| a†ka
†
−k |ϕk〉 = −thθk e

−2iζk
[
1 + sh2θk

]

= −e−2iζk shθk chθk (C-51)

Quant à l’autre valeur moyenne “anormale” 〈ϕk| aka−k |ϕk〉, une simple opé-
ration de conjugaison hermitique montre qu’elle est la complexe conjuguée de la
précédente :

〈ϕk| aka−k |ϕk〉 = −e2iζk shθk chθk (C-52)

Comme pour les fermions, les fonctions θk et ζk sont paires, ce qui permet
de changer le signe de k dans le membre de gauche des relations précédentes sans
changer le résultat.

D. Corrélations entre particules, fonction d’onde de paires

Comme nous l’avons mentionné dans l’introduction de ce chapitre, le grand
intérêt des états appariés est de permettre de faire varier les fonctions de corrélation
spatiales d’un système de particules identiques. En plus des corrélations purement
statistiques, imposées par l’indiscernabilité des particules et déjà présentes dans un
gaz parfait, on peut alors inclure des corrélations dynamiques dues aux interactions.
Ceci permet, par exemple, de mieux optimiser l’énergie que ne le ferait un simple
état de Fock. Nous nous limiterons ici à l’étude de la fonction de corrélation diago-
nale à deux particules, puisque c’est elle qui fixe la valeur moyenne de l’hamiltonien
d’interaction. Nous verrons comment ceci permet déjà de faire apparaître une nou-
velle fonction d’onde, que nous appellerons “fonction d’ondes de paires”. Dans les
compléments de ce chapitre nous étudierons également les fonctions de corrélation
non diagonales, celle à une particule dont le comportement à grande distance peut
signaler l’existence d’une condensation de Bose-Einstein, ainsi que celle à deux par-
ticules.

De façon générale, on pourrait se demander quel est le sens physique de fonc-
tions de corrélations calculées dans des états |Ψapp〉 ou |ΨBCS〉, puisque ce sont des
superpositions cohérentes de kets contenant des nombres de particules N différents.
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Cependant, les opérateurs dont les fonctions de corrélation sont des valeurs moyennes
conservent le nombre de particules, de sorte qu’ils sont insensibles aux cohérences
entre kets de valeurs de N différentes. De plus, nous avons vu au § C-2 que, lorsque

la valeur moyenne
〈
N̂
〉

du nombre de particules est grande, les fluctuations relatives

de ce nombre sont négligeables. Dans cette limite des grands
〈
N̂
〉
, on peut donc

s’attendre à ce que les résultats obtenus avec |Ψapp〉 ou |ΨBCS〉 soient très proches de
ceux qu’auraient donnés les |ΨP 〉, ou ces fluctuations sont strictement nulles. Nous
reviendrons sur cette question plus en détail au § 1 du Complément BXVII.

L’étude des fonctions de corrélation dans le cas où les particules sont appariées
dans le même état de spin évite de manipuler des indices autres que ceux des variables
orbitales. Nous commençons donc par ce cas plus simple, et traiterons ensuite celui
des particules appariées dans un état singulet.

D-1. Particules dans le même état de spin

La relation (B-34) du Chapitre XVI indique que la fonction de corrélation
diagonale à deux particules G2 (r1, r2) s’écrit :

G2 (r1, r2) =
〈
Ψ† (r1)Ψ

† (r2)Ψ (r2)Ψ (r1)
〉

(D-1)

Si nous remplaçons les opérateurs champ et leurs adjoints par les expressions (A-3)
et (A-6) du Chapitre XVI, prises dans la base des ondes planes normées, il vient :

G2 (r1, r2) =
1

L6

∑

k1,k2,k3,k4

ei[(k4−k1)·r1+(k3−k2)·r2]
〈
a†k1

a†k2
ak3

ak4

〉
(D-2)

où la valeur moyenne du produit des 4 opérateurs de création et d’annihilation est
à prendre dans un état apparié. La Figure 1 symbolise les différents termes qui sont
présents dans cette fonction de corrélation.

D-1-a. Simplifications dues à l’appariement

Une grande simplification du calcul vient de ce que, dans un état apparié,
les populations des deux états individuels de nombres d’onde opposés k et −k sont
toujours égales. En conséquence, seules les combinaisons des 4 opérateurs qui ne
changent pas cette égalité conduisent à des valeurs moyennes non nulles. Trois pos-
sibilités se présentent alors :
– Cas I : les deux opérateurs d’annihilation concernent deux états individuels n’ap-
partenant pas à une même paire (k3 6= ±k4) ; les deux opérateurs de création doivent
alors restaurer à leur valeur initiale les populations de ces deux mêmes états, sinon
leur valeur moyenne serait nulle ; ces termes sont parfois appelés de “diffusion vers
l’avant”. On a alors, soit k4 = k1 et k3 = k2 (terme direct), soit k4 = k2 et k3 = k1

(terme d’échange).
– Cas II : les deux opérateurs d’annihilation concernent les deux états d’une pre-
mière paire (k4 = −k3), et ceux de création concernent les deux états d’une autre
paire (k2 = −k1). Nous parlerons alors de “processus d’annihilation-création de
paires” .
– Cas III : les deux opérateurs d’annihilation concernent les deux états d’une même
paire, et ceux de création reconstruisent les deux mêmes états (c’est un cas particulier
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Figure 1 – Ce diagramme symbolise les termes qui interviennent dans le calcul de
la fonction de corrélation de deux particules aux points r1 et r1. Les deux flèches
entrantes en bas à gauche représentent les particules qui disparaissent sous l’effet
des opérateurs d’annihilation ; elles sont associées à une exponentielle imaginaire de
la position avec un coefficient positif. Les deux flèches sortantes en haut à droite
représentent les particules qui apparaissent sous l’effet des opérateurs de création, et
sont associées à une exponentielle imaginaire de coefficient négatif. La fonction de
corrélation est la somme de ces termes pour toutes les valeurs des 4 vecteurs k.

du cas précédent) ; une autre possibilité est que les deux opérateurs d’annihilation
concernent le même état individuel (tous les vecteurs d’onde k doivent alors être
égaux).

Lorsque l’on reporte ces conditions sur les valeurs des vecteurs d’onde dans
(D-2), on remarque immédiatement que les termes correspondant au cas I et II
comprennent deux sommations sur des vecteurs d’onde, alors que les termes corres-
pondant au cas III n’en contiennent plus qu’une. Ces derniers sont donc beaucoup
moins nombreux si le volume L3 est grand (macroscopique), car les sommes sur les
vecteurs d’onde comprennent alors un très grand nombre de termes ; ils apportent en
général une contribution négligeable devant les termes de catégories I et II, qui sont
donc les seules que nous prendrons en compte. Pour la même raison, dans l’évaluation
de ces termes, nous ne tiendrons pas compte des contraintes k3 6= ±k4 ou k3 6= ±k1,
car les ignorer ne fait qu’introduire des termes supplémentaires négligables.

D-1-b. Expression de la fonction de corrélation

Le terme direct est obtenu pour k4 = k1 et k3 = k2 ; sa dépendance spatiale
disparaît donc complètement. Puisque k1 et k2 sont différents, la valeur moyenne du

produit d’opérateurs s’écrit également
〈
a†k1

ak1
a†k2

ak2

〉
– pour des fermions, deux

signes moins introduits par des anticommutations se compensent. Or nous avons vu
en (B-8) que l’état apparié est un produit tensoriel d’états de paires, de sorte que la
valeur moyenne recherchée n’est autre que le produit de celle des deux premiers opé-
rateurs par celle des deux derniers, c’est-à-dire le produit de deux valeurs moyennes
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de nombres d’occupation. Nous obtenons ainsi une première contribution :

Gdir
2 (r1, r2) =

1

L6

∑

k1,k2

〈n̂k1
〉 〈n̂k2

〉 =

〈
N̂
〉2

L6
(D-3)

où les sommes sur k1 et k2 sont considérées comme indépendantes puisque, comme
indiqué plus haut, nous pourvons négliger l’effet de la contrainte qui lie ces deux
indices.

Le terme d’échange est obtenu pour k4 = k2 et k3 = k1 ; il conserve pour sa
part une dépendance spatiale. Comme pour le terme direct, on regroupe les opéra-
teurs de création et d’annihilation relatifs aux mêmes états individuels, mais cette
fois il suffit pour cela d’une seule commutation entre opérateurs ; il s’introduit ainsi
un facteur η, égal à −1 pour des fermions. Il vient alors :

Gex
2 (r1, r2) =

η

L6

∑

k1,k2

ei(k2−k1)·(r1−r2) 〈n̂k1
〉 〈n̂k2

〉 (D-4)

Le terme d’annihilation-création de paires k4 = −k3 et k2 = −k1 conserve lui
aussi une dépendance spatiale, mais ne permet plus de faire apparaître de valeurs
moyennes de nombres d’occupation. Il s’écrit en effet :

Gpaire-paire
2 (r1, r2) =

1

L6

∑

k1,k4

ei(k4−k1)·(r1−r2)
〈
a†k1

a†−k1

〉〈
a−k4

ak4

〉
(D-5)

et sa structure est schématisée sur la Figure 2. L’expression (D-5) contient les valeurs
moyennes de produits d’opérateurs qui ne conservent pas le nombre de particules,
mais en détruisent (ou en créent) deux ; ce sont donc des “valeurs moyennes anor-
males”, comme nous les avons désignées au § C-3. Nous confirmons donc ici que ces
valeurs moyennes anormales apparaissent de façon parfaitement naturelle dans le
calcul de la valeur moyenne d’un opérateur qui conserve le nombre de particules ; les
raisons en ont été discutées au § C-3. Si l’on définit la “fonction d’ondes de paires”
φpaire par :

φpaire (r) =
1

L3

∑

k

e−ik·r 〈aka−k〉 (D-6)

on peut écrire cette fonction de corrélation sous la forme :

Gpaire-paire
2 (r1, r2) = |φpaire (r1 − r2)|2 (D-7)

La fonction de corrélation totale G2 (r1, r2) est la somme des trois contribu-
tions précédentes :

G2 (r1, r2) = Gdir
2 (r1, r2) +Gex

2 (r1, r2) +Gpaire-paire
2 (r1, r2) (D-8)

Pour des bosons dans le même état de spin, si l’on reporte dans cette fonction de
corrélation les valeurs moyennes obtenues en (C-28), (C-51) et (C-52), on constate
que la fonction de corrélation binaire dépend explicitement des paramètres θk, ainsi
que des phases ζk, qui servent à définir l’état apparié. Nous vérifions donc bien que
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Figure 2 – Diagramme symbolisant le terme paire-paire intervenant dans la fonction
de corrélation binaire. La représentation est la même que celle de la Figure 1.

ces paramètres permettent de modifier la fonction de corrélation. Par exemple, on
trouve que :

φpaire (r) = −
1

L3

∑

k

shθk chθk e
−i(k·r−2ζk) (D-9)

La fonction d’onde de paires dépend donc directement des phases ζk ; en fait, nous
verrons dans les compléments qu’elles jouent un rôle particulièrement important dans
l’optimisation de l’énergie. Pour des bosons, cette fonction d’onde est toujours paire,
puisque nous avons vu au § C-1-b que c’est le cas des fonctions θk et ζk introduites
en (C-11).

Remarque :

Pour des bosons en interaction présentant la condensation de Bose-Einstein,
nous adjoindrons au Complément BXVII (§ 4) et au Complément EXVII un
état fortement peuplé d’impulsion nulle (k = 0) à l’état apparié |Ψapp〉. Ceci
introduira dans les fonctions de corrélation des termes supplémentaires par
rapport à ceux qui sont calculés dans ce chapitre ; si la population de l’état in-
dividuel d’impulsion nulle est très élevée, ces termes supplémentaires peuvent
être dominants.

D-2. Fermions dans un état singulet

Pour les fermions de spin 1/2, comme chaque spin peut prendre deux direc-
tions, il existe un plus grand nombre de fonctions de corrélation. Plusieurs d’entre
elles seront étudiées au § 2 du Complément CXVII. Ici, nous nous contenterons de
calculer l’une d’entre elles, relative à des spins opposés (c’est en effet elle qui jouera
le rôle le plus important) :

G2 (r1, ↑; r2, ↓) =
〈
Ψ†

↑ (r1)Ψ
†
↓ (r2)Ψ↓ (r2)Ψ↑ (r1)

〉
(D-10)
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La relation (D-2) devient maintenant :

G2 (r1, ↑; r2, ↓) =
1

L6

∑

k1,k2,k3,k4

ei[(k4−k1)·r1+(k3−k2)·r2]
〈
a†k1,↑a

†
k2,↓ak3,↓ak4,↑

〉

(D-11)

Le diagramme schématisant chaque terme de cette somme est obtenu en ajoutant
des indices de spin aux positions sur la Figure 1 – cf. Figure 3 du Complément CXVII.

Le calcul se mène ensuite de façon semblable à celui du § D-1. Le terme direct
s’écrit :

Gdir
2 (r1, ↑; r2, ↓) =

1

L6

∑

k1,k2

〈n̂k1,↑〉 〈n̂k2,↓〉 =

〈
N̂↑
〉〈

N̂↓
〉

L6
(D-12)

Il n’existe pas de terme d’échange où k4 = k2 et k3 = k1, car il introduirait la
valeur moyenne d’un opérateur qui change la direction d’un spin dans deux paires
différentes, détruisant ainsi l’égalité des populations de spins opposés au sein de
chaque paire (sauf dans le cas particulier k1 = −k2, qui apporte une contribution
négligeable). Reste le terme de destruction-création de paires k4 = −k3 et k2 = −k1,
dont l’expression est :

Gpaire-paire
2 (r1, ↑; r2, ↓) =

1

L6

∑

k1,k4

ei(k4−k1)·(r1−r2)
〈
a†k1,↑a

†
−k1,↓

〉〈
a−k4,↓ak4,↑

〉

(D-13)

Ici aussi, le terme paire-paire fait apparaître des valeurs moyennes anormales. On
peut également introduire une fonction d’onde de paires φpaire par :

φpaire(r) =
1

L3

∑

k

e−ik·r 〈ak,↓a−k,↑〉 =
1

L3

∑

k

eik·r 〈a−k,↓ak,↑〉 (D-14)

dont le module au carré apparaît dans la fonction de corrélation :

Gpaire-paire
2 (r1, ↑; r2, ↓) = |φpaire (r1 − r2)|2 (D-15)

Le report des relations (C-42) dans (D-14) conduit à :

φpaire (r) =
1

L3

∑

k

u∗kvk e
ik·r =

1

L3

∑

k

sinθk cosθk e
i(k·r+2ζk) (D-16)

Le rôle important de cette fonction d’onde de paires dans le phénomène de conden-
sation BCS sera discuté en détail au Complément CXVII. Nous verrons en particulier
que cette fonction n’intervient pas seulement dans la fonction de corrélation binaire
diagonale : elle détermine également les propriétés non diagonales de l’opérateur
densité à grande distance, ce qui revient à dire qu’elle joue le rôle de paramètre
d’ordre. Nous avons vu que les paramètres θk et ζk sont des fonctions paires de k ;
la fonction φpaire (r) est donc également une fonction paire de r.
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La fonction de corrélation totale est alors :

G2 (r1, ↑; r2, ↓) =

〈
N̂↑
〉〈

N̂↓
〉

L6
+ |φpaire (r1 − r2)|2 (D-17)

Si l’on reporte dans ce résultat l’expression (D-16) de φpaire (r), on obtient la dépen-
dance de la fonction de corrélation par rapport aux paramètres θk et ζk qui servent
à définir l’état apparié, et l’on vérifie ainsi qu’ils permettent de faire varier cette
fonction.

Remarque :

Dans le cas particulier où tous les θk sont nuls ou égaux à π/2, nous avons
noté (cf. à la fin du § C-1-a) que l’état apparié se réduit à un état de Fock
pour lequel les phases ζk ne jouent plus aucun rôle. On vérifie alors aisément
que les valeurs moyennes anormales sont toutes nulles, ainsi bien sûr que
la fonction φpaire (r). Mais, pour d’autres choix des paramètres θk, les phases
jouent au contraire un rôle particulièrement important comme nous le verrons
par exemple au Complément CXVII.

E. Les états appariés comme vide de quasi-particules ; transformations de
Bogolubov-Valatin

L’hamiltonien d’un système de particules libres s’écrit :

Ĥ0 =
∑

i

(ℏωi) a
†
iai (E-1)

où ℏωi désigne l’énergie d’un état individuel repéré par l’indice i. L’état fondamental
|Φ0〉 de Ĥ0 est vecteur propre de tous les opérateurs d’annihilation ai avec la valeur
propre nulle :

ai |Φ0〉 = 0 (E-2)

Le ket apparié |Ψapp〉 n’est pas vecteur propre des opérateurs d’annihilation
habituels ai. Nous allons cependant introduire au § E-1 une transformation linéaire
des ai et a†i en de nouveaux opérateurs d’annihilation et de création, et montrer au
§ E-2 que |Ψapp〉 est vecteur propre avec la valeur propre nulle de tous les nouveaux
opérateurs d’annihilation. L’état apparié apparaît alors comme un “vide de parti-
cules”. De plus, au § E-3, nous associerons à |Ψapp〉 une famille d’opérateurs ayant
la même forme que l’hamiltonien (E-1), mais où les ai et a†i sont remplacés par
les nouveaux opérateurs d’annihilation et de création. L’intérêt de cette association
est qu’il est possible, dans certains cas (illustrés dans les compléments), d’identifier
un opérateur de cette famille avec l’hamiltonien d’un problème physique donné (au
besoin, moyennant certaines approximations). Le problème de la recherche de l’état
fondamental et des états excités est alors résolu, comme pour un système de parti-
cules indépendantes. On peut ainsi considérer |Ψapp〉 comme l’état fondamental d’un
hamiltonien de “quasi-particules” indépendantes, tandis que les nouveaux opérateurs
de création permettent de construire toute une base orthogonale d’états excités.
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E-1. Transformation des opérateurs de création et annihilation

Pour des bosons dans le même état de spin, l’état |ϕk〉 appartient à l’espace
Ek associé à la paire (k,−k) ; cet espace est engendré par l’effet des deux opérateurs
de création a†k et a†−k sur le vide. Pour des fermions dans des états de spin opposés,
c’est également le cas si nous simplifions la notation k, ↑ en k ainsi que −k, ↓ en −k
(nous repérons chaque paire d’états individuels par la valeur de k associée au spin
+). Dans les deux cas, nous allons définir deux nouveaux couples d’opérateurs de
création et d’annihilation qui agissent dans Ek.

Nous introduisons donc les deux opérateurs d’annihilation bk et b−k définis
lorsque k 6= 0 par :

bk = ukak + η vka
†
−k

b−k = uka−k + vka
†
k (E-3)

ainsi que les opérateurs hermitiques conjugués b†k et b†−k :

b†k = u∗ka
†
k + η v∗ka−k

b†−k = u∗ka
†
−k + v∗kak (E-4)

Pour le moment, uk et vk sont deux nombres complexes quelconques.
Comme dans les Chapitres XV et XVI, nous notons [A,B]−η le commutateur

de A et B si η = 1 (bosons), l’anticommutateur si η = −1 (fermions). Calculons
alors [bk, b−k]−η ; comme ak (anti)commute avec a−k et comme a†−k (anti)commute

avec a†k, ne subsistent que les termes croisés en ukvk :

[bk, b−k]−η = ukvk

{[
ak, a

†
k

]
−η

+ η
[
a†−k, a−k

]
−η

}
(E-5)

Pour des bosons, le commutateur de a−k avec a†−k vaut 1, donc celui de a†−k avec
a−k vaut −1 ; pour des fermions, les deux anticommutateurs de ces opérateurs sont
égaux à 1, de sorte que nous obtenons dans les deux cas :

[bk, b−k]−η = ukvk {1− 1}
= 0 (E-6)

Par conjugaison hermitique :
[
b†k, b

†
−k

]
−η

= 0 (E-7)

Calculons maintenant
[
bk, b

†
k

]
−η

. Cette fois, ce sont les deux termes carrés en |uk|2

et |vk|2 qui interviennent. Celui en |uk|2 contient un (anti) commutateur
[
ak, a

†
k

]

qui vaut 1 ; celui en |vk|2 contient pour des bosons un commutateur de a†−k avec a−k

qui vaut −1, ou pour des fermions un anticommutateur de ces deux opérateurs qui
vaut +1. Le résultat est donc :
[
bk, b

†
k

]
−η

= |uk|2 − η |vk|2 (E-8)
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De même :
[
b−k, b

†
−k

]
−η

= |uk|2 − η |vk|2 (E-9)

Enfin, restent à calculer
[
bk, b

†
−k

]
−η

et
[
b−k, b

†
k

]
−η

. Le premier est nul puisque ak

(anti)commute à la fois avec a†−k et lui-même 8, et que a†−k (anti)commute avec
lui-même et avec a−k ; le raisonnement est semblable pour le second, de sorte que :

[
bk, b

†
−k

]
−η

= 0

[
b−k, b

†
k

]
−η

= 0 (E-10)

En résumé, il suffit d’imposer pour toute valeur de k la condition :

|uk|2 − η |vk|2 = 1 (E-11)

pour que :

[
bk, b

†
k

]
−η

= 1

[
b−k, b

†
−k

]
−η

= 1 (E-12)

de sorte que les opérateurs bk et b−k ainsi que leurs adjoints obéissent aux mêmes
relations d’(anti)commutation que des opérateurs habituels d’annihilation et de créa-
tion de particules identiques.

Pour des fermions, on retrouve une condition analogue à la condition (C-3),
ce qui permet de simplement poser comme en (C-4) :

uk = cos θk e
−iζk

vk = sin θk e
iζk (E-13)

Cette transformation unitaire des opérateurs de création et d’annihilation est appelée
“transformation de Bogolubov-Valatin”.

Pour des bosons, on choisira :

uk = chθk e
−iζk

vk = shθk e
iζk (E-14)

La comparaison avec la relation (C-11) montre alors que :

xk =
vk
uk

(E-15)

La transformation unitaire des opérateurs de création et d’annihilation pour des
bosons est appelée “transformation de Bogolubov”.

8. Pour des fermions, son carré est identiquement nul.
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E-2. Effet sur les kets |ϕk〉

Nous allons voir que les vecteurs |ϕk〉 sont kets propres de deux opérateurs
d’annihilation bk et b−k avec les valeurs propres zéro ; cette propriété les rend simi-
laires à un état habituel du vide qui s’annule sous l’action de tous les opérateurs
d’annihilation ak.

E-2-a. Fermions dans un état singulet

Calculons l’effet de ces opérateurs sur le ket |ϕk〉 défini par la relation (C-1),
que nous écrivons avec les notations simplifiées déjà utilisées plus haut (k est associé
à un indice de spin + et −k à un indice de spin −) :

|ϕk〉 =
[
uk + vk a

†
ka

†
−k

]
|0〉 (E-16)

Commençons par l’opérateur bk défini en (E-3). Son terme en ukak donne zéro
lorsqu’il agit sur le terme en uk de |ϕk〉 ; ne subsiste que le terme en vk, où l’opérateur
redescend de un à zéro le nombre d’occupation de l’état k, ↑, puisque :

aka
†
ka

†
−k |0〉 = a†−k |0〉 (E-17)

Pour l’opérateur vka
†
−k, il donne zéro lorsqu’il agit sur le terme en vk de |ϕk〉 (pour

des fermions le carré d’un opérateur de création est nul) ; seul reste le terme en uk.
Nous obtenons donc :

bk |ϕk〉 =
[
ukvka

†
−k − vkuka

†
−k

]
|0〉 = 0 (E-18)

Le calcul est le même pour l’opérateur b−k, à ceci près que l’opérateur a−k doit

subir une anticommutation avec a†k avant d’être regroupé avec a†−k pour redescendre
de un à zéro le nombre d’occupation de l’état −k. L’anticommutation introduit donc
un changement de signe, mais comme la définition de b−k ne contient pas de signe
−, on trouve à nouveau :

b−k |ϕk〉 = ukvk [−ak + ak] |0〉 = 0 (E-19)

Ainsi les deux opérateurs bk et b−k admettent le ket |ϕk〉 comme vecteur propre de
valeur propre nulle.

E-2-b. Bosons dans le même état de spin

Compte tenu de (E-15), la relation (C-7) devient :

|ϕk〉 =
∞∑

q=0

1

q!

[
− vk
uk

]q [
a†ka

†
−k

]q
|0〉 (E-20)

Comme :

ak

[
a†ka

†
−k

]q
|0〉 =

(
aka

†
k

) [
a†k

]q−1 [
a†−k

]q
|0〉 = (q)

[
a†k

]q−1 [
a†−k

]q
|0〉 (E-21)

on a :

ukak |ϕk〉 = uk

∞∑

q=0

q

q!

[
− vk
uk

]q [
a†k

]q−1 [
a†−k

]q
|0〉 (E-22)
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soit, puisque a†−k commute avec tous les opérateurs de cette expression (nous posons
q′ = q − 1) :

ukak |ϕk〉 = −vka†−k

∞∑

q′=0

1

q′!

[
− vk
uk

]q′ [
a†k

]q′ [
a†−k

]q′
|0〉

= −vka†−k |ϕk〉 (E-23)

Donc :
(
ukak + vka

†
−k

)
|ϕk〉 = 0 (E-24)

qui indique bien que |ϕk〉 est vecteur propre de l’opérateur bk défini en (E-3) :

bk |ϕk〉 = 0 (E-25)

Le même calcul conduit à :

uka−k |ϕk〉 = −vka†k |ϕk〉 (E-26)

et donc à :

b−k |ϕk〉 = 0 (E-27)

Comme pour les fermions, les deux opérateurs bk et b−k admettent le ket |ϕk〉 comme
vecteur propre de valeur propre nulle.

E-3. Base d’états excités, quasi-particules

Pour des bosons comme des fermions, nous avons vu que les nouveaux opé-
rateurs de création et d’annihilation introduits dans (E-3) et (E-4) présentent les
mêmes propriétés que celles d’opérateurs de création et d’annihilation habituels. En
particulier, les deux opérateurs :

n̂ (bk) = b†kbk n̂
(
b−k

)
= b†−kb−k (E-28)

ont comme valeurs propres tous les entiers positifs ou nuls, en parfaite analogie avec
des opérateurs correspondant à la population d’états individuels. Par analogie avec
(E-1), il est donc naturel d’introduire l’opérateur :

ĤB =
∑

k∈D
ℏωk

[
b†kbk + b†−kb−k

]
(E-29)

où, pour le moment, les ωk sont des paramètres libres, au même titre que ceux
qui définissent l’état apparié (ils seront fixés ultérieurement, en fonction du pro-
blème physique étudié). Dans (E-29) la somme est limitée comme plus haut à un
demi-espace des impulsions, ce qui permet d’éviter une double prise en compte des
impulsions opposées. Les valeurs propres de ĤB sont toutes de la forme :

EB =
∑

k∈D

[
n (bk) + n

(
b−k

)]
ℏωk (E-30)
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où n (bk) et n (b−k) sont des entiers positifs ou nuls (quelconques pour des bosons,
restreints à 0 et 1 pour des fermions).

L’état fondamental |Φ0(b)〉 de ĤB est vecteur propre de tous les opérateurs
d’annihilation bk et b−k de valeurs propres nulles. Or nous avons vu en (B-8) pour des
bosons, et en (B-11) pour des fermions, que le vecteur d’état apparié est un produit
tensoriel d’états |ϕk〉, qui sont précisément vecteurs propres de valeurs propres nulles
de ces deux opérateurs. L’état apparié, |Ψapp〉 pour des bosons 9, ou |ΨBCS〉 pour des
fermions, est donc vecteur propre de ĤB de valeur propre nulle (état fondamental).

Ensuite, par action des opérateurs de création b†k et b†−k sur |Φ0(b)〉, on peut

obtenir les autres états propres de ĤB (états excités). Pour des bosons, on pourra
faire agir chacun de ces deux opérateurs un nombre arbitraire de fois. Pour des fer-
mions, on n’obtiendra que 3 états excités en faisant agir, soit b†k, soit b†−k, soit encore
leur produit ; l’anticommutation des opérateurs fait que toute puissance supplémen-
taire des opérateurs donne zéro. Pour finir, l’opérateur (E-29) partage beaucoup de
propriétés avec l’hamiltonien d’un ensemble de particules sans interactions mutuelles.
De même que les opérateurs de création habituels permettent d’ajouter des particules
dans un système de particules libres identiques, de même les opérateurs de création
b†k et b†−k peuvent être considérés comme ceux qui ajoutent une “quasi-particule”
supplémentaire dans le système physique. Ces quasi-particules ne coïncident pas
avec les particules d’un système réellement sans interactions, comme l’illustre l’ex-
pression de ces opérateurs de création. Elles fournissent toutefois une base d’états
qui permet de raisonner comme en l’absence d’interactions, ce qui introduit un cadre
de raisonnement très puissant dans de nombreux domaines de physique.

Bien sûr, pour que les considérations précédentes aient un intérêt physique, il
faut montrer que l’hamiltonien du problème étudié peut effectivement être approché
par un opérateur ĤB , moyennant un choix adéquat de tous les paramètres uk, vk et
ωk. A priori, cela n’a rien d’évident : l’hamiltonien d’un ensemble de particules com-
prend en général des termes d’interaction à deux corps, et ces derniers s’expriment
comme des sommes de produits de deux opérateurs de création a†k et de deux opéra-
teurs d’annihilation ak, donc 4 opérateurs en tout. Or, si l’on reporte les définitions
(E-3) et (E-4) dans (E-29) pour exprimer ĤB en fonction des anciens opérateurs de
création et d’annihilation ak et a†k, il est clair qu’on n’obtiendra que des combinai-
sons de produits de 2 opérateurs. Certaines approximations seront donc nécessaires
pour que ĤB puisse être considéré comme un hamiltonien approché physiquement
pertinent. Nous verrons dans les compléments des exemples de situations où c’est
effectivement le cas.

Conclusion

En conclusion de ce chapitre, les états appariés offrent un puissant outil d’étude
qui s’applique à la fois aux fermions et aux bosons. Leur utilisation fournit une mé-
thode systématique permettant d’apporter une certains souplesse aux calculs varia-
tionnels en présence d’interactions. De plus, partant d’un état fondamental apparié
ainsi obtenu, on peut construire toute une base d’états excités, grâce à l’utilisation

9. Pour des bosons, nous associerons au Complément BXVII un état cohérent |ϕ0〉 pour
obtenir l’état |ΦB〉. Mais, comme aucun des opérateurs bk ou b−k n’agit dans l’espace de Fock
associé à l’état individuel k = 0, les conclusions restent les mêmes pour |ΦB〉.
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d’opérateurs de création et d’annihilation adaptés à l’état fondamental. Dans les
compléments de ce chapitre, nous utiliserons les états appariés pour étudier divers
problèmes, et calculerons en particulier leurs paramètres optimaux adaptés à chaque
situation. Bien sûr, les résultats physiques auxquels ils conduisent sont très différents
selon les cas, surtout entre fermions ou bosons ; mais l’intérêt des états appariés est
qu’ils permettent de les obtenir tous dans un cadre unifié.
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COMPLÉMENTS DU CHAPITRE XVII

Le but des deux premiers compléments est de complèter un certain nombre de
résultats du chapitre sur les diverses propriétés des opérateurs de paires et des états
appariés. Les trois compléments qui suivent présentent des applications physiques
concernant les fermions, puis les bosons.

AXVII : OPÉRATEUR CHAMP DE PAIRES DE
PARTICULES IDENTIQUES

BXVII : ÉNERGIE MOYENNE DANS UN ÉTAT
APPARIÉ

AXVII : L’opérateur champ de paires est

l’analoque, pour une paire de particules,

de l’opérateur champ usuel pour une seule

particule. Il est bien adapté aux calculs de

valeurs moyennes dans un état apparié. Les

relations de commutation d’opérateur paires de

fermions rappellent celles de bosons, mais le

commutateur contient un terme supplémentaire

dû au caractère fermionique des constituants de

la paire.

BXVII : Ce complément présente le calcul de

l’énergie moyenne dans un état apparié. Pour

des bosons, on y adjoint un condensat décrit

par un état cohérent. Les résultats obtenus sont

utilisés dans les Compléments CXVII et EXVII.

Ces trois compléments concernent les états appariés pour des systèmes physiques
constitués de fermions.

CXVII : APPARIEMENT DE FERMIONS, THÉO-
RIE BCS

DXVII : PAIRES DE COOPER

CXVII : Même des interactions attractives

faibles peuvent complètement modifier l’état

fondamental d’un système de fermions, via le

mécanisme BCS de formation de paires. Ce

complément discute la théorie de ce phénomène,

ses effets sur les fonctions de distribution et

de corrélation des particules, ainsi que son lien

avec la condensation de Bose-Einstein de paires

de particules.

DXVII : Le modèle simple de Cooper consiste

à étudier les états liés de deux particules

faiblement attractives, en présence d’une sphère

de Fermi qui interdit aux particules d’occuper

les états à l’intérieur de cette sphère. Habituelle-

ment, il faut une profondeur minimale du puits

de potentiel attractif pour que deux particules

forment un état lié ; ici, la présence de la sphère

de Fermi fait que l’état lié existe toujours, si

faible que soit l’attraction. Le modèle de Cooper

permet de rendre compte de façon intuitive d’un

certain nombre de résultats de la théorie BCS.

269



EXVII : BOSONS RÉPULSIFS CONDENSÉS Pour un ensemble de bosons, l’utilisation

d’états appariés comme états variationnels

conduit aux mêmes résultats que la méthode

de Bogolubov en termes de transformation

des opérateurs. On peut ainsi obtenir le

spectre de Bogolubov, calculer la “déplétion

quantique” introduite par les interactions, etc.
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Complément AXVII

Opérateur champ de paires de particules identiques

1 Opérateurs de création et d’annihilation de paires . . 272
1-a Particules dans le même état de spin . . . . . . . . . . . 272

1-b Paires de spin singulet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275

2 Valeurs moyennes dans un état apparié . . . . . . . . . 277
2-a Valeur moyenne d’un opérateur champ ; fonction d’onde

de paires et paramètre d’ordre . . . . . . . . . . . . . . 277

2-b Valeur moyenne d’un produit de deux opérateurs de champ ;
factorisation du paramètre d’ordre . . . . . . . . . . . . 280

2-c Application au calcul de la fonction de corrélation (paires
singulet) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285

3 Relations de commutation des opérateurs champ . . . 288
3-a Particules dans le même état de spin . . . . . . . . . . . 288

3-b Paires singulet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292

Nous avons introduit dans le Chapitre XVI un opérateur champ Ψ(r) agissant
dans l’espace des états d’un système de particules identiques. Cet opérateur a été
défini comme une combinaison linéaire des opérateurs d’annihilation associés aux
états individuels d’impulsions données. Il s’avère un outil de calcul commode et, en
particulier, se prête bien au calcul des fonctions de corrélation. Ensuite, au Chapitre
XVII, nous avons montré l’intérêt des états appariés où les particules identiques sont
en quelque sorte groupées par deux ; nous avons introduit pour cela des opérateurs
de création et d’annihilation de paires de particules dans des états d’impulsion totale
bien définie, A†

K et AK. Il est donc naturel d’envisager également l’introduction d’un
opérateur champ de paires de particules, qui sera un opérateur Φχ (R) détruisant
une paire de particules dont le centre de masse est au point R et l’état interne décrit
par la fonction d’onde χ ; son adjoint, Φ†

χ (R), crée une paire de particules dans ce
même état. Nous allons dans ce complément définir ces opérateurs et étudier un
certain nombre de leurs propriétés.

Au § 1, nous donnons l’expression des opérateurs champ Φχn
(R) et Φ†

χn
(R)

pour des paires se trouvant dans un état orbital quelconque χn ; nous envisagerons
le cas, soit de particules dans le même état de spin, soit de particules dans un état de
spin singulet. Ensuite, au § 2, nous étudierons les valeurs moyennes dans des états
appariés des opérateurs champ de paires et de leurs produits. Nous verrons que
ces valeurs moyennes présentent des propriétés intéressantes. En particulier, nous
ferons apparaître une nouvelle fonction d’onde φpaire(r) que nous appellerons “fonc-
tion d’onde de paires”, qui n’est pas simplement la fonction d’onde à deux particules
χpaire(r) ayant servi à construire l’état apparié. Un intérêt de cette fonction d’onde
est, comme nous le verrons au § 2-c, qu’elle apparaît explicitement dans la fonction
de corrélation binaire de la position des particules. De plus, sa norme est reliée au
nombre de quantas présents dans le champ de paires condensées. L’origine de cette
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fonction de paires résulte du fait que les paires peuvent contribuer collectivement
à la création d’un champ dont la valeur moyenne constitue ce que nous appelerons
un “paramètre d’ordre”. La non-nullité du paramètre d’ordre traduit l’existence d’un
champ macroscopique associé aux paires ; nous montrerons comment il permet de
relier les valeurs moyennes “anormales” (d’opérateurs ne conservant pas le nombre
de particules) aux valeurs moyennes normales d’un produit de deux opérateurs de
champ Φχn

(R) et Φ†
χn

(R), qui conserve le nombre de particules. En particulier,
au § 2-c, nous utiliserons les propriétés de l’opérateur champ de paires pour ob-
tenir les fonctions de corrélation dans un état apparié BCS, et pour étudier les
conséquences de l’existence du champ macroscopique associé aux paires. Enfin, au
§ 3, nous étudierons les propriétés de commutation de ces opérateurs ; nous ver-
rons qu’elles ressemblent à celles de bosons (que les particules constituantes soient
des bosons ou des fermions), mais pas complètement, à cause des termes correctifs
qui s’ajoutent au commutateur de bosons. Nous verrons que, dans la mesure où les
paires sont fortement liées et ont une extension spatiale très petite devant toutes les
dimensions caractéristiques du problème, on peut effectivement assimiler les paires
à des bosons ; mais si ces paires sont peu liées (comme en particulier c’est le cas
pour le mécanisme BCS que nous discuterons au Complément CXVII), il n’est pas
possible de les considérer comme des entités indissociables : la structure fermionique
de leurs composants joue un rôle important qu’il n’est pas possible d’ignorer.

1. Opérateurs de création et d’annihilation de paires

Par analogie avec l’opérateur champ pour les particules composant les paires,
nous allons introduire un opérateur champ concernant les paires elles-mêmes. L’ad-
joint de cet opérateur champ permet de créer directement une paire de particules en
un point donné dans un état interne donné ; quant à l’opérateur lui-même, il annihile
cette même paire.

1-a. Particules dans le même état de spin

Dans le Chapitre XVII, nous avons défini les opérateurs A†
K et AK pour des

paires de particules sans spin (ou dans le même état de spin) par :

A†
K =

1√
2

∑

k

gk a
†
K
2 +k

a†K
2 −k

AK =
1√
2

∑

k

g∗k aK
2 −k

aK
2 +k

(1)

Dans cette expression, gk est la transformée de Fourier de la fonction d’onde χ(r)
caractérisant la paire :

gk =
1

L3/2

∫

L3

d3r e−ik·rχ(r) (2)

et L est le côté du cube de volume L3 qui contient le système physique.
Nous généralisons maintenant ces définitions au cas où la paire peut se trouver,

non pas dans un seul état interne orbital, mais dans un état quelconque appartenant
à une base orthonormée d’états |χn〉, l’indice n variant de 1 à l’infini ; ces états
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possèdent chacun une fonction d’onde χn(r) dont la transformée de Fourier est gnk .
Il suffit alors d’ajouter un indice n aux définitions précédentes, par exemple :

A†
K,n =

1√
2

∑

k

gnk a†K
2 +k

a†K
2 −k

(3)

Nous avons vu dans le Chapitre XVII que le caractère bosonique ou fermio-
nique des particules constituant la paire impose que les fonctions gnk aient la parité
η vis-à-vis de la variable k, c’est-à-dire gn−k = η gnk avec :

η =

{
+1 pour des bosons
−1 pour des fermions

(4)

On vérifie d’ailleurs par (anti)commutation des opérateurs que l’expression (3) s’an-
nule si gnk est de parité −η ; on peut donc se limiter au cas où les gnk , et donc les
fonctions d’onde correspondantes χn(r), sont de parité η. Si cependant l’on désire
que la base des états |χn〉 associée à ces fonctions d’onde soit complète, on peut
y inclure des états de parité quelconque ±1 ; mais il faut alors bien noter que les
opérateurs A†

K,n sont nuls dès que l’indice n correspond à une fonction d’onde de
parité −η.

α. Expression de A†
K,n en fonction de l’opérateur champ de particules

La relation (A-10) du Chapitre XVI permet de remplacer les opérateurs de
création a†k par :

a†k =
1√
L3

∫
d3r eik·r Ψ†(r) (5)

où Ψ†(r) est l’adjoint de l’opérateur champ associé aux constituants élémentaires
de la paire (les “atomes” de chaque “molécule”). Si nous effectuons (deux fois) cette
substitution dans (3), nous obtenons :

A†
K,n =

1√
2L3

∑

k

gnk

∫
d3r

∫
d3r′ ei(

K
2 +k)·rei(

K
2 −k)·r′ Ψ†(r)Ψ†(r′) (6)

soit, en prenant comme variables d’intégration R =(r+ r′) /2 et x = r− r′ :

A†
K,n =

1√
2L3

∫
d3R eiK·R

∫
d3x

∑

k

gnk eik·x Ψ†(R+
x

2
)Ψ†(R−x

2
) (7)

La somme sur k dans le membre de droite fait apparaître l’expression (A-2) du
Chapitre XVII de la fonction d’onde χn, de sorte que :

A†
K,n =

1√
2L3

∫
d3R eiK·R

∫
d3x χn (x) Ψ†(R+

x

2
)Ψ†(R−x

2
) (8)

Cette autre forme de l’opérateur déjà introduit en (3) met en évidence le fait que,
agissant sur le vide, il crée une paire de particules dans un état moléculaire caractérisé
par une onde plane de vecteur d’onde K (pour ses variables externes) et par la
fonction d’onde χn (pour ses variables internes).
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β. Champ de paires

Pour chaque état interne |χn〉 de la paire, la relation (A-3) du Chapitre XVI
permet d’introduire un opérateur Φ†

χn
(R) créant une paire au point R et dans l’état

interne χn par :

Φ†
χn

(R) =
1√
L3

∑

K

e−iK·R A†
K,n (9)

Remplaçons la variable d’intégration R par R′ dans (8) et reportons le résultat dans
cette égalité ; il vient :

Φ†
χn

(R) =
1√
2L3

∑

K

∫
d3R′ eiK·(R′−R)

∫
d3x χn (x) Ψ†(R′ +

x

2
)Ψ†(R′−x

2
)

(10)

La somme sur K de eiK·(R′−R) fait alors apparaître L3δ (R−R′), ce qui absorbe
l’intégration sur d3R′, et nous obtenons :

Φ†
χn

(R) =
1√
2

∫
d3x χn (x) Ψ†(R+

x

2
)Ψ†(R−x

2
) (11)

Cet opérateur est donc un produit d’opérateurs champ créant successivement chacun
des deux éléments de la paire, ce qui se comprend bien physiquement ; les deux
éléments ne sont cependant pas créés au même point, mais symétriquement par
rapport au point R, et avec une répartition spatiale dont l’amplitude est donnée par
la fonction d’onde χ (x) de la “molécule”. La zone de l’espace qui contribue s’étend
donc sur une distance comparable à la portée de cette fonction d’onde.

L’opérateur champ de paires lui-même, qui annihile une paire, est défini par
conjugaison hermitique de la relation précédente :

Φχn
(R) =

1√
2

∫
d3x χ∗

n (x) Ψ(R−x

2
)Ψ(R+

x

2
) (12)

On peut utiliser la relation (A-3) du Chapitre XVI pour revenir à l’utilisation d’opé-
rateurs d’annihilation dans une base d’états individuels d’impulsion donnée. Une fois
cette relation insérée (deux fois) dans (12), il vient :

Φχn
(R) =

1

L3
√
2

∫
d3x χ∗

n (x)
∑

k1,k2

eik1·(R− x
2 )eik2·(R+ x

2 )ak1
ak2

(13)

Cette relation nous sera utile pour la suite.

γ. Inversion ; expression de l’énergie d’interaction

Appelons |χn〉 les états individuels de fonction d’onde χn (r) et supposons
qu’ils forment une base complète. La relation de fermeture sur ces états s’écrit :

∑

n

〈k |χn〉 〈χn |k′〉 =
∑

n

(gnk) (g
n
k′)

∗
= δk,k′ (14)
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Multiplions alors la relation (3) par (gnk′)
∗, puis sommons-la sur n ; nous obtenons :

∑

n

(gnk′)
∗
A†

K,n =
1√
2
a†K

2 +k′a
†
K
2 −k′ (15)

Nous pouvons donc inverser les relations (3) et exprimer tout produit de deux opé-
rateurs de création comme une somme d’opérateurs de création de paires, selon
l’égalité :

a†k1
a†k2

=
√
2
∑

n

(
gn(k1−k2)/2

)∗
A†

k1+k2,n
(16)

où nous avons remplacé K par k1 + k2 et k′ par (k1 − k2) /2. Par conjugaison
hermitique, on obtient une relation semblable pour tout produit ak3

ak4
d’opérateurs

d’annihilation.

Hamiltonien d’interaction :

Tout opérateur d’interaction binaire entre particules Ŵint peut donc s’écrire :

Ŵint =
∑

k1,k2,k3,k4,n,n′

〈1 : k1; 2 : k2|W2 (1, 2) |1 : k3; 2 : k4〉

(
gn(k1−k2)/2

)∗ (
gn

′

(k3−k4)/2

)
A†

K,n AK,n′ (17)

où W2 (1, 2) est l’interaction binaire entre deux particules (comme, par exemple,
dans le Complément EXV) ; la conservation de l’impulsion nous a permis de poser :

K = k1 + k2 = k3 + k4 (18)

Ecrit en termes d’opérateurs de création et d’annihilation de paires, Ŵint s’exprime
comme une somme de termes quadratiques, et non plus du quatrième degré comme
c’était pour le cas des opérateurs de particules individuelles. On prendra toutefois
garde à ne pas utiliser la relation (17) sans précautions car, comme nous le verrons
au § 3, les opérateurs de création et d’annihilation de paires ne satisfont pas aux
relations de commutation habituelles. Il s’ensuit que l’effet d’un opérateur AK,n sur

un état apparié obtenu par action de
[
A†

K′,n

]N
sur le vide ne donne pas nécessai-

rement zéro lorsque K 6= K′. Les opérateurs de création de paires ne se manipulent
pas aussi simplement que des opérateurs de création de particules.

1-b. Paires de spin singulet

Pour des particules de spin 1/2 dans un état de spin singulet, nous utilisons la
relation (A-23) du Chapitre XVII qui s’écrit, lorsqu’on y ajoute l’indice n repérant
l’état interne orbital de la paire :

A†
K,n =

∑

k

gnk a†K
2 +k,↑a

†
K
2 −k,↓ (19)

Les calculs qui suivent s’appliquent directement aux fermions dans un état singulet,
pour lesquels les fonctions gnk doivent être paires vis-à-vis de la variable k. Nous
avons cependant noté au Chapitre XVII, dans la remarque (ii) juste avant le § B,
qu’ils s’appliquent aussi à des fermions dans un état triplet de spin si gnk est impaire ;
même si ce cas peut être inclus dans la discussion qui va suivre, pour simplifier nous
continuerons toutefois à parler de paires singulet.
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α. Expression de A†
K,n en fonction de l’opérateur champ de particules

La relation (A-9) du Chapitre XVI devient ici, compte tenu des indices de
spin :

a†k,ν =
1√
L3

∫
d3r eik·r Ψ†

ν(r) (20)

L’insertion de cette égalité dans (19) conduit à :

A†
K,n =

1

L3

∑

k

gnk

∫
d3r

∫
d3r′ ei(

K
2 +k)·rei(

K
2 −k)·r′ Ψ†

↑(r)Ψ
†
↓(r

′) (21)

Comme plus haut, on fait apparaître la fonction d’onde χn (x) en prenant comme
variables d’intégration R =(r+ r′) /2 et x = r− r′, de sorte que :

A†
K,n =

1√
L3

∫
d3R eiK·R

∫
d3x χn (x) Ψ†

↑(R+
x

2
)Ψ†

↓(R−
x

2
) (22)

Agissant sur le vide, cet opérateur crée une paire de particules dans un état molécu-
laire singulet caractérisé par une onde plane de vecteur d’onde K (pour ses variables
externes) et par la fonction d’onde χn (pour ses variables orbitales internes).

β. Champ de paires

Insérons maintenant la relation (22) dans (9) ; nous obtenons :

Φ†
χn

(R) =
1

L3

∑

K

∫
d3R′ eiK·(R′−R)

∫
d3x χn (x) Ψ†

↑(R
′ +

x

2
)Ψ†

↓(R
′−x

2
) (23)

Comme plus haut, la somme sur K de l’exponentielle eiK·(R′−R) fait alors apparaître
L3δ (R−R′), et nous obtenons :

Φ†
χn

(R) =

∫
d3x χn (x) Ψ†

↑(R+
x

2
)Ψ†

↓(R−
x

2
) (24)

Les mêmes remarques qu’au § 1-a-β s’appliquent : cet opérateur crée successivement
les deux éléments de la paire en des points différents, avec des amplitudes de proba-
bilités données par la fonction d’onde interne χn (x) de la distance entre ces points.
L’opérateur champ est obtenu par conjugaison hermitique :

Φχn
(R) =

∫
d3x χ∗

n (x) Ψ↓(R−
x

2
)Ψ↑(R+

x

2
) (25)

Il sera souvent commode de revenir à l’utilisation d’opérateurs d’annihilation dans
une base d’états individuels d’impulsion donnée. Pour cela, on peut utiliser (deux
fois) la relation (A-14) du Chapitre XVI, qui conduit à :

Φχn
(R) =

1

L3

∫
d3x χ∗

n (x)
∑

k1,k2

eik1·(R− x
2 )eik2·(R+ x

2 )ak1,↓ak2,↑ (26)
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Remarque :

Pour des paires singulet, nous pourrions inverser ces relations comme nous l’avons
fait plus haut, et exprimer l’énergie d’interaction en fonction des opérateurs de
création et annihilation de paires. C’est cependant un peu plus compliqué dans ce
cas que pour des paires dans un même état de spin : comme nous le verrons au
§ 2-c-α, il faudrait alors faire intervenir un autre opérateur de création de paire
(dans un état triplet). Cela alourdirait les notations, et nous nous abstiendrons de
ce calcul.

2. Valeurs moyennes dans un état apparié

Calculons maintenant les valeurs moyennes d’opérateurs champ de paires, ou
de produit de deux opérateurs, dans un état apparié tel que défini dans le Chapitre
XVII. Pour cela nous allons utiliser les relations (13) ou (26), selon que les particules
sont dans le même état de spin ou un état de spin singulet. Dans les deux cas, le
calcul de la valeur moyenne dans un état apparié de ces opérateurs demande le
calcul des valeurs moyennes de produits d’opérateurs d’annihilation – c’est-à-dire de
valeurs moyennes “anormales” telles que nous les avons définies au Chapitre XVII.

2-a. Valeur moyenne d’un opérateur champ ; fonction d’onde de paires et paramètre
d’ordre

Les expressions des kets appariés ont été obtenues au § B-2 du Chapitre XVII
comme des produits tensoriels d’états de paires qui ne sont pas des états propres des
opérateurs nombres d’occupation. Ces paires ont toutes une impulsion totale nulle ;
nous supposons donc à partir de maintenant que K = 0. Nous allons voir que le calcul
de la valeur moyenne d’un opérateur champ de paires dans ces états permet de faire
apparaître une nouvelle fonction d’onde, que nous appellerons “fonction d’onde de
paires”.

α. Particules dans le même état de spin

Les relations (B-8) et (B-9) du Chapitre XVII donnent alors l’expression du
vecteur d’état apparié |Ψapp〉 pour un ensemble d’un grand nombre de particules :

|Ψapp〉 =
∏

⊗k∈D

exp
{√

2 gk a
†
ka

†
−k

}
|0〉 (27)

La fonction gk qui sert à construire cet état apparié est a priori totalement indépen-
dante des fonctions gnk qui définissent les opérateurs champ de paires. Dans de tels
états appariés, les populations des états d’une même paire restent toujours égales ;
les seules valeurs moyennes 〈ak1

ak2
〉 non nulles sont alors celles pour lesquelles les

deux opérateurs d’annihilation agissent sur les deux états d’une même paire, donc
d’impulsions opposées. Comme l’impulsion totale des paires est nulle, nous pouvons
prendre k1 = −k2 dans (13) et obtenir :

〈
Φχn

(R)
〉
=

1

L3
√
2

∫
d3x χ∗

n (x)
∑

k1

e−ik1·x 〈ak1
a−k1

〉

=

∫
d3x χ∗

n (x) φpaire (x) (28)
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où la “fonction d’onde de paires” (non normée) est celle qui a déjà été définie en
(D-6) au Chapitre XVII :

φpaire (x) = 〈x |φpaire〉 =
1

L3
√
2

∑

k

e−ik·x 〈aka−k〉 (29)

Moyennant un changement de signe de la variable de sommation k, on voit que la
fonction d’onde de paires φ̄paire (k) en représentation impulsion s’écrit :

φ̄paire (k) = 〈k |φpaire〉 =
1

L3/2
√
2
〈a−kak〉 (30)

Nous remarquons au passage que la condition k1 = −k2 (nullité de l’impulsion totale
de chacune des paires) a fait disparaître la dépendance en R de la valeur moyenne〈
Φχn

(R)
〉
.

La valeur moyenne de l’opérateur champ de paires est donc :

〈
Φχn

(R)
〉
=
〈
Φχn

〉
= 〈χn |φpaire〉 (31)

Elle est indépendante de R, comme on pouvait s’y attendre du fait de l’invariance
par translation du système. En revanche, elle dépend de l’état interne |χn〉, et devient
maximale si |χn〉 est égal à l’état normé

∣∣φnorm
paire

〉
proportionnel à |φpaire〉 :

∣∣φnorm
paire

〉
=

|φpaire〉√
〈φpaire |φpaire〉

(32)

Ce calcul fait donc apparaître un nouvel état |φpaire〉, différent de l’état |χ〉 qui a
servi dans le Chapitre XVII à construire l’état apparié |Ψapp〉. Si l’on choisit comme
premier vecteur de la base |χ1〉 =

∣∣φnorm
paire

〉
, la valeur moyenne du champ est donnée

par :

〈
Φχ1

(R)
〉
=
〈
Φχ1

〉
=
√
〈φpaire |φpaire〉 (33)

Cette valeur moyenne
〈
Φχ1

(R)
〉

est souvent appelée “paramètre d’ordre des paires” ;
sa non-nullité est importante, car elle traduit l’existence d’un champ construit col-
lectivement par les paires. Ici, la valeur moyenne de ce champ ne dépend pas de
R, car l’état apparié a été construit à partir de paires d’impulsion K = 0 dont la
fonction d’onde du centre de masse est une constante.

Les valeurs moyennes 〈aka−k〉, qui déterminent selon (29) la fonction d’onde
de paire, ont été dénommées “valeurs moyennes anormales” au § C-3 du Chapitre
XVII, car elles concernent des opérateurs ne conservant pas le nombre de particules.
Pour des bosons dans le même état de spin, la relation (C-52) de ce chapitre indique
que :

〈aka−k〉 = −e2iζk shθk chθk (34)

Bien sûr, on peut se demander l’utilité du calcul d’une valeur moyenne anormale,
alors qu’elle ne peut être que nulle dans un état où le nombre total de particules
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est déterminé. Nous verrons cependant au § 2-b que ces valeurs moyennes anor-
males fournissent un outil commode pour calculer les valeurs moyennes d’opérateurs
conservant le nombre total de particules, donc plus directement interprétables phy-
siquement.

Pour des bosons, les opérateurs ak et a−k commutent, de sorte que la définition
(29) montre que la fonction d’onde φpaire (x) est paire :

φpaire (−x) = φpaire (x) (35)

La valeur moyenne (31) du champ est donc nulle pour tout état χn de la base dont la
fonction d’onde est impaire : le postulat de symétrisation vis-à-vis des constituants
de la paire impose que celle-ci ne peut pas se trouver dans un état orbital impair 1.

β. Paires singulet

Pour des fermions dans un état singulet, ce sont les relations (B-11) et (B-12)
du Chapitre XVII qui fournissent le vecteur d’état apparié |ΨBCS〉 :

|ΨBCS〉 =
∏

⊗k

exp
[
gk a

†
k,↑a

†
−k,↓

]
|0〉 (36)

D’autre part, pour obtenir l’opérateur champ, il nous faut selon (26) associer un
indice de spin ↓ à l’état k, et un indice de spin ↑ à l’état −k. A nouveau, la valeur
moyenne du produit d’opérateurs d’annihilation n’est non nulle que si leurs vecteurs
d’onde sont opposés, et la relation (26) conduit alors à :

〈
Φχn

(R)
〉
=

1

L3

∫
d3x χ∗

n (x)
∑

k

e−ik·x 〈ak,↓a−k,↑〉

= 〈χn |φpaire〉 (37)

avec la définition (D-14) du Chapitre XVII de l’état |φpaire〉 non normé de fonction
d’onde :

φpaire (x) = 〈x |φpaire〉 =
1

L3

∑

k

e−ik·x 〈ak,↓a−k,↑〉 (38)

De façon équivalente, on peut définir la fonction d’onde de paires en représentation
impulsion φ̄paire (k) par :

φ̄paire (k) =
1

L3/2
〈a−k,↓ak,↑〉 (39)

Cette fonction d’onde s’interprète comme celle qui définit les variables orbitales
d’une paire dans l’état singulet. Comme en (32), on définit le ket normé

∣∣φnorm
paire

〉
. La

valeur moyenne (37) du champ est nulle si |χn〉 est orthogonal à
∣∣φnorm

paire

〉
, maximale

pour |χn〉 = |χ1〉 =
∣∣φnorm

paire

〉
et vaut alors :

〈
Φχ1

(R)
〉
=
〈
Φχ1

〉
=
√
〈φpaire |φpaire〉 (40)

1. Si les particules constituantes de la paire étaient des fermions dans le même état de
spin, ces conclusions seraient inversées. La fonction d’onde de paire serait impaire (du fait de
l’anticommutation des opérateurs ak et a−k) ; les valeurs moyennes pour des états internes χn

pairs seraient nulles.
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Ce maximum définit le paramètre d’ordre du système physique, et traduit l’existence
d’un champ créé de façon coopérative par les paires. Comme plus haut, l’absence de
dépendance en R de la valeur moyenne est liée à la nullité de l’impulsion totale de
chaque paire.

Les valeurs moyennes qui interviennent dans sa définition sont données par la
relation (C-42) du Chapitre XVII :

〈ak,↓a−k,↑〉 = u∗kvk = sin θk cos θk e
2iζk (41)

(dans l’état BCS, les θk et ζk sont des fonctions paires de k). Nous avons remarqué
à la fin du § C-1-a de ce chapitre que, dans le cas particulier où les θk sont, soit nuls,
soit égaux à π/2, le ket apparié se réduit à un état de Fock de particules individuelles,
donc un ket sans appariement. Comme (41) s’annule alors, nous constatons que la
fonction d’onde de paires s’annule en l’absence d’appariement.

2-b. Valeur moyenne d’un produit de deux opérateurs de champ ; factorisation du
paramètre d’ordre

Les opérateurs de champ ne conservent pas le nombre de particules, contrai-
rement aux opérateurs usuels comme l’hamiltonien, l’impulsion totale, la densité
double, etc. En revanche, le produit d’opérateurs Φ†

χn
(R) Φχn′ (R

′) conserve ce
nombre, et peut s’avérer un outil plus directement facile à interpréter physiquement
pour caractériser les propriétés des paires.

α. Particules dans le même état de spin

La relation (13) fournit maintenant :

〈
Φ†
χn

(R)Φχn′ (R
′)
〉
=

1

2L6

∫
d3x χn (x)

∫
d3x′ χ∗

n′ (x′)×

×
∑

k1,k2,k3,k4

e−ik1·(R+x
2 )e−ik2·(R− x

2 )eik3·(R′− x′

2 )eik4·(R′+ x′

2 )
〈
a†k1

a†k2
ak3

ak4

〉

(42)

Les intégrales sur d3x et d3x′ font apparaître des transformées de Fourier gnk des
fonctions d’onde χn (x) :

gnk =
1

L3/2

∫
d3x e−ik·x χn (x) (43)

Nous avons donc :

〈
Φ†
χn

(R) Φχn′ (R
′)
〉
=

1

2L3

∑

k1,k2,k3,k4

gn

(
k1 − k2

2

)
g∗n′

(
k4 − k3

2

)
×

× ei[(k3+k4)R
′−(k1+k2)·R]·

〈
a†k1

a†k2
ak3

ak4

〉

(44)

où, pour la commodité de l’écriture, nous avons noté gn(k) les transformées de
Fourier gnk .
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Calcul de la valeur moyenne
〈
a†k1

a†k2
ak3

ak4

〉

Ce calcul est du même type que celui du § D du Chapitre XVII (ou que celui
qui sera fait au § 3-a-β du Complément BXVII pour l’énergie d’interaction). Les trois
cas suivants sont possibles :

– (I) Termes de “diffusion vers l’avant” obtenus, soit pour k4 = k1 et k3 = k2

(termes directs), soit k3 = k1 et k4 = k2 (termes d’échange). Nous supposons que ces
diffusions vers l’avant concernent deux paires différentes, c’est-à-dire que k1 6= ±k2.
Comme :
〈
a†k1

a†k2
ak2

ak1

〉
= η

〈
a†k1

a†k2
ak1

ak2

〉
= 〈n̂k1

〉 〈n̂k2
〉 (45)

leur somme fournit la contribution :

〈
Φ†
χn

(R)Φχn′ (R
′)
〉
avant

=
1

2L3

∑

k1,k2

gn (k) [g
∗
n′ (k) + ηg∗n′ (−k)] eiK·(R′−R) 〈n̂k1

〉 〈n̂k2
〉 (46)

(comme au § D-1-a du Chapitre XVII, nous pouvons considérer les sommes sur k1 et
k2 comme indépendantes, car l’erreur commise en ignorant la contrainte k1 6= ±k2

est négligeable si le volume L3 est grand) avec la notation :

K = k1 + k2

k =
k1 − k2

2
(47)

Lorsque gn′ (k) est de parité η, les deux termes du crochet de (46) se doublent, et
l’on obtient la relation plus simple :

〈
Φ†
χn

(R)Φχn′ (R
′)
〉
avant

=
1

L3

∑

k1,k2

gn (k) g
∗
n′ (k) eiK·(R′−R) 〈n̂k1

〉 〈n̂k2
〉 (48)

Ce résultat ne dépend que de la différence R − R′ (invariance par translation) ; il
tend vers zéro lorsque |R′ −R| devient plus grand que l’inverse de la largeur de la
distribution en impulsion K de la fonction du second membre de (46), sommée sur
la différence des impulsions k.

– (II) Termes d’annihilation-création de paires différentes, obtenus pour k2 =
−k1 et k4 = −k3, avec k4 6= ±k2. Leur contribution s’écrit :

〈
Φ†
χn

(R)Φχn′ (R
′)
〉
paire-paire

=
1

2L3

∑

k1

〈
a†k1

a†−k1

〉
gn (k1)

∑

k4

〈
a−k4

ak4

〉
g∗n′ (k4) 〈χn′ |k4〉 (49)

Or, d’après (30) et la définition (2) des composantes de Fourier de chaque état de
paire |χn〉 :

1

L3/2
√
2

∑

k4

〈a−k4
ak4
〉 g∗n′ (k4) =

∑

k4

〈k4 |φpaire〉 〈χn′ |k4〉 = 〈χn′ |φpaire〉 (50)
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La somme sur k1 se calcule de même, au prix d’une simple conjugaison complexe.
Dans le second membre de (49) apparaissent alors deux produits scalaires, et :

〈
Φ†
χn

(R)Φχn′ (R
′)
〉
paire-paire

= 〈φpaire |χn〉 〈χn′ |φpaire〉 (51)

Contrairement à la précédente, cette contribution est indépendante de R−R′.
– (III) Termes d’annihilation-création de la même paire, obtenus pour k1 =

−k2 = ±k3 = ∓k4, qui sont un cas particulier des termes de la somme (46) lorsque
k1 = −k2, et ne nécessitent donc pas de calcul spécifique. Enfin, les termes k1 = k2

que nous avons ignorés en (I) et pour lesquels tous les k sont égaux, ne contiennent
qu’une seule sommation sur les vecteurs d’onde, et sont donc négligeables devant la
somme (46) ; nous n’en tiendrons pas compte.

Le total (I) + (II) donne donc :

〈
Φ†
χn

(R) Φχn′ (R
′)
〉
=
〈
Φ†
χn

(R)Φχn′ (R
′)
〉
avant

+
〈
Φ†
χn

(R)Φχn′ (R
′)
〉
paire-paire

(52)

où seul le second terme du second membre ne tend pas vers zéro lorsque |R′ −R|
devient grand, ce qui traduit l’existence d’un ordre non diagonal à grande distance.
Selon (51), ce second terme est maximal lorsque les deux états internes |χn〉 et |χn′〉
sont égaux à l’état

∣∣φnorm
paire

〉
défini en (32). Il correspond à l’existence du champ

coopératif des paires dans l’état externe d’impulsion externe totale K = 0 et dans
l’état interne

∣∣φnorm
paire

〉
.

La comparaison de (31) et (51) indique que :

〈
Φ†
χn

(R)Φχn′ (R
′)
〉
paire-paire

=
〈
Φχn

(R)
〉∗
×
〈
Φχn′

(R′)
〉

(53)

La partie paire-paire de la fonction de corrélation à deux points se factorise donc en
un produit de deux fonctions de corrélations à un point ; pour n = 1, on retrouve
la fonction que nous avions appelée “paramètre d’ordre”. Comme nous l’avons déjà
remarqué au § 2-a-α, le fait que les paires aient été placées dans un état d’impulsion
totale nulle explique pourquoi toute dépendance en R et R′ a disparu des deux
membres de (53), mais ce point n’est pas essentiel. Ce qui est plus important est
de remarquer que l’introduction d’un tel paramètre d’ordre, qui pourrait a priori
paraître peu physique dans la mesure où c’est une valeur moyenne ne conservant
pas le nombre de particules, peut en fait se révéler très utile pour le calcul d’autres
grandeurs plus physiques. Nous ferons le lien entre la relation de factorisation (53)
et le critère de Penrose-Onsager de condensation de Bose-Einstein au § 2-b-γ.

β. Paires singulet

L’utilisation de (26) à la place de (13) conduit alors à une relation très sem-
blable à (42) ; le facteur 1/2 est toutefois absent dans ce cas, et il faut effectuer la
substitution :
〈
a†k1

a†k2
ak3

ak4

〉
⇒
〈
a†k1,↑

a†k2,↓ak3,↓
ak4,↑

〉
(54)
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La relation (44) devient alors :

〈
Φ†
χn

(R) Φχn′ (R
′)
〉
=

1

L3

∑

k1,k2,k3,k4

gn

(
k1 − k2

2

)
g∗n′

(
k4 − k3

2

)
×

× ei[(k3+k4)·R′−(k1+k2)·R]
〈
a†k1,↑

a†k2,↓ak3,↓
ak4,↑

〉 (55)

Le reste du calcul est très semblable à celui fait ci-dessus. Il s’introduit la somme de
plusieurs termes :

– (I) Termes de diffusion vers l’avant obtenus pour k4 = k1 et k3 = k2 ; dans
deux paires différentes, on détruit une particule, puis on la re-crée dans le même
état individuel (du fait de la présence des indices de spin, il n’existe pas de terme
d’échange dans ce cas). Le calcul est le même que celui qui a mené à (48) pour des
particules sans spin ; avec la notation (47) des vecteurs d’onde, on obtient ici :

〈
Φ†
χn

(R)Φχn′ (R
′)
〉
avant

=
1

L3

∑

k1,k2

gn (k) g
∗
n′ (k) eiK·(R′−R) 〈n̂k1,↑〉 〈n̂k2,↓〉 (56)

avec la définition (47) de K et k.
– (II) Termes d’annihilation-création de paires différentes, obtenus pour k2 =

−k1 et k4 = −k3, avec k4 6= k1. Cette fois, le calcul est le même que celui qui a
mené à (51). Le second membre de (55) devient alors :

1

L3

∑

k1,k4

gn (k1) g
∗
n′ (k4)

〈
a†k1↑a

†
−k1↓a−k4↓ak4↑

〉
(57)

Compte tenu de la définition (38) de la fonction d’onde de paires dans ce cas, on
obtient à nouveau :
〈
Φ†
χn

(R)Φχn′ (R
′)
〉
paire-paire

= 〈φpaire |χn〉 〈χn′ |φpaire〉 (58)

Comme précédemment, le fait que l’état apparié ait été construit à partir de paires
d’impulsion totale nulle explique pourquoi toute dépendance en R a disparu de cette
valeur moyenne.

– (III) Termes d’annihilation-création de la même paire, obtenus pour k2 =
k3 = −k1 = −k4 ; ils sont en 〈n̂k1,↑〉

〈
n̂−k1,↓

〉
et déjà inclus dans les termes (I). Les

termes où tous les k sont égaux sont négligés pour la même raison que plus haut.

En résumé, comme plus haut, on trouve donc :
〈
Φ†
χn

(R) Φχn′ (R
′)
〉
=
〈
Φ†
χn

(R)Φχn′ (R
′)
〉
avant

+
〈
Φ†
χn

(R)Φχn′ (R
′)
〉
paire-paire

=
〈
Φ†
χn

(R)Φχn′ (R
′)
〉
avant

+ 〈Φχn
(R)〉∗

〈
Φχn′ (R

′)
〉

(59)

Au total, nous arrivons aux mêmes résultats que pour des bosons sans spin, avec le
même ordre non diagonal à grande distance des paires, ainsi que la factorisation (53)
des paramètres d’ordre. Nous verrons dans le Complément CXVII que ce paramètre
d’ordre à grande distance est intimement lié à la nature de la transition BCS. Ici
aussi, les valeurs moyennes anormales s’avèrent un outil utile pour le calcul de valeurs
moyennes normales conservant le nombre de particules.
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γ. Lien avec la condensation de Bose-Einstein de paires

Il existe un lien étroit entre le paramètre d’ordre des paires et l’existence d’une
condensation de Bose-Einstein de paires de particules. Pour le voir, il est commode
d’introduire l’opérateur densité à deux particules, en nous limitant pour simplifier
au cas où les particules n’ont pas de spin. L’opérateur densité à une particule ρI pour
un ensemble de particules identiques est donné en fonction de l’opérateur champ par
ses éléments de matrice (B-26) au Chapitre XVI :

〈r′, ν′| ρI |r, ν〉 =
〈
Ψ†
ν(r)Ψν′(r′)

〉
(60)

où r est la position de la particule et ν son spin. Pour des paires, on peut écrire par
analogie 2 :

〈R′, χn′ | ρpaire
I |R, χn〉 =

〈
Φ†
χn

(R)Φχn′ (R
′)
〉

(61)

où R est la position du centre de masse ; χn et χn′ définissent l’état interne de la
paire ; l’indice n joue donc un rôle analogue à celui du spin pour une particule unique
(même s’il correspond ici à un état orbital interne).

En représentation impulsion, cet opérateur densité a pour éléments de matrice
diagonaux :

〈K′, χn| ρpaire
I |K′, χn〉 =

1

L3

∫
d3R

∫
d3R′ eiK

′·(R−R′) 〈Φ†
χn

(R)Φχn
(R′)

〉
(62)

Comme
〈
Φ†
χn

(R)Φχn′ (R
′)
〉

ne dépend que de R−R′, nous effectuons le changement
de variables X = R − R′ ; l’intégrale sur d3R s’effectue alors immédiatement et
compense le facteur 1/L3, de sorte que :

〈K′, χn| ρpaire
I |K′, χn〉 =

∫
d3X eiK

′·X 〈
Φ†
χn

(R)Φχn
(R−X)

〉
(63)

Si nous reportons dans ce résultat la relation (52), nous obtenons la somme d’une
contribution du terme de diffusion vers l’avant et du terme paire-paire.

(i) Le premier s’obtient par report de (48) dans (63). L’intégrale sur d3X fait
alors apparaître une fonction delta δK,K′ ainsi qu’un facteur L3 qui compense celui
du dénominateur. La somme k1 + k2 est alors fixée à la valeur K′, de sorte que la
double sommation sur k1 et k2 se réduit à une somme sur k. On obtient alors :

∑

k

|gn (k)|2
〈
n̂K′

2 +k

〉〈
n̂K′

2 −k

〉
(64)

Ce résultat présente une variation régulière en K′ qui provient de la dépendance en
nombre d’onde des nombres d’occupation.

(ii) Le terme paires-paires contient l’intégrale de la fonction (53), qui est un
produit de deux paramètres d’ordres constants ; il conduit donc à :

δK′,0 L
3
∣∣〈Φχn

〉∣∣2 (65)

2. Comme nous le verrons au § 3, les opérateurs champ de paires ne satisfont pas exactement
aux relations de commutation de bosons. L’opérateur (61) n’est donc pas au sens strict un opérateur
densité ; pour souligner cette différence, on qualifie parfois ρpaire

I de “quasi-opérateur densité”.
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La présence de la fonction delta δK′,0 indique donc que le niveau K′ = 0 possède une
population (nombre de quanta du champ de paires) supplémentaire, qui n’apparaît
pour aucune autre valeur de l’impulsion K′ ; cette population n’est autre que le carré
du paramètre d’ordre, multiplié par le volume du système ; elle est donc extensive.
C’est l’indication que le système physique est le siège d’une condensation de Bose-
Einstein des paires. Le fait que la population correspondante soit proportionnelle
au carré du paramètre d’ordre indique bien le lien étroit qui existe entre ordre non
diagonal à longue distance, paramètre d’ordre, et existence d’une condensation. La
factorisation qui apparaît dans (53) est souvent appelée “critère de condensation de
Penrose-Onsager”.

2-c. Application au calcul de la fonction de corrélation (paires singulet)

Les valeurs moyennes de produits d’opérateurs de champs de paires sont éga-
lement utiles pour obtenir les fonctions de corrélation entre particules. Nous allons
voir en particulier que la fonction de corrélation G2 est la somme d’un terme “inco-
hérent”, indépendant des positions, et d’un terme cohérent où intervient la fonction
d’onde de paires définie plus haut. Afin de ne pas allonger l’exposé, nous nous limi-
tons à la discussion au cas où le système physique étudié est en ensemble de fermions
sont décrits par un état apparié de paires singulet 3, mais la transposition à celui des
particules sans spin ne pose aucun problème particulier.

La relation (24) définit le conjugué de l’opérateur champ de paires en fonction
de produits d’opérateurs de création de ses particules constituantes ; nous allons
dans un premier temps inverser cette relation.

α. Inversion de la relation entre champs

La relation de fermeture sur la base orthonormée des fonctions d’onde χp (r)
avec p = 1, 2, ... s’écrit :
∑

n

χ∗
n (x

′) χn (x) = δ (x− x′) (66)

Dans cette somme sur n, il faut inclure aussi bien des fonctions orbitales χn (x)
paires (le champ de paires Φχn

associé décrit alors des fermions appariés dans un
état singulet) qu’impaires (le champ de paires décrit des fermions appariés dans
un état triplet). Multiplions alors (24) par χ∗

n (x
′) et effectuons la somme sur n. Il

apparaît alors sous l’intégrale du second membre la relation de fermeture (66), et il
vient :

∑

n

χ∗
n (x

′) Φ†
χn

(R) = Ψ†
↑(R+

x′

2
)Ψ†

↓(R−
x′

2
) (67)

Donc :

Ψ†
↑(r1)Ψ

†
↓(r2) =

∑

n

χ∗
n (r1 − r2) Φ†

χn

(
r1 + r2

2

)
(68)

3. Nous étudierons les bosons condensés au Complément EXVII. Nous verrons alors que les
caractéristiques de l’état apparié des états k 6= 0 ne sont pas principalement déterminées par les
interactions au sein de cet état apparié, mais par celles avec un condensat k = 0, extérieur à l’état
apparié. Il s’agit alors d’un cas complètement différent.
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Créer deux particules de spins opposés aux points r1 et r2 revient donc à créer une
superposition cohérente de paires de centre de masse (r1 + r2) /2, dans un état de
spin soit singulet soit triplet, et dont les coefficients sont les fonctions d’onde χ∗

n

prises à une position r1 − r2.
On peut calculer la valeur moyenne de cette expression dans un état apparié

en utilisant la relation (37), ce qui conduit à :
〈
Ψ†

↑(r1)Ψ
†
↓(r2)

〉
=
∑

n

χ∗
n (r1 − r2) 〈χn |φpaire〉 (69)

Comme φpaire est une fonction paire, on voit immédiatement que seules les χn qui
sont également paires contribuent à cette valeur moyenne ; les champs de paires
triplet ont une valeur moyenne nulle dans un état condensé en paires singulet.

Nous pouvons, comme au § 2-a-β, choisir pour les |χn〉 une base donc le premier
ket |χ1〉 coïncide avec le ket de paires normé

∣∣φnorm
paire

〉
. Il vient alors :

〈
Ψ†

↑(r1)Ψ
†
↓(r2)

〉
=

φ∗paire(r1 − r2)√
〈φpaire |φpaire〉

〈φpaire |φpaire〉√
〈φpaire |φpaire〉

= φ∗paire(r1 − r2) (70)

β. Fonction de corrélation à 4 points

Selon (68), la fonction de corrélation à 4 points (pour des spins opposés) peut
s’écrire :
〈
Ψ†

↑(r1)Ψ
†
↓(r2)Ψ↓(r

′
2)Ψ↑(r

′
1)
〉

=
∑

n,n′

χ∗
n (r1 − r2)χn′ (r′1 − r′2)

〈
Φ†
χn

(
r1 + r2

2

)
Φχn′

(
r′1 + r′2

2

)〉
(71)

Elle s’exprime en fonction des valeurs moyennes de produits d’opérateurs de création
et d’annihilation de paires, donc comme des valeurs moyennes de produits de champs
pour lesquels l’indice n joue le rôle d’état interne de la “molécule”. Nous montrons
ci-dessous qu’elle s’écrit :
〈
Ψ†

↑(r1)Ψ
†
↓(r2)Ψ↓(r

′
2)Ψ↑(r

′
1)
〉
= G1 (r1, ↑; r′1, ↑)×G1 (r2, ↓; r′2, ↓)

+ φ∗paire (r1 − r2)× φpaire (r
′
1 − r′2) (72)

où G1 (r, ↑; r′, ↑) est la fonction de corrélation non diagonale à une particule, trans-
formée de Fourier de 〈nk,↑〉 :

G1 (r, ↑; r′, ↑) =
∑

k

eik·(r
′−r) 〈nk,↑〉 (73)

avec une définition semblable pourG1 (r, ↓; r′, ↓), le nombre d’occupation 〈nk,↑〉 étant
simplement remplacé par 〈nk,↓〉 ; la fonction d’onde de paires φpaire a été définie en
(38).

La fonction G1 (r, ↑; r′, ↑), transformée de Fourier d’une fonction régulière
〈nk,↑〉, tend vers zéro si la différence |r − r′| dépasse une certaine limite (micro-
scopique) ; seuls subsistent alors les termes de la seconde ligne de (72). Supposons
donc que les deux positions r1 et r2 soient groupées à faible distance, ainsi que les
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deux positions r′1 et r′2, mais que ces deux groupes de positions soient mutuellement
éloignés. La fonction de corrélation non diagonale se factorise alors en un produit de
fonctions φpaire, et l’on retrouve alors une situation qui rappelle fortement le critère
de Penrose-Onsager de condensation de Bose-Einstein pour des bosons (Complément
AXVI, § 3-a), mais au niveau de la fonction de corrélation non diagonale à quatre
points au lieu de deux. Puisque la norme de φpaire est le paramètre d’ordre, le rôle
important de ce paramètre apparaît ici aussi.

Un cas particulier important de la fonction de corrélation à 4 points est la
fonction de corrélation (diagonale) à deux corps pour des spins opposés :

G2 (r1, ↑; r2, ↓) =
〈
Ψ†

↑(r1)Ψ
†
↓(r2)Ψ↓(r2)Ψ↑(r1)

〉
(74)

L’intensité du champ de paires s’écrit donc :

G2 (r1, ↑; r2, ↓) =
1

L6

∑

k1,k2

〈n̂k1,↑〉 〈n̂k2,↓〉+ |φpaire (r1 − r2)|2

=

〈
N̂↑
〉〈

N̂↓
〉

L6
+ |φpaire (r1 − r2)|2 (75)

Nous retrouvons donc la relation (D-17) du Chapitre XVII, par une autre méthode.
La fonction de corrélation à deux corps est la somme d’une contribution indépen-
dante des positions, ne comportant aucune corrélation, et du carré du module de la
fonction d’onde de paires. Cette seconde contribution provient du terme qui, pour
les paires, traduit l’existence d’un ordre non diagonal à grande distance (condensa-
tion de Bose-Einstein). Il s’agit là d’une propriété importante qui est à la base du
mécanisme BCS, et sur laquelle nous reviendrons plus en détail dans le Complément
BXVII.

Démonstration :

Nous pouvons reporter dans (71) les relations (56) et (58). Dans le terme de diffusion
vers l’avant apparaît l’expression suivante :

∑

n,n′

χ∗
n (r1 − r2)χn′

(
r
′
1 − r

′
2

)
gn (k) g∗n′ (k) eiK·(r′1+r′2−r1−r2)/2

=
∑

n,n′

〈χn |r1 − r2〉
〈
r
′
1 − r

′
2 |χn′〉 〈k |χn〉 〈χn′ |k〉 eiK·(r′1+r′2−r1−r2)/2

= 〈k |r1 − r2〉
〈
r
′
1 − r

′
2 |k〉 eiK·(r′1+r′2−r1−r2)/2

=
1

L3
ei(k2−k1)·(r′1−r′2−r1+r2)/2 ei(k1+k2)·(r′1+r′2−r1−r2)/2

=
1

L3
eik2·(r′1−r1) eik1·(r′2−r2) (76)

où k et K sont définis en (47). Par insertion dans (71), nous obtenons alors le premier
terme du second membre de (72).
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Le terme d’annihilation-création de paires (58) fournit pour sa part :
〈
Ψ†

↑(r1)Ψ
†
↓(r2)Ψ↓(r

′
2)Ψ↑(r

′
1)
〉

paire-paire

=
∑

n,n′

χ∗
n (r1 − r2)χn′

(
r
′
1 − r

′
2

)
〈φpaire |χn〉 〈χn′ |φpaire〉

=
∑

n,n′

〈
r
′
1 − r

′
2 |χn′〉 〈χn′ |φpaire〉 × 〈φpaire |χn〉 〈χn |r1 − r2〉

= φ∗
paire (r1 − r2)× φpaire

(
r
′
1 − r

′
2

)
(77)

et nous obtenons donc bien le second terme du second membre de (72). Seuls les
champs de paire singulet (associés à des fonctions χn paires) contribuent à ce terme.

3. Relations de commutation des opérateurs champ

Nous étudions maintenant les relations de commutation entre les opérateurs
champ de paires que nous avons définis plus haut. Le “théorème spin-statistique”
(Chapitre XIV, § C.1) indique que les particules de spin entier sont des bosons,
celles de spin demi-entier des fermions. Considérons donc deux fermions appariés ;
les règles de composition du moment cinétique (Chapitre X) indiquent que le spin du
système composite ainsi obtenu est nécessairement entier. Intuitivement, on pourrait
donc penser que tout ensemble de deux fermions liés se comporte comme un boson ; le
but de cette dernière partie est de discuter cette question en examinant les relations
de commutations entre opérateurs AK et A†

K. Nous mettrons ainsi en évidence les
corrections qu’introduit la structure fermionique sous-jacente.

3-a. Particules dans le même état de spin

Nous commençons par le cas simple des particules sans spin, qui permet de
comprendre l’essentiel des propriétés de commutation intéressantes des opérateurs
de paires. Si les paires créées et annihilées par les opérateurs AK et AK′ étaient
vraiment des bosons, le commutateur de ces deux opérateurs devrait être égal à
δKK′ . Nous allons voir que le commutateur contient effectivement un tel terme,
mais qu’il s’y ajoute des corrections.

α. Relations de commutation des AK,n

Tout produit de deux opérateurs de création commute avec tout produit de
deux opérateurs de création (pour des fermions, deux signes moins se compensent
quand se croisent des produits de deux opérateurs) ; il en est de même pour deux
produits de deux opérateurs d’annihilation. Nous avons donc :
[
A†

K,n, A
†
K′,n′

]
= 0

[
AK,n, AK′,n′

]
= 0 (78)

Reste alors à calculer le commutateur de AK,n et A†
K′,n′ :

[
AK,n, A

†
K′,n′

]
=

1

2

∑

k

(gnk)
∗∑

k′

gn
′

k′

[
aK

2 −kaK
2 +k , a

†
K′

2 +k′
a†

K′

2 −k′

]
(79)
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Nous montrons ci-dessous (§ 3-a-β) que :
[
AK,n, A

†
K′,n′

]
= δK,K′ δn,n′ + 2η

∑

k

(gnk)
∗
gn

′

K−K′

2 +k
a†
K′−(K/2)−k

a(K/2)−k

= δK,K′ δn,n′ + 2η
∑

κ

(
gn
κ−K

2

)∗
gn

′

κ−K′

2

a†K′−κ aK−κ (80)

(dans la seconde ligne, nous avons posé κ = k + K/2 et utilisé la parité η de la
fonction g) ; si besoin est, on peut faire disparaître le coefficient η du second membre
à condition de changer le signe de l’indice inférieur de g (ou de celui de g∗).

Le second membre de (80) contient un premier terme δK,K′ δn,n′ , qui repro-
duit exactement le commutateur de deux bosons pouvant se trouver dans des états
internes n et n′ (états de spin par exemple) : ce commutateur n’est non nul que si,
à la fois, les variables externes et internes coïncident (dans le cas présent, ces états
internes sont cependant de nature orbitale). Ce premier terme est toutefois suivi
d’un terme additionnel qui montre que la structure fermionique des paires continue
à jouer un rôle. C’est d’ailleurs un opérateur à une particule au sens défini au § B
du chapitre XV ; la relation (B-12) de ce chapitre permet de calculer les éléments de
matrice de l’opérateur correspondant f̂ . Le fait que le terme additionnel contienne
des opérateurs de création et d’annihilation dans l’ordre normal montre qu’il s’an-
nule à la limite des populations des états individuels qui tendent vers zéro ; dans
cette limite, les paires sont assimilables à des bosons.

Lorsque K′ = K et n = n′ (mêmes états internes et externes pour les paires),
on obtient la relation plus simple :

[
AK,n, A

†
K,n

]
= 1 + 2η

∑

κ

∣∣∣gnκ−K
2

∣∣∣
2

n̂K−κ (81)

avec la définition habituelle de l’opérateur population n̂k :

n̂k = a†kak (82)

Les corrections à une commutation purement bosonique sont alors proportionnelles
aux populations des états individuels (états des particules constituant les paires), ce
qui confirme que ces corrections deviennent négligeables dans la limite où la somme
de ces populations est suffisamment faible.

β. Démonstration

Dans un premier temps, évaluons le commutateur :
[
a1a2 , a

†
3a

†
4

]
= a1a2a

†
3a

†
4 − a†3a†4a1a2 (83)

où 1, 2, 3, 4 sont des indices repérant des états individuels quelconques. Nous avons :

a1a2a
†
3a

†
4 = δ23 a1a

†
4 + η a1a

†
3a2a

†
4

= δ23 a1a
†
4 + ηδ13 a2a

†
4 + a†3a1a2a

†
4

= δ23 a1a
†
4 + ηδ13 a2a

†
4 + δ24 a

†
3a1 + η a†3a1a

†
4a2

= δ23 a1a
†
4 + ηδ13 a2a

†
4 + δ24 a

†
3a1 + η δ14 a

†
3a2 + a†3a

†
4a1a2 (84)
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de sorte que :
[
a1a2 , a

†
3a

†
4

]
= δ23 a1a

†
4 + δ24 a

†
3a1 + η

[
δ13 a2a

†
4 + δ14 a

†
3a2

]
(85)

Mettons maintenant tous les opérateurs dans l’ordre normal ; il vient 4 :

[
a1a2 , a

†
3a

†
4

]
= δ23δ14 + ηδ13δ24 + δ24 a

†
3a1 + δ13 a

†
4a2 + η

[
δ23 a

†
4a1 + δ14 a

†
3a2

]

(86)

Le commutateur qui apparaît au second membre de (79) est donc égal à :

δK,K′ δk,k′ + ηδK,K′ δk,−k′ +
[
δ(K−K′)/2,−k−k′ a†(K′/2)+k′ a(K/2)−k

+ δ(K−K′)/2,k+k′ a†(K′/2)−k′ a(K/2)+k

+ηδ(K−K′)/2,k′−k a
†
(K′/2)−k′ a(K/2)−k + ηδ(K−K′)/2,k−k′ a†(K′/2)+k′ a(K/2)+k

]

(87)

Si nous reportons les deux premiers termes dans (79), nous obtenons la contribution

suivante au commutateur
[
AK,n, A

†
K′,n′

]
:

1

2
δK,K′

∑

k

(gnk)
∗
[
gn

′

k + ηgn
′

−k

]
= δK,K′

∑

k

(gnk)
∗ gn

′

k = δK,K′ δn,n′ (88)

où nous avons tenu compte de la parité en k des fonctions gnk , indiquée dans la
relation (A-4) du Chapitre XVII, et du fait que les états internes sont orthonormés.
Comme mentionné plus haut, ce δK,K′ δn,n′ est exactement celui que l’on attend
pour la relation de commutation de bosons.

Il est cependant suivi dans (87) de quatre autres termes, qui s’écrivent :

1

2

∑

k

(gnk)
∗ gn

′

−K−K′

2
−k

a†
K′−(K/2)−k

a(K/2)−k

1

2

∑

k

(gnk)
∗ gn

′

K−K′

2
−k

a†
K′−(K/2)+k

a(K/2)+k

η

2

∑

k

(gnk)
∗ gn

′

K−K′

2
+k

a†
K′−(K/2)−k

a(K/2)−k

η

2

∑

k

(gnk)
∗ gn

′

−K−K′

2
+k

a†
K′−(K/2)+k

a(K/2)+k (89)

Dans chacun d’entre eux, on peut changer le signe de l’indice muet de sommation
k sans modifier le résultat, ou encore effectuer des changements de signes dans les
indices des fonctions g ou g∗ (moyennant l’introduction d’un facteur η). Ainsi, dans
le second terme, on peut changer le signe des indices des deux fonctions g et g∗

(deux facteurs η se compensent alors), puis changer l’indice de sommation k en
−k : on voit alors que ce second terme double le premier. Pour le troisième terme,
il suffit de changer le signe de l’indice (K−K′) /2 + k de la fonction g (ce qui
introduit un facteur η compensant celui déjà présent) pour reproduire le premier
terme. Enfin, pour le quatrième, une opération de parité de la fonction g∗ suivie
d’un changement de l’indice de sommation k en −k le rend égal au premier. Les

4. Comme
[
ai, a

†
j

]

−η
= δij , on a aia

†
j = ηa†jai + δij .
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quatre termes sont donc égaux ; si nous choisissons par exemple la forme du troisième
et, si nous remplaçons l’indice de sommation k par κ = k + K/2, nous obtenons
bien (80).

γ. Relations de commutation des opérateurs champ de paires

Pour les mêmes raisons que celles invoquées plus haut (commutation de tout
produit de deux opérateurs d’annihilation), les opérateurs Φχn

(R) commutent tous
entre eux ; il en est de même des opérateurs adjoints Φ†

χn
(R). Il nous reste à examiner

les relations entre les Φχn
(R) et les Φ†

χn′
(R′). Les relations (11) et (12) indiquent

que :
[
Φχn

(R) ,Φ†
χn′

(R′)
]
=

1

2

∫
d3x χ∗

n (x)

∫
d3x′ χn′ (x′)

[
Ψ(R−x

2
)Ψ(R+

x

2
),Ψ†(R′+

x′

2
)Ψ†(R′−x′

2
)

]
(90)

Le calcul, que nous n’expliciterons pas (mais qui ne présente pas de difficulté parti-
culière), conduit à :
[
Φχn

(R) ,Φ†
χn′

(R′)
]

= δ (R−R′) δn,n′

+ 16

∫
d3x χ∗

n [x]χn′ [2 (R′ −R)− x] Ψ†(2R′ −R−x

2
)Ψ(R−x

2
)

= δ (R−R′) δn,n′

+ 16

∫
d3z χ∗

n (R
′−R− z)χn′ (R′ −R+ z)

×Ψ†(
R+R′ + z

2
+R′ −R) Ψ(

R+R′ + z

2
+R−R′) (91)

Dans la seconde forme du commutateur, plus symétrique, nous avons utilisé la nota-
tion z = R′−R−x. Ces relations sont les équivalentes en représentation position des
relations de commutation (80) en représentation impulsion (comme nous l’avons déjà
noté, il est possible de faire apparaître ou disparaître un facteur η devant l’intégrale
en changeant le signe de la variable d’une des deux fonctions χ∗

n ou χn′).
Le commutateur comprend donc plusieurs termes. En premier lieu, un terme

en δ (R−R′) δn,n′ , qui est celui de la relation de commutation d’un champ bosonique
habituel (ceci reste vrai, que les constituants de la paire soient des bosons ou des
fermions) ; le δn,n′ traduit le fait que des composantes du champ relatives à des
états internes orbitaux différents des paires commutent. A ce terme s’ajoute une
correction qui dépend de la structure de la paire caractérisée par les fonctions χn (r)
et χn′ (r). Nous retrouvons donc ce que nous avions déjà obtenu plus haut : un
premier terme bosonique simple, qui ne tient compte que des échanges simultanés
des deux constituants d’une “molécule” avec les deux d’une autre. Ce terme est suivi
d’une correction introduite par la possibilité d’autres échanges que ceux par paires
complètes. On remarque que cette correction s’exprime en fonction des opérateurs
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champ des constituants élémentaires, et non des paires ; ceci illustre également que
ce sont ces constituants eux-mêmes qui interviennent. C’est un opérateur à une
particule non diagonal en représentation position, puisqu’il détruit une particule
en un point r et en re-crée une au point r+ 2 (R′ −R), toujours situé à la même
distance.

Pour simplifier, supposons que les dimensions des “molécules” qui définissent
le champ de paires pour les deux états internes n et n′ concernés soient de l’ordre
d’une même dimension a0 ; les fonctions d’onde χn (r) et χn′ (r) s’annulent lorsque
r ≫ a0. Dans (91), les valeurs de x qui contribuent à l’intégrale sont celles pour
lesquelles aucune des deux fonctions χ∗

n [x] et χn′ [2 (R−R′)− x] ne prend de va-
leur négligeable ; pour cela il faut que, ni |x|, ni |2 (R−R′)− x|, ne soient grands
devant a0. Cette double condition impose que |R−R′| ≃ a0, cas auquel il existe des
valeurs de x pour lesquelles les deux fonctions prennent simultanément des valeurs
importantes ; la correction au commutateur n’est alors pas négligeable. En revanche,
si |R−R′| ≫ a0, il n’existe pas de recouvrement entre les domaines où chacune des
deux fonctions χ∗

n et χn′ prend des valeurs significatives ; l’intégrale sur d3z prend
alors une valeur très faible. Ainsi, la portée a0 de la fonction d’onde des molécules
joue également le rôle de portée de la correction au commutateur.

La limite a0 → 0 peut être obtenue en prenant les fonctions χ proportionnelles
à une fonction δε (Appendice II, § 1.b), de largeur tendant vers zéro lorsque ε → 0
et d’intégrale unité (prenant dans un domaine de volume de l’ordre de ε3 des valeurs
de l’ordre de 1/ε3). Supposons pour simplifier que n′ = n ; comme c’est le carré de
la fonction χn qui est normalisé à 1 (et non pas la fonction elle-même), ici il faut
prendre :

χn (r) ≃ ε3/2 δε (r) (92)

Avec cette substitution, l’intégrale sur d3z de (91) fait apparaître une fonction de
convolution de deux fonctions delta, ce qui introduit une fonction δ (R−R′) mul-
tipliée par l’opérateur Ψ† (R)Ψ (R) ; le coefficient ε3 de ce terme donne cependant
zéro à la limite où ε→ 0. Ainsi, si la taille des molécules est extrêmement faible de-
vant toutes les longueurs caractéristiques du système (par exemple la distance entre
molécules), les relations de commutation de l’opérateur champ sont-elles exactement
celles de champs associés à des bosons.

La conclusion de cette analyse est que, lorsque les “molécules” n’ont aucun
recouvrement spatial 5, les seuls échanges qui jouent un rôle sont par paires de leurs
constituants ; en revanche, quand les deux molécules ont un recouvrement, tous les
échanges individuels entre leurs constituants deviennent possibles. Si les molécules
sont peu liées, comme dans l’exemple du mécanisme BCS d’appariement de fermions
(Complément CXVII), il n’est pas possible de les traiter comme des bosons sans
structure, et la formule complète (91) du commutateur doit alors être utilisée.

3-b. Paires singulet

Etudions maintenant le cas de particules dans une paire singulet, comme au
§ 1-b.

5. Ceci n’exclut pas que la distance entre ces molécules soit petite ou comparable à la longueur
d’onde de de Broglie de leurs centres de masse.
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α. Relations de commutation des AK,n

Comme plus haut, tous les produits de deux opérateurs de création commutent
avec tous les produits de deux opérateurs de création ; il en est de même pour tous
les produits de deux opérateurs d’annihilation. Les relations (78) sont donc encore
satisfaites. Pour le commutateur, il s’écrit :

[
AK,n, A

†
K′,n′

]
=
∑

k

(gnk)
∗∑

k′

gn
′

k′

[
aK

2 −k,↓aK
2 +k,↑ , a

†
K′

2 +k′,↑a
†
K′

2 −k′,↓

]
(93)

Nous allons montrer que :
[
AK,n, A

†
K′,n′

]
= δKK′ δn,n′

+η
∑

k (g
n
k)

∗
gn

′

K−K′

2 +k

[
a†
K′−(K/2)−k,↓aK

2 −k,↓ + a†
K′−(K/2)−k,↑ aK

2 −k,↑

]

= δKK′ δn,n′ + η
∑

κ

(
gn
κ−K

2

)∗
gn

′

κ−K′

2

[
a†K′−κ,↓aK−κ,↓ + a†K′−κ,↑ aK−κ,↑

] (94)

(avec, dans la dernière ligne, la notation κ = k+K/2). Ici aussi, nous trouvons donc
que le commutateur des deux opérateurs AK,n et A†

K′,n′ comprend, en premier lieu
un terme purement bosonique, puis des corrections contenant des opérateurs dans
l’ordre normal (qui s’annulent à la limite des faibles nombres d’occupation) ; une
correction s’ajoute pour chacun des deux états de spin.

Démonstration :

Pour montrer (94), utilisons à nouveau la relation (86). Comme les indices 1, 2, 3
et 4 symbolisent l’ensemble des nombres quantiques associés à un état individuel,
ils contiennent maintenant les indices de spin ; ces derniers s’ajoutent à ceux des
impulsions, qui jouent le même rôle que dans le calcul précédent. Il s’ensuit que les
états 1 et 3 sont toujours orthogonaux, ainsi que les états 2 et 4 ; seuls subsistent
donc dans le second membre de (86) les termes en δ23 et δ14, de sorte que :

[
AK,n, A

†
K′,n′

]
=

∑
k
(gnk)

∗ ∑
k′ g

n′

k′

[
δKK′ δkk′

+η

(
δ(K−K′)/2,k′−k a

†
K′

2
−k′,↓

aK
2
−k,↓

+ δ(K−K′)/2,k−k′ a†
K′

2
+k′,↑

aK
2
+k,↑

)]

(95)

soit encore (puisque la base des fonctions gnk est orthonormée) :

δKK′ δn,n′

+ η
∑

k

(gnk)
∗
[
gn

′

K−K′

2
+k
a†
K′−(K/2)−k,↓aK

2
−k,↓

+ gn
′

−K−K′

2
+k
a†
K′−(K/2)+k,↑ aK

2
+k,↑

]
(96)

Nous modifions alors le second terme dans le crochet de la somme pour le rendre
semblable au premier : les fonctions gnk étant de parité définie (−η) vis-à-vis de k,
on peut changer le signe des indices de g et g∗, puis le signe de l’indice muet de
sommation k. La seule différence entre les deux termes est alors la direction des
spins, et ceci permet d’obtenir (94).
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β. Relations de commutation des opérateurs champ de paires

Un calcul semblable à celui qui a mené à (91) permet d’obtenir :
[
Φχ (R) ,Φ†

χ (R
′)
]
= δ (R−R′) δn,n′

+ 8η

∫
d3x χ∗

n [x]χn′ [2 (R′ −R)− x]

×
[
Ψ†

↓(2R
′ −R−x

2
)Ψ↓(R−

x

2
) + Ψ†

↑(2R
′ −R−x

2
)Ψ↑(R−

x

2
)
]

(97)

(on peut ici aussi utiliser la notation z = R′ − R − x pour obtenir une forme
plus symétrique du second membre). Le commutateur est donc la somme de celui
de bosons élémentaires et d’une correction ; cette dernière s’étend sur une distance
R′−R de l’ordre de la portée des fonctions d’onde χ, et prend la forme d’une somme
de contributions indépendantes des deux états de spin.

Conclusion

En conclusion de ce complément, l’opérateur champ de paires permet de jeter
un éclairage intéressant sur les propriétés physiques des états appariés à un grand
nombre de particules. Dans un état à N particules construit à partir d’une fonction
d’onde à deux particules χ, il permet de voir comment apparaît une nouvelle fonction
d’onde φ lorsque l’indiscernabilité des particules est prise en compte. Dans le cadre
de la théorie BCS, nous verrons comment cette fonction d’onde de paires fournit
une caractérisation des effets coopératifs d’interaction entre paires. L’introduction
d’un paramètre d’ordre est également utile pour mettre en évidence le lien entre
valeurs moyennes anormales (ne conservant pas le nombre de particules) et valeurs
moyennes normales. Les résultats prennent des formes différentes pour des bosons
ou des fermions dans des états appariés. Une grande analogie existe cependant entre
les deux cas, ce qui fournit un cadre unifié pour aborder des phénomènes différents,
par exemple la condensation de Bose-Einstein de particules ou de paires.
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Complément BXVII

Energie moyenne dans un état apparié

1 Utilisation d’états qui ne sont pas états propres du
nombre total de particules . . . . . . . . . . . . . . . . . 295
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3 Fermions de spin 1/2 dans un état singulet . . . . . . . 300
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4 Bosons de spin nul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 306

4-a Choix de l’état variationnel . . . . . . . . . . . . . . . . 307

4-b Différentes contributions à l’énergie . . . . . . . . . . . . 308

4-c Energie totale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312

Dans le Chapitre XVII, nous avons introduit les états appariés de façon gé-
nérale, sans spécifier de forme particulière pour l’hamiltonien. Pour utiliser les états
appariés |Ψapp〉 dans le cadre d’une méthode variationnelle, c’est-à-dire pour mini-
miser la valeur moyenne de l’énergie d’un système de N particules identiques, il faut
calculer la valeur moyenne de l’énergie dans ces états ; c’est le but de ce complément.
Nous commençons (§ 1) par examiner les conséquences du fait que ces états ne sont
pas vecteurs propres de l’opérateur nombre total de particules N̂ . Ensuite (§ 2) nous
précisons les notations et l’expression de l’hamiltonien Ĥ. Nous traitons ensuite suc-
cessivement le cas des fermions (§ 3) et celui des bosons (§ 4) ; ce second cas est
légèrement plus compliqué car il demande, comme mentionné dans l’introduction,
l’adjonction d’un état spécifique pour décrire le condensat.

1. Utilisation d’états qui ne sont pas états propres du nombre total de
particules

Les état appariés |Ψapp〉 sont des superpositions cohérentes d’état contenant
des nombres différents de particules. On peut alors se demander dans quelle mesure
les valeurs moyennes calculées dans de tels états concernent effectivement un système
physique où N est fixé à une valeur donnée. Nous avons déjà indiqué au § D du
Chapitre XVII que ce doit effectivement être le cas lorsque la valeur moyenne du
nombre de particules est grande, à condition toutefois que les opérateurs dont on
recherche les valeurs moyennes conservent le nombre de particules (opérateurs qui
commutent avec le nombre total de particules N̂ , comme c’est le cas de l’opérateur
hamiltonien Ĥ). Nous allons montrer ici de façon plus détaillée que, lorsque ces
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conditions sont remplies, les valeurs moyennes sont insensibles aux cohérences du
vecteur d’état entre valeurs différentes de N , et peuvent effectivement être obtenues
à partir des états appariés.

1-a. Calcul des valeurs moyennes

L’état |Ψapp〉 défini en (B-5) au Chapitre XVII est une superposition d’états
|Ψp〉 où le nombre de particules est exactement N = 2P :

|Ψapp〉 =
∞∑

P=0

1

P !
|ΨP 〉 (1)

Comme les éléments de matrice de l’opérateur Ĥ entre kets propres de N̂ de valeurs
propres différentes sont nuls, nous avons :

〈Ψapp| Ĥ |Ψapp〉 =
∞∑

P=0

[
1

P !

]2
〈ΨP | Ĥ |ΨP 〉

=

∞∑

P=0

[
1

P !

]2
〈ΨP |ΨP 〉 EP (2)

où EP est la valeur moyenne de l’énergie dans l’état |Ψp〉 :

EP =
〈ΨP | Ĥ |ΨP 〉
〈ΨP |ΨP 〉

(3)

Donc, si l’on introduit la distribution de poids D (P ) par :

D (P ) =

[
1

P !

]2
〈ΨP |ΨP 〉 (4)

l’élément diagonal de Ĥ dans |Ψapp〉 est donné par :

〈Ψapp| Ĥ |Ψapp〉 =
∞∑

P=0

D (P ) EP (5)

La valeur moyenne
〈
Ĥ
〉

est ensuite obtenue en divisant cette expression par le carré

de la norme 〈Ψapp |Ψapp〉.
De façon générale, l’élément diagonal dans |Ψapp〉 de tout opérateur Â qui

commute avec N̂ est donné par une combinaison linéaire des valeurs moyennes de
cet opérateur dans les états |ΨP 〉 avec une distribution de poids D (P ). C’est le cas

par exemple de toute fonction F
(
N̂
)

de l’opérateur N̂ :

〈Ψapp|F
(
N̂
)
|Ψapp〉 =

∞∑

P=0

D (P ) F (2P ) (6)
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1-b. Une bonne approximation

Pour un système dont le nombre N = 2P de particules est fixé, ce sont les
valeurs propres EP et les kets |Ψp〉 qui sont recherchés. La méthode la plus directe
serait donc de varier séparément chaque ket |Ψp〉 pour optimiser EP . Elle conduirait
toutefois à des calculs compliqués ; il s’avère en pratique bien plus commode de faire
varier |Ψapp〉 et d’optimiser l’énergie correspondante, car cela revient pratiquement
au même lorsque le nombre de particules est grand.

Nous avons en effet vérifié au § C-2 du Chapitre XVII que les fluctuations
du nombre de particules dans un état |Ψapp〉 sont très petites en valeur relative
lorsque N est grand. Cela indique que la distribution D (P ) est très piquée autour
d’une certaine valeur P0 de P , qui fixe la moitié de la valeur moyenne du nombre
de particules. Or, si les énergies EP varient peu sur la largeur de cette distribution,
l’élément de matrice diagonal de l’hamiltonien (5) peut s’écrire :

〈Ψapp| Ĥ |Ψapp〉 ≃ EP0

∞∑

P=0

[
1

P !

]2
〈ΨP |ΨP 〉

= EP0
〈Ψapp |Ψapp〉 (7)

Rendre stationnaire cet élément de matrice diagonal (à norme constante de |Ψapp〉)
revient donc à rendre EP0

stationnaire ; la valeur ainsi obtenue pour cet élément
de matrice diagonal, divisée par le carré de la norme de |Ψapp〉, fournit une bonne
approximation de l’énergie recherchée EP0

. De plus, une fois |Ψapp〉 ainsi optimisé,
on peut le projeter dans les divers sous-espaces à nombre de particules fixé, afin
d’obtenir des |ΨP 〉 qui fournissent des états stationnaires à nombre fixé de particules.
Dans les compléments qui suivent, nous allons donc utiliser les états appariés plutôt
que les états à nombre de particules fixé |ΨP 〉.

Remarque :

Dans les compléments suivants, plutôt que l’énergie moyenne, c’est la différence entre
cette énergie moyenne et le nombre moyen de particules multiplié par le potentiel
chimique µ que nous optimiserons. Comme les deux opérateurs Ĥ et N̂ commutent
avec le nombre total de particules, le raisonnement que nous venons de faire s’ap-
plique tout aussi bien à ce cas.

2. Hamiltonien

Nous considérons un système physique composé de fermions ou de bosons
placés dans une boîte cubique de côté L.

2-a. Expression de l’opérateur

L’hamiltonien Ĥ est le même que celui que nous avons déjà utilisé à plusieurs
reprises, par exemple dans le Complément EXV (mais ici nous supposons l’absence
de potentiel extérieur) :

Ĥ = Ĥ0 + Ŵint (8)
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L’opérateur Ĥ0 est la somme des opérateurs d’énergie cinétique individuelle K0(q)
associés à chaque particule q :

Ĥ0 =
∑

q

K0(q) =
∑

q

P2(q)

2m
(9)

et Ŵint est la somme des énergies d’interaction entre les particules :

Ŵint =
1

2

N∑

q 6=q′=1

W2(Rq,Rq′) (10)

où W2(Rq,Rq′) ne dépend que de la différence Rq−Rq′ (invariance par translation)
et n’agit pas sur les spins.

Exprimons maintenant Ĥ en fonction d’opérateurs de création et d’annihila-
tion, selon les formules établies au Chapitre XV. Pour cela, nous utilisons la base
des états individuels |uk,ν〉, où k repère l’impulsion ℏk d’une onde plane vérifiant
les conditions aux limites périodiques dans la boîte ; l’indice ν repère l’état de spin
de la particule mais, si toutes sont dans le même état de spin, il peut être omis dans
tout ce qui suit. Nous obtenons alors :

Ĥ =
∑

k,ν

ek a
†
k,νak,ν

+
1

2

∑

k,ν;k′,ν′;k′′;k′′′

〈1 : k′′, ν; 2 : k′′′, ν′| Ŵ2(R1 −R2) |1 : k, ν; 2 : k′, ν′〉

× a†k′′,νa
†
k′′′,ν′ak′,ν′ak,ν (11)

avec :

ek =
ℏ2k2

2m
(12)

(le fait que le potentiel d’interaction n’agisse pas sur les spins nous a permis de
remplacer l’indice de spin ν′′ associé à k′′ par l’indice ν, ainsi que celui ν′′′ associé à
k′′′ par l’indice ν′). Les éléments de matrice de Ŵ2 apparaissant dans (11) s’écrivent :
∫

d3r1

∫
d3r2 W2(r1 − r2)

1

L6
ei(k−k′′)·r1ei(k

′−k′′′)·r2 (13)

Effectuons un changement de variables R = (r1 + r2)/2 et r = r1 − r2. L’intégrale
sur d3R de l’exponentielle introduit un delta de Kronecker :

1

L3

∫
d3R ei(k+k′−k′′−k′′′)·R = δk+k′,k′′+k′′′ (14)

qui impose la condition de conservation de l’impulsion totale :

k+ k′ = k′′ + k′′′ (15)

L’intégrale sur d3r introduit la transformée de Fourier Vq du potentiel 1 :

Vq =
1

L3

∫
d3r e−iq·r W2(r) (16)

1. Le facteur 1/L3 de (16) provient de la normalisation des ondes planes eik·r/L3/2 dans un
cube de côté L ; il assure que V est homogène à une énergie.
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Figure 1 – Ce diagramme symbolise un processus d’interaction général au cours
duquel, lors d’une interaction mutuelle, deux particules d’impulsions k et k′ sont
remplacées par des particules d’impulsions k′′ et k′′′. Les indices ν et ν′ indiquent
les spins, qui ne sont pas modifiés dans l’interaction. La ligne horizontale représente
un transfert d’impulsion q dont la valeur est donnée en (17) et (18).

avec :

q =
(k′′ − k)− (k′′′ − k′)

2
(17)

soit, compte tenu de (15) :

q = k′′ − k = k′ − k′′′ (18)

Le transfert q est donc la variation d’impulsion de la particule 1, ou encore l’opposé
de cette variation pour la particule 2. CommeW2(r1−r2) est symétrique par échange
des variables r1 et r2, les fonctions W2(r) et Vq sont paires et réelles.

L’élément de matrice du potentiel d’interaction est donc :

〈1 : k′′, ν; 2 : k′′′, ν′| Ŵ2(R1,R2) |1 : k, ν; 2 : k′, ν′〉 = δk+k′,k′′+k′′′ Vq (19)

qui est symbolisé sur la figure 1, où la ligne horizontale schématise le transfert
d’impulsion q opéré par l’interaction entre les particules entrantes et sortantes. Il
s’ensuit que l’opérateur potentiel d’interaction s’écrit :

Ŵint =
1

2

∑

k,k′,k′′,k′′′

Vq
∑

ν,ν′

a†k′′,νa
†
k′′′,ν′ak′,ν′ak,ν (20)

où la somme sur les k ne porte en fait que sur trois vecteurs d’onde, puisque k′′′ =
k+ k′ − k′′.

Une approximation fréquemment utilisée est celle où la portée du potentiel
d’interaction est très petite devant toutes les longueurs d’onde de de Broglie des
particules mises en jeu (potentiel de contact). On peut alors négliger les variations
avec k de W 2(k), de sorte que tous les éléments de matrice du potentiel d’interaction
sont égaux à une même constante V0 (à condition qu’ils conservent l’impulsion totale ;
sinon ils sont bien sûr nuls) :

V0 =
1

L3

∫
d3r W2(r) (21)
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2-b. Simplifications dues à l’appariement

En général, le calcul de la valeur moyenne de l’opérateur (11) est très com-
pliqué, du fait de la multiplicité des termes d’interaction qui peuvent apparaître.
Cependant, comme nous l’avons déjà vu au § D-1-a du Chapitre XVII, pour un état
apparié un certain nombre de simplifications se produisent. La raison en est que, dans
les diverses composantes d’un état apparié sur des états de Fock, les populations des
états individuels appariés sont toujours égales. Pour obtenir une valeur moyenne non
nulle dans un état apparié, il faut donc que la combinaison d’opérateurs de création
et d’annihilation dans le terme d’interaction considéré respecte cette condition de
parité.

Or l’opérateur d’interaction (20) est une somme de termes contenant deux
opérateurs d’annihilation à droite et deux de création à gauche. Il n’existe donc
que deux possibilités pour que l’équilibre des populations de toutes les paires soit
conservé par application de ces quatre opérateurs : ou bien les deux opérateurs de
création rétablissent à leurs valeurs initiales les populations des deux états dépeuplés
par les annihilations (cas auquel aucune population ne varie) ; ou bien les deux
opérateurs d’annihilation détruisent des particules dans une même paire d’états, et
ceux de création produisent une autre paire (cas auquel la population de la première
paire 2 diminue de 2, celle de la seconde augmente de 2). Les deux possibilités se
combinent dans un cas particulier : celui où les opérateurs de création restaurent
précisément la paire de particules détruite par les opérateurs d’annihilation. Nous
sommes ainsi conduits aux cas dont la liste a été faite au § D-1-a du Chapitre
XVII : cas I (termes de diffusion vers l’avant, direct et d’échange), cas II (termes
d’annihilation-création de paires) et cas III (combinaison des précédents, qui apporte
une contribution négligeable).

3. Fermions de spin 1/2 dans un état singulet

Calculons maintenant la valeur moyenne 〈H〉 de l’opérateur Ĥ écrit en (11)
dans l’état |ΨBCS〉 défini au § B-2-b du chapitre XVII. En ce qui concerne l’énergie
d’interaction, nous allons voir que les termes associés au cas I ne font que redonner
les contributions habituelles du champ moyen, déjà discutées dans les chapitres pré-
cédents. En revanche, les termes associés au cas II sont des conséquences directes
de l’appariement, et sont donc totalement nouveaux ; ce sont eux qui jouent un rôle
essentiel dans la théorie BCS. Enfin, le fait que les termes associés au cas III soient
un cas particulier des précédents fait qu’ils jouent généralement un rôle négligeable.

3-a. Différentes contributions à l’énergie

Les différentes contributions à l’énergie sont évaluées successivement, en com-
mençant par l’énergie cinétique.

α. Energie cinétique

Le premier terme (énergie cinétique) est, comme pour le nombre de particules,
la somme des contributions des couples d’états repérés par k (ayant tous deux la

2. Au § C-2 du Chapitre XVII, nous avons défini l’opérateur population de la paire n̂paire

comme la somme des opérateurs population des deux états individuels de la paire.
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même énergie cinétique) :

〈H0〉 = 2
∑

k

ek 〈ϕk| n̂(paire k) |ϕk〉 = 2
∑

k

ek |v (k)|2

= 2
∑

k

ek sin2 θk (22)

β. Energie d’interaction

La moyenne de l’énergie potentielle d’interaction est la somme des moyennes
des termes du second membre de (20), donc de termes qui se rangent dans l’une des
trois possibilités I, II et III énoncées ci-dessus ; nous les prenons en compte l’une
après l’autre.

– Cas I (les opérateurs de création repeuplent les états dépeuplés par les
opérateurs d’annihilation)

Pour de tels termes, les nombres d’occupation de chaque état individuel restent
inchangés lors du processus d’interaction ; en ce sens, ce sont des “termes diagonaux”
(parfois appelés “termes de champ moyen”). Deux cas se présentent selon que, dans
(20), l’indice de spin ν est égal ou différent de ν′ ; nous examinons donc successive-
ment ces deux possibilités.

(i) Si ν′ = −ν, comme le potentiel d’interaction n’agit pas sur les spins, on peut
suivre chaque particule à la trace par la direction de son spin ; tout se passe donc
comme si les particules étaient discernables. Si les opérateurs de création repeuplent
exactement les états individuels dépeuplés par les opérateurs d’annihilation, la seule
possibilité est celle représentée sur la figure 2, qui correspond à une diffusion vers

l’avant. Le transfert d’impulsion q étant nul, le potentiel intervient par la constante
V0. Nous obtenons alors la contribution suivante à l’énergie moyenne :

V0

2

∑

k 6=−k′,ν

〈
ΨBCS

∣∣
(
a†k,νa

†
k′,−νak′,−νak,ν

) ∣∣ΨBCS

〉
(23)

(la condition k 6= −k′ provient de ce que les paires sont différentes, chaque paire
étant repérée par la valeur de k associée au spin +). Deux anticommutations per-
mettent d’amener le dernier opérateur ak,ν juste après le premier a†k,ν (avec deux
changements de signe qui se compensent). Si, de plus, nous effectuons la somme des
contributions de ν = + et de ν = −, nous obtenons :

V0

2

∑

k 6=−k′

[
〈ϕk| a†k,↑ak,↑ |ϕk〉

〈
ϕ−k′

∣∣ a†
k′,↓ak′,↓

∣∣ϕ−k′

〉

+
〈
ϕ−k

∣∣ a†k,↓ak,↓
∣∣ϕ−k

〉
〈ϕk′ | a†k′,↑ak′,↑ |ϕk′〉

]
(24)

Une interversion des deux indices muets de sommation k et k′ montre que les deux
termes dans le crochet apportent la même contribution. Nous prenons donc le double
du premier terme qui, par un changement de signe de k′, devient :

V0

∑

k 6=k′

〈ϕk| a†k,↑ak,↑ |ϕk〉 〈ϕk′ | a†−k′,↓a−k′,↓ |ϕk′〉 = V0

∑

k 6=k′

|v (k)|2
∣∣v

(
k
′)∣∣2

= V0

∑

k 6=k′

sin2 θk sin2 θk′ (25)
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Figure 2 – Diagramme d’interaction entre particules de spins opposés n’appartenant
pas à une même paire (diffusion vers l’avant). Ce diagramme contribue au champ
moyen des particules.

Lorsque les particules sont réparties dans un grand nombre d’états individuels, la
valeur de la somme dans cette expression est très peu changée si l’on ignore la
contrainte k 6= k′. Alors, si nous utilisons l’expression (C-19) du Chapitre XVII
pour 〈N〉, nous pouvons écrire cette contribution sous la forme :

V0

4
〈N〉2 (26)

D’après la relation (21) la constante V0 est proportionnelle à l’inverse du volume
L3. Ce terme s’interprète comme un terme de champ moyen, où 〈N〉 /2 particules
de spin + interagissent avec 〈N〉 /2 particules de spin − ; une particule de direction
de spin donnée ressent le champ moyen exercé par toutes celles de spin opposé, de
densité numérique 〈N〉 /2L3.
(ii) Si ν′ = ν, il n’est plus possible de distinguer les deux particules à la direction
de leurs spins, de sorte que les effets d’indiscernabilité jouent tout leur rôle. Deux
cas se présentent alors pour ces “termes diagonaux” : soit k′′ = k et k′′′ = k′, ce qui
donne lieu à un terme direct ; soit k′′′ = k et k′′ = k′, ce qui donne lieu à un terme

d’échange. Dans les deux cas, les états individuels peuplés dans le bra et le ket sont
les mêmes, de sorte qu’il s’agit de “processus diagonaux” que l’on peut qualifier de
“termes de champ moyen”.
Pour le terme direct, aucune particule ne change d’impulsion, ce qui correspond à
nouveau à une “diffusion vers l’avant” (partie gauche de la figure 3), de sorte que le
potentiel intervient encore par la constante V0 écrite en (21). La valeur moyenne de
ce terme direct est :

V0

2

∑

k 6=k′,ν

〈
ΨBCS

∣∣ a†k,νa
†
k′,νak′,νak,ν

∣∣ΨBCS

〉
(27)

Ici aussi, comme k 6= k′ (sinon l’on obtiendrait le carré d’un opérateur d’annihi-
lation, qui est nul), deux anticommutations nous permettent d’amener l’opérateur
ak,ν en seconde position, et nous obtenons :

V0

2

∑

k 6=k′,ν

〈ϕk| a†k,νak,ν |ϕk〉 〈ϕk′ | a†k′,νak′,ν |ϕk′〉 = V0

∑

k 6=k′

|vk|2 |vk′ |2

= V0

∑

k 6=k′

sin2 θk sin2 θk′ (28)
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Figure 3 – Interaction entre particules de même spin ; la partie gauche schématise
le terme direct (diffusion vers l’avant), la partie droite le terme d’échange. Ces deux
diagrammes ajoutent leur contribution à celle du diagramme de la figure 2 pour
engendrer le champ moyen des particules.

(les deux valeurs de ν apportent la même contribution, ce qui explique la disparition
du facteur 1/2 au second membre). Pour le terme d’échange, on a k′′′ = k et k′′ = k′

(partie droite de la Figure 3) ; dans un tel échange d’impulsion, le transfert q n’est
plus nul mais égal à :

q = k
′−k (29)

de sorte que le potentiel intervient maintenant par Vk′−k obtenu en portant q =
k′−k dans (16). D’autre part, lorsque k 6= k′ :

a†k,νa
†
k′,νak,νak′,ν = −a†k,νa†k′,νak′,νak,ν (30)

A part ce changement de signe, le calcul est le même que celui du terme direct. La
somme des deux contributions directe + échange conduit donc à :

∑

k 6=k′

[V0 − Vk′−k] |vk|2 |vk′ |2 =
∑

k 6=k′

[V0 − Vk′−k] sin2 θk sin2 θk′ (31)

Dans l’approximation du potentiel de courte portée où Vk′′−k = V0, cette somme est
nulle : le principe d’exclusion de Pauli empêche les particules de même composante
du spin d’interagir par un potentiel de contact.

– Cas II (particules annihilées dans une paire d’états, puis restaurées dans
une autre paire)

Du fait de la nature des opérateurs de création et d’annihilation qu’il contient,
ce processus peut être nommé “annihilation-création de paires”. C’est lui qui joue
le rôle essentiel dans l’appariement BCS, comme nous le verrons au Complément
CXVII ; le terme de l’hamiltonien correspondant est donc souvent appelé “terme d’ap-
pariement” (en anglais “pairing term”).

On a alors d’une part k′ = − k et ν′ = −ν et d’autre part k′′′= −k′′, de sorte
que q = k′′ − k selon la définition (17) de q ; le diagramme correspondant est celui
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Figure 4 – Processus d’interaction entre deux particules d’une même paire qui,
dans leur état final, aboutissent dans une autre paire. En termes d’opérateurs de
création et d’annihilation, il s’agit d’un processus d’annihilation-création de paires
(deux particules d’une même paire sont annihilées tandis que deux particules sont
créées dans une autre paire). Contrairement aux termes introduits par les autres
processus d’interaction, celui-ci introduit une contribution à l’énergie qui dépend de
l’appariement ; en anglais, on appelle parfois “pairing term” le terme correspondant.
C’est ce terme qui est à l’origine du gain d’énergie de la théorie BCS.

de la figure 4. Nous montrons ci-dessous que sa contribution à l’énergie s’écrit :
∑

k 6=k′′

Vk′′−k sin θk cos θk sin θk′′ cos θk′′ e2i(ζk−ζk′′ ) (32)

Ce terme est nouveau, en ce sens qu’il n’est pas un terme de champ moyen comme
les précédents, mais que son existence provient de l’appariement. Nous verrons au
Complément CXVII que la contribution qu’il introduit dans l’énergie moyenne est
celle qui joue le rôle essentiel dans la théorie BCS.

Démonstration :

Si ν = +, il apparaît ainsi une contribution contenant un produit de valeurs moyennes
“anormales” :

1

2

∑

k 6=k′′

Vk′′−k

〈
ΨBCS

∣∣ a†
k′′,↑a

†
−k′′,↓a−k,↓ak,↑

∣∣ΨBCS

〉

=
1

2

∑

k 6=k′′

Vk′′−k 〈ϕk′′ | a†k′′,↑a
†
−k′′,↓ |ϕk′′〉 〈ϕk| a−k,↓ak,↑ |ϕk〉 (33)

soit, selon (C-42) et (C-44) du Chapitre XVII :

1

2

∑

k 6=k′′

Vk′′−k uk′′v∗k′′u∗
kvk

=
1

2

∑

k 6=k′′

Vk′′−k sin θk cos θk sin θk′′ cos θk′′ e2i(ζk−ζk′′) (34)

Si ν = −, ce sont les kets
∣∣ϕ−k

〉
et

∣∣ϕ−k′′

〉
qui interviennent, et l’on obtient un

autre produit de valeurs moyennes anormales où il faut utiliser (C-43) et (C-45) du

304



• ENERGIE MOYENNE DANS UN ÉTAT APPARIÉ

Chapitre XVII (ainsi que le fait que les fonction de k sont paires, comme indiqué
dans ce chapitre) :

1

2

∑

k 6=k′′

Vk′′−k

〈
ΨBCS

∣∣a†
k′′,↓a

†
−k′′,↑a−k,↑ak,↓

∣∣ΨBCS

〉

=
1

2

∑

k 6=k′′

Vk′′−k v
∗
−ku−kv−ku

∗
−k (35)

Cette expression est égale à la précédente puisqu’elle ne diffère que par le signe des
indices muets de sommation k et k′′ (rappelons que Vq est paire). Il nous suffit donc
de supprimer le facteur 1/2 de (34) pour obtenir (32).

– Cas III (particules annihilées dans une paire d’états, puis restaurées
dans la même paire)

On a alors à nouveau k′ = − k et ν′ = −ν, mais de plus k′′ = k (et donc
nécessairement k′′′ = k′), comme représenté sur la figure 5 ; il s’agit à nouveau d’un
cas de diffusion vers l’avant.

Vérifions que ce terme apporte une contribution négligeable. Sa contribution à l’éner-
gie est :

V0

2

∑

k,ν

〈
ΨBCS

∣∣ a†k,νa
†
−k,−νa−k,−νak,ν

∣∣ΨBCS

〉
(36)

Si ν = +, on obtient (après deux anticommutations d’opérateurs) :

V0

2

∑

k

〈ϕk|
(
a†k,↑ak,↑

)(
a†−k,↓a−k,↓

)
|ϕk〉 =

V0

2

∑

k

|vk|2 (37)

et si ν = − :

V0

2

∑

k

〈
ϕ−k

∣∣
(
a†k,↓ak,↓

)(
a†−k,↑a−k,↑

) ∣∣ϕ−k

〉
=
V0

2

∑

k

|v−k|2 (38)

Ce terme est égal au précédent, puisqu’il n’en diffère que par le signe de l’indice
muet de sommation k. On obtient donc au total, compte tenu de l’expression (C-19)
du Chapitre XVII de 〈N〉 :

V0

∑

k

|vk|2 =
V0

2
〈N〉 (39)

Cette contribution s’interprète comme l’énergie moyenne d’attraction au sein de
〈N〉 /2 paires. Lorsque le nombre moyen de particules est élevé, nous pouvons négli-
ger (39) devant (26). Les effets d’appariement que nous allons discuter ne sont donc
pas interprétables comme simplement dûs à l’attraction au sein de N/2 paires.
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Figure 5 – Processus d’interaction au cours duquel deux particules d’une même
paire sont diffusées vers l’avant.

3-b. Energie totale

Pour finir, ajoutant les termes (22), (31), (26) et le double de (34), nous
obtenons l’énergie moyenne 3 :

〈H〉 = 2
∑

k

ek sin2 θk+
V0
4
〈N〉2 +

∑

k 6=k′

[V0 − Vk′−k] sin
2 θk sin

2 θk′

+
∑

k,k′′

Vk′′−k sin θk sin θk′′ cos θk cos θk′′e2i(ζk−ζk′′ ) (40)

Le premier terme du second membre est celui d’énergie cinétique, le deuxième celui
de champ moyen pour les particules de spins opposés, le troisième le terme analogue
pour les particules de même spin (qui est nul pour un potentiel de courte portée) ;
ces trois termes sont déjà présents en théorie de Hartree-Fock. En revanche, le qua-
trième terme sur la seconde ligne est nouveau : c’est celui d’annihilation-création de
paires (terme d’appariement) dont la valeur moyenne n’est non nulle que si l’état est
apparié. C’est le seul qui dépende des phases ζk, propriété qui joue un rôle essentiel
dans la théorie BCS (Complément CXVII).

4. Bosons de spin nul

Pour des bosons, nous devons tenir compte du phénomène de condensation
de Bose-Einstein (Compléments BXV, CXV et FXV) : dans l’état fondamental, une
fraction importante des particules peut occuper un seul état quantique, l’état d’im-
pulsion nulle k = 0. Or ce n’est pas le cas avec un état apparié ; il nous faut donc
choisir un état variationnel qui permette une telle condensation.

Nous supposons les interactions répulsives, afin d’éviter les instabilités qui se
produisent pour un système de bosons attractifs (Complément HXV, § 4-b).

3. Les sommes sur k ne sont soumises ici à aucune restriction, contrairement au produit
tensoriel apparaissant dans la relation (B-8) du Chapitre XVII, où la somme est limitée à un
demi-espace afin d’éviter une redondance.
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4-a. Choix de l’état variationnel

Au Complément CXV, l’approximation de Gross-Pitaevskii a été utilisée pour
traiter la condensation de Bose-Einstein de la façon la plus simple possible : on
suppose que le système des N bosons est à un instant donné dans un état produit
d’états individuels tous identiques. On prend généralement l’état d’impulsion k = 0
nulle, de sorte que l’état s’écrit :

|Φ〉 =
[
a†0

]N
|0〉 (41)

(a†0 est l’opérateur de création dans l’état individuel k = 0). Mais, si un tel état est
acceptable pour l’état fondamental d’un gaz parfait, pour un gaz de particules en
interaction ce ne peut être qu’une approximation : il est certes vecteur propre de
l’énergie cinétique, mais pas de l’opérateur associé à l’énergie d’interaction. L’effet
du potentiel d’interaction est de coupler cet état à tous les états où deux particules
sont transférées de l’état individuel k = 0 vers deux états individuels d’impulsions
opposées (à cause de la conservation de l’impulsion) quelconques k et −k, comme
par exemple l’état :

|Φ′〉 =
[
a†k

] [
a†−k

] [
a†0

]N−2

|0〉 (42)

où deux états d’une paire sont peuplés. Ceci suggère d’utiliser un état |Ψapp〉 comme
ket variationnel 4 pour décrire les composantes du vecteur d’état du système associées
à tous les états individuels k 6= 0. Mais il faut également inclure les composantes cor-
respondant à l’état individuel k = 0 ; celles-ci seront décrites 5 par un “état cohérent”
(Complément GV).

Nous choisissons donc le vecteur d’état variationnel sous la forme :

|ΦB〉 = |ϕ0〉 ⊗ |Ψapp〉 = |ϕ0〉 ⊗
∏

⊗k∈D
|ϕk〉 (43)

(la notation B fait référence au nom de Bogolubov). Dans cette expression, |Ψapp〉
est l’état apparié pour des particules sans spin (B-8) du Chapitre XVII, produit
tensoriel des états normés |ϕk〉 définis en (B-9) et (C-13). Le domaine D du produit
tensoriel dans (43) désigne un demi-domaine de l’espace des k afin d’éviter (comme
nous l’avons vu plus haut) une double apparition de chaque état |ϕk〉 ; l’origine
k = 0 est exclue de D. Ce domaine peut éventuellement être limité par une valeur
maximale de k.

4. Le potentiel d’interaction couple également un état du type (42) à de nombreux états de

la forme
[
a†
k+q

] [
a†−q

] [
a†−k

] [
a†0

]N−3
|0〉, où q prend une valeur quelconque. Une théorie exacte

demanderait la prise en compte de ces états “non appariés”, mais rendrait le calcul compliqué. C’est
pourquoi nous recourons à une méthode variationnelle, dans le cadre d’une approximation où les
états k 6= 0 ne sont accessibles que par paires (si N0 est le nombre moyen de particules dans le
niveau individuel k = 0, nous supposons N −N0 ≪ N).

5. Cet état individuel doit en effet être traité à part, car l’application de la formule générale
(B-9) du Chapitre XVII utilisée quand k 6= 0 pour obtenir |ϕk=0〉 conduirait à l’exponentielle
du carré de l’opérateur a†

k=0
, ce qui impliquerait de fortes fluctuations du nombre de particules

dans l’état k = 0 (particules condensées). Or elles entraîneraient nécessairement des fluctuations
importantes du nombre total de particules ainsi que de l’énergie moyenne de répulsion alors que,
comme nous l’avons vu au § 3-b-β du Complément GXV , elles sont rendues impossibles précisément
par cette répulsion.
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Pour |ϕ0〉, c’est l’état cohérent dont l’expression peut par exemple être trouvée
dans le Complément GV , dont la relation (65) s’écrit :

|ϕ0〉 = e−N0/2 eα0a
†
0 |n0 = 0〉 (44)

Cet état dépend d’un paramètre complexe α0, que nous caractérisons par son module√
N0 et sa phase ζ0 :

α0 =
√
N0e

iζ0 (45)

C’est un vecteur propre normé de l’opérateur a0 de valeur propre α0 :

a0 |ϕ0〉 = α0 |ϕ0〉 (46)

Le nombre moyen de particules dans l’état k = 0 est donc :

〈ϕ0| a†0a0 |ϕ0〉 = α∗
0α0 〈ϕ0 |ϕ0〉 = N0 (47)

Nous avons également vu au Complément GV que la largeur de la distribution cor-
respondante est

√
N0, donc négligeable devant N0 (nous supposons que ce nombre

est grand).
Les variables variationnelles contenues dans le ket d’essai (43) sont donc l’en-

semble des θk et ζk, ainsi que N0 et ζ0.

4-b. Différentes contributions à l’énergie

Calculons maintenant la valeur moyenne de l’énergie dans l’état variationnel
|ΦB〉 écrit en (43) de l’opérateur hamiltonien écrit en (11).

α. Energie cinétique

Le terme d’énergie cinétique est la somme des contributions des différents
états individuels k, sans contribution de l’état k = 0 (puisque ek=0 = 0). Chacun
des termes dans la somme contient l’opérateur n̂k, dont la valeur moyenne dans
l’état factorisé (43) sur les k est donnée par la valeur moyenne 〈ϕk| n̂k |ϕk〉 dans
l’état |ϕk〉 ; la relation (C-33) du Chapitre XVII indique que cette valeur moyenne
est égale à sh2θk, de sorte que nous obtenons pour la valeur moyenne Ec de l’énergie
cinétique dans l’état |ΦB〉 l’expression :

Ec =
∑

k 6=0

ek 〈ϕk| n̂k |ϕk〉 =
∑

k 6=0

ek sh2θk (48)

avec :

ek =
ℏ2k2

2m
(49)

où m est la masse des particules.
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β. Energie d’interaction

La valeur moyenne de l’énergie potentielle d’interaction est une somme sur
quatre indices k,k′,k′′,k′′′ contenant les éléments de matrice du potentiel écrits
en (19). Contrairement à ce qui se passe pour l’énergie cinétique, ces éléments n’ont
aucune raison particulière de s’annuler si l’un (ou plusieurs) des indices est nul. Nous
allons donc calculer les différentes contributions en les rangeant par ordre décroissant
de nombre d’indices nuls.

Une simplification notable dans le calcul est apportée par le choix du vecteur
d’essai, où se trouve en facteur l’état cohérent |ϕ0〉. Chaque fois que l’un des quatre
indices dans le terme d’énergie potentielle est nul, on peut remplacer l’opérateur
d’annihilation correspondant par le nombre complexe α0. En effet, le ket d’essai
|ΦB〉 est vecteur propre de l’opérateur a0 de valeur propre α0 – cf. relation (46).
De même, chaque fois que l’un des deux indices k ou k′ est nul, les opérateurs de
création placés à gauche du produit, et qui agissent donc sur le bra 〈ΦB |, peuvent
être remplacés par α∗

0, puisque la conjuguée hermitique de la relation (46) s’écrit :

〈ϕ0| a†0 = α∗
0 〈ϕ0| (50)

Ces deux opérateurs sont donc simplement remplacés par des nombres. Examinons
alors les différents cas possibles.

(i) Si les quatre indices k,k′,k′′,k′′′ sont nuls, la contribution correspondante
fait intervenir le potentiel d’interaction via la constante V0 (terme de diffusion vers
l’avant), définie en (16) comme l’intégrale du potentiel d’interaction W2(r) ; elle
s’écrit :
〈
Ŵavant

〉
0,0

=
V0
2
〈ϕ0| a†0a†0a0a0 |ϕ0〉 = V0

(N0)
2

2
(51)

Le terme correspondant est symbolisé sur la Figure 6.
Il n’existe pas de contribution de termes où trois (et trois seulement) des

indices k,k′,k′′,k′′′ seraient nuls : la conservation de l’impulsion totale entraîne que
le quatrième serait nécessairement nul.

(ii) Si parmi les quatre indices k,k′,k′′,k′′′ deux sont nuls, l’un concernant
un opérateur d’annihilation, l’autre un opérateur de création, la conservation de
l’impulsion impose que les deux autres opérateurs soient a†k et ak, avec le même
indice k. Il peut alors apparaître, soit un terme direct, soit un terme d’échange.

- les termes directs contiennent la valeur moyenne, soit du produit a†ka
†
0a0ak,

soit de a†0a
†
kaka0 ; il s’agit encore d’un processus de diffusion vers l’avant où le

potentiel intervient par la constante V0. Les deux valeurs moyennes se factorisent
en deux termes 〈ϕ0| a†0a0 |ϕ0〉 = |α0|2 et 〈ϕk| n̂k |ϕk〉 =sh2θk ; elles sont donc égales.
La contribution correspondante est ainsi :
〈
Ŵdirect

〉
0,e

= V0N0

∑

k 6=0

sh2θk (52)

où l’indice e symbolise l’ensemble des états “excités”, c’est-à-dire ceux d’impulsion
~k 6= 0 dont l’énergie cinétique est non nulle. Introduisons alors le nombre total
moyen de particules Ne dans des états excités :

Ne =
∑

k 6=0

〈
a†kak

〉
=
∑

k 6=0

sh2θk (53)
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Figure 6 – Diagramme symbolisant l’interaction entre deux particules dans l’état
individuel k = 0 qui restent dans cet état individuel après interaction (terme de
diffusion vers l’avant donnant lieu au champ moyen interne au condensat).

Nous pouvons alors écrire :
〈
Ŵdirect

〉
0,e

= V0N0Ne (54)

Ce terme s’interprète simplement comme traduisant l’interaction entre N0 particules
dans l’état condensé k = 0 et Ne particules dans les autres états individuels.

- les termes d’échange contiennent a†ka
†
0aka0 et a†0a

†
ka0ak. Il s’agit alors d’un

processus de transfert d’impulsion, faisant intervenir le potentiel via la constante Vk
obtenue en portant q = k dans (16). Sinon, le calcul est le même que pour les termes
directs : les deux valeurs moyennes se factorisent, et la contribution correspondante
s’écrit :
〈
Ŵex

〉
0,e

= N0

∑

k 6=0

Vk sh2θk (55)

Les deux termes (54) et (55) correspondent à des contributions du champ moyen
associé à l’interaction entre particules k = 0 et particules k 6= 0, compte tenu de
l’indiscernabilité des particules qui introduit le terme d’échange.

(iii) Si le produit d’opérateurs contient deux fois l’opérateur d’annihilation
dans l’état k = 0, la conservation de l’impulsion impose qu’il soit du type a†ka

†
−ka0a0.

Il s’agit alors d’un processus où deux particules dans l’état k = 0 sont remplacées
par une paire (k,−k), donc de la création d’une paire à partir du condensat, comme
représenté sur la partie gauche de la Figure 7 ; le potentiel intervient à nouveau par
la constante Vk. Les deux opérateurs d’annihilation introduisent un facteur [α0]

2
=

N0e
2iζ0 et les deux autres opérateurs une “valeur moyenne anormale” dans un état

|ϕk〉, déjà calculée en (C-51) au Chapitre XVII. Le résultat est donc :

−N0

2

∑

k 6=0

Vk shθk chθk e
2i(ζ0−ζk) (56)

Si le produit d’opérateurs contient deux fois l’opérateur de création dans l’état
k = 0, il s’agit nécessairement d’un produit du type a†0a

†
0aka−k, qui correspond à
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Figure 7 – Le diagramme de la partie gauche représente un processus au cours du-
quel deux particules dans l’état individuel k = 0 interagissent et aboutissent dans des
états d’impulsions opposées. Le diagramme de la partie droite représente le processus
inverse, où deux particules d’impulsions opposées entrent en collision et abousissent
dans l’état individuel k = 0 (c’est-à-dire dans le condensat). Contrairement aux
termes de champ moyen entre particules, les termes correspondant à ces diagrammes
sont introduits par le processus d’appariement ; ce sont eux qui jouent un rôle central
dans la théorie de Bogolubov (Complément EXV II).

l’annihilation d’une paire dont les deux particules sont transférées dans l’état k = 0
(partie droite de la Figure 7). Ce produit est l’hermitique conjugué du précédent,
de sorte que sa valeur moyenne en est la complexe conjuguée. La somme des deux
termes conduit alors à la contribution des processus de création et d’annihilation de
paires à partir du condensat :

−N0

∑

k 6=0

Vk shθk chθk cos 2 (ζ0 − ζk) (57)

Ces termes sont introduits par l’appariement entre les particules, contrairement aux
termes précédents qui découlent du champ moyen. Nous verrons au Complément
EXVII le rôle essentiel qu’ils jouent dans la condensation de Bose-Einstein d’un en-
semble de bosons.

(iv) Il existe des éléments de matrice du potentiel d’interaction faisant inter-
venir une seule particule dans l’état individuel k = 0 et trois autres particules dans
des états k 6= 0. Cependant, les termes correspondants ont une valeur moyenne nulle
dans l’état |ΦB〉 à cause de la structure de sa composante |Ψapp〉, où les nombres
d’occupation dans les deux états appariés doivent toujours varier conjointement.

(v) Enfin, reste à calculer la contribution des termes où aucun vecteur d’onde
n’est nul. Le calcul est alors semblable à celui du § 3, et nous distinguons également
trois cas :

– Cas I
Termes concernant les interactions où les particules sont créées dans les états

où elles ont été détruites : terme direct en a†ka
†
k′ak′ak et terme d’échange en a†k′a

†
kak′ak.

Le calcul est le même qu’au § 3, à ceci près qu’aucun signe moins ne s’introduit dans
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le terme d’échange. Le résultat (31) devient donc, pour des bosons 6 :

1

2

∑

k 6=k′

[V0 + Vk′−k] |vk|2 |vk′ |2 =
1

2

∑

k 6=k′

[V0 + Vk′−k] sh2θk sh2θk′

≃ V0
2

(Ne)
2
+

1

2

∑

k,k′

Vk′−k sh2θk sh2θk′ (58)

Le premier terme est le terme direct qui, lorsque Ne ≫ 1, s’interprète comme l’effet
du champ moyen d’interaction entre les Ne (Ne − 1) /2 paires différentes de parti-
cules (lorsque Ne ≫ 1) ; il est corrigé par un second terme d’échange, qui traduit
l’augmentation d’interaction entre les particules due à l’effet de groupement de bo-
sons.

– Cas II
Le terme “annihilation-création de paires” en a†ka

†
−kak′a−k′ qui donne ici,

compte tenu de (C-51) et (C-52) du Chapitre XVII :

1

2

∑

k 6=k′′

Vk′′−k 〈ϕk′′ | a†k′′a
†
−k′′ |ϕk′′〉 〈ϕk| a−kak |ϕk〉

=
1

2

∑

k 6=k′′

Vk′′−k shθkchθk shθk′′chθk′′ e2i(ζk−ζk′′ ) (59)

– Cas III
Enfin le cas où une seule paire est concernée conduit, comme dans le cas des

fermions, à un terme proportionnel à V0 〈N〉, négligeable devant le terme en V0 〈N〉2
de (58) lorsque le nombre moyen de particules est grand. Nous n’en tiendrons donc
pas compte.

4-c. Energie totale

Si nous regroupons les termes en V0 de (51), (54) et de (58), nous obtenons
un terme de champ moyen total :

〈
Ŵchamp moyen

〉
=
V0
2

(N0 +Ne)
2 (60)

Physiquement, il est naturel que ce terme soit proportionnel au carré du nombre total
de particules divisé par 2, c’est-à-dire au nombre de façons d’associer par paires N
particules (lorsque N ≫ 1). Si nous incluons maintenant (55), (57) et (59), nous

6. Contrairement au cas des fermions, la contribution des termes k = k′ n’est pas nulle,
mais fait intervenir la valeur moyenne de l’opérateur n̂k (n̂k − 1) dans l’état |ϕk〉, cf. § C-2-b du
Chapitre XVII. Cependant, pour un grand système, le nombre d’états individuels k est très élevé,
et cette contribution est totalement négligeable devant (58). C’est pourquoi nous n’en avons pas
tenu compte.

Comme pour les fermions, les sommes sur k ne sont soumises ici à aucune restriction (pas
de limitation à un demi-espace réciproque).
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obtenons l’énergie totale sous la forme :

〈
Ĥ
〉
B
=
∑

k 6=0

ek sh2θk +
V0
2

(N0 +Ne)
2

+N0

∑

k 6=0

Vk
[
sh2θk − shθk chθk cos 2 (ζ0 − ζk)

]

+
1

2

∑

k,k′ 6=0

Vk−k′

[
sh2θk sh2θk′ + shθk shθk′ chθk chθk′ cos 2 (ζk − ζk′)

]

(61)

La somme de la seconde ligne traduit l’effet des échanges d’impulsion entre parti-
cules k 6= 0 avec le condensat k = 0, ainsi que le terme introduit par les processus
d’annihilation-création de paires à partir du condensat (ce terme dépend des phases
relatives ζ0 − ζk et, comme nous l’avons vu, provient de l’appariement des par-
ticules). Les termes de la troisième ligne contenant une double somme sur k et k′

correspondent à l’effet des interactions entre particules dans des états k 6= 0 ; comme
le nombre d’états individuels est très grand, nous avons ignoré la contrainte k 6= k′

de la relation (59), qui a un effet négligeable ; de plus, nous avons noté dans le
Chapitre XVII que l’exponentielle imaginaire pouvait être remplacée par un cosinus.

En conclusion de ce complément, les états appariés se prêtent bien au calcul de
l’énergie moyenne d’un ensemble de particules en interaction. Dans les compléments
qui suivent, nous allons appliquer ces résultats successivemement à des fermions et
des bosons.
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Nous allons présenter dans ce complément le mécanisme BCS d’appariement
de fermions dont les interactions sont attractives. Les trois lettres BCS désignent les
noms de J. Bardeen, L.N. Cooper et J.R. Schrieffer qui ont proposé en 1957 [9] la
théorie d’un phénomène physique auparavant incompris, mais observé dès 1911 par
H. Kamerlingh Onnes à Leyde. Ce dernier avait en effet constaté que, au-dessous
d’une certaine température, la résistivité électrique de certains métaux (le mercure
dans son cas) tombe brutalement à zéro, lors d’une transition de phase vers un état
dit “supraconducteur”. Cette transition s’accompagne d’autres effets spectaculaires :
par exemple le fait que les champs magnétiques sont expulsés du matériau. Dans
ce complément, nous nous intéresserons au mécanisme général d’appariement de
fermions attractifs dans le cadre de la théorie BCS, mais nous n’entrerons dans au-
cun détail de la théorie des métaux. Nous admettrons simplement l’existence d’une
attraction entre fermions, sans nous préoccuper de son origine précise. Dans les mé-
taux, cette attraction effective entre électrons résulte d’un couplage entre électrons
et phonons, de sorte qu’elle n’est qu’indirecte ; ceci introduit une complexité supplé-
mentaire dans le problème. Nous ne présenterons pas non plus de calcul de résistivité
métallique, et nous ne démontrerons donc pas qu’elle peut s’annuller.

La théorie BCS est une théorie de champ moyen, du même type que la théorie
de Hartree-Fock (Compléments DXV et EXV). Dans cette dernière, on suppose que les
particules individuelles se propagent de façons indépendantes dans le champ moyen
créé par toutes les autres ; pour cela, on utilise un état de Fock à N particules. Ici,
nous allons plutôt supposer qu’elles forment des paires, et traduire cette hypothèse en
utilisant comme ket variationnel d’essai le ket |ΨBCS〉 introduit au Chapitre XVII ; ce
complément fournit donc une application directe des calculs de ce chapitre. Il s’agit
certes d’un état qui mathématiquement ressemble à un état de Fock de “molécules”
regroupant chacune deux particules. Cependant, il ne faut pas en conclure que cette
approximation se ramène à une théorie où chacune des molécules est considérée
comme un objet identifiable se déplaçant dans un champ moyen créé par toutes les
autres. Cette image naïve serait exacte dans le cas limite où les molécules sont très
fortement liées, mais nous verrons qu’elle est totalement inappropriée dans le cadre
des paires peu liées comme celles de la théorie BCS. Comme nous l’avons souligné
dans l’introduction du Chapitre XVII, le but réel de l’utilisation des états appariés
n’est pas d’étudier la formation de molécules, mais est d’ajouter une grande flexibilité
à l’approche du champ moyen en permettant de moduler la fonction de corrélation
binaire entre particules.

Dans une première partie (§ 1), nous procédons à la minimisation de l’énergie
pour déterminer l’état quantique optimal dans la famille considérée. Puis, dans le
§ 2, nous discutons un certain nombre de propriétés physiques de la fonction d’onde
BCS ainsi optimisée, principalement en termes de fonctions de corrélation à une
et deux particules, mais aussi en termes de ce qui est appelé “ordre non diagonal”
(Compléments AXVI et AXVII). Enfin, au § 3, nous étudions plus en détail le contenu
physique du mécanisme d’appariement BCS permettant d’optimiser l’énergie d’un
système de fermions, et en particulier le rôle du blocage de la phase (brisure sponta-
née de symétrie). Dans tout ce complément, nous supposons pour simplifier que la
température est nulle, mais la méthode BCS s’étend à l’étude des états excités (§ 4),
et donc aux situations de température non nulle (comme nous l’évoquons rapidement
au § 4-d).

Peu avant que la théorie BCS ne soit mise au point, Cooper avait proposé
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un modèle comprenant deux fermions attractifs et montré que l’exclusion de leurs
fonctions d’onde de l’intérieur d’une sphère de Fermi faisait apparaître un état lié,
dont certaines propriétés rappellent celles prédites ensuite par la théorie BCS. Cette
dernière constitue donc en quelque sorte la généralisation à N particules du modèle
de Cooper, généralisation qui permet de mettre en lumière les effets collectifs qui
sont à l’origine des propriétés de l’état fondamental BCS. Dans le Complément
DXVII, nous étudierons donc le modèle de Cooper et soulignerons ses analogies avec
la théorie à N particules. Dans le présent complément, nous partons directement des
résultats généraux du Chapitre XVII pour présenter la théorie BCS ; nous utiliserons
également les calculs de valeurs moyennes d’énergie du § 3 du Complément BXVII.

Il n’est bien sûr pas envisageable de fournir ici un aperçu détaillé de la théorie
de la supraconductivité et des divers effets qui en découlent, ce qui nécessiterait un
ouvrage entier ; le simple fait que nous limitions une grande partie des calculs à la
température nulle montre bien que de nombreux phénomènes sortent du cadre de ce
complément. Pour en savoir plus, on pourra consulter la référence [8].

1. Optimisation de l’énergie

La relation (B-11) du Chapitre XVII fournit l’expression de l’état apparié 1

|ΨBCS〉 :

|ΨBCS〉 = exp

{∑

k

gk a
†
k,↑a

†
−k,↓

}
|0〉 =

∏

⊗k

|ϕk〉 (1)

Nous avons ensuite normé le ket |ΨBCS〉 en normant séparément chacun des kets
|ϕk〉, qui deviennent les kets |ϕk〉 :

|ϕk〉 =
[
uk + vk a

†
k,↑a

†
−k,↓

]
|0〉 (2)

où les deux fonctions uk et vk sont reliées par :

vk = uk gk (3)

et satisfont :

|uk|2 + |vk|2 = 1 (4)

Dans ce chapitre, gk a été introduit comme la transformée de Fourier de la fonction
d’onde χ (r) de la “molécule diatomique” servant à construire l’état apparié ; cet
état est toutefois a priori quelconque. Ici, nous allons considérer les gk comme des
paramètres variationnels. Si l’on choisit gk = 0, il en découle vk = 0 et |uk| = 1 :
les deux états individuels k, ↑ et −k, ↓ ne sont ni peuplés, ni appariés. Ils le sont, en
revanche, si gk n’est pas nul. De façon générale, le nombre de gk non nuls est a priori
arbitraire, fini ou infini ; on peut par exemple les limiter à une valeur maximale kc du
module de k, et considérer cette valeur maximale comme un paramètre variationnel
supplémentaire définissant le ket d’essai.

1. Cet état est une superposition de composantes contenant des nombres de particules diffé-
rents. Comme nous l’avons déjà rappelé au Chapitre XVII, on pourrait également choisir un état
variationnel où le nombre de particules est parfaitement fixé (§ 5.4 et Appendice C de [8]), mais
cela compliquerait un peu les calculs.
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Nous avons été conduits dans le chapitre à poser uk = cos θk e−iζk et vk =
sin θk e

iζk , relations qui supposent que les phases de uk et de vk sont opposées (ce
qu’il est toujours possible d’obtenir par un changement de phase globale du ket |ϕk〉,
sans conséquence physique). Dans le présent complément, il sera plus commode de
supposer que la phase de |ϕk〉 est choisie de sorte à rendre uk réel et positif, ce qui
conduit à poser :

uk = cos θk

vk = sin θk e
2iζk (5)

La relation (C-19) du Chapitre XVII fournit le nombre moyen de particules dans
l’état

∣∣ΨBCS
〉

:

〈N〉 = 2
∑

k

|vk|2 = 2
∑

k

sin2 θk (6)

1-a. Fonction à optimiser

On peut changer le nombre moyen de particules dans l’état |Ψ〉BCS en faisant
varier les dépendances en k des uk et vk : par exemple, si l’on choisit |uk| = 1 et vk =
0 pour tout k, le nombre moyen 〈N〉 est nul ; en revanche, si |uk| est très petit et |vk|
égal à 1 pour de très nombreuses valeurs de k, le nombre total moyen de particules
〈N〉 peut être arbitrairement élevé. Or l’opération de minimisation de l’énergie ne
peut avoir de sens que pour une valeur fixée de 〈N〉, que nous allons déterminer par
un multiplicateur de Lagrange µ (potentiel chimique ; cf. Appendice VI, § 1-c). Nous
allons donc optimiser le choix des uk et vk en introduisant des variations duk et dvk
et en annulant la variation de la valeur moyenne A = 〈H〉 − µ 〈N〉. Le volume L3

du système physique et son potentiel chimique µ sont considérés comme donnés ; les
variables à déterminer sont de façon équivalente, soit les uk et les vk, soit les θk et
les ζk.

La relation (40) du Complément BXVII fournit 〈H〉, tandis que (6) fournit
〈N〉. Nous avons donc :

A = 〈H〉 − µ 〈N〉

= 2
∑

k

(ek − µ) |vk|2 +
V0
4
〈N〉2 +

∑

k 6=k′

[V0 − Vk′−k] |vk|2 |vk′ |2

+
∑

k,k′

Vk−k′ v∗k uk vk′ uk′ (7)

avec, d’après (5) :

|vk|2 = sin2 θk ; v∗k uk = sin θk cos θk e
−2iζk (8)

Dans l’expression de A ci-dessus, ek est l’énergie cinétique d’une particule libre
d’impulsion ℏk :

ek =
ℏ2k2

2m
(9)
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et les Vk sont les transformées de Fourier du potentiel d’interaction W2 (r) :

Vk =
1

L3

∫
d3r e−ik·r W2 (r) (10)

Ce potentiel étant supposé invariant par rotation, la fonction Vk ne dépend que du
module k de k, et elle est réelle (Appendice I, § 2.e) ; le potentiel est également
attractif, de sorte que nous supposerons que tous les Vk sont négatifs.

Nous avons vu dans le Chapitre XVII que le premier terme de (7) est celui
d’énergie cinétique, le second celui de champ moyen (terme diagonal) pour les par-
ticules de spins opposés, le troisième le terme similaire pour les particules de même
spin (où terme direct et terme d’échange s’annulent mutuellement pour un poten-
tiel de courte portée). Enfin, le quatrième terme sur la seconde ligne (qui contient
Vk−k′) joue un rôle particulièrement important dans toute la suite de ce complé-
ment ; il provient du diagramme d’annihilation-création de paires schématisé dans
la Figure 4 du Complément BXVII. On l’appelle souvent “terme d’appariement” (ou
“pairing term” en anglais).

La relation (6) permet d’écrire :

d [〈N〉]2 = 2 〈N〉 d 〈N〉 = 4 〈N〉
∑

k

d |vk|2 (11)

Nous obtenons :

dA = 2
∑

k

ξk d |vk|2

+
∑

k,k′

Vk−k′ {vk′uk′ d [ukv
∗
k] +v

∗
k′uk′ d [ukvk]} (12)

où la variable ξk est l’énergie cinétique ek ramenée au potentiel chimique et corrigée
par des effets des interactions 2 :

ξk = ek − µ+
V0
2
〈N〉+

∑

k′

(V0 − Vk′−k) |vk′ |2 (13)

Remarque :

Dans les applications de la théorie BCS, le choix du potentiel d’interaction à utili-
ser dans les équations ne va pas nécessairement de soi. C’est particulièrement vrai
dans la théorie de la supraconductivité dans les métaux, où les fermions mis en jeu
sont des électrons qui, isolés, interagissent par un potentiel de Coulomb répulsif.
Cependant, dans un métal, l’interaction répulsive directe entre les électrons est for-
tement écrantée et ils interagissent de façon indirecte, via les déformations du réseau
cristallin (phonons, cf. Complément JV) ; ce phénomène introduit une composante
attractive à grande distance dans leur interaction effective, et explique pourquoi
l’appariement entre électrons est possible. Les caractéristiques de cette interaction
effective dépendent de celles des phonons, en particulier de la fréquence de Debye
du solide considéré.

2. Un facteur 2 apparaît devant la somme sur k′ du fait de l’addition des variations de |vk|2
et |vk′ |2 dans (7), mais il est absorbé par le 2 qui précède la somme contenant ξk.
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Dans la théorie des gaz dilués fermioniques ultra-froids, ce n’est pas non plus le
potentiel interatomique qui est utilisé directement dans les équations. Ce potentiel
interatomique comprend à courte distance une partie fortement répulsive (parfois
assimilée à un “cœur dur”) et à distance intermédiaire un fort puits attractif permet-
tant la formation d’un grand nombre d’états moléculaires. Or, lorsque le gaz étudié
est très dilué, les collisions à trois corps qui permettent de former ces molécules
sont très rares, de sorte que ces états moléculaires ne jouent pratiquement aucun
rôle ; seuls sont réellement importants les effets du potentiel à grande distance. En
d’autres termes, ce sont les propriétés asymptotiques des états stationnaires de col-
lision, contenues dans l’amplitude de diffusion (Chapitre VIII, relation B.9) et les
déphasages associés (Chapitre VIII, § C) qui jouent le rôle essentiel. Le potentiel
qui est utilisé dans les calculs BCS est donc un “potentiel effectif”.

De plus, comme les collisions se produisent à très basse énergie, ce potentiel effectif
ne dépend que du déphasage δ0 associé à l = 0. On caractérise généralement ce dé-
phasage par une “longueur de diffusion” a0 définie par δ0 ≃ −ka0 lorsque k −→ 0 ;
le potentiel effectif est attractif si cette longueur de diffusion est négative. Dans le
présent complément, nous nous intéressons principalement au mécanisme quantique
d’appariement BCS et non pas à la détermination d’un potentiel ; nous n’entre-
rons pas dans le détail de ces considérations, supposant que le choix du potentiel
d’interaction approprié a déjà été effectué.

1-b. Annulation de la variation totale

On remarque immédiatement sur (7) que les trois premiers termes du second
membre ne dépendent que des modules des vk ; seul le dernier terme (annihilation-
création) dépend des phases ζk. Or, la fonction A doit être minimale si l’on fait
varier les ζk sans modifier les θk, donc quand seul varie ce dernier terme :
∑

k,k′

Vk−k′ sin θk cos θk sin θk′ cos θk′ e2i(ζk′−ζk) (14)

Nous avons supposé que tous les éléments de matrice du potentiel sont négatifs, alors
que la relation (C-5) du Chapitre XVII indique que les produits sin θk cos θk sont
positifs. La valeur la plus basse de cette somme est donc obtenue quand tous les
termes de la somme sur k et k′ ont des phases égales, de sorte qu’ils s’ajoutent de
façon cohérente. Cette condition porte le nom de “condition de blocage de phase”,
et nous la discuterons plus en détail au § 3-a-β. Le minimum obtenu ne dépend pas
de la phase absolue des vk, mais seulement de leurs phases relatives. Nous pouvons
donc simplement supposer que tous les ζk sont égaux à zéro, c’est-à-dire que tous
les vk sont réels et positifs. Nous considérerons à partir de maintenant que c’est le
cas.

Dans la relation (12), les termes en d [ukv
∗
k] et d [ukvk] deviennent alors égaux

(les indices k et k′ sont muets), de sorte que :

dA = 2
∑

k

ξk d (vk)
2
+ 2

∑

k,k′

Vk−k′ vk′uk′ d (ukvk) (15)

Il nous faut maintenant faire varier les θk. Pour cela, introduisons alors les quantités
∆k, homogènes à une énergie, par :

∆k =
∑

k′

(−Vk−k′) uk′ vk′ (16)
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Les ∆k sont réels puisque les uk et vk le sont, et positifs puisque nous avons supposé
les éléments de matrice du potentiel d’interaction négatifs. Ils sont appelées “gap”
(mot anglais signifiant “intervalle”) ; ils jouent un rôle important en théorie BCS.
Comme la discussion physique de ce rôle est plus aisée dans le cas particulier d’un
potentiel de très courte portée, nous la repoussons au § 1-c ; de même, l’explication
du choix du mot “gap” apparaîtra plus bas (§ 4, voir en particulier la Figure 6). La
variation de A s’écrit alors :

dA = 4
∑

k

ξk vk dvk − 2
∑

k

∆k [ukdvk + vkduk] (17)

Les variations duk et dvk ne sont toutefois pas indépendantes, puisque la relation
(4) impose (lorsque uk et vk sont réels) que :

2uk duk + 2vk dvk = 0 (18)

de sorte que nous pouvons remplacer duk par −vkdvk/uk. Le second membre de
(17) devient alors :

4
∑

k

ξk vk dvk − 2
∑

k

∆k

[
uk −

(vk)
2

uk

]
dvk (19)

L’annulation de la variation de A par rapport à tous les vk s’écrit donc :

2ξkvk −∆k

[
uk −

(vk)
2

uk

]
= 0 (20)

Une multiplication par uk fournit :

2ξk ukvk = ∆k

[
(uk)

2 − (vk)
2
]

(21)

soit :

ξk sin 2θk = ∆k cos 2θk (22)

On peut alors calculer le sinus et le cosinus, puisque :

[cos 2θk]
2
=

[cos 2θk]
2

[cos 2θk]
2
+ [sin 2θk]

2 =
(ξk)

2

(ξk)
2
+ (∆k)

2 (23)

et donc :

cos 2θk =
±ξk√

(ξk)
2
+ (∆k)

2
= ± ξk

Ek

sin 2θk =
±∆k√

(ξk)
2
+ (∆k)

2
= ±∆k

Ek
(24)

où nous avons posé :

Ek =

√
(ξk)

2
+ (∆k)

2 (25)
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Ainsi :

[uk]
2
=

1

2
[1 + cos 2θk] =

1

2

[
1± ξk

Ek

]

[vk]
2
=

1

2
[1− cos 2θk] =

1

2

[
1∓ ξk

Ek

]
(26)

Nous trouvons donc de nombreuses possibilités pour rendre stationnaire la différence
de valeurs moyennes 〈H〉 − µ 〈N〉, selon le signe ± choisi dans chacune de ces équa-
tions et pour chaque k. Cette multiplicité de solutions n’est pas étonnante puisque
la stationnarité est obtenue, non seulement pour l’état fondamental, mais aussi pour
les divers états excités possibles du système physique ; nous discuterons ces derniers
au § 4, et nous verrons que les conditions de stationnarité (26) incluent la possibilité
de “paires excitées” (§ 4-c-β). Pour le moment nous nous concentrons sur la recherche
de l’état fondamental et donc du minimum absolu de la valeur moyenne (7).

Examinons quels signes il faut choisir dans (26) pour obtenir le niveau fon-
damental, c’est-à-dire donner la valeur la plus faible possible à l’expression (7) de
A. Le potentiel chimique d’un gaz parfait de fermions dans son état fondamental
est positif, égal à l’énergie de Fermi et proportionnel à la densité de particules à la
puissance 2/3 (Complément CXIV, § 1-a). En présence d’un faible potentiel attractif,
la valeur du facteur (ek − µ) dans le premier terme du second membre de (7) est
donc négative lorsque le module k est petit, positive lorsque ek ≫ µ. Dans le premier
cas, pour minimiser A, il est favorable de choisir des valeurs de [vk]

2 aussi grandes
que possibles, donc le signe − dans la seconde équation (26) puisque ξk est négatif
dans ce cas ; lorsque ek ≫ µ, il est au contraire favorable de choisir des valeurs aussi
faibles que possible de [vk]

2, et c’est encore un signe − dans la seconde égalité qui
est préférable. Pour finir, c’est donc le signe − qui convient dans la seconde égalité
(26), et par conséquent le signe + dans la première.

Comme nous avons vu que uk et vk sont positifs, nous obtenons finalement
pour l’état fondamental :

uk =

√
1

2

(
1 +

ξk
Ek

)

vk =

√
1

2

(
1− ξk

Ek

)
(27)

Par susbtitution de ces résultats dans (21), on vérifie alors que les relations de
stationnarité sont bien vérifiées, quel que soit le signe de ξk. Elles s’appliquent pourvu
que soit satisfaite la condition de cohérence découlant de la définition (16) des ∆k :

∆k = −1

2

∑

k′

Vk−k′

√
1−

(
ξk′

Ek′

)2

= −1

2

∑

k′

Vk−k′

∆k′√
(ξk′)

2
+ (∆k′)

2
(28)

Comme nous allons le voir, cette condition (28) prend une forme plus simple pour
un potentiel d’interaction de très courte portée.

La conclusion de ce calcul est que, partant d’une fonction χ(r) quelconque,
ou (ce qui revient au même) de fonctions gk considérées comme des variables en-
tièrement libres, nous pouvons obtenir grâce à l’optimisation les valeurs des uk et
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des vk ; ceci fixe les gk et détermine la fonction χ(r) qui permet de construire l’état
apparié écrit en (1).

1-c. Potentiel de courte portée, étude du gap

Les éléments de matrice du potentiel d’interaction Vk sont définis au Complé-
ment BXVII comme les transformées de Fourier du potentiel – cf. relations (16) et
(18) de ce complément. Pour un potentiel régulier de portée b, l’élément de matrice
Vk varie nécessairement lorsque k varie d’une quantité comparable à 1/b ; en parti-
culier, Vk → 0 lorsque k ≫ 1/b. Cependant, dans beaucoup d’applications physiques
de la théorie BCS, les vecteurs d’onde k mis en jeu restent très petits devant 1/b, de
sorte qu’une approximation utile est d’ignorer les variations des Vk. On les considère
alors comme tous égaux à une même constante −V :

Vk = −V (29)

Le signe moins a été introduit afin que V soit un nombre positif pour un potentiel
attractif ; ce nombre est inversement proportionnel au volume V, comme l’indique la
relation (10). La définition (13) de ξk se simplifie alors en :

ξk = ek − µ−
V

2
〈N〉 (30)

que l’on peut reporter ensuite dans les relations (27) pour obtenir les fonctions uk
et vk.

La relation (16) se simplifie également ; tous les ∆k prennent alors une même
valeur ∆ :

∆ = V
∑

k′

uk′vk′ (31)

Il existe donc dans ce cas une seule valeur du gap, qui est réelle puisque nous avons
vu que les uk′ et vk′ le sont. Nous verrons dans la suite de ce complément que ∆
joue un rôle particulièrement important, en particulier dans la courbe de dispersion
caractérisant les excitations du système (cf. par exemple la Figure 6 qui montre
l’existence d’un minimum d’énergie ∆).

L’ensemble des formules précédentes s’applique à condition de remplacer les
∆k par ∆. Les relations (24) deviennent, compte tenu du choix de signe qui conduit
au fondamental :

cos 2θk =
ξk√

(ξk)
2
+∆2

=
ξk
Ek

sin 2θk =
∆√

(ξk)
2
+∆2

=
∆

Ek
(32)

Les égalités (27) restent inchangées. Lorsque k →∞, la seconde relation (32) montre
que, compte tenu de (25) et (30), la valeur de θk tend vers zéro selon :

θk ∼ ∆/2Ek ∼ ∆/2ξk (33)
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Il nous sera utile pour la suite de connaître le comportement asymptotique des
fonctions uk et vk, dont (5) indique la valeur en fonction de θk. Quand k → ∞, la
relation (33) indique que uk tend vers 1 tandis que vk tend vers zéro selon :

vk ∼
k→∞

∆

2ξk
+ 0(

∆2

ξ2k
) ∼ 1

k2
+ 0(

1

k4
) (34)

Les sommes (C-19) et (C-22) du Chapitre XVII qui donnent la valeur moyenne de
N̂ et de son carré sont donc bien convergentes.

α. Condition d’autocohérence et divergences

La condition d’autocohérence (28) se simplifie maintenant en :

∆ =
V

2

∑

k

√
1−

(
ξk
Ek

)2

=
V

2

∑

k

∆√
(ξk)

2
+∆2

(35)

soit :

1 =
V

2

∑

k

1√
(ξk)

2
+∆2

(36)

qui constitue une équation implicite exprimant le gap ∆ à partir de µ (puisque ce
dernier intervient dans la définition de ξk).

Si nous prenons un grand volume L3, nous pouvons remplacer la somme dis-
crète sur k par une intégrale. Nous allons supposer que, comme envisagé au § 1, les
gk dans le ket variationnel (1) sont nuls lorsque le module de k est plus grand qu’une
valeur de coupure kc. Dans ces conditions, l’équation implicite du gap devient :

1 =
V

2

L3

(2π)
3

∫ kc

0

d3k
1√

(ξk)
2
+∆2

(37)

où kc est la borne supérieure des vecteurs d’onde introduite au § 1 ; rappelons que
V est inversement proportionnel au volume, de sorte que le second membre de cette
égalité n’en dépend pas. L’intégrale devient divergente si kc est infini car, lorsque
k → ∞, la fonction à intégrer se comporte comme 1/ξk ∼ 1/ek ∼ 1/k2. Il convient
donc de prendre une valeur finie pour kc, cas auquel la valeur obtenue pour ∆ dépend
de celle choisie pour kc ; cette borne supérieure joue alors un rôle important.

β. Calcul du gap

Nous notons ec l’équivalent de la fréquence de coupure kc en termes d’énergie :

ec =
ℏ2k2c
2m

(38)

Prenons maintenant l’énergie ek comme variable d’intégration. Il s’introduit alors la
densité d’états D(ek), obtenue 3 en différentiant la définition (9) de ek :

D(ek) =
L3

4π2

(
2m

ℏ2

)3/2√
ek (39)

3. Cette densité d’états est définie dans le Complément CXIV, et donnée par la relation (8) de
ce complément ; ici, comme nous n’avons pas à tenir compte des deux états de spin, nous obtenons
une densité d’états deux fois plus petite.
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La relation (37) devient alors :

1 =
V

2

∫ ec

0

D(ek) dek
1√

(ek − µ)2 +∆2

(40)

où, pour simplifier la relation (30), nous avons introduit un potentiel chimique µ
relatif à l’énergie de champ moyen 4 :

µ = µ+
V

2
〈N〉 (41)

La fonction à intégrer sur ek dans (40) contient une fraction qui est maximale
pour ek = µ, et prend de grandes valeurs dans une bande d’énergie de largeur ∆
centrée dans l’espace des k sur la surface de la “sphère de Fermi” (cf. Complément
CXIV) dont le rayon kF est tel que :

ℏ2k2F
2m

= µ (42)

Quant à la densité d’états D(ek), elle prend des valeurs faibles au voisinage du centre
de cette sphère, mais croissantes à l’extérieur. L’intérieur de la sphère contribue peu à
la somme, qui se construit surtout à l’extérieur, entre la surface de Fermi et l’énergie
de coupure ekc . Il existe donc dans cette région une valeur intermédiaire D0 de la
densité d’états qui peut être substituée à D(ek) sans changer l’intégrale, avec :

D (µ) ≤ D0 ≤ D (ec) (43)

Nous pouvons alors sortir la densité d’états de l’intégrale et écrire :

1 =
V D0

2

∫ ec

0

dek
1√

(ek − µ)2 +∆2

(44)

Comme V est inversement proportionnel au volume, alors que selon (39) la densité
d’états D0 lui est proportionnelle, cette relation est indépendante du volume.

En physique des métaux supraconducteurs, l’interaction attractive entre les
électrons passe par l’intermédiaire des mouvements de déplacement des ions du cris-
tal, donc par les phonons du réseau ; dans les éléments de matrice du potentiel d’in-
teraction, il s’introduit alors naturellement une énergie de coupure qui est l’énergie
de Debye ℏωD des phonons. On prend souvent un modèle simple où, dans (28),
les éléments de matrice du potentiel Vk−k′ sont nuls dès que la différence d’énergie
|ek − ek′ | dépasse la valeur ℏωD, supposée bien inférieure à µ ; sinon, ils sont égaux
à une constante V . Par les mêmes calculs que ceux qui nous ont menés à (44), on
obtient alors la relation du gap 5 pour les niveaux proches de la surface de Fermi :

1 ≃ V DF

2

∫ µ+ℏωD

µ−ℏωD

dek
1√

(ek − µ)2 +∆2

= V DF Argt sh

(
ℏωD
∆

)
(45)

4. Avec la convention de signe que nous avons prise pour les V , cette énergie de champ moyen
est −V 〈N〉 /2 par particule.

5. L’intégrale du second membre reçoit deux contributions égales, l’une des valeurs de ek
supérieures à µ, l’autre des valeurs inférieures ; ceci explique la disparition du facteur 1/2 dans la
seconde égalité.
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où DF est la densité d’états à la surface de Fermi. Si de plus nous faisons l’approxi-
mation V DF ≪ 1, nous obtenons :

∆ =
ℏωD

sh (1/V DF )
≃ 2ℏωD exp

(
− 1

V DF

)
(46)

Cette équation importante est appelée “équation du gap BCS”.
Une propriété remarquable est que cette expression n’est pas développable en

série de puissances de V lorsque l’interaction tend vers zéro : toutes les dérivées de
∆ par rapport à V sont nulles en V = 0. Elle ne peut donc pas être obtenue dans le
cadre d’une théorie de perturbations en puissances de l’interaction (nous reviendrons
sur ce point au § 3-c).

2. Fonctions de distribution, corrélations

Si nous reportons les formules (27) dans le ket d’essai, nous obtenons le vecteur
d’état |ΨBCS〉 optimal, décrivant au mieux l’état fondamental. Examinons mainte-
nant le contenu physique de cet état quantique optimisé en termes des propriétés des
fonctions de distribution à une et deux particules. Ces propriétés nous seront utiles
plus bas pour comprendre l’origine de la diminution d’énergie due à la condensation
en paires de particules.

2-a. Distribution à une particule

Comme nous allons le voir, les propriétés de la distribution à une particule
restent assez proches de celles d’un gaz parfait.

α. Espace des impulsions

Une fois le gap ∆ obtenu, on peut utiliser les relations (30) et (32) pour
déterminer les valeurs de θk pour chaque valeur de k ; la relation (C-16) du Chapitre
XVII fournit alors le nombre moyen de particules dans chaque paire d’états. Puisque
les deux états qui composent la paire jouent le même rôle, le nombre moyen de
particules dans chacun des états est simplement la moitié, soit sin2 θk. La Figure 1
montre l’allure des variations en fonction de ek de la fonction de distribution 〈nk,ν〉
ainsi obtenue, c’est-à-dire de la fonction de distribution en impulsions d’une particule
avec les valeurs optimisées des variables uk et vk. Pour un gaz parfait, nous avons vu
au Complément BXV que c’est une distribution de Fermi-Dirac ; à température nulle
(comme c’est le cas ici, puisque nous étudions l’état fondamental), cette distribution
est une fonction en “marche d’escalier” égale à 1 si ek < µ et à 0 si ek > µ (courbe
en pointillés). Ici, la transition entre 0 et 1 se fait autour de µ, donc pour une
valeur du potentiel chimique déplacée par l’effet du champ moyen comme l’indique
la relation (41) ; il est compréhensible que le champ moyen décale ainsi les énergies.
Ce qui est plus frappant est que la courbe ne présente plus de saut discontinu,
mais varie progressivement sur un domaine d’énergie dont la largeur est de l’ordre
du gap ∆. Ainsi, l’effet des interactions est de dépeupler certaines paires d’états
au profit d’autres ayant des énergies cinétiques plus élevées. Certains fermions sont
ainsi promus depuis l’intérieur de la surface de Fermi vers l’extérieur, cet effet se
produisant sur une profondeur comparable à ∆. Dans l’espace des k, la perturbation
introduite par les attractions est donc localisée au voisinage de cette surface ; les
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fermions situés près du centre de la sphère de Fermi ne sont pas concernés, alors que
ceux qui sont proches de la surface gagnent une énergie de l’ordre du gap.

Figure 1 – Variations de la fonction de distribution à une particule 〈nk,ν〉 = |vk|2
en fonction de l’énergie ek, dans l’état BCS. En l’abscence d’interactions, cette fonc-
tion est égale à 1 pour ek < µ, et nulle pour ek > µ (courbe pointillée en marche
d’escalier). En présence d’interactions attractives, sous l’effet de l’appariement entre
les fermions, la courbe s’arrondit dans un domaine d’énergie de l’ordre du gap ∆
(double flèche sur l’axe horizontal), et les variations se font autour de la valeur µ
(valeur de µ décalée par l’effet du champ moyen). La courbe en tiretés longs montre
les variations du produit ukvk en fonction de la même variable ek. Cette fonction
prend ses valeurs les plus importantes dans un domaine de largeur de quelques ∆
autour de ek = µ.

β. Espace des positions

Les relations (B-22) et (B-23) du Chapitre XVI conduisent à la fonction de
corrélation à une particule dans l’espace des positions :

G1(r, ν; r
′, ν′) =

〈
Ψ†
ν(r)Ψν′(r′)

〉
= 〈r′, ν′| ρI |r, ν〉 (47)

(ρI est l’opérateur densité réduit à une particule) soit, compte tenu de la formule
(A-14) de ce Chapitre XVI appliquée à des ondes planes normées :

G1(r, ν; r
′, ν′) =

1

L3

∑

k,k′

ei(k
′·r′−k·r)

〈
a†k,νak′,ν′

〉

=
1

L3

∑

k,k′

ei(k
′·r′−k·r) 〈ΨBCS | a†k,νak′,ν′ |ΨBCS〉 (48)

où a†k,ν est l’opérateur de création dans l’état individuel d’impulsion ℏk et de spin ν,
et ak′,ν′ celui d’annihilation dans l’état d’impulsion ℏk′ et de spin ν′. Or, dans l’état
|ΨBCS〉, les nombres d’occupation de chaque paire d’impulsions sont 0 ou 2, de sorte
que la valeur moyenne du produit de ces opérateurs s’annule lorsque chacun d’entre
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eux concerne une paire différente, ou encore si les deux états individuels concernés
dans la même paire sont différents. Donc :

G1(r, ν; r
′, ν′) =

1

L3
δνν′

∑

k

eik·(r
′−r) 〈ΨBCS | a†k,νak,ν |ΨBCS〉

=
1

L3
δνν′

∑

k

eik·(r
′−r) 〈nk,ν〉 (49)

avec :

〈nk,ν〉 = 〈ΨBCS | a†k,νak,ν |ΨBCS〉 = |vk|
2 (50)

La fonction G1 est donc proportionnelle à la transformée de Fourier de la population
moyenne 〈nk,ν〉 de l’état individuel k, ν. Comme cette population moyenne est une
fonction dont la largeur est de l’ordre du vecteur d’onde de Fermi kF , la fonction
G1 tend vers zéro lorsque |r− r′| ≫ 1/kF , c’est-à-dire dès que la différence des
positions n’est plus microscopique : il n’existe donc aucun “ordre non diagonal à
grande distance” de la fonction de corrélation à une particule dans ce système. Pour
r = r′, on obtient :

G1(r, ν; r, ν
′) =

δνν′

2L3
〈N〉 = δνν′

nBCS
2

(51)

où nBCS est la densité numérique de particules :

nBCS =
〈N〉
L3

(52)

La fonction G1(r, ν; r, ν) n’a aucune dépendance spatiale ; le facteur 1/2 correspond
au fait que la densité totale nBCS se répartit également entre les deux états de spin.
Nous retrouvons les mêmes résultats que pour un gaz parfait.

2-b. Distribution à deux particules, fonction d’onde interne des paires

Contrairement aux propriétés de la distribution à une seule particule, celles
de la distribution à deux particules sont fortement affectées par le mécanisme BCS,
ce qui est naturel puisqu’il s’agit d’un processus d’appariement.

α. Espace des impulsions, pic dans la distribution

La relation (C-19) du Chapitre XV fournit l’expression des éléments de ma-
trice de l’opérateur densité à deux particules ρII dans une base quelconque. En
représentation impulsion, ils s’écrivent :

〈1 : k′′, ν3; 2 : k′′′, ν4| ρII |1 : k, ν1; 2 : k′, ν2〉 =
〈
a†k,ν1a

†
k′,ν2

ak′′′,ν4ak′′,ν3

〉
(53)

Nous nous intéresserons principalement aux éléments de matrice diagonaux carac-
térisant les corrélations entre impulsions de deux particules :

〈1 : k, ν; 2 : k′, ν′| ρII |1 : k, ν; 2 : k′, ν′〉 =
〈
a†k,νa

†
k′,ν′ak′,ν′ak,ν

〉
(54)
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Dans cette expression, les opérateurs de création repeuplent précisément les mêmes
états que ceux qui ont été dépeuplés par les opérateurs d’annihilation.

Si ν′ = ν, pour ne pas obtenir un résultat nul il faut que k′ 6= k (sinon on
obtient le carré d’un opérateur fermionique, qui est nul). Nous obtenons :

〈1 : k, ν; 2 : k′, ν| ρII |1 : k, ν; 2 : k′, ν〉 = |vk|2 |vk′ |2 (si k′ 6= k) (55)

et zéro si k′ = k ; aucune corrélation n’apparaît donc si les impulsions sont diffé-
rentes.

Si ν′ = −ν, lorsque k′ est différent de −k deux paires différentes d’états sont
mises en jeu, et l’on obtient à nouveau un produit 6 :

〈1 : k, ν; 2 : k′,−ν| ρII |1 : k, ν; 2 : k′,−ν〉 = |vk|2 |vk′ |2 (si k′ 6= −k) (56)

En revanche, si k′ = −k, une seule paire est concernée, qui est détruite puis recons-
truite par les opérateurs (il s’agit donc à nouveau d’une contribution du diagramme
de la Figure 4 du Complément BXVII) ; le calcul fait alors intervenir un seul état
|ϕk〉, et l’on obtient :

〈1 : k, ν; 2 : −k,−ν| ρII |1 : k, ν; 2 : −k,−ν〉 = |vk|2 (57)

Ce résultat n’est pas la limite du précédent lorsque k′ → k, qui serait |vk|4 ; la valeur
obtenue est plus grande puisque |vk|2 ≤ 1.

Ainsi, pour toutes les valeurs des variables qui ne correspondent pas à une
paire d’impulsions opposées, on constate que l’opérateur densité est simplement un
produit, n’impliquant aucune corrélation entre les impulsions des deux particules.
On retrouve ce qu’indiquait l’étude de l’opérateur densité à une particule, à savoir
que tous les états k d’impulsion plus petite que celle du niveau de Fermi sont peuplés,
avec un arrondi des fonctions créé par le phénomène d’appariement. En revanche,
lorsque les valeurs des impulsions et des spins sont juste opposées, comme c’est le cas
pour une paire, on observe une discontinuité (une singularité) de la fonction de cor-
rélation diagonale : elle saute de |vk|4 à la valeur plus grande |vk|2. La discontinuité
correspondante δn(2)k s’écrit :

δn
(2)
k = |vk|2 − |vk|4 = |vk|2

[
1− |vk|2

]

= |ukvk|2 (58)

Nous verrons ci-après (§ 2-b-β) que δn(2)k n’est autre que le carré de la composante
k de la fonction d’onde de paires. Cette discontinuité est notable pour les valeurs de
k où le produit ukvk prend ses valeurs les plus grandes ; la Figure 1 montre que cela
correspond à une région centrée à la surface de Fermi, avec une largeur en énergie
qui est de l’ordre du gap ∆.

La fonction de distribution en impulsions dépend des 6 composantes des deux
impulsions, ce qui ne permet pas une représentation graphique aisée. Pour simplifier,

6. Si ν = −, on utilise le fait que la fonction v (k) est paire pour obtenir ce résultat. Si k′ = k,
deux paires sont encore concernées, repérées par des valeurs opposées de l’impulsion (rappelons que,
par convention, chaque paire est repérée par l’impulsion de la particule de spin +) ; mais, à nouveau,
la parité de ν (k) permet d’obtenir |v (k)|4, de sorte que l’on retrouve bien (56).
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nous supposons que les deux impulsions des particules ℏk1 et ℏk2 sont parallèles,
de sorte que la distribution à représenter devient une surface dans l’espace à 3
dimensions : on porte k1 sur un axe, k2 sur un autre, et la probabilité sur le troisième
axe perpendiculaire. Pour obtenir des courbes, on coupe ensuite cette surface par
des plans parallèles à la première bissectrice des axes k1 et k2 ; on suppose donc
la différence D = k1 − k2 constante, et on prend comme variable la somme de ces
deux impulsions. L’axe horizontal de la Figure 2 représente donc la variable q sans
dimension :

q =
k1 + k2
2kF

(59)

Lorsque q varie, le point représentatif dans le plan k1, k2 se déplace selon une droite ;
si par exemple la différence D est nulle, le point se déplace le long de la première
bissectrice des axes ; si D n’est pas nul, il se déplace parallèlement à cette première
bissectrice. Pour le tracé de la figure, on a choisi ∆/eF = 1/10.

Avec une valeur fixe de D = k1 − k2, il faut poser q = 0 pour attribuer
des valeurs opposées aux deux composantes des vecteurs d’onde ; ces valeurs sont
k1 = D/2 et k2 = −D/2. Mais nous avons vu que la discontinuité est importante
lorsque k1 = −k2 ≃ ±kF , c’est-à-dire lorsque D ≃ ±2kF . Sur la partie gauche
de la Figure 2, la différence D est prise égale à (1.4) × kF ; la courbe obtenue est
presque carrée, arrondie par le fait que ∆ n’est pas nul (comme sur la Figure 1), et
ne présente qu’un pic à peine visible. Sur la partie droite de la Figure 2, la différence
des impulsions est prise égale à 2ℏkF , de sorte que les deux impulsions peuvent
maintenant tomber à la fois dans la partie arrondie des distributions. On constate
alors que, sur le piédestal, vient se superposer un pic étroit traduisant un surcroît de
population dans le niveau d’impulsion totale nulle. La hauteur du pic sur la figure
donne la valeur de cette population, et sa largeur est strictement nulle pour des
niveaux discrets. La singularité de la fonction de distribution en impulsions est alors
nettement visible.

Il apparaît donc une singularité dans la distribution de l’impulsion des paires
de particules, dont le centre de masse présente une condensation dans l’espace des
impulsions. Cette condensation reste cependant partielle : contrairement au cas des
bosons, le pic de condensation apparaît sur un piédestal dû à la présence d’une
majorité de paires non condensées. Seules sont en fait concernées les paires d’états
dont les deux constituants ont des énergies tombant dans une bande de largeur de
l’ordre du gap ∆ autour du niveau de Fermi eF . Malgré ces restrictions, il reste
vrai que le phénomène de condensation en paires attractives BCS manifeste des
propriétés qui le rattachent à la même famille que la condensation de Bose-Einstein
pour des bosons répulsifs. Le § 2-b-γ du Complément AXVII discute le lien qui existe
entre cette condensation et l’apparition d’un paramètre d’ordre pour le champ de
paires.

β. Espace des positions, corrélations décrites par la fonction d’onde de paires

Nous n’avons trouvé aucun effet des interactions sur G1. Mais à nouveau,
puisque la théorie BCS s’appuie sur la prise en compte d’appariements, on peut
s’attendre à ce qu’elle présente des propriétés plus intéressantes concernant les fonc-
tions de corrélation à deux particules. Ce sont elles que nous étudions maintenant,
en nous limitant cependant à la fonction de corrélation “diagonale” telle qu’elle est
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Figure 2 – Courbes représentant la fonction de distribution de deux particules d’im-
pulsions parallèles k1 et k2 en fonction de la somme de ces impulsions, exprimée par
la variable sans dimension q = (k1 + k2) /2kF ; on a choisi ∆/eF = 1/10.
Pour la courbe de gauche, la différence (k1 − k2) est fixée et égale à (1.4) × kF . La
courbe se présente comme celle d’une fonction en cloche, pratiquement constante
pour de petites valeurs de q, et décroissante pour de plus grandes valeurs par un
arrondi semblable à celui de la figure 1 (arrondi d’autant plus abrupt que ∆ a été
choisi petit). Aucune singularité de la distribution n’est clairement visible (à part un
pic minuscule à l’origine).
Pour la courbe de droite, la différence des impulsions est choisie égale à 2ℏkF ;
lorsque q est proche de zéro, les deux impulsions prennent alors simultanément des
valeurs qui tombent dans la partie arrondie des distributions à une particule. Une
singularité en q = 0 est maintenant clairement visible, signalant l’accumulation de
“molécules” dans un état où leur centre de masse est immobile. La hauteur du pic
central correspond à la population du niveau discret d’impulsion totale nulle, et sa
largeur est nulle puisqu’il s’agit d’un niveau discret.

définie par la relation (B-33) du Chapitre XVI, avec l’inclusion des variables de spin
comme dans (B-36). Cette fonction s’écrit :

G2 (r, ν; r
′, ν′) =

〈
Ψ†
ν(r)Ψ

†
ν′(r

′)Ψν′(r′)Ψν(r)
〉

= 〈1 : r, ν; 2 : r′, ν′| ρII |1 : r, ν; 2 : r′, ν′〉 (60)

(ρII est l’opérateur densité réduit à deux particules) soit, comme plus haut :

G2 (r, ν; r
′, ν′) =

1

L6

∑

k,k′,k′′,k′′′

ei[(k−k′′′)·r+(k′−k′′)·r′]
〈
a†k′′′,νa

†
k′′,ν′ak′,ν′ak,ν

〉

(61)

La calcul de la valeur moyenne du produit de quatre opérateurs qui figure dans cette
expression est du même type que celui effectué au § 3 du Complément BXVII pour
l’énergie moyenne d’interaction, mais dans le cas présent les indices de spin sont
fixés au lieu d’être des indices de sommation. La figure 3 schématise par un dia-
gramme chacun des termes de (61) : les flèches entrantes représentent les particules
qui disparaissent lors de l’interaction (effet des opérateurs d’annihilation), les flèches
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sortantes celles qui apparaissent (effet des opérateurs de création) ; chaque valeur de
k est associée avec une valeur de la position r, via une exponentielle eik·r pour les
flèches entrantes ou une exponentielle e−ik·r pour les flèches sortantes, ainsi qu’à
une valeur du spin ν.

Figure 3 – Ce diagramme symbolise chaque terme intervenant dans la fonction de
corrélation binaire. Les deux flèches en bas à gauche sont les flèches entrantes, re-
présentant les particules qui disparaissent dans le processus d’interaction sous l’effet
des deux opérateurs d’annihilation ; les deux flèches en haut à droite sont les flèches
sortantes, représentant les particules qui apparaissent dans le processus sous l’effet
des deux opérateurs de création. Les deux premières sont associées à une exponen-
tielle imaginaire de la position avec un coefficient positif dans l’exposant, les deux
dernières à une exponentielle imaginaire de coefficient négatif. Les indices ν repèrent
les spins.

Spins parallèles : si ν = ν′, les deux opérateurs de destruction concernent
nécessairement des paires de k différents. Pour restaurer la population des deux
couples d’états à une valeur paire, la seule possibilité est de redonner à chacune
sa valeur initiale ; sinon le résultat est nul. Nous devons donc avoir, soit k = k′′′

et k′ = k′′ (terme direct), soit k = k′′ et k′ = k′′′ (terme d’échange). Dans le
premier cas, nous obtenons (après deux anticommutations dont les effets sur le signe
s’annulent) un résultat 7 indépendant des variables de position :

1

L6

∑

k,k′

〈ϕk| a†k,νak,ν |ϕk〉 〈ϕk′ | a†k′,νak′,ν |ϕk′〉 = 1

L6

∑

k,k′

|vk|2 |vk′ |2 (62)

et dans le second (après une seule anticommutation) :

− 1

L6

∑

k,k′

ei(k−k′)·(r−r′) 〈ϕk| a†k,νak,ν |ϕk〉 〈ϕk′ | a†k′,νak′,ν |ϕk′〉

= − 1

L6

∑

k,k′

ei(k−k′)·(r−r′) |vk|2 |vk′ |2 (63)

7. Si ν = −, il faut changer le signe de k et k′ dans v (k) et v (k′) mais, comme plus haut,
cela ne change pas le résultat puisqu’il est possible de changer le signe des variables de sommation.
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Regroupons ces deux contributions et utilisons (6) ; il vient :

G2 (r, ν; r
′, ν) =

( 〈N〉
2L3

)2 [
1− [F (r− r′)]

2
]

(64)

avec un terme d’échange contenant la fonction (réelle) :

F (r− r′) =
∑

k

eik·r |vk|2 (65)

Ce résultat a la même forme que la relation (22) du Complément AXVI, compte
tenu du fait que la population de chaque état de spin est la moitié de 〈N〉. Il in-
dique que la fonction de corrélation pour deux spins parallèles présente un “trou
d’échange” très semblable à celui représenté sur la figure 2 de ce complément, mais
de forme légèrement différente puisqu’ici les fonctions |vk|2 ne sont plus exactement
des fonctions discontinues en marche d’escalier. La largeur de ce trou d’échange est
de l’ordre de l’inverse de kF , le nombre d’onde de Fermi relié à l’énergie de Fermi
eF par eF = ℏ2k2F /2m.

Spins opposés : si ν 6= ν′, il devient possible que les deux opérateurs d’anni-
hilation, ou ceux de création, concernent une même paire d’états ; il s’agit alors d’un
terme d’annihilation-création de paire (terme de catégorie II selon la classification
du § D-1-a du Chapitre XVII). La Figure 4 symbolise les trois types de diagrammes
intervenant dans le calcul de la fonction de corrélation pour des spins opposés : I
(diffusion vers l’avant), II (paire-paire) et III (cas particuliers). Le calcul de leur
somme a été effectué au § D-2 du même chapitre, et a conduit au résultat :

G2 (r, ν; r
′,−ν) ≃

[ 〈N〉
2L3

]2
+ |φpaire (r− r′)|2 (66)

avec la définition suivante de la “fonction d’onde des paires” (non normée) 8 φpaire (r− r′) :

φpaire (r) =
1

L3

∑

k

ukvke
−ik·r =

∆

2L3

∑

k

1√
(ξk)

2
+∆2

e−ik·r (67)

qui n’est autre que la fonction d’ondes de paires déjà introduite par la relation (D-14)
du Chapitre XVII. Nous retrouvons ainsi les égalités (38) et (39) du Complément
AXVII, où elle était obtenue par une méthode différente mettant en jeu l’opérateur
champ à deux particules. La présence du second terme dans le membre de droite de
(66) provient donc de l’existence d’une valeur moyenne non nulle de champ de paires
introduit dans ce même complément (non-nullité du paramètre d’ordre).

Ainsi, lorsque leurs spins sont opposés, deux particules peuvent présenter
une corrélation spatiale, contrairement à ce qui se produit pour un gaz parfait

8. Le facteur 1/L3 qui figure dans (67) permet de définir une fonction d’onde de paires qui
est indépendante de la dimension L du système physique à la limite des grands L, où la somme sur
les k devient une intégrale sur d3k multipliée par (L/2π)3. Le carré de cette fonction d’onde n’est
alors pas homogène à l’inverse d’un volume, comme c’est habituellement le cas pour la fonction
d’onde d’une particule, mais à 1/L6. En fait, il faut la considérer comme une fonction d’onde à
deux particules, qui est le produit de la fonction d’onde constante 1/L3/2 du centre de masse de
la paire (dont nous avons supposé l’impulsion nulle) par celle qui décrit sa variable de position
relative.
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(Complément AXVI). Elle est décrite par le module au carré de la fonction d’onde
φpaire (r− r′), définie par sa transformée de Fourier spatiale ukvk. Cette nouvelle
fonction d’onde, distincte de celle qui nous a servi au départ pour construire la fonc-
tion d’onde d’essai à N particules, a été introduite au § D-2 du Chapitre XVII, ainsi
que dans le Complément AXVII à partir de l’opérateur champ de paires. La cor-
rélation spatiale qu’elle caractérise est de nature purement dynamique, puisqu’elle
n’existe pas en l’absence d’interactions. Nous reviendrons au § 3-a-α sur ses consé-
quences physiques en termes d’énergie potentielle.

Figure 4 – Diagrammes symbolisant diverses contributions à la fonction de corréla-
tion binaire pour des spins opposés (ν 6= ν′). Le diagramme de type I correspond à un
processus où deux particules de spin opposé sont détruites, puis re-créées exactement
dans les mêmes états individuels (diffusion vers l’avant). Celui de type II correspond
à un processus où deux particules d’une même paire sont détruites, puis deux parti-
cules sont créées dans les états d’une autre paire (proccessus d’annihilation-création
de paires). Enfin, celui de type III est un cas particulier des précédents, de sorte qu’il
apporte une contribution négligeable. C’est le diagramme de type II qui introduit la
dépendance spatiale de la fonction de corrélation.

Discussion : dans le membre de droite de (66), le premier terme ne contient
aucune dépendance spatiale ; il correspond simplement à la fonction de corrélation
d’un ensemble de particules indépendantes. Le second terme, en revanche, dépend
de la différence des positions r− r′ ; nous discutons maintenant son origine physique
comme un effet d’interférence quantiques.

Ce second terme provient de la contribution des annihilations-créations de
paires, pour lesquelles dans (61) on a k = −k′ et k′′ = −k′′′. Montrons qu’en le
“coupant en deux en leur milieu”, il apparaît comme un terme d’interférence. En
effet, la valeur moyenne des opérateurs qui y figurent lorsque ν′ = −ν s’écrit :

〈
a†k′′′,νa

†
−k′′′,−νa−k,−νak,ν

〉
= 〈ΨBCS | a†k′′′,νa

†
−k′′′,−νa−k,−νak,ν |ΨBCS〉

=
〈
Ψ̃ (k′′′)

∣∣∣Ψ̃ (k)
〉

(68)
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où
∣∣∣Ψ̃ (k)

〉
est défini par :

∣∣∣Ψ̃ (k)
〉
= a−k,−νak,ν |ΨBCS〉 (69)

La relation (66) devient alors :

G2 (r, ν; r
′,−ν) ≃

[ 〈N〉
2L3

]2
+

1

L6

∑

k,k′′′

ei(k−k′′′)·(r−r′)
〈
Ψ̃ (k′′′)

∣∣∣Ψ̃ (k)
〉

(70)

On peut donc interpréter le terme dépendant des positions dans la fonction de corré-
lation comme résultant de l’interférence entre un processus où deux particules d’une
même paire (k,−k) sont annihilées, et un autre processus où ce sont deux particules
d’une paire (k′′′,−k′′′) qui sont annihilées ; ces deux processus sont schématisés sur
la Figure 5.

Figure 5 – Diagrammes symbolisant deux processus d’annihilation de paires dans

l’état initial |ΨBCS〉, qui conduisent respectivement aux états
∣∣∣Ψ̃ (k)

〉
et
∣∣∣Ψ̃ (k′′′)

〉
.

Comme ces deux états ne sont pas orthogonaux, il en résulte un effet d’interférence
qui est responsable de la partie de la fonction de corrélation binaire dépendant des
positions.

D’après (1) et (69), on a :

∣∣∣Ψ̃ (k)
〉
= vk |nk = 0;n−k = 0〉

∏

⊗k′ 6=k

|ϕk′〉 (71)

Si k 6= k′′′, les deux états
∣∣∣Ψ̃ (k)

〉
et
∣∣∣Ψ̃ (k′′′)

〉
ne sont ni identiques, ni orthogonaux ;

ils sont en fait identiques pour toutes leurs composantes sur les paires d’états autres
que (k,−k) et (k′′′,−k′′′), mais ces deux paires ne partagent que leur composante
sur les états où les 4 populations sont nulles. On en déduit alors que :

〈
Ψ̃ (k′′′)

∣∣∣Ψ̃ (k)
〉
= v∗k′′′uk′′′u∗kvk (72)
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et le report de ce résultat dans (70) permet de retrouver (66). La dépendance spatiale
de cette expression provient donc bien de l’interférence entre les deux processus
schématisés sur la Figure 5.

On peut également utiliser la relation (68) du Complément AXVII pour expri-
mer le produit Ψν′(r′)Ψν(r) en fonction d’une somme d’opérateurs d’annihilation
de paires. C’est une autre façon de voir comment interviennent les paires dans la
détermination de la forme (66) de la fonction de corrélation binaire.

2-c. Propriétés de la fonction d’onde de paires, longueur de cohérence

La fonction d’onde de paires joue un rôle important en théorie BCS, et pas
uniquement pour les fonctions de corrélations binaires comme nous l’avons vu. Sa
portée détermine la longueur de cohérence du système physique ; de plus, sa norme
est reliée au nombre de quantas présents dans le champ de paires condensées (Com-
plément AXVII).

α. Allure de la fonction d’onde de paires

Puisque les fonctions uk et vk ne dépendent que du module de k, nous pouvons
appliquer les formules de la transformée de Fourier dans ce cas – cf. Appendice I,
relation (59). Si l’on assimile la somme discrète à une intégrale, la fonction d’onde
des paires devient alors :

φpaire (r) =

(
1

2π

)3 ∫
d3k e−ik·rukvk

=
1

(2π)
2

∆

r

∫ ∞

0

kdk
1√

(ek − µ)2 +∆2

sin kr (73)

La fonction d’onde des paires est donc réelle. La Figure 1 montre l’allure des varia-
tions de la fonction ukvk en fonction de l’énergie ek, maximale au voisinage de la
surface de la sphère de Fermi, avec un pic de largeur comparable à ∆. Nous étudions
plus en détail le rôle de la fonction d’onde de paires dans les fonctions de corrélation
au § 2-c du Complément AXVII.

La transformée de Fourier de φpaire(r) est donc concentrée autour des valeurs
du module de k de l’ordre du vecteur d’onde de Fermi kF . Sa largeur δk est telle que
la variation d’énergie ek soit de l’ordre du gap ∆, ce qui correspond à la condition :

ℏ2

2m
2kF δk ≃ ∆ soit

δk

kF
≃ ∆

eF
(74)

Cette fonction d’onde oscille 9 donc en fonction de la position r, à une fréquence
spatiale donnée approximativement par le vecteur d’onde à la surface de Fermi. Elle
s’amortit sur une longueur de l’ordre de la quantité ξpaire définie par (le facteur arbi-
traire 2/π est introduit pour correspondre à la définition usuelle dans la littérature) :

ξpaire =
2

πδk
=

2ℏ2kF
πm∆

=
1

kF

4eF
π∆

(75)

9. L’existence de cette oscillation est confirmée par le fait que son intégrale dans tout l’espace
est pratiquement nulle ; cette intégrale est proportionnelle à u(0)v (0), soit u(0)

√
1− u(0), qui est

pratiquement nul puisque u(0) ≃1.
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soit, en ordre de grandeur, la distance entre fermions multipliée par le rapport eF /∆,
très supérieur à 1. Chaque paire de fermions s’étend sur un volume relativement
grand, de sorte qu’il existe un fort recouvrement entre paires. Dans un supracon-
ducteur, la longueur ξpaire s’appelle la “longueur de cohérence” ; elle caractérise la
capacité du système physique à s’adapter à des contraintes spatiales, et de ce fait
joue un rôle analogue à la “longueur de relaxation” dans les systèmes de bosons
condensés 10.

L’appariement modifie donc de façon significative la fonction de corrélation
pour des spins opposés, puisque les particules deviennent corrélées (alors que ce
n’était absolument pas le cas pour le gaz parfait). Cette corrélation est positive, ce
qui indique une tendance à un groupement (l’opposé d’une exclusion de Pauli) ; c’est
précisément ce qui permet une diminution de l’énergie d’attraction entre particules.
En revanche, l’appariement n’a pas d’effet marquant sur la fonction de corrélation
de particules ayant la même direction de spin, qui reste semblable à celle d’un gaz
parfait, avec un trou d’échange de largeur de l’ordre de 1/kF . La relation (75) in-
dique que la largeur de ce trou d’échange est bien plus faible que la distance ξpaire

sur laquelle se produit la modification de la fonction de corrélation pour des spins
opposés.

Nous remarquons à nouveau que la fonction d’onde de paires n’a d’ailleurs plus
grand chose de commun avec le fonction d’onde initiale χ (r1 − r2) utilisée dans le
Chapitre XVII pour construire le ket variationnel à N particules, puisque (3) indique
que la transformée de Fourier de χ est gk = vk/uk. Mais cela n’a rien d’étonnant :
lorsque l’on construit le ket d’essai par action répétée du même opérateur de création
de paires, on ne juxtapose pas ainsi de telles paires, car les effets de l’antisymétri-
sation sont dominants : dans chaque terme du développement de la puissance P de
l’opérateur gk a

†
k,↑a

†
−k,↓ dans (1), le résultat obtenu est nul chaque fois que la même

valeur de k est répétée (le carré d’un opérateur de création fermionique est nul ; deux
fermions ne peuvent pas occuper le même état individuel). C’est pourquoi les effets
de l’antisymétrisation remodèlent complètement les paires formées dans le système
de N particules identiques.

β. Norme de la fonction d’onde de paires

Selon la relation (67), la composante sur |k〉 du ket |φpaire〉 associé à la fonction
d’onde φpaire (r) s’écrit :

〈k |φpaire〉 =
1

L3/2
ukvk (76)

(les fonctions uk et vk sont paires). Le carré de la norme de ce ket est donc :

〈φpaire |φpaire〉 =
1

L3

∑

k

|ukvk|2 (77)

10. La longueur de cohérence ξpaire ne doit pas être confondue avec la “distance de pénétration”
(de London) qui caractérise l’expulsion du champ magnétique d’un supraconducteur, et qui dépend
de la charge des particules.
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Si nous remplaçons la somme discrète par une intégrale, nous obtenons :

〈φpaire |φpaire〉 =
1

L3

(
L

2π

)3 ∫
d3k |ukvk|2

=
∆2

4L3

∫ ∞

0

D (ek)
dek

(ek − µ)2 +∆2
(78)

où, dans la seconde égalité, nous avons pris ek comme variable d’intégration, moyen-
nant l’introduction de la densité d’états D (ek) définie en (39). La fonction à intégrer
converge puisque D (ek) varie en

√
ek ; la fonction à intégrer est concentrée autour

de ek = µ, avec une largeur ∆ ≪ µ, de sorte qu’il est possible avec une bonne
approximation de remplacer D (ek) par sa valeur DF pour l’énergie de Fermi, et
de remplacer la borne inférieure de l’intégrale par −∞. Comme l’intégrale d’une
fonction de Lorentz est connue (Appendice II, § 1.b) :

∫ ∞

−∞

dek
(ek − µ)2 +∆2

=
π

∆
(79)

nous obtenons :

〈φpaire |φpaire〉 =
π

4L3
DF∆ (80)

Nous montrons au § 2-a-β du Complément AXVII que la norme
√
〈φpaire |φpaire〉

donne la valeur moyenne du champ 〈Φpaire (R)〉, donc le paramètre d’ordre. Puis, au §
2-b-β de ce même complément, nous montrons que le carré de la norme 〈φpaire |φpaire〉
donne le comportement à grande distance de la valeur moyenne

〈
Φ†

paire (R) Φpaire (R
′)
〉

;

la quantité 〈φpaire |φpaire〉 est reliée 11 à l’intensité du champ de paires (ou, si l’on
préfère, au nombre total de quanta dans ce champ).

D’autre part, nous venons de voir au § 2-b-α ci-dessus qu’un pic de la dis-
tribution d’impulsions signale la présence d’une condensation de Bose-Einstein. Le
report de (76) dans (58) montre que la hauteur de ce pic est :

δn
(2)
k = |ukvk|2 = L3 |〈k |φpaire〉|2 (81)

Le nombre total de particules associé à ce pic est :

∑

k

δn
(2)
k = L3 〈φpaire |φpaire〉 =

π

4
DF∆ (82)

Le carré de la norme 〈φpaire |φpaire〉, multiplié par le volume, apparaît donc également
comme le nombre total des particules dans le pic de condensation que nous avons
trouvé au § 2-b-α, ce qui confirme l’interprétation précédente.

11. Les opérateurs champ de paires Φpaire et Φ†
paire

ne satisfont pas exactement à des relations

de commutation de bosons (Complément AXVII) ; l’opérateur Φ†
paire

Φpaire n’est donc pas, stricto
sensu, un opérateur donnant le nombre de quanta dans le champ de paires.
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γ. Lien avec l’énergie d’interaction

Le terme d’énergie de la troisième ligne de (7) s’écrit, dans l’approximation
(29) du potentiel de portée nulle :

∑

k,k′

Vk−k′ v∗k uk vk′ uk′ = −V
∑

k

v∗k uk
∑

k′

vk′ uk′

= −V L6 |φpaire (0)|2 (83)

Ce résultat donne une énergie proportionnelle à V et à la probabilité que, à l’intérieur
d’une paire de particules qui seraient décrites par la fonction d’onde φpaire (r), les
deux constituants se trouvent au même point ; cela s’explique par le fait que la taille
des paires est très grande devant la portée du potentiel d’interaction.

δ. Ordre non diagonal

Dans l’étude de la condensation de Bose-Einstein pour des bosons, nous avons
montré au § 3 du Complément AXVI que la fonction de corrélation non diagonale à
une particule ne tendait pas vers zéro à grande distance lorsqu’une fraction significa-
tive des particules occupent le même état individuel. Nous avons cependant constaté
au § 2-a du présent complément que ce n’est pas le cas pour un système de fermions
appariés, où l’ordre non diagonal tend vers zéro sur une distance microscopique ; cela
se comprend physiquement, puisque l’on n’a pas accumulation de particules dans le
même état quantique individuel. En revanche, nous avons vu au § 2-b-α que le centre
de masse de paires de particules présente un phénomène d’accumulation partielle qui
rappelle une condensation de Bose-Einstein. Il est donc naturel d’explorer les pro-
priétés des fonctions non diagonales pour des paires, et de calculer la valeur moyenne
“non diagonale en positions” :

〈
Ψ†

↑(r)Ψ
†
↓(r)Ψ↓(r

′)Ψ↑(r
′)
〉

(84)

Avec deux positions r′ à droite et deux positions r à gauche, cette expression est
l’exacte transposition à deux particules de la fonction non diagonale à une particule :
on annihile un doublet de particules de spins opposés en un point r′, puis on les recrée
en un point différent r. De façon plus générale, nous allons évaluer la valeur moyenne
à 4 points :

〈
Ψ†

↑(r1)Ψ
†
↓(r2)Ψ↓(r

′
2)Ψ↑(r

′
1)
〉

(85)

qui, par un calcul semblable à celui effectué pour les fonctions à une seule particule,
s’écrit :
〈
Ψ†

↑(r1)Ψ
†
↓(r2)Ψ↓(r

′
2)Ψ↑(r

′
1)
〉

=
1

L6

∑

k,k′,k′′,k′′′

ei[(k·r
′
1+k′·r′2)−(k′′·r2+k′′′·r1)]

〈
a†k′′′,↑a

†
k′′,↓ak′,↓ak,↑

〉
(86)
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Dans cette égalité, les éléments de matrice sont les mêmes que ceux déjà évalués au
§ 2-b-β. Nous allons montrer que l’on obtient alors :

〈
Ψ†

↑(r1)Ψ
†
↓(r2)Ψ↓(r

′
2)Ψ↑(r

′
1)
〉

= G1(r1, ↑; r′1, ↑) G1(r2, ↓; r′2, ↓) + φ∗paire(r1 − r2) φpaire (r
′
1 − r′2) (87)

où la distribution non diagonale à une particule G1 est définie en (49) dans le cas
ν = ν′, et où la fonction d’onde de paires φpaire a été définie en (67). Cette égalité
est identique à la relation (72) du Complément AXVII, mais nous l’obtenons ici par
une autre méthode.

Démonstration :

Pour le calcul de l’expression (86), comme nous l’avons déjà fait à plusieurs reprises,
nous distinguons plusieurs cas :

(I) Termes de diffusion vers l’avant ; si les opérateurs de destruction ne concernent
pas deux états de la même paire (k 6= ±k′), le terme n’est non nul que si k′′′ = k

et k′′ = k′, et il s’écrit :

1

L6

∑

k,k′

ei[k·(r
′
1−r1)+k′·(r′2−r2)] |vk|2 |vk′ |2 = G1(r1, ↑, r′1, ↑) G1(r2, ↓, r′2, ↓) (88)

Nous avons déjà mentionné à plusieurs reprises, par exemple au Chapitre XVII
(§ D-1-a), que les contraintes sur les indices de sommation k pouvaient être ignorées
si la dimension L du système physique est macroscopique ; les deux sommations
deviennent alors indépendantes.

(II) Termes d’annihilation-création de paires différentes ; si k = −k′ et k′′ = −k′′′

mais k 6= k′′′ (annihilation-création de paires différentes), nous obtenons la contri-
bution :

1

L6

∑

k,k′′

ei[k·(r
′
1−r′2)−k′′·(r2−r1)] u∗

kvkuk′′v∗k′′ = φpaire(r
′
1− r

′
2) φ

∗
paire(r2− r1) (89)

Comme de plus la fonction φpaire(r) est paire, nous obtenons ainsi effectivement le
second terme du second membre de (87).

(III) Si k = −k′ et k′′ = −k′′′, et de plus k = k′′′ (annihilation-création de la
même paire), nous obtenons :

1

L6

∑

k

eik·(r
′
1+r2−r′2−r1) |vk|2 (90)

Ce terme est négligeable, car il est proportionnel à 〈N〉 /L6 lorsque toutes les posi-
tions sont confondues, alors que le terme (I) est en 〈N〉2 /L6.

Supposons maintenant que les positions se groupent par deux : r1 et r2 sont
proches, de même que r′2 et r′1, mais les deux groupes de positions sont mutuellement
éloignés. Dans ces conditions, les termes en G1 au second membre de (87), qui ont une
portée microscopique en (r1 − r′1) et (r2 − r′2), deviennent très petits et peuvent être
négligés. Reste le produit des fonctions d’onde de paires. Il s’ensuit que la fonction
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de corrélation non diagonale est simplement égale au produit des fonctions d’onde
de paires relatives aux positions relatives 12.

Dans le cas particulier où r1 = r2 = r et r′2 = r′1 = r′, nous obtenons la
fonction de corrélation de paires (84), qui obéit à :

〈
Ψ†

↑(r)Ψ
†
↓(r)Ψ↓(r

′)Ψ↑(r
′)
〉
−→

r−r′→∞
|φpaire (0)|2 (91)

Cette limite non nulle à grande distance indique l’existence d’un ordre non diagonal
concernant l’opérateur densité à deux particules. Comme pour la fonction d’onde
de paires, il provient de la contribution (II), c’est-à-dire des termes correspondant
au terme d’annihilation-création de paires. La situation rappelle donc ce que nous
avions obtenu dans le cas d’un gaz de bosons, lorsqu’il est condensé ; mais, ici, l’ordre
non diagonal concerne les paires et non pas les particules individuelles.

3. Discussion physique

Dans un gaz parfait de fermions, comme nous l’avons vu au Complément AXVI,
il existe déjà de fortes corrélations entre particules dues à leur seule indiscernabilité
(effet de statistique pure). En présence d’interactions attractives, le mécanisme BCS
introduit des corrélations supplémentaires (corrélations dynamiques) qui permettent
de diminuer l’énergie totale du système. Nous allons voir que cette diminution pro-
vient d’un faible déséquilibre entre augmentation d’énergie cinétique et diminution
d’énergie potentielle, cette dernière l’emportant légèrement sur la précédente.

Par commodité, nous mènerons cette discussion dans le cadre de l’approxima-
tion du potentiel de courte portée (§ 1-c) où tous les éléments de matrice du potentiel
d’interaction sont remplacés par une constante −V , avec V positif ; tous les ∆k sont
alors égaux à un même gap ∆.

3-a. Modification de la surface de Fermi et blocage de phase

L’expression de l’énergie écrite en (7) comprend en premier lieu un terme
d’énergie cinétique, puis un terme de champ moyen s’exprimant en fonction du
nombre moyen de particules ; si ce nombre moyen est constant, il s’agit d’un terme
indépendant de l’état quantique du système, et donc insensible au mécanisme d’ap-
pariement BCS. En revanche, le dernier terme de (7) est celui qui a été optimisé lors
du calcul variationnel, de sorte qu’il est plus intéressant ; nous l’appellerons “terme
d’appariement”, et utiliserons les mots “énergie potentielle d’appariement” ou encore
“énergie de condensation” pour sa valeur optimisée Eapp. Comme les uk et les vk
sont réels, Eapp peut s’écrire :

Eapp = −V
[∑

k

ukvk

]2
(92)

12. Comme mentionné dans la note 8, les variables de centre de masse n’apparaissent pas dans
(87) parce que nous avons supposé que toutes les paires sont immobiles. Si elles ne l’étaient pas, la
factorisation à grande distance de l’ordre non diagonal ferait apparaître le produit d’une fonction
des deux variables (r′1 − r′2) et (r′1 + r′2)/2 par la complexe conjuguée de la même fonction des
variables (r1 − r2) et de (r1 + r2)/2 (c’est-à-dire simplement le produit d’une fonction de r′1 et r′2
par sa complexe conjuguée des variables r1 et r2).
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où les uk et les vk prennent les valeurs optimisées (27). On voit que, pour obtenir
une énergie de condensation importante, il faut que la somme

∑
k ukvk prenne la

plus grande valeur possible.

α. Compromis entre énergies cinétique et potentielle

Dans un gaz parfait, l’état fondamental est celui où tous les états individuels
d’énergie inférieure au niveau de Fermi (potentiel chimique µ = eF ) sont occupés
par une particule, tous les niveaux supérieurs étant totalement vides. Dans l’espace
des k, les particules occupent chacune un état à l’intérieur d’une des deux sphères
de Fermi de rayon kF (avec eF = ℏ2k2F /2m), celle associée à l’état de spin +, et
celle associée à l’état de spin −. Avec le ket (1), un tel état correspond simplement
au cas où :

uk = 0 et vk = 1 pour k < kF
uk = 1 et vk = 0 pour k > kF

(gaz parfait) (93)

Comme, quel que soit k, l’une des deux fonctions uk et vk est toujours nulle, le
produit ukvk l’est également ; l’énergie de condensation d’un système en interaction
reste donc nulle tant que l’état du système ne diffère pas de celui d’un gaz parfait.
Seule une déformation de la distribution de Fermi permet d’obtenir une énergie de
condensation.

Les interactions attractives déforment effectivement cette distribution pour
créer un recouvrement entre les régions où les deux fonctions uk et vk diffèrent de
zéro, comme on peut le voir sur la Figure 1. Ceci permet de minimiser l’énergie
d’appariement (92), mais implique un transfert de particules de l’intérieur de la
sphère de Fermi vers l’extérieur, donc vers des états d’énergie cinétique supérieure ;
il s’ensuit automatiquement un coût en termes d’énergie cinétique. L’optimisation
à laquelle nous avons procédé revient à la recherche de l’équilibre le plus favorable
entre gain en énergie potentielle et perte en énergie cinétique. L’énergie de condensa-
tion est proportionnelle au carré de l’intégrale de la courbe en tiretés de la Figure 1,
maximale au voisinage de l’énergie de Fermi eF ; les plus grandes contributions pro-
viennent donc des énergies proches de eF , sur une largeur de l’ordre de quelques ∆
– mais la figure montre que les contributions à l’énergie de condensation s’étendent
relativement loin de la surface de Fermi (la courbe ne décroît que comme l’inverse de
la distance en énergie à son maximum). La surface de Fermi, qui était parfaitement
nette pour un gaz parfait, devient ainsi floue sur une certaine distance.

La fonction de corrélation à deux particules rend compte plus en détail de cette
optimisation de l’énergie potentielle attractive. La relation (64) indique que, pour
des spins parallèles, aucune modification notable de la fonction de corrélation ne se
produit par rapport au gaz parfait (pour lequel un trou d’échange existe déjà dans la
fonction de corrélation binaire) – donc aucune modification importante de l’énergie
d’interaction correspondante. Cette absence d’effet provient de ce que la fonction
d’onde BCS apparie uniquement des particules de spins opposés. En revanche, pour
des directions de spin opposées, la relation (66) indique que la probabilité de présence
à deux particules à courte distance est augmentée ; plus la fonction d’onde des paires
est grande en module à l’origine (r = r′), plus cette augmentation est importante.
C’est elle qui produit directement le gain d’énergie potentielle attractive.

Ainsi, le gain d’énergie BCS provient du fait que le système change sa fonction
d’onde sous l’effet des interactions pour optimiser son énergie potentielle d’apparie-
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ment. Pour cela il développe des corrélations qui vont au-delà de celles du gaz parfait ;
on parle alors de “corrélations dynamiques”, par opposition aux corrélations statis-
tiques (celles qui découlent uniquement de l’indiscernabilité des particules, comme
celles étudiées au Complément AXVI). Il en résulte une déformation de la distribu-
tion de Fermi du gaz parfait qui, au lieu de présenter une transition brusque entre les
états occupés et les états vides (sphère de Fermi de surface parfaitement nette), pré-
sente à sa surface une région de transition plus progressive (sphère de Fermi floue).
Le vecteur d’état du système devient alors une superposition d’états où le nombre de
particules dans chaque paire d’états (k,−k) fluctue. Le terme d’énergie potentielle
qui pilote le mécanisme BCS est le terme “annihilation-création de paires” calculé au
§ 3-a-β du Complément BXVII et schématisé sur sa Figure 4. Il fait intervenir une
somme des termes contenant les éléments de matrice non diagonaux du potentiel du
type :
〈
n

(k,−k)
= 2; n

(k′′,−k′′)
= 0
∣∣∣W2

∣∣∣n(k,−k)
= 0; n

(k′′,−k′′)
= 2
〉

(94)

(les nombres d’occupation de toutes les autres paires étant inchangés) ; entre le bra
et le ket, une paire (k,−k) est remplacée par une paire (k′′,−k′′). Le gain d’énergie
BCS est donc dû à la somme de ces termes non diagonaux ; ils sont sensibles à la
cohérence du vecteur d’état entre ces deux composantes où les nombres de paires
fluctuent de façon corrélée, et donc à leur phase relative.

β. Blocage de la phase et effets coopératifs

Dans le calcul du § 1-b, nous avons vu que la minimisation de l’énergie condui-
sait à choisir les phases de tous les vk égales entre elles, de sorte que ces phases ont
simplement disparu de la suite des calculs. Pour discuter le processus physique mis
en jeu, il est cependant utile de réintroduire la valeur générale avant optimisation de
ces phases, telles qu’elles apparaissent dans (14) ; lorsque tous les éléments de matrice
du potentiel d’interaction sont égaux, la valeur moyenne de l’énergie d’appariement
s’écrit :

Eapp = −V
∑

k,k′

sin θk cos θk sin θk′ cos θk′ e2i(ζk′−ζk) (95)

Nous avons remarqué plus haut que, si nous ajoutons à la phase ζk de tous les vk une
même phase quelconque χ, aucun résultat n’est changé. Il existe donc une invariance
de l’énergie lors d’une symétrie de la fonction d’onde, celle d’une phase globale des
vk ; on l’appelle souvent “symétrie U(1)”, en référence au groupe de symétrie unitaire
U(1) des rotations sur un cercle, qui est isomorphe à celui d’un changement de phase
complexe.

En revanche, si l’on s’avise de changer une à une les phases des vk, on voit
immédiatement que l’énergie d’appariement (95) est réduite (en valeur absolue) :
dans le plan complexe, les vecteurs qui s’alignaient parfaitement en étant parallèles
entre eux prennent maintenant des directions différentes, de sorte que le module de
leur somme est diminué. Or nous avons vu que c’est ce terme qui est à l’origine du
gain d’énergie permis par le mécanisme BCS ; il est donc bien lié à l’acquisition d’une
phase commune dans toutes les paires d’états individuels. Nous avons ici un exemple
du phénomène appelé “brisure spontanée de symétrie” en physique : peu importe la
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phase de chacun des vk, qui peut être absolument quelconque, mais il est essentiel
que tous prennent la même phase, sinon la plupart du gain d’énergie est perdu. De
même, lors de la transition ferromagnétique d’un solide, peu importe la direction
de l’espace dans laquelle les spins vont s’orienter, mais il est essentiel qu’elle soit la
même 13 pour tous les spins.

On remarque enfin le caractère coopératif du gain d’énergie ainsi obtenu, qui
se manifeste mathématiquement par la présence d’une double somme sur k et k′. Si
l’on part d’une situation de blocage des phases parfaite, et si l’on détruit le blocage
de phase d’une seule paire, on constate que l’énergie perdue est proportionnelle au
nombre des autres paires qui sont restées en accord de phase ; ce n’est pas l’énergie
individuelle d’une seule paire qui est en jeu. En revanche, si l’on part d’une situation
où les phases de toutes les paires sont aléatoires, le changement d’une seule phase
ζk ne modifie que peu l’énergie moyenne. Nous sommes donc en présence d’un effet
coopératif où la tendance au blocage de chaque phase de paires est d’autant plus
forte que les autres paires ont déjà bloqué leur phase propre ; cette tendance provient
en quelque sorte d’un champ moyen créé de façon cumulative par toutes les autres
paires. Ici aussi, on retrouve l’analogie avec un ferromagnétique, où le gain d’énergie
de chaque spin est d’autant plus grand que les autres spins sont déjà parallèles entre
eux.

3-b. Gain d’énergie

Calculons le gain d’énergie résultant de la formation des paires. Pour cela,
nous reportons dans (7) les relations (27), qui donnent les valeurs optimisées des uk
et vk, et utilisons la définition (25) de Ek ; nous égalons tous les éléments de matrice
du potentiel à une même constante −V . Comme alors :

|vk|2 =
1

2

(
1− ξk

Ek

)
=

1

2

Ek − ξk
Ek

(96)

et :

ukvk =
1

2

√
1−

(
ξk
Ek

)2

=
∆

2Ek
(97)

nous obtenons :
〈
Ĥ − µN̂

〉
BCS

= −V
4
〈N〉2 +

∑

k

[
ξk

Ek − ξk
Ek

− V∆2

4

∑

k,k′

1√
(ξk)

2
+∆2

1√
(ξk′)

2
+∆2

]
(98)

Le premier terme du second membre est celui de champ moyen (comme plus haut,
nous avons négligé 1 devant le nombre total de particules). Le second est celui

13. Pour un ensemble de spins parallèles dans une direction quelconque, chaque spin est dans
un état où la phase relative entre les composantes sur |+〉 et |−〉 est la même. Pour le mécanisme
BCS, c’est la phase entre les composantes où le nombre d’occupation du couple d’états k,−k est 0
ou 2 qui prend une valeur indépendante de k. L’abaissement d’énergie correspondant résulte d’un
effet d’interférence entre des états où deux paires k et k′ ont des nombres d’occupation respectifs
nk = 2, nk′ = 0 et nk = 0, nk′ = 2 ; il ne s’exprime donc pas directement en termes de populations
de paires.
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d’énergie cinétique, le troisième celui d’interactions entre paires :

−V∆2

4

∑

k,k′

1√
(ξk)

2
+∆2

1√
(ξk′)

2
+∆2

= −∆2

2

∑

k

1√
(ξk)

2
+∆2

(99)

où, pour obtenir la seconde égalité, nous avons éliminé la somme sur k′ en utilisant
la relation (36). Utilisant à nouveau la définition (25) de Ek, nous obtenons :
〈
Ĥ − µN̂

〉
BCS

= −V
4
〈N〉2 +

∑

k

1√
(ξk)

2
+∆2

[
ξk

(√
(ξk)

2
+∆2 − ξk

)
− ∆2

2

]
(100)

Dans le second membre de cette expression, le premier terme est celui de champ
moyen, qui ne présente pas d’intérêt particulier. Le second rend compte de la mo-
dification de l’énergie qui résulte des corrélations dynamiques introduites par les
interactions ; il est caractéristique du mécanisme BCS.

Vérifions tout d’abord que la somme sur k qu’il comporte est convergente
lorsque ∆ est fixé. Ce n’est pas le cas de chacun des termes dans la parenthèse, qui
tendent vers une constante lorsque k →∞, de sorte que la somme est en 1/ξk ∼ 1/k2,
donc divergente. Mais nous allons voir que les termes divergents s’éliminent. En effet :

√
(ξk)

2
+∆2 − ξk ∼

∆2

2ξk
− 3

8

∆4

(ξk)
3 + ... (101)

et donc :

1√
(ξk)

2
+∆2

[
ξk

(√
(ξk)

2
+∆2 − ξk

)
− ∆2

2

]
∼ −3

8

∆4

(ξk)
3 + ... (102)

Ainsi les termes divergents de la somme infinie sur k de (100) s’éliminent-ils entre
énergie cinétique et d’interaction ; la fonction à sommer tend vers zéro pour les grands
k comme 1/ (ξk)

3 ∼ 1/k6, ce qui assure la convergence sans nécessiter l’introduction
d’une fréquence de coupure kc (à part bien sûr celle qui a été nécessaire auparavant
pour assurer une valeur finie à ∆). C’était également le cas pour le nombre total de
particules ; pour finir, une fois qu’on a introduit une borne supérieure (coupure) kc
dans l’intégrale donnant le gap ∆, toutes les autres quantités physiques importantes
restent finies sans nécessiter l’utilisation de cette coupure.

L’évaluation précise de l’énergie nécessite en général le calcul d’intégrales d’une
certaine complexité. Le calcul (que nous n’explicitons pas ici) donne :

〈
Ĥ − µN̂

〉
BCS

=
〈
Ĥ − µN̂

〉
0
− V

4
[〈N〉]2 − 1

2
∆2DF (103)

(où, rappelons-le, DF est la densité d’états individuels à la surface de la sphère de
Fermi, proportionnelle au volume V = L3). Pour finir, le gain d’énergie que permet
l’appariement BCS est :

δE = −1

2
∆2DF (104)
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On peut montrer que les valeurs de ξk qui contribuent le plus à l’énergie sont celles qui
sont inférieures ou comparables au gap ∆ ; le changement d’énergie lié au phénomène
d’appariement est donc principalement localisé au voisinage de la surface de Fermi.
On interprète souvent ce résultat en considérant qu’un ensemble de ∆×DF paires
gagnent chacune une énergie de l’ordre de ∆, ce qui explique la dépendance en ∆2

de (104) ; cette image a l’avantage de la simplicité, mais garde cependant ses limites
(cf. note 13).

3-c. Caractère non perturbatif de la théorie BCS

De façon générale, la façon la plus élémentaire de tenir compte des interac-
tions est d’utiliser une théorie des perturbations du premier ordre (Chapitre XI),
où la correction à l’énergie est donnée par la valeur moyenne de l’hamiltonien de
perturbation dans l’état initial non perturbé. Ici, la correction d’énergie au premier
ordre s’obtient donc en insérant les valeurs (93) dans (7). Le premier terme (éner-
gie cinétique) du second membre de (7) ne change pas, et le troisième reste nul du
fait que le produit ukvk vaut toujours zéro selon (93), quelle que soit la valeur de
k. Seul subsiste le second terme, qui apporte une correction de champ moyen. A
l’ordre suivant en perturbations, l’effet du potentiel modifie l’état fondamental en
transférant des paires de particules, toutes deux à l’intérieur de la sphère de Fermi,
vers des états individuels dont les impulsions tombent hors de cette sphère (tout en
conservant l’impulsion totale) ; ceci modifie à la fois l’énergie cinétique moyenne (qui
est augmentée) et l’énergie potentielle d’interaction. Les calculs deviennent de plus
en plus compliqués lorsque l’ordre de perturbations augmente. Mais, surtout, il est
clair que cette approche par ordres successifs de perturbations ne peut pas rendre
compte de l’existence du gap obtenu en (46) : la fonction ∆(V ) ayant toutes ses
dérivées par rapport à V nulles en V = 0, elle n’est pas développable en série de V .

La théorie BCS fournit un cadre non perturbatif qui résout cette difficulté. Elle
n’est cependant pas exacte, puisque c’est une méthode variationnelle, mais la fonc-
tion d’onde utilisée est suffisamment bien adaptée pour inclure les effets physiques
importants, sans recourir à une quelconque théorie des perturbations.

4. Etats excités

Jusqu’ici, nous n’avons étudié que l’état fondamental du système de fermions
attractifs. Dès que la température n’est plus nulle, les états excités du système
commencent à être peuplés. Dans cette dernière partie, nous donnons un aperçu
des prédictions de la théorie BCS concernant les états excités ; nous renvoyons aux
ouvrages spécialisés pour une étude de la théorie BCS à température non nulle.

4-a. Transformation de Bogolubov-Valatin

Les relations (E-3) et (E-4) du Chapitre XVII définissent les transformations
de Bogolubov-Valatin des opérateurs de création et d’annihilation de fermions de
spin 1/2. Avec les notations de ce complément où les directions des spins restent
explicites, elles s’écrivent :

bk = uk ak,↑ − vk a†−k,↓

b−k = uk a−k,↓ + vk a
†
k,↑ (105)
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qui, par conjugaison, donnent les définitions des opérateurs hermitiques conjugués
b†k et b†−k :

b†k = u∗k a
†
k,↑ − v∗k a−k,↓

b†−k = u∗k a
†
−k,↓ + v∗k ak,↑ (106)

Pour chaque valeur de k, on obtient ainsi une transformation générale des quatre
opérateurs de création et d’annihilation initiaux a ou a† en quatre nouveaux opé-
rateurs b et b†. Nous avons montré au Chapitre XVII que ces opérateurs obéissent
aux relations d’anticommutation habituelles pour des fermions.

Nous avons également vu dans ce chapitre que le ket |ϕk〉 défini en (2) :

|ϕk〉 =
[
uk + vk a

†
k,↑a

†
−k,↓

]
|0〉 (107)

est vecteur propre des deux opérateurs bk et b−k avec la valeur propre nulle :

bk |ϕk〉 = ukvk

[
a†−k,↓ − a

†
−k,↓

]
|0〉 = 0

b−k |ϕk〉 = ukvk [−ak,↑ + ak,↑] |0〉 = 0 (108)

Il en découle que le ket variationnel |ΨBCS〉 du niveau fondamental, écrit en (1), est
vecteur propre de tous les opérateurs bk et b−k avec une valeur propre nulle, quel que
soit k. C’est donc aussi un ket propre de tous les opérateurs b†kbk et b†−kb−k de valeur
propre nulle, valeur propre minimale pour des opérateurs qui sont définis positifs ou
nuls. De plus, nous avons vu que les opérateurs de création b†k et b†−k permettent, par
action répétée, d’obtenir d’autres états, eux aussi vecteurs propres des opérateurs
b†kbk et b†−kb−k. Nous allons montrer que les opérateurs b†kbk et b†−kb−k peuvent
être interprétés comme correspondant aux nombres d’occupation des excitations
présentes dans le système physique.

4-b. Paires brisées et paires excitées

Si nous faisons agir b†k sur (107), nous obtenons :

b†k |ϕk〉 =
[
|uk|2 a†k,↑ − |vk|

2
a−k,↓a

†
k,↑a

†
−k,↓

]
|0〉 =

[
|uk|2 a†k,↑ + |vk|

2
a†k,↑

]
|0〉

= a†k,↑ |0〉 (109)

qui est un ket normé à l’unité, évidemment non nul (contrairement à celui qui résulte
de l’effet de bk). De même, si nous faisons agir b†−k, il vient un autre ket non nul :

b†−k |ϕk〉 = a†−k,↓ |0〉 (110)

Ces deux nouveaux kets normés sont orthogonaux au ket de départ |ϕk〉, puisqu’ils
correspondent à un nombre d’occupation unité, alors que les nombres d’occupation
de |ϕk〉 sont 0 et 2. Pour ces états, une paire a été remplacée par une seule particule
n’appartenant à aucune paire ; ces états sont dits à “paire brisée”.

Les carrés des opérateurs b†k et b†−k sont nuls, de sorte que l’application répétée
de l’un d’entre eux ne permet pas de construire de nouveaux états orthogonaux ; mais
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c’est possible par leur produit croisé. Faisant agir b†k sur le ket (110), nous obtenons
le ket |ϕk〉e :

|ϕk〉e = b†kb
†
−k |ϕk〉 =

[
u∗ka

†
k,↑a

†
−k,↓ − v∗k

]
|0〉 (111)

qui est un autre ket normé dont on vérifie aisément l’orthogonalité avec |ϕk〉 (si
l’on fait agir sur |ϕk〉 les deux opérateurs b†k et b†−k dans l’ordre inverse, on obtient
le même ket |ϕk〉e au signe près). Les composantes des deux états |ϕk〉 et |ϕk〉e
contiennent des nombres d’occupation 0 ou 2 ; on nomme |ϕk〉e “état de paire excitée”.
Pour passer de |ϕk〉 à |ϕk〉e, il suffit d’intervertir uk et vk, de changer le signe de vk,
et enfin de prendre leurs complexes conjugués (c’est vrai dans le cas général, mais
dans le cas de l’appariement BCS nous avons trouvé des valeurs réelles des uk et vk,
de sorte que cette dernière opération devient inutile).

4-c. Stationnarité des énergies

Montrons maintenant que les énergies de ces nouveaux états sont stationnaires
par rapport aux paramètres variationnels.

α. Paire brisée

D’après (109), l’effet de b†k sur l’état fondamental |ΨBCS〉 conduit au ket :

b†k |ΨBCS〉 =
[
a†k,↑ |0〉

]
⊗ |Ψ′

BCS〉 (112)

où |Ψ′
BCS〉 est donné par le ket |ΨBCS〉 dont la composante de paire k a été retirée

du produit :

|Ψ′
BCS〉 =

∏

⊗k′ 6=k

|ϕk〉 (113)

La valeur moyenne de l’énergie dans l’état (112) est la somme de trois termes :

(i) l’énergie cinétique ek = ℏ2k2/2m associée à l’état a†k,↑ |0〉
(ii) l’énergie associée à l’état |Ψ′

BCS〉 ; le calcul de cette énergie est le même que pour
|ΨBCS〉, avec prise en compte de l’énergie d’interaction entre les paires, à ceci près
qu’une paire de moins intervient dans le calcul. Ceci modifie légèrement la valeur de
∆, et donc la valeur optimale des paramètres θk ; mais, comme la variation relative
de ∆ est inversement proportionnelle au nombre de particules, nous négligerons
cette petite variation.

(iii) enfin l’énergie d’interaction entre la particule dans l’état individuel a†k,↑ |0〉 et
celles décrites par |Ψ′

BCS〉 ; la structure en paires de cet état fait que les seules
contributions sont un terme direct en :

1

2

∑

k′ 6=k,ν

V0

〈
a†k,↑a

†
k′,νak′,νak,↑ + a†

k′,νa
†
k,↑ak,↑ak′,ν

〉
= V0

∑

k′,ν

〈n̂k′,ν〉

= V0N
′ (114)

(où N ′ est le nombre moyen de particules dans l’état |Ψ′
BCS〉) et un terme d’échange

en :
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1

2

∑

k′ 6=k

Vk′−k

〈
a†k,↑a

†
k′,↑ak,↑ak′,↑ + a†

k′,↑a
†
k,↑ak′,↑ak,↑

〉
= −

∑

k′ 6=k

Vk′−k 〈n̂k′,↑〉

(115)

Nous retrouvons que, avec une interaction n’agissant pas sur les spins, l’échange
n’est possible qu’avec les particules de même spin. Dans l’approximation (29) d’un
potentiel à courte portée :

V0 = Vk = −V (116)

le terme (114) devient égal à −V N ′, le terme (115) à V N ′/2, et la somme des deux
termes précédents donne simplement une constante −V N ′/2.

Les paramètres qui définissent l’état variationnel (113) sont l’ensemble des θk′ et
ζk′ pour k′ 6= k (la dépendance en fonction du paramètre θk qui caractérisait la
paire brisée a disparu). Ces paramètres rendent l’énergie (ii) stationnaire, puisque
nous avons négligé la très faible variation du gap liée à la disparition d’une paire ;
ils n’interviennent ni dans (i) ni dans (iii).

Nous vérifions ainsi que b†k |ΨBCS〉 rend l’énergie stationnaire (dans le cadre
de l’approximation variationnelle utilisée). Par symétrie, il en est évidemment de
même de l’état b†−k |ΨBCS〉.

β. Paire excitée

Dans les relations de stationnarité (26), le changement de |ϕk〉 en |ϕk〉e conduit
simplement à intervertir les signes ± (les uk et vk sont réels) ; les composantes du ket
|ϕk〉e font donc partie des solutions que nous avons éliminées en écrivant (27). Nous
retrouvons ainsi que la paire excitée correspond bien à une énergie stationnaire ; c’est
en fait l’énergie la plus élevée possible pour la paire d’états (k,−k).

4-d. Energies d’excitation

Ainsi, dans l’espace des états à 4 dimensions associé à chaque paire d’états
(k,−k), les opérateurs de création b†k permettent effectivement de construire par
action sur |ϕk〉 une nouvelle base de 4 états orthonormés dont les énergies moyennes
sont stationnaires. Ils peuvent donc être considérés comme des vecteurs propres
approchés de l’hamiltonien du système. Calculons maintenant les valeurs propres
correspondantes.

Dans le cas de la paire brisée, l’état excité |Ψ′
BCS〉 ne contient pas le même

nombre de particules que |ΨBCS〉 ; il n’y aurait donc aucun sens à comparer direc-
tement leurs énergies. Pour effectuer une telle comparaison, il faut tenir compte de
la présence d’un réservoir de particules de potentiel chimique µ, défini comme l’aug-
mentation d’énergie du réservoir chaque fois qu’il absorbe une particule. En d’autres

termes, il nous faut évaluer les variations de la valeur moyenne
〈
Ĥ − µN̂

〉
.

α. Paire brisée

Montrons que la variation de la valeur moyenne de
〈
Ĥ − µN̂

〉
associée à la

brisure de la paire est simplement l’énergie Ek définie en (25).
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Calculons pour cela la variation de cette valeur moyenne lorsque l’état |ΨBCS〉 est
remplacé par l’expression (112). Plusieurs termes apparaissent :

(i) La variation de la valeur moyenne de l’énergie cinétique est la différence entre
l’énergie ek d’une particule et celle d’une population |vk|2 de la paire (k,−k),
d’énergie cinétique 2ek ; cette différence est donc ek

(
1− 2 |vk|2

)
.

(ii) Pour l’énergie potentielle, le passage de |ΨBCS〉 au ket |Ψ′
BCS〉 fait varier le

nombre moyen de particules 〈N〉 de 2 |vk|2 (population initiale de la paire) à 0,
de sorte que la variation de 〈N〉 est δ 〈N〉 = −2 |vk|2. Le terme de champ moyen
−V 〈N〉2 /4 dans (7) varie de −V 〈N〉 δ 〈N〉 /2, soit V 〈N〉 |vk|2. Le terme suivant
dans (7) est nul pour un potentiel de courte portée. Enfin, la brisure d’une paire
participe également à l’énergie de liaison du dernier terme de (7) ; si l’on renomme
les indices muets de sommation k en k′ et k′ en k′′, les termes qui changent sont
alors les termes k = k′ et les termes k = k′′, qui se doublent, de sorte que la
suppression de la paire augmente l’énergie de :

2V ukvk
∑

k′

uk′vk′ = 2∆ ukvk

= ∆

√
1− ξ2k

(Ek)
2 =

∆2

Ek
(117)

où nous avons utilisé (31) et (27).

(iii) Nous avons vu plus haut que la particule non appariée possède une énergie po-
tentielle −V N ′/2 ≃ −V 〈N〉 /2. Cette énergie se regroupe avec le terme de variation
du champ moyen calculée ci-dessus pour donner une variation−V 〈N〉

(
1− 2 |vk|2

)
/2.

Faisons la somme des contributions précédentes, en leur ajoutant la variation de

−µ
〈
N̂
〉

qui introduit un terme −µ
(
1− 2 |vk|2

)
. La variation totale est alors :

δ
〈
Ĥ − µN̂

〉
=

(
ek − V 〈N〉

2
− µ

)(
1− 2 |vk|2

)
+

∆2

Ek
(118)

soit, compte tenu de (13) :

δ
〈
Ĥ − µN̂

〉
= ξk

[
1−

(
1− ξk

Ek

)]
+

∆2

Ek

=
ξ2k +∆2

Ek
= Ek (119)

On trouve ainsi le résultat annoncé 14.

β. Paire excitée

Supposons maintenant que, dans le produit qui donne |ΨBCS〉, le ket |ϕk〉 est
remplacé par le ket orthogonal |ϕk〉e écrit en (111), qui décrit une “paire excitée”.

Nous allons voir que la variation de la valeur moyenne
〈
Ĥ − µN̂

〉
associée à cette

excitation est le double 2Ek de celle associée à la brisure de la paire.

Pour nous en assurer, ici aussi il nous faut ajouter plusieurs variations. La première
est relative à l’énergie cinétique, et fournit 2ek

(
|uk|2 − |vk|2

)
, soit 2ek

(
1− 2 |vk)|2

)

– cf. relation (4). La seconde est celle du champ moyen, induite par le fait que

14. Pour le gaz parfait, le calcul serait le même ; dans le cas particulier où ∆ = 0, selon (25)
on obtiendrait Ek = |ξk|.
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la valeur moyenne du nombre total de particules varie de 2
(
|uk|2 − |vk|2

)
, ce qui

entraîne une variation d’énergie potentielle −V 〈N〉
(
1− 2 |vk|2

)
. Il se produit éga-

lement une variation de l’énergie de liaison entre paires, qui provient du changement
de signe du produit ukvk, ce qui double le terme (117). Du fait du changement du
nombre moyen de particules, le terme en µ 〈N〉 contribue par 2µ

(
|uk|2 − |vk|2

)
, soit

2µ
(
1− 2 |vk|2

)
. Au total, tous les termes obtenus pour la paire brisée se doublent,

et l’on obtient bien 2Ek.

γ. Spectre des excitations élémentaires

Nous connaissons maintenant les énergies des trois états excités associés à
chaque paire d’états : l’énergie Ek (qui est 2 fois dégénérée, puisque associée aux
deux kets b†k |ϕk〉 et b†−k |ϕk〉) et l’énergie 2Ek (non dégénérée). L’égalité (25) précise
la valeur de ces énergies. La Figure 6 montre la courbe représentant la relation
de dispersion des excitations élémentaires (énergie de ces excitations en fonction
de leur impulsion). Les traits pleins correspondent au spectre associé à la brisure
d’une paire k, −k, dont une particule disparaît, comme dans les relations (109)
et (110) ; le spectre associé à l’excitation d’une paire étant simplement obtenu par
multiplication par un facteur 2, il n’est pas dessiné. Les traits tiretés représentent
ces mêmes énergies pour le gaz parfait (sans interaction) où ∆ = 0. On constate que
l’effet des interactions est bien de faire apparaître un “gap”, c’est-à-dire une valeur
minimale ∆ de l’énergie d’excitation, alors qu’elle peut s’annuler pour un gaz parfait.

Lors de la brisure d’une paire, nous avons vu que, en moyenne, le changement
de population totale du système physique est 1 − 2 |vk|2. La courbe de la Figure
6 s’interprète différemment suivant la partie de la courbe à laquelle on s’intéresse.
Pour la partie de gauche (fonction décroissante), la courbe en traits pleins se confond
presque exactement avec son asymptote en traits tiretés, de sorte que |vk|2 est pra-
tiquement égal à 1 (cf. Figure 1). Dans ce cas, on a 1− 2 |vk|2 ≃ −1 : une particule
est supprimée lors de l’excitation, et l’on dit alors que l’excitation est “du type trou”.
Son énergie µ est celle qu’il faut pour repousser une particule vers le réservoir qui
fixe le potentiel chimique, diminuée de l’énergie cinétique ek dont elle disposait ini-
tialement, et à laquelle s’ajoute enfin la correction de champ moyen 15 ; l’énergie
d’excitation est donc µ− ek, valeur qui correspond effectivement à l’asymptote à la
partie gauche de la courbe. Pour la partie de droite (fonction croissante), la constante
|vk|2 est pratiquement nulle : l’excitation ajoute donc une particule dans le système,
et l’on dit alors que l’excitation est “du type particule”. Son énergie est celle ek − µ
qu’il faut pour promouvoir une particule depuis son énergie µ vers un état d’énergie
cinétique ek (avec, comme plus haut, une correction de champ moyen qui change µ
en µ). Enfin, pour la partie centrale de la courbe, l’excitation est “mixte”, à la fois
du type trou et particule ; c’est la région du spectre où la courbe en traits pleins
s’éloigne le plus de celle en tiretés, et où le mécanisme BCS qui crée le gap ∆ joue
un rôle essentiel.

A partir de ces quatre niveaux d’énergie associés à chaque paire d’états, la mé-
canique statistique quantique permet d’obtenir l’opérateur densité décrivant l’équi-
libre thermique du système à température T , ainsi que les diverses fonctions thermo-
dynamiques. Le calcul correspondant ne sera pas exposé dans ce complément. Nous
nous contenterons de mentionner qu’il permet de prolonger la validité d’un certain

15. Cette correction transforme l’énergie initiale ek en ek−V 〈N〉 /2, et donc µ−ek en µ−ek.
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Figure 6 – La courbe en trait plein montre les variations en fonction de k de

l’énergie d’excitation Ek =

√
(ξk)

2
+∆2, avec ξk = ek − µ et ek = ~k2/2m (pour

simplifier, on a supposé que µ ≃ µ, de sorte que la différence entre µ et µ peut être
négligée dans ξk). Cette énergie passe par un minimum égal au gap ∆ lorsque k est
égal au vecteur d’onde de Fermi k = kF (vecteur d’onde pour lequel ek = µ). La
courbe en traits tiretés représente la même fonction lorsque ∆ = 0 (le gap est nul),
donc pour un gaz parfait.
La théorie BCS prédit que l’énergie associée à une brisure de paire est Ek, celle
associée à une excitation de paire est le double 2Ek. Le minimum par lequel passe
l’énergie Ek est donc le minimum d’énergie qu’il faut fournir au système dans son
état fondamental BCS pour produire une des excitations que nous avons calculées.
Comme expliqué dans le texte, la région de gauche de la courbe correspond à des
excitations “du type trou” (le système physique perd une particule lors de l’excitation)
et la région de droite à des excitations “du type particule” (le système physique gagne
une particule).
Pour plus de clarté, la figure ne prend pas en compte les effets du champ moyen ;
ces derniers abaissent toutes les énergies d’une même quantité négative, et changent
le potentiel chimique µ en µ défini en (41), de sorte que ξk devient ξk = ek−µ. Ces
effets décalent simplement un peu vers la gauche la courbe représentant Ek.

nombre des résultats obtenus à T = 0, à la simple condition d’introduire un gap
∆(T ) qui dépend de la température. A température nulle, ∆(0) est toujours donné
par (46), mais le gap diminue lorsque T augmente, pour s’annuler à une certaine
température critique Tc. Cette annulation correspond à une transition de phase :
lorsqu’on refroidit le système de fermions attractifs, à partir d’une certaine tempé-
rature le phénomène de condensation de paires se produit, ce qui entraîne un certain
nombre de conséquences physiques. Par exemple, la chaleur spécifique du système
commence par prendre des valeurs plus élevées qu’en l’absence de transition, puis
tend très rapidement (exponentiellement) vers zéro lorsque T → 0.

Conclusion

En conclusion de ce complément, le choix d’une base variationnelle d’états
appariés apporte un éclairage nouveau sur le comportement d’un ensemble de fer-
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mions attractifs. Nous nous sommes concentrés sur le cas des attractions faibles,
qui correspond à celui des électrons dans les métaux supraconducteurs ; c’est le cas
où (∆/eF ) ≪ 1 et où la relation (75) indique que la taille des paires ξpaire est très
grande devant la distance entre fermions. La distribution à une particule de la Fi-
gure 1 n’est alors pas très différente de la fonction en marche d’escalier d’un gaz
parfait à température nulle, avec cependant un arrondi de la marche sur une petite
largeur en énergie ∆. En d’autres termes, l’appariement BCS n’apporte qu’une pe-
tite perturbation de la sphère de Fermi du gaz parfait. En étudiant les propriétés
de l’état optimal, nous avons pu mettre en évidence un certain nombre de phéno-
mènes importants : apparition de corrélations spatiales dynamiques, donc distinctes
de corrélations statistiques, qui expliquent une augmentation de l’énergie moyenne
d’attraction (négative) entre fermions de spins opposés ; blocage de phase expli-
quant l’aspect coopératif de l’appariement (augmentation de l’énergie d’attraction
l’emportant sur l’augmentation de l’énergie cinétique et conduisant donc à une di-
minution de l’énergie totale du système) ; apparition d’une fonction d’onde de paires
décrivant des fermions de spins opposés faiblement liés, et rappelant les paires de
Cooper (Complément CXVII) ; apparition d’un “gap” dans le spectre des excitations
élémentaires expliquant la robustesse de l’état fondamental du système.

Mais on peut aussi s’intéresser à l’autre cas limite, celui où les interactions
attractives sont fortes et où la taille des paires devient très petite devant la distance
entre particules : on forme alors réellement des molécules dont l’énergie de liaison
−eL est grande (en valeur absolue) devant l’énergie de Fermi eF . Dire que la dimen-
sion de cet état lié est petite devant la distance entre particules revient à dire que
la largeur de sa distribution en impulsions est grande devant le vecteur d’onde de
Fermi kF ; les effets du potentiel attractif répartissent alors l’occupation des états
individuels sur un très grand nombre d’impulsions différentes, ce qui dilue les effets
du principe d’exclusion de Pauli et les rend négligeables (alors que ces effets sont
essentiels dans le cas BCS). Au lieu d’être positif, le potentiel chimique est main-
tenant négatif, proche de −eL ; les relations (24) indiquent alors que les θk (donc
les populations des états individuels k) restent toujours petits, tout en s’étendant
jusqu’à des énergies ek de l’ordre de eL. Dans ce cas particulier, la fonction d’onde
de paires ϕpaire, de composantes de Fourier ukvk = sin θk cos θke

2iζk , coïncide prati-
quement avec la fonction d’onde de composantes de Fourier (vk/uk) =tgθke2iζk qui
a servi à construire initialement l’état apparié. Les molécules étant formées de deux
fermions fortement liés, elles se comportent comme des bosons composites (Com-
plément AXVII, § 3), susceptibles de présenter le phénomère de condensation de
Bose-Einstein pour des bosons. L’intérêt des états appariés est qu’ils permettent de
voir comment l’on peut passer continûment d’un cas limite (situation BCS de sphère
de Fermi faiblement perturbée) à l’autre (condensation de molécules fortement liées).
Une discussion détaillée de ce passage continu et de ses effets physiques est donnée
dans le § 4.6 de la référence [10] et dans [11].

Dans ce complément, nous avons discuté l’interprétation physique des résultats
de calculs, qui ont été exposés en détail ; ceci fournit au lecteur les bases nécessaires à
une étude des manifestations expérimentales de la supraconductivité, dont l’exposé
dépasse le cadre de cet ouvrage. Parmi les aspects qui n’ont pas été abordés dans ce
complément, on peut citer : phénomènes de transport et explication de l’annulation
de la résistivité électrique ; comportement en présence d’un champ magnétique (effet
Meissner-Ochsenfeld) ; étude expérimentale du spectre des excitations élémentaires
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et mesure du gap au moyen de diverses méthodes (effet tunnel, résonance magné-
tique) ; effet Josephson. Le lecteur intéressé pourra consulter par exemple l’ouvrage
de M. Tinkham [12], de R.D. Parks [13], ou encore celui de A.J. Leggett déjà cité [8] ;
celui de M. Combescot et S.Y. Shiau [14] donne un bon aperçu général des quatre
principales méthodes théoriques qui permettent l’étude de la superconductivité, la
méthode BCS variationnelle que nous avons exposée dans ce complément constituant
la première d’entre elles.
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Complément DXVII

Paires de Cooper

1 Le modèle de Cooper . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 355

2 Vecteur d’état et hamiltonien . . . . . . . . . . . . . . . 355

3 Solution de l’équation aux valeurs propres . . . . . . . 357

4 Calcul de l’énergie de liaison dans un cas simple . . . 357

Nous présentons dans ce complément un modèle qui permet de discuter plus
en détail certains aspects physiques de la théorie BCS, tout en s’affranchissant des
difficultés inhérentes à la discussion des propriétés physiques d’un système à N
corps. Il s’agit du “modèle de Cooper”, où l’on étudie les propriétés de deux fermions
attractifs dont la fonction d’onde en représentation impulsion est exclue de l’intérieur
d’une sphère de Fermi. Nous le présentons au § 1, ce qui nous permettra de montrer
l’existence d’un état lié qui n’existerait pas en l’absence de cette sphère ; nous verrons
de plus que l’expression mathématique de l’énergie de liaison correspondante rappelle
la valeur du gap ∆ obtenu dans le cadre de la théorie BCS.

1. Le modèle de Cooper

Au sein d’un grand ensemble de fermions identiques, isolons par l’esprit deux
fermions attractifs afin d’étudier leur fonction d’onde à deux corps et niveaux d’éner-
gie ; la présence de tous les autres fermions est simplement prise en compte par une
sphère de Fermi qui, à cause du principe d’exclusion de Pauli, impose l’annulation
des composantes de cette fonction d’onde à l’intérieur de la sphère. Une telle ap-
proche reste bien sûr assez peu rigoureuse : il n’y a pas grand sens à isoler ainsi deux
fermions parmi un grand nombre d’autres dont ils sont totalement indiscernables.
De plus, on comprend mal pourquoi deux d’entre eux interagiraient par un potentiel
attractif, alors que tous les autres qui déterminent la sphère de Fermi d’un gaz sont
sans interaction. Cependant, il se trouve que la forme mathématique des résultats
auxquels conduit ce modèle présente des similarités intéressantes avec ceux d’une
approche variationnelle où l’on traite tous les fermions sur le même plan. Il est donc
utile de l’étudier.

2. Vecteur d’état et hamiltonien

Considérons deux fermions attractifs dans un état de spin singulet |S = 0〉 :

|S = 0〉 = 1√
2
[|1 :↑〉 |2 :↓〉 − |1 :↓〉 |2 :↑〉] (1)

Le mouvement relatif de leurs variables de position est décrit par le ket orbital |Ψorb〉,
et leur centre de masse est décrit par un ket |ΦK=0〉 d’impulsion nulle. Leur vecteur
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d’état est alors :

|Ψ〉 = |ΦK=0〉 ⊗ |Ψorb〉 ⊗ |S = 0〉 (2)

L’état |Ψorb〉 est caractérisé par une fonction d’onde Ψorb (r) :

Ψorb (r) = 〈r |Ψorb〉 (3)

où :

r = r1 − r2 (4)

est la différence des positions des deux particules (position relative). Comme l’état
singulet est impair par échange des deux particules, leur caractère fermionique im-
pose que la fonction d’onde Ψorb (r) soit paire par échange des particules, donc par
changement du signe de r :

Ψorb (−r) = Ψorb (r) (5)

Nous supposons que l’opérateur décrivant l’interaction attractive entre les deux par-
ticules est indépendant du spin. Comme dans le § B.2 du Chapitre VII, nous séparons
dans l’hamiltonien H des deux particules le mouvement du centre de masse du mou-
vement relatif, et nous supposons que le centre de masse est immobile. Il reste alors
un hamiltonien Hrel qui n’agit que dans l’espace des variables du mouvement relatif,
et qui s’écrit :

Hrel =
p̂2

m
+ V (r̂) (6)

où r̂ = r̂1 − r̂2 est l’opérateur associé à la position relative des deux particules ; p̂
est l’opérateur associé à l’impulsion du mouvement relatif, défini en fonction des
impulsions p̂1 et p̂2 des deux particules par :

p̂ =
p̂1 − p̂2

2
(7)

Comme mentionné plus haut, nous supposons la présence d’un ensemble de
fermions sans interaction dont le niveau de Fermi est eF . Nous allons donc résoudre
l’équation aux valeurs propres :

Hrel |Ψorb〉 = (E + 2eF ) |Ψorb〉 (8)

lorsque |Ψorb〉 n’a aucune composante à l’intérieur de la sphère de Fermi de rayon
kF lié au niveau de Fermi eF par :

eF =
ℏ2 (kF )

2

2m
(9)

Dans (8), E est l’énergie propre ramenée au double de l’énergie de Fermi. Il est
en effet commode de prendre 2eF comme référence ; ce serait en effet, en l’absence
d’interaction entre les deux fermions étudiés, l’énergie minimale qu’il faudrait leur
conférer pour que |Ψorb〉 n’ait de composante qu’à l’extérieur de la sphère de Fermi.
Avec cette convention sur l’origine des énergies, E traduit donc uniquement l’effet
des interactions attractives.
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3. Solution de l’équation aux valeurs propres

Décomposons alors |Ψorb〉 sur les vecteurs propres |k〉 normés de l’impulsion
P (ondes planes) selon :

|Ψorb〉 =
∑

k

gk |k〉 (10)

Projetée sur |k〉, l’équation aux valeurs propres (8) devient :

(
2ek gk +

∑

k′

〈k| V̂ |k′〉 gk′

)
= (E + 2eF ) gk (11)

où nous avons posé, comme habituellement :

ek =
ℏ2k2

2m
(12)

L’absence de composante de |Ψorb〉 dans la sphère de Fermi se traduit alors par la
relation :

gk = 0 si k ≤ kF (13)

tandis que (11) devient :

[E + 2 (eF − ek)] gk =
∑

|k′|>kF
Vkk′ gk′ (14)

Nous avons noté Vkk′ les éléments de matrice de l’opérateur d’interaction V̂ :

Vkk′ = 〈k| V̂ |k′〉 (15)

4. Calcul de l’énergie de liaison dans un cas simple

Simplifions encore le modèle en supposant maintenant que les éléments de
matrice Vkk′ du potentiel d’interaction sont tels que :

Vkk′ = −V si |k| , |k′| ≤ kF +∆k

Vkk′ = 0 sinon (16)

où ∆k définit un domaine de vecteurs d’onde ∆k ≪ kF ; ces éléments de matrice
sont donc factorisés. Par commodité, nous avons introduit un signe moins devant
la constante V afin que, le potentiel étant attractif, la constante V soit positive.
Lorsque |k| ≤ kF +∆k, la somme du membre de droite (14) devient une constante
−SV indépendante de k, avec :

S =
∑

kF<|k′|≤kF+∆k

gk′ (17)
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tandis que, si |k| > kF + ∆k, cette somme est nulle. La solution de cette équation
est alors simplement :

gk =
−SV

E + 2 (eF − ek)
si kF < |k| ≤ kF +∆k

gk = 0 sinon (18)

Il faut y ajouter une condition de cohérence qui découle du report de cette solution
dans la définition (17) de S :

S =
∑

kF<|k′|≤kF+∆k

−SV
E + 2 (eF − ek′)

(19)

soit, en changeant le signe du dénominateur :

1

V
=

∑

kF<|k′|≤kF+∆k

1

2 (ek′ − eF )− E
(20)

Cette condition constitue également une équation implicite qui permet d’ob-
tenir l’énergie E. Si nous supposons le système contenu dans une boîte cubique de
côté L très grand, nous pouvons transformer la somme discrète en une intégrale, et
nous obtenons :

1

V
=

L3

2π2

∫ kF+∆k

kF

k2dk

2 (ek − eF )− E
(21)

Prenons alors comme variable d’intégration la variable x :

x = ek − eF (22)

Comme dek = ℏ2kdk/m, il s’introduit alors dans l’intégrale une densité d’états
D (ek) :

D (ek) =
L3

2π2
k2

dk
dek

=
L3

2π2

m

ℏ2
k (23)

soit :

D (ek) =
L3

2π2

m

ℏ3

√
2mek (24)

L’équation implicite en E devient alors :

1

V
=

∫ ∆e

0

dx
D (eF + x)

2x− E (25)

où la borne supérieure ∆e est définie par :

eF +∆e =
ℏ2

2m
(k +∆k)

2 (26)
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Comme nous avons supposé ∆k ≪ kF , dans (25) nous pouvons remplacer 1

la densité d’états D (eF + x) par D (eF ), indépendante de la variable x, dont nous
simplifions la notation en DF :

DF = D (eF ) (27)

L’intégration est alors possible et conduit à :

1

V
=
DF

2
{Log (2x− E)}∆e0 =

DF

2
Log

[
2∆e− E
−E

]

= −DF

2
Log

[ −E
2∆e− E

]
(28)

Nous avons donc :

−E
2∆e− E = e−2/V DF (29)

La solution de cette équation en E est :

E = −2∆e e−2/V DF

1− e−2/V DF
(30)

qui, lorsque V D (eF )≪ 1, se simplifie en :

E = −2∆e exp [−2/V DF ] (31)

Nous obtenons donc une énergie négative (par rapport à 2eF ), comme on s’y
attend pour un état lié (la fonction d’onde est normalisable). La fonction exp (−1/x)
n’étant pas développable en série au voisinage de x = 0, cette énergie varie selon
une fonction qui n’est pas exprimable comme une série de puissances successives
du potentiel d’interaction V , puisque toutes ses dérivées sont nulles en x = 0 ; il
en découle que sa valeur ne peut pas être obtenue dans le cadre d’un calcul de
perturbations habituel.

On remarque également que l’énergie E tend vers zéro (par valeurs négatives)
si la densité d’états D (eF ) tend vers zéro, donc si eF tend vers zéro : la présence
de l’état lié est donc bien liée à celle de la sphère de Fermi dont nous avons supposé
l’existence, et dont le rôle ici est d’introduire une densité d’états non nulle. Si la
sphère de Fermi disparaît, l’état lié disparaît également.

Nous retrouvons ainsi des résultats qui rappellent ceux obtenus au Complé-
ment CXVII dans le cadre de la théorie BCS, en particulier l’expression (46) de ce
complément qui donne le gap ∆. Pour obtenir cette expression, nous avions intro-
duit une borne supérieure ℏωD aux variations (en module) des énergies autour de
l’énergie de Fermi ; cette borne joue donc un rôle semblable à l’énergie ∆e introduite
en (26). Il suffit alors de supposer que ℏωD = ∆e pour que les deux résultats de-
viennent très semblables, puisqu’ils ne diffèrent alors plus que par un facteur 2 dans
l’exposant (la différence de signe provient simplement de ce que le gap ∆ a été défini
positif, alors qu’une énergie de liaison est négative). L’intérêt du modèle de Cooper
est de mettre en lumière simplement le rôle essentiel de la densité d’états DF au
voisinage du niveau de Fermi dans la constitution du gap ∆ de la théorie BCS.

1. En remplaçant k par kF dans (23), on peut facilement calculer un ordre de grandeur de la
densité d’états au niveau de Fermi. On trouve D (eF ) ∼ 〈N〉 /eF , donc une valeur proportionnelle
au nombre moyen de particules.

359





• BOSONS RÉPULSIFS CONDENSÉS
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4-c Construction d’une base d’états excités, quasi-particules 382

Ce complément est consacré à l’étude des propriétés d’un ensemble de bosons
interagissant entre eux de façon répulsive 1 et présentant le phénomène de conden-
sation de Bose-Einstein. Pour un gaz parfait, nous savons en effet qu’un système
de bosons dans son état fondamental est totalement condensé : un seul état quan-
tique individuel, celui de plus basse énergie, est occupé par l’ensemble des particules.
Lorsque les interactions sont de courte portée et que le système est suffisamment di-
lué, on s’attend à ce que ses propriétés restent proches de celles du gaz parfait, en
particulier à ce qu’une fraction importante des particules occupe encore le même
état quantique individuel. Nous allons donc supposer que le système se trouve effec-
tivement dans ce cas, et que la population d’un état quantique individuel dépasse
largement toutes les autres. Nous supposerons que chacun de ces états obéit aux

1. La raison pour laquelle nous n’envisagerons pas le cas des interactions attractives est
qu’elles conduisent à un système physique instable – cf. § 4-b du Complément HXV.
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conditions aux limites périodiques dans une boîte de côté L (Complément CXIV), et
que l’état de grande population 2 est l’état k = 0 (d’impulsion p = ℏk et d’énergie
cinétique nulles). Donc, si N0 est la valeur moyenne de la population de ce niveau
d’impulsion nulle, nous supposons que :

N0 ≫ nk (quel que soit k 6= 0) (1)

où nk = 〈n̂k〉 est le nombre moyen de particules occupant un état individuel k 6= 0.
Le nombre total N de particules est :

N = N0 +
∑

k 6=0

nk (2)

Dans le Complément CXV, nous avons utilisé une première approximation
pour étudier l’état fondamental d’un système de bosons condensés : celle où l’état du
système de N particules est écrit comme le produit de N vecteurs d’état individuels
identiques. Ceci nous a conduits à l’équation de Gross-Pitaevskii. Cette approche
implique qu’un seul état individuel k = 0 est peuplé (N0 = N et nk = 0 pour
tout k), comme pour un gaz parfait. Mais ceci ne peut évidemment pas être exact :
il est clair que les interactions introduisent des corrélations dynamiques entre les
particules, ce dont ne peut pas rendre compte un vecteur d’état qui est le simple
produit de kets individuels (donc sans corrélations). En réalité, l’effet du potentiel
sur l’état fondamental est de transférer au moins une fraction des particules 3 de
l’état k = 0 vers des états k 6= 0 ; un modèle ne faisant intervenir qu’un seul état
individuel est nécessairement limité au cas où les effets du potentiel sont très faibles
de sorte que N0 ≃ N .

Dans le Complément EXV, nous avons introduit une autre approximation,
basée sur la méthode de Hartree-Fock ; elle est plus générale que la précédente puis-
qu’elle permet de prendre en compte une température non nulle. Cependant, elle
suppose à nouveau que chaque particule se déplace dans le champ moyen créé par
toutes les autres, sans inclure les corrélations dynamiques ; la description de l’état
fondamental n’est donc pas meilleure que celle de l’équation de Gross-Pitaevskii. De
plus, elle présente une difficulté pour un système de bosons présentant la condensa-
tion de Bose-Einstein : nous avons noté au § 3-b-β du Complément GXV (remarque
ii) que, pour un système de bosons condensés, l’approximation de Hartree-Fock pré-
voit dans l’équilibre grand-canonique des fluctuations très importantes du nombre
de particules condensées. Or, dans la réalité, ces fluctuations sont fortement limitées
par les répulsions entre particules, ce qui indique bien que les prédictions de l’ap-
proximation de Hartree-Fock sont non physiques en ce qui concerne ces fluctuations.

Dans le présent complément, nous nous donnons comme objectif de remédier
à ces deux défauts : d’une part, nous tiendrons compte de corrélations dynamiques
introduites dans le système physique par les interactions ; d’autre part, nous ne
laisserons pas fluctuer arbitrairement le nombre de particules condensées. Nous uti-
liserons une méthode variationnelle, en choisissant un état variationnel qui prend

2. Cette hypothèse simplifie l’écriture des équations, mais n’est pas essentielle ; pour traiter
le cas où c’est un état d’impulsion k0 non nulle qui est fortement peuplé, on peut passer dans le
référentiel galiléen où cette impulsion s’annule. Dans le référentiel initial, cela revient simplement
à ajouter k0 à tous les vecteurs d’onde qui figurent dans les équations.

3. Ce phénomène porte traditionnellement le nom de “déplétion quantique” ; nous y revien-
drons plus en détail au § 3-a.
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en compte des corrélations binaires entre particules, sans pour autant introduire de
fluctuations parasites du nombre des particules. L’état variationnel sera construit
à partir d’un état apparié, ce qui nous permettra d’utiliser directement les résul-
tats du Chapitre XVII ; nous lui ajouterons cependant une composante pour tenir
compte de la condensation de Bose-Einstein dans l’état individuel k = 0. Bien sûr,
il ne s’agit toujours pas d’un calcul exact, puisqu’il repose sur une approximation
variationnelle, mais il permet d’inclure une physique plus riche que la simple approxi-
mation de Gross-Pitaevskii. Cette approche permet de bien mettre en lumière les
nombreuses analogies entre appariement de bosons condensés et de fermions, mais
aussi les différences.

De façon générale, ce complément illustre l’intérêt des méthodes variation-
nelles permettant de faire varier les corrélations entre paires de particules. Lorsque
les interactions sont binaires, comme dans un hamiltonien standard, ce sont ces cor-
rélations qui déterminent la valeur moyenne de l’énergie potentielle (Chapitre XV,
§ C-5-b-α). Les corrélations ternaires, etc. sont certes présentes dans le système, et
peuvent parfaitement y jouer un rôle ; mais elles n’interviennent pas directement
dans l’énergie. Ceci explique pourquoi l’optimisation des seules corrélations binaires
par des états appariés peut déjà conduire à des résultats de bonne qualité.

Dans le § 1, nous introduisons l’état variationnel apparié dépendant d’un cer-
tain nombre de paramètres, et calculons l’énergie moyenne associée. Dans le § 2,
nous recherchons les valeurs optimales de ces paramètres qui minimisent cette éner-
gie, en utilisant une approximation où N0 ≃ N de sorte que les interactions entre
particules dans les états individuels k 6= 0 peuvent être négligées. Le § 3 est consa-
cré à l’étude des propriétés physiques de l’état ainsi obtenu, nombre de particules
hors de l’état k = 0, énergie, et fonctions de corrélation. Nous exposons ensuite
au § 4 un point de vue différent, celui de la méthode opératorielle de Bogolubov.
Nous choisirons un espace variationnel plus grand, et utiliserons les résultats du § E
du Chapitre XVII afin de faire apparaître l’hamiltonien de Bogolubov, directement
diagonalisable. Ceci nous permettra de retrouver un certain nombre de résultats
obtenus précédemment. Ce § 4 étant relativement indépendant des précédents, le
lecteur intéressé uniquement par la méthode opératorielle de Bogolubov pourra y
aller directement. La conclusion du complément résumera les acquis et les limites de
la méthode d’approximation utilisée.

1. Etat variationnel, énergie

Nous appliquons directement les résultats du Complément BXVII, tant en ce
qui concerne le choix du ket variationnel que pour le calcul de son énergie moyenne.

1-a. Etat variationnel

Nous choisissons donc le vecteur d’état variationnel (normé) sous la forme :

|ΦB〉 = |ϕ0〉 ⊗ |Ψapp〉 = |ϕ0〉 ⊗
∏

⊗k∈D
|ϕk〉 (3)

où la notation B fait référence au nom de Bogolubov. Dans cette expression, |Ψapp〉
est l’état apparié pour des particules sans spin écrit en (B-8) dans le Chapitre XVII,

363



COMPLÉMENT EXVII •

produit tensoriel des états normés (C-13) :

|ϕk〉 =
1

chθk
exp

[
−xk a†ka

†
−k

]
|0〉 (4)

avec :

xk = thθk e
2iζk ( θk ≥ 0) (5)

Le domaine D du produit tensoriel dans (3) désigne un demi-domaine de l’espace des
k afin d’éviter (comme nous l’avons vu dans le Chapitre XVII) une double apparition
de chaque état |ϕk〉 =

∣∣ϕ−k

〉
; l’origine k = 0 est exclue de D.

Pour |ϕ0〉, c’est l’état cohérent dont l’expression peut par exemple être trouvée
dans le Complément GV ; la relation (65) de ce complément s’écrit :

|ϕ0〉 = e−N0/2 eα0a
†
0 |n0 = 0〉 (6)

Cet état dépend d’un paramètre complexe α0, que nous caractérisons par son module√
N0 et de sa phase ζ0 :

α0 =
√
N0e

iζ0 (7)

C’est le vecteur propre normé de l’opérateur a0 de valeur propre α0 :

a0 |ϕ0〉 = α0 |ϕ0〉 (8)

Le nombre moyen de particules dans l’état k = 0 est donc :

〈ϕ0| a†0a0 |ϕ0〉 = α∗
0α0 〈ϕ0 |ϕ0〉 = N0 (9)

Nous avons également vu au Complément GV que la largeur de la distribution cor-
respondante est

√
N0, donc négligeable devant N0 (nous supposons que ce nombre

est grand).
Les variables variationnelles contenues dans le ket d’essai (3) sont donc l’en-

semble des θk et ζk, ainsi que N0 et ζ0.

1-b. Energie totale

L’expression (61) du Complément BXVII fournit l’énergie totale sous la forme :

〈
Ĥ
〉
B
=
∑

k 6=0

ek sh2θk +
V0
2

(N0 +Ne)
2

+N0

∑

k 6=0

Vk
[
sh2θk − shθk chθk cos 2 (ζ0 − ζk)

]

+
1

2

∑

k,k′ 6=0

Vk−k′

[
sh2θk sh2θk′ + shθk shθk′ chθk chθk′ cos 2 (ζk − ζk′)

]

(10)

où les éléments de matrice Vk du potentiel d’interaction entre les particules sont
définis comme dans le Chapitre XVII par :

Vk =
1

L3

∫
d3r e−ik·r W2(r) (11)
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Le terme de la seconde ligne de (10) traduit l’effet des échanges d’impulsion entre par-
ticules k 6= 0 avec le condensat k = 0, ainsi que l’effet des processus d’annihilation-
création de paires à partir du condensat. Les termes de la dernière ligne avec une
double somme sur k et k′ correspondent à l’effet des interactions entre particules
dans des états k 6= 0.

1-c. Approximation où N0 ≫ Ne

Comme nous l’avons rappelé dans l’introduction, seul un état individuel est
peuplé pour un gaz parfait dans son niveau fondamental, l’état de plus basse énergie ;
dans ce cas particulier le nombre moyen total de particules est donc égal à N0,
toutes les populations nk des autres états k étant nulles. Nous allons supposer que
le système physique étudié est un gaz dilué où les effets des interactions restent
modérés, de sorte que N0 reste très supérieur à la somme de toutes les populations
nk :

N0 ≫ Ne =
∑

k 6=0

nk (12)

Cette hypothèse est plus forte que celle faite initialement en (1), puisque la popu-
lation N0 doit largement excéder la somme de toutes les autres populations. Elle
permet cependant de simplifier les calculs qui vont suivre tout en dégageant un
certain nombre d’idées physiques générales.

Dans ces conditions, les interactions entre particules dans des états k 6= 0
et particules dans le condensat k = 0 sont dominantes par rapport à celles entre
particules toutes deux dans des états k 6= 0. Le terme d’interaction de la seconde
ligne de (10), qui est proportionnel à N0, doit donc être bien plus grand que celui
de la troisième ligne, qui ne contient pas N0. C’est pourquoi nous allons utiliser la
valeur moyenne approchée :

〈
Ĥ
〉
B
≃
∑

k 6=0

ek sh2θk +
V0
2

(N0 +Ne)
2

+N0

∑

k 6=0

Vk
[
sh2θk − shθk chθk cos 2 (ζ0 − ζk)

]
(13)

Il nous faut maintenant déterminer les valeurs optimales des variables appa-
raissant dans (13) en minimisant cette valeur moyenne de l’énergie par rapport à
chacune d’entre elles.

2. Optimisation

Les variables dont dépend l’état variationnel |ΦB〉 sont N0 et ζ0 associées à
l’état individuel k = 0 (condensat), ainsi que les angles θk et les phases ζk associées
à tous les autres états k 6= 0. En revanche, Ne n’est pas une variable variationnelle,
mais une fonction de ces variables déterminée par la relation (53) du Complément
BXVII :

Ne =
∑

k 6=0

〈
a†kak

〉
=
∑

k 6=0

sh2θk (14)
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Comme dans le Complément BXVII, nous allons introduire un multiplica-
teur de Lagrange µ (potentiel chimique, cf. Appendice VI) destiné à fixer la va-
leur moyenne du nombre total de particules ; nous imposerons la stationnarité de la
différence de deux valeurs moyennes :

A =
〈
Ĥ
〉
B
− µ

〈
N̂
〉
B

(15)

où
〈
N̂
〉
B

est le nombre moyen total de particules dans l’état variationnel :

〈
N̂
〉
B
=
〈
a†0a0

〉
+
∑

k 6=0

〈
a†kak

〉
= N0 +Ne (16)

La fonction à rendre minimale est alors :

A =
V0
2

(N0 +Ne)
2 − µN0 +

∑

k 6=0

(ek − µ) sh2θk +N0

∑

k 6=0

Fk (17)

avec :

Fk = Vk
[
sh2θk − shθk chθk cos 2 (ζ0 − ζk)

]
(18)

2-a. Conditions de stationnarité

Nous devons rendre stationnaire la fonction A par rapport à toutes les va-
riables. Nous commencerons par les phases, puis les paramètres θk, puis N0.

α. Stationnarité par rapport aux phases : blocage des phases

Les phases n’interviennent que dans les Fk, sous forme de différences de phases
ζ0 − ζk. Le potentiel étant répulsif, nous supposons que Vk est positif ; de plus, la
variable θk étant toujours positive selon sa définition dans le Chapitre XVII, le
produit shθk chθk est également toujours positif. L’expression (18) montre ainsi
que, quel que soit θk, la minimisation de la fonction A par rapport aux phases ζ0 et
ζk demande que le cosinus soit égal à 1, donc que :

ζk = ζ0 pour tout k (19)

Les phases servant à construire les états appariés doivent donc être égales à celle qui
définit l’état cohérent associé à k = 0. Nous appellerons cette égalité “condition de
blocage des phases”.

β. Stationnarité par rapport aux θk

La stationnarité de A vis-à-vis de chacun des paramètres θk entraîne que, pour
tout k :

0 = V0 (N0 +Ne)
∂Ne
∂θk

+ 2 (ek − µ) shθk chθk +N0
∂Fk

∂θk
(20)

où le calcul de la dérivée de Fk est fait pour les valeurs des phases qui satisfont
la relation (19). Si nous regroupons sur une première ligne les termes en shθkchθk
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(y compris ceux provenant de la dérivée de sh2θk), et sur la seconde ceux qui pro-
viennent de la dérivée de shθkchθk, nous obtenons :

0 = [V0 (N0 +Ne) + ek − µ+N0Vk] 2 shθk chθk

−N0Vk
(
ch2θk + sh2θk

)
(21)

La relation (21) devient alors :

0 = [ek − µ+ V0 (N0 +Ne) +N0Vk] sh2θk −N0Vk ch2θk (22)

soit :

th2θk =
N0Vk

ek − µ+ V0 (N0 +Ne) +N0Vk
(23)

γ. Stationnarité par rapport à N0

Ecrivons maintenant la stationnarité de A par rapport à N0. Compte tenu des
relations (17) et (18), ainsi que du blocage des phases (19), nous obtenons :

0 = V0 (N0 +Ne)− µ+
∑

k 6=0

Vk
[
sh2θk − shθk chθk

]
(24)

Ce résultat exprime que le potentiel chimique est égal à :

µ = V0 (N0 +Ne) + δµ (25)

qui est la somme d’un terme de champ moyen V0 (N0 +Ne) créé par toutes les
particules et d’un terme δµ :

δµ =
∑

k 6=0

Vk
[
sh2θk − shθk chθk

]
(26)

Ce dernier est à son tour la somme de deux termes de signes différents : une contribu-
tion positive due aux processus d’échange d’impulsion et traduisant l’augmentation
d’énergie de répulsion liée à l’effet de groupement entre bosons ; une contribution né-
gative due aux termes de création ou d’annihilation de paires à partir du condensat
k = 0 (Figure 7 du Complément BXVII), et traduisant la réduction de cette énergie
due aux corrélations dynamiques introduites par les interactions.

La relation (23) devient alors :

th2θk =
N0Vk

ẽk +N0Vk
(27)

avec :

ẽk = ek − δµ (28)

2-b. Solution des équations

L’état fondamental recherché dépend de deux paramètres qui sont fixés de
l’extérieur, le volume L3 du système physique, et le potentiel chimique µ qui contrôle
le nombre total de particules. Les variables à déterminer sont les θk par (27) ainsi que
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N0 par (24). Dans cette dernière équation intervient Ne, qui n’est pas une variable
indépendante puisqu’elle est déterminée par (14). Nous sommes ainsi en présence
d’un système d’équations non linéaires, dont la solution n’est pas évidente a priori :
la relation (27) détermine les θk (N0), et donc Ne (N0), en fonction de N0. Mais N0

est lui-même fixé en fonction de µ et des variables θk (directement, et indirectement
par l’intermédiaire de Ne) par la condition de stationnarité (24). Lorsque l’on reporte
les θk (N0) dans cette relation, on obtient une équation implicite en N0, qui rappelle
l’équation implicite pour le gap ∆ dans la théorie BCS.

Une première approche pour résoudre cette équation implicite consiste à pro-
céder par itérations successives, comme dans la méthode de Hartree-Fock. On part
d’une valeur approximative de N0 qui paraît raisonnable, par exemple celle µ/V0
obtenue en supposant que Ne et δµ sont tous deux nuls. On obtient alors par (27)
une première approximation des θk ainsi que Ne, que l’on peut reporter dans (24) de
façon à obtenir une nouvelle valeur de N0. On itère ensuite le processus et, comme
pour les équations non linéaires de Hartree-Fock, on peut espérer une convergence
au bout d’un certain nombre de cycles.

Une autre approche consiste à renoncer à fixer arbitrairement le potentiel
chimique, et à plutôt le déduire du calcul. On part alors d’une valeur deN0 arbitraire,
d’où l’on déduit ensuite les valeurs des angles θk, puis la valeur de Ne par (14) ; ceci
fixe le nombre total de particulesN = N0+Ne, et les relations (25)-(26) fournissent le
potentiel chimique. Cette approche est plus simple, et c’est celle que nous utiliserons
dans toute la suite.

3. Propriétés de l’état fondamental

Nous commençons par calculer le nombre total moyen de particules. Pour
dégager les idées générales tout en manipulant des équations aussi simples que pos-
sible, nous utiliserons un modèle où les éléments de matrice Vk du potentiel sont
tous égaux à une même constante V0, ou alors nuls :

Vk = V0 si |k| ≤ kc
Vk = 0 si |k| > kc (29)

où la “valeur de coupure” kc caractérise la portée b du potentiel (kc ∼ 1/b). Pour
apporter encore une simplification supplémentaire, dans chaque calcul nous envisa-
gerons le cas où δµ = 0, de sorte que ẽk se confond avec ek.

3-a. Nombre de particules, déplétion quantique

Utilisons la relation (14) pour calculer le nombre moyen Ne de particules dans
les états individuels k 6= 0. Pour obtenir sh2θk, commençons par calculer ch2θk par :

ch2θk =

√
ch22θk

ch22θk − sh22θk
=

√
1

1− th22θk

=
ẽk +N0Vk√

ẽk (ẽk + 2N0Vk)
(30)

Comme d’autre part :

2sh2θk = ch2θk + sh2θk − 1 = ch2θk − 1 (31)
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il en découle que :

sh2θk =
1

2

[
ẽk +N0Vk√

ẽk (ẽk + 2N0Vk)
− 1

]
(32)

L’insertion de cette relation dans (14) fournit alors :

Ne =
1

2

∑

k 6=0

[
ẽk +N0Vk√

ẽk (ẽk + 2N0Vk)
− 1

]
(33)

Nous avons évoqué plus haut un modèle simple (29) où les ẽk sont simplement
égaux aux ek (on suppose que δµ est négligeable). Si de plus nous remplaçons la
somme de (33) par une intégrale, nous obtenons :

Ne =
L3

16π3

∫
d3k




ℏ
2k2

2m +N0Vk√
ℏ2k2

2m

(
ℏ2k2

2m + 2N0Vk
) − 1


 (34)

Si enfin nous utilisons les éléments de matrice du potentiel simplifiés de (29), la
fonction à intégrer ne dépend plus que du module k de k et, compte tenu de (29),
s’annule si k > kc ; en coordonnées sphériques, l’intégrale sur dk est donc limitée
entre 0 et kc. Nous introduisons la variable d’intégration s par :

s =

√
ℏ2

2mN0V0
k = ξ k (35)

où ξ est la “longueur de relaxation” introduite 4 au § 4-b du Complément CXV :

ξ =

√
ℏ2

2mN0V0
(36)

Si nous notons Sc la borne supérieure de s découlant de l’existence de la borne kc
sur k :

Sc = ξ kc (37)

nous avons alors :

Ne =
L3

4π2

(
2mN0V0

ℏ2

)3/2 ∫ Sc

0

s2 ds

[
s2 + 1√
s2 (s2 + 2)

− 1

]
(38)

L’intégrale de (38) reste convergente si Sc devient infini car, lorsque s → ∞,
on peut prendre comme infiniment petit x = 1/s2 et écrire :

s2 + 1√
s2 (s2 + 2)

=
1 + 1/s2√
1 + 2/s2

= 1 +
1

2s4
+ ... (39)

4. Dans le Complément CXV, nous avons défini en (61) une constante ξ en fonction du
paramètre g associé à un potentiel d’interaction en gδ (r). Pour un tel potentiel, on a V0 = g/V (où
V est le volume), de sorte que la relation (36) devient effectivement ξ =

√
ℏ2/2mgn0.
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L’intégrale converge également à l’origine (la fonction à intégrer diverge en s−1,
mais l’élément d’intégration est en s2ds, ce qui élimine la divergence). Son calcul
peut d’ailleurs être fait à la main. Lorsque Sc est pris infini (potentiel de très courte
portée), on trouve que l’intégrale vaut

√
2/3, et donc :

Ne =
L3

3π2

(
mN0V0

ℏ2

)3/2

(40)

Ainsi Ne est proportionnel au volume et au produit N0V0 à la puissance 3/2. Si
le potentiel d’interaction est nul, on retrouve donc bien que toutes les particules
sont dans l’état individuel k = 0. Lorsque V0 croît à partir de zéro, initialement
la “fraction non condensée” Ne/ (N0 +Ne) varie proportionnellement à la puissance
3/2 de V0.

Nous trouvons donc que l’effet du potentiel d’interaction est de transférer un
certain nombre de particules de l’état individuel k = 0 vers des états k 6= 0. Cet
effet porte souvent le nom de “déplétion quantique”. Il n’a bien sûr rien à voir avec
un effet d’excitation thermique qui porterait des particules de leur état fondamental
vers des états excités sous l’effet d’un couplage avec un thermostat à température
non nulle ; les calculs que nous menons dans ce complément sont relatifs à l’état
fondamental, et supposent donc que la température est strictement nulle.

Remarque :
Le résultat (40) n’est cependant valable que si l’hypothèse Ne ≪ N0 qui a servi à
l’établir est valide, donc si :

V0 ≪ ℏ2

mL2
(N0)

−1/3 (41)

Si b est la portée du potentiel et U son ordre de grandeur, selon (11) les éléments
de matrice V0 sont de l’ordre de Ub3/L3 ; la condition précédente s’écrit alors :

U ≪ ℏ2

mb2

(
L3

b3N0

)1/3

(42)

La condition de validité est donc que U reste petit devant l’énergie cinétique de
localisation d’une particule dans la portée b du potentiel, multipliée par le rapport
entre la distance moyenne entre particules dans l’état k = 0 et b. Elle demande donc
que la portée du potentiel b soit suffisamment petite.

3-b. Energie

Calculons maintenant l’énergie à partir de (10), dont nous prenons en compte
successivement les différents termes.

α. Energie cinétique

La première contribution est celle de l’énergie cinétique qui, d’après (32),
s’écrit :

Ec =
∑

k 6=0

ek sh2θk =
1

2

∑

k 6=0

ek

[
ẽk +N0Vk√

ẽk (ẽk + 2N0Vk)
− 1

]
(43)
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Ce terme rappelle celui du calcul de Ne en (33), mais la présence du facteur ek
dans la somme change ses propriétés. Dans le modèle simplifié du potentiel où les
Vk sont donnés par (29), et où de plus nous supposons que δµ = 0, le changement
de variables (35) conduit à :

Ec =
L3

4π2

(
2m

ℏ2

)3/2

[N0V0]
5/2
∫ Sc

0

ds s4
[

s2 + 1√
s2 (s2 + 2)

− 1

]
(44)

D’après (39), lorsque s→∞, la fonction à intégrer se comporte suivant :

s4

[
s2 + 1√
s2 (s2 + 2)

− 1

]
= s4

[
1 +

1

2s4
+ ..− 1

]
=

1

2
+ 0

(
1

s2

)
(45)

Puisque la fonction à intégrer tend à l’infini vers une constante, l’intégrale sur ds est
divergente si Sc est infini ; si Sc est grand mais fini, la valeur de l’intégrale dépend
linéairement du choix de Sc.

β. Interaction avec le condensat

Dans (10), le terme de champ moyen dans l’énergie V0 (N0 +Ne)
2
/2 est connu,

puisqueNe a été obtenu plus haut – cf. relation (38). Nous n’avons donc pas à calculer
spécifiquement sa contribution à l’énergie moyenne.

Le second terme dans l’énergie potentielle est proportionnel à N0, et corres-
pond aux interactions entre atomes hors du condensat (états individuels k 6= 0) et
dans le condensat (population de l’état k = 0) ; ce terme contient la somme des
Fk définis en (18). Pour l’évaluer, nous avons donc besoin de calculer le produit
shθkchθk :

shθk chθk =
1

2
sh2θk =

1

2

√
sh22θk

ch22θk − sh22θk

=
1

2

√
th22θk

1− th22θk
(46)

soit, d’après (27) :

shθk chθk =
N0Vk

2
√
ẽk (ẽk + 2N0Vk)

(47)

Compte tenu de la condition de blocage de phase (19), dans l’état variationnel op-
timal les Fk définis en (18) prennent la valeur :

Fk = Vk
[
sh2θk − shθk chθk

]

=
Vk
2

[
ẽk√

ẽk (ẽk + 2N0Vk)
− 1

]
(48)

Nous obtenons ainsi une contribution EN0
à l’énergie :

EN0
= N0

∑

k 6=0

Fk =
N0

2

∑

k 6=0

Vk

[
ẽk√

ẽk (ẽk + 2N0Vk)
− 1

]
(49)
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Dans le cas du modèle simple (29) déjà utilisé plus haut, et si δµ = 0, ce
résultat devient :

EN0
=

L3

4π2
N0V0

(
2mN0V0

ℏ2

)3/2 ∫ Sc

0

s2 ds

[√
s2

s2 + 2
− 1

]
(50)

La fonction à intégrer se comporte à l’infini comme :

s2
[

s√
s2 + 2

− 1

]
∼ s2

[
1− 1

s2
+ ..− 1

]
= −1 + 0

(
1

s2

)
(51)

de sorte que l’intégrale n’est pas convergente lorsque Sc → ∞, mais dépend linéai-
rement de Sc.

γ. Energie totale du fondamental

Toujours lorsque δµ = 0, la somme de (43) et (49) fournit :

Ec + EN0
=

1

2

∑

k 6=0

[√
ek (ek + 2N0Vk)− ek −N0Vk

]
(52)

soit encore, si l’on prend à nouveau le modèle simplifié (29) du potentiel d’interaction
et si l’on effectue la somme de (44) et de (50) :

Ec + EN0
=

1

4π2

(
2mL2

ℏ2

)3/2

(N0V0)
5/2
∫ Sc

0

ds
[
s3
√
(s2 + 2)− s4 − s2

]
(53)

Les relations (45) et (51) montrent que la fonction à intégrer tend vers −1/2 lorsque
s→∞ ; cette intégrale est donc elle aussi divergente lorsque kc →∞ (ou Sc →∞).
Il s’ensuit que sa valeur dépend linéairement du choix de la fréquence de coupure kc.
Le fait que la limite de la fonction soit négative indique cependant que, lorsque Sc
est grand, la diminution d’énergie potentielle l’emporte sur l’augmentation d’énergie
cinétique.

L’énergie totale du niveau fondamental Efond est la somme des énergies ainsi
calculées avec le terme de champ moyen :

Efond =
V0
2

(N0 +Ne)
2
+ Ec + EN0

(54)

où Ec + EN0
est donné en (53).

3-c. Blocage des phases ; comparaison avec le mécanisme BCS

Nous avons vu au § 2-a-α comment toutes les phases ζk devaient devenir
égales à celle ζ0 associée à l’état k = 0 afin de minimiser l’énergie de répulsion entre
particules dans les états k 6= 0 et dans l’état k = 0 ; cette nullité de la différence des
phases constitue ce que nous avons appelé la “condition de blocage des phases”. La
situation rappelle donc la “brisure de symétrie” du mécanisme BCS, où un blocage
commun de phase relative de toutes les paires (k,−k) permettait la construction
d’un gap ∆ grâce à un effet collectif. Pour des bosons, l’équivalent du champ moyen
collectif créé par les paires est celui créé par le condensat des particules dans l’état
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k = 0. C’est pourquoi c’est la phase relative des états des paires avec celle du
condensat qui intervient ; il s’agit donc en quelque sorte d’un mécanisme “externe”
au lieu d’être “interne”. Peu importe la phase ζ0, le gain d’énergie étant exactement le
même quelle que soit sa valeur ; seule la phase relative ζk− ζ0 est importante. Donc,
comme pour les fermions, le choix arbitraire de phase donne lieu à un phénomène
de brisure de symétrie. Cette analogie est renforcée par le fait que, à µ fixé, nous
avons trouvé au § 2-b que la valeur du nombre N0 de particules dans l’état k = 0
est donnée par une équation implicite en N0 ; de même, en théorie BCS, c’est une
équation implicite qui fixe la valeur du gap ∆.

Les relations (38) et (53) font intervenir des puissances non entières du poten-
tiel d’interaction V0, et sont ainsi des fonctions non analytiques de ce potentiel. Elles
ne peuvent donc pas s’obtenir comme un développement en puissances de V0 dans
le cadre d’une théorie des perturbations. C’est une autre analogie avec les résultats
du Complément BXVII.

Nous avons également vu dans ce complément que, pour le mécanisme BCS, ce
sont les énergies au voisinage du niveau de Fermi qui jouent le rôle le plus important.
Il en va différemment pour un système de bosons répulsifs. Par exemple, dans (44),
la fonction dont l’intégration sur s fournit l’énergie cinétique est :

fc (s) = s4

[
s2 + 1√
s2 (s2 + 2)

− 1

]
(55)

alors que celle qui donne l’énergie potentielle d’interaction entre particules dans les
états k 6= 0 et particules dans l’état k = 0 est :

fN0
(s) = s2

[
s2√

s2 (s2 + 2)
− 1

]
(56)

La figure 1 représente ces deux fonctions en traits tiretés, ainsi que leur somme
en trait plein. Elle illustre comment, pour des bosons répulsifs, les effets de mini-
misation de l’énergie potentielle l’emportent sur ceux de l’énergie cinétique. Cette
minimisation de la répulsion implique nécessairement une modification de la fonction
de corrélation de la position entre particules, qui diminue à courte distance ; nous
confirmerons cette interprétation lors de l’étude des fonctions de corrélation binaire
au § 3-d-β. On voit également sur la figure que le gain d’énergie cumulé n’est pas
dû à une bande particulière d’énergies : toutes les valeurs de s contribuent jusqu’à
la limite imposée par la borne supérieure de l’intégrale.

On peut affiner l’analyse de cette balance d’énergies en s’intéressant au gain
d’énergie par état quantique individuel. Il faut alors supprimer dans les relations
précédentes le facteur k2 qui provient de la densité d’états, donc supprimer un facteur
s2 de (55) et (56). La Figure 2 montre les variations des fonctions qui sont alors
obtenues. On constate que, tant que s reste petit ou de l’ordre de 1, la diminution
d’énergie potentielle l’emporte de beaucoup sur l’augmentation d’énergie cinétique ;
en revanche, les deux contributions deviennent comparables lorsque s≫ 1. D’après
(35), la condition s . 1 correspond à :

k . ξ−1 soit : ek . N0V0 (57)

Ainsi c’est aux faibles énergies que chaque état individuel participe le plus fortement
à la diminution de l’énergie potentielle de répulsion ; le domaine d’énergies correspon-
dant est proportionnel à N0 et à l’élément de matrice d’interaction V0. Les relations
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Figure 1 – Variations en fonction de s des fonctions à intégrer sur s pour obtenir
l’énergie cinétique Ec (courbe tiretée du haut), l’énergie potentielle d’interaction avec
le condensat EN0

(courbe tiretée du bas), ainsi que leur somme (trait plein). L’aug-
mentation d’énergie cinétique est plus que compensée par une diminution d’énergie
potentielle, ce qui permet de diminuer l’énergie totale.

(27) indiquent que ce sont également pour ces énergies que l’état fondamental du sys-
tème physique est le plus modifié par la minimisation de l’énergie. Physiquement, on
comprend bien que les particules d’énergie cinétique faible devant l’énergie d’inter-
action N0V0 soient particulièrement sensibles aux interactions, alors que celles dont
l’énergie cinétique est grande devant N0V0 voient leurs corrélations relativement peu
modifiées par le potentiel d’interaction. Cependant, et comme nous l’avons vu plus
haut, même si individuellement les états de plus forte énergie contribuent moins à
la réduction d’énergie, leur grand nombre (qui se traduit par une densité d’états
proportionnelle à k2) fait qu’ils apportent également une contribution significative
à l’énergie totale.

3-d. Fonctions de corrélation

Le système étant contenu dans une boîte et soumis aux conditions périodiques,
nous nous attendons à ce que les propriétés des fonctions de corrélation à un corps
soient invariantes par translation. Cela n’exclut toutefois par une dépendance spa-
tiale possible des fonctions de corrélation par rapport à des différences de position.
C’est ce que nous vérifions maintenant.

α. Une particule

Si nous développons l’opérateur champ Ψ(r) sur les opérateurs d’annihilation,
selon la relation (A-3) du Chapitre XVI, nous obtenons l’expression suivante de la
fonction de corrélation G1 à une particule :

G1 (r, r
′) = 〈ΦB |Ψ†(r)Ψ(r′) |ΦB〉 =

1

L3

∑

k,k′

ei(k
′·r′−k·r) 〈ΦB | a†kak′ |ΦB〉 (58)
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Figure 2 – Variations en fonction de s de l’énergie cinétique (courbe tiretée du
haut) et potentielle (courbe tiretée du bas) et totale (trait plein) par état individuel.
On constate que ce sont les états d’énergies cinétiques les plus basses qui contribuent
le plus à la diminution d’énergie.

où l’expression (3) détermine |ΦB〉. Comme, dans cet état, le nombre de particules
dans un état individuel k est toujours égal à celui dans l’état individuel −k, la valeur
moyenne de a†kak′ dans |ΦB〉 ne peut être différente de zéro que si k = k′. Dans la
somme sur k, la contribution de k = 0 introduit un terme en N0 ; si nous y ajoutons
les autres contributions, nous obtenons :

G1 (r, r
′) =

1

L3


N0 +

∑

k 6=0

〈n̂k〉 eik·(r
′−r)


 (59)

Lorsque r = r′, la fonction G1 est simplement égale à la densité numérique totale
nT de particules :

nT =
N0 +Ne
L3

(60)

Lorsque r et r′ sont différents, elle est la somme de deux termes :

– un terme correspondant aux particules dans l’état k = 0 (particules conden-
sées), indépendant des positions ; il ne décroît donc pas à grande distance, mais
possède une portée infinie ;

– un terme correspondant aux particules dans l’état k 6=0, qui est la transfor-
mée de la distribution 〈n̂k〉 de particules, et qui décroît donc vers zéro lorsque r et
r′ s’éloignent l’un de l’autre (sa portée est microscopique).

On retrouve le critère de Penrose-Onsager selon lequel c’est la fraction conden-
sée d’un système de bosons qui donne une portée infinie à la fonction de corrélation
non diagonale à un corps (pour des fermions appariés, nous avons trouvé au Com-
plément BXVII que cette portée infinie n’apparaît pas pour la fonction de corrélation
à un corps, mais seulement pour la fonction de corrélation à deux corps).
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β. Deux particules

La fonction de corrélation diagonale à deux particules s’écrit :

G2 (r, r; r
′, r′) = 〈ΦB |Ψ†(r)Ψ†(r′)Ψ(r′)Ψ(r) |ΦB〉

=
1

L6

∑

k,k′,k′′,k′′′

ei(k
′′′−k)·rei(k

′′−k′)·r′ 〈ΦB | a†ka
†
k′ak′′ak′′′ |ΦB〉 (61)

Les mêmes simplifications qu’au § 4-b-β du Complément BXVII apparaissent dans le
calcul des valeurs moyennes des produits d’opérateur création et annihilation : les
opérateurs a0 à droite donnent chacun un facteur α0 et les opérateurs a†0 à gauche
chacun un facteur α∗

0 ; les valeurs moyennes des autres produits d’opérateurs sont
données par les résultats du § C du Chapitre XVII. Nous distinguons alors plusieurs
cas, selon le nombre des valeurs des 4 indices de sommation égales à k = 0, et en
procédant par valeurs décroissantes.

(i) Si les quatre opérateurs concernent l’état k = 0 (cas représenté sur la
Figure 6 du Complément BXVII), nous obtenons la contribution :

N0 (N0 − 1)

L6
≃
(
N0

L3

)2

(62)

indépendante des positions.
Il n’est pas possible que trois seulement des indices de sommation soient nuls,

car le terme correspondant contiendrait alors la valeur moyenne d’un opérateur ak
(ou de son hermitique conjugué) dans l’état |ΦB〉, qui est nulle.

(ii) Si un opérateur de création et un opérateur d’annihilation concernent l’état
individuel k = 0, deux cas sont possibles :

– termes directs en a†0a
†
k′ak′a0 ou a†k′a

†
0a0ak′ ; les deux contributions sont

égales et leur somme introduit un terme :

2N0Ne
L6

(63)

qui est lui aussi indépendant des positions ;
– termes d’échange en a†0a

†
k′a0ak′ ou a†k′a

†
0ak′a0 ; les termes correspondant

sont eux aussi égaux, et leur somme s’écrit :

N0

L6




∑

k′ 6=0

eik
′·(r−r′) 〈n̂k′〉+

∑

k 6=0

eik·(r
′−r) 〈n̂k〉





=
2N0

L6

∑

k 6=0

〈n̂k〉 cos [k · (r′ − r)] (64)

qui dépend de la différence des positions r et r′. Ces termes traduisent l’existence
d’un effet de groupement entre les bosons ; la relation (C-28) du Chapitre XVII
fournit la valeur de 〈n̂k〉 :

〈n̂k〉 = sh2θk (65)

(iii) Si les opérateurs relatifs à k = 0 sont de même nature (tous deux de
création, ou tous deux d’annihilation), il s’agit de termes du type de ceux représentés

376



• BOSONS RÉPULSIFS CONDENSÉS

sur la Figure 7 du Complément BXVII (création ou annihilation de paires à partir
du condensat). Alors :

– s’il s’agit du produit a†ka
†
−ka0a0 où k et k′ ne sont pas nuls mais opposés

(pour la même raison que plus haut), il apparaît une valeur moyenne anormale
dans l’état |ϕk〉 ainsi que la valeur moyenne d’un produit de deux opérateurs a0 ; la
première est fournie par la relation (C-51) du Chapitre XVII, la seconde introduit
(α0)

2, c’est-à-dire N0e
2iζ0 selon (7) ;

– s’il s’agit du produit a†0a
†
0ak′′a−k′′ où k′′ et k′′′ ne sont pas nuls mais op-

posés, on obtient le résultat complexe conjugué. La somme des deux contributions
correspondantes s’écrit donc :

−N0

L6




∑

k 6=0

eik·(r
′−r)shθk chθke

2i(ζ0−ζk)

+
∑

k′′ 6=0

eik
′′·(r′−r)shθk chθke

−2i(ζ0−ζk)





= −2N0

L6

∑

k 6=0

shθk chθk cos [k · (r′ − r) + 2 (ζ0 − ζk)] (66)

(iv) Il existe enfin des termes où aucun des vecteurs d’onde n’est nul, qui
correspondent au cas où les deux particules sont avant et après interaction dans des
états k 6= 0. Ils comprennent chacun un terme direct :

(Ne)
2

L6
(67)

qui est constant, un terme d’échange, et enfin un terme d’annihilation-création de
paires. Contrairement aux précédents, ils ne sont pas proportionnels à N0, et leur
ordre de grandeur relatif par rapport à eux est donc en Ne/N0. La prise en compte
du terme d’échange et de celui d’annihilation-création de paires ne présente pas de
difficulté particulière (le calcul est du même type que ceux que nous avons déjà effec-
tués) ; cependant, pour rester cohérents avec (12) et les approximations à l’énergie
faites qui en découlent, nous n’incluerons pas ces termes.

La somme de (62), (63) et (67) fait apparaître la constante N2/L6 ; ajoutons-y
(64) et (66), nous obtenons :

G2 (r, r; r
′, r′) ≃ N2

L6
+

2N0

L6

∑

k 6=0

{
sh2θk cos [k · (r′ − r)]

− shθk chθk cos [k · (r′ − r) + 2 (ζ0 − ζk)]
}

(68)

Le terme dépendant de la position de la seconde ligne illustre bien comment les
phases relatives qui entrent dans la construction de |ΦB〉 contrôlent la position rela-
tive des particules dans le système physique, et confirme que le choix ζk = ζ0 permet
de diminuer la probabilité de les trouver à courte distance.

Lorsque la relation de blocage des phases (19) est satisfaite, la contribution
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dépendant de la position relative devient :

2N0

L6

∑

k 6=0

[
sh2θk − shθkchθk

]
cos [k · (r′ − r)] (69)

Comme shθk < chθk, le coefficient du cosinus de chaque terme est alors négatif ; ce
terme diminue donc effectivement la probabilité de présence double G2 (r, r; r, r) de
deux particules au même point r : les corrélations dynamiques qui apparaissent dans
le système tendent à dégrouper les particules, et donc à diminuer leur interaction
répulsive. Le résultat final résulte d’un compromis entre un terme en sh2θk qui donne
lieu à un groupement (comme dans un gaz de bosons sans interactions) et un terme
de dégroupement en shθkchθk qui l’emporte, et fait intervenir les valeurs moyennes
anormales (création ou annihilation de paires de particules dans le condensat).

Remarques :
(i) La fonction de corrélation (68) est invariante par échange de r et r′, comme le
montre la prise en compte des termes k et −k dans la sommation. Sa transformée de
Fourier ne contient donc que des termes en cos [k · (r′ − r)], auxquels on peut donner
une valeur quelconque par un choix approprié des θk et ζk. Comme annoncé dans
l’introduction, l’état variationnel permet donc effectivement de produire une fonction
de corrélation quelconque, dont nous avons étudié ci-dessus la valeur optimisée.

(ii) Nous avons à plusieurs reprises supposé la nullité de la correction δµ au potentiel
chimique définie en (26), ce qui nous a permis de remplacer les ek par les ẽk. Vérifions
maintenant que la prise en compte d’une valeur non nulle de cette correction ne
change pas radicalement les résultats obtenus.

Dans le cas du modèle (29) où les éléments de matrice Vk non nuls du potentiel sont
tous égaux à une même constante V0, l’expression (26) se simplifie en :

δµ = V0

∑

k 6=0

[
sh2θk − shθk chθk

]
= −V0

∑

k 6=0

shθke
−θk ≤ 0 (70)

où la somme est restreinte aux vecteurs k de module inférieur à kc. Si nous posons :

δµ = −xV0N0 (71)

avec x > 0, et la relation (27) qui fixe les θk devient :

th2θk =
N0V0

ek +N0V0 (1 + x)
(72)

Les θk sont donc diminués sous l’effet de la correction apportée par x et δµ ; cette
correction reste toutefois négligeable dès que ek ≫ xN0V0. Ainsi, les populations
des niveaux individuels k (égales à sh2θk) sont diminuées lorsque ek . xN0V0, mais
restent pratiquement inchangées dans la situation inverse.

Les grandeurs sommées sur les valeurs de k comme Ne sont alors peu affectées :
le changement de la fonction à intégrer n’intervient que pour les petites valeurs de
s dont les contributions sont de toutes façons faibles à cause du facteur s2 sous
l’intégrale de (38). Pour l’énergie, c’est encore plus vrai puisque l’intégrale de (53)
est divergente si Sc est infini, ce qui indique qu’elle est surtout sensible aux grandes
valeurs de s (si Sc ≫ 1). Quant aux fonctions de corrélations évaluées au § 3-d, elles
contiennent des sommes sur k qui introduisent les mêmes intégrales ; elles mani-
festent donc elles aussi une relative insensibilité à la valeur de δµ. C’est pourquoi, à
part les prévisions concernant les populations des niveaux de faibles nombres d’onde,
l’approximation δµ = 0 utilisée au § 3 reste raisonnable dans de nombreux cas.
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Pour aller plus loin dans l’analyse, il faudrait pousser le calcul afin d’obtenir la va-
leur du coefficient x. Ceci demanderait d’améliorer la précision des calculs, et en
particulier de ne plus négliger les interactions entre particules dans les états indivi-
duels k 6= 0. Une telle étude dépasserait le cadre de ce complément, et nous nous
contenterons donc d’admettre que x est petit et de noter que seules les populations
de faibles k sont modifiées par la non-nullité de δµ.

4. Méthode opératorielle de Bogolubov

Nous allons maintenant prendre un point de vue différent et introduire la mé-
thode de Bogolubov ; cette dernière consiste à rechercher une forme opératorielle
directement diagonalisable de l’hamiltonien, ou d’une forme approchée de cet ha-
miltonien. Cette méthode n’est pas limitée à l’état fondamental, contrairement aux
calculs que nous avons présentés jusqu’ici, mais permet également d’aborder l’étude
des états excités. Nous allons faire usage des résultats du § E du Chapitre XVII pour
introduire de nouveaux opérateurs qui simplifient la diagonalisation de l’hamiltonien.

4-a. Espace variationnel, restriction de l’hamiltonien

L’ensemble variationnel que nous considérons maintenant est celui défini en
(3) ; nous supposons donc que :

|ΦB〉 = |ϕ0〉 ⊗ |Ψapp〉 (73)

où |ϕ0〉 est à nouveau l’état cohérent (6), et où |Ψapp〉 est un ket apparié quelconque
de l’espace de Fock engendré par tous les états individuels autres que k = 0. Nous
appelons EB (N0) l’ensemble des kets de la forme (73).

Prenons alors l’opérateur hamiltonien général Ĥ écrit en (8) au Complément
BXVII, et considérons son action restreinte entre de tels états ; les éléments de matrice
correspondants sont du type :

〈ΦB | Ĥ |Φ′
B〉 (74)

où |ΦB〉 et |Φ′
B〉 sont deux kets quelconques de EB (N0). Dans cet élément de matrice,

les mêmes simplifications qu’au § 1 se produisent : tout opérateur d’annihilation à
droite a0 peut être remplacé par le nombre α0, tout opérateur de création a†0 à gauche
par le complexe conjugué α∗

0. Nous allons simplifier encore le problème en supposant,
comme en (12), que la population totale Ne des niveaux individuels k 6= 0 est très
petite devant N0 = |α0|2, et en ne retenant que certains termes dans les termes
d’interaction de l’hamiltonien.

En premier lieu, nous prenons en compte tous les termes de diffusion vers
l’avant (k′′ = k et k′′′ = k′) qui, comme nous l’avons vu plus haut, font intervenir
l’élément de matrice V0 et s’écrivent :

V0
2
N̂
(
N̂ − 1

)
(75)

où N̂ est l’opérateur nombre total de particules. Nous avons :

N̂ = N0 + N̂e (76)
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où N̂e est l’opérateur associé au nombre total de particules dans les états individuels
k 6= 0. Comme N0 est un nombre, les fluctuations du nombre total de particules
proviennent uniquement de celles de N̂e , que nous supposons très petites devant
N0. Si nous négligeons ces fluctuations et notons N = N0 + Ne le nombre total

moyen de particules, la valeur moyenne de l’opérateur N̂
(
N̂ − 1

)
dans tout ket de

EB (N0) devient :

〈
N̂
(
N̂ − 1

)〉
≃ N (N − 1) ≃ N2 (77)

Nous pouvons alors simplement remplacer l’opérateur de champ moyen (75) par le
nombre :

V0N
2

2
(78)

Pour tous les autres termes d’interaction, nous procédons comme au § 1-c et
nous ne retenons que les termes d’interaction qui contiennent N0 – les autres termes
correspondent à des interactions entre particules dans les états individuels k 6= 0,
que nous supposerons négligeables lorsque l’inégalité (12) est satisfaite. Les termes
retenus incluent alors, soit quatre, soit deux opérateurs de création ou d’annihilation
relatifs à l’état k = 0.

Pour ceux qui contiennent le produit a†0a
†
0a0a0, ou l’un des deux produits

a†ka
†
0a0ak et a†0a

†
kaka0, ils sont déjà pris en compte dans le terme de champ moyen

(75). Il ne reste donc à leur ajouter que :
– ceux contenant les produits a†ka

†
0aka0 ou a†0a

†
ka0ak, c’est-à-dire les termes

d’échange du § 4-b-β du Complément BXVII ; ils introduisent une contribution :

N0Vka
†
kak (79)

– les termes de création de paires à partir du condensat en a†ka
†
−ka0a0, ou

ceux d’annihilation de paires vers le condensat en a†0a
†
0aka−k , qui introduisent :

N0Vk
2

[
a†−ka

†
k + aka−k

]
(80)

Dans ces conditions, on arrrive à une expression simplifiée de l’hamiltonien Ĥ,
qui devient un hamiltonien réduit ĤR s’écrivant :

ĤR =
V0N

2

2
+
∑

k 6=0

eka
†
kak +N0Vk

[
a†kak +

a†−ka
†
k + aka−k

2

]
(81)

Un tel opérateur ne conserve pas le nombre total de particules à cause de ses termes
proportionnels au produit de deux opérateurs de création, ou d’annihilation. Nous
avons vu dans le Complément BXVII comment de tels termes “anormaux” peuvent
cependant rendre compte de l’effet des interactions dans le cadre de certaines ap-
proximations. Nous allons maintenant montrer que cette expression peut être mise
sous la forme d’un hamiltonien de particules indépendantes, moyennant la transfor-
mation des opérateurs introduite au § E du Chapitre XVII.
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4-b. Hamiltonien de Bogolubov

L’expression (E-29) de l’opérateur hamiltonien ĤB obtenue au Chapitre XVII
est :

ĤB =
∑

k∈D
ℏωk

[
b†kbk + b†−kb−k

]
(82)

où apparaissent les opérateurs de Bogolubov pour des bosons :

bk = ukak + vka
†
−k

b−k = uka−k + vka
†
k (83)

Rappelons que D est un demi-espace de l’espace des impulsions, ce qui permet
d’éviter une double prise en compte des mêmes paires d’états dans (82). La relation
(E-15) du Chapitre XVII exprime les uk et vk en fonction de deux paramètres θk et
ζk :

uk = chθk e
−iζk

vk = shθk e
iζk (84)

Pour la valeur du paramètre ωk, elle sera fixée ultérieurement.
Nous avons alors :

b†kbk = |uk|2 a†kak + |vk|2 a−ka
†
−k +

(
u∗kvka

†
ka

†
−k + ukv

∗
ka−kak

)
(85)

et :

b†−kb−k = |uk|2 a†−ka−k + |vk|2 aka
†
k +

(
u∗kvka

†
−ka

†
k + ukv

∗
kaka−k

)
(86)

Les opérateurs dans ces égalités peuvent être mis dans l’ordre normal grâce à une
commutation appropriée ; en effectuant ensuite la somme, nous obtenons :

b†kbk + b†−kb−k =
(
|uk|2 + |vk|2

)(
a†kak + a†−ka−k

)

+ 2 |vk|2 + 2u∗kvka
†
−ka

†
k + 2ukv

∗
kaka−k (87)

soit, compte tenu de (84) :

b†kbk + b†−kb−k = ch2θk
[
a†kak + a†−ka−k

]

+ 2sh2θk + sh2θk
[
a†−ka

†
k e

2iζk + aka−k e
−2iζk

]
(88)

L’opérateur ĤB s’écrit donc :

ĤB =
∑

k∈D
ℏωk

{
ch2θk

[
a†kak + a†−ka−k

]

+2sh2θk + sh2θk
[
a†−ka

†
k e

2iζk + aka−k e
−2iζk

]}
(89)
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Or cet hamiltonien peut être identifié à l’hamiltonien approché (81). Pour cela,
remplaçons ch2θk par l’expression (30), sh2θk par le double de (47), et sh2θk par
(32), dans le cadre du modèle simplifié où δµ = 0 et où l’on remplace les ẽk par les
ek. De plus, nous choisissons pour ωk la valeur :

ℏωk =
√
ek (ek + 2N0Vk) (90)

et nous supposons que tous les ζk sont nuls. Nous obtenons alors :

ĤB =
∑

k∈D

{
(ek +N0Vk)

[
a†kak + a†−ka−k

]

+
N0Vk
2

[
a†−ka

†
k e

2iζk + aka−k

]}
−∆Efond (91)

avec, compte tenu à nouveau de la valeur (32) de sh2θk :

∆Efond = −2
∑

k∈D
ℏωk sh2θk =

∑

k 6=0

ℏωk sh2θk

=
1

2

∑

k 6=0

[√
ek (ek + 2N0Vk)− ek −N0Vk

]
(92)

La comparaison avec les égalités (52) et (54) montre que ∆Efond n’est autre que
l’énergie Efond déjà obtenue, décalée de la valeur du champ moyen :

∆Efond = Efond −
V0N

2

2
(93)

Pour finir, compte tenu de (81), si l’on choisit tous les ζk nuls (condition de blocage
de phase) on a simplement :

ĤR = ĤB + Efond (94)

4-c. Construction d’une base d’états excités, quasi-particules

Comme Efond est un nombre, il introduit un simple déplacement d’énergie des
valeurs propres de ĤR par rapport à celles de ĤB , sans aucun effet sur les vecteurs
propres. Or nous avons vu au § E-3 du Chapitre XVII que les valeurs propres de ĤB

sont connues, puisqu’elles s’écrivent :

EB =
∑

k∈D
[n (k) + n (−k)] ℏωk (95)

où n (k) et n (−k) sont des entiers positifs ou nuls quelconques. Quant aux états
propres associés à ces énergies, ils s’obtiennent simplement en faisant agir sur l’état
fondamental le produit suivant d’opérateurs de création :

∏

k∈D

[
b†k

]n(k) [
b†−k

]n(−k)

(96)

Pour finir, l’opérateur ĤB partage beaucoup de propriétés avec l’hamiltonien
d’un ensemble de particules sans interactions mutuelles. De même que les opéra-
teurs de création habituels permettent d’ajouter des particules dans un système de
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particules libres identiques, de même les opérateurs de création b†k et b†−k peuvent
être considérés comme ceux qui ajoutent une “quasi-particule” supplémentaire dans
le système physique. Ces quasi-particules ne coïncident pas avec les particules d’un
système réellement sans interactions, comme l’illustre l’expression de ces opérateurs
de création. Elles fournissent toutefois une base d’états qui permet de raisonner
comme en l’absence d’interactions, ce qui introduit un cadre de raisonnement très
puissant dans de nombreux domaines de physique.

L’énergie d’une quasi-particule d’impulsion k est ℏωk, dont la valeur est donnée
en (90). Supposons comme au Complément DXV que le potentiel d’interaction soit
un potentiel de portée nulle :

W2 (r, r
′) = g δ (r− r′) (97)

La relation (16) du Complément BXVII devient alors :

Vk =
1

L3

∫
d3r e−iq·r W2(r) =

g

L3
(98)

de sorte que l’égalité (90) s’écrit :

ℏω(k) =
√
ek (ek + 2gn0) =

ℏ2

2m

√
k2 (k2 + k20) (99)

avec :

k0 =
2

ℏ

√
mgn0 =

√
2

ξ
(100)

Dans la dernière égalité, ξ est la longueur de relaxation définie en (36). Nous re-
trouvons ainsi l’égalité (34) du Complément DXV, dont la Figure 1 représente donc
le spectre des quasi-particules. Pour les valeurs du module k du vecteur d’onde k

qui sont plus petites que le vecteur d’onde k0, le spectre est linéaire, avec une pente
qui correspond à la vitesse du son dans le système de bosons ; pour des valeurs plus
grandes que k0, on retrouve un spectre quadratique semblable à celui de particules
libres.

Conclusion

Les calculs de ce complément illustrent l’analogie qui existe entre les phé-
nomènes d’appariement dans des fermions attractifs et des bosons répulsifs. Dans
les deux cas, les interactions dynamiques introduisent des corrélations binaires des
positions qui diminuent l’énergie potentielle d’interaction du système physique ; les
états appariés permettent de rendre compte de cet effet. Dans les deux cas, c’est un
phénomène de blocage de phases relatives qui intervient ; mais la nature précise de
ce blocage est cependant différente.

Dans les fermions, le gain d’énergie est dû à un effet collectif mettant en jeu
les interactions paire-paire et la phase relative de toutes les paires d’états (k,−k) ;
chacune contribue à créer la valeur du gap ∆ qui va influencer toutes les autres –
mathématiquement, cela se traduit par la présence d’une double somme sur k et k′

dans l’énergie. La situation rappelle donc un ferromagnétique, où chaque spin contri-
bue à créer le champ d’échange collectif qui influence ses voisins. Les interactions
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étant supposées attractives, le blocage de phase à zéro maximise les interactions
paire-paire, et minimise donc l’énergie.

Pour des bosons, la phase qui joue le rôle principal est la phase relative des
paires par rapport au réservoir que constituent toutes les particules dans l’état k = 0
(le condensat). Le processus physique qui intervient est celui illustré par la Figure
7 du Complément BXVII, où deux particules émergent du condensat pour former
une paire, ou vice-versa – mathématiquement, le terme d’énergie minimisé contient
une seule somme sur k. Le blocage des phases relatives qu’il introduit permet de
minimiser la répulsion entre ces paires et le condensat, et donc l’énergie totale. La
présence d’un condensat indépendant des paires change donc radicalement la nature
du blocage des phases par rapport aux fermions.
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Introduction

Dans les trois chapitres précédents, nous avons étudié les ensembles de par-
ticules identiques ; nous avons montré comment apparaît dans ce cadre la notion
d’opérateur de champ quantique. Nous abordons maintenant une nouvelle série de
trois chapitres où cette notion de champ quantique est appliquée à un cas particu-
lier important : le champ électromagnétique, composé de bosons identiques appelés
“photons”. Nous partirons de la constatation qu’en électromagnétisme classique la
dynamique des différents modes du champ est exactement semblable à celle d’une sé-
rie d’oscillateurs harmoniques. Chacun de ces modes peut donc être quantifié par la
même méthode que pour un oscillateur harmonique élémentaire constitué d’une seule
particule ; cette approche possède le grand avantage de la simplicité. Elle demande
toutefois d’établir au préalable cette équivalence entre modes du champ électro-
magnétique classique et oscillateurs harmoniques ; c’est le but principal du présent
chapitre.
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Cet objectif nous amènera à effectuer un certain nombre de rappels d’élec-
tromagnétisme classique, afin d’assurer la cohérence de l’exposé. Nous consacrons
également un complément à une présentation synthétique du formalisme lagrangien
appliqué à ce cas. Toutefois, le lecteur qui serait déjà familier avec ces aspects de
l’électromagnétisme classique pourra passer directement au traitement quantique du
Chapitre XIX.

Nous commençons au § A par rappeler les équations de Maxwell-Lorentz dé-
crivant l’évolution couplée des champs électrique E(r, t) et magnétique B(r, t) et
des coordonnées et vitesses des particules servant de source pour ce champ 1. Nous
rappelons l’expression d’un certain nombre de constantes du mouvement, comme
l’énergie, l’impulsion et le moment cinétique du système global “champ + parti-
cules”. Les potentiels vecteur A(r, t) et scalaire U(r, t) sont également introduits,
ainsi que les transformations de jauge pouvant être effectuées sur ces potentiels.

Nous montrons ensuite qu’il est intéressant d’effectuer une transformation de
Fourier spatiale sur les champs. Dans l’espace réciproque, les équations de Maxwell
prennent en effet une forme plus simple. En l’absence de particules, ce ne sont plus
des équations aux dérivées partielles, mais des équations différentielles en temps. De
plus, la notion de champ de vecteurs longitudinal ou transverse prend une significa-
tion géométrique claire dans l’espace réciproque 2. Un champ de vecteurs Ṽ (k, t) est
longitudinal si Ṽ (k, t) est parallèle à k en tout point k de l’espace réciproque, trans-
verse si Ṽ (k, t) est perpendiculaire à k en tout point k. Nous montrons que deux des
quatre équations de Maxwell fixent la valeur des champs électrique et magnétique
longitudinaux alors que les deux autres décrivent l’évolution des champs transverses.
Il apparaît notamment que le champ électrique longitudinal est tout simplement le
champ électrostatique de Coulomb créé par les particules chargées. Ce n’est donc pas
une variable de champ indépendante puisqu’il est fonction des seules coordonnées
des particules 3. Le choix de la jauge de Coulomb revient par ailleurs à prendre le
potentiel vecteur longitudinal égal à zéro, ce qui permet finalement d’éliminer les
champs longitudinaux des expressions de toutes les grandeurs physiques.

Dans le § B, nous montrons l’équivalence qui existe entre le champ de rayonne-
ment et un ensemble d’oscillateurs harmoniques à une dimension. Les équations de
Maxwell des champs transverses permettent en effet d’introduire des combinaisons
linéaires des potentiels vecteurs et champs électriques transverses qui, en l’absence
de particules et pour chaque vecteur d’onde k, évoluent en e−iωt où ω = ck. Ces
variables, appelées variables normales, décrivent donc les modes propres de vibra-
tion du champ libre. La dynamique de chacun de ces modes propres est analogue
à celle d’un oscillateur harmonique à une dimension, la variable normale du mode
apparaissant comme l’équivalent de la combinaison linéaire de la position et de la
vitesse de l’oscillateur associé qui devient, lors de la quantification, l’opérateur d’an-
nihilation bien connu dans la théorie quantique de l’oscillateur harmonique. C’est le
remplacement des variables normales et de leurs complexes conjuguées par des opé-
rateurs d’annihilation et de création qui permettra, dans le Chapitre XIX, d’obtenir
l’expression des divers opérateurs de la théorie quantique.

1. Nous supposons ici que les vitesses des particules sont faibles devant la vitesse de la
lumière, de sorte que nous pourrons nous limiter à une description non relativiste.

2. Nous désignons par G̃(k) la transformée de Fourier spatiale de G(r), le symbole “tilde”
permettant de distinguer clairement les deux fonctions dans l’espace ordinaire et l’espace réciproque.

3. Le champ magnétique longitudinal est quant à lui nul.
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A. Electrodynamique classique

A-1. Equations et relations fondamentales

A-1-a. Equations de Maxwell

Les équations de Maxwell dans le vide et en présence de sources sont au nombre
de quatre :

∇ ·E(r, t) =
1

ε0
ρ(r, t) (A-1a)

∇ ·B(r, t) = 0 (A-1b)

∇×E(r, t) = − ∂

∂t
B(r, t) (A-1c)

∇×B(r, t) =
1

c2
∂

∂t
E(r, t) +

1

ε0c2
j(r, t) (A-1d)

Elles donnent la divergence et le rotationnel des champs électrique E(r, t) et ma-
gnétique B(r, t). Les densités de charge ρ(r, t) et de courant j(r, t) qui apparaissent
dans ces équations s’expriment, à la limite non relativiste, en fonction des positions
ra(t) et des vitesses va(t) = dra(t)/dt des diverses particules a du système, de
masses ma et de charges qa :

ρ(r, t) =
∑

a

qaδ [r − ra(t)] (A-2a)

j(r, t) =
∑

a

qava(t)δ [r − ra(t)] (A-2b)

A-1-b. Equations de Lorentz

Les équations de Lorentz décrivent la dynamique de chaque particule a sous
l’effet des forces électrique et magnétique exercées sur cette particule par les champs
E(r, t) et B(r, t) :

ma
d2

dt2
ra(t) = qa [E (ra(t), t) + va(t)×B (ra(t), t)] (A-3)

Les évolutions des particules et des champs sont couplées : les particules évoluent
sous l’effet des forces exercées sur elles par les champs, et jouent elles-mêmes le rôle
de sources pour l’évolution des champs.

A-1-c. Constantes du mouvement

Les définitions (A-2a) de ρ(r, t) et (A-2b) de j(r, t) entraînent l’équation de
continuité :

∂

∂t
ρ(r, t) +∇ · j(r, t) = 0 (A-4)

qui implique l’invariance au cours du temps de la charge totale du système de par-
ticules :

Q =

∫
d3rρ(r, t) =

∑

a

qa (A-5)
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D’autres constantes du mouvement existent : l’énergie totale H, l’impulsion totale
P et le moment cinétique total J du système champ + particules, donnés respecti-
vement par :

H =
∑

a

1

2
mav

2
a(t) +

ε0
2

∫
d3r

[
E2(r, t) + c2B2(r, t)

]
(A-6a)

P =
∑

a

mava(t) + ε0

∫
d3r E(r, t)×B(r, t) (A-6b)

J =
∑

a

ra(t)×mava(t) + ε0

∫
d3r r × [E(r, t)×B(r, t)] (A-6c)

On peut en effet vérifier, à partir des équations (A-1) et (A-3), que les dérivées par
rapport au temps de H, P et J sont nulles (pour H et P , voir par exemple exercice
1 et son corrigé dans le Complément CI de [15]).

A-1-d. Potentiels scalaire et vecteur ; transformations de jauge

Comme nous l’avons déjà vu dans le Complément HIII, les champs E(r, t) et
B(r, t) peuvent toujours être écrits sous la forme :

E(r, t) = −∇U(r, t)− ∂

∂t
A(r, t) (A-7a)

B(r, t) = ∇×A(r, t) (A-7b)

où A(r, t) et U(r, t) sont les potentiels vecteur et scalaire constituant une jauge.
Lorsque χ(r, t) est une fonction arbitraire de r et de t, toute transformation de ces
potentiels définie par les relations :

A(r, t)⇒ A′(r, t) = A(r, t) +∇χ(r, t) (A-8a)

U(r, t)⇒ U ′(r, t) = U(r, t)− ∂

∂t
χ(r, t) (A-8b)

conduit à la même expression de E(r, t) et B(r, t) ; les mêmes champs physiques
peuvent donc être représentés par plusieurs potentiels A(r, t) et U(r, t) différents.
La transformation (A-8) associée à la fonction χ(r, t) est appelée transformation de
jauge.

Les relations (A-8) laissent une flexibilité sur le choix de la jauge {A, U}, ce
qui permet d’introduire une condition supplémentaire. La jauge de Coulomb, que
nous utiliserons dans ce chapitre et les suivants, est définie par la condition :

∇ ·A(r, t) = 0 (A-9)

Nous donnerons plus loin une interprétation géométrique de la condition (A-9) dans
l’espace réciproque.

A-2. Description des phénomènes dans l’espace réciproque

L’utilisation de la transformation de Fourier permet de mettre les équations
de l’électrodynamique sous une forme qui est très commode pour la suite des calculs.
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A-2-a. Transformation de Fourier spatiale

Introduisons la transformée de Fourier du champ électrique E(r, t) :

Ẽ(k, t) =
1

(2π)3/2

∫
d3rE(r, t)e−ik·r (A-10)

permettant d’exprimer E(r, t) sous la forme :

E(r, t) =
1

(2π)3/2

∫
d3k Ẽ(k, t)eik·r (A-11)

Des expressions analogues peuvent être écrites pour toutes les grandeurs physiques
introduites plus haut : champ magnétique, densités de courant et de charge, poten-
tiels vecteur et scalaire.

Il sera utile pour la suite de rappeler l’identité de Parseval-Plancherel (Appen-
dice I, § 2-c) exprimant l’égalité du produit scalaire de deux fonctions prises dans
l’espace des positions ou dans l’espace réciproque 4 :

∫
d3r F ∗(r)G(r) =

∫
d3k F̃ ∗(k)G̃(k) (A-12)

et le fait que, dans l’espace réciproque, le produit de deux fonctions est la transfor-
mée de Fourier du produit de convolution de ces deux fonctions dans l’espace des
positions :

F̃ (k)G̃(k) ⇔
TF

1

(2π)3/2

∫
d3r′ F (r′)G(r − r′) (A-13)

A-2-b. Equations de Maxwell dans l’espace réciproque

Les équations de Maxwell prennent une forme plus simple dans l’espace réci-
proque et permettent d’identifier clairement les différences de nature entre les com-
posantes longitudinale et transverse des divers champs. Tout champ de vecteurs
Ṽ (k, t) peut être décomposé en un champ longitudinal Ṽ‖(k, t), parallèle en tout
point k au vecteur k, et un champ transverse Ṽ⊥(k, t) perpendiculaire à k :

Ṽ (k, t) = Ṽ‖(k, t) + Ṽ⊥(k, t) (A-14)

avec :

Ṽ‖(k, t) = κ
(
κ · Ṽ (k, t)

)
= k

(
k · Ṽ (k, t)

)
/k2 (A-15a)

Ṽ⊥(k, t) = Ṽ (k, t)− Ṽ‖(k, t) (A-15b)

où κ = k/k est le vecteur unitaire le long de k.
Comme l’opérateur ∇ dans l’espace des positions correspond à l’opérateur ik

dans l’espace réciproque, les équations de Maxwell (A-1) deviennent dans l’espace

4. Nous appelons “espace des positions” celui des vecteurs r (espace ordinaire), et “espace
réciproque” celui des vecteurs d’onde k.
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réciproque :

ik · Ẽ(k, t) =
1

ε0
ρ̃(k, t) (A-16a)

ik · B̃(k, t) = 0 (A-16b)

ik × Ẽ(k, t) = − ∂

∂t
B̃(k, t) (A-16c)

ik × B̃(k, t) =
1

c2
∂

∂t
Ẽ(k, t) +

1

ε0c2
j̃(k, t) (A-16d)

Compte tenu des définitions (A-15) des composantes longitudinales et trans-
verses d’un champ de vecteurs, les deux premières équations (A-16a) et (A-16b)
fixent les parties longitudinales projections des champs Ẽ(k, t) et B̃(k, t) sur k :

Ẽ‖(k, t) = −
i

ε0
ρ̃(k, t)

k

k2
(A-17a)

B̃‖(k, t) = 0 (A-17b)

Les deux dernières équations (A-16c) et (A-16d) donnent les vitesses de variation
∂Ẽ(k, t)/∂t et ∂B̃(k, t)/∂t des champs Ẽ(k, t) et B̃(k, t). Ce sont donc les équations
du mouvement de ces champs. En l’absence de sources (j̃(k, t) = 0), c’est-à-dire pour
un champ que nous appellerons “libre”, ce sont des équations différentielles en temps,
et non plus aux dérivées partielles comme c’est le cas dans l’espace des positions.

A-2-c. Champs électrique et magnétique longitudinaux

L’équation (A-17b) montre que le champ magnétique longitudinal B̃‖(k, t) est
nul. L’équation (A-17a) donne Ẽ‖(k, t) sous la forme d’un produit de deux fonctions
de k, ρ̃(k, t) et −ik/ε0k2 dont les transformées de Fourier s’écrivent :

ρ̃(k, t) ↔
TF

ρ(r, t) (A-18a)

− i

ε0

k

k2
↔
TF

(2π)3/2

4πε0

r

r3
(A-18b)

L’utilisation de l’équation (A-13) conduit alors à :

E‖(r, t) =
1

4πε0

∫
d3r′ρ(r′, t)

r − r′

|r − r′|3

=
1

4πε0

∑

a

qa
r − ra(t)

|r − ra(t)|3
(A-19)

Ainsi, le champ électrique longitudinal à l’instant t coïncide avec le champ de Cou-
lomb produit par la distribution de charge ρ(r, t), calculé comme si cette distribution
était statique et figée à cet instant t.

Remarque
Le fait que le champ électrique longitudinal suive instantanément l’évolution de la
distribution de charge ρ(r, t) ne doit pas faire croire à des interactions à distance
se propageant à une vitesse infinie. Il faut aussi tenir compte de la contribution du
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champ transverse, car seul le champ électrique total E = E‖+E⊥ possède un sens
physique. On peut montrer que le champ électrique transverse a, lui aussi, une
composante instantanée qui compense exactement celle du champ longitudinal,
de sorte que le champ total est toujours retardé (en t − r/c), les interactions
électromagnétiques se propageant à la vitesse de la lumière c (voir exercice 3 et
son corrigé dans le Complément CI de la référence [15]).

Les résultats précédents montrent que les champs longitudinaux ne sont pas
des grandeurs indépendantes : ils sont, soit nuls (cas du champ magnétique longi-
tudinal), soit reliés simplement aux coordonnées ra(t) des particules (cas du champ
électrique longitudinal dont l’expression est donnée par (A-19)).

A-2-d. Equations d’évolution des champs transverses

Après avoir montré que les deux premières équations de Maxwell fixent la
partie longitudinale des champs, considérons maintenant les deux dernières équations
(A-16c) et (A-16d) et prenons les composantes transverses des deux membres de
chacune d’elles. Comme k ×E = k ×E⊥, elles se ré-écrivent :

∂

∂t
B̃(k, t) = −ik × Ẽ⊥(k, t) (A-20a)

∂

∂t
Ẽ⊥(k, t) = ic2k × B̃(k, t)− 1

ε0
j̃⊥(k, t) (A-20b)

qui fournissent l’évolution temporelle des champs transverses Ẽ⊥(k, t) et B̃(k, t).

Remarque
On peut également étudier la projection longitudinale des deux équations de Max-
well (A-16c) et (A-16d). Pour la première c’est très simple, puisque les deux
membres de (A-16c) sont transverses ; leur projection longitudinale est donc nulle.
Quant à (A-16d), elle conduit à :

∂

∂t
Ẽ‖(k, t) +

1

ε0
j̃‖(k, t) = 0. (A-21)

Prenons le produit scalaire avec k des deux membres de cette équation. Compte
tenu de (A-17a) et du fait que k · j̃ = k · j̃‖, il vient :

∂

∂t
ρ̃(k, t) + ik · j̃(k, t) = 0 (A-22)

qui n’est autre que l’équation de continuité (A-4) dans l’espace réciproque, et
n’apporte donc rien de nouveau.

A-2-e. Potentiels

Les relations (A-7a) et (A-7b) entre champs et potentiels deviennent, dans
l’espace réciproque :

Ẽ(k, t) = −ikŨ(k, t)− ∂

∂t
Ã(k, t) (A-23a)

B̃(k, t) = ik × Ã(k, t) (A-23b)
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et les égalités (A-8a) et (A-8b) définissant une transformation de jauge :

Ã(k, t)→ Ã′(k, t) = Ã(k, t) + ikF̃ (k, t) (A-24a)

Ũ(k, t)→ Ũ ′(k, t) = Ũ(k, t)− ∂

∂t
F̃ (k, t) (A-24b)

où F̃ (k, t) est la transformée de Fourier de χ(r, t).
Comme le dernier terme de (A-24a) est un vecteur longitudinal, il est clair

qu’une transformation de jauge ne change pas la partie transverse Ã⊥(k, t) ; cette
dernière définit donc un champ physique, invariant de jauge :

Ã′
⊥(k, t) = Ã⊥(k, t) (A-25)

Comme k×Ã‖ = 0, la projection transverse des relations (A-23a) et (A-23b) conduit
aux équations :

Ẽ⊥(k, t) = −
∂

∂t
Ã⊥(k, t) (A-26a)

B̃(k, t) = ik × Ã⊥(k, t) (A-26b)

Notons que l’équation (A-26b) permet d’exprimer Ã⊥(k, t) en fonction de B̃(k, t).
En prenant le produit vectoriel avec k des deux membres de cette équation, et en
utilisant l’identité :

a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c, (A-27)

et le fait que k · Ã⊥(k, t) = 0, on obtient :

Ã⊥(k, t) =
i

k2

(
k × B̃(k, t)

)
(A-28)

Cette équation ainsi que l’équation (A-26a) permettent de ré-écrire les deux
équations d’évolution des champs transverses (A-20a) et (A-20b) sous une forme qui
ne fait apparaître que Ẽ⊥(k, t) et Ã⊥(k, t) :

∂

∂t
Ã⊥(k, t) = −Ẽ⊥(k, t) (A-29a)

∂

∂t
Ẽ⊥(k, t) = c2k2Ã⊥(k, t)−

1

ε0
j̃⊥(k, t) (A-29b)

En l’absence de sources (j̃⊥(k, t) = 0), on obtient deux équations d’évolution cou-
plées pour les champs transverses Ẽ⊥(k, t) et Ã⊥(k, t). Elles seront utiles plus loin
pour l’introduction des variables normales du champ et la démonstration de l’équi-
valence du champ transverse avec un ensemble d’oscillateurs harmoniques.

Équation d’évolution du potentiel vecteur transverse
L’équation d’évolution de Ã⊥ peut être obtenue en remplaçant dans (A-29b) Ẽ⊥

par −∂Ã⊥/∂t. On obtient ainsi :
[
∂2

∂t2
+ c2k2

]
Ã⊥(k, t) =

1

ε0
j̃⊥(k, t) (A-30)

qui s’écrit dans l’espace des positions :
[
1

c2
∂2

∂t2
−∆

]
A⊥(r, t) =

1

ε0c2
j⊥(r, t) (A-31)
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A-2-f. Jauge de Coulomb

La condition ∇·A(r, t) = 0, définissant en (A-9) la jauge de Coulomb, devient
dans l’espace réciproque :

ik · Ã(k, t) = 0 ←→ Ã‖(k, t) = 0 (A-32)

Dans la jauge de Coulomb, le potentiel vecteur longitudinal est donc nul ; reste
le potentiel vecteur transverse, dont nous avons vu plus haut que c’est un champ
physique.

Que peut-on dire du potentiel scalaire U dans la jauge de Coulomb ? Prenons
la partie longitudinale des deux membres de l’équation (A-23a). Comme le dernier
terme du second membre est transverse en jauge de Coulomb, on obtient Ẽ‖(k, t) =

−ikŨ(k, t), ce qui, dans l’espace des positions, se traduit par E‖(r, t) = −∇U(r, t).
Le potentiel scalaire est donc le potentiel dont dérive le champ électrique longitu-
dinal. L’équation (A-19) montre alors que, à une constante près, U(r, t) est égal
à :

U(r, t) =
1

4πε0

∑

a

qa
1

|r − ra(t)|
(A-33)

c’est-à-dire encore au potentiel coulombien créé par la distribution de charges.

Jauge de Lorentz
Dans ce chapitre et le suivant, nous utiliserons principalement la jauge de Cou-
lomb. Une autre jauge couramment adoptée, notamment dans les formulations
manifestement covariantes de l’électrodynamique, est la jauge de Lorentz définie
par la condition :

∇ ·A(r, t) +
1

c2
∂

∂t
U(r, t) = 0 (A-34)

équation qui s’écrit encore, en notations covariantes :

∑

µ

∂µA
µ = 0 (A-35)

La condition définissant la jauge de Lorentz garde donc la même forme dans
tous les référentiels de Lorentz, ce qui n’est pas le cas pour la jauge de Coulomb
(puisqu’un champ transverse de divergence nulle dans un référentiel n’est plus
nécessairement transverse dans un autre référentiel en relativité). La jauge de
Coulomb a néanmoins l’avantage de permettre d’identifier, dans un référentiel
donné, les variables du champ réellement indépendantes.

A-3. Elimination des champs longitudinaux dans l’expression des grandeurs physiques

Pour la suite de la discussion, il sera utile d’éliminer les champs longitudinaux
de l’énergie totale H et de l’impulsion totale données par les équations (A-6a) et
(A-6b). Ceci permet de ne faire apparaître dans les grandeurs physiques que les
variables réellement indépendantes, coordonnées et vitesses des particules, champs
transverses.
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A-3-a. Energie totale

Commençons par éliminer le champ électrique longitudinal du dernier terme
de l’expression (A-6a). Utilisant l’égalité de Parseval-Plancherel (A-12) et le fait que
Ẽ∗

‖(k, t) · Ẽ⊥(k, t) = 0, on peut ré-écrire ce dernier terme sous la forme :

ε0
2

∫
d3r

[
E2(r, t) + c2B2(r, t)

]
= Hlong +Htrans (A-36)

où :

Hlong =
ε0
2

∫
d3k Ẽ∗

‖(k, t) · Ẽ‖(k, t) (A-37a)

Htrans =
ε0
2

∫
d3k

[
Ẽ∗

⊥(k, t) · Ẽ⊥(k, t) + c2B̃∗(k, t) · B̃(k, t)
]

(A-37b)

Dans (A-37a), remplaçons Ẽ‖(k, t) par l’expression (A-17a). Il vient, compte tenu
de (A-12) et (A-13) :

Hlong =
1

2ε0

∫
d3k

ρ̃∗(k, t)ρ̃(k, t)
k2

=
1

8πε0

∫ ∫
d3r d3r′

ρ̃(r, t)ρ̃(r′, t)
|r − r′|

=
∑

a

haCoul +
1

8πǫ0

∑

a 6=b

qaqb
|ra − rb|

= VCoul (A-38)

L’énergie du champ longitudinal est donc égale à l’énergie d’interaction électrosta-
tique de Coulomb VCoul de la distribution de charge ρ(r, t). En plus de l’énergie
d’interaction de Coulomb de particules différentes a et b, VCoul contient l’énergie
haCoul du champ de Coulomb de chaque particule a, qui diverge pour des particules
ponctuelles.

L’expression (A-37b) de Htrans peut être réécrite en fonction des variables

Ẽ⊥(k, t) = − ˙̃
A⊥(k, t) et Ã⊥(k, t) introduites plus haut pour le champ transverse :

Htrans =
ε0
2

∫
d3k

[
˙̃
A

∗
⊥(k, t) · ˙̃A⊥(k, t) + ω2Ã∗

⊥(k, t) · Ã⊥(k, t)
]

(A-39)

Finalement, l’énergie du système global champ + particules peut être réécrite
sous la forme :

H =
1

2

∑

a

maṙ
2
a(t) + VCoul +Htrans (A-40)

où nous avons utilisé la notation simplifiée ṙa(t) = dra(t)/dt = va(t). C’est la somme
de l’énergie cinétique des particules, de leur énergie de Coulomb et de l’énergie du
champ transverse.
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A-3-b. Impulsion totale

Des calculs analogues peuvent être menés pour l’impulsion totale P . La contri-
bution du champ contenue dans le dernier terme de (A-6b) s’écrit :

ε0

∫
d3k Ẽ∗(k, t)× B̃(k, t) = ε0

∫
d3k Ẽ∗

‖(k, t)× B̃(k, t)

︸ ︷︷ ︸
Plong

+ ε0

∫
d3k Ẽ∗

⊥(k, t)× B̃(k, t)

︸ ︷︷ ︸
Ptrans

(A-41)

où nous avons séparé les contributions à P des composantes longitudinale et trans-
verse du champ électrique 5. Si l’on utilise (A-17a) et (A-26b), on obtient, compte
tenu de l’identité (A-27) :

Plong = ε0

∫
d3k

iρ̃∗(k, t)
ε0

k

k2
×
(
ik × Ã⊥(k, t)

)

=

∫
d3k ρ̃∗(k, t)Ã⊥(k, t) (A-42)

puisque k · Ã⊥(k, t) = 0, c’est-à-dire encore :

Plong =

∫
d3k ρ̃∗(k, t)Ã⊥(k, t) =

∫
d3r ρ(r, t)A⊥(r, t)

=
∑

a

qaA⊥(ra, t). (A-43)

Comme plus haut en (A-39), on peut ré-écrire l’expression de Ptrans en fonction

des variables Ẽ⊥(k, t) = − ˙̃
A⊥(k, t) et Ã⊥(k, t) du champ transverse :

Ptrans = −ε0
∫

d3k ˙̃
A∗

⊥(k, t)×
[
ik × Ã⊥(k, t)

]

= −iε0
∫

d3k k
[ ˙̃
A

∗
⊥(k, t) · Ã⊥(k, t)

]
(A-44)

L’impulsion du système total champ + particules peut donc être réécrite sous la
forme :

P =
∑

a

[maṙa(t) + qaA⊥(ra, t)] + Ptrans (A-45)

Introduisons enfin la quantité :

pa(t) = maṙa(t) + qaA⊥(ra, t) (A-46)

Nous verrons plus loin que, dans l’électrodynamique en jauge de Coulomb, pa(t) est
le moment conjugué de ra(t), qui diffère donc de la quantité de mouvement maṙa(t).

5. La notation Plong ne doit pas faire croire que Plong est lui-même un champ de vecteurs
longitudinal : c’est en réalité le vecteur qui donne la contribution du champ électrique longitudinal
au vecteur impulsion ; la même remarque s’applique à Ptrans.
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Exprimées en fonction de pa(t), l’énergie totale (A-40) et l’impulsion totale (A-45)
s’écrivent :

H =
1

2ma

∑

a

[pa − qaA⊥(ra, t)]
2
+ VCoul +Htrans (A-47)

P =
∑

a

pa(t) + Ptrans (A-48)

où Htrans et Ptrans apparaissent dans les équations (A-37b) et (A-41). Nous verrons
que H coïncide avec l’hamiltonien en jauge de Coulomb du système total champ +
particules.

A-3-c. Moment cinétique total

Des calculs analogues aux précédents, que nous ne détaillerons pas ici 6, permettent
de montrer que la contribution du champ électrique longitudinal au moment ci-
nétique total est égale à :

Jlong = ε0

∫
d3r r × (E‖ ×B) =

∑

a

qara ×A⊥(ra) (A-49)

Si l’on regroupe Jlong et le moment cinétique des particules, on obtient, compte
tenu de (A-46) :

∑

a

ra ×maṙa + Jlong =
∑

a

ra × pa (A-50)

de sorte qu’on peut finalement écrire :

J =
∑

a

ra × pa + Jtrans (A-51)

où :

Jtrans = ε0

∫
d3r [r × (E⊥ ×B)] (A-52)

B. Description du champ transverse comme un ensemble d’oscillateurs
harmoniques

B-1. Brefs rappels sur l’oscillateur harmonique à une dimension

L’énergie d’un oscillateur harmonique de fréquence angulaire ω s’écrit :

E =
1

2
mẋ2 +

1

2
mω2x2 (B-1)

où ẋ la vitesse de l’oscillateur :

d

dt
x = ẋ (B-2)

6. Ces calculs peuvent être trouvés dans le § 1 du Complément BI de [15].
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Cette vitesse obéit à :

d

dt
ẋ = −ω2x (B-3)

de sorte que l’équation d’évolution de x est :

ẍ+ ω2x = 0 (B-4)

Il en découle que x(t) évolue comme une combinaison linéaire (réelle) de cos(ωt) et
sin(ωt).

L’état dynamique de l’oscillateur harmonique classique est défini à chaque
instant par deux variables réelles x(t) et ẋ(t). Il est souvent commode de les combiner
en une seule variable complexe α(t) en posant :

α(t) = C

[
x(t) + i

ẋ(t)

ω

]
(B-5)

où C est une constante (indépendante du temps) arbitraire. On déduit de (B-2) et
(B-3) que α(t) obéit à l’équation différentielle du premier ordre :

α̇ = C(ẋ− iωx) = −iωC
(
x+ i

ẋ

ω

)
= −iωα (B-6)

La nouvelle variable α(t) varie donc simplement en e−iωt.
On peut inverser le système formé par l’équation (B-5) et l’équation complexe

conjuguée donnant α∗ pour calculer x et ẋ en fonction de α et α∗. En reportant
les expressions ainsi obtenues dans l’équation (B-1) donnant l’énergie E, on obtient
après un calcul simple 7 :

E =
mω2

4C2
(α∗α+ αα∗) (B-7)

On peut choisir la constante C de manière que :

mω2

4C2
=

~ω

2
(B-8)

Alors, après quantification, on obtient l’opérateur hamiltonien :

Ĥ =
~ω

2
(â†â+ ââ†) (B-9)

qui est l’hamiltonien d’un oscillateur harmonique 8.

B-2. Variables normales du champ transverse

B-2-a. Modes propres de vibration du champ transverse libre

Dans l’espace réciproque, l’expression (A-39) de l’énergie Htrans du champ

transverse libre est une somme de fonctions quadratiques de ˙̃
A⊥(k, t) et Ã⊥(k, t).

7. En vue de la quantification où α et α∗ sont remplacés par des opérateurs â et â† qui ne
commutent pas, nous conservons l’ordre de α et α∗ tel qu’il apparaît dans les calculs.

8. Si x̂ et p̂ obéissent à la relation de commutation canonique [x̂, p̂] = i~, le choix (B-8) pour
C entraîne également la relation de commutation [â, â†] = 1.
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Pour chaque valeur de k, on a donc un hamiltonien d’oscillateur harmonique. Les
évolutions des diverses composantes de Fourier spatiales du champ transverse sont
donc découplées les unes des autres. L’avantage de passer dans l’espace réciproque
apparaît donc clairement : il permet d’identifier quels sont, en l’absence de sources,
les modes propres de vibration du champ.

Figure 1 – Pour chaque vecteur k, les champs transverses peuvent avoir deux po-
larisations caractérisées par des vecteurs unitaires ε1(k) et ε2(k) perpendiculaires
entre eux et perpendiculaires à k.

En fait, pour chaque k, le champ vectoriel transverse peut avoir deux pola-
risations 9 caractérisées par les vecteurs unitaires ε1(k) et ε2(k), perpendiculaires
à k et perpendiculaires entre eux, de sorte que l’on peut écrire, par exemple pour
Ã⊥(k, t) :

Ã⊥(k, t) = Ã⊥ε1(k)(k, t) ε1(k) + Ã⊥ε2(k)(k, t) ε2(k) =
∑

εi(k)

Ã⊥εi(k)(k, t) εi(k)

(B-10)

avec :

Ã⊥εi(k)(k, t) = εi(k) · Ã⊥(k, t) (B-11)

L’ensemble {k, εi(k)} définit ce que nous appellerons dans tout ce chapitre un mode
du champ libre. Les modes {k, εi(k)} sont les modes propres de vibration du champ
libre, évoluant à la fréquence :

ω = ck (B-12)

Pour alléger les notations, nous écrirons la dernière somme de (B-10) sous une
forme plus compacte :

∑

εi(k)

Ã⊥εi(k)(k, t) εi(k) ≡
∑

ε

Ã⊥ε(k, t)ε (B-13)

9. Nous choisissons ici des vecteurs ε1(k) et ε2(k) réels qui correspondent à des polarisations
linéaires ; le choix des deux polarisations de base est d’ailleurs arbitraire dans la mesure où une
rotation quelconque autour de k peut leur être appliquée. On peut également choisir une base de
deux vecteurs complexes, cas auquel ils définissent des polarisations circulaires ou elliptiques ; cet
autre choix de base est utile pour discuter le spin du champ électromagnétique (Complément BXIX,
§ 3).
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Ré-écrivons l’expression (A-39) de H̃trans en faisant apparaître les composantes des
champs A⊥(k, t) et Ȧ⊥(k, t) sur les vecteurs polarisations. Il vient :

Htrans =
ε0
2

∫
d3k

∑

ε

[
˙̃A∗
⊥ε(k, t)

˙̃A⊥ε(k, t) + ω2Ã∗
⊥ε(k, t)Ã⊥ε(k, t)

]
. (B-14)

Les composantes sur les deux polarisations ε sont des variables dynamiques (coor-
données généralisées et vitesses généralisées) réellement indépendantes. Ce n’est pas

le cas des composantes cartésiennes Ã⊥i(k, t) et ˙̃A⊥i(k, t) (avec i = x, y, z), à cause
de la condition de transversalité. Par exemple, les composantes Ã⊥i(k, t) doivent
obéir à

∑
i kiÃ⊥i = 0.

Contraintes des variables dynamiques dans l’espace réciproque
La condition Ã⊥ε(k, t) = Ã∗

⊥ε(−k, t) découle de la réalité des champs dans l’es-
pace réel. La connaissance des Ã⊥ε(k, t) dans tout l’espace réciproque entraîne
celle des Ã∗

⊥ε(k, t). Les variables Ã⊥ε(k, t) et Ã∗
⊥ε(k, t) ne sont donc réellement

indépendantes que dans un demi-espace réciproque.

B-2-b. Définition des variables normales, cas du champ libre

Supposons tout d’abord le champ libre (j̃⊥ = 0), et remplaçons dans les

équations (A-29a) et (A-29b) le champ Ẽ⊥(k, t) par − ˙̃
A⊥(k, t). Compte tenu du

fait que ω = kc, on obtient deux équations exactement semblables à celles d’un
oscillateur harmonique (B-2) et (B-3), où A⊥(k, t) remplace x(t). Cette analogie
suggère d’introduire, comme en (B-5), une nouvelle variable transverse :

α(k, t) = N (k)

[
Ã⊥(k, t) +

i

ω
˙̃
A⊥(k, t)

]

= iN (k)

[
k

k2
× B̃(k, t)− 1

ω
Ẽ⊥(k, t)

]
(B-15)

où N (k) est une constante réelle pour le moment arbitraire qui peut dépendre de
k (sa valeur sera choisie au début du chapitre suivant). L’équation d’évolution de
α(k, t) se déduit de sa définition et de (A-29b) et s’écrit :

α̇(k, t) + iωα(k, t) = 0 (B-16)

A la différence de A⊥(k, t) qui, d’après (A-30), obéit à une équation du second
ordre, cette nouvelle variable α(k, t) obéit à une équation du premier ordre. C’est
une variable complexe qui évolue en e−iωt, et non comme une superposition linéaire
de e−iωt et e+iωt comme c’est le cas de la variable A⊥(k, t).

Il sera utile pour la suite de considérer l’équation complexe conjuguée de (B-
15) :

α∗(k, t) = N (k)

[
Ã∗

⊥(k, t)−
i

ω
˙̃
A

∗
⊥(k, t)

]

= N (k)

[
Ã⊥(−k, t)−

i

ω
˙̃
A⊥(−k, t)

]
(B-17)
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Pour passer de la première à la deuxième ligne de (B-17), nous avons utilisé la réalité
de A⊥ dans l’espace réel qui entraîne que :

Ã∗
⊥(k, t) = Ã⊥(−k, t) (B-18)

ainsi qu’une relation analogue pour ˙̃
A⊥.

Les variables transverses α(k, t) et α∗(k, t) sont appelées variables normales
du champ transverse. Nous verrons dans le chapitre suivant que, lors de la quantifi-
cation, elles deviennent des opérateurs d’annihilation et de création de photons.

B-2-c. Equation d’évolution des variables normales en présence de sources

Si j̃⊥ n’est pas nul, nous continuerons à définir les variables normales α(k, t)
par les équations (B-15), mais il faut maintenant garder dans l’équation (A-29b) le
terme en j̃⊥(k, t) du second membre. La même transformation que celle qui permet
de passer des équations (A-29a) et (A-29b) à (B-16) conduit à une nouvelle équation
d’évolution en présence de sources :

α̇(k, t) + iωα(k, t) =
iN (k)

ε0 ω
j̃⊥(k, t) (B-19)

Elle est strictement équivalente aux équations de Maxwell des champs transverses ;
il suffit en effet de prendre la dérivée temporelle des équations (B-22a) et (B-22b)
données plus loin et d’utiliser (B-19) pour obtenir les équations d’évolution (A-29a)
et (A-29b) de ces champs.

Indépendance de variables normales
Un autre intérêt des variables normales est qu’elles sont indépendantes : il n’existe
pas de relation entre α(k, t) et α∗(−k, t) comme celle qui existe entre Ã⊥(k, t)
et Ã∗

⊥(−k, t). Les parties réelle et imaginaire de α(k, t) dépendent en effet de
deux degrés de liberté indépendants, Ã⊥(k, t) et sa dérivée temporelle ; on vérifie
d’ailleurs immédiatement en changeant le signe de k dans (B-15) et en utilisant
(B-18) que :

α(−k, t) = N (k)

[
Ã

∗
⊥(k, t) +

i

ω
˙̃
A

∗

⊥(k, t)

]
6= α

∗(k, t) (B-20)

Ainsi la connaissance des α(k, t) dans tout l’espace réciproque n’entraîne pas celle
des α∗(k, t). Il s’ensuit que les intégrales sur k des variables normales doivent être
prises dans tout l’espace, et non se limiter à un demi-espace réciproque.

B-2-d. Expression des grandeurs physiques en termes des variables normales

Nous montrons maintenant que toutes les grandeurs physiques peuvent être
exprimées en fonction des variables normales.

α. Champs transverses dans l’espace réciproque

Ré-écrivons l’équation (B-17) en remplaçant k par −k :

α∗(−k, t) = N (k)

[
Ã⊥(k, t)−

i

ω
˙̃
A⊥(k, t)

]
(B-21)
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On peut alors utiliser (B-15) et (B-21) pour exprimer Ã⊥(k, t) et ˙̃
A⊥(k, t) en fonc-

tion de α(k, t) et α∗(−k, t). On obtient :

Ã⊥(k, t) =
1

2N (k)
[α(k, t) +α∗(−k, t)] (B-22a)

˙̃
A⊥(k, t) = −i

ω

2N (k)
[α(k, t)−α∗(−k, t)] (B-22b)

β. Énergie et impulsion du champ transverse

Reportons les expressions (B-22a) et (B-22b) de Ã⊥(k, t) et ˙̃A⊥(k, t) dans
celle (A-39) de Htrans en utilisant des notations plus compactes :

α = α(k, t) ; α− = α(−k, t) (B-23)

Il vient :

Htrans =
ε0
2

∫
d3k

ω2

4N 2(k)

[
(α∗ −α−) · (α−α∗

−) + (α∗ +α−) · (α+α∗
−)
]

=
ε0
2

∫
d3k

ω2

4N 2(k)

[
2α∗ ·α+ 2α− ·α∗

−
]

(B-24)

(dans ces équations, nous respectons l’ordre entre α et α∗ tel qu’il apparaît dans les
calculs, même si α et α∗ sont ici des nombres qui commutent ; la raison en est que
des calculs très semblables peuvent être faits en théorie quantique, α et α∗ étant
remplacés par des opérateurs qui ne commutent pas entre eux). Dans l’intégrale
des termes en α− · α∗

−, effectuons le changement de variables k → −k pour faire
apparaître l’intégrale de α ·α∗. Il vient alors :

Htrans = ε0

∫
d3k

ω2

4N 2(k)
[α∗ ·α+α ·α∗] (B-25)

En faisant apparaître explicitement les composantes de α et α∗ sur les deux vecteurs
polarisation ε perpendiculaires à k, et en utilisant la notation simplifiée (A-26), on
obtient finalement :

Htrans = ε0

∫
d3k

∑

ε

ω2

4N 2(k)
[α∗
ε(k, t)αε(k, t) + αε(k, t)α

∗
ε(k, t)] (B-26)

Cette expression ressemble beaucoup à une somme d’hamiltoniens d’oscillateurs har-
moniques ; un choix approprié de la constante N sera fait dans le chapitre suivant.

Des calculs analogues peuvent être menés pour l’impulsion Ptrans du champ
transverse 10. L’utilisation des équations (A-44), (B-22a) et (B-22b) conduit à :

Ptrans = ε0

∫
d3k

∑

ε

ω

4N 2(k)
k [α∗

ε(k, t)αε(k, t) + αε(k, t)α
∗
ε(k, t)] (B-27)

10. Le développement en variables normales du moment cinétique Jtrans du champ transverse
sera calculé dans le Complément BXIX.
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γ. Champs transverses dans l’espace réel

Considérons tout d’abord le potentiel vecteur transverse Ã⊥(k, t), dont l’expression
en fonction des variables normales est donnée par (B-22a). Pour obtenir son ex-
pression dans l’espace réel il faut, compte tenu de (A-11), multiplier (B-22a) par
(2π)−3/2eik·r et intégrer sur k. Si, de plus, dans l’intégrale contenant α∗(−k, t), on
fait le changement de variables k→ −k, il vient :

A⊥(r, t) =
1

(2π)3/2

∫
d3k

∑

ε

1

2N (k)

[
αε(k, t) ε e

ik·r + α∗
ε(k, t) ε e

−ik·r] (B-28)

Des calculs analogues peuvent être menés pour le champ électrique transverse
et pour le champ magnétique. Ils conduisent à :

E⊥(r, t) =
1

(2π)3/2

∫
d3k

∑

ε

iω

2N (k)

[
αε(k, t) ε e

ik·r − α∗
ε(k, t) ε e

−ik·r] (B-29)

et :

B(r, t) =

1

(2π)3/2

∫
d3k

∑

ε

ik

2N (k)

[
αε(k, t)κ× ε eik·r − α∗

ε(k, t)κ× ε e−ik·r
]

(B-30)

B-3. Modes discrets dans une boîte

Jusqu’ici nous avons considéré que le rayonnement se propage dans l’espace in-
fini, et utilisé des transformées de Fourier continues ; dans la relation (A-11), le champ
électrique est décomposé sur une base continue d’ondes planes normées eik·r/(2π)3/2.
Il est toutefois souvent commode d’utiliser une base discrète en supposant que le
rayonnement est contenu dans un boîte de volume fini, qu’on définit généralement
comme un cube de côté L ; nous le ferons fréquemment avec le rayonnement quantifié
dans les deux chapitres qui suivent. Les composantes de chaque vecteur d’onde sont
alors soumises aux conditions aux limites dans la boîte 11 qui en rendent les valeurs
discrètes :

kx,y,z = 2π nx,y,z/L (B-31)

A la fin du calcul, il est d’ailleurs possible de choisir une valeur de L très grande, et
de vérifer que le résultat final ne dépend pas de L.

Au lieu de transformées de Fourier spatiales continues, il faut alors introduire
des séries de Fourier discrètes où chaque grandeur physique est décomposée sur des
ondes planes normalisées eik·r/L3/2. La décomposition (A-11) du champ électrique
devient alors :

E(r, t) =
1

L3/2

∑

k

d3k Ẽk(t)e
ik·r (B-32)

11. On peut choisir des conditions d’annulation du champ sur les parois, mais il est générale-
ment plus commode de prendre les conditions aux limites périodiques (B-31), qui conduisent à la
même densité d’états en k.
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avec 12 :

Ẽk(t) =
1

L3/2

∫

V
d3rE(r, t)e−ik·r (B-33)

La somme de (B-32) est discrète, et dans (B-33) l’intégrale est maintenant limitée
au volume V de la boîte.

Pour un champ nul hors de la boîte, il est évidemment possible d’utiliser
la transformation de Fourier continue (A-10) pour obtenir la composante du champ
Ẽ(k, t) ; elle diffère cependant de la composant discrète Ẽk(t), à cause des coefficients
introduits dans les définitions. Les deux composantes sont reliées par l’égalité :

Ẽk(t) =

(
2π

L

)3/2

Ẽ(k, t) (B-34)

Les mêmes modifications sont applicables aux transformées de Fourier de toutes les
autres grandeurs physiques, le champ magnétique et le potentiel vecteur ainsi que
la densité de charge et de courant. Les équations dans l’espace réciproque (A-16),
(A-20), (A-24) et suivantes restent valables si l’on remplace les variables continues
k par des variables discrètes, puisqu’il suffit d’en multiplier les deux membres par le
facteur (2π)3/2 L−3/2. Pour un champ nul hors de la boîte, les αε(k, t) sont également
remplacés par :

αk,ε(t) =

(
2π

L

)3/2

αε(k, t) (B-35)

Lorsqu’on revient à l’espace ordinaire (r, t) par transformée de Fourier inverse,
il faut utiliser des relations du type (B-32) au lieu de (A-11). En conséquence, une
fois les Ẽ(k, t) remplacés par les Ẽk(t) dans l’intégrale sur d3k, il faut également
introduire un facteur multiplicatif 13 :

∫
d3k =⇒

(
2π

L

)3/2∑

k

(B-36)

B-4. Généralisation de la notion de mode

En l’absence de sources, la solution de l’équation du mouvement (B-16) de la
variable normale αε(k, t) est très simple, puisque c’est une exponentielle de fréquence
angulaire ω = ck :

αε(k, t) = αε(k, 0)e
−iωt (B-37)

En reportant (B-37) dans les expressions obtenues plus haut pour les champs trans-
verses et les autres grandeurs physiques, on constate que les champs sont des su-
perpositions linéaires d’ondes planes progressives exp±(ik · r − ωt) évoluant indé-
pendamment les unes des autres. L’énergie et l’impulsion du champ libre sont des

12. Dans le Complément I, nous utilisons une définition légèrement différente des séries de
Fourier, où le facteur 1/L3/2 est absent de (B-32), et où (B-33) contient un facteur 1/L3. La
définition que nous utilisons est choisie pour faire directement apparaître un développement de
E(r, t) sur des ondes planes normalisées dans le cube.

13. Le produit du facteur multiplicatif de (B-34) par celui de (B-35) redonne bien le facteur
(2π/L)3 habituel, obtenu directement à partir de (B-31).
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sommes de carrés des modules des diverses variables normales, chacun de ces termes
étant indépendant du temps et proportionnel à |αε(k, 0)|2.

Les modes {k, ε} que nous avons introduits dans ce chapitre permettent de
développer les champs transverses libres en ondes planes progressives. Cependant,
d’autres développements en ondes monochromatiques autres que des ondes planes
progressives sont parfaitement possibles ; ils reposent sur l’existence d’autres familles
de modes. Pour le voir, revenons à l’équation (A-30). En l’absence de sources, toute
solution monochromatique de cette équation, de la forme A

(+)
⊥ (r)e−iωt, obéit néces-

sairement à l’équation :

(∆ + k2)A
(+)
⊥ (r) = 0 (B-38)

(qui n’est autre que l’équation de Helmholtz) avec k = ω/c. Cette équation aux va-
leurs propres admet bien les ondes planes e±ik·r comme base de fonctions propres.
Mais ce n’est pas la seule base possible. D’autres bases existent, comme celle des
ondes stationnaires cosk · r et sink · r, celle des ondes multipolaires (modes du
rayonnement de moment cinétique donné, alors que les ondes planes ont une impul-
sion donnée), ou encore les modes gaussiens. De façon générale, toute combinaison li-
néaire d’ondes planes de même module de k peut constituer un mode. Quelle que soit
la base choisie, l’énergie du champ transverse sera une somme de carrés des modules
des variables normales apparaissant dans les développements des champs transverses
sur les fonctions propres de cette base. Par contre, l’expression d’autres grandeurs
physiques ne garde une forme simple que dans certaines bases. Par exemple, l’im-
pulsion du champ transverse n’est une forme somme de carrés de modules que dans
la base des ondes planes progressives, alors que le moment cinétique du champ n’a
une forme simple que dans la base des ondes multipolaires.

Notons enfin que le champ peut être contenu dans une cavité avec des condi-
tions aux limites bien définies. La recherche des fonctions propres de l’équation (B-
38) satisfaisant à ces conditions aux limites permet de déterminer les modes propres
de cette cavité.

En conclusion de ce chapitre, on peut dire que le champ de rayonnement libre
est équivalent à un ensemble d’oscillateurs harmoniques à une dimension associés
aux modes {k, ε} repérés par leur vecteur d’onde et leur polarisation transverse.
A chacun de ces modes est associée une variable normale du champ, analogue à
la variable classique de l’oscillateur classique correspondant qui devient, lors de la
quantification, l’opérateur d’annihilation de l’oscillateur. Les résultats établis dans
ce chapitre fourniront donc une base simple pour la quantification du rayonnement
qui sera abordée dans le chapitre suivant.
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COMPLÉMENT DU CHAPITRE XVIII

AXVIII : FORMULATION LAGRANGIENNE DE
L’ÉLECTRODYNAMIQUE

Les équations dynamiques du champ électro-

magnétique (équations de Maxwell) peuvent

être obtenues dans le cadre du formalisme

lagrangien, et donc d’un principe de moindre

action. Ceci permet d’introduire l’expression

des moments conjugués des diverses variables

du champ, ainsi que celle de son hamiltonien

lorsqu’il est couplé à des particules chargées.

Les résultats de ce complément ne sont pas

indispensables pour la lecture des autres cha-

pitres et compléments. Ils permettent cependant

de donner au lecteur un aperçu d’une autre

approche plus générale de l’électrodynamique

quantique, approche qui se révèle essentielle

pour un traitement relativiste de ces problèmes

et pour l’utilisation des intégrales de chemin

(Appendice IV).
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Complément AXVIII

Formulation lagrangienne de l’électrodynamique

1 Lagrangien avec divers types de variables . . . . . . . . 408

1-a Formalisme lagrangien avec des variables discrètes et réelles408

1-b Extension à des variables complexes . . . . . . . . . . . 410

1-c Lagrangien avec des variables continues . . . . . . . . . 413

2 Application au champ de rayonnement libre . . . . . . 414

2-a Densités de lagrangien dans l’espace réel et dans l’espace
réciproque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 414

2-b Equations de Lagrange . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 415

2-c Moment conjugué du potentiel vecteur transverse . . . . 416

2-d Hamiltonien ; équations de Hamilton-Jacobi . . . . . . . 417

2-e Relations de commutation du champ . . . . . . . . . . . 418

2-f Opérateurs de création et d’annihilation . . . . . . . . . 419

2-g Variables d’impulsion discrètes . . . . . . . . . . . . . . 420

3 Lagrangien du système global champ + particules en
interaction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 420

3-a Choix du lagrangien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 420

3-b Equations de Lagrange . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 421

3-c Moments conjugués . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 423

3-d Hamiltonien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 424

3-e Relations de commutation . . . . . . . . . . . . . . . . . 424

Introduction

Comme nous le montrons dans l’Appendice III, la dynamique d’un système de
points matériels soumis à un potentiel extérieur peut être décrite, soit à partir des
équations de Newton, soit à partir d’un lagrangien et d’un principe de moindre ac-
tion conduisant à des équations de Lagrange équivalentes aux équations de Newton.
L’avantage de la formulation lagrangienne est qu’elle est bien adaptée à la quantifi-
cation de la théorie : elle permet de définir les moments conjugués des coordonnées
des particules, l’hamiltonien du système qui est une fonction des coordonnées et des
moments conjugués, et d’introduire les relations de commutation canoniques qui sont
à la base de la description quantique du système. Le but de ce complément est de
montrer de manière succincte comment les équations de Maxwell-Lorentz, étudiées
dans ce chapitre et le suivant, peuvent être déduites d’un lagrangien et d’un principe
de moindre action. Nous donnerons ainsi une justification plus générale de l’expres-
sion de l’hamiltonien du système “champ + particules” postulée dans le Chapitre
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XIX et des relations de commutation également postulées dans ce chapitre 1. Un
autre avantage de la formulation lagrangienne, que nous n’exploiterons pas ici, est
qu’elle se prête bien à une description relativiste du système “champ + particules”
ce qui explique pourquoi elle est utilisée dans les théories quantiques des champs
relativistes.

Nous commençons dans le § 1 par étendre les calculs de l’Appendice III au cas
où les coordonnées du système sont complexes et non réelles, le lagrangien restant
toutefois une grandeur réelle. Nous montrons également que le principe de moindre
action et les équations de Lagrange peuvent être aisément généralisés au cas d’un
champ, c’est-à-dire au cas où les coordonnées du système dépendent d’un indice
continu et non discret, comme le point r dans l’espace réel.

La discussion sera illustrée dans le § 2 sur le lagrangien du champ de rayon-
nement libre en l’absence de sources. Le champ sera décrit par ses composantes
dans l’espace réciproque, qui sont des quantités complexes. Le lagrangien ne dépend
alors que des composantes du champ et de leurs dérivées temporelles, ce qui rend
les calculs plus simples que si l’on décrivait le champ par ses composantes réelles
dans l’espace réel (le lagrangien dans l’espace réel dépend en effet, non seulement
des composantes du champ et de leurs dérivées temporelles, mais aussi de leurs dé-
rivées spatiales). Cette étude nous permettra d’établir l’expression de l’hamiltonien
du champ, ainsi que les relations de commutation canoniques des composantes de ce
champ.

Nous donnons enfin dans le § 3 l’expression du lagrangien de l’électrody-
namique en jauge de Coulomb en présence de sources et montrons comment les
équations de Lagrange déduites d’un tel lagrangien coïncident avec les équations de
Maxwell-Lorentz étudiées dans le Chapitre XVIII. Diverses relations importantes
pour la quantification de la théorie seront alors établies : expression des moments
conjugués des particules et des champs ; expression de l’hamiltonien du système glo-
bal champ + particules ; relations de commutation canoniques. Les résultats obtenus
dans ce complément permettent ainsi de donner une base plus générale à la procé-
dure de quantification que celle, simplifiée, du Chapitre XIX. Le lecteur intéressé
pourra trouver une description plus détaillée de la formulation lagrangienne et ha-
miltonienne de l’électrodynamique dans le Chapitre II de la référence [15] et dans
ses compléments.

1. Lagrangien avec divers types de variables

1-a. Formalisme lagrangien avec des variables discrètes et réelles

Le lagrangien L est une fonction réelle de variables dynamiques constituées
de “coordonnées généralisées” xi(t) repérées par un indice discret i et des “vitesses
généralisées” correspondantes ẋi(t) = dxi(t)/dt. L s’écrit :

L [x1(t), x2(t), ...xN (t); ẋ1(t), ẋ2(t), ...ẋN (t)] (1)

Considérons un mouvement possible du système où les coordonnées xi(t)
suivent un certain “chemin” Γ entre un instant initial tin et un instant final tfin.

1. Les relations ainsi postulées dans le Chapitre XIX sont justifiées a posteriori par le fait
qu’elles conduisent aux équations de Heisenberg correctes pour les opérateurs quantiques associés
aux particules et aux champs.
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L’intégrale de L le long du chemin Γ est, par définition, l’action SΓ associée à ce
chemin :

SΓ =

∫ tfin

tin

L [x1(t), x2(t), ...xN (t); ẋ1(t), ẋ2(t), ...ẋN (t)] dt (2)

Le principe de moindre action consiste à postuler que, parmi tous les chemins
possibles partant des mêmes conditions initiales décrites par xi(tin) et aboutissant
aux mêmes conditions finales décrites par xi(tfin), celui qui est effectivement suivi
par le système est celui pour lequel SΓ est extrémal (lorsque le chemin varie, SΓ

est stationnaire). Considérons alors une variation infinitésimale δxi(t) et δẋi(t) des
variables dynamiques autour de ce chemin d’action extrémale, ne modifiant pas les
valeurs initiales et finales des coordonnées, c’est-à-dire telles que :

δxi(tin) = δxi(tfin) = 0 (3)

La variation correspondante de l’action :

δS =

∫ tfin

tin

∑

i

[
δxi(t)

∂L

∂xi
+ δẋi(t)

∂L

∂ẋi

]
dt (4)

doit alors être nulle au premier ordre en δxi(t) et δẋi(t). Remplaçons, dans le dernier
terme de (4), δẋi(t) par :

δẋi(t) =
d

dt
δxi(t) (5)

et intégrons par parties le terme correspondant. Le terme tout intégré est nul à cause
de (3). On obtient alors :

δS =

∫ tfin

tin

∑

i

δxi(t)

[
∂L

∂xi
− d

dt

∂L

∂ẋi

]
dt (6)

Comme δS doit être nul quelles que soient les variations arbitraires δxi(t), le chemin
effectivement suivi par le système doit obéir aux N équations :

∂L

∂xi
− d

dt

∂L

∂ẋi
= 0 (7)

Ces relations sont appelées équations de Lagrange ; on peut montrer qu’elles sont
équivalentes aux équations de Newton (Appendice III).

La prochaine étape du formalisme lagrangien consiste à introduire les moments
conjugués pi des coordonnées xi ; ces moments, aussi appelés impulsions généralisées,
sont définis par les équations :

pi =
∂L

∂ẋi
(8)

ainsi que l’hamiltonien H égal à :

H =
∑

i

ẋi pi − L (9)
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Prenons la différentielle de H

dH =
∑

i

[
pidẋ1 + ẋidpi −

∂L

∂xi
dxi −

∂L

∂ẋ1
dẋi

]

=
∑

i

[ẋidpi − ṗidxi] (10)

Pour passer de la première à la deuxième ligne de (10), nous avons utilisé (7)
et (8) pour remplacer ∂L/∂xi par ṗi et ∂L/∂ẋi par pi. Supposons que les ẋi peuvent
s’exprimer en fonction des xi et des pi. Il apparaît alors que H est une fonction des
coordonnées xi et des moments conjugués pi dont l’évolution est décrite, compte
tenu de (10), par les 2N équations :

dxi
dt

=
∂H

∂pi

dpi
dt

= −∂H
∂xi

(11)

appelées équations de Hamilton-Jacobi.
Rappelons enfin la procédure de quantification canonique. Elle consiste à asso-

cier aux coordonnées xi et moments conjugués pi des opérateurs x̂i et p̂i satisfaisant
aux relations de commutation :

[x̂i, p̂j ] = i~δij (12)

tous les autres commutateurs étant nuls. Ces résultats ne sont valables que si les co-
ordonnées xi sont des composantes cartésiennes (voir remarque du § B.5 du Chapitre
III).

1-b. Extension à des variables complexes

Supposons maintenant pour simplifier que l’indice i prenne N = 2 valeurs. À
partir des coordonnées réelles x1(t) et x2(t) introduisons les variables complexes :

X(t) =
1√
2
[x1(t) + ix2(t)] X∗(t) =

1√
2
[x1(t)− ix2(t)] (13)

dont les parties réelle et imaginaire sont, à un facteur 1/
√
2 près, égales à x1(t)

et x2(t) pour X(t), x1(t) et −x2(t) pour X∗(t). Les équations (13) peuvent être
inversées pour donner :

x1(t) =
1√
2
[X(t) +X∗(t)] x2(t) = −

i√
2
[X(t)−X∗(t)] (14)

Des équations analogues peuvent être écrites, reliant Ẋ(t) et Ẋ∗(t) à ẋ1(t) et ẋ2(t)
et réciproquement.

Ẋ(t) =
1√
2
[ẋ1(t) + iẋ2(t)] Ẋ∗(t) =

1√
2
[ẋ1(t)− iẋ2(t)] (15)

ẋ1(t) =
1√
2

[
Ẋ(t) + Ẋ∗(t)

]
ẋ2(t) = −

i√
2

[
Ẋ(t)− Ẋ∗(t)

]
(16)

Si l’on reporte dans le lagrangien (1) les expressions (14) et (16) des variables, on ob-

tient un lagrangien de la forme L
[
X(t), X∗(t), Ẋ(t), Ẋ∗(t)

]
dépendant de variables
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complexes. Notons que, comme (1), ce lagrangien dépendant de variables complexes
reste une grandeur réelle puisque son intégrale temporelle le long d’un chemin Γ
est une grandeur (action) qui est une quantité réelle. Nous allons étudier ce que
deviennent tous les résultats établis plus haut à partir de (1) quand on les exprime
en fonction de X,X∗, Ẋ, Ẋ∗.

α. Equations de Lagrange

Il est important pour la suite de relier ∂L/∂X et ∂L/∂Ẋ à ∂L/∂x1, ∂L/∂x2,
∂L/∂ẋ1 et ∂L/∂ẋ2. En utilisant (14) et (16), on peut écrire :

∂L

∂X
=

∂L

∂x1

∂x1
∂X

+
∂L

∂x2

∂x2
∂X

=
1√
2

[
∂L

∂x1
− i ∂L

∂x2

]
(17)

∂L

∂Ẋ
=

∂L

∂ẋ1

∂ẋ1

∂Ẋ
+
∂L

∂ẋ2

∂ẋ2

∂Ẋ
=

1√
2

[
∂L

∂ẋ1
− i ∂L

∂ẋ2

]
(18)

Soustrayons alors de l’équation (17) la dérivée temporelle de l’équation (18). On
obtient :

∂L

∂X
− d

dt

∂L

∂Ẋ
=

1√
2

(
∂L

∂x1
− d

dt

∂L

∂ẋ1

)
− i√

2

(
∂L

∂x2
− d

dt

∂L

∂ẋ2

)
(19)

Les deux parenthèses du membre de droite de cette équation sont nulles puisque x1
et x2 obéissent à l’équation de Lagrange (7). On en déduit que le membre de gauche
est lui aussi nul, ainsi que son complexe conjugué 2 :

∂L

∂X
− d

dt

∂L

∂Ẋ
= 0

∂L

∂X∗ −
d

dt

∂L

∂Ẋ∗ = 0 (20)

ce qui montre que X et X∗ obéissent également à des équations de Lagrange 3.

β. Moments conjugués

Dans (18), remplaçons ∂L/∂ẋ1 et ∂L/∂ẋ2 par p1 et p2 (voir Eq. (8)). Il vient :

∂L

∂Ẋ
=

1√
2
(p1 − ip2) (21)

L’équation complexe conjuguée de (21) s’écrit :

∂L

∂Ẋ∗ =
1√
2
(p1 + ip2) (22)

Pour choisir la définition du moment conjugué P de la variable complexe
X, il est utile de comparer la manière dont le moment conjugué P et la vitesse
Ẋ se transforment dans le changement de variables dynamiques x1, x2 −→ X,X∗.
Comparons pour cela la première équation (15) et les équations (21) et (22). La
vitesse Ẋ devient ẋ1 + iẋ2 ; il semble donc judicieux de définir le moment associé P

2. Comme L est réel, on a (∂L/∂X)∗ = ∂L/∂X∗ et une équation analogue pour
(
∂L/∂Ẋ

)∗
.

3. On aurait pu établir directement ces résultats en reprenant le calcul variationnel condui-
sant à (6) et en considérant δX et δX∗ comme des variations indépendantes.

411



COMPLÉMENT AXVIII •

de manière que P se transforme comme p1 + ip2. L’examen de (21) et (22) montre
alors clairement qu’il faut définir P comme égal, non pas à ∂L/∂Ẋ, mais à ∂L/∂Ẋ∗ ;
le complexe conjugué P ∗ est alors égal à ∂L/∂Ẋ :

P =
∂L

∂Ẋ∗ P ∗ =
∂L

∂Ẋ
(23)

C’est cette définition que nous utiliserons dans toute la suite de ce complément.

γ. Hamiltonien

Dans la définition (9) de l’hamiltonien, apparaît la quantité ẋ1p1+ ẋ2p2. Nous
pouvons la ré-exprimer en remplaçant ẋ1 et ẋ2 par leurs expressions (16) en fonction
de Ẋ et Ẋ∗, ainsi que p1 et p2 par des expressions analogues en fonction de P et
P ∗ :

ẋ1p1 + ẋ2p2 =
1√
2
(Ẋ + Ẋ∗)

1√
2
(P + P ∗) +

−i√
2
(Ẋ − Ẋ∗)

−i√
2
(P − P ∗)

= ẊP ∗ + Ẋ∗P (24)

On en déduit :

H = ẋ1p1 + ẋ2p2 − L = ẊP ∗ + Ẋ∗P − L (25)

Prenons alors la différentielle de H :

dH = ẊdP ∗+P ∗dẊ+Ẋ∗dP +PdẊ∗− ∂L

∂X
dX− ∂L

∂X∗ dX
∗− ∂L

∂Ẋ
dẊ− ∂L

∂Ẋ∗ dẊ
∗

(26)

En utilisant (20) et (23), on obtient :

dH = Ẋ∗dP − Ṗ ∗dX + ẊdP ∗ − ṖdX∗ (27)

Si Ẋ et Ẋ∗ peuvent être ré-exprimés en fonction de X, X∗, P , P ∗, H ne dépend
que de ces variables et on déduit de (27) les équations de Hamilton-Jacobi :

dX

dt
=

∂H

∂P ∗
dP

dt
= − ∂H

∂X∗ (28)

et les équations complexes conjuguées pour X∗ et P ∗. On notera que c’est la dérivée
partielle par rapport à P ∗ qui est égale à la dérivée totale de X, et non celle par
rapport à P .

δ. Relations de commutation canoniques

Lors de la quantification, les diverses variables deviennent des opérateurs x̂1,
x̂2, p̂1, p̂2, X̂, P̂ , X̂†, P̂ †. Les relations de commutation entre les opérateurs X̂, P̂ ,
X̂†, P̂ † sont obtenues en exprimant ces opérateurs en fonction de x̂1, x̂2, p̂1, p̂2 et
en utilisant les relations de commutation (12). On vérifie alors aisément que les seuls
commutateurs non nuls sont [X̂, P̂ †] et [P̂ , X̂†] = −[X̂, P̂ †]. Ainsi, en utilisant (21),
(22) et (23), on obtient :

[X̂, P̂ †] =
1

2
[x̂1 + ix̂2, p̂1 − ip̂2]

=
1

2
([x̂1, p̂1] + [x̂2, p̂2]) = i~ (29)
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1-c. Lagrangien avec des variables continues

Nous supposons maintenant que les variables dynamiques du système dé-
pendent d’un indice continu, comme le point r dans l’espace réel (ou le point k

dans l’espace réciproque dans un espace infini). En d’autres termes, elles forment
un champ φj(r), l’indice discret j repérant la composante du champ si ce dernier
est vectoriel ; dans l’espace réciproque, ce champ devient φ̃j(k). Nous nous contente-
rons ici d’établir les équations de Lagrange pour un champ réel. Dans le § 2 qui suit,
nous étudierons le champ de rayonnement décrit par ses composantes complexes dans
l’espace réciproque. Nous pourrons alors généraliser à un champ complexe tous les ré-
sultats établis plus haut pour des variables discrètes et complexes. Nous obtiendrons
ainsi l’expression de l’hamiltonien du champ libre et les relations de commutation
du champ libre, qui sont essentielles pour la description quantique du champ.

Le lagrangien L d’un champ réel est maintenant l’intégrale dans l’espace réel
d’une densité de lagrangien L :

L =

∫
d3rL(r, t) (30)

La densité de lagrangien est elle-même une fonction du champ φj(r) et de ses dérivées
partielles par rapport à t et aux composantes de r :

L(r, t) = L
(
φj(r, t), φ̇j(r, t), ∂iφj(r, t)

)
(31)

avec la notation :

φ̇j(r, t) = ∂φj(r, t)/∂t (32)

∂iφj(r, t) = ∂φj(r, t)/∂ri (33)

Considérons un chemin possible Γ du champ passant de la valeur φj(r, tin) à
un instant initial tin à une valeur finale φj(r, tfin) à un instant final tfin. L’action SΓ

associée à ce chemin est, par définition :

SΓ =

∫ tfin

tin

dt

∫
d3r L

(
φj(r, t), φ̇j(r, t), ∂iφj(r, t)

)
(34)

Le principe de moindre action exprime que, parmi tous les chemins possibles par-
tant du même état initial et aboutissant au même état final 4, le (ou les) chemin(s)
effectivement suivis par le système sont ceux qui rendent SΓ extrémal. Calculons la
variation δS de l’action pour une variation infinitésimale du chemin caractérisée par
les variations infinitésimales δφj(r, t), δ (∂φj(r, t)/∂t) et δ (∂φj(r, t)/∂ri).

δS =

∫ tfin

tin

dt

∫
d3r

∑

ij

[
δφj(r, t)

∂L
∂φj

+ δφ̇j(r, t)
∂L
∂φ̇j

+ δ (∂iφj(r, t))
∂L

∂(∂iφj)

]

(35)

4. On suppose de plus que la densité de lagrangien est nulle, ou tend suffisamment vite vers
zéro, quand r tend vers l’infini.
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En utilisant :

δφ̇j(r, t) = ∂ (δφj(r, t)) /∂t

δ (∂iφj(r, t)) = ∂i (δφj(r, t)) (36)

et en effectuant une intégration par parties des termes proportionnels à ∂ (δφj(r, t)) /∂t
et ∂i (δφj(r, t)), on trouve que les termes tout intégrés sont nuls par suite des condi-
tions aux limites sur δφj(r, t) aux instants initial et final et pour r → ∞. Les
termes restants deviennent alors tous proportionnels à δφj(r, t). En les regroupant,
on obtient :

δS =

∫ tfin

tin

dt

∫
d3r

∑

ij

δφj(r, t)

[
∂L
∂φj
− d

dt

∂L
∂φ̇j
−
∑

i

∂i
∂L

∂(∂iφj)

]
(37)

Comme δS doit être nul quelles que soient les variations spatiales et temporelles de
δφj(r, t), on en déduit que :

∂L
∂φj
− d

dt

∂L
∂φ̇j
−
∑

i

∂i
∂L

∂(∂iφj)
= 0 (38)

qui sont les équations de Lagrange du champ.

2. Application au champ de rayonnement libre

Nous abordons maintenant l’étude du champ de rayonnement libre (en l’ab-
sence de sources) à partir de sa densité de lagrangien dans l’espace réciproque. Nous
choisissons la jauge de Coulomb : le potentiel vecteur longitudinal A‖ est donc nul et
A se réduit à A⊥ ; de plus, le potentiel scalaire est également nul puisque, en jauge
de Coulomb, c’est celui du champ colombien créé par les charges comme l’indique la
relation (A-33) du Chapitre XVIII, et qu’il n’y a pas de charges. Les seuls champs
qui interviennent sont donc le champ électrique transverse et le champ magnétique
reliés au potentiel vecteur transverse par les équations dans l’espace réel :

E⊥(r, t) = −Ȧ⊥(r, t) B(r, t) = ∇×A⊥(r, t) (39)

et dans l’espace réciproque :

Ẽ⊥(k, t) = − ˙̃
A⊥(k, t) B̃(k, t) = ik × Ã⊥(k, t) (40)

2-a. Densités de lagrangien dans l’espace réel et dans l’espace réciproque

La densité de lagrangien la plus couramment utilisée dans l’espace réel est 5 :

L(r, t) = ε0
2

[
E2

⊥(r, t)− c2B2(r, t)
]

(41)

où c est la vitesse de la lumière. En utilisant (39), on voit que cette densité de
lagrangien dépend à la fois de A⊥(r, t), de Ȧ⊥(r, t) et des dérivées spatiales de
A⊥(r, t).

5. Un avantage de cette densité est qu’elle est un invariant relativiste (scalaire de Lorentz).
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Passons dans l’espace réciproque. Le lagrangien L s’écrit alors :

L =

∫
d3k L̃(k, t) (42)

où la densité de Lagrangien L̃(k, t) dans l’espace réciproque s’obtient à partir de (41)
en ré-exprimant les champs dans l’espace réciproque. Considérons la contribution
au lagrangien des deux termes du crochet de (41). En utilisant (40) et l’égalité de
Parseval-Plancherel – cf. relation (A-12) du Chapitre XVIII – on peut écrire :
∫

d3rE⊥(r, t) ·E⊥(r, t) =
∫

d3k ˙̃
A

∗
⊥(k, t) · ˙̃A⊥(k, t)

∫
d3rB(r, t) ·B(r, t) =

∫
d3k

[
(−ik × Ã∗

⊥(k, t)) · (ik × Ã⊥(k, t))
]

(43)

Les deux vecteurs k×Ã∗
⊥(k, t) et k×Ã⊥(k, t) sont situés dans le plan perpendiculaire

à k de sorte que :
∫

d3k
[
(−ik × Ã∗

⊥(k, t)) · (ik × Ã⊥(k, t))
]
=

∫
d3k k2 Ã∗

⊥(k, t)) · Ã⊥(k, t))

(44)

Finalement, on obtient l’expression suivante pour la densité de lagrangien dans l’es-
pace réciproque 6 :

L̃(k, t) = ε0
2

[
˙̃
A

∗
⊥(k, t) · ˙̃A⊥(k, t)− c2k2Ã∗

⊥(k, t) · Ã⊥(k, t)
]

(45)

Les coordonnées généralisées du champ apparaissent donc comme les composantes
du potentiel vecteur transverse et les vitesses généralisées comme les dérivées par
rapport au temps de ces coordonnées. A la différence de L(r, t), L̃(k, t) ne dépend

que de Ã∗
⊥(k, t) et ˙̃

A⊥(k, t) et non des dérivées partielles de Ã∗
⊥(k, t) par rapport

aux composantes de k. Les calculs seront donc plus simples dans l’espace réciproque.
Il sera utile pour la suite d’introduire les composantes cartésiennes de Ã⊥(k, t)

dans le trièdre formé par κ = k/k et les deux vecteurs polarisation unitaires ε1(k)
et ε2(k) dans le plan perpendiculaire à k. Comme Ã⊥(k, t) est transverse, il n’a pas
de composante sur κ, et on peut écrire :

L̃(k, t) = ε0
2

∑

ε

[
˙̃A∗
⊥ε(k, t)

˙̃A⊥ε(k, t)− c2k2Ã∗
⊥ε(k, t)Ã⊥ε(k, t)

]
(46)

où
∑

ε est une notation simplifiée désignant la sommation sur les deux polarisations
transverses ε1(k) et ε2(k) – cf. relation (B-13) du Chapitre XVIII.

2-b. Equations de Lagrange

Les équations (38) deviennent ici :

∂L̃(k, t)
∂Ã∗

⊥ε(k, t)
− d

dt

∂L̃(k, t)
∂ ˙̃A∗

⊥ε(k, t)
= 0 (47)

6. Nous utilisons la notation commode L̃(k, t) pour cette densité de lagrangien, mais cette
fonction n’est pas la transformée de Fourier de L(r, t).
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On obtient alors, compte tenu de (46) :

¨̃A⊥ε(k, t) + c2k2Ã⊥ε(k, t) = 0 (48)

équation qui coïncide avec les équations (A-29a) et (A-29b) du Chapitre XVIII
donnant l’évolution du potentiel vecteur transverse du champ libre en l’absence de
sources (on pose j̃⊥ = 0). Nous retrouvons bien ainsi les prédictions de la formulation
habituelle de l’électrodynamique classique des équations de Maxwell.

2-c. Moment conjugué du potentiel vecteur transverse

Pour définir le moment conjugué Π̃⊥ε(k, t) de la variable complexe
Ã⊥ε(k, t), utilisons l’expression (23). Il faut cependant tenir compte ici du fait que

la vitesse ˙̃A⊥ε(k, t) apparaît plusieurs fois dans l’intégrale sur k de L̃(k, t). Il faut
donc ajouter les contributions correspondantes des dérivées partielles de L̃(k, t) par
rapport à ces diverses vitesses dans la définition du moment conjugué Π̃⊥ε(k, t). Une
telle situation résulte de la réalité des champs dans l’espace réel. Les propriétés de
la transformation de Fourier entraînent alors que :

A⊥(r, t) = A∗
⊥(r, t) ⇒ Ã⊥(k, t) = Ã∗

⊥(−k, t) (49)

et une relation équivalente pour les dérivées temporelles des composantes du poten-
tiel vecteur transverse. Dans l’intégrale sur k de L̃(k, t) apparaît donc, en plus du

terme ˙̃A∗
⊥ε(k, t)

˙̃A⊥ε(k, t), le terme ˙̃A∗
⊥ε(−k, t) ˙̃A⊥ε(−k, t) qui, d’après (49), est égal

à ˙̃A⊥ε(k, t)
˙̃A⊥ε(k, t)

∗ et double donc le premier. Si l’on ignore les termes en −k, il
faut donc doubler la contribution des termes en k, ce qui donne :

Π̃⊥ε(k, t) = 2
∂L̃(k, t)
∂ ˙̃A∗

⊥ε(k, t)

= ε0
˙̃A⊥ε(k, t) = −ε0Ẽ⊥ε(k, t) (50)

Le moment conjugué du potentiel transverse apparaît donc comme étant égal, à un
facteur −ε0 près, au champ électrique transverse.

Une manière équivalente d’obtenir (50) consiste à n’utiliser dans l’expression
du lagrangien que des variables indépendantes. La condition de réalité (49) entraîne
que, si on connaît les variables dans un demi-espace réciproque, on les connaît dans
tout l’espace. On peut donc définir L comme l’intégrale, limitée à un demi-espace
réciproque où toutes les variables sont indépendantes, d’une densité de lagrangien
notée L̄(k, t) égale à deux fois la densité initiale L̃(k, t). En notant −

∫
l’intégrale sur

un demi-espace (la barre symbolise le fait que l’espace des k est coupé en deux), on
obtient :

L = −
∫

d3k L̄(k, t) (51)

avec :

L̄(k, t) = ε0
∑

ε

[
˙̃A
∗
⊥ε(k, t)

˙̃A⊥ε(k, t)− ω2Ã∗
⊥ε(k, t)Ã⊥ε(k, t)

]
= 2 L̃(k, t) (52)
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de sorte que l’on peut aussi définir le moment conjugué du potentiel vecteur trans-
verse par :

Π̃⊥ε(k, t) =
∂L̄(k, t)
∂ ˙̃A∗

⊥ε(k, t)
= ε0

˙̃A⊥ε(k, t) (53)

2-d. Hamiltonien ; équations de Hamilton-Jacobi

L’hamiltonien H du champ libre est obtenu en généralisant au cas de variables
continues l’expression (25) établie plus haut pour des variables discrètes. Pour ne
faire apparaître que des variables indépendantes dans l’intégrale sur k d’une densité
d’hamiltonien H̄(k, t), l’intégrale n’est effectuée que sur un demi-espace réciproque :

H = −
∫

d3k H̄(k, t) (54)

avec une densité d’hamiltonien H̄(k, t) égale à :

H̄(k, t) = −L̄(k, t) +
∑

ε

[
˙̃A⊥ε(k, t)Π̃

∗
⊥ε(k, t) +

˙̃A∗
⊥ε(k, t)Π̃⊥ε(k, t)

]
(55)

ce qui donne pour H, compte tenu de (53) et (52) :

H = ε0−
∫

d3k
∑

ε

[
˙̃A∗
⊥ε(k, t)

˙̃A⊥ε(k, t) + c2k2Ã∗
⊥ε(k, t)Ã⊥ε(k, t)

]
(56)

Si l’on remplace l’intégrale sur un demi-espace de (56) par l’intégrale sur l’espace
entier, il faut remplacer ε0 par ε0/2 et on retrouve alors l’expression (B-14) du
Chapitre XVIII donnant l’énergie du champ transverse libre. L’hamiltonien obtenu
à partir de l’approche lagrangienne coïncide avec l’énergie du champ.

Nous pouvons écrire l’expression (55) de H̄(k, t) en fonction des seules va-
riables Ã⊥ε(k, t) et Π̃⊥ε(k, t). Il vient, compte tenu de (53) :

H̄(k, t) =
∑

ε

[
1

ε0
Π̃⊥ε(k, t)

∗Π̃⊥ε(k, t) + ε0c
2k2Ã∗

⊥ε(k, t)Ã⊥ε(k, t)

]
(57)

Les équations (28) peuvent être alors généralisées pour donner les équations de
Hamilton-Jacobi pour Ã⊥ε(k, t) et Π̃⊥ε(k, t) :

˙̃A⊥ε(k, t) =
∂H̄(k, t)
∂Π̃∗

⊥ε(k, t)
=

1

ε0
Π̃⊥ε(k, t) (58a)

˙̃Π⊥ε(k, t) = −
∂H̄(k, t)
∂Ã∗

⊥ε(k, t)
= −ε0c2k2Ã⊥ε(k, t) (58b)

On vérifie aisément que les deux équations (58a) et (58b) coïncident avec les équa-
tions de Maxwell (A-29a) et (A-29b) du Chapitre XVIII décrivant l’évolution des
champs transverses en l’absence de sources. L’équation (58a) de ce complément et
l’équation (A-29a) du Chapitre XVIII sont identiques et définissent le champ élec-
trique transverse en fonction de la dérivée temporelle du potentiel vecteur transverse.
L’équation (58b) de ce complément et l’équation (A-29b) du Chapitre XVIII sont
identiques quand j̃ = 0. Elles décrivent l’évolution du champ électrique transverse.
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2-e. Relations de commutation du champ

La généralisation au cas de variables continues de la relation de commutation
canonique (29) donne ici :

[
ˆ̃A⊥ε(k),

ˆ̃Π
†
⊥ε′(k′)

]
= i~δεε′δ(k − k′) (59)

tous les autres commutateurs étant nuls.

Remarque
Les relations de commutation canoniques ne s’appliquent qu’à des variables conju-
guées indépendantes, comme c’est le cas des composantes des divers champs sur
les polarisations transverses. Mais les composantes cartésiennes du champ sur un
trièdre fixe {ex, ey, ez}, Ã⊥i(k) avec i = x, y, z, ne sont pas indépendantes, à
cause de la condition de transversalité

∑
i kiÃ⊥i(k) = 0. Ainsi :

[
ˆ̃A⊥i(k),

ˆ̃Π
†

⊥j(k
′)

]
6= i~ δij δ(k − k

′) (60)

Pour obtenir la relation de commutation correcte entre ˆ̃A⊥i(k) et ˆ̃Π
†

⊥j(k
′), il

faut ré-exprimer ces quantités en fonction des composantes sur deux vecteurs
polarisation ε et ε′ orthogonaux entre eux et orthogonaux tous deux à k et utiliser
(59). Par exemple :

Ãi(k) = εiÃ⊥ε(k) + ε′iÃ⊥ε′(k) (61)

où :

εi = ei · ε ε′i = ei · ε′ (62)

On obtient ainsi :
[
ˆ̃A⊥i(k),

ˆ̃Π
†

⊥j(k
′)

]
= i~ (εiεj + ε′iε

′
j) δ(k − k

′) (63)

Cette équation peut être encore transformée si l’on note que ε, ε′ et k/k forment
une base orthonormée, de sorte que :

εiεj + ε′iε
′
j + kikj/k

2 = δij (64)

Finalement, la relation de commutation correcte entre ˆ̃A⊥i(k) et ˆ̃Π
†

⊥j(k
′) s’écrit :

[
ˆ̃A⊥i(k),

ˆ̃Π
†

⊥j(k
′)

]
= i~

[
δij − kikj

k2

]
δ(k − k

′) (65)

Multiplions les deux membres de (65) par e−ik·reik
′·r′

/(2π)3 et intégrons sur k et
k′. Apparaît alors au membre de gauche le commutateur des champs dans l’espace
réel 7, [Â⊥i(r), Π̂⊥j(r

′)], et au membre de droite la transformée de Fourier de la

7. Pour le terme en ˆ̃Π
†

⊥j(k
′), on utilise la condition de réalité ˆ̃Π

†

⊥j(k
′) = ˆ̃Π⊥j(−k′) et on

change k′ en −k′ dans l’intégrale sur k′.
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fonction (δij − kikj/k2) qui est la fonction delta transverse 8 δ⊥ij(r
′ − r) :

[
Â⊥i(r), Π̂⊥j(r

′)
]

=
i~

(2π)3

∫
d3k

∫
d3k′ eik

′·r′

e−ik·r

[
δij − kikj

k2

]
δ(k − k

′)

=
i~

(2π)3

∫
d3k eik·(r

′−r)

(
δij − kikj

k2

)
≡ i~δ⊥ij(r′ − r) (66)

2-f. Opérateurs de création et d’annihilation

La variable normale α(k, t) introduite dans l’équation (B-15) du Chapitre
XVIII évolue en e−iωt, où ω = ck quand le champ est libre. D’après le § B-1 du
Chapitre XVIII, cette variable devient, lors de la quantification, l’opérateur d’an-
nihilation âε(k, t) de l’oscillateur harmonique associé au mode {k, ε}. La variable
normale complexe conjuguée devient quant à elle l’opérateur de création â†ε(k, t).
L’expression de ces deux opérateurs s’écrit donc :

âε(k, t) = N (k)

[
Â⊥ε(k, t) +

i

ǫ0ω
Π̂⊥ε(k, t)

]

â†ε(k, t) = N (k)

[
Â†

⊥ε(k, t)−
i

ǫ0ω
Π̂†

⊥ε(k, t)

]
(67)

On a utilisé ˆ̇Aε(k) = (1/ε0)Π̂⊥ε(k), compte tenu de (53). La quantité N (k) est
une constante de normalisation, que nous laissons pour l’instant arbitraire. On peut
cependant la déterminer en imposant au commutateur des deux opérateurs (67)
de généraliser la relation bien connue [â, â†] = 1 pour un oscillateur harmonique.

Utilisons donc les deux équations (67) pour calculer le commutateur
[
âε(k), â

†
ε′(k′)

]

en fonction des commutateurs des champs Â⊥ et Π̂†
⊥ et de leurs adjoints. Comme les

seuls commutateurs non nuls sont entre Â⊥ et Π̂†
⊥ et entre Â†

⊥ et Π̂⊥, on obtient :

[
âε(k), â

†
ε′(k

′)
]
= N 2(k)

−i
ǫ0ω

{[
Â⊥ε(k), Π̂

†
⊥ε′(k

′)
]
−
[
Π̂⊥ε(k), Â

†
⊥ε′(k

′)
]}

= N 2(k)
−i
ǫ0ω

{
2i~δεε′δ(k − k′)

}

= N 2(k)
2~

ǫ0ω
δεε′δ(k − k′) (68)

Pour passer de la première à la deuxième ligne de (68), nous avons utilisé (59) ainsi
que l’équation adjointe. La constante N (k) est finalement déterminée en imposant
que les commutateurs entre les opérateurs d’annihilation et de création soient égaux
à δεε′δ(k − k′), ce qui donne :

N (k) =

√
ε0ω

2~
=

√
ε0 ck

2~
(69)

8. Le lecteur intéressé peut trouver une étude des propriétés de cette fonction dans le Com-
plément AI de la référence [15].
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Si l’on porte cette relation dans l’égalité (B-25) du Chapitre XVIII, on trouve que
la contribution du mode {k, ǫ} à l’énergie est :

ℏω

2
[α∗
ε(k, t)αε(k, t) + αε(k, t)α

∗
ε(k, t)] (70)

Nous verrons au Chapitre XIX que c’est effectivement l’équivalent de l’expression
de l’hamiltonien du rayonnement quantifié.

2-g. Variables d’impulsion discrètes

Au § B-3 du Chapitre XVIII, nous avons examiné le cas où le rayonnement
est contenu dans une boîte de volume fini L3, et où les sommes sur les impulsions
deviennent discrètes. Les relations (59) deviennent :

[
ˆ̃A⊥k,ε,

ˆ̃Π
†
⊥k′,ε′

]
= i~ δεε′δk,k′ (71)

Si nous appliquons la substitution (B-34) ou (B-35) de ce chapitre aux deux membres
de (67), les deux coefficients (2π/L)3 se simplifient, et ces relations restent inchangées
(à part que k est maintenant un indice discret au lieu d’une variable continue).

Quant aux relations (68), elles deviennent :

[
âk,ε, â

†
k′,ε′

]
= N 2(k)

2ℏ

ǫ0ω
δεε′δk,k′ (72)

3. Lagrangien du système global champ + particules en interaction

Nous étudions maintenant le lagrangien du système total, y compris les inter-
actions entre particules et champ électromagnétique.

3-a. Choix du lagrangien

Nous choisissons un lagrangien de la forme :

L = LR + LP + LI (73)

où LR ne dépend que des variables du rayonnement, LP ne dépend que des variables
des particules et LI dépend des deux types de variables à la fois pour décrire les
interactions entre rayonnement et particules.

Pour LR, nous prendrons le lagrangien que nous avons introduit plus haut
pour le champ libre, cf. relations (51) et (52) :

LR = −
∫

d3k L̄R(k, t) = ε0−
∫

d3k
[
˙̃A
∗
⊥ε(k, t)

˙̃A⊥ε(k, t)− ω2Ã∗
⊥ε(k, t)Ã⊥ε(k, t)

]

(74)

Pour le lagrangien LP des particules repérées par l’indice a, nous prendrons le la-
grangien habituel pour un système de particules, à savoir la différence entre leur
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énergie cinétique et leur énergie potentielle d’interaction due aux forces de Coulomb
qui s’exercent entre elles :

LP =
∑

a

1

2
ma

(
ṙa(r, t)

)2 − VCoul (75)

Enfin, le lagrangien d’interaction LI sera choisi de la forme :

LI =

∫
d3r j(r, t) ·A⊥(r, t) (76)

où j(r, t) est la densité de courant des particules donnée par l’expression :

j(r, t) =
∑

a

qaṙa(t)δ (r − ra(t)) (77)

et qa la charge de la particule a. Cette expression ne contient pas de terme faisant
intervenir A‖, la densité de charge ρ(r, t) et le potentiel scalaire U(ra, t). La raison
en est notre choix de la jauge de Coulomb pour laquelle A‖ est nul, de sorte que
l’énergie du champ électrique longitudinal a été ré-exprimée en fonction des variables
des particules ; il en est de même du potentiel scalaire, donnant naissance au terme
VCoul qui est inclus dans le lagrangien des particules (75).

Pour la suite des calculs, il sera utile de donner d’autres expressions équiva-
lentes de LI ; suivant le problème étudié, il sera plus commode d’utiliser l’une ou
l’autre de ces expressions. En reportant (77) dans (76), on obtient :

LI =

∫
d3r j(r, t) ·A⊥(r, t) =

∑

a

qaṙa(t) ·A⊥(ra, t) (78)

Par ailleurs, l’identité de Parseval-Plancherel donne :

LI =

∫
d3r j(r, t) ·A⊥(r, t) =

∫
d3k j̃∗(k, t) · Ã⊥(k, t) (79)

Dans l’intégrale sur k de (79) apparaît la somme :

j̃∗(k, t)·Ã⊥(k, t)+j̃∗(−k, t)·Ã⊥(−k, t) = j̃∗(k, t)·Ã⊥(k, t)+j̃(k, t)·Ã∗
⊥(k, t) (80)

En limitant l’intégrale à un demi-espace réciproque, on peut donc écrire :

LI =

∫
d3k j̃∗(k, t) · Ã⊥(k, t)

= −
∫

d3k
[
j̃∗(k, t) · Ã⊥(k, t) + j̃(k, t) · Ã∗

⊥(k, t)
]

(81)

3-b. Equations de Lagrange

Nous allons montrer maintenant que les équations de Lagrange associées à
(73) coïncident avec les équations de Maxwell-Lorentz, ce qui justifiera le choix fait
pour L.
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α. Equations de Lagrange du champ

La dérivée temporelle du potentiel vecteur transverse ˙̃A⊥ε n’apparaît que dans
la densité de lagrangien L̄R(k, t) écrite en (74). En notant L̄ la densité de lagrangien
du système total, on peut donc écrire :

∂L̄
∂ ˙̃A∗

⊥ε(k, t)
=

∂L̄R
∂ ˙̃A∗

⊥ε(k, t)
= ε0

˙̃A⊥ε(k, t) (82)

Par ailleurs, Ã⊥ε(k, t) apparaît à la fois dans L̄R et dans L̄I qui est la fonction
intégrée dans la dernière intégrale de (81). On a donc :

∂L̄
∂Ã∗

⊥ε(k, t))
=

∂L̄R
∂Ã∗

⊥ε(k, t))
+

∂L̄I
∂Ã∗

⊥ε(k, t)
= −ε0c2k2Ã⊥ε(k, t) + j̃⊥ε(k, t) (83)

L’équation de Lagrange du champ s’obtient en égalant la dérivée temporelle de (82)
à (83), ce qui donne :

¨̃A⊥ε(k, t) + c2k2Ã⊥ε(k, t) =
1

ε0
j̃⊥ε(k, t) (84)

Nous retrouvons donc l’équation d’évolution du potentiel vecteur transverse en pré-
sence de sources, donnée par l’équation (A-30) du Chapitre XVIII.

β. Equations de Lagrange des particules

La vitesse ṙa de la particule a apparaît dans LP et LI . Si on note ẋa la
composante de ṙa sur l’axe x, il vient :

∂L

∂ẋa
=
∂LP
∂ẋa

+
∂LI
∂ẋa

= maẋa + qaA⊥x (ra(t), t) (85)

Calculons la dérivée temporelle de cette expression. La dépendance temporelle du
second terme de (85) est explicite, via la dépendance en t du potentiel vecteur,
implicite via la dépendance en t du point ra(t) où ce potentiel est évalué. On a
donc :

d

dt

∂L

∂ẋa
= maẍa + qa

∂A⊥x(ra, t)
∂t

+ qaṙa ·∇A⊥x(ra, t) (86)

La dérivée partielle du potentiel vecteur transverse par rapport à t fait apparaître
le champ électrique transverse :

qa
∂A⊥x(ra, t)

∂t
= −qaE⊥x(ra, t) (87)

Quant au dernier terme de (86), il s’écrit :

qaṙa ·∇A⊥x(ra, t) = qa

[
ẋa
∂A⊥x
∂xa

+ ẏa
∂A⊥x
∂ya

+ ża
∂A⊥x
∂za

]
(88)

Calculons maintenant la dérivée partielle de L par rapport à la composante xa
de ra, qui apparaît dans le terme VCoul de LP ainsi que dans LI (via la dépendance
en position de A⊥). On obtient :

∂L

∂xa
=
∂LP
∂xa

+
∂LI
∂xa

= −∂VCoul

∂xa
+ qaṙa ·

∂A⊥
∂xa

(89)

422



• FORMULATION LAGRANGIENNE DE L’ÉLECTRODYNAMIQUE

Le terme −∂VCoul/∂xa est la force de Coulomb s’exerçant sur la particule a, c’est-
à-dire la force due au champ électrostatique de la distribution de charges agissant
sur la charge qa au point ra où se trouve la particule a. On peut encore l’écrire :

−qa
∂VCoul

∂x
= qaE‖x(ra, t) (90)

où E‖ est le champ électrique longitudinal puisque, comme nous l’avons vu au Cha-
pitre XVIII, le champ électrique longitudinal est égal au champ électrostatique créé
par la distribution de charges. Explicitons enfin le dernier terme de (89) :

qaṙa ·
∂A⊥
∂x

= qa

[
ẋa
∂Ax
∂xa

+ ẏa
∂Ay
∂xa

+ ża
∂Az
∂xa

]
(91)

L’équation de Lagrange relative à la particule a :

d

dt

∂L

∂ẋa
=

∂L

∂xa
(92)

est donc, compte tenu des résultats précédents :

maẍa = qaEx(ra, t) + qaṙa ·∇A⊥x + qaṙa ·
∂A⊥
∂x

(93)

où le champ électrique total au point ra est :

E(ra) = E⊥(ra) +E‖(ra) (94)

Regroupons les équations (88) et (91) pour expliciter le dernier terme de (93). Il
vient :

− qaṙa ·∇A⊥x + qaṙa ·
∂A⊥
∂xa

= qa

[
ẏa

(
∂A⊥y
∂xa

− ∂A⊥x
∂ya

)
− ża

(
∂A⊥x
∂za

− ∂A⊥z
∂xa

)]

= qa [ṙa × (∇×A⊥)]x = qa(ṙa ×B)x (95)

On retrouve la force de Lorentz magnétique exercée par le champ magnétique sur
la particule de vitesse ṙa. Finalement, l’équation de Lagrange pour la particule a
s’écrit :

mar̈a = qaE(ra) + qaṙa ×B(ra) (96)

et coïncide bien avec l’équation de Lorentz (A-3) du Chapitre XVIII. Le lagran-
gien choisi plus haut redonne donc bien les bonnes équations pour le champ et les
particules.

3-c. Moments conjugués

L’équation (82) établie plus haut peut être utilisée pour calculer les moments
conjugués Π̃⊥ε(k, t) des variables de champ Ã⊥ε(k, t) :

Π̃⊥ε(k, t) =
∂L̄

∂ ˙̃A∗
⊥ε(k, t)

=
∂L̄R

∂ ˙̃A∗
⊥ε(k, t)

= ε0
˙̃A⊥ε(k, t)) = −ε0Ẽ⊥ε(k, t) (97)
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De même, le calcul du moment conjugué de la coordonnée ra de la particule
a est le même que celui conduisant à l’équation (85) :

pa =
∂L

∂ṙa
=
∂LP
∂ṙa

+
∂LI
∂ṙa

= maṙa + qaA⊥(ra) (98)

3-d. Hamiltonien

Comme ˙̃A⊥ε et Π̃∗
⊥ε = ε0

˙̃A
∗
⊥ε n’apparaissent que dans le lagrangien LR du

rayonnement, qui ne dépend que des variables du rayonnement, l’hamiltonien du
système global contient un terme HR identique à celui (56) trouvé pour le champ
libre.

Pour obtenir les autres termes provenant des moments conjugués de particules
et de la soustraction de LP et LI , calculons d’abord

∑
a ṙa · pa. L’équation (98)

donne :
∑

a

ṙa · pa =
∑

a

[
maṙ

2
a + qaṙa ·A⊥(ra)

]
(99)

Il faut ensuite soustraire de (99) les valeurs de LP et LI données par les équations
(75) et (78). Le terme provenant de LI compense le dernier terme du second membre
de (99) et il reste :

VCoul +
∑

a

1

2
maṙ

2
a = VCoul +

∑

a

[pa − qaA⊥(ra)]
2

2ma
(100)

Finalement, l’hamiltonien du système global est donné par :

H = HR + VCoul +
∑

a

[pa − qaA⊥(ra)]
2

2ma
(101)

où HR a la même forme que (56) pour le rayonnement libre. Nous justifions ainsi
l’expression de H donnée par l’équation (A-40) du Chapitre XVIII.

3-e. Relations de commutation

Comme les variables du rayonnement et leurs moments conjugués sont les
mêmes que pour le champ libre, les relations de commutation pour le champ libre
données par l’équation (59) demeurent valables :
[
ˆ̃A⊥ε(k),

ˆ̃Π
†
⊥ε′(k′)

]
= i~ δεε′ δ(k − k′) (102)

tous les autres commutateurs étant nuls. Quant aux relations de commutation des
positions et moments conjugués des particules, ce sont les relations habituelles :
[
rai , pbj

]
= i~ δab δij (103)

où les indices a, b repèrent les particules et les indices i, j = x, y, z les composantes
cartésiennes de r et p.

Comme au § 2-g, on peut étendre ces relations de commutation au cas où les
impulsions sont discrètes.
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Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter une description quantique du champ
électromagnétique et de ses interactions avec un ensemble de particules chargées.
Une telle description est en effet nécessaire pour interpréter certains phénomènes
physiques comme l’émission spontanée d’un photon par un atome excité, ce que
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ne permettent pas les traitements semi-classiques que nous avons utilisés jusqu’ici 1

(champ décrit classiquement, particules quantiquement). Supposons par exemple
qu’un champ monochromatique de fréquence angulaire ω soit représenté par un
champ classique E0 cosωt ; son interaction avec un atome est alors décrite par l’ha-
miltonien ĤI = −D̂ ·E0 cosωt, où D̂ est un opérateur (moment dipolaire électrique)
tandis que E0 reste une grandeur classique 2. Un tel traitement est suffisant pour
comprendre comment le champ peut exciter l’atome de manière résonnante depuis
son niveau fondamental a d’énergie Ea vers un niveau excité b d’énergie Eb, lorsque
ω est proche de la pulsation de Bohr atomique ω0 = (Eb − Ea) /ℏ. Mais supposons
maintenant que l’atome se trouve initialement dans l’état excité b, et en l’absence de
tout rayonnement incident. Le champ classique E0 est alors identiquement nul, ainsi
donc que l’hamiltonien d’interaction ĤI , de sorte que l’hamiltonien du système total
se réduit à l’hamiltonien atomique ĤA. Comme cet opérateur est indépendant du
temps, ses états propres sont stationnaires, en particulier l’état excité b. La théorie
semi-classique prédit ainsi qu’un atome, initialement excité dans un état b en l’ab-
sence de rayonnement incident, demeure indéfiniment dans cet état. Or ce n’est pas
ce qui est observé expérimentalement : au bout d’un certain temps, l’atome tombe
spontanément dans un niveau inférieur a en émettant un photon dont la fréquence
est voisine de ω0 = (Eb − Ea) /ℏ. Ce processus est appelé émission spontanée ; le
temps moyen nécessaire pour qu’il se produise est appelé durée de vie radiative de
l’état excité b. Ceci fournit un premier exemple de situation où un traitement quan-
tique du rayonnement est indispensable. Mais cet exemple est loin d’être isolé : de
nombreuses expériences, de plus en plus élaborées, ont mis en jeu des situations qui
nécessitent une description quantique du champ électromagnétique.

L’objet de ce chapitre est donc de présenter les bases de cette description,
tout en suivant une approche aussi simple que possible – une présentation plus géné-
rale de la quantification du champ de rayonnement électromagnétique est possible en
partant de la formulation lagrangienne de l’électrodynamique (Complément AXVIII).
Dans le chapitre précédent, nous avons souligné l’analogie qui existe entre les modes
propres de vibration du champ de rayonnement et un ensemble d’oscillateurs har-
moniques à une dimension. Dans le § A de ce chapitre, nous allons donc utiliser cette
analogie pour procéder à une quantification simple de cet ensemble d’oscillateurs :
à chaque mode propre i du champ classique, décrit par des variables normales αi et
α∗
i , nous associerons des opérateurs d’annihilation âi et de création â†i qui obéissent

aux relations de commutation bien connues
[
âi, â

†
i

]
= 1. Nous postulerons également

une forme plausible pour l’hamiltonien quantique du système “champ + particules”,
à partir de l’énergie classique de ce système établie dans le chapitre précédent. Nous
verrons alors que les équations d’évolution 3 des diverses grandeurs dans le point
de vue de Heisenberg (Complément GIII) ne sont autres que la transposition des
équations de Maxwell-Lorentz à des opérateurs décrivant les champs et les parti-
cules, convenablement symétrisés. Ceci fournit une justification a posteriori de la
procédure simple de quantification utilisée.

Le § B décrit quelques propriétés importantes du champ libre (en l’absence de

1. C’est par exemple ce qui a été fait au Complément AXIII dans l’étude de l’interaction
d’un atome avec une onde électromagnétique.

2. Pour plus de clarté, nous utilisons dans tout ce chapitre et ses compléments un symbole
“chapeau” pour distinguer l’opérateur Ĝ de la grandeur classique correspondante G.

3. De manière plus concise, nous les appellerons équations de Heisenberg.
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sources). La structure de l’espace des états de ce champ est celle d’un produit tenso-
riel d’espaces de Fock, analogues à ceux étudiés dans le Chapitre XV ; les excitations
élémentaires du champ ne sont autres que les photons. Quelques états importants du
champ seront également décrits : le vide de photons où aucun photon n’est présent,
mais où pourtant il existe dans tout l’espace un champ fluctuant autour d’une valeur
moyenne nulle ; les états quasi classiques, qui reproduisent les propriétés d’un champ
classique donné.

Le § C est consacré à l’étude de l’hamiltonien d’interaction entre champ élec-
tromagnétique et particules, en particulier dans le cas où les particules sont des
atomes neutres (comme dans l’atome d’hydrogène, où les charges positives et né-
gatives des constituants de l’atome s’équilibrent entre elles). Il est alors possible
de distinguer deux types de variables atomiques : les variables du centre de masse
(variables externes) et les variables de la “particule relative” dans le système du
centre de masse (variables internes). Nous étudierons également l’approximation di-
polaire électrique, valable si la longueur d’onde du rayonnement est grande devant
les dimensions atomiques, ainsi que les règles de sélection associées à l’hamiltonien
d’interaction.

A. Quantification du rayonnement en jauge de Coulomb

A-1. Règles de quantification

Dans le chapitre précédent, nous avons établi l’expression suivante de l’énergie
du champ transverse classique :

Htrans = ε0

∫
d3k

∑

ε

ω2

4N 2(k)
[α∗

ε(k, t)αε(k, t) + αε(k, t)α
∗
ε(k, t)] (A-1)

où αε(k, t) et α∗
ε(k, t) sont les variables normales décrivant l’état du champ trans-

verse, et où N (k) est une constante de normalisation réelle apparaissant dans les
équations qui définissent les variables normales en fonction du potentiel vecteur
transverse et de sa dérivée temporelle :

α(k, t) = N (k)

[
Ã⊥(k, t) +

i

ω
˙̃
A⊥(k, t)

]

α∗(k, t) = N (k)

[
Ã∗

⊥(k, t)−
i

ω
˙̃
A∗

⊥(k, t)

]
(A-2)

L’analogie entre le champ transverse libre et un ensemble d’oscillateurs harmoniques
classiques de fréquence ω associés aux modes {k, ε} apparaît clairement sur l’expres-
sion (A-1).

Pour quantifier le champ, cette analogie suggère de remplacer les variables
normales α(k, t) et α∗(k, t) par des opérateurs d’annihilation et de création. Nous
utiliserons dans ce § A le point de vue de Schrödinger où ces opérateurs sont in-
dépendants du temps, et où la dépendance temporelle est contenue uniquement
dans l’évolution du vecteur d’état. La quantification consistera donc à remplacer les
αε(k, t = 0) par des opérateurs d’annihilation aε(k) indépendant du temps, ainsi
bien sûr que les α∗

ε(k, t = 0) par les opérateurs de création adjoints a†ε(k). Lorsque
cette opération est effectuée sur (A-1), pour que l’hamiltonien quantique obtenu soit
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une somme d’hamiltoniens d’oscillateurs harmoniques standard, il faut que le facteur
ω2/4N 2(k) multipliant le crochet du second membre de (A-1) soit égal à ~ω/2ǫ0.
Nous choisirons donc pour N (k) la valeur :

N (k) =

√
ǫ0 ck

2~
=

√
ǫ0 ω

2~
(A-3)

Nous retrouvons ainsi la relation (69) du Complément AXVIII, obtenue à partir des
relations de commutation. Remplaçons alors dans (A-1) les variables normales clas-
siques αε(k, t) et α∗

ε(k, t) par les opérateurs âε(k) et â†ε(k) satisfaisant aux relations
de commutation :[

âε(k), â
†
ε′(k

′)
]
= δεε′ δ(k − k′) (A-4a)

[âε(k), âε′(k′)] =
[
â†ε(k), â

†
ε′(k

′)
]
= 0 (A-4b)

On obtient l’opérateur hamiltonien (cet opérateur sera souvent utilisé, de sorte que
nous simplifierons la notation Ĥtrans en ĤR) :

ĤR ≡ Ĥtrans =

∫
d3k

∑

ε

~ω

2

[
â†ε(k)âε(k) + âε(k)â

†
ε(k)

]
(A-5)

qui a la forme attendue pour l’hamiltonien quantique du champ transverse.
Etendant une telle procédure, nous remplaçons ensuite les variables normales

classiques par des opérateurs d’annihilation et de création dans toutes les expressions
classiques établies dans le chapitre précédent pour les diverses grandeurs physiques.
L’impulsion transverse – cf. équation (B-27) du Chapitre XVIII – devient ainsi :

P̂trans =

∫
d3k

∑

ε

~k

2

[
â†ε(k)âε(k) + âε(k)â

†
ε(k)

]
(A-6)

Quant aux champs transverses, écrits en (B-29), (B-30) et (B-28) du Chapitre XVIII,
ils deviennent des combinaisons linéaires des opérateurs d’annihilation et de créa-
tion :

Ê⊥(r) = i

∫
d3k

(2π)3/2

∑

ε

[
~ω

2ε0

]1/2 [
âε(k) ε e

ik·r − â†ε(k) ε e−ik·r
]

(A-7)

B̂(r) =
i

c

∫
d3k

(2π)3/2

∑

ε

[
~ω

2ε0

]1/2 [
âε(k) κ× ε eik·r − â†ε(k) κ× ε e−ik·r

]

(A-8)

Â⊥(r) =
∫

d3k

(2π)3/2

∑

ε

[
~

2ε0ω

]1/2 [
âε(k) ε e

ik·r + â†ε(k) ε e
−ik·r] (A-9)

Enfin, l’énergie totale du système “particules + champs” donnée par la relation
(A-47) du Chapitre XVIII devient :

Ĥ =
1

2ma

∑

a

[
p̂a − qaÂ⊥(r̂a)

]2
+ V̂Coul

+

∫
d3k

∑

ε

~ω

2

[
â†ε(k)âε(k) + âε(k)â

†
ε(k)

]

(A-10)
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qui a une forme plausible pour être considérée comme l’hamiltonien quantique du
système “particules + champs”. Les opérateurs positions r̂a et impulsions p̂a définis
à partir de l’équation (A-46) du Chapitre XVIII satisfont aux relations de commu-
tation habituelles :

[(r̂a)i, (p̂b)j ] = i~ δab δij (A-11a)

[(r̂a)i, (r̂b)j ] = [(p̂a)i, (p̂b)j ] = 0 (A-11b)

Les règles de quantification que nous venons d’introduire de manière heuristique
ont l’avantage de la simplicité. Nous allons de plus montrer que les équations de
Heisenberg des divers opérateurs décrivant les particules et les champs, déduites de
l’hamiltonien (A-10) ainsi que des relations de commutation (A-4), (A-11a) et (A-
11b), sont bien les équations de Maxwell-Lorentz entre opérateurs. Un tel résultat
conforte a posteriori la procédure de quantification exposée dans ce chapitre.

A-2. Rayonnement contenu dans une boîte

Dans un espace infini, k est une variable continue, et il existe une infinité
continue de modes. Mais, comme nous l’avons mentionné au § B-3 du Chapitre
XVIII, il est souvent plus commode de considérer que les champs sont contenus
dans un cube de côté L avec des conditions aux limites périodiques ; la variable k

devient alors discrète :

kx,y,z = 2π nx,y,z/L (A-12)

où nx,y,z sont des entiers positifs, négatifs ou nuls. Si L est suffisamment grand,
toutes les prédictions physiques doivent être indépendantes de L. Une telle approche
conduit à remplacer les intégrales de Fourier par des séries de Fourier et les intégrales
sur k par des sommes discrètes. Pour un champ classique, les variables continues
αε(k, t) deviennent alors des variables discrètes αk,ε(t) ; si le champ est nul hors de
la boîte, la relation (B-35) du chapitre XVIII indique le coefficient de multiplication
qui s’introduit alors entre les deux types de variables.

Pour quantifier le système, on procède alors comme précédemment. En point
de vue de Schrödinger, chaque coefficient classique αk,ε(t = 0) d’une série de Fourier
devient un opérateur d’annihilation âkε ; chaque coefficient α∗

k,ε(t = 0) devient un

opérateur de création â†kε. Ce dernier crée un quantum dans un mode du champ
confiné à l’intérieur de la boîte (au lieu de s’étendre dans tout l’espace). Les relations
de commutation (A-4) deviennent alors :
[
âk,ε, â

†
k,ε′

]
= δεε′ δk,k′ (A-13a)

[âk,ε, âk′,ε′ ] =
[
â†k,ε, â

†
k′,ε′

]
= 0 (A-13b)

La relation (B-36) du Chapitre XVIII indique que, une fois que les variables
discrètes ont été insérées dans les expressions des champs, il faut appliquer la règle
suivante de correspondance entre sommes continues et discrètes :

∫
d3k =⇒

(
2π

L

)3/2∑

k

(A-14)
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Les expressions (A-7) à (A-9) sont alors modifiées. Par exemple, la relation (A-7)
devient :

Ê⊥(r) = i
∑

k,ε

[
~ω

2ε0L3

]1/2 [
âk,ε ε eik·r − â†k,ε ε e−ik·r

]
(A-15)

En plus du remplacement de l’intégrale par une somme discrète, accompagné d’une
multiplication par un facteur (2π)3/2, il faut donc ne pas oublier de diviser le déve-
loppement du champ par la racine carrée du volume L3. Les deux relations (A-8) et
(A-9) subissent les mêmes modifications.

A-3. Equations de Heisenberg

A-3-a. Equations de Heisenberg des particules matérielles

Commençons par l’équation d’évolution de r̂a(t) :

˙̂ra(t) =
1

i~

[
r̂a(t), Ĥ

]
(A-16)

Le seul terme de l’hamiltonien (A-10) qui ne commute pas avec r̂a est le premier
terme. En utilisant la relation de commutation qui découle de (A-11a) et (A-11b) :

[(r̂a)i, f((p̂a)j)]) = δij
∂f

∂(p̂a)i
(A-17)

nous obtenons :

˙̂ra(t) =
1

i~

[
r̂a(t),

1

2ma

(
p̂a(t)− qaÂ⊥(r̂a, t)

)2]

=
1

ma

[
p̂a(t)− qaÂ⊥(r̂a, t)

]
(A-18)

Cette égalité n’est autre que la transposition opératorielle :

p̂a(t) = ma
˙̂ra(t) + qaÂ⊥(r̂a, t) (A-19)

de l’équation classique reliant impulsion pa et quantité de mouvement maṙa.
Considérons maintenant l’équation de Heisenberg donnant l’évolution de la

vitesse v̂a de la particule a. Elle fournit l’équation de la dynamique de cette particule :

ma
˙̂va(t) = ma

¨̂ra(t) =
ma

i~

[
v̂a(t), Ĥ

]
(A-20)

Nous effectuons ci-dessous le calcul du commutateur
[
v̂a(t), Ĥ

]
; il conduit à l’équa-

tion quantique du mouvement de la particule a :

ma
¨̂ra = qaÊ(r̂a) +

qa
2

[
v̂a × B̂(r̂a)− B̂(r̂a)× v̂a

]
(A-21)

qui n’est autre que l’équation de Lorentz quantique décrivant le mouvement des
particules sous l’effet de l’interaction avec le champ magnétique B̂ et avec le champ

électrique total Ê = Ê‖+Ê⊥. La force magnétique qa
[
v̂a × B̂(r̂a)− B̂(r̂a)× v̂a

]
/2
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prend une forme particulière qui résulte, comme le montre le calcul ci-dessous, du
calcul des équations de Heisenberg ; cette forme provient du fait que l’opérateur
v̂a × B̂(r̂a) n’est pas hermitique. Pour le rendre hermitique, il faut lui ajouter son

adjoint
(
v̂a × B̂(r̂a)

)†
, qui n’est autre que −B̂(r̂a)× v̂a, et diviser le tout par 2.

Démonstration de l’équation (A-21)
Pour calculer le commutateur de mav̂a/i~ avec le premier terme de Ĥ, il est
commode de calculer au préalable les commutateurs suivants :

m2
a [(v̂a)j , (v̂a)l] = −qa

[
(p̂a)j , (Â⊥(r̂a))l

]
− qa

[
(Â⊥(r̂a))j , (p̂a)l

]

= i~qa
[
∂j(Â⊥(r̂a))l − ∂l(Â⊥(r̂a))j

]

= i~qa
∑

k

εjlk(B̂(r̂a))k, (A-22)

où εjkl est le tenseur complètement antisymétrique permettant d’écrire les com-
posantes du produit vectoriel de deux vecteurs a et b sous la forme (a × b)k =∑

jl εkjlajbl. On obtient ainsi :

ma

i~

[
(v̂a)j ,

∑

l

ma(v̂a)
2
l /2

]

=
m2

a

2i~

∑

l

{
(v̂a)l [(v̂a)j , (v̂a)l] +

[
(v̂a)j , (v̂a)l

]
(v̂a)l

}
(A-23)

=
qa
2

∑

k

∑

l

εjlk
{
(v̂a)l(B̂(r̂a))k + (B̂(r̂a))k(v̂a)l

}
(A-24)

La dernière ligne de (A-24) peut être écrite sous la forme :

qa
2

[
v̂a × B̂(r̂a)− B̂(r̂a)× v̂a

]

j
(A-25)

et apparaît comme la composante sur l’axe j de la force magnétique symétrisée.
Le commutateur de mav̂a/i~ avec le second terme de Ĥ s’écrit :

ma

i~
[(v̂a)j , VCoul] =

1

i~
[(p̂a)j , VCoul] = − ∂

∂(r̂a)j
VCoul = qa(Ê‖(r̂a))j (A-26)

Il décrit l’interaction de la particule a avec le champ électrique longitudinal.
Reste enfin à calculer le commutateur de mav̂a/i~ avec le dernier terme de Ĥ. En
utilisant les relations de commutation (A-4) et les expressions (A-9) et (A-7) de
Â⊥ et Ê⊥, on obtient :

ma

i~

[
(v̂a)j ,

∫
d3k

∑

ε

~ω
(
â†ε(k, t)âε(k, t) + 1/2

)]

= iqa

∫
d3k

∑

ε

ω
[
(Â⊥(r̂a))j , â

†
ε(k, t)âε(k, t)

]

= qa(Ê⊥(r̂a))j (A-27)

Ce terme décrit l’interaction de la particule a avec le champ électrique transverse.
Finalement, le regroupement de (A-25), (A-26) et (A-27) conduit à (A-21).

431



CHAPITRE XIX QUANTIFICATION DU RAYONNEMENT ÉLECTROMAGNÉTIQUE

A-3-b. Equations de Heisenberg des champs

Comme tous les champs sont des combinaisons linéaires des opérateurs âε(k, t)
et â†ε(k, t), il suffit de considérer l’équation de Heisenberg pour âε(k, t) :

˙̂aε(k, t) =
1

i~

[
âε(k, t), Ĥ

]
(A-28)

Le commutateur avec le premier terme de Ĥ donne :

1

i~

[
âε(k, t),

∑

a

mav̂
2
a

2

]
=
∑

a

ma

2i~

{
v̂a ·

∂v̂a

∂â†ε(k, t)
+

∂v̂a

∂â†ε(k, t)
· v̂a
}

=
∑

a

iqa
2~
A(k) ε ·

[
v̂ae

−ik·r̂a + e−ik·r̂a v̂a
]

(A-29)

Si l’on introduit l’opérateur courant (symétrisé pour le rendre hermitique) :

ĵ(r) =
1

2

∑

a

qa [v̂aδ(r − r̂a) + δ(r − r̂a)v̂a] (A-30)

l’équation (A-29) peut être ré-écrite sous la forme :

∑

a

iqa
2~
A(k) ε ·

[
v̂ae

−ik·r̂a + e−ik·r̂a v̂a
]
=

i√
2ε0~ω(2π)3

∫
d3r e−ik·rε · ĵ(r)

=
i√

2ε0~ω
ε · ˜̂j(k) (A-31)

Le commutateur avec le second terme de Ĥ est nul, alors que le commutateur avec
le troisième donne, compte tenu de (A-4) :

1

i~

[
âε(k, t),

∫
d3k

∑

ε

~ω
(
â†ε(k, t)âε(k, t) + 1/2

)
]
= −iωâε(k, t) (A-32)

Finalement, le regroupement de (A-31) et (A-32) donne :

˙̂aε(k, t) + iωâε(k, t) =
i√

2ε0~ω
ε · ˜̂j(k, t) (A-33)

qui est, pour l’opérateur âε(k, t), une équation d’évolution de même forme que l’équa-
tion d’évolution des variables normales classiques α(k, t), donnée par l’équation (B-
19) du Chapitre XVIII. Comme cette dernière est équivalente aux équations de
Maxwell pour les champs transverses, la conclusion est que les équations de Heisen-
berg des champs transverses quantiques ne sont autres que des équations de Maxwell
habituelles appliquées aux opérateurs champ.

B. Les photons, excitations élémentaires du champ quantique libre

Nous étudions maintenant un certain nombre de propriétés du champ électro-
magnétique ainsi quantifié, en commençant par le cas plus simple : celui du champ
en l’absence de particules chargées.
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B-1. Espace de Fock du champ quantique libre

L’espace des états du système total champ + particules est le produit tensoriel
de l’espace des états des particules EP par celui du champ de rayonnement ER.
Ce dernier est lui-même le produit tensoriel des espaces des états des oscillateurs
harmoniques associés aux divers modes {k, ε} :

ER = Ek1,ε1 ⊗ Ek2,ε2 ⊗ ....⊗ Eki,εi ⊗ ... (B-1)

où Eki,εi est l’espace des états de l’oscillateur associé au mode {ki, εi}, de fréquence
ωi.

Nous supposerons que le rayonnement est contenu dans un cube de côté L,
comme nous l’avons déjà fait au § A-2. Les opérateurs âε(k) dépendant des variables
continues k se transforment alors en des opérateurs âki,εi

dépendant uniquement de
variables discrètes. On peut même utiliser des notations âi plus concises, où l’indice
i désigne 4 l’ensemble des indices ki, εi ; les opérateurs âε(k) deviennent alors les âi.
Comme nous supposerons dans cette partie les interactions nulles, il sera commode
d’utiliser le point de vue de Heisenberg. La dépendance temporelle des âi et â†i est
particulièrement simple, puisque :

âi(t) = exp(iĤRt/~) âi exp(−iĤRt/~) = âi e
−iωit (B-2)

ainsi que la relation adjointe.
Une fois les variables discrètes insérées dans les expressions continues des

champs, il faut utiliser la règle (A-14) pour transformer les intégrales continues
en sommes discrètes. Les développements de ces champs en variables normales sont
alors :

Ê⊥(r, t) = i
∑

i

(
~ωi
2ǫ0L3

)1/2 [
âiεie

i(ki·r−ωit) − â†iεie−i(ki·r−ωit)
]

(B-3)

B̂(r, t) = i
∑

i

(
~ki

2ǫ0L3

)1/2 [
âiκi × εie

i(ki·r−ωit) − â†iκi × εie
−i(ki·r−ωit)

]

(B-4)

Â⊥(r, t) =
∑

i

(
~

2ǫ0ωiL3

)1/2 [
âiεie

i(ki·r−ωit) + â†iεie
−i(ki·r−ωit)

]
(B-5)

ĤR =
∑

i

~ωi
2

[
â†i âi + âiâ

†
i

]
=
∑

i

~ωi

[
â†i âi +

1

2

]
(B-6)

P̂trans =
∑

i

~ki

2

[
â†i âi + âiâ

†
i

]
=
∑

i

~ki â
†
i âi (B-7)

On remarque que le dernier terme de (B-7) ne contient pas de 1/2, du fait que∑
i ki = 0.

4. Pour chaque ki, il existe deux vecteurs polarisation εi1 et εi2 perpendiculaires à ki et per-
pendiculaires entre eux. La notation compacte

∑
i doit donc être comprise comme une sommation

sur ki et, pour chaque valeur de ki, sur εi1 et εi2.
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B-2. Interprétation corpusculaire des états d’énergie et d’impulsion totales déterminées

Considérons tout d’abord le mode i. Les valeurs propres de l’opérateur â†i âi
qui apparaît dans les expressions (B-6) et (B-7) de ĤR et P̂trans sont tous les entiers
ni positifs ou nuls :

â†i âi|ni〉 = ni|ni〉, ni = 0, 1, 2... (B-8)

Rappelons l’action bien connue des opérateurs â†i et âi sur les états |ni〉 :

â†i |ni〉 =
√
ni + 1|ni〉

âi|ni〉 =
√
ni|ni − 1〉

âi|0i〉 = 0 (B-9)

Comme â†i âi commute avec â†j âj , les états propres de ĤR et P̂trans sont les
produits tensoriels des états propres |n1...ni...〉 = |n1〉 ⊗ ... ⊗ |ni〉... des opérateurs
â†1â1,...â

†
i âi ... :

ĤR|n1...ni...〉 =
∑

i

(
ni +

1

2

)
~ωi|n1...ni...〉 (B-10a)

P̂trans|n1...ni...〉 =
∑

i

ni~ki|n1...ni...〉 (B-10b)

L’état fondamental du champ correspond à tous les ni nuls et sera noté |0〉 :

|0〉 = |01...0i...〉 (B-11)

les états |n1...ni...〉 étant obtenus par action d’un certain nombre d’opérateurs de
création sur cet état |0〉 :

|n1...ni...〉 =
(â†1)

n1

√
n1!

...
(â†i )

ni

√
ni!

...|0〉 (B-12)

Par rapport à l’état fondamental du champ, l’état |n1...ni...〉 a une énergie
∑
i ni~ωi

et une impulsion
∑
i ni~ki. Il peut être interprété comme décrivant un ensemble de

n1 particules d’énergie ~ω1 et d’impulsion ~k1, ..., de ni particules d’énergie ~ωi
et d’impulsion ~ki, ... Ces particules caractérisent les excitations élémentaires du
champ quantique et sont appelées photons. Le nombre quantique ni représente donc
le nombre de photons occupant le mode i, de sorte que l’état fondamental |0〉, qui
correspond à tous les ni nuls, peut être appelé le vide de photons.

S’il existe pour des photons des états propres de l’impulsion et de l’énergie,
il n’existe pas d’état quantique du champ électromagnétique dont la position serait
parfaitement déterminée ; aucun opérateur de position n’est associé à ce champ. La
situation est donc différente de celle que l’on rencontre avec des particules massives,
qui ont à la fois un opérateur de position et un autre d’impulsion ; les fonctions
d’onde dans les deux représentations sont reliées par une simple transformation de
Fourier. Cette absence d’opérateur position est reliée à l’impossibilité, en superpo-
sant linéairement des ondes électromagnétiques qui sont transversales, de construire
une onde vectorielle qui serait parfaitement localisée en un point de l’espace. Le
caractère relativiste et transversal du champ électromagnétique se traduit par des
relations de commutation de ses composantes qui font intervenir une fonction delta
transverse (Complément AXVIII, § 2-e) au lieu d’une fonction delta ordinaire.
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B-3. Quelques exemples d’états quantiques du rayonnement

Etudions maintenant quelques exemples d’états dans lesquels peut se trouver
le rayonnement quantique.

B-3-a. Vide de photons

La présence du terme 1/2 dans la parenthèse du second membre de (B-10a)
entraîne que l’énergie de l’état vide n’est pas nulle, mais égale à

∑
i ~ωi/2 ; or cette

somme est une quantité infinie. Nous trouvons ici un premier exemple des difficultés
liées aux divergences qui apparaissent en électrodynamique quantique. Elles peuvent
être résolues par les techniques de renormalisation, dont l’exposé sort du cadre de
cet ouvrage. Nous contournerons cette difficulté en ne prenant en compte que les
différences d’énergie par rapport au vide.

Si l’on considère un seul mode i du champ, l’énergie ~ωi/2 de l’état vide de
ce mode est finie et rappelle l’énergie de point zéro d’un oscillateur harmonique de
fréquence ωi. Rappelons que cette énergie de point zéro est due à l’impossibilité
d’annuler simultanément la position x et l’impulsion p de l’oscillateur en raison des
relations de Heisenberg. L’état d’énergie la plus basse de l’oscillateur résulte donc
d’un compromis entre énergie cinétique, proportionnelle à p2, et énergie potentielle,
proportionnelle à x2 (problème discuté dans le § D-2 du Chapitre V). Les mêmes
arguments peuvent être développés pour la contribution du mode i au champ élec-
trique Ê⊥(r, t) et au champ magnétique B̂(r, t) en un point donné r ; d’après (B-3)
et (B-4), ce sont deux superpositions linéaires différentes des opérateurs âi et â†i , qui
donc ne commutent pas. Il est donc impossible d’annuler simultanément l’énergie
électrique, proportionnelle à Ê2

⊥, et l’énergie magnétique, proportionnelle à B̂2.
On peut d’ailleurs calculer la valeur moyenne et la variance de la contribution

du mode i au champ électrique Ê⊥(r, t) en un point r. Comme âi et â†i changent ni
de ±1, un calcul simple donne :

〈0|Ê⊥(r, t)|0〉mode i = 0 (B-13a)

〈0|Ê2
⊥(r, t)|0〉mode i =

~ωi
2ε0L3

(B-13b)

Des calculs analogues s’appliquent pour le champ magnétique. Ils montrent que,
dans l’état vide de photons, la valeur moyenne des champs électrique et magnétique
est nulle mais que la variance ne l’est pas. Comme le résultat (B-13b) est propor-
tionnel à ~, le fait que la variance des champs dans le vide n’est pas nulle est un
effet quantique.

Remarques
(i) La somme sur tous les modes des expressions (B-13) donne, après remplacement
de la somme discrète par une intégrale :

〈0|Ê⊥(r, t)|0〉 = 0 (B-14a)

〈0|Ê2
⊥(r, t)|0〉 =

∑

i

~ωi

2ε0L3
=

~c

2ε0π2

∫ kM

0

k3dk (B-14b)

La variance du champ électrique diverge donc comme la quatrième puissance de
la borne supérieure de l’intégrale sur k qui apparaît dans la somme sur les modes
de fréquence ω = ck. C’est la même divergence que celle signalée plus haut.
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(ii) On peut aussi calculer les fonctions de corrélation des champs dans le vide 5,
qui caractérisent la dynamique des fluctuations de ces champs. On trouve que
les champs électrique et magnétique fluctuent très rapidement autour de leur va-
leur moyenne nulle. Ces fluctuations sont appelées fluctuations du vide. Certaines
corrections radiatives, comme le déplacement de Lamb ou “Lamb shift” dans les
atomes, peuvent être interprétées physiquement comme résultant de la vibration
de l’électron atomique sous l’effet de l’interaction avec ce champ électrique fluc-
tuant. Cette vibration entraîne en effet que l’électron explore le potentiel coulom-
bien du noyau sur l’étendue de son mouvement de vibration. La correction à son
énergie de liaison que ceci introduit n’est pas la même suivant le niveau d’énergie
dans lequel il se trouve, et on peut comprendre ainsi pourquoi la dégénérescence
entre les états 2s1/2 et 2p1/2 de l’atome d’hydrogène, prévue par l’équation de
Dirac, peut être levée par l’interaction avec les fluctuations du vide 6.

B-3-b. Etats quasi classiques du champ

L’état et les observables d’un champ classique sont caractêrisés par les va-
riables normales {αi} introduites dans le § B. Les états cohérents d’un oscillateur
harmonique à une dimension, étudiés dans le Complément GV, peuvent être uti-
lisés pour construire les états du champ quantique qui reproduisent au mieux les
propriétés du champ classique {αi}

L’état cohérent |α〉, supposé normé, d’un oscillateur harmonique à une dimen-
sion est l’état propre de l’opérateur d’annihilation â, de valeur propre α :

â|α〉 = α|α〉 (B-15)

La valeur propre α peut être complexe car l’opérateur â n’est pas hermitique. L’équa-
tion (B-15) entraîne que :

〈α|â|α〉 = α 〈α|â†|α〉 = α∗ (B-16)

Plus généralement, la valeur moyenne de toute fonction de â et â†, une fois ran-
gée dans l’ordre normal, c’est-à-dire avec tous les opérateurs d’annihilation rangés
à droite des opérateurs de création (Complément BXVI, § 1-a-α), est égale à l’ex-
pression obtenue en remplaçant l’opérateur â par α et l’opérateur â† par α∗. Par
exemple :

〈α|â†â|α〉 = α∗α (B-17)

Considérons alors l’état du champ quantique :

|α1〉 ⊗ |α2〉 ⊗ . . . .|αi〉 · · · = |α1, α2 . . . .αi . . . .〉 (B-18)

pour lequel chaque mode i est dans l’état cohérent |αi〉 correspondant à la variable
normale classique αi. En utilisant les équations (B-16) et (B-17), on peut obtenir les
valeurs moyennes des divers opérateurs champs (B-3), (B-4) et (B-5) dans l’état (B-
18) ; on constate alors qu’elles coïncident avec les valeurs de ces diverses grandeurs
physiques pour un champ classique décrit par les variables normales {αi}. Il en est

5. Voir par exemple le paragraphe III.C.3.c de la référence [15] ainsi que son Complément
CIII.

6. Voir par exemple [16].

436



C. DESCRIPTION DES INTERACTIONS

de même des observables énergie et impulsion du champ transverse (B-6) et (B-
7). C’est pourquoi l’état quantique (B-18), qui reproduit en valeur moyenne toutes
ces propriétés d’un champ classique, est appelé état quasi classique 7. Nous verrons
également plus loin que les fonctions de corrélation des champs quantique et classique
intervenant dans les divers signaux de photodétection coïncident lorsque l’état du
champ est un état quasi classique.

B-3-c. Etats à un photon

Considérons le vecteur d’état :

|Ψ〉 =
∑

i

ci|1i〉 ⊗Πj 6=i|0j〉 (B-19)

superposition linéaire de kets où un mode i contient un photon alors que tous les
autres modes j 6= i sont vides. Un tel ket est un ket propre de l’opérateur nombre
total de photons N̂ =

∑
i â

†
i âi avec la valeur propre 1. C’est donc bien un état à un

photon. En revanche, sauf cas particulier, ce n’est pas un état stationnaire car il n’est
pas état propre de l’énergie ĤR du champ. Il décrit un photon unique se propageant
dans l’espace à la vitesse c. Nous verrons effectivement plus loin (Complément DXX)
qu’un photodétecteur placé dans une petite région de l’espace enregistre, lorsque le
champ est dans l’état (B-19), un signal traduisant le passage dans cette région d’un
paquet d’ondes.

C. Description des interactions

C-1. Hamiltonien d’interaction

L’hamiltonien Ĥ du système “particules + champ” a été donné plus haut. Dans
l’expression (A-10) de cet hamiltonien, séparons les termes qui ne dépendent que des
variables des particules, ceux qui ne dépendent que des variables du rayonnement,
et enfin ceux qui dépendent à la fois des deux types de variables. Nous pouvons alors
écrire Ĥ = ĤP + ĤR + ĤI , où l’hamiltonien des particules est :

ĤP =
∑

a

p̂2
a

2ma
+ V̂Coul (C-1)

alors que celui du rayonnement est :

ĤR =
∑

i

~ωi

(
â†i âi +

1

2

)
(C-2)

Enfin, l’hamiltonien d’interaction est la somme :

ĤI = ĤI1 + ĤI2, (C-3)

avec :

ĤI1 = −
∑

a

qa
2ma

[
p̂a · Â⊥(r̂a) + Â⊥(r̂a) · p̂a

]
(C-4)

7. Pour une discussion plus détaillée des propriétés des états quasi classiques du rayonnement,
voir le § III.C.4 de la référence [15].
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ĤI2 =
∑

a

q2a
2ma

[
Â⊥(r̂a)

]2
(C-5)

(nous avons séparé les termes linéaires et quadratiques vis-à-vis des champs).
De plus, il faut également ajouter à l’hamiltonien d’interaction le terme :

Ĥs
I1 = −

∑

a

M̂ s
a · B̂(r̂a) (C-6)

décrivant l’interaction, avec le champ magnétique du rayonnement, du moment ma-
gnétique de spin des diverses particules :

M̂ s
a = ga

qa
2ma

Ŝa (C-7)

où ga est le “facteur de Landé” de la particule a dont le spin est noté Ŝa.

Remarque
Même avec ce terme supplémentaire, toutes les interactions possibles ne sont pas
contenues dans l’hamiltonien : il faudrait lui ajouter le couplage spin-orbite des
électrons, l’interaction hyperfine entre l’électron et le noyau, etc. – cf. Remarque
(iii) du § C-5. Cependant, l’hamiltonien que nous avons écrit est suffisant dans un
grand nombre de cas.

C-2. Interaction avec un atome. Variables externes et variables internes

Considérons maintenant le cas où le système de particules est constitué d’un
atome que nous supposerons ici neutre, formé d’un électron e dont les opérateurs
position et impulsion sont respectivement r̂e et p̂e et d’un noyau N dont les opé-
rateurs position et impulsion sont respectivement r̂N et p̂N ; les charges des deux
particules sont opposées (qe = −qN = q) et leurs masses sont notées me et mN . C’est
le cas par exemple de l’atome d’hydrogène. Il est bien connu (voir par exemple le
§ B du Chapitre VII) qu’on peut séparer les variables R̂ et P̂ du centre de masse du
système et les variables r̂ et p̂ de la particule relative. Ces deux types de variables
commutent entre elles et sont données par les équations :

{
R̂ =

me r̂e +mN r̂N

M
r̂ = r̂e − r̂N





P̂ = p̂e + p̂N
p̂

m
=

p̂e

me
− p̂N

mN

(C-8)

où nous avons noté la masse totale du système M et sa masse réduite m :

M = me +mN ; m =
memN

M
(C-9)

Exprimé en fonction de ces nouvelles variables, l’hamiltonien de particules s’écrit :

ĤP =
P̂ 2

2M
+

p̂2

2m
+ V̂Coul(r̂) (C-10)

Les variables du centre de masse, appelées encore variables externes, décrivent
le mouvement global de l’atome, alors que les variables de la particule relative,
appelées encore variables internes, décrivent le mouvement dans le référentiel du
centre de masse.
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C-3. Approximation des grandes longueurs d’onde

Dans les hamiltoniens d’interaction (C-4), (C-5) et (C-6) apparaissent les
champs évalués aux positions re et rN de l’électron et du noyau. On peut repé-
rer la position de l’électron et du noyau par rapport à celle du centre de masse et
écrire par exemple :

Â⊥(r̂e) = Â⊥(R̂+ r̂e − R̂) (C-11)

Dans un atome, la distance entre la position de l’électron ou du noyau et celle du
centre de masse de l’atome est de l’ordre de la dimension de l’atome, c’est-à-dire
une fraction de nanomètre. Or, les longueurs d’onde des rayonnements susceptibles
d’interagir de manière résonnante avec l’atome sont de l’ordre d’une fraction de
micron, beaucoup plus grandes que la dimension atomique. On peut donc négliger
la variation des champs sur des distances de l’ordre de |re − R| (ou |rN − R|) et
écrire :

Â⊥(r̂e) ≃ Â⊥(R̂)

Â⊥(r̂N ) ≃ Â⊥(R̂) (C-12)

Une telle approximation est appelée approximation des grandes longueurs d’onde
(ou approximation dipolaire).

Si l’on effectue cette approximation dans l’hamiltonien d’interaction ĤI1, il
vient :

ĤI1 = − qe
me

p̂e · Â⊥(r̂e)−
qN
mN

p̂N · Â⊥(r̂N )

≃ −q
[
p̂e

me
− p̂N

mN

]
· Â⊥(R̂)

= − q

m
p̂ · Â⊥(R̂) (C-13)

On a utilisé qe = −qN = q ainsi que la définition (C-8) de l’impulsion de la particule
relative.

Quant à l’hamiltonien ĤI2, il devient dans cette approximation :

ĤI2 =
q2e
2me

Â2
⊥(r̂e) +

q2N
2mN

Â2
⊥(r̂N )

≃ q2

2m
Â2

⊥(R̂) (C-14)

Remarque
Pour l’hamiltonien de couplage magnétique de spin Ĥs

I1 écrit en (C-6), on y rem-
place également tous les r̂a par R̂. Mais ce n’est pas suffisant : il faut ajouter
d’autres termes de même ordre, obtenus en incluant les termes du premier ordre
en k · (r̂e − R̂) dans ĤI1 et ĤI2, et représentant des corrections à l’approxima-
tion des grandes longueurs d’onde. En effet, un calcul analogue à celui du § 1.d
du Complément AXIII montre que ces corrections font apparaître des nouveaux
termes d’interaction du même ordre que Ĥs

I1 : interaction entre le moment orbital
L de l’atome et le champ magnétique du rayonnement ; interaction quadrupolaire
électrique.
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C-4. Hamiltonien dipolaire électrique

Dans le cadre de l’approximation des grandes longueurs d’onde, l’hamiltonien
global du système atome + champ s’écrit :

Ĥ =
P̂ 2

2M
+

1

2m

[
p̂− qÂ⊥(R̂)

]2
+ V̂Coul +

∑

i

~ωi
2

[
â†i âi + âiâ

†
i

]
(C-15)

Nous allons effectuer sur cet hamiltonien une transformation unitaire qui conduit à
un nouvel hamiltonien d’interaction ne comportant qu’un seul terme, de la forme
−D̂ · Ê⊥(R̂), où D̂ est l’opérateur moment dipolaire électrique de l’atome :

D̂ = q r̂ (C-16)

et Ê⊥(R̂) le champ quantique donné par l’expression (B-3). Ce nouvel hamiltonien
d’interaction est appelé hamiltonien dipolaire électrique.

Pour trouver la forme de cette transformation unitaire, il est commode de
commencer par le cas plus simple où le champ de rayonnement est traité classique-
ment.

C-4-a. Hamiltonien dipolaire électrique pour un champ classique

Si le champ de rayonnement est traité classiquement, comme un champ exté-
rieur dont la dynamique est imposée de l’extérieur et dont la dépendance temporelle
est donc fixée, le dernier terme de (C-15) n’existe pas ; l’opérateur Â⊥(R̂), qui fi-
gure dans le second terme doit être remplacé par le champ extérieur A⊥e(R̂, t).
L’hamiltonien du système s’écrit alors :

Ĥ =
P̂ 2

2M
+

1

2m

[
p̂− qA⊥e(R̂, t)

]2
+ V̂Coul (C-17)

Nous cherchons une transformation unitaire qui effectue une translation de
p̂ d’une quantité qA⊥e(R̂, t), de sorte que le second terme de (C-17) se réduise à
p̂2/2m. Une telle transformation s’écrit :

T̂ (t) = exp

[
− i
~
q r̂ ·A⊥e(R̂, t)

]
(C-18)

En effet, on vérifie en utilisant [p̂, f(r̂)] = −i~ ∂f/∂r̂ et le fait que la variable interne
r̂ commute avec la variable externe R̂, que :

T̂ (t) p̂ T̂ †(t) = p̂+ qA⊥e(R̂, t) (C-19)

Les autres termes de (C-17), qui ne dépendent pas de p̂, demeurent inchangés dans
la transformation. En revanche, comme cette transformation dépend explicitement
du temps via le terme qA⊥e(R̂, t), le nouvel hamiltonien H ′, qui régit l’évolution du
nouveau vecteur d’état :

|Ψ′

(t)〉 = T̂ (t)|Ψ(t)〉 (C-20)

est donné par :

Ĥ
′

(t) = T̂ (t)Ĥ(t)T̂ †(t) + i~

[
dT̂ (t)

dt

]
T̂ †(t) (C-21)
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Comme de plus :

i~

[
dT̂ (t)

dt

]
T̂ †(t) = qr̂ · ∂A⊥e(R̂, t)

∂t
= −D̂ ·E⊥e(R̂, t) (C-22)

où D̂ est le moment dipolaire électrique de l’atome défini en (C-16), on obtient
finalement :

Ĥ
′

(t) =
P̂ 2

2M
+

p̂2

2M
+ VCoul − D̂ ·E⊥e(R̂, t) (C-23)

dont le dernier terme a bien la forme attendue pour un hamiltonien dipolaire élec-
trique.

C-4-b. Hamiltonien dipolaire électrique pour un champ quantique

Les résultats précédents suggèrent de considérer la transformation unitaire :

T̂ = exp

[
− i
~
q r̂ · Â⊥e(R̂)

]
(C-24)

où c’est maintenant l’opérateur Â⊥(R̂) qui figure dans l’exponentielle. On peut
vérifier que cet opérateur est toujours un opérateur de translation pour p̂, de sorte
que le second terme de (C-15) se simplifie en p̂2/2m.

Comme la transformation (C-24) ne dépend plus explicitement du temps, nous
n’avons plus de terme analogue à (C-22). En revanche, il faut étudier la transfor-
mation du dernier terme de (C-15) qui représente l’énergie ĤR du champ transverse
quantique. Pour cela, il est commode de ré-écrire l’expression (C-24) en utilisant le
développement (B-5) de Â⊥(R̂) en âi et â†i :

T̂ = exp

[∑

i

(
λ∗i âi − λiâ†i

) ]
(C-25)

avec :

λi =
i√

2ǫ0~ωiL3
ǫi · D̂ e−iki·R̂ (C-26)

Sous cette forme, l’opérateur T̂ apparaît comme un opérateur de translation, car il
satisfait aux équations :

T̂ âj T̂
† = âj + λj T̂ â†j T̂

† = â†j + λ∗j (C-27)

Pour démontrer (C-27), on peut utiliser (Complément BII, § 5 d) l’identité :

e(A+B) = eAeBe−[A,B]/2 (C-28)

valable si A et B commutent avec leur commutateur [A,B], ainsi que la relation de
commutation

[
â, f(â†)

]
= ∂f/∂â†. La transformation du dernier terme de (C-15)

donne donc :

T̂ ĤRT̂
† =

∑

i

~ωi
2

[
(âi + λi)(â

†
i + λ∗i ) + (â†i + λ∗i )(âi + λi)

]
(C-29)
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Les termes du second membre de (C-29) indépendants de λi et λ∗i redonnent ĤR.
Les termes linéaires en λi et λ∗i donnent :

∑

i

~ωi

(
λiâ

†
i + λ∗i âi

)
= −

∑

i

i

√
~ωi
2ǫ0L3

(
âiεie

iki·R̂ − â†iεie−iki·R̂
)
· D̂

= −Ê⊥(R̂) · D̂ (C-30)

où l’on a utilisé (B-3). On retrouve ainsi la forme dipolaire électrique de l’hamiltonien
d’interaction :

ĤI = −Ê⊥(R̂) · D̂ (C-31)

Enfin, les termes quadratiques en λi et λ∗i introduisent un terme que nous noterons
ĥdip :

ĥdip =
∑

i

~ωiλ
∗
i λi =

∑

i

1

2ε0L3

(
εi · D̂

)2
(C-32)

qui représentent une énergie dipolaire propre de l’atome.
Finalement, le regroupement de tous les termes précédents donne pour l’ha-

miltonien transformé :

Ĥ ′ =
P̂ 2

2M
+

p̂2

2M
+ VCoul + ĤR − D̂ · Ê⊥(R̂) + ĥdip (C-33)

Nous retrouvons donc bien une forme semblable à (C-23), avec en plus un terme
ĥdip.

Remarques :
(i) Un même opérateur mathématique ne décrit pas la même grandeur physique

dans deux représentations qui se déduisent l’une de l’autre par une transformation
unitaire. En particulier, l’opérateur Ê⊥(R̂) apparaissant dans (C-31) ne représente
plus le champ électrique transverse dans le nouveau point de vue, qui serait le
transformé par T̂ de Ê⊥(R̂) ; ce serait donc T̂ Ê⊥(R̂)T̂ †, qui diffère de Ê⊥(R̂).
En fait, on peut montrer que l’opérateur Ê⊥(R̂) représente dans le nouveau point
de vue la grandeur physique D̂(R̂)/ε0 où D̂(R̂) est l’induction électrique (voir
Complément AIV de [15]).

(ii) L’expression de l’énergie propre dipolaire ĥdip est donnée par une intégrale en
k, qui est divergente à l’infini. Il faut toutefois limiter cette intégrale aux valeurs
de k pour lesquelles l’approximation des grandes longueurs d’onde est valable.

C-5. Eléments de matrice de l’hamiltonien d’interaction ; règles de sélection

Considérons un état initial où l’atome est dans l’état interne |ψint
in 〉, dans l’état

externe |ψext
in 〉, et où le rayonnement est dans l’état |ψRin〉. L’hamiltonien d’interac-

tion (C-31) couple cet état initial à un état final où les variables atomiques internes,
externes et les variables de rayonnement sont dans les états |ψint

fin 〉, |ψext
fin 〉, et |ψRfin〉,

respectivement. Comme l’opérateur Ê⊥(R̂) qui figure dans (C-31) est une superpo-
sition linéaire d’opérateurs d’annihilation âi et de création â†i , l’élément de matrice
de ĤI décrit deux types de processus : les processus d’absorption associés à l’opéra-
teur âi au cours desquels un photon disparaît et les processus d’émission associés à
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l’opérateur â†i au cours desquels un photon nouveau apparaît. Cet élément de ma-
trice se factorise en un produit de trois éléments de matrice relatifs aux trois types
de variables qui s’écrivent, pour les processus d’absorption :

i

√
~ωi

2ε0L3

〈
ψint
fin

∣∣ εi · D̂
∣∣ψint

in

〉 〈
ψext
fin

∣∣ exp(iki · R̂ )
∣∣ψext

in

〉 〈
ψRfin

∣∣ âi
∣∣ψRin

〉
(C-34)

et pour les processus d’émission :

−i
√

~ωi
2ε0L3

〈
ψint
fin

∣∣ εi · D̂
∣∣ψint

in

〉 〈
ψext
fin

∣∣ exp(−iki · R̂ )
∣∣ψext

in

〉 〈
ψRfin

∣∣ â†i
∣∣ψRin

〉
(C-35)

Le terme central de ces expressions est un élément de matrice faisant intervenir
les variables atomiques externes ; il exprime la conservation de l’impulsion globale.
En effet, l’opérateur exp(±iki · R̂) est un opérateur de translation de l’impulsion,
d’une quantité ±~ki. Si le centre de masse de l’atome a une impulsion initiale ~Kin,
après l’absorption du photon ki son impulsion finale sera égale à ~Kfin = ~Kin+~ki ;
l’impulsion ~ki du photon absorbé est donc gagnée par l’atome lors de ce processus
d’absorption. On montre de même que l’impulsion de l’atome diminue d’une quantité
~ki lors de l’émission d’un photon.

Dans le premier élément de matrice de (C-34), qui fait intervenir les variables
atomiques internes, l’opérateur D̂ est un opérateur impair. L’élément de matrice
n’est donc différent de zéro que si les états atomiques internes initial et final ont
des parités opposées, ce qui est par exemple le cas des états 1s et 2p de l’atome
d’hydrogène. Nous retrouvons ici une deuxième loi de conservation, la conservation de
la parité. De plus, l’opérateur D̂ est un opérateur vectoriel, ce qui entraîne des règles
de sélection sur le moment cinétique interne, qui seront étudiées dans le Complément
CXIX.

Remarques
(i) La conservation de l’impulsion globale apparaît sur l’élément de matrice central

des expressions (C-34) et (C-35). On peut se demander si ce résultat n’est valable
que pour la forme approchée (C-31) de l’hamiltonien d’interaction utilisée pour
établir ces équations. En fait on peut montrer, à partir des relations de commuta-
tion [pa, F (ra)] = −i~∂F/∂ra et [â†i âi, âi] = −âi, que l’hamiltonien d’interaction
ĤI1 écrit en (C-4) (sans approximation des grandes longueurs d’onde) commute
avec l’impulsion totale du système

∑
a p̂a +

∑
i ~kiâ

†
i âi. Le même résultat est va-

lable pour tous les autres termes de l’hamiltonien d’interaction. Ceci entraîne que
l’hamiltonien d’interaction exact n’a d’éléments de matrice non nuls qu’entre états
de même impulsion totale. La relation de commutation de l’impulsion totale avec
tous les termes de l’hamiltonien traduit l’invariance du système total par trans-
lation spatiale. Les propriétés de ce système ne changent pas si l’on translate de
la même quantité les particules et les champs. Des considérations analogues s’ap-
pliquent à l’invariance par rotation et entraînent que l’hamiltonien d’interaction
ne peut relier que des états de même moment cinétique total. Ces résultats sont
importants pour comprendre simplement les échanges d’impulsion et de moment
cinétique entre atomes et photons, qui sont discutés dans les Compléments AXIX

et CXIX.
(ii) La conservation de l’impulsion totale lors du processus d’absorption, combinée

à la conservation de l’énergie totale, permet de montrer que l’énergie du pho-
ton absorbé diffère de l’énergie séparant les deux niveaux internes entre lesquels
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s’effectue la transition. Deux effets sont responsables de cette différence : l’effet
Doppler et l’effet de recul (Complément AXIX) ; ils jouent un rôle important dans
les méthodes de refroidissement laser.

(iii) Si l’on pousse les calculs au-delà de l’approximation des grandes longueurs
d’onde, on trouve qu’il faut ajouter à l’hamiltonien d’interaction des termes dé-
crivant l’interaction entre le champ magnétique du rayonnement et les moments
magnétiques orbital ou de spin des atomes. Une partie de ces termes a déjà été
donnée en (C-6). Des transitions, appelées dipolaires magnétiques, peuvent alors
apparaître entre niveaux de même parité, contrairement aux transitions dipolaires
électriques étudiées plus haut. D’autres types de transition peuvent également ap-
paraître à ces ordres supérieurs, comme les transitions quadrupolaires.

Notons enfin que si l’état initial du rayonnement contient ni photons, les
deux derniers éléments de matrice de (C-34) et (C-35) valent 〈ni − 1|âi|ni〉 =

√
ni

et 〈ni + 1|â†i |ni〉 =
√
ni + 1. En présence de ni photons incidents, la probabilité

du processus d’absorption est donc proportionnelle à ni alors que la probabilité
d’émission est proportionnelle à ni + 1. Nous verrons dans le Chapitre XX que
cette différence est liée à l’existence de deux types d’émission, l’émission induite et
l’émission spontanée.

Connaissant les expressions des divers hamiltoniens ĤA, ĤR et ĤI , ainsi que
leurs éléments de matrice, nous pouvons maintenant résoudre l’équation de Schrö-
dinger pour calculer les amplitudes de transition entre un état initial et un état
final du système “atome + champ”. Ce sera l’objet du chapitre suivant consacré à
l’étude de divers processus, comme l’absorption ou l’émission de photons dans un
rayonnement monochromatique ou de bande spectrale large, la photo-ionisation, les
processus multiphotoniques, la diffusion de photons.
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COMPLÉMENTS DU CHAPITRE XIX

Les trois compléments de ce chapitre étudient les conséquences des lois de conser-
vation de l’impulsion totale et du moment cinétique total dans les procesus d’absorption
et d’émission de photons par des atomes. Lorsqu’un atome absorbe (ou émet) un photon,
il gagne (ou perd) une énergie, une impulsion et un moment cinétique égaux à l’énergie, à
l’impulsion et au moment cinétique du photon. Ceci permet de “manipuler” diverses proprié-
tés des atomes, et fournit la base des méthodes du pompage optique et du refroidissement
laser.

AXIX : ÉCHANGES D’IMPULSION ENTRE
ATOMES ET PHOTONS

Les échanges d’impulsion entre atomes et

photons jouent un rôle important, en particulier

pour déterminer l’effet Doppler et la forme

des raies spectrales émises ou absorbées par

des gaz. Lorsqu’un atome absorbe et ré-émet

en permanence des photons, son impulsion

peut beaucoup changer ; ceci permet de le

décélérer et de ralentir, voire immobiliser, un

jet atomique sur des distances courtes. Diverses

utilisations de l’effet Doppler permettent

également d’introduire une force de friction qui

ralentit les atomes, et d’obtenir ainsi des gaz

ultrafroids. Lorsque les atomes sont confinés

par un piège, la nature du déplacement Doppler

peut être profondément modifiée, au point de

disparaître (effet Mössbauer). Les processus

multiphotoniques au cours desquels l’impulsion

totale des photons absorbés est nulle sont

également étudiés.

BXIX : MOMENT CINÉTIQUE DU RAYONNE-
MENT

Ce complément est plus technique que le

précédent. Il montre comment le photon peut

être considéré comme une particule de spin 1 ;

cette particule est également munie de moment

cinétique orbital. Le photon possède donc deux

types de moment cinétique. Ces notions sont

utiles pour la lecture du complément suivant.

CXIX : ÉCHANGES DE MOMENT CINÉTIQUE
ENTRE ATOMES ET PHOTONS

Ce complément étudie les échanges entre le

moment cinétique de spin des photons (relié

à la polarisation du faisceau lumineux) et

les degrés de liberté internes des atomes. Les

échanges obéissent à des règles de sélection pour

les transitions atomiques. Ces règles sont à la

base de bien des méthodes expérimentales de

la physique atomique, en particulier celle du

“pompage optique“ où l’action d’un faisceau lu-

mineux polarisé permet d’accumuler les atomes

d’un gaz dans certains sous-niveaux Zeeman.

Ces méthodes donnent lieu à de nombreuses

applications, dont ce complément fournit un

résumé succinct.
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Complément AXIX

Echanges d’impulsion entre atomes et photons

1 Recul d’un atome libre absorbant ou émettant un photon448

1-a Lois de conservation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 448

1-b Effet Doppler, largeur Doppler . . . . . . . . . . . . . . 450

1-c Énergie de recul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 451

1-d Force de pression de radiation dans une onde plane . . . 452

2 Applications de la force de pression de radiation : ra-
lentissement et refroidissement des atomes . . . . . . . 453

2-a Décélération d’un jet atomique . . . . . . . . . . . . . . 453

2-b Refroidissement laser Doppler d’atomes libres . . . . . . 454

2-c Piège magnéto-optique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 462

3 Blocage du recul par un confinement spatial . . . . . . 464

3-a Hypothèses sur le potentiel extérieur de piégeage . . . . 464

3-b Intensités des raies vibrationnelles . . . . . . . . . . . . 465

3-c Influence du confinement sur les spectres d’absorption et
d’émission . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 466

3-d Cas particulier d’un potentiel harmonique à une dimension467

3-e Effet Mössbauer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 468

4 Suppression du recul dans certains processus multi-
photoniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 469

Dans le § C du Chapitre XIX, nous avons étudié les éléments de matrice de
l’hamiltonien d’interaction entre l’atome et le champ. Des règles de sélection ont été
ainsi établies, traduisant la conservation de l’impulsion totale du système “atome
+ champ” lors de l’absorption ou de l’émission de photons par l’atome. L’étude
au Chapitre XX des amplitudes d’absorption et d’émission montrera que l’énergie
globale du système est également conservée au cours de ces processus. Le but de
ce complément est de montrer comment l’utilisation de ces lois de conservation 1

permet de comprendre bien des aspects intéressants des échanges d’impulsion entre
atomes et photons.

Nous commençons au § 1 par étudier le cas d’un atome libre, dont le centre de
masse n’est soumis à aucun potentiel extérieur. Nous établissons les expressions du
déplacement Doppler et de l’énergie de recul qui apparaissent dans l’équation don-
nant la fréquence des photons absorbés ou émis. Dans un gaz contenant un grand
nombre d’atomes de vitesses différentes, la dispersion de ces dernières se traduit par

1. La première étude de ce type est celle de l’effet Compton (1922), où la diffusion d’un
photon par un électron est considérée comme une collision entre ces deux particules. On part des
équations de conservation de l’impulsion totale et de l’énergie totale au cours de la collision, en
attribuant au photon une énergie hν et une impulsion hν/c. On obtient alors, pour la variation de
fréquence du photon diffusé dans une direction donnée, une valeur que confirment les observations
expérimentales.
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un élargissement Doppler des raies d’émission et d’absorption. Cet élargissement,
ainsi que le déplacement lié à l’énergie de recul, introduisent des modifications des
raies observées en spectroscopie à haute résolution, et en limitent donc la préci-
sion. Un autre effet est que, lorsque l’atome absorbe et ré-émet en permanence des
photons, son changement d’impulsion par unité de temps peut être considérable et
donner naissance à une force de pression de radiation. Nous en calculons l’ordre de
grandeur, et montrons qu’elle est capable de produire une décélération ou une accé-
lération de l’atome pouvant être une centaine de milliers de fois plus élevée que celle
due à la pesanteur.

Dans le § 2, nous montrons que cette force est capable de ralentir et d’im-
mobiliser un jet atomique se propageant dans le sens opposé au faisceau lumineux.
La dépendance en vitesse de la force de pression de radiation due à l’effet Doppler
est également très intéressante. Elle permet, en utilisant des faisceaux lumineux de
directions opposées, mais de même intensité et de même fréquence, de réaliser une
force de friction lorsque cette fréquence est inférieure à la fréquence atomique : la
force de pression de radiation est nulle quand la vitesse de l’atome v est nulle, mais
opposée à v quand la vitesse est non nulle, de sorte qu’elle produit un amortissement
de cette vitesse. C’est le principe de l’un des premiers mécanismes de refroidissement
laser qui ait été mis en évidence expérimentalement. Les très basses températures qui
ont été ainsi réalisées, des millions de fois plus basses que la température ambiante,
expliquent le nombre croissant d’applications des atomes ultra-froids ainsi obtenus.
Nous étudierons aussi au § 2-c le principe du piège magnéto-optique mettant en jeu
une dépendance en position de la force de pression de radiation.

Nous décrivons dans les §§ 3 et 4 de ce complément un certain nombre de mé-
thodes qui ont été développées pour supprimer ou contourner les effets liés au recul.
Le confinement de l’atome dans un piège, étudié au § 3, peut empêcher l’atome de
reculer si le confinement est suffisamment fort. Si la transition est multi-photonique,
par exemple si 2 photons de même énergie et d’impulsions opposées sont absorbés
au cours de la transition, le recul communiqué à l’atome est nul ; il n’y a plus d’ef-
fet Doppler. Un exemple important de cette méthode est la spectroscopie à deux
photons sans effet Doppler (§ 4).

1. Recul d’un atome libre absorbant ou émettant un photon

Considérons tout d’abord le cas où l’atome n’est soumis à aucun potentiel
extérieur (atome libre). L’hamiltonien Ĥext des variables externes se réduit au terme
d’énergie cinétique P̂ 2/2M , où P̂ est l’impulsion du centre de masse et M est la
masse totale de l’atome. Les états propres de Ĥext peuvent être choisis comme des
états d’impulsion P et d’énergie P 2/2M bien définies.

1-a. Lois de conservation

Développons le champ de rayonnement en ondes planes de vecteur d’onde k et
de fréquence ω = ck. Les états propres de l’hamiltonien du rayonnement ĤR peuvent
être décrits en termes de photons d’énergie ~ω et d’impulsion ~k. L’hamiltonien
d’interaction ĤI étudié dans le § C du Chapitre XIX est invariant 2 par translation

2. L’hamiltonien d’interaction fait intervenir les valeurs des champs aux points où se trouvent
les particules. Il reste donc invariant quand on déplace à la fois les champs et les particules (d’une
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spatiale du système total “atome + champ”. Il commute donc avec l’impulsion totale
de ce système, de sorte qu’il ne peut induire de transitions qu’entre états de même
impulsion totale. De plus, l’amplitude de transition associée à une interaction de
durée T ne peut relier que des états du système total ayant la même énergie totale,
à ~/T près (nous reviendrons sur ce point plus en détail dans le chapitre suivant).
Ces deux lois de conservation de l’impulsion et de l’énergie totales peuvent être
utilisées pour étudier l’influence du mouvement du centre de masse de l’atome sur
les fréquences des photons qu’il peut absorber ou émettre.

Considérons tout d’abord un processus d’absorption au cours duquel un atome
passe d’un état interne a à un autre état interne b en absorbant un photon d’énergie
~ω et d’impulsion ~k. Nous notons :

~ω0 = Eb − Ea (1)

la différence entre les énergies des deux états internes. L’impulsion initiale (finale)
du centre de masse avant (après) l’absorption du photon est notée Pin (Pfin). La
conservation de l’impulsion totale entraîne que :

Pfin = Pin + ~k (2)

L’énergie totale dans l’état initial est la somme de l’énergie du photon, de l’énergie
interne de l’atome, et de son énergie de translation P 2

in/2M :

Ein = ~ω + Ea +
P 2
in

2M
(3)

Son énergie totale dans l’état final se réduit à l’énergie de l’atome puisque le photon
a été absorbé :

Efin = Eb +
P 2
fin

2M
(4)

La conservation de l’énergie totale entraîne que Ein = Efin. En utilisant (1) et (2),
cette équation devient :

~ω = ~ω0 +
~k · Pin

M
+

~2k2

2M
(5)

Les deux derniers termes de (5) représentent la variation d’énergie externe de l’atome
au cours de la transition – c’est-à-dire la variation de l’énergie cinétique du centre
de masse de l’atome entre l’état final, où elle vaut (Pin + ~k)2/2M , et l’état initial,
où elle vaut P 2

in/2M . Cette équation peut être ré-écrite sous la forme :

ω = ω0 + k · vin +
Erec

~
(6)

où vin = Pin/M est la vitesse initiale du centre de masse et où :

Erec =
~2k2

2M
= ~ωR (7)

même quantité).
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est l’énergie de recul ; c’est l’énergie qu’un atome, initialement au repos, acquiert
après absorption d’un photon d’impulsion ~k.

Le même type de calcul vaut pour un processus d’émission au cours duquel
un atome, dont le centre de masse a l’impulsion initiale Pin, passe de l’état interne b
à l’état interne a en émettant un photon d’énergie ~ω et d’impulsion ~k. L’équation
(6) doit être remplacée par :

ω = ω0 + k · vin −
Erec

~
(8)

où seul un signe a changé par rapport à (6).

1-b. Effet Doppler, largeur Doppler

Le terme k·vin des équations (6) et (8) n’est autre que le déplacement Doppler,
dû au mouvement de l’atome, des fréquences qu’il absorbe ou qu’il émet. En posant :

ω − ω0 = 2π(ν − ν0) = 2π∆ν et k = 2π
ν

c
(9)

on obtient, pour la variation de fréquence ∆ν due à l’effet Doppler, l’expression :

∆ν

ν
=

κ · vin

c
(10)

où κ = k/k est le vecteur unitaire définissant la direction de propagation du photon.
Une théorie quantique du rayonnement n’est d’ailleurs pas indispensable pour rendre
compte de ce déplacement de fréquence ; une théorie classique de l’effet Doppler le
permet également. C’est logique puisque, des deux derniers termes de (6) et (8),
k · vin est le seul qui ne tende pas vers zéro quand ~ tend vers zéro, contrairement
à Erec/~ = ~k2/2M (qui est proportionnel à ~).

Pour un ensemble d’atomes dans un gaz dilué en équilibre thermique à la
température T , les vitesses sont distribuées selon une loi de Maxwell-Boltzmann et
la dispersion ∆v de ces vitesses est de l’ordre de

√
kBT/M où kB est la constante

de Boltzmann. Les écarts ∆ν des fréquences émises ou absorbées par l’atome sont
distribuées suivant une courbe gaussienne 3 dont la largeur ∆νD (écart type de la
distribution de fréquences, égal à la racine carrée de la variance), appelée largeur
Doppler, est donnée par :

∆νD
ν0

=

√
kBT

Mc2
(11)

En général, dans le domaine optique et pour des températures de l’ordre de
300 K, la largeur Doppler ∆νD est de l’ordre de 1GHz =109 Hz, beaucoup plus
petite que la fréquence ν0 (de l’ordre de 1015 Hz), mais beaucoup plus grande que la
largeur naturelle Γ, de l’ordre de 107 Hz. Dans ce domaine, la résolution des mesures
spectroscopiques de fréquence des raies émises par un gaz dilué est généralement
limitée par l’élargissement Doppler des raies.

3. En toute rigueur, cette distribution est le produit de convolution d’une gaussienne par
une courbe de largeur Γ, où Γ est la largeur naturelle (due à l’émission spontanée) de la raie émise
ou absorbée par les atomes. Pour un gaz à température ambiante, Γ est beaucoup plus petit que
la largeur Doppler.
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Effet Doppler relativiste
Les calculs précédents ne sont valables qu’à la limite non relativiste (v ≪ c).
L’expression du déplacement Doppler peut être généralisée pour des valeurs quel-
conques de v en notant que les quatre quantités {kx, ky, kz, ω/c} sont les quatre
composantes d’un quadrivecteur. Supposons l’atome au repos dans un référentiel
R et émettant un photon de fréquence ω le long de l’axe x (nous ignorons ici
l’énergie de recul). Un observateur dans un référentiel R′ se déplaçant à la vi-
tesse v le long de l’axe x voit l’atome s’éloigner à la vitesse −v et mesure une
fréquence ω′ pour le photon émis par l’atome. D’après les expressions relativistes
des transformations des coordonnées d’un quadrivecteur, on a :

ω′ =
ω − kv√
1− v2/c2

(12)

Au premier ordre en v/c, en remplaçant k · vin par −kv on retrouve bien le dé-
placement Doppler de l’équation (8) – la correction relativiste décrite par le dé-
nominateur de (12) étant (en valeur relative) d’ordre v2/c2 pour v ≪ c.

1-c. Énergie de recul

Supposons l’atome initialement immobile de sorte que les termes en k·vin dans
(6) et (8) sont nuls. Quand l’atome absorbe un photon, son impulsion augmente d’une
quantité ~k égale à l’impulsion du photon absorbé. L’atome recule donc avec une
vitesse vrec = ~k/M dans la direction du photon incident, et son énergie cinétique
devient égale à Efin =Mv2rec/2 = Erec. L’énergie ~ω du photon absorbé doit servir,
d’une part à augmenter l’énergie interne de l’atome d’une quantité ~ω0 (puisqu’il
passe de a à b), d’autre part à augmenter son énergie cinétique de 0 à Erec. On a
donc ~ω = ~ω0 + Erec, ce qui correspond bien à (6) dans le cas particulier d’une
vitesse initiale nulle. En revanche, dans un processus d’émission où l’atome passe de
b à a en émettant un photon, cette relation est modifiée. En effet, comme le photon
quitte l’atome avec une impulsion ~k, l’atome recule avec la même impulsion dans la
direction opposée et acquiert une énergie cinétique Erec. La perte d’énergie interne de
l’atome, égale à ~ω0, doit donc maintenant servir, d’une part à augmenter l’énergie
du rayonnement d’une quantité ~ω égale à l’énergie du photon émis, d’autre part à
augmenter l’énergie cinétique de l’atome de zéro à Erec. On a alors ~ω0 = ~ω+Erec,
c’est-à-dire ~ω = ~ω0 −Erec, ce qui redonne bien (8) avec un signe moins au second
membre.

Le recul de l’atome avec une énergie cinétique Erec entraîne donc que les
centres des raies d’absorption et d’émission sont différents (Figure 1) ; ils sont situés
en ω+ωR pour la raie d’absorption, et ω−ωR pour la raie d’émission, où ωR = Erec/~.
Pour un gaz contenant un grand nombre d’atomes en mouvement, la dispersion des
vitesses autour de la vitesse nulle entraîne que chacune de ces deux raies acquiert une
largeur Doppler ∆ωD. Dans le domaine optique, l’ordre de grandeur de la fréquence
de recul ωR est de quelques kHz, très inférieur à la largeur Doppler à température
ambiante et même à la largeur naturelle. Le doublet de recul représenté sur la Figure
1 n’est donc pas résolu : la distance entre les sommets des deux pics est inférieure à
leur largeur.

Cependant, si l’on étudie des raies émises par les noyaux dans le domaine X ou
γ, la fréquence de recul (qui croît comme k2) devient comparable ou même supérieure
à la largeur Doppler (qui ne croît que comme k). Les deux raies de la Figure 1 ne se
recouvrent alors que loin sur leurs ailes. Dans ce cas, le photon émis par un noyau
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∆ωD

Emission Absorption

ωω0

ω0 − ωR ω0 + ωR

Figure 1 – A cause de l’effet de recul de l’atome, les deux raies d’absorption et
d’émission ne coïncident pas, mais forment un doublet appelé doublet de recul ; elles
sont centrées en ω+ωR pour la raie d’absorption et ω−ωR pour la raie d’émission.
Dans un gaz, leur largeur est la largeur Doppler ∆ωD.

dans un état excité b ne peut pratiquement plus être absorbé par un autre noyau
identique dans l’état inférieur a. Nous verrons plus loin comment le recul du noyau
peut être bloqué si la liaison de l’atome possédant ce noyau à d’autres atomes dans
un cristal est suffisamment forte (effet Mössbauer).

1-d. Force de pression de radiation dans une onde plane

Chaque fois que l’atome absorbe un photon, il gagne une impulsion ~k. Si Ṅabs

est le nombre d’absorptions par unité de temps, l’atome gagne donc une impulsion
Ṅabs~k par unité de temps. En régime stationnaire, le nombre d’absorptions Ṅabs

par unité de temps est égal au nombre d’émissions Ṅem par unité de temps. Ce
dernier est lui-même égal à Γσbb, où Γ est la largeur naturelle de l’état excité de
l’atome, et où l’élément diagonal σbb dans b de l’opérateur densité de l’atome est
la probabilité d’occupation de cet état. Le gain d’impulsion par unité de temps de
l’atome peut être considéré comme résultant d’une force agissant sur lui et associée
à la pression de radiation exercée par le faisceau lumineux sur l’atome. Cette force
est appelée “force de pression de radiation”. D’après ce qui précède, elle est égale à 4 :

F = Ṅabs~k = Γσbb~k (13)

Pour évaluer un ordre de grandeur de cette force, supposons que l’intensité
lumineuse soit très grande ; la transition atomique est alors saturée, de sorte que les
probabilités d’occupation σbb et σaa de l’état supérieur b et de l’état inférieur a de

4. Pour calculer la variation d’impulsion, nous n’avons tenu compte ici que des processus
d’absorption de photons. Les processus d’émission spontanée changent aussi l’impulsion de l’atome,
puisque l’atome recule quand il émet un photon. Mais le photon émis spontanément l’est dans toutes
les directions de l’espace, de sorte que le changement de l’impulsion de l’atome est nul en moyenne.
Par contre, il donne naissance à une diffusion de l’impulsion, augmentant la dispersion des vitesses
de l’atome. Nous verrons au § 2-b-γ qu’il faut tenir compte de cette diffusion d’impulsion pour
évaluer les limites du refroidissement laser.
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l’atome sont toutes deux égales à 1/2. On a alors :

F = ~k
Γ

2
(14)

Une telle force peut communiquer à l’atome de masse M une accélération A égale
à F/M , c’est-à-dire encore, compte tenu de (14), à :

A =
~k

M

Γ

2
=

vrec

2τR
(15)

où vrec = ~k/M est la vitesse de recul d’un atome absorbant ou émettant un photon,
et τR = 1/Γ la durée de vie radiative de l’état excité b.

Calculons la valeur de cette accélération pour un atome de sodium. La vitesse
de recul est de l’ordre de 3 × 10−2m/s et la durée de vie radiative de l’ordre de
16.2 × 10−9s, de sorte que l’accélération A est de l’ordre de 106m/s2, soit 105 fois
plus grande que l’accélération due à la pesanteur, égale à 10 m/s2 ! Cette valeur
élevée de A est due au fait que le changement de vitesse de l’atome vrec par cycle
d’absorption-émission, bien que très faible, s’accumule durant un très grand nombre
de cycles 1/2τR effectués par seconde.

2. Applications de la force de pression de radiation : ralentissement et
refroidissement des atomes

Nous étudions maintenant trois applications de la force de pression de radia-
tion utilisant, soit un faisceau laser, soit deux faisceaux laser de même intensité et
de même fréquence, se propageant dans deux directions opposées le long de l’axe
x. Nous verrons au § 2-a comment, avec un seul faisceau laser, la force de pression
de radiation exercée par ce faisceau sur les atomes d’un jet atomique se propageant
dans le sens opposé peut être utilisée pour ralentir, voire immobiliser, les atomes du
jet. Avec deux faisceaux laser se propageant en sens opposés, des effets intéressants
apparaissent si l’on est capable d’introduire un déséquilibre entre les deux forces de
pression de radiation dépendant, soit de la vitesse v de l’atome le long de l’axe x,
soit de sa position x. Nous étudions au § 2-b comment obtenir cette dépendance en
vitesse et comment la somme F des deux forces exercées par les deux ondes, nulle
pour v = 0, devient pour v 6= 0 une fonction non nulle qui, pour v suffisamment
petit, est linéaire en v ; on peut alors l’écrire F ≃ αv. Si le désaccord en fréquence
des deux lasers est adéquat, le coefficient α peut être négatif, de sorte que la force
totale apparaît alors comme une force de friction pouvant amortir les vitesses de
tous les atomes du jet et donc les refroidir. C’est le principe du refroidissement laser
Doppler. Dans le § 2-c, nous montrons comment une dépendance en position peut
être obtenue et comment la force totale, nulle pour x = 0, devient non nulle pour
x 6= 0 et égale à βx pour x suffisamment petit. Si β est négatif, cette force est une
force de rappel pouvant piéger les atomes autour de x = 0. C’est le principe du piège
magnéto-optique.

2-a. Décélération d’un jet atomique

Supposons qu’un jet atomique soit irradié par un faisceau laser résonnant se
propageant en sens opposé de la direction du jet. Sous l’effet de la force de pression
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de radiation, les atomes du jet vont être ralentis. Peut-on parvenir à les immobi-
liser ? Une remarque importante est que, même si le faisceau laser est initialement
résonnant, il va cesser de l’être dès que la vitesse des atomes change, puisque l’effet
Doppler fait sortir les atomes de résonance ; ceci diminue de manière importante la
force de pression de radiation, et donc l’effet de ralentissement. Dans un premier
temps toutefois, et afin de simplifier l’exposé, nous ignorons l’effet Doppler consé-
cutif au changement de vitesse des atomes ; nous verrons plus loin comment il est
effectivement possible de s’en affranchir.

Nous commençons donc par supposer que la force de pression de radiation
ne change pas au cours du processus de décélération et que l’intensité laser est
suffisamment élevée pour que la transition atomique soit saturée ; on peut alors
utiliser les ordres de grandeur calculés dans le paragraphe précédent. Pour des atomes
de sodium, la décélération A des atomes est donc de l’ordre de 106 m/s2. Si les atomes
du jet ont initialement une vitesse de l’ordre de 103 m/s, leur vitesse sera nulle au
bout d’un temps T de l’ordre de 10−3 s et ils auront parcouru une distance AT 2/2
de l’ordre de 0.5 m, ce qui montre que les dimensions d’une telle expérience ne sont
pas a priori excessives.

Pour résoudre le problème de la sortie de résonance des atomes à cause de
l’effet Doppler qui change au cours du ralentissement, une méthode ingénieuse a été
proposée et mise en œuvre [17]. Elle consiste à faire propager les atomes dans un
champ magnétique spatialement inhomogène. Plus précisément, le jet atomique se
propage à l’intérieur d’un solénoïde à enroulement variable dont l’axe coïncide avec
celui du jet. Le champ magnétique produit par le solénoïde est parallèle à la direction
du jet et son intensité varie le long de l’axe du jet. L’atome se propageant dans ce
champ subit un déplacement Zeeman de sa fréquence de résonance. On peut alors
ajuster le profil du champ pour que la variation Zeeman de la fréquence atomique
compense la variation de la fréquence du laser que ressent l’atome pendant qu’il est
ralenti : en chaque point x, le champ est calculé pour que les deux changements
de fréquence restent égaux. Un tel dispositif est appelé “ralentisseur Zeeman” (en
anglais “Zeeman slower ”).

2-b. Refroidissement laser Doppler d’atomes libres

α. Principe du refroidissement laser Doppler

Le ralentisseur décrit ci-dessus diminue la vitesse moyenne des atomes, et peut
même l’annuler. L’écart quadratique des vitesses atomiques reste cependant non nul.
Or c’est lui, et non la vitesse moyenne, qui caractérise la température des atomes.
Nous décrivons maintenant une méthode utilisant la dépendance en vitesse de la force
de pression de radiation due à l’effet Doppler, qui permet de réduire la dispersion
des vitesses atomiques autour de leur valeur moyenne, et donc de véritablement
refroidir les atomes. Comme cette méthode utilise l’effet Doppler, elle est appelée
“refroidissement laser Doppler”. Elle a été suggérée en 1975 pour des atomes libres
[18] et des ions piégés [19]. Nous nous limiterons ici au cas des atomes libres.

L’idée consiste à utiliser deux ondes laser 1 et 2, de même fréquence angulaire
ω et de même intensité, se propageant dans des sens opposés le long de l’axe Ox,
l’onde 1 vers les x négatifs, l’onde 2 vers les x positifs (Figure 3). Considérons un
atome se propageant lui aussi le long de l’axe Ox avec par exemple une vitesse v
positive. Soit ω0 la fréquence angulaire de la transition atomique a↔ b excitée par
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Figure 2 – Schéma de principe d’un ralentisseur Zeeman. Le jet atomique est ralenti
par un faisceau laser se propageant en sens inverse. Il passe au centre d’un solénoïde
constitué d’un ensemble de bobines magnétiques de diamètre de plus en plus petit,
représenté en coupe (les spires de courant traversent perpendiculairement la figure).
Les atomes sont ainsi soumis à un champ magnétique de plus en plus grand. Le
déplacement Zeeman de leur fréquence de résonance optique peut donc suivre le dé-
placement Doppler de la fréquence apparente du laser dans leur référentiel propre.
Ainsi, au lieu de sortir de résonance, ils sont ralentis durant toute leur propagation
au sein du solénoïde, et peuvent même être stoppés.

le laser. On suppose que le laser est désaccordé vers le rouge, c’est-à-dire que :

ω < ω0 (16)

Dans le référentiel au repos de l’atome, la fréquence apparente de l’onde i (avec
i = 1, 2) est déplacée par effet Doppler et vaut ω − ki.v. Comme v est positif,
l’atome et l’onde 1 se propagent dans des sens opposés, de sorte que k1.v est négatif.
La fréquence apparente ω − k.v de l’onde 1 est donc augmentée. L’effet Doppler
rapproche donc la fréquence apparente de l’onde 1 de la fréquence de résonance de
l’atome, de sorte que la force de pression de radiation F1 exercée par l’onde 1 sur
l’atome, qui est orientée comme l’onde 1 vers les x négatifs, augmente en module
par rapport à sa valeur pour v = 0. Les conclusions sont opposées pour l’onde 2, que
l’effet Doppler éloigne de résonance ; elle crée une force F2, dirigée vers les x positifs
qui est plus faible que sa valeur pour v = 0.

La somme des deux forces 5 s’annule pour v = 0 (elles sont alors égales en
module et opposées), mais n’est plus nulle pour v 6= 0 ; pour v positif, elle a la même
direction que F1 puisque le module de F1 est alors supérieur à celui de F2 (Figure
3) ; pour v négatif, c’est le contraire puisque les rôles des deux ondes sont échangés.
La somme F = F1 + F2 des deux forces de pression de radiation exercées par les
deux ondes a donc une direction opposée à celle de v. Pour des valeurs faibles de v,
elle varie linéairement en v et peut s’écrire :

F = −γv (17)

où γ est un coefficient de friction positif.
Sous l’effet de cette force de friction, les vitesses atomiques sont constamment

réduites. Leur dispersion ne tend pas cependant vers zéro aux longs temps d’interac-
tion, à cause des fluctuations nécessairement présentes dans les processus d’émission

5. Nous verrons plus loin qu’on peut ignorer les interférences entre les effets des deux ondes.
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Figure 3 – Principe du refroidissement laser Doppler. Un atome de vitesse v le
long de l’axe Ox interagit avec deux ondes laser 1 et 2 de même fréquence angulaire
ω ; cette fréquence est désaccordée vers le rouge par rapport à la transition atomique
(ω < ω0). Les deux ondes ont la même intensité mais se propagent dans des sens
opposés le long de l’axe Ox. La direction de la vitesse v est opposée à celle de l’onde
1. Dans le référentiel de l’atome, l’effet Doppler rapproche alors la fréquence de
l’onde 1 de résonance, mais éloigne celle de l’onde 2. La force F1 exercée par l’onde
1 augmente donc en module, alors que la force F2 exercée par l’onde 2 diminue. La
force totale, nulle pour v = 0, est donc opposée à v pour v 6= 0 et linéaire en v pour
v suffisamment petit. Le résultat est équivalent à une force de friction.

et d’absorption. Il y a donc une compétition entre l’effet de friction que nous venons
de décrire, qui tend à refroidir les atomes, et la diffusion d’impulsion qui tend à les
chauffer. Nous évaluons dans les paragraphes suivants les effets de ces deux processus
pour estimer l’ordre de grandeur des températures qui peuvent être obtenues par le
refroidissement laser Doppler.

β. Estimation du coefficient de friction

Nous posons :

ω̄0 = ω0 − ωR (18)

où ~ωR est l’énergie de recul définie en (7), et appelons δ le désaccord entre la
fréquence ω des lasers et la fréquence ω̄0 :

δ = ω − ω̄0 (19)

Nous supposerons à partir de maintenant que l’intensité des deux lasers est faible ;
la transition atomique n’est alors pas saturée, et la population σbb du niveau excité
b reste alors elle aussi faible. Ses variations en fonction du désaccord δ sont celles
d’une courbe lorentzienne de largeur totale à mi-hauteur Γ :

σbb(δ) = σbb(0)
(Γ/2)2

[(Γ/2)2 + δ2]
(20)

Il se trouve que nous n’aurons pas besoin de l’expression de σbb(0), car elle disparaît
dans les expressions des coefficients de friction et diffusion que nous obtiendrons
plus loin ; elle peut cependant être trouvée dans le Chapitre V de la référence [20]
(équations de Bloch optiques).

Dans une approche perturbative du problème, deux types de termes sont à
considérer : des termes “carrés” provenant de l’interaction du dipôle induit par l’onde
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i avec la même onde i ; des termes “rectangles” provenant de l’interaction du dipôle
induit par l’onde i avec l’autre onde j 6= i. Les termes rectangles correspondent à des
interférences entre les effets des deux ondes. Cependant, comme les deux ondes n’ont
pas la même dépendance spatiale (elles se propagent dans des sens opposés), ces effets
d’interférence varient rapidement dans l’espace en exp(±2ikx). Ils disparaissent donc
quand les forces sont moyennées sur des distances de l’ordre de la longueur d’onde
des lasers, ce que nous supposerons être le cas. Il est alors possible de considérer que
la force de pression de radiation agissant sur l’atome est simplement la somme des
forces de pression de radiation exercées par chaque onde, comme si elle était seule.

Si l’atome est immobile, les deux ondes ont la même fréquence dans son réfé-
rentiel, et donc le même désaccord δ ; rappelons que δ est supposé négatif pour une
expérience de refroidissement laser – cf. (16). Si l’atome est en mouvement avec une
vitesse v > 0, nous avons vu plus haut que la fréquence apparente de l’onde 1 est
augmentée d’une quantité kv (où k et v sont positifs), de sorte que le désaccord pour
l’interaction de l’atome avec l’onde 1 est égal à :

δ1 = δ + kv (21)

La population σbb(δ + kv) créée dans l’état excité par l’interaction avec l’onde 1
est donc égale à l’ordonnée du point B d’abscisse δ1 = δ + kv sur la Figure 4. Le
même raisonnement permet de montrer que la fréquence apparente de l’onde 2 est
égale à δ2 = δ − kv et que la population σbb(δ − kv) créée dans l’état excité par
l’interaction avec l’onde 2 est égale à l’ordonnée du point C d’abscisse δ − kv sur
la figure. Des calculs analogues à ceux du § 1 permettent alors de calculer la force
totale F agissant sur l’atome, égale à la somme des deux forces exercées par chaque
onde ajoutées indépendamment l’une de l’autre :

F = −Γ~kσbb(δ + kv) + Γ~kσbb(δ − kv) (22)

où σbb(δ) est la fonction définie par le second membre de (20).

Figure 4 – Populations σbb(δ1) et σbb(δ2) excitées dans l’état supérieur b par l’onde
1, de désaccord δ1, et l’onde 2, de désaccord δ2. Comme le désaccord δ pour v = 0
est négatif, l’ordonnée σbb(δ1) du point B est supérieure à l’ordonnée à σbb(δ2) du
point C.
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Si kv est petit devant la largeur Γ de la courbe de la figure 4, on peut déve-
lopper σbb(δ ± kv) au premier ordre en kv et obtenir :

F = −2kv Γ~k
d

dδ
σbb(δ) (23)

Le calcul du dernier terme du membre de droite de (23), qui représente la pente au
point A d’abscisse δ de la courbe donnant σbb(δ), peut être fait à partir de (20).
Pour le point δ = −Γ/2 où la pente est maximale, on trouve que :

d

dδ
σbb(δ) =

2σbb(δ)

Γ
(24)

En reportant (24) dans (23), on obtient :

F = −γv (25)

où le coefficient de friction γ est donné par :

γ = 4~k2σbb(δ) (26)

L’équation (25) permet également de calculer l’amortissement de l’impulsion
p et de son carré. Comme F = dp/dt et v = p/M , on a :

dp

dt
= −γ p

M
(27)

Par ailleurs, on peut écrire :

d

dt
p2 = 2p

dp

dt
= −2γ p

2

M
(28)

Comme le coefficient de friction γ est indépendant de p, l’équation (28) demeure
valable si on remplace p par l’impulsion totale P =

∑
i pi d’un ensemble de particules

d’impulsion pi. Ceci conduit à l’équation :

d

dt
P 2 = −2γ P

2

M
(29)

qui fournit la valeur du coefficient d’amortissement pour une transition non saturée.
Nous abordons maintenant le problème de la température ultime pouvant être

atteinte par le refroidissement laser Doppler. Si les seuls mécanismes intervenant
dans ce problème étaient cette friction, d’après (27) et (28) l’impulsion totale et le
carré de l’impulsion totale tendraient vers zéro aux temps longs, conduisant vers une
température nulle. Cependant, même si on attend suffisamment longtemps pour que
la valeur moyenne 〈P 〉 de l’impulsion totale soit pratiquement nulle, ce n’est pas
pour autant que 〈P 2〉 s’annule également. En effet, les fluctuations des processus
d’absorption et d’émission donnent naissance à des photons émis dans des directions
aléatoires ; si leur l’impulsion totale est nulle en moyenne, ce qui fait que 〈P 〉 n’est pas
changé, elle présente des fluctuations, ce qui modifie 〈P 2〉. Cet effet est assimilable
à une source de bruit (encore appelée diffusion d’impulsion) qui augmente 〈P 2〉,
et agit donc en sens opposé à celui de la friction. C’est la compétition entre ces
deux mécanismes opposés qui conduit à un état d’équilibre, dont l’énergie 〈P 2〉/2m
détermine la température limite obtenue.
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γ. Diffusion d’impulsion

Commençons par étudier la diffusion d’impulsion de l’atome due aux photons
émis spontanément. Considérons un intervalle de temps dt dont nous préciserons
plus loin la valeur. Soient dN1 et dN2 les nombres de photons des ondes 1 et 2
absorbés pendant cet intervalle de temps. Comme nous supposons que la friction a
déjà agi suffisamment longtemps pour annuler la vitesse moyenne, le désaccord δ est
devenu très petit. On a donc, en valeur moyenne :

〈dN1〉 = 〈dN2〉 = dN (30)

Chaque photon absorbé donne ensuite naissance à un photon émis spontanément.
Nous allons prendre ici un modèle simple à une dimension : on suppose que chaque
photon est émis spontanément de manière aléatoire, soit dans la direction des x
positifs (le recul de l’atome est alors négatif), soit dans la direction des x négatifs
(le recul est alors positif). La variation d’impulsion de l’atome est ainsi ξiℏk, avec
ξi = −1 dans le premier cas, ξi = +1 dans le second. Aucune corrélation n’existe
entre les directions de deux photons successifs. L’impulsion totale dP gagnée par
l’atome pendant l’intervalle de temps dt est égale à la somme de l’impulsion gagnée
par absorption des photons du faisceau 1, de l’impulsion gagnée par absorption des
photons du faisceau 2, et enfin de celle provenant des émissions spontanées :

dP = ~k

[
dN2 − dN1 +

2 dN∑

i=1

ξi

]
(31)

(i) Dans un premier temps, nous négligeons les fluctuations des nombres de
photons absorbés dans chaque onde (nous revenons plus loin sur ce point). Les
nombres dN1 et dN2 sont alors égaux à leurs valeurs moyennes, de sorte que :

dP = ~k
2 dN∑

i=1

ξi (32)

La somme sur i de (31) ne contribue pas à 〈dP 〉, puisque la somme des ξi s’annule
en moyenne, mais il n’en est pas de même pour la contribution à 〈dP 2〉 que nous
évaluons maintenant. Quand on élève au carré la somme sur i de (32), les termes
rectangles 〈ξiξj〉 avec i 6= j sont nuls en moyenne à cause de l’absence de corrélations
entre les signes de ξi et ξj . Restent les termes carrés 〈ξ2i 〉 qui sont tous égaux à 1.
On obtient ainsi :

〈dP 2〉 = 2 dN ~2k2 (33)

qui est visiblement non nul.
Précisons maintenant l’intervalle de temps dt, que nous prenons comme un

intervalle suffisamment long pour que le nombre d’absorptions dN et d’émissions
spontanées soit grand, mais suffisamment court pour que les variations de σbb restent
négligeables. On peut alors écrire :

dN = Ṅdt = Γσbb(δ)dt (34)

la dernière égalité résultant du fait que le nombre moyen de photons absorbés par
unité de temps dans chaque onde est égal à Γσbb(δ), comme nous l’avons vu plus
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haut. Si nous reportons ce résultat dans (33), nous obtenons l’accroissement de 〈P 2〉
pendant l’intervalle de temps dt :

〈dP 2〉 = 2~2k2dN = 2~2k2Γσbb(δ)dt (35)

Il vient finalement :
(
d〈P 2〉
dt

)

sp

= 2~2k2Γσbb(δ) = Dsp (36)

L’indice inférieur “sp” de la parenthèse signifie que cet accroissement de 〈P 2〉 par
unité de temps est dû à des processus d’émission spontanée. Cette quantité est
souvent appelée “coefficient de diffusion ” Dsp.

(ii) Etudions maintenant l’effet des fluctuations des nombres dN1 et dN2 de
photons absorbés dans chaque onde pendant le temps dt. Si l’on ne néglige plus ces
fluctuations, il faut écrire :

dNi = 〈dNi〉+ δni = dN + δni (37)

avec i = 1, 2. Dans cette équation, δni est la fluctuation du nombre de photons
absorbés dans l’onde i (la valeur moyenne de δni est nulle par définition). L’impulsion
totale dP transmise à l’atome par absorption de photons est égale à :

dP = ~k(dN2 − dN1) = ~k(δn2 − δn1) (38)

Comme les valeurs moyennes de δn1 et δn2 sont nulles, les fluctuations dues à l’ab-
sorption ne changent pas la valeur moyenne 〈P 〉, mais il n’en est pas de même pour
〈P 2〉. En élevant (38) au carré, et en utilisant le fait que les fluctuations de δn1 et
δn2 sont incorrélées (la valeur moyenne de leur produit est nulle), on obtient :

〈dP 2〉 =
[
〈δn21〉+ 〈δn22〉

]
~2k2 (39)

Pour calculer 〈δn2i 〉, élevons au carré l’équation (37). Il vient :

dN2
i = dN2 + 2dN δni + δn2i (40)

Prenons la valeur moyenne des deux membres de cette équation. En utilisant le fait
que la valeur moyenne de δni est nulle, on obtient :

〈δn2i 〉 = 〈dN2
i 〉 − dN2 (41)

Ainsi 〈dN2
i 〉−dN2 n’est autre que l’écart quadratique moyen du nombre de photons

absorbés dans l’onde. En général, pour une statistique poissonienne, on a 6 :

〈dN2
i 〉 − 〈dNi〉2 = 〈dNi〉 = dN (42)

On en déduit que 〈δn2i 〉 est simplement égal à dN , de sorte que l’équation (39) se
réduit à :

〈dP 2〉 = 2dN ~2k2 (43)

6. On pourrait calculer les effets des écarts à la statistique poissonienne, mais pour simplifier
nous ne le ferons pas ici ; c’est légitime à faible intensité du laser (transition non saturée), comme
nous l’avons supposé.
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Nous obtenons ainsi pour l’accroissement de 〈P 2〉 dû aux fluctuations des processus
d’absorption un résultat identique à (33). Les calculs conduisant de (33) à (36)
peuvent être répétés et conduisent au résultat suivant pour l’accroissement par unité
de temps de 〈P 2〉 dû aux processus d’absorption :

(
d〈P 2〉
dt

)

abs

= 2~2k2Γσbb(δ) = Dabs (44)

où le coefficient de diffusion Dabs dû aux processus d’absorption est égal à celui Dsp

des processus d’émission spontanée :

Dabs = Dsp = 2~2k2Γσbb(δ) (45)

Pour évaluer la vitesse globale de variation de 〈P 2〉, nous devons enfin ajouter
aux vitesses de variation (36) et (44) celle due au refroidissement. Compte tenu de
(29), nous pouvons écrire cette dernière sous la forme :

(
d〈P 2〉
dt

)

refr

= −2γ 〈P
2〉

M
(46)

Par somme de (36), (44) et (46), nous obtenons finalement une vitesse de variation
totale égale à :

(
d〈P 2〉
dt

)

tot

= −2γ 〈P
2〉

M
+Dsp +Dabs (47)

Cette variation s’annule quand :

〈P 2〉 = (Dsp +Dabs)
M

2γ
(48)

En divisant les deux membres de cette équation par 2M et en utilisant les expres-
sions (26) et (45) des coefficients de friction et de diffusion, on obtient finalement 7

l’expression de l’énergie cinétique moyenne en régime stationnaire :

〈P 2〉
2M

=
~Γ

4
(49)

La température limite obtenue est donc directement liée à la largeur naturelle du
niveau excité.

δ. Température Doppler

Pour le refroidissement laser Doppler, et dans un problème à une dimension,
l’énergie cinétique moyenne des fluctuations de vitesse autour de la valeur moyenne
permet d’introduire une température Doppler TD par :

〈P 2〉
2M

=
kBTD

2
(50)

7. Les coefficients de diffusion et le coefficient de friction sont tous proportionnels à σbb(δ),
ce qui explique pourquoi σbb(δ) disparaît de (48) et n’apparaît donc pas dans (49).
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où kB est la constante de Boltzmann. De (49) et (50) on déduit que la température
d’équilibre pouvant être atteinte par refroidissement laser Doppler est donnée par :

TD =
~Γ

2kB
(51)

Pour le sodium, cette température est égale à 235×10−6K, soit près de 106 fois plus
basse que la température ambiante (de l’ordre de 300K) !

Notre traitement du refroidissement laser Doppler repose cependant sur plu-
sieurs approximations, comme le fait de se limiter à une dimension et la description
simplifiée de l’émission spontanée ne se produisant que dans deux directions op-
posées. Des calculs plus précis conduisent à la conclusion que l’énergie cinétique
moyenne atteinte en régime stationnaire est effectivement de l’ordre de ~Γ, à des
coefficients numériques de quelques unités près.

Enfin, nous pouvons déduire de l’équation (49) une estimation de la vitesse
v̄D des atomes ainsi refroidis :

v̄D ≃
√
~Γ/M (52)

Les déplacements Doppler ±kv̄D des fréquences apparentes des ondes 1 et 2 sont
alors tels que la séparation des lignes verticales en pointillé sur la Figure 4 est de
l’ordre de ±k

√
~Γ/M . On peut donc comparer ces déplacements Doppler à la largeur

Γ de la courbe de la Figure 4 et obtenir :

k
√
~Γ/M

Γ
≃
√

~k2/M

Γ
≃
√
Erec

~Γ
(53)

où Erec est l’énergie de recul donnée en (7). Le rapport Erec/~Γ est en général petit
avec les raies de résonance atomique utilisées pour le refroidissement laser ; il est
de l’ordre de 1/100 pour le sodium, ce qui montre que kv̄D reste petit devant Γ et
justifie le développement limité utilisé dans l’équation (23).

Autres méthodes de refroidissement laser
Nous n’avons décrit ci-dessus que les méthodes de refroidissement laser utilisant
l’effet Doppler. D’autres méthodes ont été proposées et mises en oeuvre, comme le
“refroidissement Sisyphe” (§ 4 du Complément DXX et [21]) et le “refroidissement
par évaporation” [22].

2-c. Piège magnéto-optique

Pour introduire un déséquilibre dépendant de la position x de l’atome entre
les deux faisceaux laser 1 et 2 se propageant en sens opposés le long de l’axe Ox, il
faut réaliser des désaccords (entre la fréquence des lasers et la fréquence atomique)
dépendant de la position x de l’atome le long de l’axe Ox, égaux quand x = 0 et
différents quand x 6= 0. Il faut alors nécessairement utiliser un atome ayant plusieurs
sous-niveaux Zeeman et des polarisations différentes pour les deux faisceaux 1 et
2. Le principe de la méthode, suggérée pour la première fois par Jean Dalibard en
1986, est représenté sur la Figure 5. Nous supposons que la transition atomique est
une transition entre un niveau fondamental de moment cinétique nul (Jg = 0) et un
niveau excité de moment cinétique égal à 1 (Je = 1). Les droites en traits pleins de
la Figure 5 représentent les énergies des trois sous-niveaux Zeeman de l’état excité
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Figure 5 – Principe du piège magnéto-optique. La transition utilisée est une tran-
sition Jg = 0 → Je = 1 excitée par 2 ondes laser 1 et 2 se propageant en sens
opposés le long de l’axe Ox avec des polarisations (σ+) et (σ−) par rapport à l’axe
de quantification Ox. Un gradient de champ magnétique est appliqué le long de l’axe
Ox, le champ magnétique étant nul en x = 0. L’onde 1, qui excite la transition
g0 ↔ e+1, est résonnante avec cette transition au point d’abscisse x = x+ et la
force de pression de radiation qu’elle exerce sur les atomes est alors maximale. En
ce point, l’onde 2, qui excite la transition g0 ↔ e−1, est désaccordée par rapport à la
résonance atomique ; elle exerce donc une force beaucoup plus faible. L’équilibre entre
les deux forces est donc rompu au profit de l’onde 1, de sorte que la force totale est
non nulle et dirigée vers les x > 0. Les conclusions sont inversées au point d’abscisse
x = x−, où la force totale est non nulle et dirigée vers les x < 0. Enfin, en x = 0,
les désaccords des 2 ondes sont égaux et la force totale nulle. On obtient ainsi une
force de rappel piégeant les atomes autour de x = 0.

e+1, e0 et e−1, ainsi que du sous-niveau g0 de l’état fondamental dans un champ
magnétique inhomogène B appliqué le long de l’axe Ox. Ce champ est nul en x = 0
et varie linéairement avec x au voisinage de x = 0 ; il est par exemple créé par
deux bobines circulaires de même axe Ox, parcourues par des courants opposés,
et disposées symétriquement par rapport à x = 0. On choisit Ox comme axe de
quantification, ce qui permet de définir les nombres quantiques magnétique me et
mg des sous-niveaux de l’état excité et de l’état fondamental. Les deux ondes 1 et 2
se propageant en sens opposés ont des polarisations circulaires opposées σ+ et σ− par
rapport à cet axe de quantification 8. L’onde 1, de polarisation σ+, excite la transition
g0 ↔ e+1 alors que l’onde 2, de polarisation σ−, excite la transition g0 ↔ e−1.
L’énergie ~ω0 de la transition atomique en champ nul est égale à la différence entre

8. On définit généralement les polarisations circulaires droite et gauche d’un photon par
rapport à sa direction de propagation. Les polarisations des deux faisceaux 1 et 2 de la Figure 5
sont alors toutes deux circulaires droites (dans les deux cas, le champ électrique de l’onde laser
tourne en fonction du temps dans le sens direct autour de la direction de propagation). De façon
générale, l’étude des règles de sélection des diverses transitions liées à la conservation du moment
cinétique de spin (voir Compléments BXIX et CXIX) se fait plus commodément si l’on définit les
nombres quantiques et les polarisations (σ+) et (σ−) de tous les faisceaux par rapport à un même
axe, comme nous l’avons fait ici en choisissant Ox.
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les énergies des états e0 et g0 (traits pleins horizontaux de la figure). Le désaccord
~δ = ~ω−~ω0 entre l’énergie ~ω des photons laser et celle de la transition atomique
en champ nul est représenté par la différence entre les ordonnées de l’horizontale
en pointillés et de l’horizontale en traits pleins de la figure. On suppose ici que le
désaccord est négatif (fréquence des lasers ω décalée vers le rouge de la fréquence
atomique ω0).

Au point d’abscisse x = 0, les énergies des états e+1 et e−1 sont égales de
même que les désaccords des ondes 1 et 2 qui excitent les transitions g0 ↔ e+1 et
g0 ↔ e−1. Les forces de pression de radiation exercées par les 2 ondes sont alors
égales et opposées, de sorte que la force totale est nulle. Cet équilibre est rompu
quand on s’écarte de x = 0. Par exemple, en x = x+, l’onde 1 qui excite la transition
g0 → e+1, est résonnante avec cette transition et la force qu’elle exerce est maximale.
En revanche, en ce point l’onde 2, qui excite la transition g0 → e−, est désaccordée
de résonance de sorte qu’elle exerce une force beaucoup plus faible. L’équilibre entre
les 2 ondes est donc rompu au profit de l’onde 1 et la force totale exercée par les 2
ondes est alors non nulle et dirigée vers la droite. Les conclusions sont inversées au
point d’abscisse x = x−, où la force totale est non nulle et dirigée vers la gauche.
On obtient ainsi une force de rappel, proportionnelle à x au voisinage de x = 0, qui
piège les atomes autour de x = 0. Un tel piège est appelé “piège magnéto-optique”
(“magneto-optical trap” ou MOT en anglais).

Pour simplifier la discussion, nous nous sommes limités à un modèle à une
dimension, mais l’extension à 3 dimensions est possible. Notons en particulier que le
champ créé par 2 bobines circulaires centrées sur l’axe Ox de part et d’autre du point
x = 0 et parcourues par des courants de sens opposés est nul en x = 0 et possède des
gradients non nuls le long des axes Oy et Oz. La valeur non nulle du désaccord vers
le rouge a en plus l’avantage de donner naissance à un refroidissement Doppler. Le
piège magnéto-optique est devenu maintenant un outil de base de la physique des
atomes froids 9.

3. Blocage du recul par un confinement spatial

Nous supposons maintenant que l’atome ou l’ion étudié est soumis à un po-
tentiel extérieur qui le confine dans une région de l’espace. Le spectre d’énergie
des variables externes n’est alors plus un spectre continu (comme ce serait le cas
pour un atome libre), mais un spectre comportant une partie discrète correspondant
aux états liés de l’atome. La présence du potentiel extérieur entraîne également que
l’hamiltonien atomique n’est plus invariant par translation spatiale, de sorte que
l’impulsion totale n’est plus un bon nombre quantique. Nous nous proposons dans
cette section d’étudier comment les spectres d’absorption et d’émission de l’atome
sont modifiés par son confinement dans le potentiel, et comment son recul peut être
bloqué dans certains cas.

3-a. Hypothèses sur le potentiel extérieur de piégeage

Nous supposerons que le potentiel extérieur n’agit que sur les variables ex-
ternes, et non sur les variables internes. C’est par exemple le cas d’un ion atomique

9. Pour une description des premières réalisations expérimentales d’un tel piège et pour une
étude plus quantitative de ses performances, on pourra consulter le § 14.7 de [23].
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piégé par des champs électrique et magnétique qui n’agissent que sur le centre de
masse via la charge globale de l’ion, pas sur les variables internes 10. La Figure 6
représente les potentiels de piégeage lorsque l’atome ou l’ion est dans l’état interne
a ou dans l’état interne b. Les deux courbes de potentiel sont identiques et se dé-
duisent l’une de l’autre par une translation verticale d’amplitude ~ω0 où ω0 est la
fréquence de la transition atomique interne b ↔ a. Le spectre des niveaux de vi-
bration, d’énergies Ev, Ev′ , Ev”, ..., est le même pour les deux potentiels. Les états
atomiques sont repérés par deux nombres quantiques : un nombre quantique a ou
b pour les variables internes ; un nombre quantique de vibration v, v′, v”, ... pour
les variables externes. Les transitions atomiques entre les deux états internes a et b
acquièrent donc une structure due au mouvement de vibration du centre de masse.
La fréquence ωv′,v de la transition b, v′ ↔ a, v est donnée par l’équation :

~ωv′,v = ~ω0 + Ev′ − Ev (54)

La quantité Ev′ − Ev représente la variation d’énergie externe de l’atome au cours
de la transition b, v′ → a, v.

Figure 6 – Le potentiel extérieur qui confine l’ion est le même, que l’atome soit
dans l’état interne a ou b. Le spectre des niveaux de vibration du centre de masse
dans le potentiel extérieur est donc le même pour les deux états internes.

3-b. Intensités des raies vibrationnelles

Nous avons montré dans le § C-5 du Chapitre XIX que les éléments de matrice
de l’hamiltonien d’interaction pouvaient être mis sous la forme d’un produit de trois
facteurs relatifs aux variables atomiques internes et externes et aux variables de
rayonnement – cf. relations (C-34) et (C-35) de ce chapitre. La partie relative aux
variables externes est égale à 〈ψext

fin | exp(ik·R̂ )|ψext
in 〉 pour un processus d’absorption,

10. L’ion est en général confiné au centre du piège, dans une région où les champs électrique
et magnétique sont très faibles. Il est alors légitime de négliger les déplacements Stark ou Zeeman
des états internes.
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où |ψext
fin 〉 et |ψext

in 〉 sont les états externes final et initial de la transition, égaux ici à
|ϕv′〉 et |ϕv〉. On en déduit que l’intensité de la raie vibrationnelle a, v ↔ b, v′ est
proportionnelle à :

Iv′,v = |〈ϕv′ | exp(ik · R̂)|ϕv〉|2 (55)

Les Iv′,v obéissent à la règle de somme (obtenue grâce à la relation de fermeture sur
les états |ϕv′〉) :

∑

v′

Iv′,v =
∑

v′

〈ϕv| exp(−ik · R̂)|ϕv′〉〈ϕv′ | exp(ik · R̂)|ϕv〉 = 1 (56)

Il s’ensuit que le poids relatif de la transition a, v → b, v′ parmi toutes les transitions
partant de a, v est égal précisément à Iv′,v.

Autre règle de somme
Les poids relatifs Iv′,v satisfont à une autre règle de somme :

〈E〉 =
∑

v′

Iv′,v(Ev′ − Ev) =
~2k2

2M
= Erec (57)

qui exprime que l’énergie moyenne gagnée par un atome passant d’un niveau
donné a, v à un autre niveau b, v′ est égale à l’énergie de recul, quel que soit v.
Pour démontrer (57), ré-écrivons la somme sur v′ de (57) sous la forme :

∑

v′

〈ϕv|
[
exp(−ik · R̂), Ĥext

]
|ϕv′〉 〈ϕv′ | exp(ik · R̂) |ϕv〉 (58)

où Ĥext = P̂ 2/2M + V (R̂) est l’hamiltonien des variables externes. Le seul
terme de Hext qui ne commute pas avec exp(−ik · R̂) est celui d’énergie ci-
nétique. On peut donc remplacer le commutateur apparaissant dans (58) par[
exp(−ik · R̂), P̂ 2/2M

]
. Développons ce commutateur et utilisons la relation de

fermeture sur les états |ϕv′〉 ainsi que la relation :

exp(−ik · R̂) (
P̂ 2

2M
) exp(+ik · R̂) =

1

2M
(P̂ + ~k)2 (59)

Nous obtenons :

〈ϕv| exp(−ik · R̂)
P̂ 2

2M
exp(+ik · R̂)− P̂ 2

2M
|ϕv〉

= Erec + 〈ϕv|~k · P̂ /M |ϕv〉 = Erec (60)

puisque, compte tenu du théorème d’Ehrenfest (Chapitre III, § D.1.d.β), la valeur
moyenne de l’opérateur P̂ (égal à Md < R > /dt) dans l’état stationnaire |ϕv〉
est nulle.

3-c. Influence du confinement sur les spectres d’absorption et d’émission

Le confinement du centre de masse modifie de façon importante les spectres
d’absorption et d’émission de l’atome.

Comme nous l’avons vu au § 1, quand l’atome est libre et qu’il a une impulsion
initiale bien définie Pin, l’absorption d’un photon d’impulsion ~k le porte dans un
état d’impulsion bien définie Pfin = Pin+~k. La conservation de l’impulsion globale
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entraîne qu’il existe un seul état final, |b,Pfin〉, correspondant à un état initial |a,Pin〉,
et par suite une seule raie d’absorption a↔ b.

En revanche, quand l’impulsion globale n’est plus conservée à cause du po-
tentiel qui confine l’atome, il apparaît plusieurs raies reliant un état a, v donné à
plusieurs états finals b, v′ possibles, dont les fréquences ωv′,v sont données par (54).
Se pose alors la question de savoir laquelle de toutes ces raies est la plus intense.

Pour y répondre, revenons à l’expression (55) du poids relatif de la transi-
tion a, v → b, v′. Dans cette équation, l’opérateur exp(ik · R̂) est un opérateur de
translation d’une quantité ~k dans l’espace des impulsions. La quantité Iv′,v est
donc proportionnelle au carré du module du produit scalaire de la fonction d’onde
vibrationnelle ϕv′(r) par la fonction d’onde ϕv(r) translatée d’une quantité ~k dans
l’espace des impulsions. Supposons alors que l’atome soit confiné dans une région
spatiale d’extension ∆x très petite devant la longueur d’onde λ = 2π/k du photon
incident. La dispersion d’impulsion ∆p de la fonction d’onde est alors supérieure à
~k puisque la condition :

∆x≪ λ (61)

entraîne que :

∆p ≃ ~

∆x
≫ ~

λ
=

~k

2π
(62)

Tant que l’énergie des états excités n’est pas trop grande, la translation dans l’espace
des impulsions de la fonction d’onde ϕv(r) d’une quantité ~k très petite devant sa
largeur ne change donc pratiquement pas cette fonction d’onde, qui par suite reste
orthogonale à ϕv′(r) si v′ 6= v. La raie la plus intense du spectre d’absorption est
donc la raie sans changement du nombre quantique de vibration (raie appelée parfois
raie à zéro phonon), dont la fréquence ne subit aucun changement et reste égale à
ω0. Un confinement fort supprime donc effet Doppler et recul de l’atome.

Remarque sur la conservation de l’impulsion
On peut se demander ce qu’il est advenu de l’impulsion du photon qui a été ab-
sorbé par l’atome sur la transition à zéro phonon. En fait, nous avons traité ici
le potentiel de piégeage de l’atome comme un potentiel extérieur, qui brise l’in-
variance par translation du problème étudié : l’hamiltonien ne commute alors pas
avec l’impulsion totale, qui n’est pas conservée. Il n’est donc pas surprenant qu’il
soit alors impossible de suivre ce que devient l’impulsion du photon. Cependant,
on peut également décrire le potentiel de piégeage, non pas comme donné de l’ex-
térieur, mais comme provenant de l’interaction de l’atome avec un autre objet
physique dont la dynamique est prise en compte. Un traitement quantique de ce
dispositif et de son interaction avec l’atome permet alors d’introduire, pour le
système global “atome + dispositif de piégeage”, un hamiltonien commutant avec
l’impulsion totale, et de voir que c’est le système global qui absorbe l’impulsion
du photon. Comme cependant cette impulsion reste microscopique, alors que la
masse de l’appareillage en question est macroscopique, la vitesse de recul est telle-
ment faible que les déplacements de fréquence qui lui sont associés sont totalement
indétectables.

3-d. Cas particulier d’un potentiel harmonique à une dimension

Nous supposons maintenant que le potentiel extérieur qui confine les atomes
est harmonique. Soit ωosc la fréquence d’oscillation des atomes dans ce potentiel. Les
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énergies Ev des niveaux de vibration sont égales à (v+1/2)~ωosc, où v est un entier
positif ou nul. La largeur spatiale ∆x0 de la fonction d’onde du niveau fondamental
v = 0 est égale à

√
~/2Mωosc. Pour caractériser le confinement, nous introduirons

le paramètre sans dimension 11 :

η = k∆x0 = 2π
∆x0
λ

(63)

Si η ≪ 1, les atomes sont confinés dans une région petite devant la longueur d’onde
du rayonnement. Le carré de η a une signification physique simple, puisque :

η2 =
~k2

2Mωosc
=

Erec

~ωosc
(64)

est le rapport entre l’énergie de recul Erec et ~ωosc, qui est la différence entre énergies
de vibration dans le puits.

Il est intéressant de calculer, en fonction de η, les intensités I0,0 et I0,1 des
raies de vibration a, 0 → b, 0 et a, 0 → b, 1. Supposons le vecteur d’onde du photon
k parallèle à l’axe x. L’exponentielle exp(ik · R̂) figurant dans l’équation (55) peut
être remplacée par exp(ikX̂). Utilisons l’expression de l’opérateur X̂ en fonction
des opérateurs d’annihilation et de création de l’oscillateur harmonique associé au
potentiel extérieur :

X̂ =
√

~/2Mωosc (â+ â†) = ∆x0 (â+ â†) (65)

On obtient alors à la limite η ≪ 1, compte tenu de (63) :

exp(ikX̂) = exp
[
iη(â+ â†)

]

= 1 + iη(â+ â†)− η2

2
(â+ â†)2 + ... (66)

Le développement (66) reporté dans (55) donne, à l’ordre 2 en η :

I0,0 = 1− η2 (67a)

I0,1 = η2 (67b)

Toutes les autres transitions a, 0 → b, n avec n > 2 ont des intensités relatives
d’ordre supérieur, en ηn. La transition sans changement d’état de vibration, et
donc sans recul, est prédominante quand le confinement est important. La tran-
sition a, 0 → b, 1 est beaucoup moins probable, par un facteur Erec/~ωosc ; quand
elle se produit, elle augmente l’énergie de l’atome d’une quantité ~ωosc beaucoup
plus grande que Erec. La règle de somme (57) indique que, en moyenne, l’énergie
gagnée par l’atome reste égale à Erec.

3-e. Effet Mössbauer

En 1958, Rudolf Mössbauer observa des raies très étroites dans le spectre d’ab-
sorption résonnante de rayons γ par les noyaux d’atomes dans un cristal. Reprenant

11. Ce paramètre est souvent appelé paramètre de Lamb-Dicke, du nom des physiciens qui
ont les premiers introduit l’idée d’absorption sans recul à cause du confinement. Pour un survol
historique des travaux sur la suppression du recul par confinement, le lecteur intéressé par ces
questions pourra consulter le § 6.4.4 de [23] ainsi que les références citées dans ce §.
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les travaux antérieurs de Lamb [24] sur la suppression du recul pour l’absorption
résonnante de neutrons lents (et non de photons) par les noyaux d’atomes d’un ré-
seau cristallin, il attribua les structures étroites qu’il observait à une suppression du
recul. Cette suppression se produit si, dans le spectre des phonons du cristal, il existe
des fréquences supérieures à la fréquence de recul ωR = Erec/~. L’intérêt de l’effet
Mössbauer réside dans la valeur élevée de la fréquence de la transition interne γ, qui
peut atteindre plus de 1018 Hz. Si la largeur Doppler et le déplacement de recul sont
supprimés par le confinement et si la largeur naturelle demeure de l’ordre de 106 à
107 Hz, comme pour une transition optique, le facteur de qualité de la transition γ
peut atteindre des valeurs de l’ordre de 1012. Une telle résolution a permis dès 1959,
et pour la première fois en laboratoire, de mesurer le déplacement gravitationnel
prévu par la relativité générale entre les fréquences d’un émetteur et d’un récepteur
situés dans le champ de gravitation terrestre à des altitudes différant d’une vingtaine
de mètres.

4. Suppression du recul dans certains processus multiphotoniques

Dans ce qui précède, nous n’avons considéré que des processus à un photon.
Nous verrons dans le Chapitre XX qu’il existe aussi des processus multiphotoniques,
au cours desquels l’atome passe d’un état interne a à un autre état b en absor-
bant ou en émettant plusieurs photons. Durant de tels processus, l’énergie totale et
l’impulsion totale sont bien sûr conservées 12.

Considérons alors un processus à deux photons où les deux photons ont la
même fréquence ω et des vecteurs d’onde opposés +k et −k. L’impulsion totale
du rayonnement est dans ce cas nulle. Si l’atome absorbe ces deux photons, son
impulsion ne change pas. Son énergie externe n’est donc pas modifiée, de sorte qu’il
n’y a plus d’effet Doppler ni d’énergie de recul. Cette possibilité peut être étendue à
des processus à p photons si la somme des vecteurs d’onde des p photons est nulle :

k1 + k2...+ kp = 0 (68)

Cette idée a été proposée indépendamment par deux groupes, en Russie [25]
et en France [26]. Elle a permis des avancées expérimentales significatives en spec-
troscopie de haute résolution où la largeur des raies n’est plus limitée par la lar-
geur Doppler, mais par la largeur naturelle qui est souvent beaucoup plus faible.
Un exemple particulièrement intéressant d’application est l’étude de la transition
1s ↔ 2s de l’atome d’hydrogène par spectroscopie à deux photons sans effet Dop-
pler [27]. L’intérêt de cette transition est que l’état supérieur 2s de la transition est
métastable et de longue durée de vie (environ 120 ms). Sa largeur naturelle est donc
très petite et la raie à deux photons très fine, ce qui permet des mesures extrêmement
précises de constantes fondamentales comme la constante de Rydberg. Il faut cepen-
dant noter que l’interaction avec les rayonnements laser qui induisent la transition à
deux photons s’accompagne de déplacements de niveaux d’énergie 13, proportionnels
à l’intensité lumineuse ; il faut en tenir compte de manière précise pour déterminer
la valeur non perturbée de la fréquence de la transition à deux photons.

12. Nous considérons ici à nouveau des atomes libres, sans potentiel extérieur.
13. Voir le Complément BXX, § 2-b
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Figure 7 – Spectroscopie d’absorption saturée. La figure représente le profil d’ab-
sorption du faisceau sonde quand on balaie la fréquence ω des deux faisceaux laser.
Un creux étroit, de largeur Γ, apparaît au centre d’un profil Doppler beaucoup plus
large, de largeur ∆ωD.

Spectroscopie par absorption saturée sans effet Doppler
Des effets non linéaires apparaissent aussi dans des configurations expérimentales
où l’atome interagit avec deux faisceaux lumineux de même fréquence ω et se
propageant dans des sens opposés, un faisceau intense appelé faisceau pompe et
un faisceau de faible intensité, appelé faisceau sonde. A la différence des transitions
à deux photons considérées dans le § précédent, on suppose ici que les transitions
induites par chacun des deux faisceaux sont des transitions à un photon reliant
les deux états internes a et b de la transition atomique ; ω est donc proche de la
fréquence ω0 de la transition atomique (et non de ω0/2).
Nous négligerons ici l’énergie de recul, très faible en général dans le domaine op-
tique devant la largeur naturelle Γ de l’état supérieur b. En revanche, les déplace-
ments Doppler des raies d’absorption des divers atomes jouent un rôle important,
car ils sont différents pour le faisceau pompe et le faisceau sonde du fait de leurs
directions de propagation opposées. Le faisceau pompe interagit avec un atome
de vitesse vP si sa fréquence apparente ω − kvP pour cet atome coïncide avec
la fréquence ω0 de la transition atomique à Γ près, c’est-à-dire si kvP = ω − ω0

à Γ près. De même, le faisceau sonde interagit avec les atomes de vitesse vS si
ω+ kvS = ω0 à Γ près, c’est-à-dire si kvS = −(ω−ω0) à Γ près. Si ω est différent
de ω0, on a vP 6= vS : les deux faisceaux n’interagissent pas avec les mêmes atomes
de la distribution de vitesses, de sorte que l’absorption du faisceau sonde n’est pas
perturbée par la présence du faisceau pompe. Mais cette perturbation devient im-
portante lorsque ω = ω0 (à Γ près), puisque les deux faisceaux interagissent alors
avec le même sous-ensemble d’atomes (ceux appartenant à une même “classe de
vitesses” selon l’axe des faisceaux lumineux).
Le faisceau pompe intense diminue la différence de population entre les deux ni-
veaux a et b de la transition atomique, tendant à égaliser ces populations ; l’absorp-
tion du faisceau sonde est donc diminuée quand les deux faisceaux interagissent
avec la même classe de vitesse, c’est-à-dire au voisinage de ω = ω0. Quand on
balaie la fréquence ω des deux faisceaux laser, l’absorption du faisceau sonde varie
suivant un profil Doppler centré autour de ω0, de largeur ∆ωD, au centre duquel
(Figure 7) apparaît un creux de largeur beaucoup plus faible Γ. Cette méthode
appelée absorption saturée permet de déterminer la fréquence atomique ω0 avec
une résolution bien meilleure que si l’on utilisait un seul faisceau.
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Conclusion

Dans ce complément, nous avons montré comment l’analyse des échanges d’im-
pulsion entre atomes et photons permet d’introduire et d’interpréter plusieurs effets
physiques importants comme la largeur Doppler, l’énergie de recul, les forces de pres-
sion de radiation, le ralentissement et le refroidissement laser Doppler des atomes,
l’élimination de l’effet Doppler par confinement ou dans des transitions à 2 photons,
l’effet Mössbauer.

Ces diverses méthodes ont tout d’abord permis d’améliorer de manière spec-
taculaire la résolution des mesures spectroscopiques. Elles ont ainsi été très utiles,
à la fois pour les mesures de haute précision et pour l’amélioration des horloges
atomiques. Ces dernières atteignent maintenant des stabilités relatives de l’ordre
de 10−16. En plaçant une telle horloge dans la station spatiale internationale et en
comparant sa fréquence à celle d’une horloge similaire restée au sol, on peut espé-
rer tester la valeur du déplacement gravitationnel prévu par la relativité générale
avec une précision près de 100 fois supérieure à celle de tous les autres tests. Une
autre conclusion qui se dégage de ces études est que les interactions atomes-photons
apparaissent aussi comme un outil pour contrôler et manipuler les atomes.

Nous verrons également dans le Complément CXIX comment les échanges de
moment cinétique entre atomes et photons permettent de contrôler le moment ci-
nétique des atomes en les polarisant par pompage optique. De telles manipulations
ont permis d’ouvrir des domaines de recherche nouveaux, comme l’interférométrie
atomique ou les gaz quantiques dégénérés.
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Complément BXIX
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Introduction

Le moment cinétique du rayonnement joue un rôle important dans diverses
situations, en particulier dans les expériences de physique atomique. Comme nous le
verrons dans le Complément CXIX, les échanges de moment cinétique entre atomes
et photons sont à la base de méthodes expérimentales, comme le pompage optique,
qui constituent l’un des premiers exemples de manipulation d’atomes par la lumière.

Dans le Chapitre XVIII, une transformation de Fourier spatiale des champs
classiques nous a conduits à introduire les variables normales αε(k) et α∗

ε(k) du
champ, qui sont les composantes des champs dans une base d’ondes planes trans-
verses. Lors de la quantification, ces variables normales deviennent les opérateurs
d’annihilation âε(k) et de création â†ε(k) d’un photon dans le mode k, ε. Une telle
base d’ondes planes est particulièrement commode pour l’étude de l’énergie et de
l’impulsion du rayonnement, car les photons du mode k, ε ont une énergie ~ω = ~ck
et une impulsion ~k bien définies. En revanche, le développement du moment ciné-
tique du champ en variables normales αε(k) et α∗

ε(k) n’est pas aussi simple car les
photons du mode k, ε n’ont pas un moment cinétique bien déterminé. Le but de ce
complément est d’établir l’expression d’un développement qui soit mieux adapté à
l’étude du moment cinétique du rayonnement, et d’en déduire un certain nombre de
résultats qui en découlent.

Dans la description classique du rayonnement, la variable normale α(k) =∑
ε αε(k)ε est une fonction vectorielle de k qui présente une certaine analogie avec

473



COMPLÉMENT BXIX •

une fonction d’onde dans l’espace réciproque, qui serait alors celle du photon (dans
l’espace de ses impulsions). Une grandeur physique, comme l’énergie totale ou l’im-
pulsion totale du rayonnement, apparaît en effet comme la valeur moyenne dans cette
fonction d’onde d’un opérateur à une particule représentant l’énergie ou l’impulsion
d’un photon. Comme cette fonction d’onde est vectorielle, elle peut être assimilée à la
fonction d’onde d’une particule de spin 1 dont le moment cinétique total J serait la
somme du moment cinétique orbital L et du moment cinétique de spin S. Nous com-
mençons donc, dans le § 1, par calculer en mécanique quantique la valeur moyenne,
dans l’état d’une particule de spin 1 décrit par la fonction d’onde vectorielle Ψ(k),
des moments cinétique orbital et de spin de cette particule. Revenant à la physique
classique nous calculons ensuite, dans le § 2, l’expression du moment cinétique total
JR du rayonnement libre ; nous l’écrivons en fonction, tout d’abord des champs dans
l’espace réciproque, puis des variables normales α(k) de ce champ. Nous constate-
rons alors que l’expression ainsi obtenue a effectivement la même forme que celle du
§ 1, moyennant le remplacement de Ψ(k) par α(k). Ceci nous permettra d’obtenir
le développement en variables normales, non seulement du moment cinétique total
du champ, mais aussi du moment cinétique orbital et du moment cinétique de spin
de ce champ. L’interprétation physique de ces résultats est discutée dans le § 3, qui
souligne en particulier quelques caractéristiques importantes de ces deux types de
moment cinétique.

1. Valeur moyenne du moment cinétique pour une particule de spin 1

Nous commençons par étudier une particule massive de spin 1, qui n’est donc
pas un photon. Les résultats nous seront utiles comme point de comparaison lors
des calculs du paragraphe suivant, où nous revenons au champ électromagnétique.

1-a. Fonction d’onde, opérateur de spin

Les conclusions de ce § 1 seront comparées avec celles du § 2 suivant concer-
nant le moment cinétique du rayonnement exprimé en termes de variables normales.
Comme les variables normales caractérisent le champ dans l’espace réciproque, il
est important ici de décrire l’état de la particule de spin 1 dans ce même espace.
Le vecteur d’état de la particule peut être développé sur une base {|k, ν〉}, où k

désigne le vecteur d’onde et ν l’état de spin :

|Ψ〉 =
∑

ν

∫
d3k ψν(k) |k, ν〉 (1)

avec :

ψν(k) = 〈k, ν|Ψ〉 (2)

En général, on prend pour les états |ν〉 les états propres | + 1〉, |0〉, | − 1〉 de la
composante Sz du spin. Nous choisirons ici une autre base :

|x〉 = (1/
√
2)
[
| − 1〉 − |+ 1〉

]

|y〉 = (i/
√
2)
[
| − 1〉+ |+ 1〉

]

|z〉 = |0〉 (3)
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L’effet des composantes Sx, Sy, Sz de S sur ces vecteurs de base s’obtient aisément.
Il suffit d’inverser les équations (3), d’utiliser Sx = (S+ +S−)/2, Sy = −i(S+−
S−)/2, ainsi que l’action de S+, S−, Sz sur les états | + 1〉, |0〉, | − 1〉, pour obtenir
par exemple :

Sx|x〉 =
1

2
(S+ + S−)

1√
2

[
| − 1〉 − |+ 1〉

]
=

~

2
√
2

[√
2|0〉 −

√
2|0〉

]
= 0

Sx|y〉 =
i

2
(S+ + S−)

1√
2

[
| − 1〉+ |+ 1〉

]
=

i~

2
√
2

[√
2 |0〉+

√
2 |0
]
= i~|z〉

Sx|z〉 =
1

2
(S+ + S−)|0〉 =

~

2

[√
2 |+ 1〉+

√
2 | − 1〉

]
= −i~|y〉 (4)

Ces équations, ainsi que les équations similaires pour l’action de Sy et Sz, peuvent
s’écrire de manière plus compacte sous la forme :

Sa|b〉 = i~
∑

c

εabc |c〉 (5)

où a, b, c sont les indices x, y, z et εabc le tenseur complètement antisymétrique à
trois dimensions 1. L’équation (5) entraîne aussi que :

〈c|Sa|b〉 = i~ εabc (6)

1-b. Valeur moyenne du moment cinétique de spin

La valeur moyenne de Sa s’écrit, compte tenu de (1) :

〈Ψ| Sa|Ψ〉 =
∫

d3k

∫
d3k′

∑

b,c

ψ∗
c (k

′)〈k′, c|Sa|k, b〉ψb(k) (7)

Comme Sa n’agit pas sur les degrés de liberté orbitaux décrits par la variable k on
a, compte tenu de (6) :

〈k′, c|Sa|k, b〉 = i~ εabc δ(k − k′) (8)

Le report de ce résultat dans (7) donne alors :

〈Ψ| Sa|Ψ〉 = i~

∫
d3k

∑

b,c

εabc ψ
∗
c (k)ψb(k) = −i~

∫
d3k

∑

b,c

εabc ψ
∗
b (k)ψc(k) (9)

(nous avons utilisé l’antisymétrie des εabc). Comme la composante a du produit
vectoriel de deux vecteurs V et W s’écrit :

(V ×W )a =
∑

b,c

εabc VbWc (10)

nous obtenons :

〈Ψ| Sa|Ψ〉 = −i~
∫

d3k (Ψ∗ ×Ψ)a (11)

1. On définit εabc = +1 si abc sont xyz ou se déduisent de xyz par une permutation paire ;
εabc = −1 si abc se déduit de xyz par une permutation impaire ; enfin εabc = +0 si deux de trois
indices abc (ou les trois) sont égaux.
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1-c. Valeur moyenne du moment cinétique orbital

Le moment cinétique orbital s’écrit :

L = r × p (12)

Sa composante La agit dans l’espace des positions selon :

La = (r × p)a ⇒
∑

b,c

εabc rb pc = −i~
∑

b,c

εabcrb ∂c avec ∂c = ∂/∂rc (13)

Passer dans l’espace réciproque revient à faire une transformée de Fourier spa-
tiale. Les opérateurs multiplication par rb et dérivation par rapport à rc dans l’espace
des r deviennent respectivement, dans l’espace des k, les opérateurs dérivation par
rapport à kb et multiplication par kc (à un facteur de proportionnalité près) :

rb ↔
TF

i∂/∂kb = i∂̃b ∂/∂rc = ∂c ↔
TF

ikc (14)

avec la notation :

∂̃b ≡ ∂/∂kb (15)

L’action dans l’espace réciproque de la composante La du moment cinétique orbital
est donc :

La ⇒ −i~
∑

b,c

εabc (i∂̃b) (ikc) = i~
∑

b,c

εabc kc ∂̃b

= −i~
∑

b,c

εabc kb ∂̃c (16)

Dans la dernière égalité de la première ligne nous avons fait passer ∂̃b à droite de kc,
ce qui est possible puisque la présence de εabc entraîne la nullité de tous les termes
où les indices b et c sont égaux. Pour obtenir l’égalité de la seconde ligne de (16),
nous avons remplacé b par c et c par b dans le dernier terme de la première ligne et
utilisé à nouveau εacb = −εabc.

Calculons enfin la valeur moyenne de La dans l’état Ψ. Compte tenu de (1),
il vient :

〈Ψ| La|Ψ〉 =
∫

d3k

∫
d3k′

∑

d,e

ψ∗
d(k

′)〈k′, d|La|k, e〉ψe(k) (17)

Comme La n’agit pas sur les degrés de liberté de spin, on a forcément d = e dans
l’élément de matrice du second membre, ce qui donne, en utilisant la forme différen-
tielle (16) de La :

〈Ψ| La|Ψ〉 =
∫

d3k

∫
d3k′

∑

d

ψ∗
d(k

′)〈k′, d|La|k, d〉ψd(k)

= −i~
∫

d3k
∑

b,c,d

ψ∗
d(k) εabc kb ∂̃c ψd(k) (18)

476



• MOMENT CINÉTIQUE DU RAYONNEMENT

Finalement, en ajoutant (9) et (18), on obtient l’expression suivante pour la
valeur moyenne du moment cinétique total de la particule dans l’état Ψ :

〈Ψ|Ja|Ψ〉 = −i~
∫

d3k
∑

b,c,d


ψ∗

b (k) εabc ψc(k)︸ ︷︷ ︸
spin

+ψ∗
d(k) εabc kb ∂̃c ψd(k)︸ ︷︷ ︸

orbital


 (19)

2. Moment cinétique du rayonnement libre classique en fonction des
variables normales

Montrons maintenant que le calcul du moment cinétique du rayonnement pré-
sente une certaine analogie avec celui du § 1.

2-a. Calcul dans l’espace des positions

La relation (A-52) du Chapitre XVIII indique que le moment cinétique total
du rayonnement libre (en l’absence de particules) s’écrit :

J = ǫ0

∫
d3r
[
r × [E⊥(r)×B(r)]

]
(20)

Remplaçons B par ∇×A et utilisons l’identité a×(b×c) = (a·c) b−(a·b) c relative
au double produit vectoriel. On obtient, en n’oubliant pas de respecter l’ordre entre
∇ et A :

E × [∇×A] =
∑

d

Ed∇Ad − (E ·∇)A (21)

où Ed est la composante de E⊥(r) sur l’axe Ox, Oy ou Oz repéré par l’indice d. Le
report de (21) dans (20) conduit à :

J = ǫ0

∫
d3r

{∑

d

Ed(r ×∇)Ad − r × (E ·∇)A
}

(22)

Considérons tout d’abord la contribution J (1) du second terme de (22). Sa
composante J (1)

a s’écrit :

J (1)
a = −ǫ0

∫
d3r

{
r × (E ·∇)A

}
a

= −ǫ0
∫

d3r
∑

b,c,d

εabc rbEd ∂dAc (23)

Faisons passer rb à droite de ∂d en utilisant :

rb ∂d = ∂d rb − δbd (24)

La contribution du terme −δbd à (23) donne :

ǫ0

∫
d3r

∑

b,c

εabcEbAc = ǫ0

∫
d3r (E ×A)a (25)

477



COMPLÉMENT BXIX •

Dans la contribution du terme ∂d rb à (23), effectuons une intégration par parties.
La contribution du terme tout intégré donne une intégrale de surface nulle si les
champs décroissent suffisamment vite à l’infini. On obtient ainsi pour la contribution
du terme ∂d rb à (23) :

−ǫ0
∫

d3r
∑

b,c,d

εabcEd ∂d rbAc = 0 + ǫ0

∫
d3r

∑

b,c,d

εabc rbAc ∂dEd (26)

On voit apparaître dans le dernier terme de (26) la quantité
∑

d

∂dEd = ∇ ·E (27)

qui est égale à zéro puisque le champ électrique en l’absence de sources est purement
transverse (de divergence nulle). Ce terme disparaît donc.

Finalement, la valeur moyenne de J est la somme de (25) et du premier terme
de (22) :

J = ǫ0

∫
d3r

{
E(r)×A(r)︸ ︷︷ ︸

spin

+
∑

d

Ed(r)(r ×∇)Ad(r)︸ ︷︷ ︸
orbital

}
(28)

2-b. Passage dans l’espace réciproque

L’expression (28) de J peut être ré-écrite en fonction des transformées de
Fourier des champs E(r) et A(r). En utilisant l’égalité de Parseval-Plancherel et les
relations (14), on obtient :

J = ǫ0

∫
d3k

{
Ẽ∗(k)× Ã(k)︸ ︷︷ ︸

spin

+
∑

d

Ẽ∗
d(k)(k × ∇̃)Ãd(k)︸ ︷︷ ︸

orbital

}
(29)

où ∇̃ représente le gradient par rapport à k.
Il suffit maintenant d’utiliser les expressions (B-22a) et (B-22b) du Chapitre

XVIII pour obtenir les champs Ẽ(k) et Ã(k) en fonction des variables normales :

Ẽ(k) =
iω

2N (k)
[α(k)−α∗(−k)] (30a)

Ã(k) =
1

2N (k)
[α(k) +α∗(−k)] (30b)

où N (k) a été défini par la relation (A-3) du Chapitre XIX :

N (k) =

√
ǫ0ω

2~
(31)

En reportant (30) dans (29), on obtient :

Ja =− i~
2

∫
d3k

∑

b,c,d

{
[α∗
b(k)− αb(−k)] εabc [αc(k) + α∗

c(−k)]

+ [α∗
d(k)− αd(−k)] εabc kb ∂̃c [αd(k) + α∗

d(−k)]
}

(32)
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Chacune des deux lignes de (32) contient quatre termes : deux termes où figurent,
dans l’un deux fois α∗ et dans l’autre deux fois α – on montre ci-dessous qu’ils sont
nuls ; deux termes contenant une fois α∗ et une fois α – on montre ci-dessous qu’ils
sont égaux. On obtient ainsi finalement :

Ja = −i~
∫

d3k
∑

b,c,d


α∗

b(k) εabc αc(k)︸ ︷︷ ︸
spin

+α∗
d(k) εabc kb ∂̃c αd(k)︸ ︷︷ ︸

orbital


 (33)

Cette expression a la même forme que (19) : le moment cinétique est la somme
d’un terme de spin et d’un terme orbital faisant intervenir les dérivées spatiales. Un
tel résultat confirme que la variable normale α(k) peut être assimilée à la fonction
d’onde dans l’espace réciproque du photon qui est bien une particule de spin 1. Il
donne aussi les expressions explicites du moment cinétique de spin du rayonnement
(premier terme du crochet de (33)) et du moment cinétique orbital (second terme).

Pour une particule matérielle on sait (Chapitre VI § D.1.a) qu’en coordonnées
sphériques (ou cylindriques) l’effet de la composante selon Oz du moment cinétique
correspond à une dérivation par rapport à l’angle azimutal ϕ :

−iℏ(kx ∂̃y − ky ∂̃x)⇒
ℏ

i

∂

∂ϕ
(34)

Ce résultat découle simplement d’un calcul de dérivées partielles, qui est indépendant
de la nature du système physique étudié ; il s’applique donc également à un champ.

Calcul des divers termes apparaissant dans l’équation (32)
Considérons les termes faisant intervenir, dans la première ligne de (32), un produit
de deux α∗ ou de deux α, par exemple :

−i(~/2)
∫

d3k
∑

b,c

[α∗
b(k) εabc α

∗
c(−k)] (35)

En changeant k en −k, en intervertissant les indices b et c et en utilisant εacb =
−εabc, on montre que (35) est égal à son opposé et donc nul. La même démarche
appliquée au terme :

+i(~/2)

∫
d3k

∑

b,c

[αb(−k) εabc α∗
c(−k)] (36)

montre que ce terme est égal à :

−i(~/2)
∫

d3k
∑

b,c

[αc(k) εabc α
∗
b(k)] (37)

qui est égal à l’autre terme de la première ligne de (32) contenant un α∗ et un α, si
l’on change l’ordre relatif dans lequel apparaissent α∗

b(k) et αc(k). Dans la théorie
classique présentée ici, ces quantités sont des nombres qui commutent, et leur
ordre n’a effectivement pas d’importance. Mais il peut être utile de conserver cet
ordre pour obtenir une expression qui reste valable lorsque, dans la quantification
de la théorie, les α∗ et α seront remplacés par les opérateurs de création et
d’annihilation qui ne commutent pas.
Le calcul précédent peut être étendu aux termes de la seconde ligne de (32). En
plus du changement de k en −k, il faut effectuer une intégration par parties.

479



COMPLÉMENT BXIX •

Le terme tout intégré, qui peut être transformé en une intégrale de surface, est
nul si les champs tendent suffisamment vite vers zéro à l’infini ; il s’y ajoute une
contribution qui montre que les termes contenant deux α∗ ou deux α sont égaux
à leurs opposés, et donc nuls. En revanche, l’intégration par parties montre que
les deux termes contenant un α∗ et un α sont égaux si l’ordre des α∗ et α peut
être inversé. Dans le cas où l’on ne tient pas compte de l’ordre des α∗ et α, on
obtient ainsi l’expression (33).

2-c. Différence entre les moments cinétiques d’une particule matérielle et du
rayonnement

L’analogie étroite qui existe entre les équations (19) et (33) ne doit pas ce-
pendant faire oublier une différence importante entre les deux moments cinétiques,
qui provient du fait que les variables normales α(k) sont transverses. L’équation de
Maxwell ∇.E = 0 du champ libre entraîne en effet que α(k) est perpendiculaire au
vecteur d’onde k en tout point :

k.α(k) = 0 ∀ k (38)

ce qui n’est pas nécessairement le cas pour la fonction d’onde Ψ(k) d’une particule
matérielle dans l’espace réciproque.

3. Discussion physique

3-a. Moment cinétique de spin du rayonnement

Le moment cinétique de spin est le premier terme du second membre de (33),
qui peut s’écrire :

(SR)a = −i~
∫

d3k
∑

b,c

α∗
b(k) εb,c αc(k) = −i~

∫
d3k [α∗(k)×α(k)]a (39)

Pour faire apparaître plus clairement la conséquence de la condition de transversalité
(38) sur le moment cinétique de spin du rayonnement, on peut repérer les compo-
santes de α∗(k) et α(k) sur une base différente : au lieu des trois vecteurs ex, ey,
ez indépendants de l’orientation du vecteur d’onde k, on choisit une base de trois
vecteurs e1(k), e2(k), e3(k) = κ = k/k, incluant le vecteur unité κ le long de k et
deux autres vecteurs e1(k) et e2(k). Ces trois vecteurs e1(k), e2(k) et κ sont or-
thogonaux entre eux et orthogonaux à κ ; ils forment un trièdre trirectangle direct.
Comme les variables normales α∗(k) et α(k) sont transverses, leurs composantes
sur κ sont nulles. Introduisons en plus les deux combinaisons linéaires complexes 2

suivantes de e1(k) et e2(k) :

e+(k) = − [e1(k) + ie2(k)] /
√
2

e−(k) = + [e1(k)− ie2(k)] /
√
2 (40)

2. L’utilisation de polarisations complexes conduit à modifier les expressions des champs
obtenues dans les relations (B-28) à (B-30) du Chapitre XVIII : pour les champs classiques, les
termes en α(k) ne sont pas modifiés, mais il faut remplacer le vecteur polarisation par son complexe
conjugué dans ceux en α∗(k). Pour les opérateurs de champ quantiques, de façon similaire il faut
remplacer le vecteur polarisation par son complexe conjugué dans tous les termes contenant des
opérateurs de création â†ǫ(k).
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correspondant aux deux polarisations circulaires droite et gauche par rapport à la di-
rection de k. Les variables normales transverses α∗(k) et α(k) peuvent se développer
sur ces deux vecteurs :

α(k) = α+(k)e+(k) + α−(k)e−(k)

α∗(k) = α∗
+(k)e

∗
+(k) + α∗

−(k)e
∗
−(k) (41)

Calculons le produit vectoriel α∗(k) × α(k) à partir de ces deux développements.
En utilisant :

e∗+ × e+ =
1

2
(e1 − ie2)× (e1 + ie2) =

i

2
(e1 × e2 − e1 × e2) = iκ

e∗− × e− =
1

2
(e1 + ie2)× (e1 − ie2) =

−i
2
(e1 × e2 − e1 × e2) = −iκ

e∗+ × e− =
−1
2

(e1 − ie2)× (e1 − ie2) = 0 = e∗− × e+ (42)

on obtient :

SR =

∫
d3k

{ [
α∗
+(k)α+(k)

]
~κ−

[
α∗
−(k)α−(k)

]
~κ
}

(43)

La forme “diagonale vis-à-vis des variables de spin” de l’expression (43) a
une signification physique claire : à chaque onde plane, de vecteur d’onde k et de
polarisation circulaire droite (gauche) par rapport à k, correspondent des photons
d’impulsion ~k et de moment cinétique de spin +~ (−~) le long de la direction κ

de k. Lors de la quantification de la théorie, quand les variables normales α∗(k) et
α(k) sont remplacées par des opérateurs de création et d’annihilation, l’expression
(43) devient :

ŜR =

∫
d3k

{[
â†+(k)â+(k)

]
~κ−

[
â†−(k)â−(k)

]
~κ
}

(44)

L’opérateur â†+(k) crée un photon d’impulsion ~k et de moment cinétique de spin
+~ le long de la direction κ de k ; l’opérateur â+(k) l’annihile ; enfin l’opérateur
â†+(k)â+(k) correspond au nombre de photons dans ce mode. Une définition ana-
logue s’applique au second terme de (44) avec un changement de signe du moment
cinétique.

Hélicité
Les résultats précédents, conséquences du caractère transversal du champ libre,
peuvent être exprimés en termes d’une quantité appelée “hélicité ”. Par définition,
l’hélicité du photon est la projection du moment cinétique de spin du photon le long
de la direction κ du vecteur d’onde ; elle vaut +1 pour des photons de polarisation
circulaire droite par rapport à κ, et −1 pour des photons de polarisation circulaire
gauche. Le caractère transversal du champ de rayonnement libre entraîne que les
photons ne peuvent pas avoir une hélicité nulle. L’hélicité est un pseudo-scalaire :
dans une réflexion d’espace, le vecteur polaire κ change de signe alors que le spin
S, vecteur axial, reste inchangé. Le produit scalaire de κ et S change donc de signe
(contrairement à un scalaire).
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3-b. Mise en évidence expérimentale du moment cinétique de spin du rayonnement

Considérons une onde plane de vecteur d’onde k et de polarisation ε. A partir
des expressions du champ électrique E(r) et du potentiel vecteur A(r) données
dans le Chapitre XVIII, on peut calculer simplement les deux termes de l’équation
(28) qui donnent, dans l’espace des positions, l’expression du moment cinétique
de spin et celle du moment cinétique orbital du rayonnement 3. On trouve que le
moment cinétique orbital du rayonnement – deuxième terme de (28) – est toujours
nul, quelle que soit la polarisation ε ; pour le moment cinétique de spin – premier
terme de (28) – il est nul pour une polarisation linéaire, mais non nul pour une
polarisation circulaire, avec des signes opposés pour des polarisations circulaires
droite et gauche. Ceci confirme, sur le cas simple d’une onde plane, les conclusions
générales du paragraphe précédent.

Un tel résultat suggère de faire traverser une lame quart d’onde par un faisceau
lumineux polarisé linéairement. Les photons incidents ont un moment cinétique de
spin nul avant la traversée de la lame, égal à +~ (−~) après traversée de la lame, si
cette dernière transforme la polarisation linéaire incidente en polarisation circulaire
droite (gauche). Le moment cinétique de spin du rayonnement change donc après
traversée de la lame et ce changement doit s’accompagner d’un changement dans
le sens opposé du moment cinétique de la lame. En suspendant la lame à un fil de
torsion, on doit donc observer une rotation de la lame induite par le rayonnement
incident qui apparaît dans un sens opposé à celui de la polarisation circulaire du
rayonnement émergent. Cette expérience, suggérée par A. Kastler [28] a été réalisée
par R. Beth [29] et a confirmé l’existence d’un transfert de moment cinétique

Remarque
Un paradoxe surgit quand on calcule, toujours pour une onde plane, le moment
cinétique total du rayonnement donné par l’équation (20). Dans une onde plane, le
vecteur de Poynting Π(r) = E(r)×B(r) est toujours parallèle au vecteur d’onde
k en tout point r, quelle que soit la polarisation. L’intégrale dans tout l’espace
de r ×Π(r) est donc nulle. Comme le moment cinétique orbital est lui aussi nul,
il semble donc que le moment cinétique de spin doit être nul lui aussi, quelle
que soit la polarisation. La solution de ce paradoxe est que la représentation du
rayonnement par une onde plane infinie n’est pas physique. Tout faisceau lumineux
a une extension spatiale finie. Les auteurs de [30] (voir aussi [31]) montrent que la
polarisation circulaire au centre du faisceau change quand l’amplitude du champ
change au voisinage des bords du faisceau. La prise en compte quantitative de cet
effet redonne bien le résultat obtenu plus haut, à savoir que le moment cinétique
de spin du faisceau est égal à la somme des moments cinétiques ±~ des photons
de ce faisceau.

3-c. Moment cinétique orbital du rayonnement

Une différence importante entre les moments cinétiques orbital et de spin du
rayonnement apparaît clairement sur l’expression (28) : la définition du moment
cinétique orbital fait intervenir un point de référence O, puisque le vecteur r défini
par rapport à ce point apparaît explicitement dans l’expression du moment cinétique
orbital. Il n’en est pas de même pour le moment cinétique de spin qui, pour cette

3. Ce sont en effet ces deux termes qui, lors du passage dans l’espace réciproque, puis de
l’introduction des variables normales, vont donner naissance aux deux termes du second membre de
l’équation (33) ; par comparaison avec l’expression du moment cinétique d’une particule de spin 1,
ces termes ont été interprétés comme les deux composantes du moment cinétique du rayonnement.
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raison, est parfois appelé moment cinétique “intrinsèque”. En fait, il existe au moins
deux situations pour lesquelles le choix du point O s’impose naturellement, situations
que nous analysons maintenant.

α. Ondes multipolaires

Quand on analyse le rayonnement émis ou absorbé par un atome ou un noyau
entre deux états discrets, le choix du centre de masse de l’atome ou du noyau comme
origine est naturel pour analyser les échanges de moment cinétique entre les variables
internes du système atomique et les photons. Dans le complément suivant CXIX, nous
étudions par exemple les échanges de moment cinétique entre les variables internes
d’un atome et les photons dans un cas particulier : une transition dipolaire électrique
traitée avec l’approximation des grandes longueurs d’onde. Dans les expressions qui
décrivent l’absorption d’un photon, seules interviennent alors les variables de polari-
sation du rayonnement, et donc le moment cinétique de spin des photons ; le moment
cinétique orbital du rayonnement ne semble jouer aucun rôle 4.

Il existe d’autres transitions, surtout dans les noyaux atomiques, où la varia-
tion de moment cinétique interne entre les deux états de la transition est supérieur
ou égal à 2 ; le moment cinétique de spin du photon, égal à 1, ne suffit plus pour
assurer la conservation du moment cinétique total. Il faut faire alors intervenir des
états du rayonnement de moment cinétique total J supérieur à 1, ce qui implique
nécessairement une contribution du moment cinétique orbital du rayonnement. Les
ondes correspondant à ces états sont les “ondes multipolaires”.

L’idée la plus simple pour construire les ondes multipolaires de moment ci-
nétique total caractérisé par les nombres quantiques J et M est de composer une
harmonique sphérique Y mℓ

ℓ (κ) avec un spin S = 1 ; la première est fonction propre
de L2 et Lz avec les valeurs propres ℓ(ℓ+1)~2 et mℓ~ ; le second possède trois états
de spin |S,mS〉, avec mS = +1, 0,−1, isomorphes aux trois états de polarisation
e+, ez, e−. On obtient ainsi une harmonique sphérique vectorielle :

Y M
J,ℓ,1(κ) =

∑

mℓ

∑

mS

〈JM |ℓ1mℓmS〉 Y mℓ

ℓ (κ)emS
(45)

fonction propre de J2, L2, Jz, avec les valeurs propres J(J + 1)~2, ℓ(ℓ+ 1)~2, M~.
Dans cette équation, 〈JM |ℓ1mℓmS〉 est un coefficient de Clebsch-Gordan, et J peut
prendre l’une des trois valeurs J = ℓ− 1, J = ℓ, J = ℓ+ 1 et M = mℓ +mS .

La difficulté est que les harmoniques sphériques vectorielles ne sont pas toutes
des fonctions transverses et ne peuvent donc constituer une base de fonctions nor-
males transverses pour développer le champ de rayonnement. Pour une valeur don-
née de J , on peut cependant construire des superpositions linéaires des harmoniques
sphériques vectorielles Y M

J,ℓ,1(κ) avec ℓ = J, ℓ = J ± 1 qui sont transverses et qui ont
de plus une parité bien définie π = ±1. On peut aussi multiplier chaque harmonique
sphérique vectorielle, qui ne dépend que de la direction κ de k, par δ(k− k0), ce qui
permet d’obtenir une fonction qui est aussi fonction propre de l’énergie, de valeur
propre ~ω0 = ~ck0. Les fonctions ainsi obtenues forment une base possible de va-
riables normales transverses pour développer le champ ; elles sont caractérisées par

4. Ce moment cinétique orbital peut en revanche intervenir dans les échanges de moment
cinétique avec les variables externes de l’atome, pour certains types de faisceaux lumineux, les
faisceaux de Laguerre-Gauss (§ 3-b du Complément CXIX).
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quatre nombres quantiques : l’énergie ~ck0, le moment cinétique total J,M , la parité
π. Elles sont appelées ondes multipolaires électriques (pour π = −1) ou magnétiques
(pour π = +1). Comme nous nous limitons dans cet ouvrage à des transitions di-
polaires électriques ou magnétiques, nous ne donnerons pas ici l’expression générale
des ondes multipolaires et renvoyons le lecteur au Complément BI de [15] et à [32]
pour plus de détails.

β. Faisceaux avec symétrie cylindrique autour d’un axe

Il arrive souvent qu’on étudie des faisceaux de symétrie cylindriques. C’est le
cas par exemple de faisceaux gaussiens se propageant le long d’un axe z avec des
sections transversales circulaires. Si l’on prend le point O de référence sur cet axe,
la symétrie du faisceau entraîne que le moment cinétique orbital est nécessairement
dirigé le long de l’axe z et qu’il garde la même valeur, quelle que soit la position du
point O sur l’axe z. Si l’on prend un point de référence hors de l’axe, le moment ciné-
tique orbital changera, mais pas sa composante Lz, qui manifeste ainsi un caractère
intrinsèque.

Un cas particulièrement intéressant est celui des faisceaux de Laguerre-Gauss
(LG) qui ont une dépendance en exp(imϕ) vis-à-vis de l’angle azimutal ϕ repérant
la direction du point courant dans le plan perpendiculaire à l’axe du faisceau. La
symétrie cylindrique est préservée dans la mesure où une rotation d’un angle ϕ0 du
faisceau autour de l’axe z redonne le même champ à un facteur de phase global près
exp(−imϕ0). L’utilisation de la relation (34) montre que la composante selon Oz du
moment cinétique orbital de chacun des photons du faisceau LG est mℏ.

Considérons un faisceau LG se propageant le long de l’axe z, de vecteur d’onde
k le long de l’axe. La phase en un point de coordonnées cylindriques z, ρ, ϕ s’obtient
à partir de l’exponentielle exp i(kz+mϕ). Pour un faisceau gaussien ordinaire (pour
lequel m = 0) les surfaces équiphases sont, au voisinage du foyer, des plans perpen-
diculaires à l’axe z. Quand m 6= 0, z et ϕ doivent varier tous deux pour que la phase
reste constante, suivant la loi kdz + mdϕ = 0. Les surfaces équiphases sont donc
des surfaces hélicoïdales engendrées par une demi-droite perpendiculaire à l’axe z et
partant de cet axe, qui tourne de −2π/m quand z augmente de λ. On conçoit alors
que, dans ces conditions, apparaisse un moment cinétique orbital non nul du champ.
Il faut enfin noter que le champ doit s’annuler sur l’axe z (sinon, la phase varierait
de manière discontinue quand on traverse cet axe).

En conclusion, nous avons vu dans ce complément qu’il existe deux types de
moment cinétique du rayonnement, de spin et orbital, et nous avons étudié leurs
propriétés. Le photon apparaît comme une particule de spin 1, à ceci près qu’il n’a
accès qu’à deux états internes (au lieu de trois) d’hélicités respectives +1 et −1. Nous
verrons dans le complément suivant comment les interactions entre rayonnement et
atomes permettent de transférer le moment cinétique du premier aux seconds.
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Introduction

Les échanges de moment cinétique entre atomes et photons sont à la base de
plusieurs méthodes expérimentales qui ont joué un rôle important en physique ato-
mique. Le but de ce complément est d’analyser les règles de sélection qui apparaissent
dans les processus d’absorption et d’émission de photons par un atome ; elles tra-
duisent la conservation du moment cinétique total du système atome + rayonnement
au cours de ces processus.

Nous nous intéresserons surtout au transfert de moment cinétique aux va-
riables internes de l’atome (§ 1). La polarisation du champ, qui caractérise le mo-
ment cinétique de spin de ce champ (Complément BXIX), joue alors un rôle essentiel.
Pour un processus d’absorption, nous établissons les règles de sélection qui relient
la polarisation du champ à la variation du “nombre quantique magnétique” m ca-
ractérisant la projection du moment cinétique total interne de l’atome sur un axe
donné. Deux applications importantes de ces règles de sélection seront alors décrites
dans le § 2 : la méthode de la double résonance et la méthode du pompage optique.
Nous verrons que le choix d’une polarisation adéquate pour la lumière excitatrice,
ainsi que de la direction et de la polarisation de la lumière ré-émise par les atomes
excités et observée par un détecteur, permet de contrôler les sous-niveaux Zeeman
de l’atome qui sont peuplés et détectés par la lumière. Nous reviendrons dans le §
2 sur l’importance de cette sélectivité. Nous abordons enfin brièvement dans le § 3
le problème du transfert de moment cinétique orbital du rayonnement aux variables
externes de l’atome.
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1. Transfert de moment cinétique de spin aux variables atomiques internes

1-a. Transitions dipolaires électriques

Nous nous limitons ici au cas où les transitions entre états internes de l’atome
sont des transitions dipolaires électriques. Comme nous l’avons vu dans le Chapitre
XIX (§ C-4), l’hamiltonien d’interaction entre l’atome et le rayonnement peut alors
être pris sous la forme :

ĤI = −D̂ · Ê⊥(R̂) (1)

où D̂ est l’opérateur moment dipolaire électrique de l’atome et Ê⊥(R̂) l’opérateur
champ électrique transverse du rayonnement évalué en R̂, position du centre de
masse. Tous les résultats établis dans ce complément demeurent en fait valables
pour des transitions dipolaires magnétiques ; il suffit de remplacer D̂ par le moment
dipolaire magnétique M̂ de l’atome et Ê⊥ par l’opérateur champ magnétique du
rayonnement B̂. Pour des transitions où un photon est absorbé, Ê⊥ et B̂ peuvent
être remplacés par leurs composantes de fréquences positives Ê

(+)
⊥ et B̂(+) ; pour

celle où un photon est émis, ces champs doivent être remplacés par leurs composantes
de fréquences négatives Ê

(−)
⊥ et B̂(−).

Si l’on remplace Ê
(+)
⊥ et B̂(+) par leurs développements en ondes planes, les

variables internes n’apparaissent plus que dans le produit scalaire de D̂ ou M̂ avec
le vecteur polarisation ε de l’onde plane k. Nous supposerons dans les §§ 1 et 2 que
tous les états du rayonnement incident sont des ondes planes, ou des superpositions
linéaires d’ondes planes dont les vecteurs d’onde ont des directions très voisines de
celle d’un axe optique (approximation paraxiale). Ces ondes ont toutes la même
polarisation ε, ce qui suppose que l’ouverture angulaire du faisceau est suffisamment
faible. Les transitions entre états atomiques internes a et b que nous considérerons
sont donc entièrement caractérisées par les éléments de matrice 〈b|ε · D̂|a〉.

1-b. Règles de sélection pour la polarisation

Commençons par considérer le cas simple d’un atome à un seul électron et
d’une transition reliant un état fondamental 1 g de moment cinétique orbital ℓ = 0
à un état excité e de moment cinétique ℓ = 1. Supposons que la polarisation du
rayonnement soit circulaire droite, notée σ+, par rapport à un axe que nous noterons
z : le champ électrique du rayonnement tourne à la fréquence angulaire ω dans le
sens direct autour de l’axe z. On a :

ε = − 1√
2
(εx + iεy) (2)

Comme D̂ = qr̂, où q est la charge de l’électron et r̂ sa position par rapport au
noyau, on a :

ε · D̂ = − q√
2
(x+ iy) = − q√

2
r sin θ exp(iϕ) (3)

1. Dans ce complément, et afin de nous conformer au mieux avec la littérature dans le
domaine, nous prendrons la notation g pour l’état fondamental (en anglais “ground”) et e pour
l’état excité (au lieu de prendre comme précédemment la notation a et b pour ces deux niveaux
atomiques).

486



• ECHANGES DE MOMENT CINÉTIQUE ENTRE ATOMES ET PHOTONS

où r, θ, ϕ sont les coordonnées sphériques de l’électron par rapport au noyau. L’ex-
citation en lumière de polarisation σ+, à partir de l’état fondamental de nombre
quantique magnétique mg = 0 (défini par rapport à l’axe z) sans dépendance en ϕ,
crée donc une fonction d’onde de l’état excité qui a une dépendance en ϕ donnée
par exp(iϕ). Cette fonction d’onde est donc une fonction propre de la composante
L̂z = (~/i)∂/∂ϕ du moment cinétique orbital, de valeur propre +1 – c’est-à-dire
l’état me = +1. On montrerait de même qu’une excitation de polarisation σ−, pour
laquelle ε = 1√

2
(εx − iεy), porte l’atome dans l’état me = −1. Considérons enfin

une excitation en polarisation π pour laquelle ε = εz : le champ électrique a une
polarisation linéaire parallèle 2 à l’axe Oz. On a alors ε · D̂ = qz = qr cos θ, sans
dépendance en ϕ ; l’excitation porte donc l’atome dans l’état me = 0. En résumé,
les règles de sélection sur la polarisation pour une transition ℓg = 0 −→ ℓe = 1 sont
données par :

σ+ −→ me = +1, π −→ me = 0 σ− −→ me = −1. (4)

Les résultats précédents peuvent être aisément généralisés à une transition
quelconque reliant un état fondamental g de moment cinétique Jg à un état excité
e de moment cinétique Je, et à un nombre quelconque d’électrons. Il suffit d’utiliser
le théorème de Wigner-Eckart (Complément DX et exercice 8 du Complément GX).
L’opérateur dipôle D̂ (somme des opérateurs dipolaires de chacun des électrons) est
un opérateur vectoriel dont les trois composantes sphériques D̂s avec s = +1, 0,−1
sont égales à :

D̂+1 =
−1√
2
(D̂x + iD̂y) (5a)

D̂0 = D̂z (5b)

D̂−1 =
1√
2
(D̂x − iD̂y) (5c)

Le théorème de Wigner-Eckart (Complément DX) indique alors que :

〈Je,me|D̂s|Jg,mg〉 = 〈e||D̂||g 〉 〈Je,me|Jg, 1;mg, s〉 (6)

où 〈Je,me|Jg, 1;mg, s〉 est un coefficient de Clebsch-Gordan (chapitre X, § C-4-c) et
〈e||D̂||g 〉 est un “élément de matrice réduit” indépendant de mg, s, me. Le coefficient
de Clebsch-Gordan n’est différent de zéro que si :

• on peut former un triangle avec Je, 1 et Jg, ce qui entraîne que Je doit être
égal, soit à Jg, soit à Jg ± 1, la transition Je = 0↔ Jg = 0 étant interdite ;
• me = mg + s.

Comme les trois valeurs de s (s = +1, 0,−1) correspondent aux trois polarisations
σ+, π, σ− respectivement, les règles de sélection (4) pour une transition Jg ↔ Je
quelconque se généralisent aisément et deviennent (Figure 1) :

σ+ −→ me = mg + 1, π −→ me = mg σ− −→ me = mg − 1 (7)

2. A cause de la transversalité du champ, le faisceau lumineux se propage alors nécessairement
le long d’un axe perpendiculaire à l’axe Oz.
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me = mg − 1 me = mg

mg

me = mg + 1

σ+σ
− π

Figure 1 – Règles de sélection pour une transition dipolaire, électrique ou magné-
tique. Le nombre quantique magnétique m augmente d’une unité pour une excitation
en polarisation σ+, est inchangé pour une excitation en polarisation π, et diminue
d’une unité pour une excitation en polarisation σ−.

1-c. Conservation du moment cinétique total

Nous avons vu que, lorsque l’atome absorbe un photon de polarisation σ+
par rapport à un axe z, la composante de son moment cinétique le long de cet axe
augmente de +1 en unités de ~. La conservation du moment cinétique total entraîne
donc que le photon σ+ absorbé doit avoir un moment cinétique +~ le long de l’axe
z.

Ce résultat peut également être obtenu à partir de l’étude du moment ci-
nétique du rayonnement présentée dans le Complément BXIX. En effet, bien que
l’hamiltonien d’interaction relatif aux variables internes ne dépende pas du vecteur
d’onde k du photon 3, on peut toujours prendre un vecteur d’onde k parallèle à l’axe
de quantification (puisque ces deux axes sont perpendiculaires au vecteur polarisa-
tion d’une onde circulaire). Or, nous avons vu dans le Complément BXIX que, dans
une onde plane (ou dans un faisceau d’ondes planes d’ouverture angulaire faible),
un photon de polarisation σ+ par rapport au vecteur d’onde possède un moment
cinétique total (qui se réduit à son moment cinétique de spin) égal à +~ et parallèle
à son vecteur d’onde. Le moment cinétique total est donc bien conservé.

2. Les méthodes optiques

Les règles de sélection sur la polarisation entraînent qu’il est possible d’exciter
sélectivement un sous-niveau Zeeman de l’état excité d’un atome. De même, nous
verrons plus loin que l’observation de la lumière émise dans une direction et avec une
polarisation donnée permet de déterminer à partir de quel sous-niveau la lumière est
émise. Une telle sélectivité dans l’excitation et la détection est à la base des méthodes
optiques de la spectroscopie hertzienne dont nous donnons ici deux exemples.
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Figure 2 – Diagramme d’énergie et structure Zeeman de la transition 61S0 −→ 63P1

des isotopes pairs du mercure à 253.7 nm (Fig. a). Un champ magnétique statique,
appliqué le long de l’axe z lève la dégénérescence de l’état excité et fait apparaître trois
sous-niveaux Zeeman équidistants :me = −1, 0,+1. Un faisceau lumineux résonnant,
se propageant le long de l’axe x et ayant une polarisation linéaire π, parallèle à l’axe z
(Fig. b), excite sélectivement les atomes dans le sous-niveau me = 0 (flèche montante
de la Fig. a). Pendant leur séjour dans l’état excité, les atomes sont transférés de
l’état me = 0 aux états me = ±1 par un champ de radiofréquence résonnant (petites
flèches obliques de la Fig. a). Un détecteur D placé le long de l’axe z, précédé d’un
analyseur qui ne laisse passer que la lumière de polarisation σ+ le long de l’axe z,
détecte la lumière émise par les atomes (Fig. b). Le détecteur n’est alors sensible
qu’à la lumière émise à partir du sous-niveau me = +1 (flèche ondulée de la Fig.
a) ; il fournit donc un signal proportionnel à la population de ce sous-niveau.

2-a. La méthode de double résonance

Nous exposerons ici le principe de la méthode sur l’exemple des isotopes pairs
du mercure, sur lequel ont porté les premières propositions théoriques de Brossel
et Kastler [33] ainsi que les premières études expérimentales de Brossel et Bitter
[34]. Comme pour ces isotopes le spin nucléaire est nul, et comme dans l’atome de
mercure toutes les couches électroniques sont remplies dans l’état fondamental, le
diagramme d’énergie est particulièrement simple. L’état fondamental g possède un
moment cinétique nul (Jg = 0), et les premiers états excités accessibles un moment
cinétique Je = 1. En présence d’un champ magnétique statique B appliqué le long
de l’axe z, les trois sous-niveaux Zeeman me = −1, 0,+1 du niveau excité subissent
des déplacements Zeeman proportionnels à me et au champ appliqué, de sorte que
l’énergie de l’état me s’écrit :

Eme
= E0 + gLmeµBB (8)

où E0 est l’énergie de l’état excité en l’absence de champ, gL le facteur de Landé
de cet état, µB le magnéton de Bohr. L’état fondamental Jg = 0,mg = 0, d’énergie
prise égale à zéro, n’est pas affecté par le champ B (Figure 2a).

3. L’approximation des grandes longueurs d’onde fait disparaître dans l’hamiltonien d’inter-
action relatif aux variables internes toute trace du vecteur d’onde k du rayonnement. Ce vecteur
d’onde n’apparaît que dans la partie de l’hamiltonien d’interaction, exp(ik · R̂), relative aux va-
riables externes.
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La méthode de double résonance consiste à exciter sélectivement, au moyen
d’un faisceau lumineux résonnant de polarisation π, les atomes dans le sous-niveau
me = 0. Le faisceau excitateur se propage par exemple le long de l’axe x avec une
polarization εz perpendiculaire à l’axe x et parallèle à l’axe z, donc de polarisation
π (Figure 2b).

Si les atomes n’étaient soumis à aucune perturbation dans l’état excité pendant
la durée de vie radiative τR = 1/Γ de cet état (de l’ordre de 1.55 10−7 sec), ils
resteraient dans ce sous niveau pendant leur séjour dans l’état excité. En revanche,
si l’on applique un champ de radiofréquence résonnant 4 suffisamment intense pour
les faire passer de me = 0 à me = ±1 pendant la durée de vie τR de l’état excité, les
deux états me = ±1 se peuplent également.

Peut-on, par observation de la lumière émise par les atomes lors de leur re-
tombée dans l’état fondamental par émission spontanée d’un photon, déterminer
à partir de quel sous-niveau me cette lumière est émise et obtenir ainsi un signal
proportionnel à la population de ce sous-niveau ? L’analyse de ce problème nécessite
plus de précautions que celle du processus d’absorption. Une fois porté dans le sous-
niveau me, l’atome peut en effet émettre dans toutes les directions et avec toutes
les polarisations possibles, qui ne sont pas nécessairement les trois polarisations de
base σ+, π ou σ−. Nous allons voir qu’on peut cependant placer le détecteur dans
une direction donnée, loin de l’atome, et placer devant le détecteur un analyseur de
polarisation convenablement choisi de manière à pouvoir déterminer à partir de quel
sous-niveau le photon détecté a été émis.

Pour démontrer ce résultat, il est important d’étudier tout d’abord comment
oscille le dipôle atomique associé à une transition mg ←→ me. Plaçons le détecteur
sur l’axe z où se trouve l’atome.

(i) Pour la transition me = 0 ←→ mg = 0, le dipôle oscillant le long de l’axe
z n’émet pas le long de cet axe. Le détecteur ne reçoit donc aucune fraction de la
lumière émise par un atome dans l’état me = 0.

(ii) En revanche, le dipôle associé à la transition mg = 0 ←→ me = +1, qui
tourne dans le sens direct autour de l’axe z dans un plan perpendiculaire à cet axe,
émet le long de cet axe une lumière de polarisation σ+, qui donne un signal sur
le détecteur si ce dernier est précédé d’un analyseur qui sélectionne la polarisation
circulaire droite. Cet analyseur bloque toutefois la lumière émise par un atome dans
le sous-niveau me = −1, puisqu’elle a une polarisation circulaire gauche.

Ainsi, en plaçant un détecteur dans une position bien choisie, précédé d’un
analyseur sélectionnant une polarisation appropriée, on peut isoler la lumière émise
à partir d’un certain sous-niveau me unique, et obtenir ainsi un signal proportionnel
à la population de ce sous-niveau.

Le principe de l’expérience de double résonance consiste donc à exciter sélec-
tivement les atomes dans le sous-niveau me = 0, puis à détecter, par observation de
la lumière σ+ émise le long de l’axe z, les variations du nombre d’atomes transférés
dans le sous-niveau me = +1 par un champ de radiofréquence de fréquence angulaire
ωRF proche de la fréquence Zeeman ωZ = gLµBB/~. En observant les variations de
la lumière émise, quand on balaie ωRF à champ magnétique fixé, ou quand on balaie

4. Les atomes sont ainsi soumis à deux excitations résonnantes : une excitation optique
résonnante qui les fait passer de mg = 0 à me = 0 ; une excitation radiofréquence résonnante qui
les fait passer de me = 0 à me = ±1. C’est là l’origine de la dénomination “double résonance”
donnée à cette méthode.
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le champ magnétique à ωRF fixé, on détecte optiquement la résonance magnétique
dans l’état excité.

Remarque
Que se passe-t-il si la lumière émise par l’atome n’est pas observée le long de l’axe
z avec un analyseur circulaire droit, mais avec un détecteur placé le long de l’axe y
précédé d’un analyseur sélectionnant la polarisation linéaire parallèle à l’axe x et
donc perpendiculaire à l’axe z, polarisation appelée “sigma” 5 ? La lumière émise le
long de l’axe y par l’atome dans l’état me = 0 a une polarisation linéaire parallèle
à celle du dipôle oscillant, donc parallèle à l’axe z. Elle est bloquée par l’analyseur
sigma qui n’est sensible qu’à la polarisation perpendiculaire. En revanche, que
l’atome soit dans le sous-niveau me = +1 ou me = −1, le dipôle tournant dans
le plan xOy (dans le sens direct ou inverse) émet dans ce plan une lumière de
polarisation linéaire perpendiculaire à l’axe z ; elle peut donc exciter le détecteur
de polarisation sigma, et fournir un signal proportionnel à la somme des popula-
tions des sous-niveaux me = +1 et me = −1. En fait, sous l’effet du champ de
radiofréquence résonnant, l’atome est porté dans une superposition linéaire de ces
deux sous-niveaux Zeeman. Il est apparu par la suite que les ondes émises à partir
de me = +1 et me = −1 interféraient, ce qui fait apparaître des modulations à la
fréquence 2ωRF dans l’intensité de la lumière σ détectée 6. Le signal du détecteur
contient donc une composante statique (en régime stationnaire), proportionnelle
à la somme des populations des deux sous-niveaux Zeeman, qui est le signal uti-
lisé dans la première expérience de double résonance, et un signal modulé à la
fréquence 2ωRF .

La forme de raie de résonance magnétique peut être calculée de manière
exacte ; elle conduit à des expressions analytiques qui sont en excellent accord avec
les observations expérimentales. Le centre de la résonance donne le facteur de Landé
de l’état excité, c’est-à-dire encore le moment magnétique de cet état. La largeur de
la résonance, extrapolée à intensité de radiofréquence nulle pour éliminer l’élargis-
sement radiatif, donne la largeur naturelle Γ de l’état excité.

Calcul de la forme de raie
L’excitation en raie large avec une polarisation π prépare de manière quasi instan-
tanée l’atome dans l’état excité me = 0. En régime stationnaire, n0 atomes sont
excités par unité de temps dans cet état. L’atome évolue sous l’effet de l’interaction
avec le champ de radiofréquence B1 et son état devient une superposition linéaire
des 3 sous-niveaux me = −1, 0,+1. Supposons ce champ de radiofréquence tour-
nant, ce qui permet d’introduire le référentiel tournant associé (Complément FIV )
où cette évolution se traduit par une simple rotation autour de B1. En utilisant les
matrices de rotation d’un spin 1, on peut donc calculer P (me = 0 −→ me = +1, t),
probabilité pour que l’atome, initialement dans me = 0, aboutisse après un temps
t dans l’état me = +1 [36]. A cause de la durée de vie radiative τR = 1/Γ des sous-
niveaux excités, cette probabilité est réduite par un facteur e−Γt. On en déduit
que le nombre d’atomes transférés en régime stationnaire dans l’état me = +1 est
égal à 7 :

N+1 = n0

∫ ∞

0

P (me = 0 −→ me = +1, t)e−Γtdt (9)

5. C’est la disposition utilisée dans la première expérience de double résonance [34].
6. De telles modulations, appelées “ light beats”, furent observées en 1959 [35].
7. Un calcul analogue peut être mené pour N−1.
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En utilisant l’expression de P (me = 0 −→ me = +1, t), on obtient finalement :

N+1 =
n0Ω

2

2

4δ2 + Γ2 +Ω2

(δ2 + Γ2 +Ω2)(4δ2 + Γ2 + 4Ω2)
(10)

Dans cette expression, Ω est la fréquence de Rabi associée au champ de radiofré-
quence B1, proportionnelle à l’amplitude de ce champ ; δ = ωRF − ωZ est l’écart
entre la fréquence ωRF du champ RF et la fréquence Zeeman ωZ associée à l’écart
entre les sous-niveaux Zeeman, proportionnelle au champ statique B0. La réso-
nance est tracée, soit en balayant la fréquence du champ RF, soit en balayant le
champ statique, ce qui revient à balayer ωZ .

2-b. Le pompage optique

La méthode du pompage optique a été proposée par A. Kastler [37] ; elle étend
aux états fondamentaux des atomes les éléments essentiels de la méthode de double
résonance. Elle introduit en outre la possibilité de réaliser, en régime stationnaire,
des différences de population importantes entre les sous-niveaux Zeeman de l’état
fondamental.

Nous en exposerons le principe dans le cas simple où le niveau fondamental
g (ainsi que le niveau excité e) ne possède que deux sous-niveaux Zeeman mg =
±1/2 (ou me = ±1/2 pour le niveau excité). Les idées introduites sur cet exemple
demeurent valables pour des transitions plus compliquées où la dégénérescence de e
et g est plus élevée.

Figure 3 – Principe du pompage optique pour une transition Jg = 1/2 → Je =
1/2. L’absorption d’un photon résonnant de polarisation σ+ excite sélectivement la
transition mg = −1/2 −→ me = 1/2. Une fois dans l’état excité, l’atome retombe
par émission spontanée dans les états mg = ±1/2. Quand il aboutit dans l’état
mg = +1/2, il ne peut plus absorber de photon incident et demeure dans cet état (car
il n’existe pas de transition σ+ partant de mg = +1/2 où les atomes s’accumulent).
De plus, toute variation de la différence de populations entre les sous-niveaux mg =
±1/2 peut être détectée par une modification de l’absorption du faisceau incident,
puisque cette absorption n’est possible qu’à partir du sous-niveau mg = −1/2.

Le principe du pompage optique est illustré sur la figure 3. Les atomes sont
excités par un faisceau résonnant de polarisation σ+ se propageant le long de l’axe z
(partie gauche de la figure). Un champ magnétique statique est également appliqué
le long de cet axe. L’absorption d’un photon résonnant de polarisation σ+ ne peut
exciter sélectivement que la transition mg = −1/2 −→ me = 1/2 au cours de
laquelle le nombre quantique magnétique m augmente d’une unité. Une fois dans
l’état excité, au bout d’un temps moyen τR = 1/Γ l’atome retombe par émission
spontanée dans les états mg = ±1/2, avec des probabilités proportionnelles aux
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carrés des coefficients de Clebsch-Gordan. S’il tombe dans l’état mg = −1/2, il peut
absorber de nouveau un photon σ+. Au bout d’un certain nombre de cycles, il tombe
dans l’état mg = +1/2. Il ne peut plus alors absorber de photon incident, et demeure
dans cet état (aucune transition σ+ ne part demg = +1/2). Les atomes s’accumulent
donc dans ce sous-niveau. Les cycles d’absorption d’un photon σ+ à partir de l’état
mg = −1/2 suivie d’une émission spontanée d’un photon qui transfère l’atome dans
le sous-niveau mg = +1/2 peuvent être considérés comme une “pompe optique” qui
vide le sous-niveau mg = −1/2 pour remplir le sous-niveau mg = +1/2, d’où le nom
de “pompage optique”.

Bilan des échanges de moment cinétique
Au cours d’un cycle de pompage optique, l’atome gagne un moment cinétique +~

puisqu’il passe de l’état mg = −1/2 à l’état mg = +1/2. Le rayonnement perd
une unité de moment cinétique ~ lors de l’absorption du photon σ+. Comme le
moment cinétique total du système atome + rayonnement est conservé, le moment
cinétique du rayonnement émis par l’atome passant par émission spontanée de
l’état me = +1/2 à l’état mg = +1/2 doit être nul.
Pour démontrer directement que le rayonnement perd en moyenne un moment
cinétique nul au cours de cette transition, il faut tenir compte du fait que l’atome
passant de l’état me = +1/2 à l’état mg = +1/2 émet une onde sphérique dans
toutes les directions et avec toutes les polarisations transverses possibles ; il serait
donc incorrect de dire que l’atome émet juste un photon de polarisation π, ce qui
impliquerait qu’il émet seulement des photons avec un vecteur d’onde perpendi-
culaire à l’axe z. En fait, il faut calculer le moment cinétique total (orbital et
de spin) de l’onde sphérique qu’il émet en passant de me = +1/2 à mg = +1/2.
Nous ne détaillerons pas ici un tel calcul, pour lequel il est judicieux de développer
le champ, non pas en ondes planes, mais en ondes multipolaires 8 (Complément
BXIX, § 3-c-α). Ces dernières sont des modes du champ caractérisés par quatre
nombres quantiques : le nombre d’ondes k (ou l’énergie), la parité qui vaut +1 ou
−1, le moment cinétique total J qui est un entier, et enfin la composante MJ du
moment cinétique sur l’axe z de quantification qui varie par changements d’une
unité de −J à +J . Pour une transition dipolaire électrique telle que celle étudiée
ici, la parité vaut −1, le moment cinétique total J est égal à 1. On peut montrer
que MJ est égal à 0 quand l’atome passe de me à mg = me ; il est égal à ±1 quand
l’atome passe de me à mg = me ∓ 1.
Le langage correct pour décrire la retombée par émission spontanée est donc le
suivant : pour une transition Je = 1/2←→ Jg = 1/2, un atome dans me = +1/2
peut retomber, soit dans l’état mg = −1/2 par émission d’un photon dipolaire
électrique MJ = +1, soit dans l’état mg = +1/2 par émission spontanée d’un
photon dipolaire électrique MJ = 0. Cette corrélation entre mg et MJ est due à la
conservation du moment cinétique total, elle-même due à l’invariance par rotation
de l’hamiltonien d’interaction. L’état final de l’atome après l’émission spontanée
est donc un état intriqué, superposition de l’état |mg = −1/2〉 ⊗ |MJ = +1〉 et de
l’état |mg = +1/2〉 ⊗ |MJ = 0〉 avec des coefficients pondérés par les coefficients
de Clebsch-Gordan des deux transitions atomiques, provenant des éléments de
matrice du dipôle. On retrouve ainsi les vitesses avec lesquelles se repeuplent les
sous-niveaux fondamentaux, les rapports de branchement étant donnés par les
carrés des coefficients de Clebsch-Gordan.

La lumière joue un double rôle dans ces expériences. D’une part, comme nous
venons de le voir, elle permet de polariser les atomes en les accumulant dans un

8. Le lecteur intéressé peut trouver un exposé détaillé sur les propriétés des ondes multipo-
laires dans le Complément BI de [15] et dans [32]

493



COMPLÉMENT CXIX •

sous-niveau de l’état fondamental ; elle permet également de détecter optiquement
cette polarisation des atomes. La lumière σ+ absorbée par les atomes, ne pouvant
l’être qu’à partir du sous-niveau mg = −1/2, fournit en effet un signal proportionnel
à la population de ce sous-niveau. Toute variation de la différence de population
entre les sous-niveaux mg = −1/2 et mg = +1/2, qui pourrait être induite par un
champ de radiofréquence résonnant ou par des collisions, peut donc être détectée
par une variation de la quantité de lumière absorbée.

2-c. Caractéristiques originales de ces méthodes

Il est intéressant de passer en revue quelques caractéristiques originales des
méthodes optiques qui permettent de comprendre pourquoi elles ont joué un rôle si
important dans le développement de la physique atomique.

– Quand elle est apparue, la méthode de double résonance était l’une des
premières à étendre les techniques de la résonance magnétique aux états
atomiques excités. Ces techniques avaient été mises au point sur des états
fondamentaux ou des états métastables de très longue durée de vie et utili-
saient essentiellement des jets atomiques ou moléculaires : des dispositifs de
sélection de type Stern-Gerlach sélectionnaient des atomes dans des états
internes donnés ; les basculements des spins par un champ RF modifiaient
la trajectoire des atomes ou molécules et c’est cette modification des trajec-
toires qui permettait le plus souvent de détecter la résonance magnétique
(voir par exemple la référence [38]). La très courte durée de vie des états
excités ne permettait pas d’étendre ces techniques aux états excités.

– Une caractéristique intéressante des méthodes optiques est leur sélectivité,
tant pour l’excitation que pour la détection. Cette sélectivité repose sur la
polarisation de la lumière et non sur la fréquence de la lumière. La lar-
geur des sources spectrales utilisées à l’époque et la largeur Doppler des
raies des atomes contenus dans un ballon de verre étaient considérablement
plus grandes que les écarts entre les raies optiques reliant les sous-niveaux
Zeeman de l’état fondamental à ceux de l’état excité ; il était donc exclu de
pouvoir exciter ou détecter une seule composante Zeeman de la raie optique.

– Les mesures des structures Zeeman ou hyperfine dans l’état excité par la
méthode de double résonance sont des mesures de haute résolution. Ces
structures ne sont pas déterminées par une mesure de la différence entre
les fréquences de deux raies optiques, mais par une mesure directe de la
structure. Dans le domaine radiofréquence ou microonde, la largeur Doppler
est négligeable, et la résolution des mesures n’est limitée que par la largeur
naturelle.

– Les méthodes optiques ont une très grande sensibilité. Une transition de
radiofréquence entre deux sous-niveaux de l’état excité ou fondamental n’est
pas détectée par la perte ou le gain d’énergie du champ de radiofréquence
dans une telle transition mais sur un photon optique absorbé ou ré-émis, qui
transporte une énergie beaucoup plus élevée que celle d’un photon RF, et
qui n’a pas la même polarisation suivant que l’atome est dans un sous-niveau
ou dans l’autre. Il est ainsi possible de détecter la résonance magnétique sur
un milieu très dilué comme une vapeur.

– Le pompage optique permet de réaliser des taux de polarisation dans l’état
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fondamental très élevés, qui peuvent atteindre 90 %. De tels taux sont consi-
dérablement plus élevés que ceux qu’il serait possible d’obtenir à l’équilibre
thermodynamique, compte tenu des valeurs très faibles des écarts Zeeman
entre sous-niveaux de l’état fondamental et de la valeur élevée des tempé-
ratures auxquelles sont réalisées les expériences : les facteurs de Boltzmann
exp(−hνZ/kBT ) sont alors tous très peu différents de 1. Notons d’ailleurs
que le pompage optique permet aisément, par un choix convenable de la
polarisation, de peupler davantage les sous-niveaux Zeeman du niveau fon-
damental g d’énergie la plus grande. Il s’agit là d’un des premiers exemples
de méthode permettant de réaliser des inversions de populations, une condi-
tion essentielle pour l’obtention de l’effet maser et de l’effet laser.

Le lecteur désireux d’obtenir plus de détails sur les méthodes optiques et sur
les applications auxquelles elles ont donné naissance pourra consulter l’ouvrage plus
documenté [23] et les références qu’il propose.

3. Transfert de moment cinétique orbital aux variables atomiques externes

3-a. Faisceaux de Laguerre-Gauss

Les faisceaux lumineux utilisés dans les expériences de physique atomique
ou d’optique sont souvent des faisceaux gaussiens, superpositions linéaires d’ondes
planes dont les vecteurs d’onde ont des directions voisines de celle d’un axe optique
(approximation paraxiale). Si la polarisation ε est la même pour toutes les ondes
planes du faisceau gaussien, dans les plans perpendiculaires à l’axe du faisceau la
phase du champ n’a aucune dépendance vis-à-vis de la variable azimutale ϕ repérant
la direction autour de l’axe du faisceau. De nouveaux types de faisceaux gaussiens
ont pu être réalisés récemment 9, appelés faisceaux de Laguerre-Gauss (LG), pour
lesquels le champ a une dépendance azimutale en exp imϕ, où m = ±1, ±2, ..., dans
les plans perpendiculaires à l’axe du faisceau. Nous avons déjà mentionné l’existence
de ces faisceaux dans le § 3-c-β du Complément BXIX. Montrons maintenant com-
ment l’absorption de photons appartenant à ces faisceaux peut transférer au centre
de masse de l’atome un moment cinétique orbital non nul autour de l’axe du faisceau
lumineux.

3-b. Développement du champ en modes de Laguerre-Gauss

Les modes LG constituent une base possible pour développer un champ quel-
conque. Ils sont caractérisés par trois nombres quantiques : le nombre d’onde k, le
nombre p de nœuds dans la direction radiale, et le nombre entier m caractérisant la
dépendance de la phase avec l’angle azimutal ϕ. Nous supposerons que la polarisation
ε est uniforme dans le faisceau. Plaçons-y un atome et utilisons la base εFk,p,m(r) de
modes LG. Au lieu de s’écrire 〈ψext

fin | exp(iki · R̂) |ψext
in 〉, l’élément de matrice relatif

aux variables externes de l’hamiltonien d’interaction devient maintenant dans cette
base :

〈
ψext
fin

∣∣Fk,p,m(R̂)
∣∣ψext

in

〉
(11)

9. La méthode la plus utilisée pour réaliser de tels faisceaux consiste à faire diffracter un
faisceau gaussien par des hologrammes calculés numériquement. Pour une revue sur les propriétés
de ces faisceaux et sur leurs applications, voir la référence [39].
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Cette relation montre que la fonction d’onde initiale ψext
in (R) du centre de masse de

l’atome est multipliée par la fonction Fk,p,m(R) caractérisant le mode. Le facteur
de phase exp(imϕ) est en quelque sorte “imprimé” sur la fonction d’onde initiale.
L’équation (11) exprime que l’amplitude de transition des variables externes induite
par l’hamiltonien d’interaction est égale au produit scalaire de Fk,p,m(R)ψext

in (R)
par la fonction d’onde finale du centre de masse ψext

fin (R).
Supposons que l’état initial externe de l’atome ait un moment cinétique nul

par rapport à l’axe z de sorte que ψext
in (R) ne dépende pas de l’angle ϕ. L’absorption

d’un photon à partir d’un faisceau LG, de nombres quantiques k, p,m, fait apparaître
dans le produit Fk,p,m(R)ψext

in (R) une dépendance en ϕ donnée par exp(imϕ), de
sorte que les seuls états finals possibles du centre de masse ont un moment cinétique
orbital m~ par rapport à l’axe z, puisque Lz = (~/i)∂/∂ϕ. Le faisceau LG a donc
transféré au centre de masse un moment cinétique orbital m~. Il est important
de noter que l’efficacité du transfert, décrite par l’élément de matrice (11), n’est
appréciable que si les extensions spatiales des fonctions d’onde initiale et finale sont
adaptées aux dimensions caractéristiques du faisceau LG. Au voisinage du foyer,
la largeur du faisceau est de l’ordre du “col” w0, c’est-à-dire de l’ordre de quelques
microns, beaucoup plus grande que les dimensions des paquets d’ondes atomiques, de
l’ordre du nanomètre aux températures courantes (T ≃ 300K). On comprend ainsi
pourquoi les transferts de moment cinétique orbital au centre de masse des atomes
ne sont devenus intéressants que lorsqu’il a été possible de refroidir les atomes à des
températures très basses, dans le domaine des microkelvins, voire des nanokelvins.
Les ondes de matière ainsi obtenues, en particulier les condensats de Bose-Einstein,
peuvent avoir des extensions spatiales de l’ordre de quelques microns. Le transfert de
moment cinétique orbital par “impression de phase” devient alors utile pour générer
des tourbillons quantiques (vortex, cf. Complément DXV, § 3-b-β) dans les ondes de
matière, situation où les atomes tournent en phase autour d’un axe. Cette méthode
a été utilisée pour créer des vortex dans un condensat de Bose-Einstein dans un
piège [40].
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CHAPITRE XX ABSORPTION, ÉMISSION, ET DIFFUSION DE PHOTONS PAR UN ATOME

Introduction

Dans ce chapitre, nous utilisons les résultats établis dans le chapitre précédent
pour étudier quelques processus élémentaires d’absorption et d’émission de photons
par des atomes. Connaissant les hamiltoniens qui décrivent les niveaux d’énergie de
l’atome et du rayonnement, ainsi que leurs interactions, nous pouvons maintenant
nous attacher à résoudre l’équation de Schrödinger qui régit l’évolution du système
atome plus champ. Le but poursuivi est de calculer l’amplitude de probabilité pour
que ce système passe d’un certain état initial |ϕi〉 à l’instant ti à un certain état final
|ϕf 〉 à un instant ultérieur tf .

En mécanique quantique, l’évolution du vecteur d’état du système entre les
instants ti et tf est régie par l’opérateur d’évolution U(tf , ti). Cet opérateur apparaît
donc comme l’outil de base pour calculer les amplitudes des divers processus étudiés
dans ce chapitre. C’est pourquoi nous commençons dans le § A par rappeler un
certain nombre d’équations satisfaites par U(tf , ti), équations qui nous seront utiles
pour les calculs présentés dans les sections suivantes.

Les premiers processus que nous étudierons ensuite dans le § B concernent
l’absorption ou l’émission d’un photon par un atome effectuant une transition entre
deux états discrets. Le rayonnement incident est supposé tout d’abord monochro-
matique, puis à large bande spectrale. Nous étudions au § C comment deux types
d’émission se produisent au cours des processus d’interaction : l’émission induite,
qui apparaît également dans un traitement semi-classique, et l’émission spontanée
qui nécessite un traitement quantique du rayonnement. Nous établissons en parti-
culier un lien avec la méthode suivie par Einstein pour retrouver la loi de Planck
(qui donne la distribution spectrale du rayonnement du corps noir) et en tirer les
coefficients d’absorption et d’émission. Le § D montre l’importance des fonctions de
corrélation (celle du dipôle atomique et celle du champ incident) dans les calculs des
probabilités de transition.

Un exemple important de processus qui met en jeu, non pas un, mais deux
photons est la diffusion d’un photon par un atome, processus au cours duquel un
photon incident est absorbé et un photon nouveau apparaît par émission spontanée
ou stimulée. Le § E est consacré à l’étude de ce processus. Lorsque la fréquence du
photon incident est proche de la fréquence de la transition atomique, la diffusion
est dite “quasi résonnante” ; sa description nécessite un traitement non perturbatif.
Nous nous inspirons des résultats du Complément DXIII pour élaborer un tel trai-
tement. Dans ce chapitre, nous nous restreindrons au cas où les niveaux atomiques
sont discrets ; celui où ces niveaux comprennent un continuum sera traité dans le
Complément BXX.

A. Outil de base : l’opérateur d’évolution

L’opérateur unitaire d’évolution U(t, t0) a été défini au Complément FIII ; il
permet d’obtenir l’état d’un système quantique à un instant t à partir de l’état de
ce système à un instant antérieur t0 :

|ψ(t)〉 = U(t, t0)|ψ(t0)〉 (A-1)

C’est un opérateur unitaire :

U †(t, t0)U(t, t0) = 1 (A-2)
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A. OUTIL DE BASE : L’OPÉRATEUR D’ÉVOLUTION

Si H(t) désigne l’hamiltonien, U(t, t0) obéit à l’équation différentielle :

iℏ
d

dt
U(t, t0) = H(t)U(t, t0) (A-3)

avec la condition initiale U(t0, t0) = 1. L’équation intégrale :

U(t, t0) = 1− i

ℏ

∫ t

t0

dt′H(t′)U(t′, t0) (A-4)

est équivalente à l’ensemble de l’équation différentielle et de sa condition initiale. Si
l’hamiltonien est indépendant du temps, l’expression de l’opérateur d’évolution est
simplement :

U(t, t0) = e−iH(t−t0)/ℏ (A-5)

A-1. Propriétés générales

Dans tout ce chapitre, nous utiliserons l’opérateur d’évolution pour exprimer
l’amplitude de probabilité Afi(tf , ti) pour que le système, initialement dans l’état
initial |ϕi〉 à l’instant ti, soit trouvé dans l’état |ϕf 〉 à l’instant tf :

Afi(tf , ti) = 〈ϕf |U(tf , ti)|ϕi〉 (A-6)

Considérons l’hamiltonien total H :

H = HA +HR +HI = H0 +HI (A-7)

où H0 = HA +HR est l’hamiltonien non perturbé (somme de l’hamiltonien HA de
l’atome isolé et de l’hamiltonien HR du rayonnement libre) et HI est l’hamiltonien
d’interaction (entre l’atome et le champ). Les opérateurs d’évolution U0 et U associés
respectivement à H0 et H s’écrivent :

U0(t, t0) = e−iH0(t−t0)/~ (A-8a)

U(t, t0) = e−iH(t−t0)/~ (A-8b)

Ces opérateurs sont reliés par l’équation intégrale :

U(t, t0) = U0(t, t0) +
1

i~

∫ t

t0

dt′ U0(t, t
′)HI U(t′, t0) (A-9)

Pour démontrer cette relation, prenons la dérivée de ses deux membres (en
tenant compte de la dérivée par rapport à la borne supérieure de l’intégrale, qui
s’ajoute à celle de la fonction à intégrer) :

i~
d

dt
U(t, t0) = H0 U0(t, t0) + U0(t, t)HIU(t, t0)

+
1

i~

∫ t

t0

dt′ H0 U0(t, t
′)HI U(t′, t0) (A-10)
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soit, puisque U0(t, t) = 1 et compte tenu de (A-9) :

i~
d

dt
U(t, t0) = HIU(t, t0) +H0

[
U0(t, t0) +

1

i~

∫ t

t0

dt′ U0(t, t
′)HI U(t′, t0)

]

= [HI +H0]U(t, t0) = HU(t, t0) (A-11)

L’opérateur défini en (A-9) obéit donc bien à la relation (A-3) avec l’hamiltonien
total H ; comme par ailleurs U(t0, t0) = 1, on vérifie ainsi que cet opérateur est
l’opérateur d’évolution.

Si l’on reporte l’expression (A-9) de U(t, t0) dans l’intégrale du second membre
de la même égalité (A-9), on obtient une expression de l’opérateur contenant une
double intégrale en temps. Si l’on itère ce processus à plusieurs reprises, on obtient
le développement de l’opérateur d’évolution en puissances de HI :

U(t, t0) = U0(t, t0) +
1

i~

∫ t

t0

dt′ U0(t, t
′)HI U0(t

′, t0)

+

(
1

i~

)2 ∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′ U0(t, t
′)HI U0(t

′, t′′)HI U0(t
′′, t0) + ... (A-12)

Le terme d’ordre n de cette série consiste en une succession de n+1 évolutions non
perturbées, chacune décrite par U0, séparées par n interactions HI .

L’opérateur d’évolution obéit à une autre équation intégrale, symétrique de
(A-9), qui sera également utile pour la suite :

U(t, t0) = U0(t, t0) +
1

i~

∫ t

t0

dt′ U(t, t′)HI U0(t
′, t0) (A-13)

Sa démonstration est analogue à celle de (A-9).
On peut enfin reporter dans l’intégrale de (A-9) l’expression (A-13) de U , en

y remplaçant t par t′ et t′ par t′′. On obtient ainsi :

U(t, t0) = U0(t, t0) +
1

i~

∫ t

t0

dt′ U0(t, t
′)HI U0(t

′, t0)+

+

(
1

i~

)2 ∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′ U0(t, t
′)HI U(t′, t′′)HI U0(t

′′, t0) (A-14)

A la différence de (A-12), le second membre de (A-14) ne contient que trois termes,
et non une infinité. Cependant c’est l’opérateur d’évolution perturbé U , et non U0,
qui apparaît dans le dernier terme du second membre de (A-14) entre les deux
hamiltoniens d’interaction HI . Cette autre forme de l’opérateur d’évolution nous
sera utile au § E-2.

A-2. Point de vue d’interaction

Pour les calculs qui suivent, il sera souvent commode d’écrire l’équation de
Schrödinger dans le point de vue d’interaction. Soit |ψ(t)〉 le vecteur d’état de Schrö-
dinger. Si l’on pose :

|ψ̄(t)〉 = U †
0 (t, t0)|ψ(t)〉 = exp [i (t− t0)H0/~] |ψ(t)〉 (A-15)
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le nouveau vecteur d’état |ψ̄(t)〉 obéit à l’équation d’évolution :

i~
d

dt
|ψ̄(t)〉 = H̄I(t)|ψ̄(t)〉 (A-16)

où H̄I(t) est défini par :

H̄I(t) = U †
0 (t, t0)HIU0(t, t0) (A-17)

L’opérateur d’évolution Ū(t, t0) en représentation d’interaction est celui qui
donne l’évolution de |ψ̄(t)〉 :

|ψ̄(t)〉 = Ū(t, t0)|ψ̄(t0)〉 (A-18)

Des équations (A-1) et (A-15), on peut déduire la relation entre opérateurs d’évolu-
tion dans les deux points de vue :

Ū(t, t0) = U †
0 (t, t0)U(t, t0) = exp [i (t− t0)H0/~]U(t, t0) (A-19)

D’autre part l’insertion de (A-18) dans (A-16) montre que :

i~
d

dt
Ū(t, t0) = H̄I(t)Ū(t, t0) (A-20)

qui conduit au développement suivant en série de Ū(t, t0) (développement en per-
turbations) :

Ū(t, t0) = 1+
1

i~

∫ t

t0

dt′ H̄I(t
′) +

(
1

i~

)2 ∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′ H̄I(t
′)H̄I(t

′′) + ... (A-21)

L’avantage du point de vue d’interaction réside dans le fait que le vecteur
d’état évolue uniquement sous l’effet de l’interaction – puisque H̄I(t) est le seul
opérateur apparaissant au second membre de (A-16). Nous verrons qu’il permet
également d’exprimer les probabilités de transition en fonction des corrélations tem-
porelles des opérateurs dipôle et champ, c’est-à-dire des valeurs moyennes de produits
de grandeurs physiques prises à deux instants différents et évoluant librement (sous
le seul effet de H0). Enfin, si l’on désire calculer la probabilité de transition entre
deux états propres |ϕi〉 et |ϕf 〉 de H0, d’énergies respectives Ei et Ef , il s’avère
souvent commode d’utiliser le point de vue d’interaction, puisque d’après (A-19)
l’amplitude de transition prend la forme :

〈ϕf |U(t, t0) |ϕi〉 = 〈ϕf | exp [−i (t− t0)H0/~] Ū(t, t0) |ϕi〉 (A-22)

= e−iEf (t−t0)/ℏ 〈ϕf | Ū(t, t0) |ϕi〉 (A-23)

Comme le facteur de phase e−iEf (t−t0)/ℏ disparaît de la probabilité (module au carré
de l’amplitude), il est possible de l’ignorer ; ceci permet de remplacer simplement
l’opérateur d’évolution U par Ū et d’utiliser directement le développement plus
compact (A-21).

Dans tout ce chapitre et ses compléments, pour décrire l’interaction entre
atome et champ, nous utiliserons l’hamiltonien dipolaire électriqueHI = −D·E⊥(R)
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introduit au § C-4 du Chapitre XIX. En point de vue d’interaction 1, cet opérateur
s’écrit :

H̄I(t) = −D̄(t) · Ē⊥(R, t) (A-24)

où :

D̄(t) = exp (iH0t/~)D exp (−iH0t/~) (A-25a)

Ē⊥(t) = exp (iH0t/~)E⊥ exp (−iH0t/~) (A-25b)

A-3. Composante de fréquences positives et composante de fréquences négatives du
champ

L’expression de l’opérateur champ électrique transverse est donnée par la re-
lation (B-3) du Chapitre XIX (dans tout ce chapitre, nous supposons le système
contenu dans une boîte de volume L3). C’est une combinaison linéaire d’opérateurs
d’annihilation ai et de création a†i , donc la somme :

E⊥(R) = E
(+)
⊥ (R) +E

(−)
⊥ (R) (A-26)

de deux termes :

E
(+)
⊥ (R) = i

∑

i

(
~ωi
2ǫ0L3

)1/2

aiεie
iki·R

E
(−)
⊥ (R) = −i

∑

i

(
~ωi
2ǫ0L3

)1/2

a†iεie
−iki·R =

[
E

(+)
⊥ (R)

]†
(A-27)

(L est la dimension de la cavité cubique dans laquelle le rayonnement est quantifié).
L’opérateur E(+)

⊥ (R), obtenu en ne gardant que les opérateurs d’annihilation ai dans
le développement de Ē⊥(R), est appelé 2 “composante de fréquences positives” du
champ électrique. Quant à l’opérateur E

(−)
⊥ (R), c’est la “composante de fréquences

négatives”. Ces deux opérateurs ne sont pas hermitiques et ne commutent pas. Dans
un produit d’opérateurs champ, on dit que l’ordre est normal si les opérateurs de
création se trouvent à gauche des opérateurs d’annihilation, comme dans E(−)

⊥ E
(+)
⊥ ;

on dit qu’il est antinormal pour un produit dans l’ordre inverse, comme E
(+)
⊥ E

(−)
⊥ .

En point de vue d’interaction, les opérateurs d’annihilation et de création
deviennent :

āi(t) = exp (iH0t/~) ai exp (−iH0t/~) = aie
−iωit

ā†i (t) = exp (iH0t/~) a
†
i exp (−iH0t/~) = a†ie

+iωit (A-28)

(on peut vérifier ces égalités en calculant les éléments de matrice dans la base des
états de Fock, qui sont vecteurs propres de H0, et en utilisant le fait que l’opérateur

1. Nous traitons ici classiquement les degrés de liberté externes de l’atome. Celui-ci est
supposé immobile au point R, de sorte que R n’est pas modifié quand on passe dans le point de
vue d’interaction.

2. La composante de fréquences positives annihile donc un photon, la composante de fré-
quences négatives en crée un. De plus, en point de vue de Heisenberg, nous verrons que l’évolution
libre de la première est en e−iωt, celle de la seconde en e+iωt. Cette dénomination de “fréquence
positive” peut donc paraître quelque peu contre-intuitive, mais elle est consacrée par l’usage.
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B. ABSORPTION DE PHOTONS ENTRE DEUX NIVEAUX ATOMIQUES DISCRETS

ai a pour seul effet d’annihiler un photon dans le mode i). Les composantes de
fréquences positives et négatives du champ sont donc :

Ē
(+)
⊥ (R, t) = i

∑

i

(
~ωi
2ǫ0L3

)1/2

aiεie
i(ki·R−ωit)

Ē
(−)
⊥ (R, t) = −i

∑

i

(
~ωi
2ǫ0L3

)1/2

a†iεie
−i(ki·R−ωit) =

[
Ē

(+)
⊥ (R, t)

]†
(A-29)

Supposons que l’on s’intéresse, à l’ordre le plus bas où ils apparaissent, à des
processus d’absorption de photons par des atomes. Si l’on désire calculer l’action
de H̄I(t) sur l’état initial du système, on peut ne garder que les termes de H̄I(t)
qui annihilent un photon, c’est-à-dire les termes de l’hamiltonien contenant āi(t).
Ceci conduit à ne retenir dans l’opérateur champ que la composante de fréquences
positives, et à utiliser l’hamiltonien d’interaction simplifié :

H̄I(t) ≃ −D̄(t) ·E(+)
⊥ (R, t) (A-30)

De même, pour l’étude des processus d’émission de photons à l’ordre le plus bas, il
est possible d’utiliser la forme :

H̄I(t) ≃ −D̄(t) ·E(−)
⊥ (R, t) (A-31)

B. Absorption de photons entre deux niveaux atomiques discrets

Nous traitons en premier lieu le cas d’un rayonnement monochromatique (§ B-
1) et aborderons ensuite celui d’un rayonnement à large bande spectrale (§ B-2).
Le calcul sera basé sur l’étude du taux de transition entre états stationnaires de
l’hamiltonien non perturbé H0 ; dans le Complément DXX, nous présenterons une
étude plus détaillée en termes de paquets d’ondes se propageant dans l’espace libre,
construits par superposition cohérente d’états stationnaires.

B-1. Rayonnement monochromatique

B-1-a. Amplitude de probabilité d’absorption

Soient a et b les deux niveaux discrets d’énergies respectives Ea et Eb ; nous
posons :

Eb − Ea = ~ω0 (B-1)

où ω0/2π est la fréquence propre atomique, que nous supposons positive (l’énergie
du niveau b est supérieure à celle du niveau a). Pour simplifier la discussion, nous
ignorerons ici les variables externes, ce qui revient à traiter l’atome comme infiniment
lourd et immobile 3.

3. Dans le Complément AXIX, nous montrons comment la prise en compte des variables
externes et de la conservation de l’impulsion permet d’introduire l’effet Doppler et l’effet de recul
dans l’absorption et l’émission d’un photon. Nous y montrons également comment le confinement
de l’atome dans une région de l’espace par un potentiel de piégeage permet de contrôler ces effets.
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Nous supposerons que le rayonnement est, à l’instant initial ti, dans un état
|φRin〉 = |ni〉 contenant ni photons i de vecteur d’onde ki, de polarisation εi et de
fréquence ωi/2π ; il s’agit donc d’un rayonnement monochromatique. L’état initial
du système atome + rayonnement est ainsi :

|ψin〉 = |a;ni〉 d’énergie Ein = Ea + ni~ωi (B-2)

Nous désirons calculer l’amplitude de probabilité pour que l’atome absorbe un pho-
ton et soit dans l’état excité b à l’instant tf . L’état final du système est alors :

|ψfin〉 = |b;ni − 1〉 d’énergie Efin = Eb + (ni − 1)~ωi. (B-3)

Comme nous l’avons noté plus haut, lorsque |ψin〉 et |ψfin〉 sont des états
propres de H0, il est plus commode d’effectuer le calcul en représentation d’inter-
action. Dans le développement (A-21) de Ū , le terme d’ordre le plus bas pouvant
relier ces deux états est le terme d’ordre 1 en HI . Appelons ∆t la durée de l’interac-
tion ; l’amplitude de probabilité pour que le système, initialement dans l’état |ψin〉
à l’instant t0 = 0, soit trouvé à l’instant final t = ∆t dans l’état |ψfin〉 s’écrit :

〈ψfin|Ū(tf , ti)|ψin〉 =
1

i~

∫ ∆t

0

dt′ 〈ψfin|eiH0t
′/~HIe

−iH0t
′/~|ψin〉

=
1

i~
〈ψfin|HI |ψin〉

∫ ∆t

0

dt′ ei(Efin−Ein)t
′/~ (B-4)

soit, compte tenu de la relation Efin − Ein = ~(ω0 − ωi) :

〈ψfin|Ū(∆t, 0)|ψin〉 =
1

i~
〈ψfin|HI |ψin〉

∫ ∆t

0

dt′ ei(ω0−ωi)t
′

= −〈ψfin|HI |ψin〉
1

~ (ω0 − ωi)
[
ei(ω0−ωi)∆t − 1

] (B-5)

qui conduit à :

〈ψfin|Ū(∆t, 0)|ψin〉 = −
i

~
〈ψfin|HI |ψin〉 ei(ω0−ωi)∆t/2

[
2 sin (ω0 − ωi)∆t/2

(ω0 − ωi)

]
(B-6)

La probabilité d’absorption est le module au carré de cette expression :

∣∣〈ψfin|Ū(∆t, 0)|ψin〉
∣∣2 =

1

ℏ2
|〈ψfin|HI |ψin〉|2

4 sin2 (ω0 − ωi)∆t/2
(ω0 − ωi)2

(B-7)

L’élément de matrice de HI apparaissant dans l’amplitude (B-5) s’écrit, compte tenu
des relations (A-24) et (A-27) :

〈ψfin|HI |ψin〉 = −i
√

~ωi
2ǫ0L3

√
ni 〈b|εi ·D|a〉eiki·R (B-8)

de sorte que la probabilité devient :

∣∣〈ψfin|Ū(∆t, 0)|ψin〉
∣∣2 =

ωi
2~ǫ0L3

ni |〈b|εi ·D|a〉|2
4 sin2 (ω0 − ωi)∆t/2

(ω0 − ωi)2
(B-9)

Elle est proportionnelle au nombre de photons excitateurs ni, c’est-à-dire à l’intensité
incidente dans l’état |ψin〉, ainsi qu’au carré du module de l’élément de matrice du
dipôle atomique entre les états a et b (comme D est un opérateur impair, l’absorption
du photon ne peut relier que deux états de parités opposées). Cette probabilité est
une fonction oscillante du temps d’observation ∆t.

504



B. ABSORPTION DE PHOTONS ENTRE DEUX NIVEAUX ATOMIQUES DISCRETS

B-1-b. Conservation de l’énergie

La présence du facteur (ωi − ω0)
2 au dénominateur de (B-9) fait que la pro-

babilité d’absorption peut prendre des valeurs d’autant plus grandes que ωi est plus
proche de ω0. On dit que l’absorption d’un photon est résonnante lorsque l’énergie
du photon absorbé est exactement égale à l’énergie que doit gagner l’atome pour
passer de a à b (conservation de l’énergie). La largeur en fréquence de la résonance
décrite par (B-9) est de l’ordre de ∆ωi = 1/∆t, c’est-à-dire en énergie de l’ordre de
∆E = ~/∆t. Ceci est compatible avec la relation d’incertitude temps-énergie : pour
un processus s’étendant sur une durée de l’ordre de ∆t, l’énergie n’est conservée qu’à
~/∆t près.

En fait, si l’on fait varier la fréquence angulaire ωi, on peut considérer la
fonction entre crochets dans (B-6) comme une fonction delta approchée δ(∆t)(ω0 −
ωi), ayant une largeur non nulle de l’ordre de 1/∆t. Comme la relation (10) de
l’Appendice II du tome II indique que l’intégrale sur ωi de sin[(ω0−ωi)∆t/2]/(ω0−ωi)
est égale à π, et comme (ω0 − ωi) est proportionnel à la variation d’énergie totale
entre l’état final et l’état initial, l’équation (B-6) peut s’écrire (en ignorant le facteur
de phase) :

〈ψfin|Ū(∆t, 0)|ψfin〉 ≃ −2iπ 〈ψfin|HI |ψin〉 δ(∆t)(Efin − Ein) (B-10)

B-1-c. Limites du traitement perturbatif

Le traitement perturbatif à l’ordre le plus bas en HI que nous avons utilisé ne
peut pas rester valable pour des temps arbitrairement grands. Pour le voir, supposons
par exemple que la condition de résonance ωi = ω0 soit satisfaite. Comme sin(x∆t)/x
tend vers ∆t quand x tend vers 0, la probabilité d’absorption prévue par (B-9)
est alors proportionnelle à ∆t2, qui croît rapidement avec ∆t lorsque cet intervalle
de temps augmente. Mais une probabilité ne peut jamais dépasser l’unité ; il est
donc clair que l’expression (B-9) ne peut rester valable pour les temps longs. La
même remarque s’applique si ωi est proche de ω0 sans lui être strictement égal :
il est parfaitement possible que l’amplitude d’oscillation du second membre de (B-
9) excède encore l’unité dans ce cas. Il faut donc limiter l’utilisation des résultats
précédents à des temps suffisament courts pour que le traitement de perturbations
qui les a fournis reste valable.

Nous utiliserons dans le Complément CXX la “méthode de l’atome habillé”
pour obtenir un traitement plus précis des effets du couplage entre un atome à deux
niveaux et un mode unique du champ. L’intensité de ce couplage sera caractérisée
par une constante Ω1 appelée “fréquence de Rabi”. A résonance, on prédit alors une
“oscillation de Rabi” en sinΩ1∆t de l’amplitude de probabilité 4. Le comportement
quadratique en ∆t2 trouvé ici pour la probabilité d’absorption à résonance n’est
autre que le premier terme du développement de sin2(Ω1∆t) en puissances de Ω1∆t.
Nous discuterons également dans quelle mesure la relation (B-9) reste correcte loin
de résonance.

4. Nous verrons également comment cette oscillation de Rabi est modifiée lorsqu’on tient
compte de la largeur du niveau excité due à l’émission spontanée.
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B-2. Rayonnement non monochromatique

Nous étudions maintenant les processus d’absorption et d’émission dans le cas
où le rayonnement n’est pas monochromatique. Nous supposons que les transitions
s’effectuent entre deux niveaux atomiques discrets a et b ; le cas d’un continuum de
niveaux atomiques est traité dans le Complément BXX.

B-2-a. Absorption d’un rayonnement à large bande

L’état initial du système atome + rayonnement est maintenant supposé de la
forme :

|ψin〉 = |a;φRin〉 (B-11)

L’atome est encore dans l’état d’énergie interne inférieure a, mais le rayonnement est
cette fois dans un état |φRin〉 où plusieurs modes de fréquences différentes contiennent
des photons. Le rayonnement possède donc une répartition de fréquences caractérisée
par une certaine bande spectrale ∆ω. Nous verrons plus loin (dernières lignes du § B-
2-a-γ) à quelle condition doit satisfaire ∆ω pour que les résultats obtenus dans cette
section soient valables. Nous menons le calcul de la même façon qu’au § B-1, tout en
mettant plus l’accent sur les propriétés de corrélation temporelles du champ incident.

Introduisons la notation :

〈b |D|a〉 = D avec : D = Ded (B-12)

où ed est le vecteur unitaire 5 (a priori complexe) parallèle à D, et D le module (réel)
de ce vecteur. En point de vue d’interaction, cette égalité devient :

〈b |D̄(t)|a〉 = 〈b |eiH0tDe−iH0t|a〉 = Deiω0t (B-13)

α. Probabilité de transition

Reportons l’expression (A-24) de H̄I(t) dans (A-21). Le terme du premier
ordre en H̄I(t) fournit l’amplitude de probabilité pour que le système, partant à
ti = 0 de l’état | a;φRin〉, aboutisse à l’instant tf = ∆t dans l’état |b;φRfin〉. Compte
tenu de (B-13), nous obtenons :

〈ψfin|Ū(tf , ti)|ψin〉 = −
1

i~

∫ ∆t

0

dt′ 〈b| D̄(t′) |a〉 ·
〈
φRfin
∣∣ Ē⊥(R, t

′)
∣∣φRin

〉

= −D
i~

∫ ∆t

0

dt′ eiω0t
′ 〈
φRfin
∣∣E(+)

d (R, t′)
∣∣φRin

〉
(B-14)

où nous n’avons retenu que la composante de fréquences positives du champ, qui
seule intervient puisque

∣∣φRfin
〉

contient moins de photons que
∣∣φRin

〉
(il s’agit d’un

processus d’absorption par l’atome) ; dans cette égalité et les suivantes, nous utilisons
la notation commode :

E
(+)
d (R, t) = ed · Ē(+)

⊥ (R, t) ; E
(−)
d∗ (R, t) = e∗d · Ē(−)

⊥ (R, t) (B-15)

5. Les éléments de matrice Dx,y,z des trois composantes de D sont trois nombres a priori

complexes. On pose D =
√

D2
x +D2

y +D2
z et l’on introduit le vecteur ed = D/D ; c’est un vecteur

unitaire car e∗d · ed = 1.
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(l’atome est supposé fixe au point R). La probabilité de transition correspondante
P abs
a→b(∆t) est obtenue en prenant le carré du module de l’amplitude (B-14), puis

en sommant sur tous les états finals possibles du rayonnement. En remplaçant la
variable d’intégration t′ par t′′ dans (B-14), on obtient ainsi :

P abs
a→b(∆t) =

D2

~2

∫ ∆t

0

dt′
∫ ∆t

0

dt′′ eiω0(t
′′−t′)GNR (t′, t′′) (B-16)

où GNR (t′, t′′) est défini par :

GNR (t′, t′′) =
∑

|φR
fin〉
〈φRin|E(−)

d∗ (R, t′)
∣∣φRfin

〉 〈
φRfin
∣∣E(+)

d (R, t′′)|φRin〉

= 〈φRin|E(−)
d∗ (R, t′)E(+)

d (R, t′′)|φRin〉 (B-17)

Cette fonction caractérise l’effet du faisceau incident dans le processus physique
d’absorption considéré. Elle est la valeur moyenne dans l’état initial du produit de
deux opérateurs champ, rangés dans l’ordre normal (§ A-3), et pris à deux instants
différents.

Si nous changeons la variable d’intégration t′′ en τ = t′′− t′, l’équation (B-16)
devient :

P abs
a→b(∆t) =

D2

~2

∫ ∆t

0

dt′
∫ ∆t−t′

−t′
dτ eiω0τGNR (t′, t′ + τ) (B-18)

La probabilité de transition est donc proportionnelle à l’intégrale sur le temps de la
transformée de Fourier par rapport à τ de la fonction GNR (t′, t′ + τ), restreinte entre
les temps −t′ et ∆t− t′.

β. Spectre d’excitation

Si l’état initial du rayonnement
∣∣φRin

〉
est un état propre du rayonnement libre,

la fonction GNR (t′, t′′) ne dépend que de la différence t′ − t′′. Par exemple, si
∣∣φRin

〉

est un état de Fock 6 :
∣∣φRin

〉
= |n1, ..., ni, ...〉 (B-19)

où tous les modes peuplés ont la même polarisation εi, l’insertion des développements
(A-29) des opérateurs champ conduit à :

GNR (t′ − t′′) =
∑

i

~ωi
2ε0L3

〈φRin |a†iai|φRin〉︸ ︷︷ ︸
=〈ni〉

|ed · εi|2 eiωi(t
′−t′′)

=

∫
dω INR (ω)eiω(t

′−t′′) (B-20)

où :

INR (ω) =
∑

i

〈ni〉~ωi
2ε0L3

|ed · εi|2 δ(ωi − ω) (B-21)

6. Au lieu d’un état initial de Fock, on pourrait prendre un mélange statistique de tels états
avec des poids arbitraires, mais cela ne changerait pas l’essentiel des calculs et résultats qui suivent.
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Si le rayonnement se trouve initialement dans l’état de Fock (B-19), la valeur de 〈ni〉
est simplement le nombre ni de photons dans cet état ; mais si le rayonnement se
trouve dans un mélange statistique de tels états (cf. note 6), 〈ni〉 désigne la moyenne
statistique correspondante.

L’expression (B-20) apparaît donc comme la valeur en t′−t′′ de la transformée
de Fourier d’une fonction INR (ω) de ω qui dépend des populations initiales de photons
〈ni〉. Puisque 〈ni〉~ωi est l’énergie moyenne du mode i de fréquence ωi/2π, la fonction
INR (ω) représente la variation avec ω de la densité d’énergie du rayonnement, soit
encore la distribution spectrale du rayonnement incident (spectre d’excitation). A
priori, ses variations sont quelconques, mais il arrive souvent que la densité d’énergie
présente un pic de largeur ∆ω, sans autre structure particulière. Sa transformée de
Fourier GNR (t′ − t′′) est alors une fonction de largeur ≃ 1/∆ω ; il en découle que,
lorsque |t′−t′′| devient grand devant 1/∆ω, la fonction de corrélationGNR (t′−t′′) tend
vers 0 et devient négligeable. Nous allons voir que, dans ce cas, la probabilité devient
proportionnelle à ∆t, ce qui permet d’introduire naturellement une probabilité par
unité de temps.

γ. Probabilité par unité de temps

Figure 1 – La fonction à intégrer dans l’expression (B-16) de la probabilité d’ab-
sorption n’est appréciable que dans une bande de largeur 1/∆ω autour de la première
bissectrice, où ∆ω est la largeur du spectre du rayonnement incident. Si ∆t≫ 1/∆ω,
on voit donc que l’aire du domaine contribuant à l’intégrale croît proportionnellement
à la longueur de la diagonale du carré, donc à ∆t (et non à son carré).

Le domaine d’intégration de l’intégrale double de (B-16) est représenté sur la
Figure 1 ; comme GNR (t′ − t′′) s’annule dès que |t′ − t′′| devient grand devant 1/∆ω,
la portion du domaine où la fonction à intégrer n’est pas négligable est une bande de
largeur 1/∆ω centrée sur la première bissectrice ; la largeur de cette bande est très
petite devant celle du domaine entier si ∆t ≫ 1/∆ω. Pour utiliser cette propriété,
remplaçons comme plus haut la variable d’intégration t′′ par τ = t′′− t′ (le jacobien
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associé dans l’intégrale double à ce changement de variable vaut 1) :

∫ ∆t

0

dt′
∫ ∆t

0

dt′′ =
∫ ∆t

0

dt′
∫ ∆t−t′

−t′
dτ (B-22)

Dans la seconde intégrale, les valeurs de τ qui contribuent sont de l’ordre du temps
de corrélation 1/∆ω de GNR (t′ − t′′). Si nous supposons ∆t ≫ 1/∆ω, nous pouvons
remplacer les deux bornes de cette seconde intégrale par −∞ et +∞. Le report dans
(B-18) de (B-20) fait alors apparaître l’intégrale :

∫ ∆t

0

dt′
∫ +∞

−∞
dτ

∫ +∞

−∞
dω ei(ω0−ω)τINR (ω) = 2π∆t INR (ω0) (B-23)

car la somme sur dτ introduit une fonction 2πδ(ω0 − ω), ce qui permet d’effectuer
l’intégration sur dω ; on obtient finalement une fonction indépendante de t′ dont
l’intégrale donne ∆t.

On trouve alors :

P abs
a→b(∆t) =

2π

~2
∆t D2 INR (ω0) =

2π

~2
∆t D2

∑

i

〈ni〉~ωi
2ε0L3

|ed · εi|2 δ(ωi − ω0)

(B-24)

Ainsi, P abs
a→b(∆t) croît linéairement avec ∆t, ce qui permet de définir une probabilité

d’absorption par unité de temps (taux d’absorption) :

W abs
a→b =

P abs
a→b(∆t)

∆t
= 2π

D2

~2
INR (ω0) (B-25)

(rappelons que, pour un rayonnement monochromatique, nous avons trouvé que la
croissance n’est pas linéaire en ∆t, mais quadratique). Ce taux d’absorption est
proportionnel à la densité d’énergie du rayonnement prise à la fréquence ω0 de la
transition atomique. Les formules (B-21) et (B-25) donnent la dépendance du taux
d’absorption en fonction des divers paramètres du rayonnement incident (population
des modes, polarisation εi).

Le calcul précédent est perturbatif, puisqu’il est mené à l’ordre le plus bas en
HI . Il n’est donc valable que pour des temps ∆t tels que P abs

a→b(∆t) =W abs
a→b∆t≪ 1,

c’est-à-dire tels que ∆t ≪ 1/W abs
a→b. Par ailleurs, nous avons vu plus haut que la

variation linéaire de P abs
a→b(∆t) avec ∆t n’était obtenue que si ∆t≫ 1/∆ω. Ces deux

inégalités ne sont compatibles que si ∆ω ≫W abs
a→b. Pour que l’approximation d’ordre

le plus bas soit valable, le rayonnement de bande large doit donc avoir une largeur
spectrale grande devant le taux d’absorption.

δ. Cas particulier d’un rayonnement isotrope

Les calculs précédents peuvent être poussés plus loin si le rayonnement est
isotrope, c’est-à-dire si le nombre moyen 〈ni〉 de photons dans le mode i ne dépend
que de ωi, mais pas de la direction du vecteur d’onde ki ou de la polarisation εi. Les
résultats obtenus dans ce cas seront utiles pour les calculs effectués plus loin (§ C-4)
concernant le taux d’émission spontanée, ainsi que pour le rayonnement isotrope en
équilibre thermodynamique.
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Considérons la limite de (B-25) lorsque le volume L3 dans lequel le système
est contenu tend vers l’infini. La somme sur l’indice i peut alors être approximée par
une intégrale :

∑

i

⇒ L3

(2π)3

∫
k2 dk dΩ

∑

ε⊥k

(B-26)

Commençons par calculer, pour une direction donnée de k, la somme des quantités
ε2iz sur les deux polarisations perpendiculaires à k. Choisissons deux vecteurs po-
larisation, ε1 et ε2, perpendiculaires entre eux et tous deux perpendiculaires à k ;
le premier dans le plan contenant l’axe z et k, avec ε1z = sin θ, où θ est l’angle
entre l’axe z et k ; le second est perpendiculaire à ce plan, avec ε2z = 0. On a donc∑

ε⊥k ε
2
iz = sin2 θ. L’intégrale sur les directions de k est alors immédiate :

∫
dΩ sin2 θ = 2π

∫ π

0

dθ sin3 θ =
8π

3
(B-27)

Ne reste plus que l’intégrale sur le module k de k. En utilisant (B-25), (B-26), (B-27)
et en passant de la variable k à la variable ω = ck, on obtient finalement :

W abs
a→b =

D2ω3
0

3ε0~πc3
〈n(ω0)〉 (B-28)

C. Processus d’émission induite et d’émission spontanée

C-1. Taux d’émission

Nous supposons maintenant que l’atome est initialement dans l’état supérieur
b, le rayonnement étant dans l’état de Fock initial (B-19), et nous étudions les proces-
sus d’émission où l’atome retombe dans l’état a en émettant un photon. Les calculs
sont analogues à ceux que nous avons effectués pour le processus d’absorption, mais
avec un certain nombre de différences. En premier lieu, il faut maintenant prendre
la forme (A-31) de l’hamiltonien d’interaction, celle qui contient la composante de
fréquences négatives de l’opérateur champ (avec uniquement des opérateurs de créa-
tion). Ensuite, pour l’opérateur dipôle électrique, il ne faut garder que le terme
faisant passer de b à a, ce qui conduit à remplacer (B-13) par l’expression complexe
conjuguée :

〈a |D̃(t)|b〉 = De−iω0t = D e∗d e
−iω0t (C-1)

La fonction de corrélation (B-17) du champ dans l’ordre normal est alors remplacée
par la fonction de corrélation dans l’ordre anti-normal GAR(t

′, t′′) :

GAR(t
′, t′′) =

〈
φRin
∣∣E(+)

d (R, t′)E(−)
d∗ (R, t′′)

∣∣φRin
〉

(C-2)

Pour l’état du rayonnement (B-19), cette fonction est donnée par :

GAR(t
′ − t′′) =

∑

i

~ωi
2ε0L3

〈ni |aia†i |ni〉 |ed · εi|
2
e−iωi(t

′−t′′)

=
∑

i

(〈ni〉+ 1)~ωi
2ε0L3

|ed · εi|2 e−iωi(t
′−t′′) (C-3)
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Ici, c’est aia
†
i qui intervient dans (C-3), et non a†iai comme dans (B-20). Comme

ai et a†i ne commutent pas, il apparaît une différence importante avec l’expression
(B-20) de GNR (t′ − t′′) : le nombre 〈ni〉 de photons occupant initialement le mode i
est remplacé par 〈ni〉+1. C’est le caractère quantique du champ (non-commutation
des opérateurs) qui est responsable de ces différences essentielles entre processus
d’absorption et d’émission.

Le taux d’émission s’obtient par des calculs semblables à ceux qui conduisent
à l’expression (B-25) du taux d’absorption (avec changement de signe de ω0 et des
ωi). On aboutit à :

W em
b→a =

P em
b→a(∆t)

∆t
= 2π

D2

~2

∑

i

[〈ni〉+ 1] ~ωi
2ε0L3

|ed · εi|2 δ(ωi − ω0) (C-4)

Ce résultat ne diffère de celui du taux d’absorption que par le remplacement de
〈ni〉 par 〈ni〉 + 1. Cette formule donne l’expression générale du taux d’émission en
fonction de la population 〈ni〉 des modes et de leur polarisation εi. Nous discutons
maintenant successivement ses deux composantes, celle qui est proportionnelle à
〈ni〉, puis celle qui n’en dépend pas.

C-2. Emission induite

Commençons par considérer les termes de (C-4) qui contiennent 〈ni〉, c’est-
à-dire la contribution des modes contenant initialement au moins un photon. Ces
termes correspondent à une émission qui est provoquée par le rayonnement incident ;
leur taux est proportionnel à l’intensité lumineuse incidente. Elle est pour cette
raison appelée émission induite, ou encore stimulée. Son taux est identique au taux
d’absorption, puisque les termes dépendant de 〈ni〉 sont les mêmes dans (B-24) et
(C-4) :

W em.ind.
b→a =W abs

a→b (C-5)

En particulier, si le rayonnement est isotrope, on obtient un résultat identique à
(B-28) :

W em.ind.
b→a =

D2ω3
0

3ε0~πc3
〈n(ω0)〉 (C-6)

Un photon apparaissant par émission induite est créé dans le même mode i
que celui des photons qui induisent cette émission : le nombre de photons ni dans ce
mode passe de ni à ni + 1. Le photon supplémentaire a donc même énergie, même
direction et même polarisation que ces ni photons. Si le rayonnement incident est
cohérent, on peut également montrer que le rayonnement émis de manière stimulée
a la même phase que celui qui lui donne naissance. Il en résulte un effet d’interfé-
rence constructive (dans la direction du rayonnement incident) entre rayonnement
diffusé par le dipôle induit et rayonnement incident, et donc un effet d’amplification.
Pour que ce phénomène se produise, il faut toutefois que les populations du mi-
lieu atomique soient inversées, c’est-à-dire que la probabilité d’occupation du niveau
supérieur b soit supérieure à celle du niveau a. En revanche, si elle est inférieure, l’in-
terférence est destructive ; c’est ce qui explique l’atténuation d’un faisceau incident
par absorption. L’amplification cohérente par émission induite d’un faisceau incident
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se propageant dans un milieu atomique dont les populations sont inversées joue un
rôle essentiel dans le fonctionnement des lasers. Le mot laser est un acronyme pour
“Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation”.

C-3. Emission spontanée

Si tous les 〈ni〉 sont nuls, c’est que le champ est initialement dans l’état du
vide ; le taux d’absorption (B-25) est alors nul. Par contre, le taux d’émission (C-4)
ne l’est pas, à cause de la présence du terme 1 dans 〈ni |aia†i |ni〉 = 〈ni〉 + 1. Il en
découle qu’un atome se trouvant dans l’état supérieur b, lorsqu’il est placé dans le
vide de photons, a une probabilité non nulle par unité de temps d’émettre un photon
en retombant dans le niveau inférieur a. C’est le processus d’émission spontanée.

Le terme 1 apparaissant dans (C-4) est le même pour tous les modes, à la
différence du terme 〈ni〉 qui n’existe que pour les modes contenant des photons.
Comme ce terme 1 ne privilégie aucune direction ni aucune polarisation, la situation
est analogue à celle d’un rayonnement isotrope ; les calculs qui démontrent (B-28)
demeurent valables, à condition de remplacer 〈n(ω0)〉 par 1. On obtient ainsi l’ex-
pression du taux d’émission spontanée :

W em.spont.
b→a =

D2ω3
0

3ε0~πc3
(C-7)

Ce résultat pourrait également être obtenu par la règle d’or de Fermi (Chapitre
XIII, § C-3-b) de la façon suivante. Le système atome + rayonnement part de l’état
initial |b; 0〉 (atome dans l’état b, vide de photons). Cet état discret est couplé à
une infinité d’états finals |a; 1i〉, atome dans l’état a avec un photon dans le mode
i. L’application de la règle d’or permet alors de calculer la probabilité par unité de
temps de la transition de l’état discret initial vers le continuum d’états finals, qui
n’est autre que le taux d’émission spontanée :

W em.spont.
b→a =

2π

~

∑

i

|〈a; 1i|HI |b; 0i〉|2 δ(~ωi − ~ω0) (C-8)

En utilisant 〈a; 1i|HI |b; 0i〉 = iD(ed ·εi)(~ωi/2ε0L3)1/2 ainsi que les équations (B-26)
et (B-27), on retrouve le résultat (C-7).

Cette équation indique que le taux d’émission spontanée croît comme le cube
de la fréquence de la transition atomique ; ceci explique pourquoi l’émission spon-
tanée, négligeable dans le domaine des radiofréquences, devient importante dans le
domaine optique, et plus encore dans le domaine de l’ultraviolet ou des rayons X.
Ce facteur ω3 a deux origines : d’une part le carré du facteur ω1/2 apparaissant dans
l’expression du champ électrique, d’autre part le facteur ω2 apparaissant dans la
densité d’états finals.

Le taux d’émission spontanée W em.spont.
b→a est également appelé “ largeur natu-

relle” du niveau excité b et noté Γ. L’inverse de Γ est la “durée de vie radiative”
de l’état excité, c’est-à-dire le temps moyen au bout duquel l’atome se désexcite
radiativement :

Γ =W em.spont.
b→a =

1

τR
(C-9)
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Il est intéressant de comparer le taux W em.spont.
b→a à ω0. On déduit de (C-7) que :

Γ

ω0
=
D2ω2

0

3ε0~πc3
(C-10)

Le dipôle D est de l’ordre de qa0 où q est la charge de l’électron et a0 le rayon
de Bohr. On voit apparaître la quantité q2/(3πε0~c) qui, au facteur 4/3 près, n’est
autre que la constante de structure fine α ≃ 1/137 multipliée par a20ω

2
0/c

2. Comme
a0ω0 est de l’ordre de la vitesse de l’électron sur la première orbite de Bohr, α fois
plus petite que la vitesse c de la lumière, a20ω

2
0/c

2 est de l’ordre de α2, de sorte que
finalement :

Γ

ω0
≃ α3 (C-11)

La largeur naturelle du niveau excité est donc très petite devant la fréquence de
la transition atomique : un très grand nombre d’oscillations du dipôle atomique
peuvent se produire avant que ces oscillations ne soient amorties. Typiquement,
dans le domaine optique, Γ est de l’ordre de 107 à 109 s−1 alors que ω0 est bien plus
élevé, de l’ordre de 1014 à 1015s−1.

C-4. Coefficients d’Einstein et loi de Planck

Supposons maintenant que le rayonnement soit dans un état d’équilibre ther-
modynamique à la température T (rayonnement du corps noir). Dans ce cas, il est
courant d’utiliser d’autres notations pour les divers taux d’absorption et d’émission
induite et spontanée que nous avons calculés : les coefficients A et B d’Einstein dans
son article de 1917. Dans cet article, il introduit pour la première fois la notion
d’émission stimulée :

W abs
a→b = Ba→b W em.ind.

b→a = Bb→a W em.spont.
b→a = Ab→a (C-12)

Ecrivons les équations d’évolution des populations σbb et σaa des niveaux b et
a sous l’effet des divers processus d’absorption et d’émission qu’ils subissent :

σ̇bb = Ba→bσaa −Bb→aσbb −Ab→aσbb

σ̇aa = −Ba→bσaa +Bb→aσbb +Ab→aσbb (C-13)

Par exemple, dans le second membre de la première ligne de (C-13), le premier terme
décrit comment le niveau b se remplit par absorption d’un photon à partir de a, le
second comment il se vide par émission induite vers a, le troisième comment il se vide
par émission spontanée. Des considérations analogues peuvent être faites à propos
de la seconde ligne.

En régime stationnaire, c’est-à-dire à l’équilibre entre ces processus, on a :

σ̇aa = σ̇bb = 0 (C-14)

et la première équation donne :

σbb =
Ba→b

Bb→a +Ab→a
σaa (C-15)
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Or, d’après la loi de Maxwell-Boltzmann, σbb/σaa doit être égal à e−(~ω0/kBT ). On
en déduit que les populations σbb et σaa doivent, à l’équilibre, obéir à la relation :

σbb
σaa

= e−(~ω0/kBT ) =
Ba→b

Bb→a +Ab→a
=

〈n(ω0)〉
〈n(ω0)〉+ 1

(C-16)

et que par suite :

〈n(ω0)〉 =
e−(~ω0/kBT )

1− e−(~ω0/kBT )
=

1

e(~ω0/kBT ) − 1
(C-17)

Si l’on multiplie l’énergie moyenne par mode ~ω0〈n(ω0)〉 par la densité de modes
8πν20/c

3 au voisinage de ω0, on retrouve la loi de Planck pour la densité d’énergie par
unité de volume du rayonnement du corps noir en termes de fréquences ν0 = ω0/2π :

u(ν0) =
8πhν30
c3

1

e(hν0/kBT ) − 1
(C-18)

Ainsi, lorsqu’un rayonnement conduit un ensemble d’atomes à deux niveaux vers
l’équilibre de Maxwell-Boltzmann par les processus d’absorption et d’émission in-
duite et spontanée, ce rayonnement doit nécessairement obéir à la loi de Planck.
C’est l’esprit même de la méthode suivie par Einstein pour établir cette loi 7.

D. Rôle des fonctions de corrélation dans les processus à un photon

Les probabilités associées à des processus à un photon s’expriment de façon
générale à partir des fonctions de corrélation de l’atome et du champ.

D-1. Processus d’absorption

Ecrivons à nouveau l’amplitude de probabilité pour que le système, partant
à ti = 0 de l’état | a;φRin〉, aboutisse à l’instant tf = ∆t dans l’état |b;φRfin〉 par une
transition à un photon – cf. (B-14) :

〈ψfin|Ū(∆t, 0)|ψin〉 = −
1

i~

∫ ∆t

0

dt′ 〈b| D̄(t
′
) |a〉 · 〈φRfin|Ē⊥(R, t

′)
∣∣φRin

〉
(D-1)

Pour un procesus d’absorption du rayonnement par l’atome, le nombre de photons
dans l’état final

∣∣φRfin
〉

est plus faible que dans l’état initial
∣∣φRin

〉
; seule la composante

du champ de fréquence positive Ē
(+)
⊥ , qui peut détruire des photons, donne une

contribution à l’élément de matrice
〈
φRfin
∣∣ Ē⊥(R, t′)

∣∣φRin
〉
. Commençons par supposer

que l’état initial du rayonnement ne contient que des photons d’une seule polarisation
donnée εin, de sorte que seuls les modes ayant cette polarisation interviennent dans
l’élément de matrice. Nous avons alors :

7. Einstein ne disposait cependant pas en 1917 de la théorie quantique du rayonnement, de
sorte que son introduction heuristique des coefficients A et B procédait d’une intuition remarquable.
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〈ψfin|Ū(∆t, 0)|ψin〉 = −
1

i~

∫ ∆t

0

dt′ 〈b| εin · D̄(t′) |a〉
〈
φRfin
∣∣ εin · Ē(+)

⊥ (R, t′)
∣∣φRin

〉

(D-2)

La probabilité P abs
a→b(∆t) du processus d’absorption s’écrit :

P abs
a→b(∆t) =

1

~2

∫ ∆t

0

dt′ 〈a| ε∗in · D̄(t′) |b〉
〈
φRin
∣∣ ε∗in · Ē(−)

⊥ (R, t′)|φRfin〉

×
∫ ∆t

0

dt′′ 〈b| εin · D̄(t′′) |a〉 〈φRfin|εin · Ē(+)
⊥ (R, t′′)

∣∣φRin
〉

(D-3)

La probabilité de trouver l’atome dans n’importe quel état final b autre que a, et
quel que soit l’état final |φRfin〉 du rayonnement, est obtenue en sommant ce résultat
sur tous les états |b〉 et |φRfin〉 possibles. Il apparaît alors deux relations de fermeture,
l’une dans l’espace des états de l’atome 8, l’autre dans celui du rayonnement, de sorte
que l’expression précédente se simplifie en :

∑

b,φR
fin

P abs
a→b(∆t) =

1

~2

∫ ∆t

0

dt′
∫ ∆t

0

dt′′ Ga(t
′, t′′) GNR (t′, t′′) (D-4)

avec les définitions :

Ga(t
′, t′′) = 〈a|

[
ε∗in · D̄(t′)

] [
εin · D̄(t′′)

]
|a〉 (D-5)

et :

GNR (t′, t′′) =
〈
φRin
∣∣
[
ε∗in · Ē(−)

⊥ (R, t′)
] [

εin · Ē(+)
⊥ (R, t′′)

] ∣∣φRin
〉

(D-6)

Les deux opérateurs ainsi définis correspondent respectivement à la fonction de cor-
rélation du dipôle atomique, et à celle du champ électrique rangé dans l’ordre normal.

Dans le cas général, où l’état initial du champ comprend plusieurs polarisa-
tions, interviennent dans (D-1) les éléments de matrice :

∑

j=x,y,z

〈b| D̄j(t
′) |a〉 〈φRfin|Ēj(R, t′)

∣∣φRin
〉

(D-7)

avec :

D̄j(t) = ej · D̄(t) et Ēj(R, t) = ej · Ē⊥(R, t) (D-8)

où ej désigne le vecteur unitaire porté par chacun des trois axes j = x, y, z. La
probabilité (D-4) devient alors :

∑

b,φR
fin

P abs
a→b(∆t) =

∑

j,j′=x,y,z

1

~2

∫ ∆t

0

dt′
∫ ∆t

0

dt′′ Gjj
′

a (t′, t′′) Gjj
′

R (t′, t′′) (D-9)

8. Dans la sommation sur b, on peut inclure l’état atomique de départ a en notant que
l’élément de matrice du dipôle atomique dans cet état est nul (ce qui découle d’un argument de
parité).
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avec les définitions suivantes de 9 fonctions de corrélation du dipôle, et 9 autres du
champ électrique :

Gjj
′

a (t′, t′′) = 〈a|
[
e∗j · D̄(t′)

] [
ej′ · D̄(t′′)

]
|a〉

Gjj
′

R (t′, t′′) =
〈
φRin
∣∣
[
e∗j · Ē(−)

⊥ (R, t′)
] [

ej′ · Ē(+)
⊥ (R, t′′)

] ∣∣φRin
〉

(D-10)

C’est un tenseur des corrélations qui apparaît ainsi, ce qui alourdit un peu les équa-
tions, mais ne change pas l’essentiel des résultats.

D-2. Processus d’émission

Pour les processus d’émission de photons, spontanée ou stimulée, les calculs
sont semblables. La différence principale est qu’il faut intervertir les opérateurs Ē(+)

⊥
et Ē

(−)
⊥ , de sorte que les fonctions de corrélation du champ qui interviennent sont

anti-normales au lieu de normales ; de plus, il faut utiliser la formule plus géné-
rale (D-9) à la place de (D-4) car, dans un processus d’émission spontanée, aucune
polarisation n’est privilégiée a priori.

E. Diffusion de photons par un atome

Nous considérons maintenant un processus de diffusion de photons où l’état
initial comprend un atome dans l’état a et un photon incident, alors que dans l’état
final l’atome est toujours dans l’état a, mais le photon incident est remplacé par un
autre photon. Ce processus fait intervenir deux photons, puisqu’un photon disparaît
et un autre apparaît.

E-1. Diffusion élastique

Comme au § B, nous traitons classiquement la position du centre de masse de
l’atome, que nous supposons fixé à l’origine des axes (voir cependant la remarque
de la page 525). L’état initial |ψin〉 du système atome + rayonnement à l’instant ti
correspond à un atome dans l’état a en présence d’un photon du mode i, de vecteur
d’onde ki, polarisation εi et fréquence ωi (le rayonnement est supposé monochro-
matique) :

|ψin〉 = |a;ki, εi〉 d’énergie Ein = Ea + ~ωi (E-1)

A l’instant final tf , le processus de diffusion a fait disparaîre le photon ki, εi pour le
remplacer par un photon kf , εf de vecteur d’onde kf et de polarisation εf . L’état
final du système est donc :

|ψfin〉 = |a;kf , εf 〉 d’énergie Efin = Ea + ~ωf (E-2)

La conservation de l’énergie totale implique que ωi = ωf . La diffusion se fait donc
sans changement de fréquence et est appelée pour cette raison “diffusion élastique”.
Nous étudierons au § E-3 le cas où l’état atomique final diffère de l’état atomique
initial. Il s’agit alors d’un processus appelé “diffusion Raman”.

Comme l’hamiltonien d’interaction dipolaire électrique (A-24) ne peut faire
varier le nombre de photons que d’une unité, le système doit passer par un état
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intermédiaire, dit “état relais” où l’atome se trouve dans un état c et le rayonnement
dans un état différent de son état initial. Le terme d’ordre le plus bas du dévelop-
pement (A-12) pouvant contribuer à l’amplitude de diffusion est alors celui d’ordre
deux.

E-1-a. Existence de deux types d’états relais

Deux types d’états relais sont possibles : ceux correspondant à des processus,
que nous noterons (α), où le photon ki, εi est d’abord absorbé, avant que le photon
kf , εf ne soit émis ; ceux correspondant à des processus, que nous noterons (β), où
c’est d’abord le photon kf , εf qui est émis, puis le photon ki, εi absorbé. Dans le
premier cas, l’état relais est l’état |ψαrel〉 = |c; 0〉, où c est un état atomique relais et
0 le vide de rayonnement, puisque le photon ki, εi présent dans l’état initial a été
absorbé ; l’énergie de cet état relais est Eαrel = Ec. Dans le second cas, l’état relais
est |ψβrel〉 = |c;ki, εi;kf , εf 〉, puisque le photon kf , εf a été émis avant que le photon
ki, εi n’ait encore été absorbé ; l’énergie de cet état relais est Eβrel = Ec+ ~ωi+ ~ωf .
Les figures 2 et 3 donnent deux représentations diagrammatiques différentes de ces
deux mêmes processus.

Figure 2 – Première représentation diagrammatique des processus de diffusion notés
(α) et (β) dans le texte ; ces processus diffèrent par l’ordre temporel de l’absorption
du photon incident et de l’émission du photon diffusé. Les flèches montantes repré-
sentent les processus d’absorption, les flèches descendantes les processus d’émission ;
les lignes tiretées horizontales, qui visualisent le fait que les deux flèches ont même
longueur, permettent de bien voir les différences d’énergie qui interviennent au dé-
nominateur dans le calcul de l’amplitude de transition.

Dans la représentation de la Figure 2, une flèche montante représente une
absorption, alors qu’une flèche descendante représente une émission. L’avantage de
cette représentation est de faire apparaître directement la différence entre les énergies
de l’état initial et de l’état relais, égale à Ein−Eαrel = Ea+~ωi−Ec pour les processus
(α), et à Ein−Eβrel = Ea−~ωf−Ec pour les processus (β) : cette différence n’est autre
que la distance entre l’ordonnée de la ligne tiretée et celle de la ligne représentant
l’état atomique relais c. En particulier, on voit que ces deux lignes coïncident pour
les processus (α) quand Ea + ~ωi = Ec, c’est-à-dire quand l’absorption du photon
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incident est résonnante sur la transition a↔ c (cas de la diffusion résonnante étudié
plus loin).

Dans la représentation de la Figure 3, une flèche entrante représente une ab-
sorption alors qu’une flèche sortante représente une émission. En lisant le diagramme
de bas en haut, on peut voir quels sont les états atomiques et les photons présents
dans l’état initial, dans l’état relais, et dans l’état final. Pour les processus (α), au-
cun photon n’est présent dans l’état relais, alors que les photons incident et diffusé
y sont tous deux présents pour les processus (β).

Figure 3 – Autre représentation diagrammatique possible des processus de diffusion
(α) et (β). Les flèches entrantes représentent des absorptions alors que les flèches
sortantes représentent des émissions. La lecture de chaque diagramme de bas en haut
donne la succession temporelle des états du système atome + photons.

E-1-b. Calcul de l’amplitude de diffusion

Le calcul de l’amplitude de diffusion est du même type que ceux que nous
avons déjà effectués plus haut. De plus, il est presque identique à celui de l’amplitude
d’absorption à deux photons qui est présenté en détail dans le § 1 du Complément
AXX. Nous ne l’expliciterons donc pas ici, nous contentant de souligner les différences
avec les calculs de ce complément ; le lecteur intéressé par plus de détails est invité
à le lire auparavant. Les relations (13) et (14) de ce complément deviennent ici :

〈ψfin|Ū(∆t, 0)|ψin〉 = −2iπ
[
Aαfi(Ein) +Aβfi(Ein)

]
δ(∆t)(Efin − Ein)

= −2iπ
[
Aαfi(Ein) +Aβfi(Ein)

]
δ(∆t)(~ωf − ~ωi) (E-3)
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où nous avons introduit les amplitudes de probabilité :

Aαfi(Ein) =
∑

|ψα
rel〉

〈ψfin|D ·E(−)|ψαrel〉〈ψαrel|D ·E(+)|ψin〉
Ein − Eαrel

= −~
√
ωiωf

2ǫ0L3

∑

c

〈a|ε∗f ·D|c〉〈c|εi ·D|a〉
Ea + ~ωi − Ec

(E-4)

Aβfi(Ein) =
∑

|ψβ
rel〉

〈ψfin|D ·E(+)|ψβrel〉〈ψ
β
rel|D ·E(−)|ψin〉

Ein − Eβrel

= −~
√
ωiωf

2ǫ0L3

∑

a

〈a|εi ·D|c〉〈c|ε∗f ·D|a〉
Ea − ~ωf − Ec

(E-5)

Les deux amplitudes Aαfi(Ein) et Aβfi(Ein) correspondent aux deux types d’états
relais considérés plus haut. Dans (E-3), la fonction delta exprimant la conservation
de l’énergie est proportionnelle à δ(∆t)(ωf−ωi) puisque Efin−Ein = ~(ωf−ωi). Pour
écrire (E-4) et (E-5), nous avons remplacé dans la relation (13) du Complément AXX

l’hamiltonien d’interaction HI par −D ·E(+) ou −D ·E(−), suivant qu’il s’agit d’un
processus d’absorption ou d’émission. Dans le numérateur des fractions figurant au
second membre de (E-4), l’opérateur E(+) (qui absorbe le photon incident) apparaît
avant l’opérateur E(−) (qui crée le photon diffusé) ; c’est bien ce que l’on attend
pour un processus de type (α). L’ordre des deux opérateurs E(+) et E(−) est inversé
dans (E-5), comme attendu pour un processus de type (β). Les coefficients en

√
ωiωf

dans les deuxièmes lignes de ces égalités proviennent du développement (A-27) du
champ électrique en ondes planes ; L est la longueur du côté de la cavité cubique
dans laquelle est quantifié le champ. Nous pourrions leur ajouter un facteur

√
ninf ,

où ni et nf sont les nombres de photons dans l’état initial et l’état final ; mais, pour
simplifier, nous avons supposé que ni = nf = 1.

E-1-c. Interprétation semi-classique

La diffusion élastique peut également être expliquée par un traitement semi-
classique, où seul l’atome est traité quantiquement ; l’onde incidente est décrite
comme un champ classique de fréquence ωi. Cette onde induit dans l’atome un dipôle
oscillant à la même fréquence, qui rayonne dans tout l’espace un champ oscillant à
la même fréquence.

L’approche semi-classique permet aussi d’interpréter simplement l’absorption
du faisceau incident comme résultant d’une interférence destructive, dans la direction
du champ incident, entre ce champ et celui diffusé par le dipôle induit. On peut
également utiliser une telle description pour rendre compte de l’amplification d’un
faisceau incident par un milieu atomique dont les populations sont “inversées”, c’est-
à-dire un milieu où la population d’un niveau excité est supérieure à la population
d’un niveau d’énergie inférieure.

E-1-d. Diffusion Rayleigh

Supposons que la fréquence ωi du rayonnement incident soit très petite devant
toutes les fréquences atomiques |Ec − Ea|/~. On peut alors négliger ωi et ωf dans
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les dénominateurs des deuxièmes lignes de (E-4) et (E-5). La seule dépendance en
ωi des amplitudes de diffusion provient alors du préfacteur

√
ωiωf , qui est égal à ωi

puisque ωf = ωi. La section efficace de diffusion fait intervenir le produit du module
carré de l’amplitude, variant en ω2

i , par la densité d’états finals du rayonnement à
la fréquence ωf = ωi, variant elle aussi en ω2

i . La section efficace de diffusion varie
donc en ω4

i ; elle est par suite beaucoup plus importante pour la lumière bleue que
pour la lumière rouge.

On appelle “diffusion Rayleigh” la diffusion élastique lorsque ωi ≪ |Ec−Ea|/~.
Elle intervient pour rendre compte de la diffusion du spectre visible de la lumière so-
laire par les molécules d’oxygène et d’azote de l’atmosphère, qui ont des fréquences
de résonance beaucoup plus élevées, situées dans l’ultraviolet. Cette variation ra-
pide de la section efficace de diffusion Rayleigh avec la fréquence est une raison qui
explique le bleu du ciel.

E-2. Diffusion résonnante

Supposons que la fréquence ωi du photon incident soit très voisine de la fré-
quence :

ωca = (Ec − Ea)/~ (E-6)

d’une transition reliant l’état a à un état c d’énergie plus élevée. L’absorption du
photon incident est alors résonnante sur la transition a ↔ c et l’amplitude (E-4)
devient très grande lorsque l’état c est pris pour état atomique relais – elle diverge
même si la condition de résonance est exactement satisfaite. On peut dans ce cas
négliger tous les processus de type (β) ; de plus, s’il existe d’autres états atomiques
relais possibles d, e,..., on peut se limiter au seul terme faisant intervenir c.

Pour résoudre les difficultés liées à la divergence de (E-4) quand ωi = ωa−ωc,
il est commode d’utiliser l’expression exacte (A-14) qui ne comporte que trois termes,
au lieu d’une infinité dans le développement (A-12) de l’opérateur d’évolution. Seul
le dernier de ces trois termes peut jouer un rôle, puisqu’il peut détruire un photon
et en créer un autre. On obtient alors :

〈ψfin|U(tf , ti)|ψin〉

=

(
1

i~

)2 ∫ tf

ti

dt

∫ t

ti

dt′ 〈ψfin|U0(tf , t)HI U(t, t′)HI U0(t
′, ti)|ψin〉 (E-7)

C’est ici U(t, t′) qui apparaît au centre de l’élément de matrice de (E-7), et non
U0(t, t

′). Si l’on part de |ψin〉 = |a;ki, εi〉, le premier hamiltonien d’interaction HI de
(E-7) fait passer à l’état |c; 0〉. De même, si l’on part de 〈ψfin|, le second hamiltonien
d’interaction HI de (E-7) fait passer à l’état 〈c; 0|. L’expression (E-7) peut donc
s’écrire également :

〈ψfin|U(tf , ti)|ψin〉 =
(

1

i~

)2 ∫ tf

ti

dt

∫ t

ti

dt′〈a;kf , εf |U0(tf , t)HI |c; 0〉

× 〈c; 0|U(t, t′)|c; 0〉〈c; 0|HI U0(t
′, ti)|a;ki, εi〉 (E-8)

Si l’on était parti de (A-12) au lieu de (A-14), l’élément de matrice central
de (E-8) serait 〈c; 0|U0(t, t

′)|c; 0〉 = exp(−iEc(t − t′). Mais l’utilisation de (A-14)
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conduit à 〈c; 0|U(t, t′)|c; 0〉 qui représente l’amplitude de probabilité pour que le
système, partant de l’état |c; 0〉 à l’instant t′, soit encore dans ce même état à
l’instant t. Le calcul de cette amplitude apparaît dans l’étude de la désintégration
radiative de l’état excité par émission spontanée d’un photon, donc la désintégration
d’un état discret |c; 0〉 couplé à un continuum d’états finals |a;k, ε〉 ; ces derniers
représentent l’atome dans l’état a en présence d’un photon de vecteur d’onde k et de
polarisation ε quelconques. Or nous avons montré dans le Complément DXIII (§ 4)
qu’il était possible d’obtenir une solution de l’équation de Schrödinger fournissant
l’amplitude 〈c; 0|U(t, t′)|c; 0〉 pour les temps longs (et non pas seulement pour les
temps courts comme avec la solution perturbative). Cette solution s’écrit :

〈c; 0|U(t, t′)|c; 0〉 = exp [−i(Ec + δEc)(t− t′)/~] exp [−Γc(t− t′)/2] (E-9)

où δEc est le déplacement de l’état |c; 0〉 dû à son couplage avec le continuum d’états
finals 9, et Γc la largeur naturelle de l’état excité c (inverse de la durée de vie radiative
de cet état). Nous supposerons désormais que le déplacement δEc est inclus dans la
définition de l’énergie Ec de l’état c. Le traitement plus précis consistant à partir
de (A-14) au lieu de (A-12) conduit donc à un résultat très simple : il suffit de
remplacer, dans tous les calculs de l’amplitude de diffusion, Ec par Ec − i~Γc/2.

Ec → Ec − i~Γc/2 (E-10)

Cette substitution faite on obtient, en ne gardant que l’amplitude (E-4) et le
seul état atomique relais c, l’amplitude de diffusion suivante :

Āfi(Ein) = −
ℏωi

2ε0L3

〈a|ε∗f ·D|c〉〈c|εi ·D|a〉
~(ωi − ωca + iΓc/2)

(E-11)

qui ne diverge donc plus quand ωi = ωca ; lorsqu’on balaie ωi autour de ωca, cette
amplitude de diffusion varie de manière résonnante sur un intervalle de largeur Γc.

E-3. Diffusion inélastique. Diffusion Raman

Nous considérons toujours un processus de diffusion au cours duquel un pho-
ton incident est absorbé et un autre photon émis, mais l’état atomique final a′ est
maintenant supposé différent de l’état atomique initial a.

E-3-a. Différences avec la diffusion élastique

La figure 4 montre un exemple d’un processus, appelé “diffusion Raman”,
où l’énergie du photon émis diffère de celle du photon incident 10. L’état initial du
processus de diffusion est donc, comme plus haut, l’état |ψin〉 = |a;ki, εi〉, d’énergie
Ein = Ea + ~ωi ; en revanche, l’état final est maintenant |ψfin〉 = |a′;kf , εf 〉 avec
a′ 6= a, d’énergie Efin = Ea′ + ~ωf .

La conservation de l’énergie totale implique que :

Ea + ~ωi = Ea′ + ~ωf (E-12)

9. Ce déplacement est relié au “déplacement de Lamb” des états atomiques excités.
10. Cette figure ne représente que le processus de type (α), celui au cours duquel le photon

incident est absorbé en premier.

521



CHAPITRE XX ABSORPTION, ÉMISSION, ET DIFFUSION DE PHOTONS PAR UN ATOME

Figure 4 – Diffusion Raman : un photon incident d’énergie ~ωi est absorbé par un
atome dans l’état a, puis un photon ~ωf est émis par l’atome ; ce dernier aboutit
dans l’état final a′ différent de l’état initial a.

Si Ea′ > Ea, la diffusion Raman est dite “diffusion Raman Stokes” ; l’énergie
du photon diffusé est inférieure à celle du photon incident. Si Ea′ < Ea, la diffu-
sion Raman est dite “diffusion Raman anti-Stokes” ; l’énergie du photon diffusé est
supérieure à celle du photon incident. Comme nous supposons ici le mode kf , εf ini-
tialement vide, le photon qui apparaît au cours du processus de diffusion est émis de
manière spontanée. La diffusion Raman est alors dite “diffusion Raman spontanée”.
Nous étudierons plus loin le cas où des photons kf , εf sont initialement présents,
situation qui donne naissance à une “diffusion Raman stimulée”.

L’équation (E-12) montre que la fréquence angulaire de la lumière diffusée
diffère de celle de la lumière incidente par une quantité ωaa′ = (Ea − Ea′)/~, égale
à la fréquence de la transition atomique a↔ a′. La mesure du spectre de la lumière
Raman renseigne donc sur les fréquences propres du système diffuseur ; c’est le prin-
cipe de la spectroscopie Raman. Souvent, les systèmes étudiés sont des molécules
et les états a, a′ sont des états de vibration ou de rotation du niveau électronique
fondamental, de sorte que les fréquences ωaa′ tombent dans le domaine microonde
ou infrarouge. Au lieu de mesurer directement ces fréquences par spectroscopie dans
un domaine où la détection peut présenter des difficultés, il s’avère parfois plus com-
mode d’éclairer le milieu avec un faisceau de fréquence optique ou ultraviolette et
de mesurer indirectement les fréquences ωaa′ par l’intermédiaire des décalages de
fréquence de la lumière Raman diffusée. La possibilité d’utiliser des sources laser
a permis de développer considérablement la spectroscopie Raman grâce aux gains
d’intensité obtenus. Il est également possible d’améliorer les conditions de détection
en utilisant un faisceau laser incident, qui peut être focalisé sur un petit volume.
L’analyse du spectre de la lumière diffusée devient alors un puissant outil d’analyse
locale de la composition chimique de tout milieu diffuseur, puisque chaque molécule
peut être détectée par ses fréquences propres de vibration-rotation spécifiques.

Nous nous sommes limités, pour simplifier, à la discussion de la diffusion Ra-
man par des atomes ou des molécules en milieu dilué, où chaque diffuseur agit
individuellement. Cependant la diffusion Raman permet aussi d’étudier des milieux
condensés comme des liquides, des cristaux, des surfaces, etc. et de fournir de riches
informations sur la dynamique de ces milieux.
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E-3-b. Amplitude de diffusion

Le calcul de l’amplitude de diffusion Raman est très proche de celui conduisant
à (E-3), (E-4) et (E-5), et conduit à :

〈ψfin|Ū(∆t, 0)|ψin〉 = −2πi
[
Aαfi(Ein) +Aβfi(Ein)

]
δ(∆t)(Efin − Ein)

= −2πi
[
Aαfi(Ein) +Aβfi(Ein)

]
δ(∆t)(Ea′ + ~ωf − Ea − ~ωi)

(E-13)

où :

Aαfi(Ein) =
∑

|ψα
rel〉

〈ψfin|D ·E(−)|ψαrel〉〈ψαrel|D ·E(+)|ψin〉
Ein − Eαrel

= −~
√
ωiωf

2ǫ0L3

∑

c

〈a′|ε∗f ·D|c〉〈c|εi ·D|a〉
Ea + ~ωi − Ec

(E-14)

Aβfi(Ein) =
∑

|ψβ
rel〉

〈ψfin|D ·E(+)|ψβrel〉〈ψ
β
rel|D ·E(−)|ψin〉

Ein − Eβrel

= −~
√
ωiωf

2ǫ0L3

∑

a

〈a′|εi ·D|c〉〈c|ε∗f ·D|a〉
Ea − ~ωf − Ec

(E-15)

Si la fréquence ωi du photon incident est voisine de la fréquence de la transition
a → c, l’amplitude (E-14) peut devenir très grande ; la diffusion Raman est alors
résonnante. Pour éviter la divergence de (E-14) il suffit, comme pour la diffusion
élastique résonnante, de remplacer Ec par Ec − iΓc/2, où Γc est la largeur naturelle
de l’état c.

E-3-c. Interprétation semi-classique

Comme dans le § E-1-c, considérons le dipôle induit par le champ incident
sur le système diffuseur. Si ce système diffuseur est une molécule qui vibre et qui
tourne, sa polarisabilité varie au cours du temps, de sorte qu’elle est modulée à ses
fréquences de rotation et de vibration. L’oscillation du dipôle qu’induit le champ
incident voit donc son amplitude modulée aux fréquences de rotation et de vibration
de la molécule. L’analyse de Fourier du mouvement du dipôle fait alors apparaître des
bandes latérales ; les fréquences de ces dernières diffèrent de celle du champ incident
par les fréquences de rotation et de vibration de la molécule. L’interprétation semi-
classique redonne ainsi les propriétés essentielles du spectre de diffusion Raman.

E-3-d. Diffusion Raman stimulée. Laser Raman

Nous supposons maintenant que le photon Raman apparaît dans un mode qui
n’est pas initialement vide, car nf 6= 0 photons se trouvent déjà initialement dans
le mode kf , εf . De même, plusieurs photons, en nombre ni, se trouvent initialement
dans le mode ki, εi. Dans l’amplitude du processus de diffusion Raman |a;ni, nf 〉 →
|a′;ni− 1, nf +1〉, il faut introduire le facteur

√
ni(nf + 1) dans les expressions (E-

14) et (E-15). On constate alors les effets de l’émission stimulée : le facteur nf + 1
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dans la probabilité traduit le fait que la présence initiale de nf photons dans le mode
kf , εf stimule la probabilité d’émission d’un photon Raman dans ce même mode ;
elle est donc multipiée par le facteur nf+1 par rapport au cas où il était initialement
vide.

Figure 5 – La partie gauche de la figure représente un processus Raman stimulé au
cours duquel un atome dans le niveau a absorbe un photon ωi pour aboutir dans l’état
a′ en émettant de manière stimulée un photon ωf . La partie droite de la figure montre
le processus inverse, au cours duquel l’atome partant de a′ absorbe un photon ωf puis
émet de manière stimulée un photon ωi. Les deux processus ont a priori la même
probabilité. Cependant, si la population de l’état a (représentée par le gros cercle de
la partie gauche de la figure) est supérieure à celle de l’état a′ (représentée par le
petit cercle de la partie droite de la figure), le nombre de processus au cours desquels
le photon ωf est émis de manière stimulée est supérieur au nombre de processus au
cours desquels il est absorbé. Le rayonnement à la fréquence ωf est alors amplifié
par émission stimulée, ce qui permet de réaliser un “laser Raman” à cette fréquence.

Considérons alors (Fig. 5) le processus de diffusion inverse |a′;ni−1, nf+1〉 →
|a;ni, nf 〉. L’amplitude de diffusion est simplement la complexe conjuguée de la pré-
cédente ; les probabilités des deux processus sont donc égales. Si l’on part d’un
nombre d’atomes égal dans l’état a et dans l’état a′, le nombre de photons qui
apparaissent au cours d’un processus est égal au nombre de photons qui dispa-
raissent dans le processus inverse. Que se passe-t-il si l’on part d’un ensemble quel-
conque d’atomes, où les populations des états a et a′ ne sont pas égales ? Les méca-
nismes de relaxation conduisant à l’équilibre thermodynamique tendent à faire que
la population du niveau d’énergie la plus basse, par exemple a, soit plus grande
que celle du niveau a′ d’énergie plus élevée. Le nombre de processus de diffu-
sion |a;ni, nf 〉 → |a′;ni − 1, nf + 1〉 est alors plus élevé que celui des processus
|a′;ni − 1, nf +1〉 → |a;ni, nf 〉, entraînant une amplification du nombre de photons
ωf . C’est ce mécanisme d’amplification qui est à la base du fonctionnement des la-
sers Raman. Ces lasers diffèrent sur deux points importants de ceux qui mettent en
jeu une transition directe entre un niveau supérieur, alimenté par un processus de
pompage, et un niveau inférieur (sans niveau relais). Tout d’abord, ils ne nécessitent
pas une inversion de populations ; le milieu atomique peut donc être à l’équilibre
thermodynamique, la diffusion Raman stimulée à partir de l’état atomique le plus
peuplé étant à l’origine de l’amplification. Ils nécessitent cependant la présence d’un
rayonnement intense à la fréquence ωi, fourni par un autre laser appelé “laser de

524



E. DIFFUSION DE PHOTONS PAR UN ATOME

pompe”. D’autre part, la fréquence ωf de l’oscillation laser peut être balayée en
changeant la “fréquence de pompe” ωi, alors que les lasers utilisant un système à
deux niveaux oscillent nécessairement à une fréquence très proche de celle de la
transition atomique, de sorte qu’ils sont très peu accordables.

Conservation de l’impulsion totale
Si la position R du centre de masse de l’atome n’est plus traitée classiquement et
placée à l’origine des coordonnées comme nous l’avons fait jusqu’ici, il faut garder
les exponentielles exp(iki ·R) et exp(−ikf ·R) dans les hamiltoniens d’interaction
décrivant l’absorption d’un photon ωi et l’émission d’un photon ωf . L’élément de
matrice du produit de ces deux opérateurs doit être pris entre un état initial du
centre de masse d’impulsion ~Kin et un état final d’impulsion ~Kfin. Il apparaît
donc une fonction δ(Kfin − Kin − ki + kf ) exprimant la conservation de l’im-
pulsion globale au cours du processus Raman : l’impulsion de l’atome augmente
d’une quantité égale à ~(ki − kf ) au cours du processus. Souvent, les deux états
atomiques a et a′ sont deux sous-niveaux d’un même état électronique fonda-
mental, de sorte que la fréquence ωa′a = (Ea′ − Ea)/~ tombe dans le domaine
micro-onde ; elle est très petite devant les fréquences ωi et ωf , qui sont plutôt des
fréquences optiques. L’équation de conservation de l’énergie (E-12) entraîne alors
que les modules des deux vecteurs d’onde ki et kf sont pratiquement égaux. Si les
deux vecteurs d’onde ki et kf ont des directions opposées, l’impulsion gagnée par
l’atome au cours du processus Raman est égale à ~(ki−kf ) ≃ 2~ki. L’intérêt d’un
tel processus Raman est qu’il peut coupler deux états a et a′ très proches l’un de
l’autre en communiquant à l’atome dans l’un des deux états une grande impulsion
2~ki, égale à deux fois celle d’un photon optique. En revanche, si l’on couplait
directement a et a′ par absorption d’un seul photon dans le domaine micro-onde,
le transfert d’impulsion serait beaucoup plus faible. Cette possibilité de coupler
deux sous-niveaux fondamentaux, donc de longue durée de vie, en communiquant
à l’atome dans l’un de ces deux états une grande impulsion, a des applications
intéressantes, notamment en interférométrie atomique.

Dans le Complément AXX, nous étudions des processus multiphotoniques im-
pliquant l’absorption de plusieurs photons dans une transition entre deux états ato-
miques. Jusqu’ici, nous nous sommes limités à des processus d’absorption et d’émis-
sion entre deux états atomiques discrets ; le Complément BXX étend l’étude de l’ab-
sorption de photons à des processus reliant un état atomique discret à un continuum.
Il s’agit de processus de “photo-ionisation” au cours desquels un électron est arra-
ché à l’atome. Dans le Complément CXX nous introduisons, dans le cas de niveaux
discrets couplés entre eux par des rayonnements monochromatiques, la méthode de
l’ “atome habillé” qui permet de traiter l’effet du couplage atome-rayonnement à
tous les ordres. Cette méthode nous permettra aussi d’introduire des effets impor-
tants, en particulier les “déplacements lumineux ”, qui se sont révélés comme des
outils très utiles dans plusieurs domaines de recherche, comme nous le discutons
au Complément DXX. Finalement, dans le Complément EXX, nous montrons com-
ment l’utilisation de paquets d’ondes de photons permet d’ajouter une dépendance
temporelle aux processus étudiés.
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COMPLÉMENTS DU CHAPITRE XX

AXX : PROCESSUS MULTIPHOTONIQUE,
ABSORPTION À DEUX PHOTONS

Dans un processus d’absorption multipho-

tonique, un atome absorbe simultanément

plusieurs photons. Ce complément étudie le

cas le plus simple, celui où deux photons sont

absorbés, mais les idées générales s’appliquent

également aux processus mettant en jeu un

plus grand nombre de photons. Les excitations

en raie monochromatique, puis en raie large,

sont successivement considérées. Le temps très

court pendant lequel le système passe par l’état

relais violant la conservation de l’énergie est

proportionnel à l’inverse du défaut d’énergie.

BXX : PHOTO-IONISATION Lors du processus de photo-ionisation, un pho-

ton peut arracher un électron à un atome, qui

devient alors un ion (effet photo-électrique). Ce

complément montre comment ce processus peut

être étudié dans le cadre d’une théorie quantifiée

du rayonnement lorsque ce dernier couple, non

pas deux niveaux discrets de l’atome, mais un

niveau discret (fondamental) à un continuum

de niveaux (excités). Deux cas importants sont

étudiés : celui où le rayonnement incident est

quasi monochromatique, et celui où il est au

contraire à bande large. Dans le second cas, cette

étude permet de justifier l’équation d’Einstein

de l’effet photo-électrique. On étudie enfin ce

qui se produit lorsque le champ de rayonnement

est très intense de sorte que l’ionisation de

l’atome se fait, non pas par absorption d’un ou

plusieurs photons, mais par effet tunnel.

CXX : ATOME À DEUX NIVEAUX DANS UN
CHAMP MONOCHROMATIQUE ; MÉTHODE DE
L’ATOME HABILLÉ

La méthode de l’atome habillé est un outil

puissant permettant de décrire et d’interpré-

ter les effets d’ordre supérieur apparaissant

lorsqu’un atome à deux niveaux interagit avec

un rayonnement quasi résonnant. Elle est

valable à la fois dans le domaine des couplages

faibles (champ peu intense) et fort (champ très

intense). Un paramètre essentiel est le rapport

entre la fréquence d’oscillation de Rabi (qui

caractérise le couplage avec le champ) et la

largeur naturelle des niveaux atomiques. Cette

approche générale permet en particulier de

bien comprendre les diverses propriétés des

déplacements lumineux.
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DXX : LES DÉPLACEMENTS LUMINEUX : UN
OUTIL POUR MANIPULER LES ATOMES ET LE
CHAMP

L’utilisation des déplacements lumineux est

devenue un outil de base en physique atomique,

car il permet la manipulation d’atomes et de

photons. Nous décrivons brièvement dans ce

complément un certain nombre d’applications

de ces méthodes : pièges optiques à atomes

par forces dipolaires, miroirs à atomes, ré-

seaux optiques, refroidissement “Sisyphe”, et

détection un par un des photons dans une cavité.

EXX : DÉTECTION DE PAQUETS D’ONDES À
UN OU DEUX PHOTONS, INTERFÉRENCES

Pour un photon on peut, comme pour une

particule massive, construire des paquets

d’ondes par superposition cohérente d’états

d’impulsions différentes ; on obtient ainsi une

propagation du rayonnement dans l’espace libre,

et donc la possibilité de faire arriver un photon

sur un atome. Ceci conduit à une description

plus réaliste des processus d’absorption et de

diffusion de photons que celle du Chapitre XX,

où le rayonnement incident est décrit par un

état de Fock à nombre bien défini de photons

(donc sans aucune propagation spatiale). Nous

introduisons pour le photon une fonction qui

n’est pas sa fonction d’onde, mais fournit

l’amplitude de probabilité qu’il soit détecté en

un point donné. L’absorption et la diffusion

de paquets d’ondes sont étudiées, ainsi que les

signaux de détection à un ou plusieurs photons ;

le cas de deux photons intriqués (conversion

paramétrique) est traité en fin de complément.
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Complément AXX

Exemple de processus multiphotonique : absorption à deux
photons

1 Rayonnement monochromatique . . . . . . . . . . . . . 529
2 Rayonnement non monochromatique . . . . . . . . . . . 533

2-a Amplitude de probabilité, probabilité . . . . . . . . . . 534
2-b Probabilité par unité de temps pour un état de Fock du

rayonnement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 536
3 Discussion physique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 537

3-a Lois de conservation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 538
3-b Cas où l’état relais devient résonnant pour l’absorption

à un photon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 539

Nous étudions dans ce complément un processus au cours duquel l’atome ab-
sorbe, non pas un, mais deux photons d’énergie ~ωi pour passer d’un niveau discret a
vers un autre niveau discret b d’énergie plus élevée 1 ; ce processus est schématisé sur
la Figure 1. Pour l’instant, nous ignorons les degrés de liberté externes en supposant
l’atome infiniment lourd 2. La conservation de l’énergie globale implique alors que :

Eb − Ea = ~ω0 = 2~ωi (1)

Nous verrons au cours du calcul de l’amplitude de transition comment cette condition
de conservation apparaît effectivement.

1. Rayonnement monochromatique

L’étude de ce processus demande le calcul de l’amplitude de transition :

〈ψfin|U(tf , ti)|ψin〉 (2)

L’état initial à l’instant ti du système atome + rayonnement est :

|ψin〉 = |a;ni〉 d’énergie Ein = Ea + ni~ωi (3)

Il représente un atome dans l’état a en présence de ni photons du mode i, de vecteur
d’onde ki, polarisation εi et fréquence ωi (le rayonnement est supposé monochro-
matique). A l’issue du processus d’absorption, à l’instant tf , le nombre de photons a
diminué de deux unités, passant de ni à ni− 2, et l’état du système global est noté :

|ψfin〉 = |b;ni − 2〉 d’énergie Efin = Eb + (ni − 2)~ωi (4)

1. Dans le Complément BXX, nous verrons comment des processus multiphotoniques peuvent
également faire passer un atome d’un état discret vers un état final appartenant à un continuum
(photo-ionisation).

2. Lorsque sa masse est finie, il existe des effets physiques intéressants liés à la conservation
de l’impulsion totale ; nous les étudierons plus loin (cf. § 3 ; voir aussi le § 2 du Complément AXIX).
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Figure 1 – Au cours d’une transition à deux photons, l’atome passe de l’état a
à l’état b en absorbant deux photons d’énergie ~ωi. La ligne horizontale tiretée re-
présente l’énergie médiane entre les niveaux a et b. La transition fait intervenir un
troisième niveau, le niveau relais c, dont l’énergie n’est pas nécessairement comprise
entre celles des niveaux a et b ; il n’est pas représenté sur la figure. On suppose ce-
pendant que l’énergie du niveau atomique relais c est suffisamment distante de la
ligne médiane tiretée pour qu’aucune transition résonnante à un photon de a vers c
ne se produise.

Pour décrire l’interaction atome-rayonnement, nous continuerons à utiliser
l’hamiltonien dipolaire électrique (A-30) du Chapitre XX qui diminue d’une seule
unité le nombre de photons. Dans le développement de Ū(tf , ti) écrit au Chapitre XX
en (A-21), le premier terme qui peut donner une contribution non nulle à l’amplitude
de transition (2) est donc le terme d’ordre deux, contenant deux opérateurs HI : le
premier fait passer le système atome + rayonnement de l’état initial |ψin〉 = |a, ni〉
à un “état relais” intermédiaire :

|ψrel〉 = |c, ni − 1〉 d’énergie Erel = Ec + (ni − 1)~ωi (5)

où c est un état atomique quelconque ; le second opérateur HI fait passer le système
de cet état relais |ψrel〉 à l’état final |ψfin〉 = |b, ni − 2〉. Il faut bien sûr sommer
sur tous les états intermédiaires accessibles c mais, pour simplifier le calcul, nous ne
prendrons en compte qu’un seul état intermédiaire (la sommation sur ces états des
amplitudes de probabilité ne pose aucun problème particulier). Si nous insérons la
relation (A-21) du Chapitre XX entre le bra 〈ψfin| et le ket |ψin〉, les deux premiers
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termes du membre de droite s’annulent, et le troisième terme fournit 3 :

〈ψfin|Ū(∆t, 0)|ψin〉 =
(

1

i~

)2∑

ψrel

〈ψfin|HI |ψrel〉〈ψrel|HI |ψin〉×

×
∫ ∆t

0

dt′
∫ t′

0

dt′′ eiEfint
′/~ e−iErel(t

′−t′′)/~ e−iEint
′′/~ (6)

L’exposant dans l’intégrale de la seconde ligne contient :

i [Eb + (ni − 2)~ωi] t
′ − i [Ec + (ni − 1)~ωi] (t

′ − t′′)− i [Ea + ni~ωi] t
′′ (7)

d’où les termes en nit′ et nit′′ disparaissent, laissant l’expression :

i [Eb − Ea − 2~ωi] t
′ − i [Ea − Ec + ~ωi] (t

′′ − t′) (8)

Prenant comme plus haut les variables d’intégration t′ et τ = t′′− t′, nous obtenons
l’intégrale double :

∫ ∆t

0

dt′ ei[Eb−Ea−2~ωi]t
′/~

∫ 0

−t′
dτ ei[Ec−Ea−~ωi]τ/~ (9)

soit :

∫ ∆t

0

dt′ei[Eb−Ea−2~ωi]t
′/~ i~

[Ea + ~ωi − Ec]
[
1− ei[Ea+~ωi−Ec]t

′/~
]

(10)

Nous nous intéressons à des situations où la fréquence des photons ωi/2π est
proche de la fréquence de résonance à deux photons correspondant à la relation
de conservation de l’énergie (1). De plus, nous supposons qu’il s’agit véritablement
d’une transition directe à deux photons, et non pas d’une succession d’absorptions à
un photon. Nous considérons donc que le niveau a n’est pas susceptible d’absorber de
façon résonnante un photon pour effectuer une transition vers le niveau intermédiaire
c ; il faut pour cela supposer que l’énergie Ec du niveau intermédiaire c est nettement
différente de l’énergie médiane (Ea +Eb)/2 représentée par le trait horizontal tireté
de la figure 1. On vérifie que le terme en 1 dans le crochet de (10) correspond bien à
une résonance pour une absorption à deux photons, puisqu’il conduit à l’amplitude
de probabilité :

i~

[Ea + ~ωi − Ec]

∫ ∆t

0

dt′ei[Eb−2~ωi−Ea]t
′/~

∼ 2iπ~2

[Ea + ~ωi − Ec]
δ(∆t) (Eb − Ea − 2~ωi) (11)

3. Nous avons supposé que les deux photons absorbés étaient identiques. Si les deux photons
1 et 2 absorbés différaient, soit par l’énergie, soit par la direction du vecteur d’onde, soit par la
polarisation (tout en satisfaisant bien sûr à la condition de conservation de l’énergie ~ω1 + ~ω2 =
Eb−Ea = ~ω0), on rencontrerait une situation semblable à celle du § E-1-a du Chapitre XX. Deux
types de processus à deux photons seraient alors à considérer, ceux où le photon 1 est absorbé en
premier et le photon 2 en second, et ceux où les deux photons sont absorbés dans l’ordre inverse.
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(le signe ∼ signifie simplement que nous avons ignoré un facteur de phase sans
conséquence), avec :

δ(∆t) (E) =
1

π

sin(E ∆t/2ℏ)

E
(12)

La fonction δ(∆t) tend vers une fonction delta lorsque ∆t→∞, comme l’indique la
relation (10) de l’Appendice II ; elle indique donc une conservation de l’énergie sa-
tisfaisant la condition (1), à ~/∆t près. En revanche, le second terme dans le crochet
de (10) introduit dans la somme sur t′ une exponentielle ei[Eb−Ec−~ωi]t

′

qui oscille
rapidement en fonction de t′ lorsque la condition (1) est satisfaite 4 (exactement ou
de façon approximative). Ce terme introduit une contribution non résonnante et
donc négligeable. Nous reviendrons sur son sens physique (branchement soudain du
couplage entre atome et champ) dans la Remarque (ii) ci-dessous. Pour le moment,
nous l’ignorons simplement à cause de son caractère non résonnant, ce qui nous
conduit à :

〈ψfin|Ū(∆t, 0)|ψin〉 = −2iπ
〈ψfin|HI |ψrel〉〈ψrel|HI |ψin〉

Ea + ~ωi − Ec
δ(∆t) (Eb − Ea − 2~ωi)

(13)

La comparaison avec la relation (B-10) du Chapitre XX montre une grande
similarité entre l’amplitude de probabilité du processus d’absorption à un photon
et celle d’une transition à deux photons. On passe de la première à la seconde en
remplaçant la variable de la fonction δ(∆t) par celle appropriée à la conservation
de l’énergie à deux photons, écrite en (1), et en remplaçant l’élément de matrice
〈ψfin|HI |ψin〉 par 5 :

〈ψfin|HI |ψrel〉〈ψrel|HI |ψin〉
Ein − Erel

=
~ωi
2ǫ0L3

√
ni(ni − 1)

〈b|εi ·D|c〉〈c|εi ·D|a〉
Ea + ~ωi − Ec

(14)

Dans la relation (B-6) du Chapitre XX qui donne l’amplitude de transition, il suffit
donc de remplacer l’élément de matrice de HI par un produit d’éléments de matrice
divisé par une différence d’énergie.

Remarques

(i) Temps caractéristique de la transition intermédiaire
Le passage du système physique par état relais intermédiaire se fait sans conserva-
tion de l’énergie, puisqu’il implique une différence δE = Ea+ℏωi−Ec avec l’énergie
initiale. Mathématiquement, ceci se traduit par le fait que la seconde intégrale en
temps de (9) contient un terme qui oscille d’autant plus rapidement que cette dif-
férence d’énergie est grande. Après intégration, cette intégrale conduit au crochet
de (10), multiplié par la fraction qui le précède. Ce crochet part de zéro au temps
t′ = 0, puis oscille ensuite en fonction du temps intermédiaire t′. Au bout du temps
t′ = h/δE, qui correspond à une période d’oscillation, sa valeur moyenne sur le

4. Dans ce cas ei[Eb−Ec−~ωi]t
′ ≃ ei[Eb+Ea−2Ec]t

′/2, dont l’exposant est nécessairement
grand puisque nous avons supposé que Ec est nettement différent de la demi-somme de Ea et Eb.

5. Nous utilisons l’expression deHI fournie par (A-24) du Chapitre XX, ainsi que celle (A-27)
du champ électrique.
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temps vaut l’unité, c’est-à-dire précisément la valeur que nous avons retenue pour
le calcul de l’amplitude de probabilité.
Le passage par l’état relais fait donc intervenir un temps caractéristique δτ = h/δE,
au bout duquel l’intégrale sur le temps τ cesse de croître en module. Ce temps est
d’autant plus court que l’écart par rapport à la conservation de l’énergie est impor-
tant (on parle parfois de “transition virtuelle” pour décrire ce passage très court par
un niveau intermédiaire). Le comportement de l’intégrale en τ est donc complète-
ment différent de celui de l’intégrale sur t′, qui à résonance croît linéairement en
temps comme l’indiquent (11) et (12) ; cette intégrale sur t′ peut donc accumuler
des contributions pendant des temps bien plus grands. La limitation des temps τ
qui jouent un rôle dans l’amplitude de probabilité s’interprète naturellement dans
le cadre de la relation d’incertitude temps-énergie de Heisenberg δE × δτ ≥ ℏ.

(ii) Sens physique du terme qui a été ignoré dans l’amplitude de transi-
tion
Nous avons laissé de côté le second terme du crochet de la relation (10). Il est
cependant intéressant de comprendre son origine, qui n’est autre que le branchement
soudain de l’interaction entre l’atome et le rayonnement au temps t = 0 que nous
avons supposé dans le calcul. Pour s’en convaincre, on peut utiliser un modèle où
l’hamitonien d’interaction HI est remplacé par un opérateur f(t)HI ; la dépendance
en temps de la fonction f(t) permet d’introduire un branchement adiabatique du
couplage. On vérifie alors que le terme que nous avons ignoré disparaît dans la limite
d’un branchement très lent.
Une description plus rigoureuse peut être obtenue en construisant un paquet d’ondes
du champ se propageant dans l’espace, et ne recouvrant l’atome que pendant un cer-
tain temps. Dans ce cas, l’hamiltonien d’interaction ne joue un rôle que pendant ce
temps de recouvrement, même si l’opérateur lui-même est indépendant du temps.
Pour un paquet d’ondes dont le front de montée est progressif, cette approche mon-
trerait effectivement l’absence du terme que nous avons négligé.

Pour la probabilité de transition, le calcul est le même que pour une transition
à un photon. Cette probabilité de transition P (2)

a→b(t) est donnée par :

P
(2)
a→b(t) =(

~ωi
2~ǫ0L3

)2

[ni(ni − 1)]

∣∣∣∣
〈b|εi ·D|c〉〈c|εi ·D|a〉

Ea + ~ωi − Ec

∣∣∣∣
2
4 sin2 (ω0 − 2ωi)∆t/2

(ω0 − 2ωi)
2 (15)

Elle est proportionnelle au carré (∆t)2 pour les temps courts.
Enfin, si plusieurs niveaux relais interviennent dans la transition à deux pho-

tons, il convient de sommer les expressions (13) et (14) sur tous les états intermé-
diaires |ψrel〉 (et leurs énergies Erel) possibles ; dans le membre de droite de (14),
cela revient à sommer sur les états atomiques intermédiaires accessibles c ainsi que
leurs énergies Ec. Dans la probabilité (15) peuvent alors apparaître des effets d’in-
terférence entre les amplitudes associées aux divers états intermédiaires c.

2. Rayonnement non monochromatique

Examinons maintenant ce qui se produit lorsque l’état initial du système |ψin〉
contient des photons de fréquences différentes. Nous allons voir que, comme pour les
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transitions à un photon, les transitions à deux photons peuvent conduire à une pro-
babilité de transition par unité de temps ; cependant, cette probabilité fait intervenir
une fonction de corrélation d’ordre supérieur (ordre 4 au lieu de 2).

2-a. Amplitude de probabilité, probabilité

Le calcul de l’amplitude de transition est du même type que celui du § 1, et
se base à nouveau sur l’expression de Ū au deuxième ordre en HI . Nous mènerons
cependant le calcul de façon à mettre l’accent sur les propriétés des fonctions de
corrélation temporelles du champ électrique incident. L’état initial du rayonnement
est |φRin〉, son état final |φRfin〉, et |φRrel〉 est son état intermédaire lorsque l’atome
passe dans l’état relais c. La transition à deux photons est donc décrite par la suite
d’états pour le système atome + photon :

| a;φRin〉 ⇒ | c;φRrel〉 ⇒ | b;φRfin〉 (16)

correspondant à l’amplitude de transition à l’ordre le plus bas :

〈b;φRfin | Ū(∆t, 0)| a;φRin〉 =
(

1

i~

)2 ∫ ∆t

0

dt′〈b |D̄(t′)|c〉 · 〈φRfin | Ē(+)
⊥ (R, t′)|φRrel〉

×
∫ t′

0

dt′′〈c |D̄(t′′)|a〉 · 〈φRrel | Ē(+)
⊥ (R, t′′)|φRin〉 (17)

(R est la position de l’atome). Si nous posons, par analogie avec la relation (B-13)
du Chapitre XX :

〈c |D̄(t)|a〉 = Dca e
i(Ec−Ea)t/ℏ avec : Dca = Dca eca

〈b |D̄(t)|c〉 = Dbc e
i(Eb−Ec)t/ℏ avec : Dbc = Dbc ebc (18)

nous obtenons :

〈b;φRfin | Ū(∆t, 0)| a;φRin〉 =

− DbcDca
~2

∫ ∆t

0

dt′ei(Eb−Ec)t
′/ℏ〈φRfin | ebc · Ē(+)

⊥ (R, t′)|φRrel〉

×
∫ t′

0

dt′′ei(Ec−Ea)t
′′/ℏ〈φRrel |eca · Ē(+)

⊥ (R, t′′)|φRin〉 (19)

L’expression (A-29) du Chapitre XX de l’opérateur champ électrique Ē(+)
⊥ (R, t)

contient une somme de contributions de modes, chacune incluant l’exponentielle
e−iωit associée à sa fréquence propre. Considérons la contribution du mode i dans
Ē

(+)
⊥ (R, t′) et du mode j dans Ē

(+)
⊥ (R, t′′). Elle inclut l’intégrale sur les temps :

∫ ∆t

0

dt′ei(Eb−Ec)t
′/ℏe−iωit

′

∫ t′

0

dt′′ei(Ec−Ea)t
′′/ℏe−iωjt

′′

(20)

dont l’exposant contient :

[Eb − Ec − ℏωi] t
′ + [Ec − Ea − ℏωj ] t

′′

= [Eb − Ea − ℏωi − ℏωj ] t
′ + [Ec − Ea − ℏωj ] (t

′′ − t′) (21)
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qui rappelle le résultat (8) obtenu pour une excitation monochromatique. On effectue
alors un calcul semblable à celui du § 2, en supposant que le niveau relais c ne se
trouve pas à mi-distance entre les niveaux a et b, et que la distribution en fréquences
des photons incidents ne recouvre aucune résonance des transitions à un photon
a ↔ c et c ↔ b. Nous effectuons un changement de variable τ = t′′ − t′, et ne
retenons dans l’intégrale sur τ que la contribution de sa borne supérieure, comme
lors du passage de (10) à (13) :

∫ 0

−t′
dτ ei[Ec−Ea−ℏωi]τ/ℏ ⇒ iℏ

[Ea + ~ωj − Ec]
(22)

(nous avons discuté dans la remarque (ii) à la fin du § 1 à quoi correspond la
contribution de la borne inférieure, et pourquoi il est légitime de ne pas en tenir
compte). De plus, nous supposons que la largeur du spectre de fréquences des photons
incidents est faible devant le désaccord de résonance à un photon Ea + ~ωi −Ec, de
sorte que ce dénominateur varie peu en valeur relative et peut être remplacé par la
valeur constante Ea + ~ωex − Ec, où ωex/2π est la fréquence centrale d’excitation.
Nous notons ∆ac l’écart à la résonance pour l’absorption d’un photon dans l’état
intermédiaire :

∆ac =
Ea + ~ωex − Ec

ℏ
(23)

Le remplacement de l’intégrale sur τ par i/∆ac laisse une exponentielle de la
variable t′, d’argument i [Eb − Ea − ℏωj − ℏωi] t

′/ℏ ; chacune des sommations sur les
modes i et j avec les exponentielles en e−iωi,jt

′

reconstruit alors le champ électrique
Ē

(+)
⊥ (R, t′), ce qui conduit à :

〈b;φRfin | Ū(∆t, 0)| a;φRin〉 = −
iDbcDca
~2∆ac∫ ∆t

0

dt′eiω0t
′/ℏ〈φRfin | ebc · Ē(+)

⊥ (R, t′)|φRrel〉〈φRrel |eca · Ē(+)
⊥ (R, t′)|φRin〉

(24)

où ω0 a été défini par ω0 = (Eb − Ea) /ℏ. Enfin la somme sur tous les états inter-
médiaires du rayonnement |φRrel〉 fait apparaître une relation de fermeture, et nous
obtenons :

∑

|φR
rel〉
〈b;φRfin | Ū(∆t, 0)| a;φRin〉 = −

iDbcDca
~2∆ac

∫ ∆t

0

dt′eiω0t
′/ℏ〈φRfin |

[
ebc · Ē(+)

⊥ (R, t′)
] [

eca · Ē(+)
⊥ (R, t′)

]
|φRin〉 (25)

Ce résultat est semblable à celui de la deuxième ligne de (B-14) du Chapitre XX
régissant une transition à un photon, à condition d’effectuer la substitution :

−D〈φRfin | ed · Ē(+)
⊥ (R, t′)|φRin〉

⇒ DbcDca
~∆ac

〈φRfin |
[
ebc · Ē(+)

⊥ (R, t′)
] [

eca · Ē(+)
⊥ (R, t′)

]
|φRin〉 (26)
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A partir de là, le raisonnement est le même que pour une transition à un
photon. Dans l’égalité (B-17) du Chapitre XX, il faut effectuer la substitution :

GNR (t′, t′′)

⇒ 〈φRin|
[
e∗ca · Ē(−)

⊥ (R, t′)
] [

e∗bc · Ē(−)
⊥ (R, t′)

]

×
[
ebc · Ē(+)

⊥ (R, t′′)
] [

eca · Ē(+)
⊥ (R, t′′)

]
|φRin〉 (27)

qu’il suffit ensuite de reporter dans (B-18) pour obtenir la probabilité de transition.
Cette dernière contient donc la transformée de Fourier à la fréquence angulaire ω0 de
la transition atomique d’une fonction de corrélation du champ dans l’état initial qui
contient quatre opérateurs champ (fonction de corrélation à 4 points). Cette fonction
diffère en général d’un produit de fonctions de corrélations à deux opérateurs champ
(celles qui déterminent les probabilités d’absorption d’un seul photon). Ainsi, la
mesure des taux de transition à deux photons donne-t-elle accès, lors de sa mesure, à
des caractéristiques du champ quantique qui sont indépendantes de celles intervenant
pour un seul photon.

2-b. Probabilité par unité de temps pour un état de Fock du rayonnement

Supposons maintenant que le rayonnement soit initialement dans un état de
Fock tel que celui écrit en (B-19) au Chapitre XX. Lorsqu’on remplace dans (25)
les composantes à fréquences positives des champs électriques par leurs expressions
(A-27) du Chapitre XX, seuls interviennent les modes peuplés dans l’état |φRin〉,
puisque chaque opérateur d’annihilation donne un facteur égal à la racine carrée de
la population initiale du mode ; les autres modes donnent zéro. Considérons alors
deux modes k1 et k2 initialement peuplés dans la source. Ils introduisent dans (25)
deux contributions (Figure 2) : dans l’une (terme i = k1 et j = k2), c’est le photon
k1 qui est absorbé en premier pour porter l’atome du niveau fondamental au niveau
relais, puis le photon k2 qui complète la transition à deux photons en faisant aboutir
l’atome au niveau b ; dans l’autre (terme i = k2 et j = k1), l’ordre des deux ab-
sorptions de photons est inversé. Ces contributions interfèrent dans la probabilité :
une fois l’amplitude élevée en module au carré, ce sont en fait quatre termes qui
proviennent de la contribution croisée des deux modes (auxquels s’ajoutent bien sûr
deux contributions non croisées i = j = k1,2 où un seul mode intervient).

Le raisonnement mené au § B-2-a du Chapitre XX, et résumé dans la Figure
1 de ce chapitre, se poursuit également sans autre changement. En supposant que la
fonction de corrélation temporelle à 4 points du champ tend rapidement vers zéro
lorsque t′′ − t′ dépasse une valeur 1/∆ω petite devant ∆t, on peut montrer que la
probabilité de transition est proportionnelle à ∆t, et que la probabilité de transition
par unité de temps à deux photons s’écrit :

W
(2)
a→b =

P
(2)
a→b(t)

∆t

=
2π

~2

(DbcDca
~∆ac

)2
1

4ε20L
6


∑

i6=j
2 〈ninj〉+

∑
i
〈ni(ni − 1)〉


 (~ωi) (~ωj)

× |(ebc · εi) (eca · εj)|2 δ(ωi + ωj − ω0) (28)
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Figure 2 – Deux diagrammes intervenant pour une transition à deux photons avec
une source multimode, où deux modes k1 et k2 sont initialement peuplés. Dans le
premier (à gauche sur la figure), le photon k1 est absorbé en premier, faisant passer
(de façon non résonnante) l’atome du niveau initial a au niveau relais c ; puis le
photon k2 complète la transition (résonnante) à deux photons. Dans le second (à
droite sur la figure), l’ordre des absorptions de photons k1 et k2 est inversé. Ces deux
diagrammes décrivent des amplitudes de probabilité qui interfèrent dans la probabilité
de transition à deux photons.

La fonction delta de cette expression exprime bien sûr la conservation de l’énergie
totale : pour effectuer la transition atomique, il faut absorber deux photons dont la
somme des énergies est celle de la transition. La probabilité contient les populations
des photons qui satisfont à cette condition, comme on pouvait s’y attendre. Mais il
faut bien noter que, pour i 6= j (photons absorbés depuis deux modes différents), c’est
la valeur moyenne 〈ninj〉 du produit des populations des modes qui apparaît dans
la probabilité de transition à deux photons, et non le produit des valeurs moyennes
qui est a priori différent. Pour i = j (deux photons absorbés depuis le même mode,
comme au § 1), c’est la valeur moyenne 〈ni (ni − 1)〉 ; cette dernière s’annule si un seul
photon est présent dans le mode, puisqu’un seul photon est incapable de produire
une transition à deux photons.

Remarque : Il existe également des transitions à 3, ..., n photons, correspondant
à la relation de conservation de l’énergie Eb − Ea = n~ωi. Les taux de transition
correspondants sont proportionnels à des fonctions de corrélation du champ d’ordre
6, ..., 2n.

3. Discussion physique

Malgré la similarité entre les expressions des amplitudes de transition pour
des processus d’absorpion à un et deux photons, les seconds présentent un certain
nombre de spécificités, que nous examinons maintenant.

537



COMPLÉMENT AXX •

3-a. Lois de conservation

α. Conservation de l’énergie totale

Comme nous l’avons vu, la fonction δ(∆t)(Eb −Ea − 2~ωi) apparaissant dans
(13) exprime la conservation de l’énergie totale. Lorsque l’atome absorbe deux pho-
tons pour passer de l’état a à l’état b, son gain d’énergie Eb−Ea est égal à la somme
2~ωi des énergies des deux photons absorbés.

β. Conservation de l’impulsion totale

Dans le calcul conduisant à l’amplitude de transition à deux photons, les
variables externes ont été ignorées. Pour en tenir compte, il faut supposer que le
centre de masse de l’atome est au point R et garder les exponentielles exp(iki ·R)
apparaissant dans les opérateurs E(+)(R) des deux hamiltoniens d’interaction HI ,
exponentielles qui se multiplient pour donner un opérateur exp(2iki ·R). Il faut aussi
introduire dans l’état initial et dans l’état final les nombres quantiques Kin et Kfin

caractérisant les impulsions initiale et finale ~Kin et ~Kfin du centre de masse. On
obtient alors dans l’amplitude de transition un terme supplémentaire :

〈Kfin| exp(2iki ·R)|Kin〉 = δ(Kfin −Kin − 2ki) (29)

qui indique que l’impulsion de l’atome augmente de 2~ki quand il absorbe deux
photons.

Remarque :

Supposons que l’atome soit excité par deux faisceaux lumineux 1 et 2 de même
fréquence ωi se propageant dans des sens opposés. Les calculs précédents doivent
alors être généralisés au cas où les deux photons absorbés par l’atome appartiennent,
l’un au faisceau 1, l’autre au faisceau 2. Les impulsions +~ki et −~ki de ces deux
photons sont alors opposées et l’impulsion totale gagnée par l’atome au cours de la
transition est nulle. Comme l’effet Doppler et l’effet de recul sont liés à la variation
de l’impulsion atomique lors de la transition (voir Complément AXIX), on en déduit
que la raie d’absorption à deux photons ne présente ni élargissement Doppler, ni
déplacement de recul. Une telle situation est très intéressante pour la spectroscopie
de haute résolution, par exemple pour la transition à deux photons reliant les états
1s et 2s de l’atome d’hydrogène.

γ. Conservation du moment cinétique total et de la parité

L’expression (14) apparaissant dans l’amplitude d’absorption à deux photons
est un produit de deux éléments de matrice d’une composante du dipôle électrique de
l’atome – qui est un opérateur vectoriel – et d’un dénominateur d’énergie. Dans une
rotation, cette expression se transforme donc comme un produit de deux vecteurs,
puisque le dénominateur d’énergie est invariant par rotation. Des vecteurs sont des
opérateurs tensoriels irréductibles (Complément GX, exercice 8) d’ordre K = 1. En
conséquence, l’expression (14) peut être décomposée 6 en une somme de composantes

6. Le produit de deux opérateurs tensoriels irréductibles K et K′ se décompose comme le
produit de deux kets de moments cinétiques K et K′, et met donc en jeu des coefficients de Clebsch-
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de moment cinétique total F = 0, 1, 2. L’utilisation du théorème de Wigner-Eckart
(Complément EX) permet alors de montrer que l’amplitude d’absorption à deux
photons entre deux niveaux de nombres quantiques F,M et F ′,M ′ (où M et M ′

sont les composantes de F sur l’axe Oz) n’est différente de zéro que si :

F − F ′ = ±2,±1, 0
M −M ′ = ±2,±1, 0 (30)

Par ailleurs, l’opérateur dipôle électrique apparaissant dans (14) est un opé-
rateur impair puisqu’il est proportionnel à l’opérateur position de l’électron. On en
déduit que les états initial et final de la transition à deux photons doivent être de
même parité, et de parité opposée à celle de l’état relais.

On peut appliquer ces règles de sélection à la transition 1s ↔ 2s de l’atome
d’hydrogène, reliant deux états de même parité et de moment cinétique total différant
au plus de ±1 (on tient compte des spins 1/2 de l’électron et du proton). Avec des
transitions dipolaires électriques, une transition à deux photons 1s↔ 2s est permise,
alors qu’elle est interdite à un photon.

3-b. Cas où l’état relais devient résonnant pour l’absorption à un photon

Dans le dénominateur de l’expression (14), apparaît la différence :

ℏ∆ac = Ea + ~ωi − Ec (31)

entre l’énergie de l’état atomique a, augmentée de ~ωi, et l’énergie de l’état relais c.
Si ∆ac s’annule, il se produit une divergence de sorte que les expressions que nous
avons obtenues perdent leur sens. Dans le calcul, nous avons explicitement supposé
que le niveau intermédiaire n’est pas résonnant pour une absorption à un photon,
de sorte que cette divergence ne doit pas se produire. Examinons pourtant à quoi
correspondrait une annulation de ∆ac. Comme la condition de résonance pour la
transition à deux photons s’écrit Eb = Ea + 2~ωi, la condition ∆ac = 0 signifierait
que le niveau atomique 7 relais c est exactement à mi-distance énergétique entre les
niveaux atomiques initial et final a et b. On aurait donc une résonance à la fois
pour un processus à deux photons et pour un processus à un seul photon, tous deux
partant du niveau a.

Comment alors étudier le cas où ∆ac est nul ou très petit, tout en évitant la
divergence de l’amplitude d’absorption à deux photons ? Une méthode pour résoudre
cette difficulté consiste à noter que l’état relais c est en général un état excité ayant
une durée de vie τc finie, à cause de l’émission spontanée de photons à partir de cet
état. Comme nous l’avons fait dans le § E-2 du Chapitre XX lors de l’étude de la
diffusion résonnante d’un photon par un atome, où des divergences analogues appa-
raissent, on peut alors montrer qu’il est légitime de remplacer l’énergie Ec de l’état c

Gordan. Il s’ensuit, d’après les résultats généraux du chapitre X sur la composition des moments
cinétiques, qu’un produit d’opérateurs tensoriels irréductibles se décompose en une somme d’autres
opérateurs irréductibles d’ordre K′′, où K′′ varie entre |K −K′| et K+K′. Dans le cas particulier
K = K′ = 1, on obtient trois valeurs F = 0, 1, 2.

7. Nous supposons ici que l’état relais c est discret. S’il appartient à un continuum, la somme
sur cet état relais c dans (14) devient une intégrale sur Ec. La fraction 1/(Ea + ~ωi + iη − Ec)
s’exprime en fonction de δ(Ea + ~ωi − Ec) et P(1/(Ea + ~ωi − Ec)) – où P désigne la valeur
principale de Cauchy – et donne, lors de l’intégration sur Ec, des fonctions de Ein = Ea +2~ωi qui
n’ont aucune raison de diverger au voisinage de Ein ≃ Efin.

539



COMPLÉMENT AXX •

par Ec−i~(Γc/2), où Γc = 1/τc est la largeur naturelle du niveau c. Le dénominateur
de l’amplitude de transition ne peut plus alors s’annuler et la divergence disparaît.
Cependant, l’amplitude de transition varie de manière importante sur un intervalle
de largeur Γc lorsque Ec varie au voisinage de Ea + ~ωi.

Le remplacement de Ec par Ec − i(~Γc/2) ne conduit à des résultats corrects
que si les éléments de matrice 〈c;ni − 1|HI |a;ni〉 et 〈b;ni − 2|HI |c;ni − 1〉, carac-
térisant le couplage du champ avec l’atome sur les transitions c ↔ a et b ↔ c, sont
petits devant ~Γc. Dans le cas contraire, il n’est plus possible de se limiter à l’ordre
le plus bas vis-à-vis du champ. Il faut alors diagonaliser l’hamiltonien du système
global atome + champ en se limitant au sous-espace E des états dont les énergies
en l’absence de couplage sont très proches les unes des autres 8. Si aucun état relais
n’est résonnant, le sous-espace E a deux dimensions ; il est engendré par les deux
états |a;ni〉 et |b;ni − 2〉. S’il existe un état relais c qui est résonnant, il faut inclure
l’état |c;ni − 1〉 dans le sous-espace E – qui acquiert alors trois dimensions. Pour
étudier la dynamique du système, il faut alors diagonaliser la matrice :



Ea + ni~ωi 〈a;ni|HI |c;ni − 1〉 0
〈c;ni − 1|HI |a;ni〉 Ec + (ni − 1)~ωi 〈c;ni − 1|HI |b;ni − 2〉

0 〈b;ni − 2|HI |c;ni − 1〉 Eb + (ni − 2)~ωi


 (32)

On obtient ainsi un traitement général qui permet de prendre en compte simultané-
ment les transitions à un et deux photons.

En conclusion de ce complément, les transitions à deux photons font intervenir
un processus physique différent de ce que serait la simple succession de deux absorp-
tions à un photon. Nous avons vu dans la discussion du § 1, et en particulier dans ses
deux remarques, la différence qui existe entre un peuplement cumulatif au cours du
temps de l’état final, avec conservation de l’énergie, et un passage transitoire dans
un état relais intermédiaire ne pouvant durer qu’un temps ∆τ très court, limité par
le défaut d’énergie. Il est d’autre part remarquable que l’amplitude de transition
à deux photons puisse se mettre sous une forme qui rappelle beaucoup celle d’une
transition à un photon ; le seul changement majeur est le remplacement de l’élément
de matrice du premier ordre en interaction par un élément de matrice du second
ordre, divisé par un défaut d’énergie dans l’état relais. Ces notions se transposent
à des processus d’ordres plus élevés : on peut par des méthodes semblables évaluer
des amplitudes de transitions à trois, quatre, etc. photons.

8. Une telle description des interactions atome-rayonnement est appelée “méthode de l’atome
habillé” (voir par exemple le Chapitre VI de la référence [20]). Le Complément CXX applique cette
méthode au problème d’un atome à deux niveaux interagissant avec un champ intense. Les états
propres de la restriction de l’hamiltonien global au sous-espace E sont appelés les “états habillés”.

540



• PHOTO-IONISATION

Complément BXX

Photo-ionisation

1 Brefs rappels sur l’effet photo-électrique . . . . . . . . 542
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Les processus d’absorption, d’émission, et de diffusion de photons par un
atome qui ont été étudiés au Chapitre XX s’effectuent entre deux états discrets
de cet atome. Un atome possède cependant, en plus de ses états discrets, des conti-
nuums d’énergie. Le plus directement accessible est le continuum d’ionisation simple,
qui correspond à la perte d’un électron unique par l’atome (ionisation). Ce conti-
nuum commence à un seuil d’énergie EI au-dessus de celle du niveau fondamental, et
s’étend sur toutes les énergies supérieures à ce seuil. Nous appelerons “énergie d’io-
nisation” cette énergie EI . Dans ce complément, nous nous proposons d’étudier le
processus de “photo-ionisation” au cours duquel un rayonnement incident fait passer
l’atome de son état fondamental vers un état situé dans le continuum d’ionisation.

Une fois qu’il a été porté dans le continuum d’ionisation, l’électron peut s’éloi-
gner à une distance arbitraire de l’ion résiduel ; il en a donc été arraché par le rayon-
nement incident. Un tel processus rappelle l’effet photo-électrique au cours duquel le
rayonnement arrache un électron d’un métal. C’est pourquoi nous commencerons au
§ 1 par quelques rappels sur l’effet photo-électrique, afin de souligner les analogies
entre cet effet et la photo-ionisation.

Nous montrerons ensuite au § 2 comment la théorie quantique peut être uti-
lisée pour calculer la probabilité par unité de temps pour qu’un atome soit photo-
ionisé par un rayonnement incident. Nous supposons que le spectre du rayonnement
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incident est entièrement situé au-dessus du seuil d’ionisation, de sorte qu’aucune ab-
sorption résonnante conduisant l’atome vers un niveau excité discret n’est possible.
Dans le cas où un seul photo-détecteur D est utilisé (§ 2-a), les calculs sont très
voisins de ceux exposés dans le Chapitre XX, les seules différences étant liées au
caractère continu de l’état final de l’atome. Une autre situation intéressante est celle
où deux atomes, placés dans le champ de rayonnement en R1 et R2, représentent
deux détecteurs D1 et D2 ; nous étudierons ensuite (§ 2-d) les corrélations entre
les signaux qu’ils fournissent. Nous calculerons la probabilité par unité de temps
d’observer une photo-ionisation en R1 à l’instant t1 et une autre en R2 à l’instant
t2.

On peut se poser la question de la nécessité d’une théorie quantique du rayon-
nement pour rendre compte quantitativement des processus de photo-ionisation.
Serait-il suffisant d’utiliser une théorie semi-classique décrivant l’ionisation d’un ou
plusieurs atomes quantiques par un rayonnement classique ? En d’autres termes,
pourrait-on expliquer l’effet photo-électrique “sans photons” [43] ? Nous aborderons
cette question dans le § 3.

L’atome peut également être photo-ionisé par absorption d’un nombre n de
photons supérieur à l’unité. Ces processus sont appelés “ ionisation multiphotonique”
et jouent un rôle important dans les expériences utilisant des sources laser d’intensité
élevée. Dans le § 4, nous donnerons une idée du calcul des taux de ces processus
pour n = 2. Nous mentionnons enfin brièvement dans le § 5 un autre mécanisme
d’ionisation des atomes, basé sur un effet tunnel, et apparaissant lorsque le champ
électrique du rayonnement incident devient comparable au champ de Coulomb entre
l’électron atomique et le noyau.

1. Brefs rappels sur l’effet photo-électrique

C’est en 1905 qu’Albert Einstein [41] introduisit pour la première fois en phy-
sique l’idée de “quantum de lumière”, que nous appelons maintenant photon. Mon-
trant qu’il existait une grande analogie entre certaines propriétés statistiques du
rayonnement du corps noir et celles d’un gaz parfait de particules, Einstein avançait
l’idée que le rayonnement était lui-même constitué de grains d’énergie hν. Après
les succès de la théorie ondulatoire de la lumière, ce retour à une description cor-
pusculaire semblait totalement irréaliste pour la plupart des physiciens de l’époque.
Certes, la quantification de l’énergie avait été introduite quelques années plus tôt
par Max Planck pour rendre compte de la répartition spectrale du rayonnement du
corps noir, mais c’étaient les échanges d’énergie entre matière et rayonnement qui
étaient quantifiés, et non le rayonnement lui-même.

1-a. Interprétation en termes de photons

Dans ce même article, Einstein appliquait l’idée de quantum de lumière pour
donner une nouvelle description de l’effet photo-électrique. Cet effet consiste en l’éjec-
tion d’un électron d’un métal soumis à une irradiation lumineuse. Einstein considé-
rait que l’énergie hν d’un quantum de lumière du faisceau lumineux est absorbée par
un électron du métal et lui permet de s’extraire de ce métal. Cette extraction néces-
site une énergie au moins égale à l’énergie de liaison EL de l’électron dans le métal.
La fréquence ν du faisceau lumineux doit donc être supérieure à une valeur seuil
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Figure 1 – Photo-ionisation d’un atome. L’état a est l’état fondamental, l’état c l’un
des états discrets. Le continuum des états du spectre continu (continuum d’ionisa-
tion) s’étend à partir d’une distance EI au-dessus de l’état fondamental. L’énergie
EI est appelée “énergie d’ionisation”. L’absorption par l’atome dans l’état a d’un
photon de fréquence ν telle que hν > EI porte l’atome dans un état b appartenant au
continuum d’ionisation. L’électron est éjecté avec une énergie cinétique Ecin égale à
la différence entre hν et EI (lorsqu’il est suffisamment loin de l’ion formé après le
départ de l’électron).

donnée par hν = EL. Si hν < EL, aucun électron ne peut être éjecté. Si hν > EL,
l’excédent d’énergie hν −EL est communiqué à l’électron sous forme d’énergie ciné-
tique Ecin = mv2/2. Cette interprétation conduit à l’équation d’Einstein :

1

2
mv2 = hν − EL si hν > EL (1)

donnant l’énergie cinétique de l’électron éjecté en fonction de ν. Elle implique en
particulier que l’énergie cinétique de chaque électron ne dépend que de la fréquence
du faisceau lumineux et non de son intensité 1(qui en revanche détermine le nombre
d’électrons éjectés par unité de temps). L’équation (1) entraîne aussi que, si l’on
varie ν et que l’on trace les variations de mv2/2 en fonction de ν, on obtient une
demi-droite de pente h partant du point d’abscisse EL/h. Toutes ces prédictions
suscitèrent un certain scepticisme et il fallut attendre plusieurs années (1913) avant
que les travaux de R. Millikan et H. Fletcher sur l’effet photo-électrique apportent
une confirmation expérimentale [42] des prédictions de l’équation (1).
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1-b. Photo-ionisation d’un atome

La Figure 1 représente l’état fondamental a d’un atome, l’un des états c du
spectre discret, et le continuum des états du spectre continu s’étendant à partir
d’une distance EI au-dessus de l’état fondamental. On choisit souvent l’origine des
énergies au début du continuum. Les états du spectre discret ont alors une énergie
négative. Les états du continuum à énergie positive sont dits “états de diffusion” où,
bien qu’attiré encore par le noyau, l’électron ne lui demeure pas lié.

Considérons un atome dans l’état fondamental a. Un photon d’énergie hν
peut fournir de l’énergie à l’électron atomique de diverses manières. Si hν < EI , ce
photon ne peut être absorbé que si ν coïncide avec la fréquence νca = (Ec − Ea)/h
d’une transition reliant l’état a à un état c du spectre discret. C’est le processus
d’absorption d’un photon entre deux états discrets déjà étudié dans le Chapitre
XX. En revanche, si hν > EI , l’atome peut toujours absorber le photon et aboutir
dans un état du continuum. L’électron n’est plus lié et s’éloigne de l’ion formé après
le départ de l’électron. Lorsque l’électron est suffisamment loin de l’ion pour que
l’on puisse négliger leur énergie d’interaction colombienne, son énergie cinétique est
donnée par :

1

2
mv2 = hν − EI si hν > EI (2)

C’est le processus de photo-ionisation d’un atome. L’équation (2) est une générali-
sation pour un atome de l’équation (1) introduite par Einstein pour l’effet photo-
électrique d’un métal.

2. Calcul des taux de photo-ionisation

Examinons maintenant comment les calculs du Chapitre XX doivent être
adaptés pour s’appliquer au calcul d’un taux de photo-ionisation.

2-a. Cas d’un seul atome dans un rayonnement monochromatique

Nous partons de l’expression (B-7) du Chapitre XX donnant la probabilité
pour que le système, partant à t = 0 de l’état initial |ψin〉 = | a;ni〉 (atome dans l’état
a en présence de ni photons dans le mode i, de fréquence angulaire ωi), aboutisse
à l’instant ∆t dans l’état final |ψfin〉 = | b;ni − 1〉 (atome dans l’état b situé à une
distance ~ω0 au-dessus de a avec un photon de moins dans le mode i) :

|〈ψfin|Ū(∆t, 0)|ψin〉|2 =
1

~2
|〈ψfin|HI |ψin〉|2

sin2 [(ω0 − ωi)∆t/2]
[(ω0 − ωi)/2]2

(3)

Dans le Chapitre XX, nous avons utilisé cette expression pour analyser le cas où les
états a et b sont tous les deux des états discrets. Elle demeure cependant valable
dans le cas où l’état b appartient à un continuum ; seule son interprétation change.
Alors que la probabilité de trouver l’atome dans un état final discret b a un sens
physique, pour un continuum, on doit calculer la probabilité de trouver l’atome dans

1. Une théorie classique conduirait plutôt à la prédiction que plus la lumière est intense, plus
elle est susceptible de fournir de l’énergie à l’électron et de l’accélérer.
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un intervalle d’énergie non nul. Il faut donc sommer la probabilité (3) sur les états
b.

Quand b varie, ω0 = (Eb −Ea)/~ varie, ainsi que l’élément de matrice de HI .
Mais, pour ∆t suffisamment grand, la variation de l’élément de matrice de HI est
beaucoup plus lente que celle de la fraction du second membre de (3) ; cette dernière
est en effet le carré d’une fonction de diffraction, atteignant un maximum égal à ∆t2

pour ω0 = ωi et ayant une largeur de l’ordre de 1/∆t. L’aire sous cette fonction
est donc de l’ordre de ∆t2 × (1/∆t) = ∆t. Comparée à des fonctions de ω0 variant
lentement sur un intervalle de l’ordre de 1/∆t, cette fonction se comporte donc, à un
facteur de proportionnalité près, comme le produit ∆t δ(ω0 − ωi). Il s’ensuit que la
somme sur b de (3) est proportionnelle à ∆t, de sorte qu’il est possible de définir pour
l’atome une probabilité par unité de temps d’arriver dans le continuum, c’est-à-dire
un taux de photo-ionisation.

Le coefficient de proportionnalité entre la fonction de diffraction et une fonc-
tion delta est donné par la relation (11) de l’Appendice II, qui indique que :

lim
∆t→∞

sin2 [(ω0 − ωi)∆t/2]
[(ω0 − ωi)/2]2

= π ∆t δ(
ω0 − ωi

2
) = 2π~ ∆t δ(Eb − Ea − ~ωi) (4)

En reportant (4) dans (3), en sommant sur b et en divisant par ∆t, on obtient
finalement pour le taux de photo-ionisation :

1

∆t

∑

b

|〈ψfin|Ū(∆t, 0)|ψin〉|2 =
2π

~

∑

b

|〈ψfin|HI |ψin〉|2δ(Eb − Ea − ~ωi)

=
2π

~
|〈ψfin|HI |ψin〉|2︸ ︷︷ ︸

Eb=Ea+~ωi

ρ(Ea + ~ωi) (5)

où ρ(Ea + ~ωi) est la densité d’états dans le continuum au voisinage de l’énergie
Ea+~ωi. Cette expression n’est autre que le résultat de la règle d’or de Fermi appli-
quée au couplage entre l’état discret | a;ni〉 et le continuum | b;ni− 1〉. Elle rappelle
aussi beaucoup l’expression (C-37) du Chapitre XIII donnant la probabilité de tran-
sition par unité de temps entre un état atomique discret et un continuum, lorsque
l’excitation est induite par une onde classique décrite par une fonction sinusoïdale
du temps. Nous reviendrons sur ce point dans le § 3.

2-b. Rayonnement stationnaire non monochromatique

Nous considérons maintenant un seul atome interagissant avec un rayonne-
ment non monochromatique ayant une distribution de fréquences caractérisée par
la densité spectrale I(ω). Nous commencerons par supposer que les propriétés sta-
tistiques sont invariantes par translation dans le temps. Puis, dans le § 2-c suivant,
nous étudierons le cas d’un rayonnement non stationnaire.

α. Fonctions de corrélation du dipôle atomique et du champ

Dans le § D-1 du Chapitre XX, nous avons établi l’expression donnant la pro-
babilité de transition

∑
b P

abs
a→b(∆t) pour que, par absorption d’un photon, l’atome

passe au bout d’un temps ∆t de l’état a vers un état quelconque b autre que a.
Cette probabilité apparaît dans la relation (D-4) de ce chapitre comme une double
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intégrale d’une somme de produits de fonctions de corrélation du dipôle atomique
et du champ.

Commençons par étudier les fonctions de corrélation du dipôle atomique.
Comme dans les relations (B-13) et (C-1) du Chapitre XX, nous écrivons les éléments
de matrice de ce dipôle en point de vue de Heisenberg sous la forme :

〈b|D̄(t′)|a〉 = 〈b|D|a〉eiωbat
′

= Dbae
iωbat

′

(6)

avec :

Dba = Dba ed (7)

où ed est le vecteur unitaire parallèle au vecteur 〈b|D|a〉. Pour simplifier les calculs,
nous supposerons que ce vecteur est le même pour tous les états b.

Remarque :

A priori, le vecteur ed n’est pas le même pour tous les états b qui sont reliés à a par
les éléments de matrice de D. La direction de ce vecteur dépend en fait des propriétés
de symétrie de rotation des deux états 2. On peut donc classer les différents états
b par catégories de même symétrie pour lesquels cette direction reste constante, ce
qui permet d’effectuer les calculs comme ci-dessous. Une fois les calculs terminés,
il est facile d’ajouter les probabilités d’ionisation associées à chacune des catégories
d’états excités.

Cette hypothèse sur ed entraîne que, comme dans le § B-2-a-α, seules les
composantes des champs E(+) (et E(−)) sur ed (et e∗d) apparaissent dans les fonctions
de corrélation du champ puisque le champ apparaît toujours dans un produit scalaire
avec D.

Un seul produit de fonctions de corrélation (au lieu de 9) apparaît alors dans
l’expression de

∑
b P

abs
a→b(∆t) qui s’écrit :

∑

b

P abs
a→b(∆t) =

1

~2

∫ ∆t

0

dt′
∫ ∆t

0

dt′′GA(t
′ − t′′)GNR (t′ − t′′) (8)

où :

GA(t
′ − t′′) = 〈a|

[
e∗d · D̄(t′)

] [
ed · D̄(t′′)

]
|a〉

=
∑

b

|Dba|2eiωba(t
′−t”) (9)

GNR (t′ − t′′) = 〈φRin|
[
e∗d · Ē(−)(R, t′)

] [
ed · Ē(+)(R, t′′)

]
|φRin〉

= 〈φRin|Ē(−)
d (R, t′)Ē(+)

d (R, t′′)|φRin〉 (10)

2. L’état fondamental a est un vecteur propre de la composante du moment cinétique le long
de l’axe de quantification Oz de valeur propre maℏ ; pour l’état b, la valeur propre est mbℏ. La
transition entre a et b correspond alors à une variation ∆m = ma−mb. Si ∆m = 0, on peut montrer
par symétrie que ed est parallèle à Oz ; si ∆m = ±1, il est contenu dans le plan perpendiculaire
ed = (ex ± iey)/

√
2.
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Dans cette dernière égalité, |φRin〉 est l’état initial du rayonnement. Comme cet état
est stationnaire, ses propriétés sont invariantes par translation dans le temps, de
sorte que la fonction de corrélation ne dépend que de la différence t′ − t′′.

La fonction de corrélation atomique (9) peut encore être écrite :

GA(t
′ − t′′) =

∫
dω ḠA(ω)e

iω(t′−t”) (11)

où :

ḠA(ω) =
∑

b

|ed ·Dba|2δ(ω − ωba) (12)

La quantité ḠA(ω) représente la sensibilité spectrale de l’atome photo-détecteur,
c’est-à-dire la variation avec ω des intensités de transitions reliant l’état fondamental
a à un niveau b du continuum d’ionisation situé à une distance ~ω au-dessus de a.
Nous supposerons ici que la largeur ∆ωA de la fonction G̃A(ω) est beaucoup plus
grande que la largeur spectrale ∆ωR du rayonnement incident.

∆ωA ≫ ∆ωR (13)

Une telle condition définit ce que nous appellerons un “photo-détecteur à bande
large”.

La fonction de corrélation du champ (9) a déjà été calculée dans le § B-2-a-β
du Chapitre XX dans le cas où l’état initial du rayonnement est un état de Fock
|n1, ..., ni, ...〉, ou un mélange statistique de tels états avec des poids p(n1, ..., ni, ...)
– cf. équations (B-20) et (B-21) du Chapitre XX. Nous supposons que ce calcul
s’applique également au problème étudié ici (rayonnement non monochromatique et
stationnaire).

β. Taux de photo-ionisation

Pour transformer l’équation (8), il est utile d’étudier plus en détail la dépen-
dance en t′ − t′′ de GNR (t′ − t′′). La distribution spectrale du rayonnement incident
est centrée autour d’une valeur non nulle, ω̄, puisque nous supposons qu’elle est
entièrement située au-dessus du seuil d’ionisation. On peut donc écrire :

GNR (t′ − t′′) = e−iω̄(t
′−t′′)CNR (t′ − t′′) (14)

où CNR (t′ − t′′) est une fonction “enveloppe” dont la transformée de Fourier est une
fonction centrée en ω = 0 et de largeur ∆ωR. Cette fonction enveloppe varie donc
très lentement sur des intervalles de temps petits 3 devant 1/∆ωR. Pour t′ = t′′,
c’est-à-dire t′ − t′′ = 0, l’équation (14) entraîne que :

CNR (0) = GNR (0)

= 〈φRin|Ē(−)
d (R, t′)Ē(+)

d (R, t′)|φRin〉 = I (15)

où I est l’intensité du rayonnement (indépendante du temps puisque l’état choisi
pour le rayonnement est stationnaire). Nous verrons dans le paragraphe suivant
comment généraliser les résultats obtenus à un rayonnement non stationnaire.

3. Ce n’est pas le cas de GN
R (t′ − t′′) à cause de l’exponentielle e−iω̄(t′−t′′) qui peut varier

beaucoup sur des intervalles de temps 1/∆ωR puisque ω̄ ≫ ∆ωR.
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Revenons à la double intégrale de (8) et supposons que l’intervalle d’intégration
∆t satisfasse la condition ∆t≫ τCA où τCA = 1/∆ωA est le temps de corrélation du
détecteur. Dans le plan t′, t′′, la fonction à intégrer dans (8) n’est alors différente de
0 que dans un ruban autour de la diagonale principale (Figure 1 du Chapitre XX),
de largeur τCA très étroite devant ∆t. Si l’on passe des variables d’intégration t′ et t′′

aux variables t′ et τ = t′ − t′′, on peut donc négliger la variation de CNR (τ) puisque,
d’après (13), τCA ≪ 1/∆ωR, et utiliser (15) pour ré-écrire (14) sous la forme :

GNR (t′ − t′′) = e−iω̄(t
′−t′′)CNR (t′ − t′′)

≃ e−iω̄(t′−t′′)CNR (0) = Ie−iω̄(t
′−t′′) (16)

Dans (8), effectuons le changement de variables τ = t′− t′′. Avec l’expression (16) de
GNR (t′ − t′′), l’intégrale sur t′ d’une fonction qui est devenue indépendante de cette
variable introduit alors un simple facteur ∆t. Reste l’intégrale sur τ qui conduit à :

∑

b

P abs
a→b(∆t) =

1

~2
I∆t

∫ +∞

−∞
dτe−iω̄τGA(τ)

︸ ︷︷ ︸
=2πḠA(ω̄)

(17)

Comme cette probabilité est proportionnelle à ∆t, on peut définir un taux de photo-
ionisation :

Wphot. =
1

∆t

∑

b

P abs
a→b(∆t) =

2π

~2
I ḠA(ω̄) (18)

Ce taux est proportionnel à l’intensité incidente I et à la sensibilité spectrale du
photo-détecteur G̃A(ω̄), évaluée à la fréquence centrale ω̄ du rayonnement.

2-c. Rayonnement non stationnaire et non monochromatique

Pour un rayonnement non stationnaire, l’état initial du rayonnement n’est
alors plus un état de Fock ou un mélange statistique d’états de Fock ; c’est plutôt
une superposition linéaire de tels états, donnant naissance à des paquets d’ondes
du type de ceux décrits dans le Complément EXX. La fonction de corrélation du
rayonnement GNR (t′, t′′) n’est plus alors une fonction de la seule variable t′− t′′, mais
dépend à la fois de t′ et t′′. On peut toujours supposer que les fréquences apparaissant
dans GNR (t′, t′′) sont centrées autour de ω̄ dans un intervalle de largeur ∆ωR, ce qui
permet de généraliser les expressions (14) et (15) sous la forme :

GNR (t′, t′′) = e−iω̄(t
′−t′′)CNR (t′, t′′) (19)

et :

GNR (t′, t′) = 〈φRin|E(−)
z (R, t′)E(+)

z (R, t′)|φRin〉 = CNR (t′, t′) = I(R, t′) (20)

où I(R, t′) est l’intensité au point R et à l’instant t′.
Si l’on utilise les développements en ai et a†i des opérateurs champs figurant

dans (10), on obtient une expression de GNR (t′, t′′) qui généralise l’équation (B-20)
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du Chapitre XX à des champs non stationnaires :

GNR (t′, t′′) =
∑

i

∑

j

~
√
ωiωj

2ε0L3
(e∗d · ε∗j )(ed · εi)〈φRin |a†jai| |φRin〉 e−i(kj ·R−ωjt

′′)ei(ki·R−ωit
′) (21)

Lorsqu’on fixe kj et ωj , la somme sur i de (21) représente un paquet d’ondes, de
fréquence centrale ω̄ et dont l’enveloppe défile au point R en un temps de l’ordre de
1/∆ωR. Si t′ varie sur un intervalle ∆t ≪ 1/∆ωR, la variation de l’enveloppe peut
être négligée. Des conclusions analogues sont valables pour la somme sur j de (21)
pour des valeurs fixées de ki et ωi.

Revenons alors à la double intégrale de (8). Comme les phénomènes varient
maintenant avec t, l’intervalle d’intégration sera pris entre t et t + ∆t et non plus
entre 0 et ∆t. Supposons que ∆t satisfasse à la condition :

1

∆ωA
≪ ∆t≪ 1

∆ωR
(22)

ce qui est possible, compte tenu de (13). On peut alors, puisque ∆t ≪ 1/∆ωR,
négliger dans (19) la variation de CNR (t′, t′′) quand t′ et t′′ varient dans le domaine
d’intégration ; nous remplaçons donc CNR (t′, t′′) par :

CNR (t, t) = 〈φRin|E(−)
z (R, t)E(+)

z (R, t)|φRin〉 = I(R, t) (23)

Si nous reportons cette égalité dans (19) nous obtenons, dans l’intervalle d’intégra-
tion entre t et t+∆t :

GNR (t′, t′′) = e−iω̄(t
′−t′′)I(R, t) (24)

Les calculs sont alors très analogues à ceux déjà faits plus haut pour un champ
stationnaire : l’intégrale sur t′ fait apparaître un terme ∆t ; l’intégrale sur τ = t′− t′′
est égale à :

∫ +∞

−∞
dτe−iω̄τGA(τ) = 2πḠA(ω̄) (25)

Appelons WI(R, t)∆t la probabilité pour qu’un atome photo-détecteur placé en R

subisse une photo-ionisation entre les instants t et t + ∆t. Nous aboutissons au
résultat :

WI(R, t) = s〈φRin|E(−)
z (R, t)E(+)

z (R, t)|φRin〉 (26)

où s = 2πḠA(ω̄)/~
2 est un facteur caractérisant la sensibilité du photo-détecteur

à la fréquence centrale ω̄ du rayonnement. Le taux de photo-ionisation de l’atome
est donc un signal qui suit constamment les variations temporelles de l’intensité du
rayonnement incident, écrite en (20).

2-d. Corrélations entre les taux de photo-ionisation de deux atomes détecteurs

Les calculs précédents peuvent être généralisés pour analyser d’autres expé-
riences où deux atomes photo-détecteurs sont placés en R1 et R2 et où l’on étudie les
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corrélations entre les photo-ionisations observées sur ces deux atomes aux instants
t1 et t2. De façon plus précise, soit WII(R2, t2;R1, t1)∆t1∆t2 la probabilité de dé-
tecter une photo-ionisation en R1 entre t1 et t1 +∆t1 et une autre photo-ionisation
en R2 entre t2 et t2 + ∆t2. Des calculs très voisins de ceux qui précèdent, et que
nous ne développerons pas ici, permettent de montrer (pour plus de détails, voir le
Complément AII de [20]) que :

WII(R2, t2;R1, t1) =

s2〈φRin|E(−)
⊥ (R1, t1)E

(−)
⊥ (R2, t2)E

(+)
⊥ (R2, t2)E

(+)
⊥ (R1, t1)|φRin〉 (27)

On peut aisément comprendre pourquoi deux opérateurs E
(+)
⊥ précédés de

deux opérateurs E
(−)
⊥ apparaissent dans (27). Le taux de photo-ionisation double

WII est en effet calculé à partir d’une probabilité qui est le carré du module d’une
amplitude pour qu’un photon soit absorbé en R1, t1 et un autre en R2, t2. Cette am-
plitude doit donc contenir un produit de deux opérateurs E

(+)
⊥ . L’amplitude conju-

guée doit contenir deux opérateurs E
(−)
⊥ rangés dans l’ordre inverse. Il n’est donc

pas surprenant de voir dans (27) deux opérateurs E
(−)
⊥ suivis de deux opérateurs

E
(+)
⊥ avec des ordres différents de R1, t1 et R2, t2.

Il existe une grande analogie entre les deux taux de photo-ionisation simple et
double WI et WII donnés par les équations (26) et (27) et les fonctions de corrélation
G1 et G2 étudiées au Chapitre XVI et donnant les densités de probabilité de trouver
une particule en r1, t1 pour G1, ou une particule en r1, t1 et une autre en r2, t2 pour
G2. Notons cependant que pour G1 etG2, on parle de la probabilité de présence d’une
ou deux particules en des points donnés, alors qu’ici il s’agit de probabilité de photo-
ionisation d’atomes placés en des points donnés. Les opérateurs champ apparaissant
dans (26) et (27) sont les composantes de fréquence positive et négative du champ
électrique, puisque ce sont ces opérateurs qui décrivent l’absorption et l’émission de
photons.

3. Une théorie quantique du rayonnement est-elle essentielle pour décrire la
photo-ionisation ?

Dans un traitement semi-classique de la photo-ionisation, le champ de rayon-
nement est décrit comme un champ classique, alors que l’atome est décrit quanti-
quement. Le couplage atome-champ est alors une perturbation dépendant du temps
pouvant induire des transitions entre un état discret de l’atome, par exemple l’état
fondamental a, et un état b appartenant au continuum d’ionisation. Un tel trai-
tement peut-il donner des résultats identiques à ceux d’un traitement quantique ?
Nous allons voir que c’est souvent le cas, mais pas toujours.

3-a. Expériences utilisant un seul atome photo-détecteur

Dans le cas simple où le champ classique est oscillant et monochromatique, de
fréquence ωi, la probabilité de transition par unité de temps peut être mise sous une
forme qui rappelle la règle d’or de Fermi valable pour une perturbation constante
couplant un état discret à un continuum 4.

4. Voir par exemple le § C-3 du Chapitre XIII, en particulier la relation (C.37).
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Dans le cas plus général où le champ classique n’est pas monochromatique,
on peut reprendre la même suite de calculs qui conduit à l’équation (8), et montrer
que la probabilité de transition de l’état discret a vers un état quelconque du conti-
nuum s’exprime encore sous forme de l’intégrale du produit de deux fonctions de
corrélation : l’une, GA(t′ − t′′), pour le dipôle atomique, l’autre, GR(t′ − t′′), pour
le rayonnement. Dans les deux cas, le champ n’apparaît donc dans la probabilité de
transition que par l’intermédiaire d’une fonction de corrélation. Dans le cas classique,
la valeur moyenne quantique (10) est remplacée par le produit des composantes de
fréquence négative et positive du champ classique :

GNR (t′ − t′′) = E(−)
d (R, t′)E(+)

d (R, t′′) (28)

Dans cette relation, pour bien distinguer les champs quantiques des champs clas-
siques, nous notons ces derniers avec des lettres rondes ; l’indice d signifie que le
champ a été projeté sur le vecteur unitaire de polarisation défini en (7).

L’expression (28) est obtenue pour un champ classique parfaitement connu.
Mais il se peut également que le champ classique ne soit connu que de manière
probabiliste, comme un mélange statistique classique de champs avec certaines pro-
babilités. La probabilité de transition donnée par (8), où la fonction de corrélation
ḠNR (t′− t′′) est remplacée par GNR (t′− t′′), doit alors être moyennée sur tous les états
du mélange statistique, ce qui revient à remplacer (28) par :

GNR (t′ − t′′) = E(−)
d (R, t′)E(+)

d (R, t′′) (29)

où la barre au-dessus du produit des deux champs symbolise la moyenne statistique.
Il apparaît ainsi que, pour tous les signaux ne faisant intervenir qu’un seul

atome photo-détecteur, les prédictions quantiques sont identiques à celles d’une théo-
rie semi-classique utilisant un champ classique ayant la même fonction de corrélation
que le champ quantique. En particulier, si le champ est stationnaire, la transformée
de Fourier de la fonction de corrélation du champ n’est autre que la distribution spec-
trale IR(ω) de ce champ. Pour un champ quantique, cette propriété a été démontrée
dans le Chapitre XX – cf. relation (B-20). Pour un champ classique, elle résulte du
théorème de Wiener-Khintchine. On en déduit que la probabilité de photo-ionisation
d’un atome est la même, qu’on la calcule pour un champ quantique ou pour un champ
classique, tous deux stationnaires ayant la même distribution spectrale.

Remarque
L’équivalence des prédictions des deux théories est également valable pour un
champ qui n’est pas stationnaire. La théorie semi-classique prédit en effet que le
taux de photo-ionisation à l’instant t′ est proportionnel à l’intensité du champ

classique E(−)
d (R, t′)E(+)

d (R, t′), qui dépend maintenant de t′ puisque le champ est
supposé non stationnaire. Nous verrons dans le Complément EXX qu’un résultat
analogue est obtenu en théorie quantique : la probabilité de photo-ionisation à
l’instant t′ d’un atome par un paquet d’ondes à un photon qui arrive sur lui est, elle
aussi, donnée par le carré du module d’une fonction ; nous discuterons également
dans quelle mesure cette fonction peut être assimilée à la fonction d’onde du
photon au temps t′.

3-b. Expériences utilisant deux atomes photo-détecteurs

Pour un champ classique, la même suite de calculs qui conduit à l’équation
(27) peut être répétée. Elle conduit à une expression analogue à (27), où la fonction
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de corrélation quantique du champ, est remplacée par la moyenne statistique du pro-
duit de deux composantes de fréquence négative et deux composantes de fréquence
positive du champ classique :

E(−)
d (R1, t1)E(−)

d (R2, t2)E(+)
d (R2, t2)E(+)

d (R1, t1) (30)

Comme les champs classiques commutent entre eux, l’expression (30) peut également
être écrite sous la forme :

I(R1, t1)I(R2, t2) (31)

où :

I(R1, t1) = E(−)
d (R1, t1)E(+)

d (R1, t1) (32)

est l’intensité du champ classique au point R1 à l’instant t1, et avec une équation
analogue pour I(R2, t2). Les corrélations entre les taux de photo-ionisation de deux
atomes photo-détecteurs s’expriment donc, en théorie semi-classique, en fonction
du produit des intensités arrivant sur les deux photo-détecteurs. La fonction de
corrélation de l’amplitude du champ est remplacée par la fonction de corrélation de
l’intensité.

Comparons maintenant ces résultats à ceux d’un traitement quantique, afin
de voir quand ils diffèrent.

α. Quelques situations où un traitement semi-classique est suffisant

Une première situation où les prédictions quantique et semi-classique coïn-
cident est celle où l’état du champ est un état cohérent |{αi}〉 décrit par l’ensemble
de variables normales classiques {αi}. Chaque mode i est dans un état cohérent
|αi〉, de sorte que l’état |{αi}〉 est un ket propre de l’opérateur E(+)(R, t) avec une
valeur propre E(+)({αi},R, t) égale au champ classique correspondant à l’ensemble
de variables normales classiques {αi}. De même, le bra 〈{αi}| est un bra propre de
E(−)(R, t) avec une valeur propre E(−)({αi},R, t). Le taux WII écrit en (27) devient
donc pour un état cohérent du champ égal à :

WII(R2, t2;R1, t1)

= s2〈{αi}|E(−)
⊥ (R1, t1)E

(−)
⊥ (R2, t2)E

(+)
⊥ (R2, t2)E

(+)
⊥ (R1, t1)|{αi}〉

= s2E(−)({αi},R1, t1)E(−)({αi},R2, t2)E(+)({αi},R2, t2)E(+)({αi},R1, t1) (33)

Le résultat quantique pour WII coïncide donc bien avec la prédiction semi-classique.
La même conclusion demeure valable si l’état du champ quantique est un mélange
statistique d’états cohérents |{αi}〉 avec des poids P ({αi}).

Une autre situation où les prédictions quantique et semi-classique coïncident
est celle d’un champ thermique. Dans la description quantique, le théorème de Wick
(Complément CXVI) permet alors d’exprimer la fonction de corrélation à quatre
points qui apparaît dans WII sous forme de sommes de produits de fonctions de
corrélation à deux points. De même, en théorie semi-classique, le champ thermique
est un champ aléatoire gaussien et, là aussi, la fonction de corrélation classique à
quatre points est une somme de produits de fonctions de corrélation à deux points.
A condition de prendre les mêmes fonctions de corrélation à deux points dans les
deux théories, leurs prédictions coïncident.
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Remarque
L’analyse interférométrique du champ électrique de la lumière émise par les étoiles
(pour mesurer leur diamètre angulaire) se heurte à la difficulté des fluctuations
de l’atmosphère qui introduisent un déphasage aléatoire entre les deux bras de
l’interféromètre. L’analyse de corrélations d’intensité est beaucoup moins sensible
à ces fluctuations. Comme les ondes émises par les différentes parties de l’étoile
sont incohérentes, le champ total reçu est gaussien, et le résultat établi plus haut
montre que l’analyse des corrélations d’intensité permet d’obtenir la fonction de
corrélation à deux points et donc le même renseignement que celui que fournirait
une mesure des corrélations du champ. La validité d’une telle méthode basée sur
les corrélations d’intensité a été démontrée en 1956 par Robert Hanbury Brown
et Richard Twiss [44].

β. Situations nécessitant une théorie quantique du rayonnement

Un exemple d’une situation où un traitement quantique du rayonnement de-
vient indispensable est représenté sur la figure (2). Un paquet d’ondes à un photon
est émis par un atome A ; ce paquet d’ondes est décrit par φ (cf. Complément EXX).
Il traverse ensuite une lame séparatrice LS qui le divise en deux paquets d’ondes : un
paquet d’ondes transmis φT et un paquet d’ondes réfléchi φR, qui arrivent ensuite
sur deux détecteurs D1 et D2.

Figure 2 – Un atome A émet un photon décrit par un paquet d’ondes φ. Ce pa-
quet d’ondes traverse une lame séparatrice et donne naissance à un paquet d’ondes
transmis φT et un paquet d’ondes réfléchi φR qui arrivent sur deux détecteurs D1 et
D2. Les prédictions quantique et semi-classique concernant les corrélations entre les
signaux détectés sur D1 et D2 sont nettement différentes (voir texte).

Dans une description quantique du rayonnement, l’état ψ du rayonnement
après traversée de la lame séparatrice est toujours un état à un seul photon, décrit
par une superposition linéaire des deux paquets d’ondes à un photon φT et φR, où :

|ψ〉 = cT |φT 〉+ cR|φR〉 (34)

Dans l’expression (27) du taux WII donnant la probabilité pour que le détecteur D1

en R1 soit photo-ionisé à l’instant t1 et que le détecteur D2 en R2 soit photo-ionisé
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à l’instant t2, figure le carré de la norme du ket :

E
(+)
⊥ (R2, t2)E

(+)
⊥ (R1, t1)|ψ〉 (35)

où ψ est donné par (34). Le premier opérateur E
(+)
⊥ (R1, t1), qui détruit un photon,

donne le vide |0〉 quand il agit sur l’état |ψ〉 qui ne contient qu’un photon. Le second
opérateur de destruction E

(+)
⊥ (R2, t2) donne alors 0 quand il agit sur le vide. Les

deux détecteurs D1 et D2 ne peuvent donc donner lieu à une photo-ionisation tous
les deux. Ce résultat était évident a priori : un seul photon ne peut pas produire
deux photo-ionisations.

Si en revanche le rayonnement émis par l’atome est décrit classiquement, les
deux paquets d’ondes φ1 et φ2 sont des paquets d’ondes classiques qui peuvent
chacun photo-ioniser les détecteurs D1 et D2 quand ils arrivent sur eux.

Des sources de photons uniques ne sont pas faciles à réaliser. Une expérience
se rapprochant de la situation de la Figure 2 est décrite dans la référence [45]. Elle
utilise, comme source de lumière remplaçant l’atome A de la figure 2, des atomes
émettant des paires de photons dans une cascade radiative : l’atome émet un photon
de fréquence να en passant d’un état α à un état β, puis un photon νβ en passant
de l’état β à un état γ. Soit τβ la durée de vie radiative de l’état β. Le photon νβ est
émis après le photon να dans une fenêtre temporelle dont la largeur est de l’ordre
de τβ . Supposons qu’on ajoute au montage expérimental de la Figure 2 un troisième
détecteur (non représenté sur la figure) dont le rôle est de détecter le photon να et
de fixer ainsi un temps de départ : à partir de chaque détection d’un photon να, les
détecteurs D1 et D2 ne sont actifs que pendant un intervalle de temps durant τβ . La
probabilité de détecter un seul photon νβ dans cette fenêtre temporelle est beaucoup
plus élevée que dans une fenêtre temporelle quelconque (de même durée, mais non
déclenchée par la détection du photon να). Avec cette méthode de corrélation, on a
ainsi l’équivalent d’une source à un photon, et on observe que le photon νβ ne peut
exciter simultanément les deux détecteurs D1 et D2.

γ. Fluorescence de résonance d’un atome unique. Dégroupement de photons

Une autre expérience mettant clairement en évidence la nécessité d’une des-
cription quantique du rayonnement consiste à étudier la fonction de corrélation WII

d’ordre 2 de la lumière de fluorescence émise par un atome ou un ion unique excité
par un faisceau laser résonnant.

Supposons que l’objet émetteur A de la Figure 2 soit un ion unique piégé 5.
Sous l’effet de l’excitation laser résonnante, l’ion émet une succession de photons qui
sont envoyés dans le dispositif de la Figure 2. Les distances entre la séparatrice LS et
les détecteurs D1 et D2 sont égales, de sorte que les deux paquets d’ondes associés
à chaque photon arrivent en même temps sur D1 et D2.

Pour une excitation laser continue et d’intensité constante, les propriétés sta-
tistiques de la lumière de fluorescence sont invariantes par translation dans le temps,

5. Le piégeage des ions est maintenant une technique bien maîtrisée. Les résultats présentés
sur la Figure 3 ont été obtenus sur un ion unique 24Mg+ [46] . Les premières expériences mettant
en évidence un dégroupement de photons sur la lumière de fluorescence d’un atome unique ont
été effectuées sur un jet atomique de sodium d’intensité très faible, avec un volume d’observation
suffisamment faible pour que la probabilité d’avoir plus d’un atome dans ce volume soit très petite
[47].
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de sorte que la fonction de corrélation quantique WII(R2, t2;R1, t1) caractérisant
les photo-ionisations enregistrées sur D1 et D2 ne dépend que de τ = t1− t2. Nous la
noterons g(2)(τ). La Figure 3 montre les variations de g(2)(τ) avec τ pour des valeurs
croissantes (de bas en haut) de l’intensité laser. On voit sur cette figure que g(2)(τ)
s’annule quand τ = 0 ; en d’autres termes, les photons détectés sont “dégroupés”
temporellement (on ne peut pas détecter simultanément un photon en D1 et en D2).

L’interprétation quantique de ce résultat est la suivante. Quand l’ion émet un
photon, ce dernier est détecté, soit en D1, soit en D2. Immédiatement après l’émis-
sion d’un photon, l’ion est “projeté” dans l’état fondamental g de la transition e− g
excitée par le laser. Il ne peut donc émettre immédiatement un second photon. Il
faut qu’il soit ré-excité par le laser et cela demande un certain temps. C’est ce qui
explique pourquoi g(2)(τ) s’annule quand τ = 0. En fait, après l’émission d’un pho-
ton, l’ion, partant de g, oscille entre l’état g et l’état excité e à la fréquence de Rabi
caractérisant le couplage atome-laser, proportionnelle à l’amplitude du champ laser.
Ces oscillations de Rabi expliquent les oscillations de g(2)(τ) avec τ apparaissant sur
la figure 3 avec une fréquence de plus en plus élevée quand l’intensité laser croît.

Figure 3 – Corrélations temporelles g(2)(τ) entre les signaux fournis par les deux
détecteurs D1 et D2 en fonction du délai τ entre les deux détections. Les trois courbes
correspondent à des intensités croissantes (de bas en haut) du faisceau laser qui
excite la fluorescence de résonance de l’ion piégé. On constate que g(2)(τ) s’annule
en τ = 0 ; pour les petites valeurs positives de τ , elle est une fonction croissante de
cette variable (figure adaptée à partir de [46]).

Examinons maintenant les prédictions d’une théorie traitant classiquement le
champ émis par l’ion. Nous avons vu plus haut que les corrélations entre les taux
de photo-ionisation des deux détecteurs sont décrites par la fonction de corrélation
I(t)I(t+ τ) de l’intensité classique I(t). Pour un champ stationnaire, cette fonction
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de corrélation classique g(2)cl ne dépend que de τ :

I(t)I(t+ τ) = g
(2)
cl (τ) (36)

D’autre part, en écrivant que (I(t)− I(t+ τ))2 > 0 , on obtient :

(I(t))2 + (I(t+ τ))2 > 2 I(t)I(t+ τ)

c’est-à-dire encore, compte tenu de la stationnarité du champ et de (36) :

g
(2)
cl (τ = 0) > g

(2)
cl (τ) (37)

La théorie semi-classique prédit donc que g(2)cl (τ) est une fonction non croissante de
τ au voisinage de τ = 0. Ceci est en contradiction avec les résultats expérimentaux
représentés sur la figure 3, et montre donc que la lumière de fluorescence émise par
un ion excité par un faisceau laser résonnant ne peut pas être décrite comme un
champ classique.

La théorie quantique du rayonnement est donc indispensable pour rendre
compte de la totalité des expériences de photo-ionisation. Ceci reste vrai même
si l’effet photo-électrique simple observé sur un seul photo-détecteur peut être décrit
avec une théorie semi-classique (sans photons).

4. Photo-ionisation à deux photons

4-a. Différences avec la photo-ionisation à un photon

Figure 4 – Photo-ionisation à deux photons. L’atome passe de l’état a à un état
b appartenant au continuum d’ionisation en absorbant deux photons d’énergie ~ωi.
L’électron produit à l’issue de ce processus quitte l’atome avec une énergie cinétique
qui, lorsque l’électron est loin de l’ion, est égale à Ecin = 2~ωi − EI .
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Nous considérons maintenant un processus d’absorption à deux photons ana-
logue à ceux étudiés dans le Complément AXX, mais où l’état final b du processus
d’absorption à deux photons appartient au continuum d’ionisation de l’atome débu-
tant à une distance EI (énergie d’ionisation) au-dessus de l’état fondamental a (Fig.
4). On parle alors de photo-ionisation à deux photons.

Le processus de photo-ionisation transforme l’atome en un ion et un électron
qui s’en éloigne. Lorsque la distance entre l’électron et l’ion est suffisamment grande,
leur énergie d’interaction coulombienne est négligeable, et l’énergie de l’électron se
réduit à son énergie cinétique qui, par suite de la conservation de l’énergie totale,
est égale à :

Ecin = 2~ωi − EI (38)

Si l’on trace les variations de Ecin en fonction de ωi, on obtient une demi-droite
de pente 2~ qui part sur l’axe des abscisses du point d’abscisse EI/2~. Ce résultat
constitue une généralisation de la loi de l’effet photo-électrique établie en 1905 par
Einstein.

Le résultat précédent montre clairement qu’il n’est pas nécessaire que l’énergie
~ωi des photons incidents soit supérieure à l’énergie d’ionisation pour que l’atome
soit photo-ionisé. Sur la figure 4, on voit que ~ωi est inférieur à EI alors que 2~ωi est
supérieur à EI . Ce résultat peut se généraliser : si p~ωi < EI , avec p = 1, 2, . . . q−1,
mais si q~ωi > EI , on parle de photo-ionisation à q photons. L’énergie cinétique
Ecin du photoélectron, une fois qu’il s’est suffisamment éloigné de l’ion, est égale à
la différence Ecin = q~ωi − EI .

4-b. Taux de photo-ionisation

Commençons par supposer le rayonnement monochromatique. Nous pouvons
alors utiliser les expressions (13) et (14) du Complément AXX de l’amplitude de
probabilité d’absorption à deux photons, dont le module au carré fournit une pro-
babilité. L’état final b appartenant à un continuum, il faut sommer cette probabilité
sur b ; on peut pour cela utiliser la règle d’or de Fermi, ce qui conduit à une pro-
babilité de photo-ionisation par unité de temps. Comme le module au carré de (14)
est proportionnel à ni(ni − 1), où ni est le nombre de photons incidents, le taux de
photo-ionisation croît donc comme le carré de l’intensité incidente si ni ≫ 1. On
montrerait de même, dans le cas d’une photo-ionisation à q photons, que le taux de
photo-ionisation croît comme la puissance q de l’intensité incidente (si ni ≫ 1).

Considérons maintenant le cas d’un rayonnement non monochromatique sta-
tionnaire. Comme dans le § 2-b, nous supposons que la densité spectrale du rayonne-
ment est centrée autour d’une fréquence ω̄ et a une largeur ∆ωR beaucoup plus petite
que la largeur spectrale ∆ωA du détecteur. La fonction de corrélation GNR (t′− t′′) du
champ qui intervient dans la probabilité d’absorption à deux photons est toujours
donnée par la relation (26) du Complément AXX. Les deux opérateurs Ē

(+)
⊥ (R, t′)

qui figurent dans cette équation ont une dépendance temporelle dominée par l’ex-
ponentielle e−iω̄t

′

. De même, les deux opérateurs Ē
(−)
⊥ (R, t′′) ont une dépendance

temporelle dominée par l’exponentielle e+iω̄t
′′

. Le même raisonnement que celui fait
dans le § 2-b-β ci-dessus et conduisant à l’équation (14) permet d’écrire :

GNR (t′ − t′′) = e−i2ω̄(t
′−t′′)CNR (t′ − t′′) (39)
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où CNR (t′−t′′) est une fonction “enveloppe” dont la dépendance en t′−t′′ est beaucoup
plus lente, avec des échelles de temps de l’ordre de 1/∆ωR. Dans la double intégrale
de (8), la fonction de corrélation GA(t

′ − t′′) n’est différente de zéro que pour |t′ −
t′′| < τCA où τCA est le temps de corrélation du dipôle atomique, beaucoup plus
court que 1/∆ωR. On peut donc, comme dans le § 2-b-β, prendre t′ = t′′ dans la
fonction enveloppe de la relation (39) qui donne GNR . On en déduit que la fonction de
corrélation du champ intervenant dans le taux de photo-ionisation à deux photons
peut être prise égale à :

GNR (t′ − t′′) = e−i2ω̄(t
′−t′′)×

〈φRin|
[
e∗ca ·E(−)

⊥ (R, t′)
] [

e∗bc ·E(−)
⊥ (R, t′)

]

[
ebc ·E(+)

⊥ (R, t′)
] [

eca ·E(+)
⊥ (R, t′)

]
|φRin〉 (40)

La valeur moyenne apparaissant dans cette équation est d’ailleurs indépendante de
t′ puisque le rayonnement est supposé stationnaire.

4-c. Importance des fluctuations des valeurs de l’intensité du rayonnement

Même si le rayonnement est monochromatique, c’est-à-dire si un seul mode i
est peuplé, son intensité peut avoir plusieurs valeurs possibles réparties autour d’une
valeur moyenne ; le seul cas où cette intensité est bien définie est celui d’un état de
Fock |ni〉. Si nous nous limitons à un rayonnement monochromatique stationnaire,
l’état le plus général est un mélange statistique d’états de Fock |ni〉 avec des poids
p(ni).

Par exemple, si le mode i est en équilibre thermodynamique à la température
T , la probabilité qu’il contienne ni photons est :

p(ni) =
1

Z
e
− (ni+1/2)~ωi

kBT (41)

où kB est la constante de Boltzmann et Z la fonction de partition donnée par :

Z =
∑

ni

e
− (ni+1/2)~ωi

kBT (42)

A partir de ces deux équations, on peut aisément calculer la valeur moyenne n̄ de n
et la valeur moyenne n2 de n2 pour un rayonnement en équilibre thermodynamique
(voir ci-dessous). On trouve en particulier que

n2 = n̄+ 2(n̄)2 (43)

D’après ce qui précède, le taux de photo-ionisation à deux photons est proportionnel
à n(n− 1) = n2 − n̄. Si le rayonnement n’a aucune dispersion en intensité, c’est-à-
dire s’il est dans un état de Fock |n〉, on a n2 = (n̄)2 et le taux de photo-ionisation
est proportionnel à (n̄)2 si n̄ ≫ 1. En revanche, s’il est dans un état d’équilibre
thermodynamique avec la même valeur moyenne de n, le taux de photo-ionisation
est, d’après (43), proportionnel à 2(n̄)2, c’est-à-dire deux fois plus grand que pour un
état sans dispersion en intensité et de même valeur moyenne de n. Une fluctuation
d’intensité, pour une même valeur moyenne de n, augmente donc considérablement
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le taux de photo-ionisation. Un tel résultat n’est pas surprenant pour un effet non
linéaire : les valeurs de n au-dessus de la valeur moyenne contribuent plus que les
valeurs au-dessous.

Démonstration de la relation (43)

Ce calcul a déjà été exposé aux §§ 2-b et 3-b du Complément BXV ; rappelons-en
cependant très brièvement le principe. On peut poser x = ~ωi/kBT et éliminer le
facteur sans importance e−x/2 de la fonction de partition en posant :

Z(x) = e−x/2K(x) (44)

La fonction K(x) se calcule facilement, puisque :

K(x) = 1 + e−x + e−2x + ....+ e−nx + ... =
1

1− e−x
(45)

D’autre part :

n =
∑

i

ni p(ni) =
1

K(x)

∑

i

ni e
−nix

=
−1
K(x)

dK(x)

dx
(46)

On en déduit :

n =
1

1− e−x
(47)

Un calcul semblable permet d’obtenir n2 à partir de la dérivée seconde d2K(x)/dx2

et d’obtenir la relation (43), qui est équivalente à la relation (42) du Complément
BXV.

Si le rayonnement n’est plus monochromatique mais stationnaire et à l’équi-
libre thermodynamique, on peut partir de la fonction de corrélation (40) du champ
et utiliser le théorème de Wick (Complément CXVI) pour ré-écrire cette fonction
comme une somme de produits de fonctions de corrélation d’ordre 2 :

GNR (t′ − t′′) =e−i2ω̄(t′−t′′)×
{
〈φRin|

[
e∗ca ·E(−)

⊥ (R, t′)
] [

eca ·E(+)
⊥ (R, t′)

]
|φRin〉

× 〈φRin|
[
e∗bc ·E(−)

⊥ (R, t′)
] [

ebc ·E(+)
⊥ (R, t′)

]
|φRin〉

+ 〈φRin|
[
e∗ca ·E(−)

⊥ (R, t′)
] [

ebc ·E(+)
⊥ (R, t′)

]
|φRin〉

× 〈φRin|
[
e∗bc ·E(−)

⊥ (R, t′)
] [

eca ·E(+)
⊥ (R, t′)

]
|φRin〉

}
(48)

5. Ionisation tunnel avec des champs laser intenses

Avec l’apparition des sources laser de forte puissance, l’étude des processus
de photo-ionisation à plusieurs photons a permis la découverte de nombreux effets
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Figure 5 – Potentiel effectif vu par un électron lors d’une ionisation tunnel. L’élec-
tron quitte l’ion en passant par effet tunnel à travers la barrière de potentiel formée
par la somme du potentiel coulombien de l’ion et du potentiel linéaire −qEx associé
au champ électrique du laser, ici supposé polarisé linéairement le long de l’axe x.

physiques nouveaux. En particulier, quand le champ laser instantané devient de
l’ordre du champ de Coulomb liant l’électron au noyau, l’ionisation ne résulte plus
d’un processus d’ionisation à plusieurs photons, mais d’un effet tunnel. Le champ
laser, qui donne naissance à un potentiel dépendant linéairement de la distance
électron-noyau, abaisse la barrière de Coulomb suffisamment pour que l’électron
puisse s’échapper par effet tunnel (voir Fig. 5). Une fois que l’électron a quitté l’ion,
il est accéléré par le champ laser. Quand le champ laser oscillant change de signe,
l’accélération produite par le champ laser s’inverse, l’électron revient vers l’ion et
émet lors du passage au voisinage de l’ion un rayonnement de freinage. On peut
montrer que la fréquence de rayonnement est une fréquence harmonique impaire de
la fréquence laser, d’ordre très élevé, pouvant atteindre plusieurs centaines. Comme
la fraction de période du champ laser pendant laquelle l’électron peut s’échapper
par effet tunnel est très petite, le paquet d’ondes de l’électron qui a quitté l’ion a
une extension temporelle très courte. Le rayonnement de freinage auquel il donne
naissance lors de son retour sur l’ion a donc également une durée très brève qui
s’exprime en dizaines d’attosecondes (une attoseconde est égale à 10−18 sec). Le
lecteur intéressé par ces développements pourra trouver une revue récente dans les
Chapitres 10 et 27 de la référence [23].
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Complément CXX

Atome à deux niveaux dans un champ monochromatique.
Méthode de l’atome habillé

1 Brève description de la méthode de l’atome habillé . . 563
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plages faibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 572

2-e Quelques généralisations . . . . . . . . . . . . . . . . . . 572

3 Domaine des couplages forts . . . . . . . . . . . . . . . . 574

3-a Valeurs propres et vecteurs propres de l’hamiltonien effectif574

3-b Variation des énergies des états habillés avec le désaccord 575

3-c Triplet de fluorescence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 577

3-d Corrélations temporelles entre les photons de fluorescence 578

4 Modifications du champ. Dispersion et absorption . . 580

4-a Atome dans une cavité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 580

4-b Déplacement de la fréquence du champ en présence de
l’atome . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 581

4-c Absorption du champ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 582

Introduction

Nous avons calculé dans le § B du Chapitre XX l’amplitude de probabilité
pour qu’un atome placé dans un rayonnement monochromatique passe d’un état
discret a à un autre état discret b en absorbant un photon. Nous nous sommes
cependant limités à un traitement perturbatif, en nous restreignant à l’ordre le plus
bas vis-à-vis de l’hamiltonien d’interaction. A priori, les prédictions d’un tel calcul
approché ne sont donc correctes que pour des temps suffisamment courts pour que
les corrections d’ordres plus élevés restent négligeables. Dans ce complément, nous
exposons une autre approche des interactions atomes-photons, appelée “méthode
de l’atome habillé”, qui n’a pas ces limitations. Elle consiste à considérer comme un
système quantique unique l’atome ainsi que le mode du champ quantique avec lequel
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il interagit. Comme ce système unique est décrit par un hamiltonien indépendant
du temps 1, on peut étudier son diagramme d’énergie et en tirer de nombreuses
informations utiles.

On peut ainsi améliorer les résultats du Chapitre XX. La méthode de l’atome
habillé fournit en effet une description non perturbative des processus physiques
étudiés, de sorte qu’elle reste valable même si le champ est intense. Elle apporte
un éclairage nouveau sur plusieurs phénomènes physiques importants : comporte-
ment des atomes dans un champ électromagnétique intense, répartition spectrale
de la lumière ré-émise spontanément par l’atome dans ces conditions ; corrélations
temporelles entre les photons émis ; origine des forces exercées sur l’atome par un
rayonnement dont l’intensité varie dans l’espace.

Pour mieux nous conformer aux notations courantes du domaine, et comme
nous l’avons déjà fait dans le Complément CXIX, nous noterons ici g l’état atomique
fondamental (en anglais “ground state”) et e l’état atomique excité (au lieu de a et
b). Pour la même raison, plutôt que de garder la notation ωi du Chapitre XX pour la
fréquence angulaire du faisceau excitateur, nous la noterons ωL, ce qui évoque plus
directement un faisceau laser dont l’intensité peut être élevée.

Nous commençons dans le § 1 par un exposé succinct de la méthode de l’atome
habillé 2. Nous supposerons que la fréquence ωL est proche de la résonance avec
celle de la fréquence atomique ω0 = (Ee − Eg)/~, mais suffisamment éloignée des
fréquences de toutes les autres transitions atomiques. L’interaction entre atome et
rayonnement sera caractérisée par une fréquence appelée “fréquence de Rabi” ; elle
est l’analogue, dans ce traitement quantique du rayonnement, de la fréquence de
précession d’un spin tournant dans une expérience de résonance magnétique autour
d’un champ de radiofréquence traité classiquement (Complément FIV). La connais-
sance du diagramme d’énergies nous permettra d’étudier aussi bien le régime des
couplages faibles (fréquence de Rabi faible devant la largeur naturelle Γ de l’état e
ou le désaccord |ωL−ω0| entre la fréquence du champ et la fréquence atomique) que
celui des couplages forts (fréquence de Rabi grande devant la largeur naturelle et le
désaccord).

Le § 2 est consacré au régime des couplages faibles. Nous montrons que l’état
fondamental subit un déplacement lumineux (ou “ light shift”), proportionnel à l’in-
tensité du champ, et variant avec le désaccord comme une courbe de dispersion de
Lorentz. L’état fondamental subit également un élargissement radiatif, proportion-
nel à l’intensité du champ, qui peut s’interpréter comme une probabilité par unité
de temps de quitter l’état fondamental par absorption d’un photon.

Le § 3 aborde le domaine des couplages forts, où apparaît l’oscillation de Rabi
entre les états g et e, qui est cependant amortie à cause de l’instabilité radiative de
e. Le diagramme d’énergie de l’atome habillé permet d’interpréter des phénomènes
spécifiques des couplages forts, comme le triplet de fluorescence et les corrélations
temporelles entre les photons émis dans les composantes latérales de ce triplet.

Le couplage atome-champ perturbe non seulement l’atome mais également le
champ. Nous montrons dans le § 4 que les parties réelle et imaginaire de l’indice de
réfraction associé à la présence de l’atome sont, pour le champ, des perturbations de

1. Ceci ne serait évidemment pas possible dans le cadre d’une description classique du rayon-
nement (même lorsque l’atome est traité quantiquement), puisque le champ varie alors sinusoïdale-
ment en fonction du temps, de sorte que l’hamiltonien de couplage avec l’atome dépend du temps.

2. Une description plus détaillée peut être trouvée dans le Chapitre VI de [20].
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même nature que les déplacements lumineux et l’élargissement radiatif pour l’atome.

1. Brève description de la méthode de l’atome habillé

Nous appelons “mode laser L” le mode du champ quantique qui est peuplé de
photons de fréquence ωL. En l’absence de couplage entre l’atome A et ce mode laser,
l’hamiltonien du système total A+ L est égal à HA +HL, où HA est l’hamiltonien
de l’atome et HL celui du rayonnement dans le mode laser L. Les niveaux d’énergie
de HA +HL sont indexés par deux nombres quantiques : e ou g pour l’état interne
de l’atome 3, N pour le nombre de photons dans l’unique mode du rayonnement qui
n’est pas vide, mais contient des photons de fréquence ωL.

1-a. Energies des états du système atome + photons en l’absence de couplage

Considérons les deux états |g,N〉 et |e,N − 1〉, dont les énergies par rapport
au vide de photons sont :

Eg,N = Eg +N~ωL Ee,N−1 = Ee + (N − 1)~ωL (1)

Ils sont séparés par un intervalle d’énergie :

Eg,N − Ee,N−1 = ~ωL − (Ee − Eg)
= ~(ωL − ω0) = ~δ (2)

où :

δ = ωL − ω0 (3)

est le désaccord en fréquence entre la fréquence ωL du champ et la fréquence ω0 =
(Ee − Eg)/~ de la transition atomique. Quand le champ est résonnant, c’est-à-dire
quand ωL = ω0, les deux états sont dégénérés. Nous considérerons ici des désaccords
très faibles (en module) devant ω0 :

|δ| ≪ ω0 (4)

Alors, même si le champ n’est pas exactement résonnant, les deux états |g,N〉
et |e,N − 1〉 engendrent une multiplicité E(N) de dimension deux :

E(N) = {|g,N〉, |e,N − 1〉} (5)

qui est très éloignée de tous les autres états du système atome + champ. Une infinité
d’autres multiplicités existe, pour des valeurs de N allant de 0 à l’infini. La Figure
1 représente à titre d’exemple les trois multiplicités E(N − 1), E(N) et E(N) ; il en
existe N−1 autres dont l’énergie est plus faible, et une infinité d’énergies supérieures.
Elles sont séparées les unes des autres par une distance ~ωL, la distance entre les
deux niveaux à l’intérieur de chaque multiplicité étant égale à ~δ. La multiplicité
E(1), qui correspond à N = 1, est formée des deux états |g, 1〉 et |e, 0〉 ; en revanche,
l’état |g, 0〉 est isolé.

3. Nous traitons ici classiquement les degrés de liberté externes en supposant l’atome fixe en
un point R.
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Figure 1 – Niveaux d’énergie du système atome + photons en l’absence de couplage.
Seules trois multiplicités adjacentes, E(N−1), E(N) et E(N+1) sont représentées sur
la figure ; il en existe cependant de nombreuses autres en dessous ou au-dessus, qui
correspondent à des valeurs de N plus faibles ou plus grandes. Les flèches verticales
relient des paires de niveaux dont l’écart d’énergie est indiquée à côté de la flèche.

1-b. Eléments de matrice du couplage

Le couplage HI entre l’atome et le mode ωL est proportionnel au produit
du moment dipolaire D de l’atome et de la composante dans le mode ωL du champ
électrique E du rayonnement. Avec un choix convenable de l’origine des coordonnées,
on peut avoir eikL·R = −i où R est la position du centre de masse de l’atome, de
sorte que HI s’écrit :

HI = −
√

~ωL
2ε0L3

D · (εLaL + ε∗La
†
L) (6)

Les seuls éléments de matrice non nuls de l’opérateur impair D sont ceux
entre e et g. Les opérateurs de destruction et de création aL et a†L font varier N de
∓1. On en déduit que |g,N〉 est couplé à |e,N − 1〉 et |e,N +1〉, alors que |e,N − 1〉
est couplé à |g,N〉 et |g,N − 2〉. Les deux états |g,N〉 et |e,N − 1〉 de la multiplicité
E(N) sont donc couplés entre eux avec un élément de matrice :

〈e,N − 1|HI |g,N〉 =
~ΩN
2

, (7)

où ΩN est la “fréquence de Rabi” définie par :

ΩN =
√
N Ω1 (8)

avec :

Ω1 = −2

~

√
~ωL
2ε0L3

εL · 〈e|D |g〉 (9)

Nous supposons que Ω1 est réel et positif ; si ce n’est pas le cas, il suffit de changer
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la phase relative 4 des kets |g〉 et |e〉 pour modifier à volonté la phase de l’élément
de matrice 〈e|D |g〉, ce qui permet d’obtenir cette condition par un choix adéquat.

Comme l’opérateur HI change à la fois le nombre de photons d’une unité
et l’état interne de l’atome, il n’a pas d’éléments de matrice entre les kets de la
multiplicité E (N) et ceux des multiplicités E (N ± 1). En revanche, il peut coupler au
second ordre ces kets à ceux des multiplicités E (N ± 2) et, à des ordres plus élevés,
à ceux d’autres multiplicités encore plus éloignées. Cependant les niveaux de ces
multiplicités sont à des distances énergétiques de l’ordre de 2ℏωL (ou d’un multiple de
cette énergie), alors que nous supposons que les éléments de matrice de l’interaction
sont très petits devant ℏωL. On effectue ainsi un calcul à l’ordre le plus bas en
|δ|/ωL, mais nous verrons par la suite que la méthode reste non perturbative vis-à-
vis d’autres paramètres qui jouent un rôle essentiel (cf. Remarque à la fin du § 1-e).
Les énergies des multiplicités autres que E (N) sont alors trop différentes de celles de
E (N) pour que ces autres multiplicités jouent un rôle significatif. Nous ne tiendrons
donc pas compte de ces couplages non résonnants, dont l’effet est négligeable pour
une excitation quasi résonnante.

1-c. Principe de la méthode de l’atome habillé

Au début du § 1, nous avons considéré les états quantiques du système A +
L (atome plus mode laser) en l’absence de couplage ; nous avons montré qu’ils se
groupent en multiplicités E (N), avec N = 0, 1, 2, ..., bien séparées les unes des
autres lorsque la condition (4) est vérifiée. Par exemple, la Figure 1 montre que la
multiplicité E (N) pour un atome à deux niveaux g et e comprend les états |g,N〉 et
|e,N − 1〉 séparés par une énergie ℏδ. La relation (7) montre que ces deux états sont
couplés par l’opérateur d’interaction HI entre A et L, et que les éléments de matrice
sont égaux à ℏΩN/2. Nous avons également vu pourquoi, avec une excitation quasi
résonnante, les couplages entre multiplicités différentes sont négligeables, de sorte
que nous pouvons étudier séparément chaque multiplicité E (N).

α. Etats et énergies habillées

La première étape de la démarche de l’atome habillé consiste donc à étudier
les niveaux d’énergie du système A+L à l’intérieur de E (N), compte tenu du terme
de couplage interne à E (N). Il faut donc diagonaliser l’hamiltonien HA +HL +HI

à l’intérieur de ce sous-espace. Pour un atome à deux niveaux, la restriction de cet
hamiltonien dans E (N), que nous noterons H(N)

AL , est représentée par une matrice
hermitique 2× 2 égale à :

(
H

(N)
AL

)
=

(
Eg +N~ωL ~ΩN/2

~ΩN/2 Ee + (N − 1)~ωL

)

= [Ee + (N − 1)~ωL]1+ ~

(
δ ΩN/2

ΩN/2 0

)
(10)

où 1 est l’opérateur unité dans E(N).
Sous l’effet du couplage créé par les éléments non diagonaux en ΩN/2, les

états |g,N〉 et |e,N − 1〉 d’énergies non perturbées séparées par ℏδ (partie gauche

4. Un tel changement de phase se répercute sur les éléments non diagonaux de la matrice
densité de sorte que, au bout du compte, les prévisions physiques restent inchangées.
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de la Figure 2) se transforment en deux états |ψ+(N)〉 et |ψ−(N)〉 d’énergies ℏλ±
(partie droite de cette figure) :

ℏλ± = [Ee + (N − 1)~ωL] +
~δ

2
± ~

2

√
Ω2
N + δ2 (11)

Les nouveaux états |ψ+(N)〉 et |ψ−(N)〉 sont des superpositions linéaires des états
initiaux ; ils sont appelés “états habillés”, et leurs énergies respectives ℏλ± les “éner-
gies habillées”. Nous allons voir dans ce complément qu’un grand nombre d’effets
physiques intéressants qui se produisent lorsqu’un atome est couplé au mode laser
peuvent être interprétés en termes de ces états habillés et de leurs énergies.

Figure 2 – Energies des états du système A+L à l’intérieur de E (N), en l’absence
de couplage (partie gauche de la figure), et en présence du couplage ℏΩR/2 entre les
deux états initiaux (partie droite de la figure).

β. Oscillation de Rabi

Donnons un premier exemple particulièrement simple d’application de la mé-
thode de l’atome habillé. Supposons par exemple que le système soit au temps t = 0
dans l’état |g,N〉 :

|ψ(t = 0)〉 = |ψin〉 = |g,N〉 (12)

et cherchons la probabilité qu’il soit trouvé à un instant ultérieur t dans l’état :

|ψfin〉 = |e,N − 1〉 (13)

L’évolution du système est celle d’un système à deux niveaux couplés par une pertur-
bation statique ~ΩR/2. Ce problème est étudié en détail dans le § C du Chapitre IV.
Pour le traiter, nous développons l’état initial sur les états |ψ±(N)〉, et nous multi-
plions chacun d’entre eux par une exponentielle e−iλ±t dont l’exposant contient son
énergie ℏλ± :

|ψ(t)〉 = e−iλ+t 〈ψ+(N) |g,N〉 |ψ+(N)〉+ e−iλ−t 〈ψ−(N) |g,N〉 |ψ−(N)〉 (14)
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L’amplitude de probabilité de trouver le système dans l’état |e,N − 1〉 est alors :

〈e,N − 1 |ψ(t)〉 ∝ e−iλt/2 〈ψ+(N) |g,N〉 〈e,N − 1 |ψ+(N)〉
+ eiλt/2 〈ψ−(N) |g,N〉 〈e,N − 1 |ψ−(N)〉 (15)

où nous avons introduit la fréquence de Bohr :

λ = λ+ − λ− =
√
Ω2
N + δ2 (16)

Dans (15), le signe ∝ signifie simplement que nous avons supprimé un facteur de
phase globale e−i(λ++λ−)t/2, sans importance physique. La probabilité de trouver le
système à l’instant t dans l’état final (13) est donc :

P (t) = |〈e,N − 1 |ψ(t)〉|2

=
∣∣Cg+

∣∣2 ∣∣Ce+
∣∣2 +

∣∣Cg−
∣∣2 ∣∣Ce−

∣∣2 + Cg+
(
Ce+
)∗ (

Cg−
)∗
Ce− e−iλt + c.c. (17)

où les C sont les produits scalaires :

Cg± = 〈ψ±(N) |g,N〉 et Ce± = 〈ψ±(N) |e,N − 1〉 (18)

et où c.c. symbolise le complexe conjugué.
Nous voyons donc que la probabilité P (t) est une fonction oscillante du temps,

avec une fréquence λ qui est la seule fréquence de Bohr
√

Ω2
N + δ2 du système à

l’intérieur de la multiplicité EN . Il est clair que cette fréquence peut être développée
à tous les ordres de la perturbation Ω2

N ; le résultat obtenu n’est donc visiblement
pas perturbatif. L’oscillation que nous avons obtenue concerne le système total formé
par un atome à deux niveaux placé dans un rayonnement monochromatique qui peut
être intense et résonnant : partant de l’état |g,N〉, l’atome absorbe un photon et
passe dans l’état |e,N−1〉, puis revient dans l’état |g,N〉 par émission stimulée d’un
photon, et ainsi de suite.

1-d. Sens physique du nombre de photons

La situation est différente suivant que l’atome est placé dans une vraie cavité
ou dans l’espace libre.

Si l’atome est placé dans une vraie cavité, ce qui est le cas dans certaines
expériences, les modes du champ sont les modes propres de la cavité. Une telle
situation sera envisagée dans le § 4 ; le nombre N de photons a alors un sens physique
parfaitement clair. Le volume L3, qui apparaît dans le développement des champs
en modes et qu’on retrouve dans les expressions (6) et (9) ci-dessus, est en fait
simplement le volume du mode de la cavité contenant des photons.

Si l’atome est dans l’espace libre, le volume L3 introduit pour obtenir des
modes discrets est juste un intermédiaire de calcul, sans sens physique précis. Une
quantité ayant un sens physique est cependant la densité d’énergie au voisinage de
l’atome, qui est proportionnelle à N~ωL/L

3. A condition de garder N/L3 constant,
on peut donc changer arbitrairement N et L3 sans modifier le couplage entre atome
et champ ; ce dernier est caractérisé par la fréquence de Rabi ΩN , qui dépend de√
N/L3. Dans ce cas, le nombre N de photons n’a donc pas de sens physique intrin-

sèque.
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Supposons par exemple que le champ soit dans un état cohérent (Complément
GV). Les valeurs de N sont distribuées autour d’une valeur moyenne 〈N〉 dans un
intervalle de largeur ∆N =

√
〈N〉, très faible en valeur relative devant 〈N〉, mais

très grand en valeur absolue. Si l’on fait tendre N et L3 vers l’infini en gardant N/L3

constant, la fréquence de Rabi ΩN varie très peu en valeur relative quand N varie
sur une grande plage autour de 〈N〉. On peut donc dans (10) remplacer ΩN par une
constante ΩR indépendante de N :

ΩN ≃ ΩR (19)

C’est ce que nous ferons dans ce qui suit ainsi que dans le § 3.

1-e. Effets de l’émission spontanée

Jusqu’à maintenant nous avons ignoré tous les autres modes du champ autres
que le mode laser. Cependant, lorsque l’atome est dans l’état excité e, il peut émettre
par émission spontanée un photon dans un autre mode. En plus de l’atome A et du
mode laser L, il faut donc prendre en compte le système R formé par l’ensemble
des modes qui, initialement, ne contiennent aucun photon. Comme R est un grand
système (parfois appelé pour cette raison “réservoir”), les effets du couplage entre
A + L et R doivent être décrits par une équation appelée “équation pilote” ; cette
dernière décrit l’évolution de l’opérateur densité σA+L de A + L sous l’effet de ce
couplage (voir la partie D du Chapitre VI de [20]). Nous n’introduirons pas ici cette
équation pilote, nous contentant de discuter l’interprétation physique des résultats
auxquels elle conduit.

Comme le spectre de fréquence du réservoir R a une largeur ∆ω qui est de
l’ordre de la fréquence optique, le temps de corrélation associé τc ≃ 1/∆ω est beau-
coup plus court que tous les autres temps caractéristiques du problème. Il est en
particulier plus court que le temps τR de durée de vie radiative :

τR =
1

Γ
(20)

où Γ est la largeur naturelle du niveau excité e ; il est également plus court que
l’inverse de la fréquence de Rabi, qui donne le temps caractéristique de couplage
au mode laser. Donc, quand le système A + L est dans l’état |e,N − 1〉 et qu’une
émission spontanée se produit, elle dure un temps trop court pour que l’atome ait le
temps de se coupler à L. Le système passe donc de façon quasi instantanée de l’état
|e,N − 1〉, qui appartient à E (N), à l’état |g,N − 1〉 dans la multiplicité inférieure
E (N − 1) – cf. Figure 1. On peut alors montrer (cf. § C.3 du Chapitre III de [20])
que l’évolution à l’intérieur de E(N) peut être décrite par les mêmes équations que
plus haut, à la simple condition d’ajouter un terme imaginaire à l’énergie Ee de
l’état excité :

Ee =⇒ Ee − iℏ
Γ

2
(21)

Compte tenu de ce qui précède, pour décrire l’évolution du système A + L à
l’intérieur 5 de E(N) en tenant compte des processus d’émission spontanée, il faut

5. Il existe également d’autres effets importants induits par le couplage avec le réservoir
qui donnent naissance à des transitions entre multiplicités différentes. C’est par exemple le cas du
phénomène de fluorescence étudié au § 3-c.
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remplacer l’hamiltonien H(N)
AL écrit en (10) par l’hamiltonien effectif non hermitique :

(
H

(N)
eff

)
= [Ee + (N − 1)~ωL]1+ ~

(
δ ΩR/2

ΩR/2 −iΓ/2

)
(22)

A cause du terme imaginaire −iΓ/2 qui figure dans la matrice, les deux valeurs
propres de H(N)

eff ont également une partie imaginaire. Il s’ensuit que les deux états
habillés sont maintenant instables, à cause de l’effet de l’émission spontanée de
photons qui peut se produire à partir de chacun de ces niveaux.

A un terme constant près, donné par le terme proportionnel à 1 dans le second
membre de (22), les valeurs propres ℏλ± de Heff s’obtiennent en diagonalisant la
matrice de dimension 2 dans le second membre de (22). Ceci peut être fait exactement
et fournit 6 :

λ± = −iΓ
4
+
δ

2
± 1

2

√
Ω2
R +

(
δ + i

Γ

2

)2

(23)

Nous allons discuter la signification physique de ces résultats dans deux cas limites.

Remarque :

Cette relation est développable à tous les ordres en ΩR/|δ| et ΩR/Γ. C’est en
ce sens que la méthode de l’atome habillé est non perturbative.

2. Domaine des couplages faibles

Nous commençons par étudier le domaine des couplages faibles, pour lequel le
lien avec les résultats du Chapitre XX est plus direct.

2-a. Valeurs propres et vecteurs propres de l’hamiltonien effectif

Considérons tout d’abord le cas où le couplage non diagonal ~ΩR/2 entre les
deux états non perturbés de E(N) est petit devant la différence entre les énergies de
ces deux états (y compris le terme imaginaire associé à la largeur naturelle de e).
Comme cette différence est complexe, on prend son module :

ΩR ≪
∣∣∣∣δ + i

Γ

2

∣∣∣∣ (24)

Cette inégalité est satisfaite si :

ΩR ≪ Γ ou ΩR ≪ |δ| (25)

Le domaine du couplage faible est donc obtenu aux faibles intensités lumineuses ou
aux grands désaccords.

6. Pour plus de concision, nous utilisons ici une notation mathématique légèrement incor-
recte, puisque le signe racine carrée doit en principe porter sur un nombre réel et positif. Par la
racine carrée qui est écrite au second membre de (23), nous entendons l’un quelconque des deux
nombres complexes dont le carré est le nombre complexe sous le signe racine.
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Quand le couplage est faible, on peut appliquer la théorie des perturbations
pour obtenir les corrections d’ordre 2 en ΩR aux énergies des états |g,N〉 et |e,N−1〉.
On obtient ainsi à partir de (22) la correction δEg,N à l’énergie de l’état |g,N〉 :

δEg,N = ~
(ΩR/2)

2

δ + iΓ/2
= ~δg − i~

γg
2

(26)

où :

δg =
δ

4δ2 + Γ2
Ω2
R et γg =

Γ

4δ2 + Γ2
Ω2
R (27)

Un calcul analogue donnerait pour la correction à l’énergie de l’état |e,N − 1〉 :

δEe,N−1 = −~δg + i~
γg
2

(28)

On obtient ainsi les valeurs propres approchées de l’hamiltonien effectif (22) sous la
forme :

λ+ ≃ δ + δg − i
γg
2

+ ...

λ− ≃ −δg − i
Γ

2
+ i

γg
2

+ ... (29)

qui coïncide avec un développement du résultat exact (23) en puissances de ΩR/Γ.
La théorie des perturbations permet également de calculer les états propres

de Heff à l’ordre 1 en ΩR. L’état |g,N〉 qui tend vers |g,N〉 quand ΩR tend vers 0
s’écrit :

|g,N〉 = |g,N〉+ (ΩR/2)

δ + iΓ/2
|e,N − 1〉 (30)

Ainsi, l’état |g,N〉 est “contaminé” par l’état |e,N−1〉. Un calcul analogue donnerait
pour l’état |e,N − 1〉 tendant vers |e,N − 1〉 quand Ω tend vers zéro :

|e,N − 1〉 = |e,N − 1〉 − (ΩR/2)

δ + iΓ/2
|g,N〉 (31)

2-b. Déplacements lumineux et élargissement radiatif

Les parties réelles de δEg,N et δEe,N−1 représentent des déplacements de ni-
veaux induits par le couplage et appelés pour cette raison “déplacements lumineux”
(ou “ light-shifts” en anglais). La partie imaginaire de δEg,N représente un élargis-
sement radiatif de l’état |g,N〉, qui devient donc instable sous l’effet du couplage.
La partie imaginaire de δEe,N−1 décrit une réduction de la largeur radiative ~Γ de
l’état |e,N − 1〉.

La partie gauche de la Figure 3 représente les états non perturbés |g,N〉 et
|e,N − 1〉 de la multiplicité E(N). Ils sont séparés par un écart ~δ ; si δ est positif,
l’état |g,N〉 est au-dessus de l’état |e,N−1〉 ; si δ est négatif, c’est au contraire l’état
|e,N − 1〉 qui est au-dessus de l’état |g,N〉. La largeur du trait épais représentant
l’état |e,N − 1〉 schématise sa largeur naturelle ~Γ. La partie droite de la figure
représente les états perturbés par l’effet du couplage. Les deux états se repoussent,
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Figure 3 – Etats non perturbés (partie gauche de la figure) et états perturbés (partie
droite) dans la multiplicité E(N). Sous l’effet du couplage caractérisé par la fréquence
de Rabi ΩR, l’état |g,N〉 est déplacé d’une quantité ~δg (déplacement lumineux de
l’état fondamental g) ; sa fonction d’onde est “contaminée” par celle de l’état instable
|e,N − 1〉, de sorte que l’état fondamental devient lui aussi instable et acquiert un
élargissement radiatif ~γg. L’état |e,N − 1〉 est déplacé dans le sens opposé à celui
de |g,N〉 ; sa largeur est réduite de ~Γ à ~(Γ− γg).

ce qui fait apparaître des déplacements lumineux de signes opposés pour |g,N〉 et
|e,N − 1〉. Le déplacement ~δg de |g,N〉 est positif si |g,N〉 est au-dessus de |e,N〉,
c’est-à-dire si δ est positif ; il est négatif si δ est négatif. L’état stable |g,N〉 est
également “contaminé” par l’état instable |e,N−1〉, ce qui lui confère une instabilité
décrite par l’élargissement radiatif ~γg. Un atome dans l’état g n’y restera donc pas
indéfiniment : il quittera cet état avec une probabilité par unité de temps γg, qui
peut donc aussi être interprétée comme le taux d’absorption d’un photon par un
atome dans l’état g. Sous l’effet de la “contamination” de l’état instable |e,N − 1〉
par l’état stable |g,N〉, l’instabilité de |e,N − 1〉 diminue et sa largeur est réduite
de ~Γ à ~(Γ− γg).

2-c. Variations avec l’intensité incidente et le désaccord

Les déplacements ~δg et les élargissements radiatifs ~γg donnés par l’équation
(27) sont proportionnels à Ω2

R, donc au nombre de photons incidents, c’est-à-dire
encore à l’intensité lumineuse. Ils varient avec le désaccord δ respectivement comme
des courbes de dispersion et d’absorption de Lorentz (Fig. 4).

Quand le désaccord est très grand en module devant la largeur naturelle de e
(|δ| ≫ Γ), on peut négliger Γ2 devant 4δ2 dans les dénominateurs des expressions
(27), ce qui donne :

|δg| =
Ω2
R

4|δ| γg =
Ω2
RΓ

4δ2
(32)

On en déduit que :

γg = |δg|
Γ

|δ| ≪ |δg| (33)

Aux grands désaccords, les déplacements lumineux sont donc bien supérieurs aux
élargissements radiatifs.
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γg

δg

δ

Figure 4 – Variations avec le désaccord δ entre la fréquence du laser et la fréquence
atomique du déplacement lumineux ~δg (courbe en traits tiretés) et de l’élargissement
radiatif ~γg (courbe en trait plein).

2-d. Interprétation semi-classique dans le domaine des couplages faibles

Dans ce régime des couplages faibles, la réponse de l’atome au champ incident
est linéaire ; on peut donner une interprétation semi-classique des effets précédents
en termes de dipôle induit par le champ incident (voir par exemple [48]). Ce dipôle
possède une composante en phase avec le champ et une composante en quadrature,
reliées au champ par une polarisabilité dynamique α(ω).

La composante en quadrature absorbe de l’énergie du champ. Elle varie avec
le désaccord δ comme une courbe d’absorption ; c’est elle qui est responsable du
taux d’absorption associé à l’élargissement radiatif γg. La composante en phase du
dipôle donne naissance à une énergie de polarisation. Elle dépend du désaccord
comme une courbe de dispersion, et est responsable du déplacement lumineux. Ce
dernier est analogue au déplacement Stark résultant de l’interaction d’un champ
électrique statique avec le dipôle statique qu’il induit. C’est la raison pour laquelle
le déplacement lumineux est souvent appelé “effet Stark dynamique”.

2-e. Quelques généralisations

Nous examinons maintenant quelques généralisations directes, mais impor-
tantes, de l’étude précédente.

α. Rayonnement incident non monochromatique

Supposons que l’état du rayonnement soit un état de Fock |n1, n2, ..., ni, ...〉,
ou un mélange statistique de tels états ; la distribution spectrale du rayonnement
est alors décrite par la fonction I(ωL). Au second ordre de la théorie des perturba-
tions (domaine des couplages faibles), les processus qui interviennent dans les dé-
placements lumineux et élargissements radiatifs sont des absorptions et ré-émissions
induites de photons. Si plusieurs modes contiennent des photons et si l’état du rayon-
nement est un état de Fock, le photon doit être ré-émis de manière stimulée dans
le même mode que celui où il a été absorbé (sinon, l’élément de matrice donnant
l’effet du couplage au second ordre serait nul). Les effets des divers modes du champ
peuvent donc être ajoutés indépendamment et l’on obtient pour δg et γg les expres-
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sions :

δg ∝
∫

dωL|Deg|2I(ωL)
δ

4δ2 + Γ2

γg ∝
∫

dωL|Deg|2I(ωL)
Γ

4δ2 + Γ2
(34)

β. Etat fondamental dégénéré

Si l’état fondamental g a un moment cinétique Jg non nul et comporte plusieurs
sous-niveaux Zeeman mg, on peut montrer [49] que les sous-niveaux de g ayant
un déplacement lumineux et un élargissement radiatif bien définis sont obtenus en
diagonalisant la matrice hermitique d’éléments :

∑

me

〈mg| ~εL ∗ · ~D |me〉 〈me| ~εL · ~D
∣∣m′

g

〉
. (35)

où les états me sont les sous-niveaux de e. Les états propres |gα〉 de cette matrice,
de valeurs propres λα, subissent des déplacements λαδg et des élargissements λαγg
(où δg et γg sont les déplacements et élargissements pour un atome à deux niveaux).

On trouvera dans la référence [50] une discussion des propriétés de symétrie
de la matrice (35) et de l’équivalence entre les déplacements lumineux et l’effet de
champs magnétiques et électriques fictifs agissant dans la multiplitité fondamentale
de l’atome. Nous nous contenterons ici de discuter le cas simple d’une transition
Jg = 1/2 ↔ Je = 1/2 qui est, par exemple, celui de la composante hyperfine
F = 1/2 ↔ F = 1/2 de la transition 61S0 ↔ 63P1 de l’isotope 199 du mercure
(λL= 253.7 nm). C’est sur une telle transition que les déplacements lumineux ont
été observés pour la première fois [51].

La partie gauche de la Figure 5 montre les composantes σ+ et σ− de cette
transition reliant respectivement mg = −1/2 à me = +1/2 et mg = +1/2 à me =
−1/2. Si la polarisation du faisceau lumineux est σ+, le déplacement lumineux de
mg = −1/2 est non nul et bien défini, car l’absorption et la ré-émission d’un photon
σ+ ne peut relier le sous-niveau mg = −1/2 qu’à lui-même. Par contre, le sous-niveau
mg = +1/2 n’est pas déplacé, car il n’existe pas de transition optique σ+ partant de
mg = +1/2. Les conclusions sont inversées si la polarisation du faisceau lumineux
est σ− : le déplacement du sous-niveau mg = +1/2 est bien défini et le sous-niveau
mg = −1/2 n’est pas déplacé. Or les coefficients de Clebsch-Gordan (Complément
BX) des transitions σ+ et σ− sont égaux par symétrie ; les déplacements lumineux
ont donc la même valeur pour une excitation σ+ du sous-niveau mg = −1/2 et pour
une excitation σ− de même intensité du sous-niveau mg = +1/2.

En présence d’un champ magnétique statique, il existe un écart d’énergie entre
les deux sous-niveaux mg = ±1/2 de l’atome (effet Zeeman). On voit sur la partie
droite de la Figure 5 qu’une excitation lumineuse non résonnante change cet écart
de quantités égales et opposées 7 suivant qu’elle a une polarisation σ+ ou σ−. La
raie de résonance magnétique dans l’état fondamental, détectée par des méthodes
optiques utilisant un faisceau résonnant (Complément CXIX, § 2-b), est donc déplacée
quand on applique un second faisceau non résonnant ; ce déplacement prend des
signes opposés selon que ce faisceau a une polarisation σ+ ou σ−. Comme les temps

7. On suppose que le désaccord δ est grand devant l’écart Zeeman.
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mg = −1/2 mg = +1/2

me = −1/2 me = +1/2

σ+σ
−

mg = +1/2

mg = −1/2

σ+

σ
−

Figure 5 – La partie gauche de la figure montre la transition Jg = 1/2→ Je = 1/2,
ses sous-niveaux Zeeman, ainsi que les polarisations des faisceaux lumineux qui in-
duisent des transitions entre eux. Dans le schéma de la partie droite, le centre repré-
sente les niveaux d’énergie de l’état fondamental en l’absence de faisceau lumineux
(niveaux Zeeman dans un champ magnétique statique) ; les deux extensions latérales
indiquent leurs déplacements énergétiques sous l’effet d’un faisceau lumineux non ré-
sonnant, soit de polarisation σ+, soit de polarisation σ−. Dans le premier cas, c’est
le sous-niveau mg = −1/2 qui est sélectivement déplacé, dans le second cas c’est le
sous-niveau mg = +1/2. C’est pourquoi, suivant que la polarisation du faisceau est
σ+ ou σ−, la modification de l’écart énergétique entre les deux sous-niveaux Zeeman
change de signe.

de relaxation dans l’état fondamental peuvent être très longs, la raie de résonance
magnétique dans l’état fondamental est très étroite, ce qui permet de détecter des
déplacements lumineux très petits, de l’ordre du Hz. C’est ainsi que les déplacements
lumineux ont pu être mis en évidence en 1961, à une époque où les sources laser
n’étaient pas encore disponibles dans les laboratoires [51]. Avec de telles sources, il
est maintenant courant d’observer des déplacements de l’ordre de 106 Hz, voire plus.

3. Domaine des couplages forts

Nous examinons maintenant comment les résultats précédents sont modifiés
dans le régime des couplages forts.

3-a. Valeurs propres et vecteurs propres de l’hamiltonien effectif

On est dans le domaine des couplages forts lorsque l’élément non diagonal
~ΩR/2 de l’hamiltonien effectif donné en (22) est grand devant la différence entre
les deux éléments diagonaux :

ΩR ≫ |δ| et ΩR ≫ Γ (36)

Pour simplifier la discussion, nous nous limiterons au cas résonnant (δ = 0). L’équa-
tion (23), qui donne les valeurs propres de la matrice 2×2 de (22) pour toute valeur
de ΩR, devient dans ce cas :

λ± = −iΓ
4
± 1

2

√
Ω2
R −

Γ2

4
(37)
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où, à nouveau, nous utilisons la notation concise de la racine carrée d’un nombre qui
n’est pas toujours positif (cf. note 6).

Tant que ΩR < Γ/2, le dernier terme du second membre de (37) est imaginaire
pur. Il en est de même des deux valeurs propres λ±, qui sont égales à :

λ± = −i
[
Γ

4
∓ 1

2

√
Γ2

4
− Ω2

R

]
(38)

Si de plus ΩR ≪ Γ, un développement limité de (38) en puissances de ΩR/Γ donne
λ+ = −iγg/2 et λ− = −i(Γ − γg)/2 ; on retrouve bien les résultats du § précédent
pour le couplage faible. Quand ΩR augmente tout en restant inférieur à Γ/2, la
valeur propre λ+ augmente tandis que λ− diminue, leur somme (λ+ + λ−) restant
constante et égale à −iΓ/2. Quand ΩR atteint la valeur Γ/2, les deux valeurs propres
λ± sont toutes deux égales à −iΓ/4.

Dès que ΩR devient supérieur à Γ/2, le dernier terme de (37) devient réel. Les
deux valeurs propres λ± ont des parties réelles opposées et la même partie imaginaire
égale à −iΓ/4 ; les deux niveaux habillés ont alors toujours la même largeur Γ/4.
Quand le couplage devient fort (ΩR ≫ Γ ), les énergies valent :

λ± ≃ −i
Γ

4
± ΩR

2
(39)

et les vecteurs propres tendent vers les combinaisons linéaires symétrique et anti-
symétrique de |g,N〉 et |e,N − 1〉 :

|ψ±(N)〉 → 1√
2
[|g,N〉 ± |e,N − 1〉] (40)

De tels états ne peuvent plus être considérés comme obtenus par une légère conta-
mination mutuelle des états non perturbés de la multiplicité E(N ). Ils sont d’ailleurs
intriqués, donc impossibles à considérer comme des produits d’un état atomique par
un état du champ. Ces états du système global atome + champ sont couramment
appelés états de l’atome habillé par le champ.

3-b. Variation des énergies des états habillés avec le désaccord

La Figure 6 représente en traits pleins la variation des énergies des états
habillés |ψ±(N)〉 en fonction de ℏωL. On repère les énergies par rapport à celle de
l’état non perturbé |e,N − 1〉 prise égale à ~ω0, et donc représentée par une droite
horizontale d’ordonnée ~ω0. Par rapport à cette énergie, celle de l’état |g,N〉 est
égale à ~ωL et se représente donc par une droite de pente unité coupant l’horizontale
représentant l’énergie de |e,N − 1〉 au point d’abscisse ~ω0.

A résonance (ωL = ω0), les deux états habillés |ψ±(N)〉 sont séparés par une
énergie ~ΩR, puisque nous supposons ici que s’applique le domaine des couplages
forts où ΩR ≫ Γ. Commençons par négliger complètement Γ. Si l’on s’écarte de
résonance en prenant des désaccords de plus en plus grands en module, on finit
par atteindre des régions où |δ| devient plus grand que ΩR, ce qui correspond à une
situation où le couplage est faible. En faisant varier le désaccord, on passe ainsi conti-
nûment d’une région de couplage fort à une région de couplage faible. Les énergies
des niveaux habillés |ψ±(N)〉 forment une hyperbole admettant pour asymptotes les
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Figure 6 – Énergies des états habillés |ψ±(N)〉 (traits pleins) et des états non
perturbés |g,N〉 et |e,N − 1〉 (traits tiretés) en fonction de ~ωL. Les énergies sont
repérées par rapport à celle de l’état non perturbé |e,N−1〉, prise égale à ~ω0. Quand
~ωL varie, les énergies des états habillés forment une hyperbole dont les asymptotes
sont les droites représentant les énergies des états non perturbés (anti-croisement).

énergies des états non perturbés |g,N〉 et |e,N − 1〉 (Figure 6). Près des asymp-
totes, les états habillés sont très proches des états non couplés correspondant à ces
asymptotes, et la distance entre l’hyperbole et son asymptote n’est autre que le
déplacement lumineux δg défini en (27).

Si l’on tenait compte de la largeur naturelle Γ du niveau excité e, il faudrait
ajouter une largeur aux niveaux habillés représentés sur la Figure 6. Loin du centre de
l’anti-croisement, près des asymptotes, la largeur serait Γ−γg pour les états habillés
près de l’asymptote horizontale, et γg pour les états habillés près de l’asymptote
de pente unité. Lors d’un déplacement continu le long de l’une des branches de
l’hyperbole, la largeur passe d’une valeur à l’autre en prenant la valeur Γ/4 au
centre de l’anti-croisement.

Un autre phénomène intéressant se produit quand le système suit continûment
l’une des branches de l’hyperbole. Supposons qu’il se déplace sur la branche inférieure
de l’hyperbole, de la gauche vers la droite. Si le passage est suffisamment lent pour
que l’on puisse négliger toute transition non adiabatique vers l’autre niveau habillé,
c’est-à-dire vers l’autre branche de l’hyperbole, on passe continûment de l’état |g,N〉
à l’état |e,N − 1〉. Il s’agit là d’une autre façon commode de passer de g à e : plutôt
que d’appliquer le champ à résonance pendant un temps tel que l’oscillation de Rabi
amène le système de g à e (impulsion π), on balaye lentement la fréquence du champ
d’une valeur inférieure à la valeur de résonance à une valeur supérieure. Cependant,
le balayage ne doit pas être trop lent non plus, car il doit se faire à une échelle de
temps qui reste plus courte que celle des processus dissipatifs qui changent l’état
interne de l’atome. Un tel passage est souvent appelé “passage adiabatique rapide”,
car il doit être à la fois suffisamment lent pour rester adiabatique et suffisamment
rapide pour éviter toute dissipation pendant le temps de passage. L’approche de
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l’atome habillé permet donc de clairement préciser les conditions permettant de
transférer l’atome d’un niveau à l’autre.

3-c. Triplet de fluorescence

Figure 7 – Transitions radiatives reliant l’un des deux états |ψ±(N)〉 de la multipli-
cité E(N) à l’un des deux états |ψ±(N − 1)〉 de la multiplicité E(N − 1) située à une
distance ~ωL au-dessous de E(N). Le rayonnement excitateur est supposé exacte-
ment résonnant, de sorte que les deux états |ψ±〉 de chaque multiplicité sont séparés
par un intervalle ~ΩR.

La méthode de l’atome habillé permet également de rendre compte simplement
du spectre des raies émises spontanément par l’atome lorsque ce dernier est soumis à
un rayonnement intense. Dans le § E-1 du Chapitre XX consacré à l’étude la diffusion
élastique, nous avons vu que le rayonnement émis spontanément par l’atome a la
même fréquence que le rayonnement excitateur lorsque l’intensité de ce dernier est
suffisamment faible pour qu’un traitement perturbatif soit suffisant. Nous allons
voir que la situation est différente lorsque le rayonnement excitateur est intense : de
nouvelles fréquences apparaissent dans la lumière émise par l’atome 8.

Supposons le rayonnement excitateur résonnant et intense, de sorte que les
deux niveaux habillés |ψ±(N)〉 de la multiplicité E(N) sont séparés par un intervalle
~ΩR (Figure 7). Ces deux états sont des superpositions linéaires des états |g,N〉 et
|e,N−1〉 ; en conséquence, ils ont tous deux une projection non nulle sur |e,N−1〉. De
même, les deux états |ψ±(N−1)〉 de la multiplitité E(N−1) sont des superpositions
linéaires des états |g,N − 1〉 et |e,N − 2〉 ; ils ont tous deux une projection non
nulle sur |g,N −1〉. Les raies émises spontanément par l’atome sont celles qui relient
deux niveaux d’énergie entre lesquels l’opérateur dipôle atomique D a un élément
de matrice non nul. Comme D ne change pas le nombre de photons N et peut relier
e à g, l’élément de matrice 〈g,N − 1|D|e,N − 1〉 est non nul ; chacun des deux états
|ψ±(N)〉 peut être relié par D à chacun des deux états |ψ±(N − 1)〉. Les quatre

8. Il ne s’agit pas d’une diffusion Raman car nous supposons ici qu’il n’y a pas d’autres
niveaux atomiques que e et g.
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transitions radiatives représentées par des flèches ondulées sur la Figure 7 sont donc
permises et correspondent à trois fréquences distinctes : la fréquence ωL + Ω pour
la transition |ψ+(N)〉 → |ψ−(N − 1)〉 ; la fréquence ωL pour les deux transitions
|ψ+(N)〉 → |ψ+(N − 1)〉 et |ψ−(N)〉 → |ψ−(N − 1)〉 ; la fréquence ωL − Ω pour la
transition |ψ−(N)〉 → |ψ+(N − 1)〉. Il apparaît ainsi un triplet de fréquences pour
la lumière émise spontanément, prédit la première fois par Mollow [52] à partir d’un
traitement semi-classique.

Doublet Autler-Townes
Supposons que l’un des deux états atomiques considérés jusqu’ici, par exemple g,
soit relié par une transition permise à un troisième état c, de sorte que 〈c|D|g〉
est non nul. Supposons aussi que la fréquence ωL du rayonnement qui excite de
manière résonnante la transition g → e soit très non résonnante pour la transition
g → c ; elle ne perturbe donc pas l’état c et les états |c,N〉 peuvent être considérés
comme des états propres de l’hamiltonien total, éventuellement légèrement dépla-
cés. Les deux états |ψ±(N)〉 qui ont tous deux une projection non nulle sur |g,N〉
peuvent donc être reliés par D à |c,N〉. On en déduit que la transition g → c est
dédoublée en deux raies séparées de ~Ω par la présence d’un rayonnement intense
qui excite la transition g → e. On parle alors de “doublet Autler-Townes” [53].

3-d. Corrélations temporelles entre les photons de fluorescence

Nous étudions maintenant les caractéristiques temporelles du rayonnement
émis spontanément par l’atome lorsqu’il est en constante interaction avec le champ
électromagnétique incident du laser.

α. La cascade radiative de l’atome habillé

Nous avons vu que l’émission spontanée d’un photon fait passer l’atome habillé
d’une multiplitité E(N) à la multiplicité E(N −1) située immédiatement au-dessous,
à une distance ℏωL. Une étude précise de l’évolution du système physique quand il
quitte la multiplicité E(N) nécessiterait de recourir à l’équation pilote, déjà men-
tionnée au § 1-e. Nous nous contententerons ici d’une discussion qualitative, mais le
lecteur intéressé par une approche plus détaillée pourra consulter le § D du Chapitre
VI de [20].

Une fois dans E(N − 1), l’atome peut émettre spontanément un nouveau pho-
ton, ce qui fait passer l’atome habillé dans E(N − 2), et ainsi de suite. La succession
des photons émis spontanément par l’atome constamment excité par le rayonnement
laser crée ainsi une “cascade radiative” de l’atome habillé descendant son diagramme
d’énergie.

L’image de cette cascade radiative permet d’étudier les corrélations tempo-
relles entre les photons émis par l’atome. Comme nous allons le voir, les corrélations
observées dépendent de la résolution spectrale des photodétecteurs utilisés.

β. Photodétection à grande résolution spectrale

Avec une résolution spectrale suffisante, on peut observer des corrélations tem-
porelles entre les photons émis dans les deux bandes latérales du triplet. Supposons
en effet que des filtres soient placés devant les photodétecteurs, de façon que cha-
cun d’entre eux ne reçoive qu’une composante du triplet de fluorescence, dont les
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fréquences sont centrées à ωL, ωL+ΩR et ωL−ΩR. La résolution spectrale de l’appa-
reillage est alors meilleure que la séparation en fréquence ΩR de ce triplet, mais n’a
pas besoin d’être comparable à la largeur naturelle Γ de chacune de ces composantes.
Si nous appelons δω cette résolution spectrale, nous avons donc :

Γ < δω < ΩR (41)

Supposons qu’un détecteur enregistre à un instant donné un photon, émis par
exemple dans la bande latérale centrée en ωL+ΩR lors de la transition |Ψ+ (N)〉 →
|Ψ− (N − 1)〉 (flèche ondulée à gauche de la Figure 7). Le prochain photon est
émis par le système à partir de |Ψ− (N − 1)〉 et donne lieu, soit à la transition
|Ψ− (N − 1)〉 → |Ψ− (N − 2)〉 avec un photon de fréquence ωL, soit à la transition
|Ψ− (N − 1)〉 → |Ψ+ (N − 2)〉 avec un photon de fréquence ωL − ΩR. Il s’ensuit
qu’un second photon de même fréquence ωL + ΩR que le premier ne peut pas être
émis immédiatement après le premier.

Si la fréquence de ce second photon est ωL, le système arrive dans l’état
|Ψ− (N − 2)〉 ; à partir de là il peut émettre, soit un troisième photon de même
fréquence ωL, soit un troisième photon de fréquence plus faible ωL − ΩR. Si en
revanche la fréquence de ce second photon est ωL − ΩR, le système arrive dans
l’état |Ψ+ (N − 2)〉 ; à partir de là il peut émettre, soit un photon de fréquence
plus grande ωL +ΩR, soit un photon de fréquence ωL. Contrairement au second, le
troisième photon peut donc avoir la même fréquence ωL+ΩR que le premier. Par le
même raisonnement, on vérifie que, si le premier photon a la fréquence ωL −ΩR, ce
ne peut pas être le cas du second ; il faut attendre le troisième photon pour pouvoir
obtenir la même fréquence ωL −ΩR. Ainsi, si seuls les photons aux deux fréquences
extrêmes ωL±ΩR sont observés, les deux processus d’émission qui sont détectés sont
nécessairement alternés dans le temps (mais ces événements peuvent être séparés par
un nombre arbitraire d’émissions de photons de fréquence centrale ωL).

Remarque :

Par transformation de Fourier et retour à l’espace des temps, la relation (41) impose
une limite à la résolution temporelle δt du système de détection : δt ≥ 1/ΩR. Il est
donc impossible de mesurer un temps d’émission du photon avec une précision qui
soit de l’ordre de la période de précession de Rabi.

γ. Photodétection à grande résolution temporelle

Nous étudions maintenant le cas opposé où les détecteurs ont une résolution
temporelle meilleure que la période de la précession de Rabi. Ceci permet de déter-
miner de façon précise quand le photon a été émis, mais il n’est plus possible de
distinguer les fréquences des trois composantes du triplet.

Nous avons vu plus haut (§ 1-e) que les processus élémentaires d’émission
spontanée ont un temps de corrélation très court devant tous les autres temps du
problème (à cause de la grande largeur spectrale ∆ω du réservoir de modes vides).
Une émission spontanée à partir de E(N) correspond donc à un processus de “saut
quantique” très bref qui fait paser le système de l’état |e,N − 1〉 de E(N) à l’état
|g,N − 1〉 de E(N − 1). Une fois arrivé dans ce second état, l’atome ne peut pas
émettre immédiatement un second photon, puisqu’aucune émission spontanée ne
peut se produire à partir d’un état fondamental g. Il faut donc attendre un certain
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temps pour que le couplage entre l’atome et le laser fasse passer le système de l’état
|g,N − 1〉 à l’état |e,N − 2〉 auquel il est couplé, et à partir duquel un autre photon
peut être émis spontanément. Le système va ensuite tomber dans l’état |g,N − 2〉,
et le processus précédent reprend (avec une valeur de N diminuée d’une unité). Ce
raisonnement permet de comprendre qu’il existe un phénomène de “dégroupement
temporel des photons” émis par un atome unique, puisqu’ils doivent être séparés d’un
temps minimal de l’ordre de 1/ΩR ; ce dégroupement a déjà été décrit au § 3-b-γ du
Complément BXX.

4. Modifications du champ. Dispersion et absorption

Nous étudions maintenant les modifications subies par le champ électroma-
gnétique sous l’effet de ses interactions avec l’atome.

4-a. Atome dans une cavité

L’interaction atome-champ ne perturbe pas seulement l’atome ; les proprié-
tés du champ sont également modifiées. Pour étudier ce problème, il est commode
de considérer un atome placé dans une cavité réelle, supposée parfaite, c’est-à-dire
dont les pertes peuvent être ignorées (les échelles de temps pour lesquelles elles se
manifestent sont beaucoup plus longues que tous les autres temps pertinents de l’ex-
périence). A la différence de ce que nous avons fait précédemment, nous gardons
maintenant la dépendance en N des fréquences de Rabi ΩN données par les équa-
tions (8) et (9), puisque le nombre de photons N a un sens physique dans la cavité
(§ 1-d).

Figure 8 – Niveaux d’énergie du système atome + champ pour des faibles valeurs
du nombre N de photons (en unités de fréquences : les énergies sont divisées par
~). Les états |g,N〉 et |e,N − 1〉 de E(N) subissent des déplacements opposés et
proportionnels à N . L’état |g, 0〉 ne subit aucun déplacement.

La Figure 8 représente les premières multiplicités E(N) du système atome
+ champ pour des faibles valeurs du nombre N de photons, croissant à partir de
N = 0. La multiplitité E(0) ne contient qu’un seul état, l’état |g, 0〉. La multiplicité
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E(1) contient les deux états |g, 1〉 et |e, 0〉. La multiplicité E(2) contient les deux
états |g, 2〉 et |e, 1〉, et ainsi de suite.

Nous supposerons que le couplage est faible, de sorte que nous pouvons uti-
liser les résultats perturbatifs du § 2 pour les déplacements lumineux subis par les
différents états non perturbés. L’état |g, 0〉 ne subit aucun déplacement car il n’est
couplé à aucun autre état 9. Les états |g, 1〉 et |e, 0〉 de E(1) subissent des déplace-
ments opposés +δg et −δg, respectivement, où δg est donné par l’équation (6) ; dans
cette relation on remplace ΩR par Ω1, puisque la valeur de la fréquence de Rabi pour
N = 1 est, d’après (8), égale à Ω1. Si nous posons :

δ0 = Ω2
1

δ

4δ2 + Γ2
, (42)

les déplacements des états |g, 1〉 et |e, 0〉 sont respectivement égaux à +δ0 et −δ0. Les
carrés des fréquences de Rabi ΩN caractérisant le couplage atome champ dans les
multiplicités E(N), croissent d’après (8), comme N ; en conséquence, les états |g, 2〉
et |e, 1〉 de E(2) subissent des déplacements respectivement égaux à +2δ0 et −2δ0.
Plus généralement, les états |g,N〉 et |e,N − 1〉 de E(N) subissent des déplacements
respectivement égaux à +Nδ0 et −Nδ0.

Un raisonnement analogue peut être fait pour les élargissements radiatifs. Il
permet de montrer que les largeurs radiatives des états |g,N〉 et |e,N − 1〉 de E(N)
sont respectivement égales 10 à +Nγ0 et Γ−Nγ0, où γ0 est donné, d’après (6) par :

γ0 = Ω2
0

Γ

4δ2 + Γ2
(43)

4-b. Déplacement de la fréquence du champ en présence de l’atome

Considérons la colonne de gauche de la Figure 8. L’écart entre les énergies
perturbées des états |g, 1〉 et |g, 0〉 est égal à ~(ωL + δ0) ; l’écart entre les énergies
perturbées des états |g, 2〉 et |g, 1〉 est égal à ~(ωL + 2δ0 − δ0) = ~(ωL + δ0), et ainsi
de suite. Le fait que le déplacement radiatif des états |g,N〉 augmente linéairement
avec N , comme Nδ0, entraîne que les niveaux perturbés de la colonne de gauche de
la Figure 8 demeurent équidistants lorsqu’on tient compte du couplage ; la distance
entre niveaux consécutifs passe simplement de ~ωL à ~(ωL+δ0). En d’autres termes,
la présence d’un atome dans l’état g dans la cavité change la fréquence du champ en
la faisant passer de ωL à ωL+ δ0. Comme les déplacements lumineux des états de la
colonne de droite de la Figure 8 sont de signes opposés, un raisonnement analogue
permet de montrer que la présence d’un atome dans l’état e dans la cavité fait passer
la fréquence du champ de ωL à ωL − δ0.

L’interaction atome-champ déplace donc la fréquence du champ dans la cavité
d’une quantité qui change de signe suivant que l’atome est dans l’état interne g ou e.
Supposons que cette interaction dure un temps T , ce qui se produit si un atome est
envoyé dans la cavité et la traverse pendant ce temps. L’oscillation du champ va alors
accumuler un déphasage φ par rapport à l’oscillation libre en l’absence d’atome ; ce

9. Il existe bien un couplage entre l’état |g, 0〉 et l’état |e, 1〉, mais ce couplage est très
fortement non résonnant ; nous l’ignorons puisque, comme nous l’avons dit plus haut, nous faisons
un calcul à l’ordre zéro en ΩR/ωL.

10. L’état |g, 0〉 ne subit aucun élargissement radiatif.
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déphasage est égal à φ = +δ0T si l’atome est dans l’état g, à φ = −δ0T si l’atome
est dans e.

Cette modification de la fréquence du champ est un effet analogue à celui
décrit par la partie réelle de l’indice de réfraction. Un faisceau lumineux qui traverse
un milieu atomique subit une modification de sa vitesse de propagation, sans que
sa fréquence ne change. Dans une cavité, la longueur d’onde du champ ne peut
changer puisqu’elle est déterminée par les conditions aux limites sur les parois de
la cavité et est donc reliée aux dimensions de la cavité. Le déphasage par rapport
à l’évolution libre ne peut plus s’accumuler dans l’espace, mais dans le temps, par
une modification de la fréquence du champ. Quand on fait varier la fréquence ωL
du champ de part et d’autre de la fréquence atomique ω0, le changement de signe
du déplacement lumineux δ0 rappelle le changement de signe de la partie réelle de
l’indice de réfraction au voisinage d’une résonance atomique 11.

4-c. Absorption du champ

Considérons un atome dans l’état fondamental g qui, à l’instant t = 0, se
trouve en présence d’un champ dans un état cohérent quasi classique |α〉 (Complé-
ment GV) du mode ωL. L’état du système total s’écrit :

|ψ(0)〉 = |g〉 ⊗ |α〉 =
∞∑

N=0

αN√
N !

e−|α|2/2 |g,N〉. (44)

L’évolution ultérieure en présence du couplage modifie les énergies des états |g,N〉
qui deviennent égales à :

ẼN = N~(ωL + δ0 − iγ0/2). (45)

et l’état du système à l’instant t est transformé en :

|ψ(t)〉 =
∞∑

N=0

αN√
N !

e−|α|2/2 exp[−iN(ωL + δ0 − iγ0/2)t] |g,N〉

∝ |g〉 ⊗ |α exp[−i(ωL + δ0 − iγ0/2)t]〉. (46)

L’atome est toujours en présence d’un état cohérent quasi classique. Cependant, par
rapport à l’évolution libre de cet état en l’absence de couplage, l’interaction atome-
champ a introduit un déphasage δ0t (comme discuté plus haut) ainsi qu’une décrois-
sance de l’amplitude en e−γ0t/2, donc une atténuation de l’amplitude du champ. Ceci
rappelle l’absorption du rayonnement décrite par la partie imaginaire de l’indice de
réfraction.

On peut donc dire en conclusion de cette partie que le couplage atome-champ
fait apparaître des déplacements lumineux et des élargissements radiatifs des niveaux
de l’atome qui sont les pendants, pour ce dernier, des effets bien connus en optique
de dispersion et d’absorption du champ.

Conclusion

Nous avons présenté dans ce complément une grande variété de situations
pour lesquelles l’approche de l’atome habillé apporte une importante clarification,

11. Cet effet est parfois appelé “dispersion anormale.”
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tout en évitant des calculs compliqués. Le fait de considérer l’atome et le mode du
champ avec lequel il interagit comme un système quantique décrit par un hamilto-
nien indépendant du temps permet d’introduire des véritables niveaux d’énergie du
système global ; on obtient ainsi un éclairage nouveau et général sur les processus
d’absorption et d’émission induite de photons.

On peut par exemple comprendre aisément comment le couplage atome-photons
modifie le diagramme d’énergie de l’atome habillé aux fortes intensités, et donc inter-
préter très simplement les nouvelles fréquences émises qui apparaissent alors dans le
spectre de fluorescence. Comme le diagramme d’énergie de l’atome habillé est formé
de multiplicités séparées d’une énergie égale à l’énergie d’un photon, l’émission spon-
tanée d’un photon apparaît dans cette approche comme un saut quantique de l’atome
habillé d’une multiplicité à la multiplicité inférieure la plus proche (cascade radia-
tive). La fonction délai donnant la distribution des intervalles de temps séparant
deux sauts quantiques successifs peut être calculée simplement dans cette approche
et permet d’étudier les corrélations temporelles entre photons de fluorescence. Men-
tionnons enfin que la connaissance de cette fonction délai permet de simuler l’évolu-
tion temporelle d’un atome et d’obtenir des trajectoires quantiques individuelles qui
peuvent éventuellement être ensuite moyennées pour obtenir l’évolution moyenne.
Nous présenterons différentes applications expérimentales de la méthode de l’atome
habillé dans le complément suivant.
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Les déplacements lumineux étudiés dans le § 2-b du Complément CXX pos-
sèdent plusieurs propriétés importantes qui les rendent intéressants pour de nom-
breuses applications ; le but de ce complément est de les discuter brièvement.

Ces déplacement sont proportionnels à l’intensité laser de sorte que, si l’inten-
sité laser est inhomogène spatialement, leur grandeur varie dans l’espace. On peut
donc les utiliser pour créer des puits de potentiel (§ 1) permettant de piéger des
atomes suffisamment froids (pièges laser), ou également des barrières de potentiel
(§ 2) permettant de les réfléchir (miroirs pour atomes). Une situation particulière-
ment intéressante est celle d’un réseau périodique de puits de potentiel apparaissant
aux nœuds ou aux ventres d’une onde laser stationnaire désaccordée de résonance
(§ 3). La situation rappelle alors celle d’électrons piégés dans le potentiel pério-
dique d’un réseau cristallin. Les réseaux d’atomes neutres peuvent permettre ainsi
de simuler des problèmes de matière condensée.

Si le désaccord δ entre la fréquence du laser et la résonance atomique n’est pas
trop grand et si plusieurs sous-niveaux Zeeman existent dans l’état fondamental, il
peut y avoir coexistence entre effets non dissipatifs, comme les déplacements lumi-
neux, et effets dissipatifs, comme le pompage optique entre sous-niveaux Zeeman.
Nous montrons dans le § 4 comment des corrélations entre ces deux types d’effets
peuvent donner naissance à des mécanismes nouveaux de refroidissement, comme
le refroidissement Sisyphe, permettant de refroidir les atomes à des températures
beaucoup plus basses que le refroidissement Doppler.

Enfin, nous montrons dans le § 5 comment les déplacements lumineux d’un
atome traversant une cavité très désaccordée peuvent permettre, par des mesures
effectuées sur l’atome à la sortie de la cavité, de déterminer le nombre de photons
présents dans la cavité sans qu’aucun photon ne soit absorbé.

1. Forces dipolaires et pièges laser

Si l’intensité lumineuse varie dans l’espace, ce qui est le cas par exemple pour
un faisceau laser focalisé ou une onde stationnaire, les déplacements lumineux varient
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eux aussi dans l’espace. Lorsque le désaccord δ entre la fréquence laser et la fréquence
atomique est suffisamment grand devant la largeur naturelle Γ du niveau excité,
on peut négliger la dissipation liée à l’émission spontanée pendant les échelles de
temps caractéristiques de l’expérience. Le déplacement lumineux ~δg(R) de l’état
fondamental g dépend, comme l’intensité lumineuse, de la position R du centre
de masse de l’atome ; il peut alors être considéré comme une énergie potentielle
V (R) = ~δg(R) qui modifie le mouvement de l’atome. Le signe de ce potentiel est
le même que celui du déplacement lumineux et dépend donc du signe du désaccord
de fréquence δ.

Le potentiel V (r) donne lieu à une force :

Fdip (R) = −∇RV (R) (1)

qui est appelée “force dipolaire”, ou encore “force réactive” (§ 11.4 de [23]). Elle est
différente des forces de pression de radiation étudiées dans le § 1-d du Complément
AXIX, qui sont dues à des échanges d’impulsion lors des absorptions de photons
par l’atome, suivies d’émission spontanées. Les forces dipolaires ont été introduites
ici comme résultant des variations spatiales des déplacement lumineux des niveaux
de l’atome habillé. On peut également considérer qu’elles résultent de processus de
redistribution de photons entre les différentes ondes planes qui constituent l’onde
laser 1 : l’atome absorbe un photon dans une onde plane et le ré-émet de façon
stimulée dans une autre onde plane ; ce processus fait varier son impulsion et donne
donc naissance à une force.

Remarque :

Comme les déplacements lumineux, les forces dipolaires varient selon une courbe
de dispersion en fonction du désaccord de fréquence δ entre la fréquence du laser
et la fréquence atomique. De plus, les déplacements lumineux des deux niveaux
habillés d’une multiplicité E(N) sont de signes opposés pour un désaccord δ donné ;
le signe de la force dipolaire change donc d’un état habillé |Ψ+ (N)〉 à l’état associé
|Ψ− (N)〉. Si le désaccord δ n’est pas trop grand, et si des processus d’émission
spontanée se produisent, la cascade radiative de l’atome habillé peut donc produire
des changements de signe de la force dipolaire en faisant passer l’atome d’états
|Ψ+ (N)〉 à |Ψ− (N)〉 et réciproquement ; c’est l’origine des fluctuations des forces
dipolaires.

Une application importante des forces dipolaires est la réalisation de pièges
laser. Commençons par considérer le cas d’un faisceau laser désaccordé vers le rouge
(ωL < ω0) et focalisé au point O. Le déplacement lumineux, nul à l’extérieur du
faisceau laser, est négatif à l’intérieur du faisceau laser ; il croît en valeur absolue
quand on s’approche du point de focalisation du faisceau, point où il atteint sa valeur
maximale. Il en résulte donc un puits de potentiel dans lequel un atome neutre peut
être piégé ; il l’est effectivement si son énergie cinétique, de l’ordre de kBT à un
facteur près, est inférieure à la profondeur U0 du puits de potentiel. C’est la raison
pour laquelle ces pièges laser n’ont pu être réalisés que dans les années 80, une fois

1. Une simple onde plane n’a pas de gradient d’intensité, et n’exerce donc aucune force de
gradient. Les forces dipolaires, dues à des gradients d’intensité, n’existent donc qu’en présence de
plusieurs ondes planes de vecteurs d’onde différents.
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que les techniques de refroidissement laser des atomes (Complément AXIX, § 2) ont
permis de ralentir les atomes à des températures de l’ordre du microkelvin [54].

Remarque :

Les forces de piégeage intervenant dans les pièges laser sont de l’ordre du produit
d’un dipôle atomique par un gradient de champ laser. Elles sont donc beaucoup
plus faibles que les forces exercées par un champ électrique statique sur une par-
ticule chargée. C’est la raison pour laquelle les pièges laser pour atomes neutres
sont beaucoup moins profonds que les pièges pour électrons ou ions. Il existe ce-
pendant d’autres types de pièges pour atomes neutres utilisant d’autres mécanismes
physiques (voir par exemple le § 2-c du Complément AXIX, et le Chapitre 14 de la
référence [23] où ils sont brièvement passés en revue).

2. Miroirs pour atomes

Figure 1 – (a) Un faisceau laser subit une réflexion totale sur la paroi interne d’un
bloc de verre (partie grisée de la figure) dans lequel il se propage. A l’extérieur du
bloc de verre apparaît une onde évanescente. (b) Si le laser est désaccordé vers le
bleu (ωL > ω0), cette onde évanescente donne naissance à une barrière de potentiel
de hauteur U0. Des atomes tombant sur cette barrière avec une énergie E inférieure
à U0 sont réfléchis par la barrière et rebroussent chemin.

Un laser désaccordé vers le bleu (ωL > ω0) donne naissance à des potentiels
répulsifs. Supposons par exemple que l’onde se propage à l’intérieur d’un bloc de
verre et subisse une réflexion totale sur une paroi du bloc de verre séparant le bloc
de verre du vide (Figure 1-a). A l’extérieur du bloc de verre apparaît une onde éva-
nescente décroissant exponentiellement avec la distance à la surface sur une distance
de l’ordre de la longueur d’onde du laser. Cette onde évanescente donne naissance
à une barrière de potentiel de hauteur U0 sur laquelle des atomes arrivant avec une
énergie E < U0 sont réfléchis 2 (Figure 1-b). On réalise ainsi un miroir pour atomes
neutres [55].

2. Des atomes tombant sur une surface solide ne seraient pas réfléchis, mais colleraient à la
surface.
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3. Réseaux optiques

Dans une onde laser stationnaire, l’intensité lumineuse est modulée dans l’es-
pace avec une période λ/2 : l’intensité est maximale aux ventres de l’onde station-
naire, nulle aux nœuds. Un réseau périodique de puits de potentiel est ainsi créé,
situés aux ventres de l’onde si le désaccord est négatif (ωL < ω0), aux nœuds s’il
est positif (ωL > ω0). La Figure 2 représente un réseau optique à deux dimensions
obtenu avec deux ondes stationnaires le long de deux axes orthogonaux 3.

Figure 2 – Représentation schématique d’un réseau optique à deux dimensions :
placé dans la somme de deux ondes laser stationnaires variant selon deux axes or-
thogonaux, l’atome est soumis à un potentiel périodique dans l’espace, représenté par
la surface ondulée de la figure. Il apparaît alors un réseau périodique de puits de po-
tentiel, situés aux ventres de l’onde stationnaire si ωL < ω0, aux nœuds si ωL > ω0.
Les sphères au-dessus de la surface représentent les positions auxquelles les atomes
peuvent être piégés.

L’étude des réseaux optiques est intéressante pour plusieurs raisons, en parti-
culier parce que le mouvement d’un atome neutre dans un réseau optique rappelle
beaucoup celui d’un électron dans un réseau cristallin. Les ordres de grandeur sont
certes très différents, puisque la période spatiale d’un réseau optique est de l’ordre du
micromètre, alors que la période d’un réseau cristallin est de l’ordre d’une fraction
de nanomètre. Mais les réseaux optiques offrent un grand nombre de possibilités qui
n’existent pas pour les réseaux cristallins :

– On peut aisément changer l’intensité des ondes laser formant l’onde station-
naire et modifier ainsi la profondeur des puits de potentiel ; ceci permet de
contrôler l’importance de l’effet tunnel entre puits de potentiel voisins. Il a
ainsi été possible d’explorer la transition entre un régime de puits profonds
où les atomes sont localisés au fond des puits et un régime de puits peu pro-
fonds où leurs fonctions d’onde sont délocalisées sur l’ensemble du réseau
[56].

3. Les fréquences ωL1 et ωL2 des deux ondes stationnaires sont en général suffisamment
différentes pour que les termes d’interférence entre les deux ondes aient un effet négligeable sur le
mouvement de l’atome ; on peut alors ajouter indépendamment les potentiels créés par les deux
ondes. Ceci est réalisé si |ωL1 − ωL2| est grand devant toutes les fréquences caractéristiques du
mouvement de l’atome, par exemple la fréquence de son mouvement de vibration au fond du puits ;
les termes d’interférence oscillent alors trop vite pour avoir un effet appréciable.
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– On peut couper brusquement les faisceaux laser de piégeage (ce qui serait
évidemmennt impossible pour un réseau cristallin) et étudier le comporte-
ment des atomes ainsi libérés. L’étude de la vitesse d’expansion des nuages
d’atomes donne des informations sur leur distribution de vitesses et donc
sur leur température. L’étude de leur répartition spatiale et de l’apparition
éventuelle d’une figure de diffraction permet de déterminer si les ondes de
matière piégées dans les différents puits de potentiel du réseau sont cohé-
rentes ou non.

– On peut prendre deux fréquences différentes ωL1 et ωL2 pour les deux ondes
laser se propageant en sens opposés dans une onde laser stationnaire à une
dimension. On réalise ainsi une onde laser stationnaire en mouvement, soit
uniforme si ωL1−ωL2 est constant, soit accéléré si ωL1−ωL2 croît linéaire-
ment avec le temps. Dans ce dernier cas, l’atome ressent dans le référentiel
au repos de l’onde stationnaire une force inertielle constante ; son mouve-
ment rappelle alors celui d’un électron soumis à un champ électrique statique
s’ajoutant au potentiel périodique du réseau cristallin. On prévoit alors que
le mouvement de la particule est oscillant. Ces oscillations sont appelées
oscillations de Bloch ; leur observation est rendue plus aisée dans un réseau
optique par le fait que le temps de relaxation des atomes peut être beaucoup
plus long que la période des oscillations [57].

Les atomes froids piégés dans un réseau optique apparaissent ainsi comme
un système modèle permettant de “simuler” un certain nombre de situations de la
physique des solides. Les études sur les atomes froids mettent en jeu des interac-
tions entre atomes qui sont faibles, comparées aux interactions coulombiennes entre
électrons. Elles peuvent de plus être contrôlées grâce à des effets de résonance appa-
raissant dans les collisions entre atomes.

L’exemple des réseaux optiques permet enfin de bien comprendre l’importance
des déplacements lumineux. On pourrait en effet se demander s’il ne serait pas plus
simple, pour déplacer les niveaux d’énergie atomiques, d’utiliser les effets Zeeman et
Stark dans des champs magnétiques et électriques statiques, plutôt que les déplace-
ments lumineux produits par une excitation à une fréquence optique non résonnante.
L’avantage des déplacements lumineux est qu’ils permettent de réaliser des poten-
tiels variant sur des distances très petites, de l’ordre d’une longueur d’onde optique,
alors que ceci serait beaucoup plus difficile avec des champs statiques.

4. Refroidissement sub-Doppler. Effet Sisyphe

Dans le § 2-b du Complément AXIX , nous avons décrit un mécanisme de
refroidissement des atomes basé sur l’effet Doppler et appelé pour cette raison “re-
froidissement Doppler”. Nous avons calculé les coefficients de friction et de diffusion
associés à un tel mécanisme et montré que la température la plus basse TD pouvant
être atteinte par le refroidissement Doppler était de l’ordre de ~Γ/kB , où Γ est la lar-
geur naturelle du niveau excité des atomes et kB la constante de Boltzmann. Or les
premières mesures de températures, obtenues par refroidissement laser et effectuées
par la méthode de temps de vol [58], ont montré que des températures nettement plus
basses que TD étaient obtenues ; de plus, leurs variations avec le désaccord δ entre la
fréquence des faisceaux laser et la fréquence atomique n’étaient pas conformes avec
les prédictions de la théorie du refroidissement Doppler. Ceci montrait que d’autres
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mécanismes de refroidissement des atomes existaient, et permettaient d’obtenir des
températures plus basses que la limite Doppler TD ; tout naturellement, ces méca-
nismes ont été qualifiés de “sub-Doppler”. Le but de ce paragraphe est de décrire l’un
d’entre eux appelé “effet Sisyphe”.

La théorie du refroidissement laser Doppler exposée dans le § 2-b du Com-
plément AXIX ne tient pas compte de plusieurs caractéristiques importantes des
expériences de refroidissement laser.

– Dans la plupart des expériences effectuées à 3 dimensions, la polarisation
du champ laser ne peut pas être uniforme. On ne peut donc pas ignorer les
variations spatiales de cette polarisation.

– Les atomes étudiés ont plusieurs sous-niveaux dans l’état inférieur g et l’état
excité e. L’approximation d’un atome à deux niveaux du § 2-b du Complé-
ment AXIX est donc insuffisante.

– L’existence de plusieurs sous-niveaux dans l’état inférieur g implique d’in-
clure les effets de pompage optique entre ces sous-niveaux, effets qui font
apparaître des constantes de temps (temps de pompage) plus longues que
la durée de vie 1/Γ de l’état excité.

– Comme le désaccord δ entre la fréquence des faisceaux laser et la fréquence
atomique n’est pas nul, il faut prendre en compte les déplacements lumineux
de l’état inférieur g, déplacements qui peuvent varier d’un sous-niveau à
l’autre.

Avant de décrire l’effet Sisyphe, nous allons montrer comment il est possible
de tenir compte de ces divers effets sur un exemple simple.

4-a. Configuration laser avec polarisation variant dans l’espace

Des configurations laser avec polarisation variant dans l’espace ne nécessitent
pas forcément 3 paires de faisceaux laser se propageant en sens opposés le long
des axes Ox, Oy et Oz. Elles existent aussi à une dimension, et sont alors plus
simples à étudier, pourvu que les 2 ondes laser se propageant en sens opposés aient
des polarisations différentes. Par exemple, la Figure 3 représente 2 ondes laser se
propageant en sens opposés le long de l’axe Oz et ayant des polarisations linéaires
orthogonales ex et ey. La polarisation du champ total est alternativement circulaire
droite (σ+ par rapport à l’axe de quantification Oz) et gauche (σ−) dans des plans
séparés d’une distance λ/4, linéaire à ±45̊ des axes Ox et Oy à mi-chemin de ces
plans.

Figure 3 – Configuration laser formée par deux ondes laser se propageant en sens
opposés le long de l’axe Oz et ayant des polarisations linéaires orthogonales ex et
ey.
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4-b. Transition atomique

Il arrive souvent que les expériences de refroidissement laser utilisent des tran-
sitions reliant un état inférieur g de moment cinétique Jg à un état excité e de
moment cinétique Je = Jg + 1. Nous prendrons ici le cas le plus simple possible
Jg = 1/2, où l’état inférieur n’est pas dégénéré et ne contient que 2 sous-niveaux
g±1/2. On a alors Je = 3/2 et l’état excité contient 4 sous-niveaux e±1/2 et e±3/2.

4-c. Déplacements lumineux

Figure 4 – Transition 1/2 ↔ 3/2. Les flèches obliques montantes représentent les
transitions excitées en un point où la polarisation du champ laser est σ+, la flèche
verticale descendante la transition d’émission spontanée du sous-niveau e+1/2, vers
le sous-niveau g+1/2. Les déplacements lumineux des états g−1/2 et g+1/2 sont notés
−ℏδg/3 et −ℏδg. En un point où la polarisation du laser devient σ− au lieu de σ+,
par symétrie les déplacements des deux niveaux s’échangent entre eux.

Plaçons-nous tout d’abord en un point de l’espace où la polarisation du champ
laser est σ+ (par rapport à l’axe de quantification Oz). Nous avons vu dans le
§ 1-b du Complément CXIX que les photons ayant une polarisation σ+ (σ−) ont
un moment cinétique de spin +~ (−~) le long de l’axe Oz. La conservation du
moment cinétique total lors du processus d’absorption d’un photon entraîne la règle
de sélection me − mg = +1(−1) lors de l’absorption du photon σ+(σ−) où me et
mg sont les nombres quantiques magnétiques des 2 états reliés. La Figure 4 montre
les 2 transitions g−1/2 ↔ e+1/2 et g+1/2 ↔ e+3/2 (me −mg = +1) qui peuvent être
excitées par le champ laser. Les chiffres 1/3 et 1 indiqués près de ces 2 transitions sont
les carrés des coefficients de Clebsch-Gordan (Complément BX) de ces 2 transitions ;
ils indiquent que la transition g+1/2 → e+3/2 est 3 fois plus intense que la transition
g−1/2 ↔ e+1/2. Comme le désaccord δ entre la fréquence des faisceaux laser et
la fréquence atomique est négatif dans une expérience de refroidissement laser, le
déplacement lumineux des 2 états g±1/2 est négatif ; il est 3 fois plus grand en
module pour l’état g+1/2 que pour l’état g−1/2. Ces déplacements sont notés sur la
figure −~δg et −~δg/3, où δg est positif.

En un point de l’espace où la polarisation est σ−, les résultats précédents sont
inversés. C’est la transition g−1/2 ↔ e−3/2 qui est 3 fois plus intense que la transition
g+1/2 ↔ e−1/2, conduisant à des déplacements lumineux égaux à −~δg et −~δg/3
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pour les états g−1/2 et g+1/2, respectivement.
Enfin, en un point où la polarisation est linéaire, les 2 déplacements lumineux

sont identiques par symétrie et proportionnels au carré du coefficient de Clebsch-
Gordan 2/3 indiqué pour la transition g+1/2 ↔ e+1/2 sur la figure. Ils sont donc
égaux tous deux à −2~δg/3.

Ainsi, quand on se déplace le long de l’axe z, les positions des 2 sous-niveaux
Zeeman g−1/2 et g+1/2 oscillent en opposition de phase entre les valeurs −~δg et
−~δg/3 (si l’on prend égale à zéro l’énergie de l’état fondamental non perturbé).

4-d. Pompage optique

Plaçons nous en un point où la polarisation du champ laser est σ+ et consi-
dérons un atome dans l’état g+1/2. Il peut absorber un photon σ+ et passer dans
l’état e+3/2. A partir de cet état, il ne peut retomber par émission spontanée que
dans le même état g+1/2 ; le pompage optique (§ 1-b du Complément CXIX) ne peut
dans ce cas produire aucun changement de population. En revanche, si l’atome est
initialement dans l’état g−1/2 et s’il absorbe un photon σ+ qui le fait passer dans
l’état e+1/2, il peut ensuite retomber par émission spontanée dans l’état g+1/2 ; un
pompage optique peut alors se produire depuis le sous-niveau le moins déplacé g−1/2

vers le sous-niveau le plus déplacé g+1/2. La situation est la même en un point où la
polarisation du champ laser est σ−. Le pompage optique ne peut se produire que du
sous-niveau le moins déplacé g+1/2 vers le sous-niveau le plus déplacé g−1/2. Enfin,
en un point où la polarisation du champ laser est linéaire, l’égalité des coefficients de
Clebsch-Gordan des transitions g−1/2 ↔ e−1/2 et g+1/2 ↔ e+1/2 et des transitions
e−1/2 ↔ g+1/2 et e+1/2 ↔ g−1/2 entraîne que les populations des 2 sous-niveaux
g−1/2 et g+1/2 ne sont pas changées par le pompage optique. En conclusion, le pom-
page optique ne se produit que du sous-niveau le moins déplacé vers le sous-niveau le
plus déplacé, avec une probabilité maximale aux points où la polarisation du champ
laser est circulaire.

4-e. L’effet Sisyphe

Montrons maintenant comment les corrélations entre déplacements lumineux
et pompage optique étudiées dans les deux paragraphes précédents permettent de
réduire l’énergie cinétique de l’atome, et donc de le refroidir.

La Figure 5 montre, pour un atome se déplaçant le long de l’axe Oz, les
énergies des 2 sous-niveaux g−1/2 et g+1/2 déplacés par la lumière. Supposons que
l’atome parte au bas d’une vallée de potentiel, en un point où la polarisation du
champ laser est σ+, dans l’état le plus déplacé g+1/2. En se déplaçant vers la droite,
il gravit une colline de potentiel, de sorte que son énergie cinétique décroît. Si le
temps de pompage optique est suffisamment long, il peut atteindre le sommet de la
colline où la polarisation du champ laser est σ− ; il a alors une probabilité élevée
de subir un cycle de pompage optique qui le transfère dans le sous-niveau le plus
déplacé, qui est en ce point le sous-niveau g−1/2. Le cycle précédent peut se répéter,
faisant à chaque fois diminuer l’énergie cinétique de l’atome d’une quantité qui est de
l’ordre de l’écart maximal entre les deux sous-niveaux de la Figure 5, égal à 2~δg/3.
La situation de l’atome rappelle celle du héros de la mythologie grecque, Sisyphe,
condamné à gravir sans cesse une colline de potentiel et replacé au bas de la colline
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Figure 5 – Principe du refroidissement Sisyphe : un atome dans l’état g+1/2 se
déplaçant à partir d’un point où la polarisation du champ laser est σ+ doit gravir une
colline de potentiel de hauteur 2~δg/3, ce qui diminue son énergie cinétique. Quand
il atteint le sommet de la colline où la polarisation du champ laser est σ−, il a alors
une probabilité élevée de retomber par émission spontanée dans l’état g−1/2. Lorsque
le cycle se répète, l’atome ne cesse donc de gravir des collines de potentiel, comme
le héros de la mythologie grecque. Son énergie cinétique diminue donc constamment.

à chaque fois qu’il avait atteint le sommet, d’où le nom d’effet Sisyphe donné à ce
mécanisme.

Un argument simple permet d’évaluer la température qu’un tel mécanisme
permet d’atteindre. L’énergie cinétique de l’atome décroît à chaque cycle Sisyphe,
jusqu’à ce qu’elle soit si faible que l’atome reste piégé au fonds d’un puits de potentiel.
Son énergie alors est de l’ordre de ~δg. On s’attend donc à ce que la température
limite TS que l’on peut atteindre par le refroidissement Sisyphe soit donnée par
TS ≃ ~δg/kB . Dans les expériences de refroidissement laser, les intensités laser sont
généralement faibles et les transitions atomiques ne sont pas saturées, de sorte que
~δg ≪ ~Γ et par suite TS ≪ TD. On comprend ainsi pourquoi les températures
mesurées peuvent être deux ordres de grandeur plus basses que la température Dop-
pler et atteindre des valeurs de l’ordre de 10−6K, ouvrant la voie à de nombreuses
applications.

Toutes ces prédictions qualitatives sont confirmées par des modèles plus quan-
titatifs (voir ([59]) et ([60])). Des expériences ont pu aussi confirmer ces prédictions
théoriques, en particulier celles concernant la dépendance de TS en fonction des
divers paramètres expérimentaux, comme l’intensité et le désaccord des lasers [61].

5. Détection non destructive d’un photon

Considérons maintenant une expérience où les atomes d’un jet traversent l’un
après l’autre une cavité contenant du rayonnement, dont l’état quantique est un
état de Fock ; le nombre de photons dans le mode de la cavité est donc fixé, par
exemple 0 (vide de rayonnement) ou 1 (un photon). Les atomes sont envoyés dans
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une superposition cohérente des deux états g et e :

|ψ0〉 =
1√
2
(|g〉+ |e〉) (2)

Du fait de l’interaction entre chaque atome et les photons, et donc des déplacements
lumineux, les deux états atomiques acquièrent des déphasages différents ; mais, si le
désaccord δ entre la fréquence du laser et la fréquence atomique est suffisamment
grand, aucun photon n’est émis ou absorbé. Ainsi, lorsqu’un atome sort de la ca-
vité, l’état du rayonnement est le même état de Fock qu’initialement, mais l’état de
l’atome est modifié par ce facteur de phase. Cet état est donc (à un facteur global
de phase sans conséquence physique près) :

|ψf 〉 =
1√
2
(|g〉+ e−iφ|e〉) (3)

La phase φ n’est autre que l’intégrale sur le temps de la différence d’énergie (divisée
par ℏ) entre les niveaux de l’atome habillé mis en jeu lors du passage de l’atome
dans la cavité. Elle est donc donnée par le diagramme d’énergie de l’atome habillé.

La Figure 8 du Complément CXX montre que l’écart entre les états |e , 0〉 et
|g , 0〉 est réduit de ~ωL à ~(ωL − δ0) par les déplacements lumineux. Si la cavité
est vide de photons (N = 0), lorsque l’atome sort de la cavité la cohérence entre les
états e et g a subi un déphasage :

φ0 = −
∫
δ0(t

′) dt′ (4)

où δ0(t′) est obtenu en remplaçant dans (42) la fréquence de Rabi Ω1 par une fonction
du temps rendant compte du déplacement de l’atome dans le mode de la cavité,
et du fait qu’il est donc soumis à une intensité lumineuse dépendant du temps ;
rappelons que nous avons supposé que le désaccord δ entre la fréquence atomique
et la fréquence laser est suffisamment grand pour qu’aucune absorption réelle de
photons par l’atome ne puisse se produire 4. Si maintenant un photon se trouve dans
la cavité (N = 1), on voit sur la Figure 8 que l’écart entre les états |e , 1〉 et |g , 1〉
est réduit par les déplacements lumineux de ~(ωL − 2δ0 − δ0), soit ~(ωL − 3δ0). Le
déphasage subi par la cohérence entre les états e et g lorsque l’atome sort de la cavité
est donc maintenant le triple du précédent obtenu en (4). En conséquence, l’atome
qui traverse la cavité dans une superposition des deux états g et e garde dans la
phase de sa superposition cohérente une trace de la valeur du nombre de photons
dans la cavité ; ceci se produit sans qu’il ait absorbé aucun photon (car le désaccord
δ est trop grand). En résumé, si N = 0, l’état de l’atome à la sortie de la cavité est :

|ψf (N = 0)〉 = 1√
2
(|g〉+ e−iφ0 |e〉) (5)

4. Nous supposons également que la variation du champ ressenti par l’atome au cours de sa
traversée de la cavité est suffisamment lente pour que des transitions non adiabatiques de e vers
g, ou de g vers e, soient très peu probables. Nous supposons de plus que la largeur naturelle Γ de
l’état excité e et le temps T de traversée de la cavité par l’atome sont suffisamment petits pour
que ΓT ≪ 1, ce qui signifie que l’émission spontanée à partir de e n’a pas le temps de se produire
pendant cette traversée.
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alors que, si N = 1, il sort dans l’état :

|ψf (N = 1)〉 = 1√
2
(|g〉+ e−iφ1 |e〉) (6)

avec φ1 = 3φ0.
Comment exploiter cette trace laissée sur l’atome par le photon éventuellement

présent dans la cavité, afin de mesurer si elle contient un ou zéro photon ? Le temps
de traversée de la cavité peut être ajusté en réglant la vitesse de l’atome. Supposons
que ce temps soit réglé de façon que φ0−φ1 = π ; les deux états (5) et (6) sont alors
orthogonaux. Appliquons à l’atome sorti de la cavité une impulsion laser π/2 dont
les caractéristiques sont ajustées de façon que l’impulsion transforme |ψf (N = 0)〉 en
|g〉. Cette même impulsion laser transforme |ψf (N = 1)〉 en l’état orthogonal à |g〉,
c’est-à-dire en |e〉. Ainsi, la mesure de l’état de l’atome après cette impulsion laser π/2
permet de conclure que N = 0 si l’atome est trouvé dans g, et que N = 1 si l’atome
est trouvé dans e. La mesure peut être répétée plusieurs fois en envoyant des atomes
les uns après les autres dans la cavité, et en leur appliquant la même procédure ; on
obtient ainsi à plusieurs reprises la même valeur de N , ce qui permet de vérifier que
le nombre de photons n’a pas changé pendant la durée de ces mesures. A la différence
de la photo-ionisation où le photon est absorbé pour donner naissance à un photo-
électron (Complément AXX), cette méthode est non destructive : la présence du
photon est détectée sans qu’il ne soit absorbé. La réalisation de cette expérience, qui
a été généralisée au cas où le nombre de photons est supérieur à l’unité, est décrite
plus en détail dans la référence [62].

Conclusion

Pendant longtemps, les déplacements lumineux ont été considérés comme un
phénomène physique intéressant mais sans application particulière, voire comme
une perturbation gênante pour la spectroscopie de haute résolution : ils modifient
en effet les fréquences des transitions atomiques que l’on désire mesurer avec la plus
grande précision possible. Ces modifications doivent donc être prises en compte pour
extraire des mesures les fréquences non perturbées des transitions atomiques ; le plus
souvent, il faut alors faire plusieurs mesures pour différentes valeurs de l’intensité
lumineuse afin d’extrapoler les résultats à intensité lumineuse nulle.

Ce complément illustre bien à quel point la situation a changé, et la grande
variété des méthodes expérimentales basées sur l’utilisation des déplacements lumi-
neux des niveaux d’énergie atomiques, avec de multiples applications. Ces méthodes
ont été mises au point plus de 20 ans après que les déplacements aient été pré-
dits théoriquement et mis en évidence expérimentalement ; ceci illustre également
l’impact pratique à long terme que peuvent avoir des découvertes de nature fonda-
mentale. Elles permettent, soit d’agir à la fois sur les variables internes et externes
des atomes, soit de se servir des atomes comme d’une sonde très sensible et non
destructrice des propriétés d’un champ composé de quelques photons seulement. Il
en découle par exemple la possibilité de piéger des atomes dans une onde laser sta-
tionnaire, ou d’obtenir des réseaux périodiques d’atomes neutres piégés dans cette
onde. Cela a également conduit à des méthodes de refroidissement laser, qui ont
permis d’atteindre des températures totalement inaccessibles auparavant dans des
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gaz atomiques, des millions de fois plus basses que les températures les plus faibles
que l’on peut trouver dans l’espace interstellaire ou intergalactique de l’Univers.
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Introduction

Dans le Chapitre XX, nous avons pris pour états initial et final du système
atome + photon des états d’énergies bien définies en l’absence d’interaction ; avant
interaction, de tels états n’évoluent pas dans le temps, de sorte que le photon ne
subit aucune propagation dans l’espace. Par exemple, dans le processus de diffusion
d’un photon par un atome, l’état initial du rayonnement que nous avons choisi est
un photon d’impulsion ~ki et d’énergie ~ωi = ~cki qui s’étend dans tout l’espace ;
de même, l’état final est un photon d’impulsion ~kf et d’énergie ~ωf = ~ckf . L’in-
teraction a été “branchée” à un instant ti, ce qui permet de calculer l’amplitude de
probabilité pour que le système atome + photon passe d’un état à l’autre entre ti
et tf . Il est cependant clair que cette approche reste phénoménologique : en réalité,
l’opérateur d’interaction reste constant, mais n’intervient pour modifier le vecteur
d’état que lorsque le rayonnement passe sur l’atome. Une description plus réaliste
du processus devrait donc faire intervenir la propagation d’un paquet d’ondes, où
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le rayonnement incident est décrit par un paquet d’ondes, initialement très éloigné
de l’atome, mais qui arrive sur lui ; leur interaction donne ensuite naissance à un
paquet d’ondes diffusé qui s’éloigne à l’infini, tandis que le paquet d’ondes incident
(modifié par l’interaction) continue également son chemin.

L’introduction d’un paquet d’ondes pour un photon ne peut cependant pas
se faire par la méthode habituelle utilisée pour une particule de masse non nulle.
Comme nous l’avons en effet noté à la fin du § B-2 du Chapitre XIX, le photon n’a
pas d’opérateur position. Il n’est donc pas possible d’obtenir une fonction d’onde
spatiale en projetant le vecteur d’état sur les vecteurs propres de cet opérateur, puis
de calculer le module au carré de cette fonction d’onde pour obtenir la probabilité
de trouver le photon dans telle ou telle région de l’espace. On pourrait alors son-
ger à obtenir une localisation du photon en s’intéressant aux variations spatiales
des champs électrique et magnétique. Mais, si l’on s’intéresse à des états du rayon-
nement à un, deux, etc. photons, la valeur moyenne de ces champs en tout point
de l’espace est nulle (elle est la somme de valeurs moyennes nulles d’opérateurs de
création et d’annihilation dans chacun des modes). Pour un photon unique, cette va-
leur moyenne n’est donc pas directement utilisable pour la construction d’un paquet
d’ondes localisé dans l’espace. C’est pourquoi nous allons adopter une méthode dif-
férente pour suivre la trajectoire d’un photon : nous supposerons qu’il interagit avec
des détecteurs matériels, eux bien localisés dans l’espace, et nous reconstruirons sa
trajectoire à partir des détections enregistrées par ces appareils. Ceci nous permettra
d’introduire simplement une amplitude de détection du photon en un point donné
(par photo-ionisation) qui présente des analogies étroites avec la fonction d’onde
spatiale d’une particule massive en mécanique quantique non relativiste.

Dans le § 1, nous exposons l’idée générale de cette méthode ; nous introdui-
sons une fonction E(r, t) qui permet d’attribuer une localisation spatiale à un photon
unique à partir de sa probabilité d’absorption par un détecteur à large bande spec-
trale. On peut alors parler de paquets d’ondes, et ceci même quand la moyenne du
champ électrique reste nulle dans tout l’espace. On peut également introduire dans
les calculs perturbatifs des états initial et final du rayonnement qui sont des paquets
d’ondes, donc décrits par des superpositions linéaires d’états de photons d’impulsions
et d’énergies différentes.

Au § 2, nous montrons comment l’amplitude de détection E(r, t) permet d’étu-
dier les phénomènes d’interférences lumineuses à un ou deux photons. Ces phéno-
mènes s’interprètent alors en termes d’interférences entre amplitudes de transition
associées à des chemins différents, chaque chemin conduisant le champ quantique
d’un état initial donné au même état final. Après une discussion générale des si-
gnaux d’interférence au § 2-a, nous examinons au § 2-b les interférences à un photon
se trouvant simultanément dans deux modes du champ. Nous passons ensuite aux
interférences à deux photons dans le cas simple où le système est décrit par un
produit de deux paquets d’ondes à un photon (§ 2-c).

Dans le § 3, nous remplaçons le détecteur à large bande par un atome pos-
sédant des niveaux discrets. Sans avoir à faire l’approximation peu physique d’un
branchement soudain de couplage entre atome et rayonnement, nous retrouvons
ainsi un certain nombre de résultats du Chapitre XX ; l’étude de l’aspect temporel
du phénomène d’absorption devient alors possible. Au § 4, nous étendons la méthode
à l’étude de la diffusion de photons par un atome. A nouveau, nous verrons que l’on
peut ainsi retrouver les résultats du Chapitre XX, mais enrichis d’un certain nombre
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de précisions concernant les aspects temporels du processus physique.
Enfin, au § 5, nous considérons de “véritables paquets d’ondes à deux photons”,

des paquets d’ondes intriqués. La conversion paramétrique fournit un exemple d’une
situation conduisant à des corrélations temporelles très fortes entre deux photons
intriqués, corrélations qui seraient impossibles à comprendre dans le cadre d’un trai-
tement classique du rayonnement. Dans tout ce complément, nous nous limitons à
des paquets d’ondes à un photon ou deux photons, mais les calculs pourraient être
étendus à des paquets d’ondes contenant un plus grand nombre de photons 1.

1. Paquets d’ondes à un photon, probabilité de photo-détection

Un paquet d’ondes à un photon est décrit par un état |ψ〉 où le nombre de
photons est exactement égal à l’unité (état propre de l’opérateur nombre de photons
de valeur propre 1). On construit ce paquet d’ondes 2 comme une superposition
linéaire d’états d’impulsions ~k différentes, qui n’est pas stationnaire (ce n’est pas
un état propre de l’énergie) :

|ψ〉 =
∫

d3k c(k) a†k|0〉 =
∫

d3k c(k) |k〉 (1)

L’état |ψ〉 est du type considéré au § B-3-c du Chapitre XIX, un ket propre de
l’opérateur N̂ (nombre total de photons) de valeur propre unité ; il est supposé
normé :
∫

d3k |c(k)|2 = 1, (2)

ce qui permet d’interpréter |c(k)|2 comme la densité de probabilité pour que l’im-
pulsion du photon soit égale à ~k.

1-a. Photo-ionisation avec un détecteur à large bande spectrale

Supposons que l’on place un photo-détecteur au point r dans le champ de
rayonnement décrit par l’état (1). Selon la relation (26) du Complément BXX, la
probabilité WI(r, t)dt d’observer l’émission d’un photo-électron entre les instants t
et t+ dt est donnée (à l’ordre le plus bas en interaction) par :

WI(r, t) = s〈ψ|E(−)(r, t)E(+)(r, t)|ψ〉 (3)

où s est une constante qui dépend de la sensibilité du photo-détecteur ; E(−)(r, t)
et E(+)(r, t) sont les composantes de fréquence négative et positive de l’opérateur
champ électrique qui apparaît dans le développement (A-7) du Chapitre XIX du
champ électrique en ondes planes :

E(+)(r, t) =
[
E(−)(r, t)

]†
= i

∫
d3k

(2π)3/2

√
~ωk
2ǫ0

a(k) ei(k·r−ωkt) (4)

1. Ou même un nombre indéterminé, comme dans un état cohérent.
2. Pour simplifier, nous ignorons dans ce complément les degrés de liberté de polarisation du

rayonnement, qui ne jouent pas un rôle essentiel dans les effets que nous décrivons. Ceci revient à
supposer que tous les vecteurs k apparaissant dans (1) ont des directions très voisines et qu’ils sont
tous associés à la même polarisation ε.
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avec :

ωk = c× |k| = c× k (5)

où c est la vitesse de la lumière. Rappelons que l’expression (3) est établie en repré-
sentation d’interaction, où le vecteur d’état |ψ〉 n’évolue que sous l’effet de l’inter-
action entre atome et rayonnement ; les opérateurs évoluent librement (sous le seul
effet des hamiltoniens propres à l’atome et du rayonnement, c’est-à-dire sans inter-
action mutuelle). Cependant, comme nous effectuons un calcul à l’ordre le plus bas
en interaction, nous pouvons considérer dans (3) que |ψ〉 est simplement constant.
L’opérateur d’annihilation E(+)(r, t) de (3) agissant sur l’état à un photon |ψ〉 donne
le vide, de sorte que (3) peut également s’écrire :

WI(r, t) = s〈ψ|E(−)(r, t)|0〉〈0|E(+)(r, t)|ψ〉 = s|〈0|E(+)(r, t)|ψ〉|2 (6)

soit :

WI(r, t) = s

∣∣∣∣∣

∫
d3k

(2π)3/2

√
~ωk
2ǫ0

c(k)ei(k·r−ωkt)

∣∣∣∣∣

2

(7)

Pour une particule matérielle de masse m, la probabilité de la trouver en un
point r à l’instant t serait donnée par le module au carré |Ψ(r, t)|2 de sa fonction
d’onde Ψ(r, t), elle-même transformée de Fourier de l’amplitude de probabilité g(k)
de trouver la valeur ~k dans une mesure de l’impulsion de la particule. Si cette
dernière est libre, l’amplitude de probabilité g(k) varie en fonction du temps en
e−iωkt. L’égalité (7) rappelle donc l’expression de cette probabilité pour une particule
massive libre ; cependant, par suite du facteur

√
ωk en

√
k contenu dans l’intégrale

de (7) qui multiplie c(k), WI(r, t) n’est pas proportionnel (à un instant donné t) au
carré du module de la transformée de Fourier spatiale de c(k, t) = c(k)e−iωkt. Ainsi,
si l’on se restreint à des états à un photon, la fonction c(k) qui apparaît dans (1)
peut certes être considérée comme une fonction d’onde dans l’espace des impulsions,
puisque |c(k)|2 est une densité de probabilité pour l’impulsion du photon ; mais
la probabilité de détecter un photon au point r et à un instant t avec un photo-
détecteur n’est pas le carré du module de la transformée de Fourier de cette “fonction
d’onde dans l’espace des impulsions” c(k)e−iωkt. Nous retrouvons ainsi que, pour un
photon, il n’est pas possible d’introduire une fonction d’onde spatiale qui serait
l’exact équivalent de celle d’une particule de masse non nulle.

1-b. Amplitude de probabilité de détection

La fonction dont le module au carré apparaît au second membre de (6) :

E(r, t) = 〈0|E(+)(r, t)|ψ〉 (8)

joue un rôle important dans tous les calculs qui suivent ; elle a les dimensions d’un
champ électrique. Pour le paquet d’ondes écrit en (1), elle s’écrit :

E(r, t) = i

∫
d3k

(2π)3/2

√
~ωk
2ǫ0

c(k)ei(k·r−ωkt) (9)
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Ce n’est cependant pas la valeur moyenne dans l’état |ψ〉 de l’opérateur E(+)(r, t)
écrit en (4), puisque cette valeur moyenne est nulle. Comme nous l’avons déjà sou-
ligné, ce n’est donc pas une fonction d’onde du photon dans l’espace des positions ;
c’est une amplitude de probabilité de détection (et non de présence) du photon au
point r et à l’instant t. Quand nous parlerons dans ce complément de paquet d’ondes
spatio-temporel associé au photon dans l’état (1), c’est à chaque fois de l’amplitude
(8) qu’il s’agira.

Toutefois, dans le cas particulier où la fonction c(k) est bien centrée dans
l’espace des impulsions autour d’une valeur km avec une dispersion ∆k très petite
devant km, on peut négliger dans (7) les variations de

√
k avec k et remplacer

√
k

par
√
km ; ceci fait alors apparaître la transformée de Fourier spatiale de c(k)e−iωkt.

C’est une approximation que nous ferons souvent dans la suite.

Remarques :
(i) Nous avons ignoré dans ce qui précède la polarisation du rayonnement, suppo-
sant que toutes les ondes planes qui interviennent dans (1) sont associées au même
vecteur polarisation ε. Lorsque ce n’est pas le cas, l’amplitude de détection devient
alors une fonction vectorielle à trois composantes. Sa composante le long d’un axe
quelconque donne l’amplitude de probabilité de détection par un photodétecteur
précédé d’un analyseur de polarisation, ne laissant passer que la composante polari-
sée linéairement le long de cet axe. L’amplitude de détection vectorielle est semblable
à la fonction d’onde d’une particule de spin 1, qui a également trois composantes.

(ii) Dans ce complément, nous étudierons les paquets d’ondes contenant un nombre
bien défini de photons, 1 ou 2, ce qui permet de généraliser directement les calculs
du Chapitre XX. On peut cependant former des paquets d’ondes de nombreuses
façons, sans fixer exactement le nombre de photons. Il arrive par exemple souvent
qu’on cherche à reproduire un champ classique pour lequel chaque mode k du champ
possède une certaine amplitude α(k) ; il est alors naturel d’utiliser un état où chaque
mode quantique est placé dans un état cohérent de valeur propre α(k). Le nombre
de photons n’est alors fixé qu’en valeur moyenne.

1-c. Variations temporelles du signal

Si le photo-détecteur est placé en r = 0, le signal qu’il fournit est, d’après (7),
donné par :

WI(r = 0, t) ∝
∣∣∣∣
∫

d3k
√
k c(k)e−ickt

∣∣∣∣
2

(10)

Ce signal est donc proportionnel au carré du module de la transformée de Fourier
de
√
k c(k). Nous supposons que c(k) est une fonction réelle et positive de k, et que

|c(k)|2 est une fonction de k centrée en k = km et de largeur ∆k. Si la largeur ∆k
du paquet d’ondes est très petite devant le nombre d’ondes moyen km, on peut alors
remplacer

√
k par

√
km, et le signal devient proportionnel au carré du module de la

transformée de Fourier de c(k). Au temps t = 0, puisque nous avons supposé les c(k)
positifs, toutes les ondes qui composent le paquet d’ondes sont en phase et le signal
observé sur le photo-détecteur est maximal ; il est nul en t = ±∞, et ne prend de
valeurs appréciables que dans un intervalle de temps ∆t ≃ 1/c∆k autour de t = 0.
Ce signal décrit en quelque sorte le défilement du paquet d’ondes sur la position du
détecteur.
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Pour étudier la probabilité de détection en un point r 6= 0, il suffit de remplacer
dans l’intégrale de (10) e−ickt par ei(k·r−kct). Supposons par exemple que le paquet
d’ondes soit unidimensionnel, avec tous les vecteurs d’onde k parallèles à l’axe Oz
(on a kx = ky = 0) ; l’exponentielle devient alors e−ik(z−ct). Les phénomènes observés
en un point de l’espace de coordonnée z 6= 0 se déduisent donc de ceux observés en
z = 0 par un simple décalage dans le temps de z/c : le paquet d’ondes se déplace
dans la direction Oz à la vitesse c et sans déformation.

2. Signaux d’interférence à un ou deux photons

Examinons maintenant ce qui se produit dans des expériences d’interférences
lumineuses en termes de paquets d’ondes, soit à un photon, soit à deux.

2-a. Comment calculer les interférences de photons ?

En mécanique quantique non relativiste, une particule de masse m non nulle
est décrite par une fonction d’onde ψ(r, t) dont le carré du module |ψ(r, t)|2 donne
la densité de probabilité de trouver la particule au point r et à l’instant t. Dans une
expérience d’interférence du type franges d’Young, et après traversée de l’écran percé
de deux fentes, la fonction d’onde est une superposition linéaire de deux fonctions
d’onde ψ1(r, t) et ψ2(r, t) se propageant à partir des deux fentes. Ces deux ondes
se recouvrent dans une région de l’espace, où la densité de probabilité de trouver
la particule au point r et à l’instant t, égale à |ψ1(r, t) + ψ2(r, t)|2, contient un
terme 2Re{ψ1(r, t)ψ

∗
2(r, t)} qui oscille dans l’espace et le temps ; on obtient donc

des franges d’interférence.
Nous avons cependant rappelé au § 1 pourquoi il est en général impossible

d’introduire pour le photon une fonction d’onde spatiale qui serait la stricte analogue
de ψ(r, t), et dont le carré du module donnerait la densité de probabilité de présence
du photon en un point. C’est pourquoi nous avons défini en (8) une amplitude E(r, t),
dont le carré du module donne la densité de probabilité de photo-détection du photon
au point r et à l’instant t. Nous montrons dans le § 2-b que de telles amplitudes
peuvent effectivement être utilisées pour interpréter les franges d’interférence ; nous
étudierons celles apparaissant sur le signal de photo-détection simple wI(r, t) observé
sur un paquet d’ondes à un photon ayant traversé un écran percé de deux fentes.
Comme nous l’avons déjà souligné, il est important de ne pas confondre E(r, t) avec
la valeur moyenne du champ électrique dans l’état considéré – qui est d’ailleurs
nulle dans un état à un photon. En électromagnétisme classique, ce sont les champs
électriques (ou magnétiques) qui interfèrent ; en électromagnétisme quantique, la
situation est différente, et c’est en termes d’amplitudes de probabilité qu’il convient
de raisonner.

Pour des états du champ contenant au moins deux photons, le signal de photo-
détection double wII(rB , tB , rA, tA) n’est pas nul. Pour l’interpréter dans le cas le
plus simple possible, nous commençons par supposer au § 2-c que le rayonnement
est décrit par un produit tensoriel de deux paquets d’ondes à un photon 3. Nous
montrerons que les franges d’interférence observables sur wII peuvent également
être interprétées au moyen de produits d’amplitudes de probabilité de détection ; ces

3. Un exemple simple d’état intriqué à deux photons, qui n’est pas un produit de deux états
à un photon, sera ensuite étudié au § 5.
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franges résultent d’interférences entre amplitudes de transitions associées à deux che-
mins différents qui conduisent le champ de l’état initial (où il contient deux photons)
au vide. Dans ce cas également il faut raisonner, non pas en termes d’interférences
de valeurs moyennes des champs électriques et magnétiques eux-mêmes, mais de
chemins.

2-b. Signal d’interférence apparaissant sur un paquet d’ondes à un photon dans deux
modes

Commençons par examiner l’expérience la plus simple d’interférence de pho-
tons, celle bien connue des franges d’Young, mais dans le cas où un seul photon
est envoyé à chaque réalisation de l’expérience. Le vecteur d’état du photon unique
est alors la somme de deux composantes, correspondant au passage du photon à
travers l’une ou l’autre des deux fentes de l’écran. Lorsque le photon arrive dans la
région d’interférence, ces deux composantes sont associées à deux modes différents
du rayonnement.

α. Paquets d’ondes à un photon après traversée d’un écran percé de deux fentes

Nous nous intéressons à l’état du rayonnement une fois qu’il a traversé l’écran
muni de deux fentes. Cet état est décrit par un paquet d’ondes à un photon qui, en
représentation d’interaction, est de la forme :

|ψ〉 = c1|ψ1〉+ c2|ψ2〉 avec : |c1|2 + |c2|2 = 1 (11)

Dans cette expression, le ket |ψ1〉 décrit le paquet d’ondes issu de la première fente,
qui s’écrit comme en (1) avec une fonction c1(k) piquée autour de la valeur k1 ; le
ket |ψ2〉 décrit le paquet d’ondes issu de la seconde, et sa fonction c2(k) est piquée
autour de la valeur k2. Comme, avant traversée de l’écran, les deux paquets d’ondes
sont issus d’une même source, ils sont centrés autour d’une fréquence commune
ωm = ck1 = ck2 ; les modules de k1 et k2 sont donc égaux, mais leurs directions
peuvent être différentes. Nous supposons enfin que les paquets d’ondes issus des deux
fentes arrivent en même temps dans la région d’interférence (les chemins optiques
selon les deux trajets depuis la source sont égaux) et que chacun d’entre eux dure
suffisamment longtemps pour que la fréquence ωm soit bien définie.

Comme en (8), pour chacun des deux paquets d’ondes |ψi〉 nous introduisons
l’amplitude de détection Ei(r, t) :

〈0|E(+)(r, t)|ψi〉 = Ei(r, t) où : i = 1, 2 (12)

Dans la région d’interférence, nous supposons que les deux modes 4 sont proches
d’ondes planes de vecteurs d’onde k1 et k2. Nous posons donc :

Ei(r, t) = Fi(r, t) ei(ki·r−ωmt) (13)

où la fonction Fi(r, t) varie bien plus lentement dans l’espace et le temps que l’ex-
ponentielle qui la suit ei(ki·r−ωmt).

4. Une autre possibilité serait de prendre des paquets d’ondes gaussiens de même foyer,
ayant au voisinage de ce foyer des structures d’ondes planes de vecteurs d’onde différents k1 et k2,
d’extension latérale très grande devant les longueurs d’onde 2π/k1 et 2π/k2.
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β. Calcul du signal de photo-détection simple

Nous supposons que le système physique champ est contenu dans une boîte de
volume L3 ; nous utilisons un ensemble orthonormé complet de modes du champ, de
vecteurs d’onde {ki} dont font partie k1 et k2. La relation (B-3) du Chapitre XIX
indique que la composante de fréquence positive du champ électrique s’écrit 5 :

E(+)(r, t) = i
∑

i

√
ℏωi

2ε0L3
ei(ki·r−ωit) ai (14)

avec ωi = c × ki. Lorsque cet opérateur agit sur le ket (11), tous les termes i
conduisent à un résultat nul, sauf les termes i = 1 et i = 2. Dans ce cas, on a
ai|ψ1,2〉 = |0〉, de sorte que (11) et (12) conduisent à :

E(+)(r, t)|ψ〉 =
[
c1 E1(r, t) + c2 E2(r, t)

]
|0〉 (15)

La probabilité de détecter le photon au point r et à l’instant t est égale au carré de
la norme de ce ket. Elle s’écrit donc :

〈ψ|E(−)(r, t)E(+)(r, t)|ψ〉 =
∣∣∣c1E1(r, t) + c2E2(r, t)

∣∣∣
2

(16)

Il apparaît dans cette égalité des termes carrés et des termes rectangles (termes
croisés). Les premiers s’écrivent, compte tenu de (13) :

|ciEi(r, t)|2 = |ciFi(r, t)|2 (17)

et varient lentement en fonction de r et t. Les seconds ont pour expression :

c1c
∗
2 E1(r, t)E∗2 (r, t) + c.c. = c1c

∗
2 F1(r, t)F∗

2 (r, t) exp{i[(k1 − k2) · r)]}+ c.c. (18)

et présentent les modulations spatiales caractéristiques des phénomènes d’interfé-
rence (c.c. désigne le complexe conjugué).

γ. Discussion physique

La relation (16) montre que le signal de photo-détection est le carré du module
de la somme de deux amplitudes, c1E1(r, t) et c2E2(r, t), qui interfèrent. L’amplitude
c1E1(r, t) est l’amplitude de détecter au point r et à l’instant t le photon dans le
mode |ψ1〉 ; c’est l’amplitude c1 de trouver le champ dans l’état |ψ1〉, multipliée par
l’amplitude E1(r, t) de détecter le photon au point r et à l’instant t si le champ est
dans l’état |ψ1〉. L’amplitude c2E2(r, t) s’interprète de façon analogue. Lors de la
détection, le champ passe donc de l’état |ψ〉 écrit en (11) à l’état vide |0〉 en suivant
deux chemins possibles : le photon est absorbé, soit dans le mode |ψ1〉, soit dans
le mode |ψ2〉. Comme rien ne permet de déterminer par quel chemin le système est
passé, les deux amplitudes correspondantes interfèrent. Nous retrouvons ainsi ce que
nous avions annoncé plus haut : en théorie quantique du rayonnement, les franges
d’interférence observables sur les signaux d’un photo-détecteur ne sont pas associées
à des interférences entre deux ondes électromagnétiques classiques, mais entre deux
amplitudes de transition associées à des chemins différents (conduisant le système
d’un même état initial au même état final).

5. Pour simplifier, nous ignorons les variables de polarisation du champ.
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2-c. Signaux d’interférence apparaissant sur un produit de deux paquets d’ondes à un
photon

Montrons maintenant qu’une interprétation de même nature, en termes d’am-
plitudes de transition, peut être généralisée à des effets d’interférence dans des ex-
périences à deux photons, où l’on mesure les corrélations entre les signaux fournis
par deux photo-détecteurs.

α. Expression du vecteur d’état des deux photons

Nous supposons donc que le champ contient deux photons, et qu’il s’écrit
comme le produit de deux paquets d’ondes de la forme (1) :

|ψ12〉 =
∫

d3k c1(k)

∫
d3k′ c2(k

′) a†ka
†
k′ |0〉 (19)

Peut-on observer des modulations spatiales et temporelles sur les signaux wI et
wII fournis par un ou deux photo-détecteurs placés dans ce champ ? Nous allons
voir que la réponse à cette question est “non” si l’on se limite aux photo-détections
simples, mais “oui” si l’on prend en compte les corrélations entre doubles détections
de photons.

Nous supposons les deux paquets d’ondes de (19) bien distincts : il n’existe
aucun recouvrement entre le domaine D1 où la fonction c1(k) n’est pas nulle et le
domaine D2 où la fonction c2(k) n’est pas nulle. Nous introduisons l’élément de
matrice qui généralise (8) à deux photons :

〈0|E(+)(r, t) E(+)(r′, t′)|ψ12〉 (20)

Insérons dans cette expression le développement en modes plans (14) des deux opéra-
teurs champ électrique. Pour ne pas donner zéro, les opérateurs d’annihilation de ces
champs doivent agir sur un mode qui est peuplé d’un photon dans (19). Donc, soit le
mode sélectionné dans E(+)(r, t) appartient au domaine D1 et celui sélectionné dans
E(+)(r′, t′) au domaine D2, soit l’inverse. Dans le premier cas, le produit scalaire
par le bra du vide de tous les modes concernés reconstruit l’amplitude de détection
E2(r′, t′) associée au second paquet d’ondes, puis celle E1(r, t) associée au premier.
Dans le second cas, les paquets d’ondes sont inversés. Le résultat est donc :

〈0|E(+)(r, t) E(+)(r′, t′)|ψ12〉 = E1(r, t) E2(r′, t′) + E2(r, t) E1(r′, t′) (21)

où les fonctions E1 et E2 sont les amplitudes de détection associées selon (8) aux
deux paquets d’ondes individuels contenus dans |ψ12〉.

β. Signal de photo-détection simple wI(r, t)

Pour obtenir l’expression du signal de photo-détection simple, commençons
par calculer l’effet sur l’état (19) de la composante de fréquence positive du champ
E(+)(r′, t′). Comme précédemment, pour ne pas donner zéro cet opérateur doit
détruire un photon, soit dans un mode pour lequel c1(k) n’est pas nul, soit dans un
mode pour lequel c2(k) n’est pas nul. Dans le premier cas, la somme sur tous les
modes concernés reconstruit la fonction E1(r′, t′) qui multiplie le ket vide de tous
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ces modes ; les modes de l’autre paquet d’ondes restent inchangés. Dans le second
cas, c’est la fonction E2(r′, t′) qui apparaît. Nous obtenons donc :

E(+)(r′, t′)|ψ12〉 =
[
E1(r′, t′)

∫
d3k′ c2(k

′) a†k′ |0〉+ E2(r′, t′)
∫

d3k c1(k) a
†
k|0〉

]
(22)

La probabilité par unité de temps de détecter un photon au point r′ et à l’instant
t′ est égale au carré de la norme de ce ket. Les termes en |E1(r′, t′)|2 et |E1(r′, t′)|2
contiennent le carré des normes des deux paquets d’ondes, qui valent l’unité ; ces
termes n’oscillent ni dans l’espace ni dans le temps. Seuls les termes rectangles pour-
raient donner naissance à des modulations spatiales et temporelles ; ils contiennent
cependant le produit scalaire des deux paquets d’ondes, qui est nul puisque nous
les avons supposés orthogonaux (les deux domaines D1 et D2 n’ont aucun recou-
vrement). Ainsi, quand le champ est dans l’état (19), il n’apparaît aucune frange
d’interférence observable sur le signal d’un photo-détecteur.

L’interprétation de ce résultat est semblable à celle que nous avons donnée
plus haut. Le système peut suivre deux chemins : soit absorption d’un photon dans
le premier paquet d’ondes, soit absorption d’un photon dans le second. Mais, à la
différence de ce qui se produit pour l’état initial (11), ici l’état final du champ n’est
pas le même pour ces deux chemins : si le photon du mode d’un paquet d’ondes a été
absorbé, dans l’état final il reste le photon de l’autre paquet d’ondes. Les deux états
finals associés aux deux chemins sont donc orthogonaux, de sorte qu’on pourrait (en
principe) déterminer par quel chemin le système est passé en observant l’état final
du champ ; c’est pourquoi les deux amplitudes ne peuvent plus interférer.

Remarque :
On peut considérer d’autres états des deux modes, contenant chacun plusieurs pho-
tons, par exemple des états |α1〉 ⊗ |α2〉 où chaque mode est dans un état cohérent
caractérisé par une variable normale classique, α1 pour le mode {k1}, α2 pour le
mode {k2}. On sait alors que l’état |α1〉 est un état propre de l’opérateur E(+)(r, t)

avec la valeur propre E(+)
cl (α1, r, t) égale à la composante de fréquence positive du

champ classique dans le mode {k1}, correspondant à la variable normale classique
α1 (Chapitre XVIII, § B-2). Un résultat analogue est valable pour l’état |α2〉 :

E(+)(r, t)|αi〉 = E(+)
cl (αi, r, t)|αi〉 i = 1, 2 (23)

On en déduit que :

E(+)(r, t)|α1, α2〉 =
[
E(+)
cl (α1, r, t) + E(+)

cl (α2, r, t)
]
|α1, α2〉 (24)

La probabilité de détecter un photon au point r et à l’instant t est égale au carré
de la norme du ket (24). Elle est donc proportionnelle à :

∣∣∣E(+)
cl (α1, r, t) + E(+)

cl (α2, r, t)
∣∣∣
2

c’est-à-dire au carré du module de la somme de deux champs classiques, ce qui
apparaît comme un signal d’interférence de champs classiques. Les interférences
sont alors présentes dans le signal de détection à un photon, contrairement à ce
qui se passe pour l’état (19). Ceci illustre bien le caractère quasi classique des états
cohérents.
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γ. Signal de photo-détection double wII(rB , tB , rA, tA)

Supposant toujours que l’état initial du champ est (19), étudions maintenant
la probabilité (par double unité de temps) wII(rB , tB , rA, tA) pour qu’un détecteur
placé en rA détecte un photon à l’instant tA et qu’un autre détecteur placé en rB
détecte un photon à l’instant tB. Cette probabilité est proportionnelle à la fonction
de corrélation (Complément BXX, § 2-d) :

〈ψ12|E(−)(rA, tA)E
(−)(rB , tB)E

(+)(rB , tB)E
(+)(rA, tA)|ψ12〉 (25)

Puisque |ψ12〉 ne contient que deux photons, nous pouvons insérer un projecteur
sur le vide au milieu de cette expression, ce qui fait immédiatement apparaître
l’expression (21) en module au carré. Nous obtenons ainsi :

wII(rB , tB ; rA, tA) ∝
∣∣E2(rB , tB)E1(rA, tA) + E1(rB , tB)E2(rA, tA)

∣∣2 (26)

En plus des termes carrés |E2(rB , tB)E1(rA, tA)|2 et |E1(rB , tB)E2(rA, tA)|2, qui va-
rient lentement avec rA, rB , tA, tB , apparaissent des termes rectangles :

E1(rB , tB)E∗1 (rA, tA)E2(rA, tA)E∗2 (rB , tB) + c.c.

qui présentent des modulations spatiales et temporelles. Si par exemple le premier
paquet d’ondes est centré autour des valeurs k1 et ω1, et le second autour des valeurs
k2 et ω2, ces modulations sont en :

exp
{
i
[
(k1 − k2) · (rA − rB)− (ω1 − ω2)(tA − tB)

]}
+ c.c. (27)

Ce résultat n’est pas contradictoire avec le fait que la probabilité de détecter un seul
photon en rA, tA, ou en rB , tB varie lentement avec ces variables : une fois qu’un
premier photon est détecté en rA, tA, la probabilité de détecter le second photon en
rB , tB varie de manière sinusoïdale avec rA − rB et tA − tB.

(i) Discussion physique

L’amplitude élevée en module au carré dans le second membre de (26) est la
somme de deux amplitudes associées à deux chemins possibles conduisant le système
de l’état initial |ψ1, ψ2〉, contenant deux photons, au même état final |0〉 où tous
les modes sont vides. Dans le premier chemin, d’amplitude E2(rB , tB)E1(rA, tA), le
photon du mode k1 est absorbé en rA, tA et le photon du mode k2 est absorbé en
rB , tB . Dans le second chemin, d’amplitude E1(rB , tB)E2(rA, tA), c’est le contraire :
le photon du mode k2 est absorbé en rA, tA et le photon du mode k1 est absorbé en
rB , tB . Comme plus haut (§ 2-b), il se produit une interférence entre les amplitudes
de transition différentes associées à deux chemins possibles conduisant le système du
même état initial au même état final, sans qu’on puisse déterminer le chemin qui est
suivi.

(ii) Autre interprétation

Le signal de photo-détection (25) peut aussi être écrit sous la forme :

〈ψA|E(+)(rB , tB)E
(+)(rB , tB)|ψA〉 (28)

avec :

|ψA〉 = E(+)(rA, tA)|ψ12〉

=
[
E1(rA, tA)

∫
d3k′ c2(k

′) a†k′ |0〉+ E2(rA, tA)
∫

d3k c1(k) a
†
k|0〉

]
(29)
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où, dans la seconde ligne, nous avons utilisé la relation (22). Le signal (28) peut
donc être interprété comme la probabilité de détecter un photon avec un champ
dans cet état |ψA〉, où le photon est avec une amplitude de probabilité E1(rA, tA)
dans le premier paquet d’ondes, et avec une amplitude de probabilité E2(rA, tA) dans
le second. Cette situation est analogue à celle du § 2-b-α, où nous avons vu qu’un
photon dans l’état (11) donne naissance à des modulations dans la probabilité de
photo-détection.

En d’autres termes, nous partons d’un état |ψ12〉 qui ne contient aucune co-
hérence. C’est la détection d’un premier photon qui introduit un état (29) où un
second se trouve dans une superposition cohérente, la cohérence provenant du fait
que le photon détecté peut provenir, soit du premier paquet d’ondes, soit du second.
Les coefficients de la superposition (29) dépendent du point rA et de l’instant tA
où la détection du premier photon a eu lieu. Ainsi, dans cette description du phé-
nomène, c’est la première détection qui introduit des corrélations quantiques entre
les deux modes, et c’est la dépendance de ces corrélations en fonction de rA et tA
qui explique les oscillations de la probabilité de la seconde détection en fonction de
rB − rA et tB − tA.

3. Amplitude d’absorption d’un photon par un atome

Nous remplaçons le photo-détecteur à bande large par un atome à deux ni-
veaux discrets, a (fondamental) et b (excité). L’atome est placé en r = 0, et interagit
avec le même paquet d’ondes |ψ〉 donné en (1). Nous nous proposons de calculer
maintenant l’amplitude de probabilité pour que l’atome, initialement dans l’état a,
absorbe le photon incident et soit trouvé dans l’état b à l’instant t.

3-a. Calcul de l’amplitude

Les états initial et final de ce processus sont :

|ψin〉 = |a;ψ〉 |ψfin〉 = |b; 0〉 (30)

puisque l’absorption du photon fait passer le rayonnement de l’état |ψ〉 au vide |0〉.
D’après la relation (B-4) du Chapitre XX, l’amplitude recherchée s’écrit, au premier
ordre en HI :

〈ψfin|Ū(t,−∞)|ψin〉 =
1

i~

∫ t

−∞
dt′ 〈ψfin|H̄I(t

′)|ψin〉 (31)

où la barre sur les opérateurs signifie que ces derniers sont pris dans le point de vue
d’interaction par rapport à l’hamiltonien non perturbé.

L’hamiltonien d’interaction HI est donné par 6 :

HI = −DE(+)(r = 0) (32)

L’élément de matrice de H̄I(t
′) figurant dans (31) vaut :

〈ψfin|H̄I(t
′)|ψin〉 = −Deiω0t

′〈0|E(+)(r = 0, t′)|ψ〉 (33)

6. Comme nous avons ignoré les degrés de liberté de polarisation du rayonnement, nous
ignorons ici aussi le caractère vectoriel du dipôle atomique D. L’opérateur D apparaissant dans
(32) est en fait la projection de D sur le vecteur polarisation du rayonnement.
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Dans cette égalité, D = 〈b|D|a〉, ω0 = (Eb − Ea)/~ est la fréquence de la transition
atomique, et E(+)(r = 0, t′) la composante de fréquence positive du champ électrique
en représentation d’interaction. En utilisant la notation (8) pour l’élément de matrice
du second membre de (33), nous obtenons :

〈ψfin|H̄I(t
′)|ψin〉 = −D eiω0t

′ E(r = 0, t′) (34)

ce qui permet de ré-écrire l’amplitude d’absorption (31) sous la forme :

〈ψfin|Ū(t,−∞)|ψin〉 = −
D
i~

∫ t

−∞
dt′ eiω0t

′ E(r = 0, t′) (35)

La quantité −DE(r = 0, t′) qui figure dans cette expression peut être considérée
comme l’hamiltonien d’interaction entre le dipôle atomique D et un champ classique
E(r = 0, t′). Le champ E(r = 0, t′) apparaît donc comme le champ classique qui
donnerait la même amplitude de transition entre les deux états a et b de l’atome que
le champ quantique, lorsque le rayonnement est dans le paquet d’ondes à un photon
décrit par c(k).

3-b. Propriétés de l’amplitude

Revenons au paquet d’ondes dans l’espace infini (1) et utilisons la relation (8)
pour obtenir l’amplitude de probabilité de détection du photon au point r = 0. Si
nous écrivons l’opérateur champ (4) avec une intégration sur d3k′ au lieu de d3k, et si
nous l’appliquons à (1), la commutation des opérateurs a(k′) et a†(k) fait apparaître
une fonction δ(k − k′), et nous obtenons :

〈0|E(+)(r = 0, t′)|ψ〉 = E(r = 0, t′) =
i

(2π)3/2

∫
d3k

√
ℏωk
2ε0

c(k)e−iωt
′

(36)

où ωk = c × k. Comme c(k) est centrée autour d’un vecteur d’onde moyen km,
supposé très grand devant la largeur ∆k de c(k), l’amplitude (36) peut s’écrire sous
la forme :

E(r = 0, t′) = e−iωmt
′ F(t′) (37)

qui est le produit d’une porteuse de fréquence ωm = ckm par une enveloppe F(t′).
Cette dernière varie en fonction de t′ plus lentement que l’exponentielle qui la pré-
cède ; elle peut par exemple prendre la forme d’une courbe en cloche centrée en t = 0
et de largeur ∆t ≃ 1/c∆k. En reportant (37) dans (35), nous obtenons :

〈ψfin|Ū(t,−∞)|ψin〉 = −i
∫ t

−∞
dt′ ei(ω0−ωm)t′ Ω1(t

′) (38)

où Ω1(t
′) est la fréquence de Rabi instantanée définie par :

~Ω1(t
′) = −DF(t′) (39)

L’équation (38) permet de comprendre le comportement de l’amplitude d’ab-
sorption du photon incident quand t croît de −∞ à +∞. Tant que t ≪ −∆t, les
deux fonctions E(t′) et Ω1(t

′) sont nulles ; le paquet d’ondes incident n’est pas encore
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arrivé au voisinage de l’atome de sorte qu’aucune absorption du photon ne peut se
produire. Puis, quand t croît de −∆t à +∆t, le paquet d’ondes défile sur l’atome
de sorte que l’intégrale de (38) croît. Quand t ≫ +∆t, le paquet d’ondes a quitté
l’atome ; l’amplitude d’absorption reste alors constante et égale à :

〈ψfin|Ū(+∞,−∞)|ψin〉 = −i
∫ +∞

−∞
dt′ ei(ω0−ωm)t′ Ω1(t

′) (40)

Cette expression donne donc l’amplitude pour qu’un photon ait été absorbé après le
passage du paquet d’ondes incident au voisinage de l’atome. Nous retrouvons donc
bien les résultats du Chapitre XX, mais cette fois sans que les instants initial et final
du processus aient été introduits artificiellement.

Donnons un ordre de grandeur de l’amplitude (40). Supposons tout d’abord
que ωm = ω0 (paquet d’ondes résonnant). L’intégrale de (40) est alors de l’ordre
de Ωmax

1 ∆t, où Ωmax
1 est la valeur maximale de la fréquence de Rabi atteinte quand

le centre du paquet d’ondes est sur l’atome et que l’enveloppe F(t′) atteint la plus
grande valeur possible. Quand ωm 6= ω0 (paquet d’ondes hors résonance), l’ampli-
tude d’absorption est plus faible. D’après (40), cette amplitude n’est autre que la
transformée de Fourier de Ω1(t

′) à la fréquence ω0 − ωm. Ce résultat ne fait qu’ex-
primer la conservation de l’énergie : pour que le photon incident soit absorbé, sa
fréquence doit être égale à celle de la transition atomique. Cependant, comme l’en-
veloppe du champ varie sur des intervalles de temps de l’ordre de ∆t, ceci n’impose
pas une stricte égalité entre fréquence moyenne du photon et fréquence atomique ;
l’égalité ne doit être réalisée qu’à ∆ω ≃ 1/∆t près.

4. Diffusion d’un paquet d’ondes

Nous étudions maintenant un processus mettant en jeu deux atomes : un
paquet d’ondes arrive sur un atome A placé en rA sur l’axe z, interagit avec lui, se
trouve diffusé dans toutes les directions, et interagit avec un second atome B placé
en rB . Le paquet d’ondes incident qui se propage dans la direction Oz est décrit par
la fonction c(k)e−iωt. Comme plus haut, nous poursuivons deux buts. Le premier
est, en assimilant l’atome B à un dispositif de mesure du photon diffusé par A, de
confirmer l’interprétation de E(r, t) comme une amplitude de détection du photon au
point rB . Le second est d’étudier la dépendance temporelle du processus de diffusion
lui-même.

Nous allons donc calculer les dépendances spatiale et temporelle du paquet
d’ondes diffusé, en particulier lorsque la fréquence centrale ωm du paquet d’ondes
incident est proche de la fréquence de résonance ω0 de l’atome diffuseur. Nous cal-
culerons ensuite l’amplitude pour que l’atome B soit excité à l’instant t depuis son
état fondamental a à son état excité b par le paquet d’ondes diffusé. Comme au §
1, nous pourrons associer à cette amplitude un paquet d’ondes spatial décrivant le
défilement du paquet d’ondes diffusé au voisinage du point rB .

4-a. Amplitude d’absorption par l’atome B du photon diffusé par l’atome A

Commençons par considérer un photon de vecteur d’onde ki parallèle à l’axe z
et de fréquence ωi = cki. Nous nous intéressons à l’amplitude de probabilité 〈kf |S|ki〉
pour que ce photon soit diffusé par l’atome A situé en rA de l’état ki vers l’état
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kf . Cette amplitude est donnée par la relation (E-3) du Chapitre XX, où nous ne
prenons en compte que les processus résonnant α (nous supposons que la fréquence
du photon incident n’est pas très éloignée de la fréquence de résonance atomique) :

〈kf |S|ki〉 = 〈ψfin|Ū(∆t, 0)|ψin〉
= −2πi Aαfi(Ein) δ

(∆t)(Efin − Ein) ≡ B δ(∆t)(ωf − ωi) (41)

Dans cette relation, Aαfi(Ein) est obtenu à partir de la relation (E-4) du Chapitre
XX (nous supposons à nouveau le rayonnement contenu dans un cube de volume
L3) :

Aαfi(Ein) = −
ℏ
√
ωiωf

2ε0L3

∑

c

〈a|ε∗f ·D|c〉〈c|εi ·D|a〉
Ea + ~ωi − Ec

ei(ki−kf )·rA (42)

où nous avons introduit au second membre une exponentielle qui provient de la
dépendance spatiale du champ électrique : ici, et comme dans le Chapitre XX, nous
traitons classiquement la position rA de l’atome, mais nous ne supposons plus qu’elle
est fixée à l’origine des axes. L’expression (42) est un produit de deux éléments de
matrice de l’hamiltonien d’interaction, un pour l’absorption du photon ki, l’autre
pour l’émission du photon kf , le tout divisé par un dénominateur d’énergie. La
fonction δ(∆t)(ωf −ωi) exprime simplement la conservation de l’énergie à ℏ/∆t près
dans le processus de diffusion élastique, comme par exemple dans les §§ B-1-b et E-
1-b du Chapitre XX ; nous supposons que le temps d’interaction ∆t est suffisamment
long pour qu’elle soit assimilable à une véritable fonction delta δ(ωf − ωi).

Le coefficient B que nous avons introduit dans la seconde égalité (41) est
proportionnel à l’expression (42) ; il contient le produit de deux éléments de matrice,
qui dépend des angles polaires θ et ϕ du vecteur kf par rapport à la direction de ki.
Cette dépendance est donc caractérisée par une fonction f(k, θ, ϕ), avec :

k = |ki| = |kf | (43)

Puisque nous avons supposé que la fréquence ωi du photon incident est proche de
résonance, nous pouvons utiliser les résultats du § E-2 du Chapitre XX concernant
la diffusion résonnante ; comme dans la relation (E-11) de ce chapitre, nous écrivons
le dénominateur d’énergie sous la forme ωi−ω0 + iΓ/2, où Γ est la largeur naturelle
de l’état excité de l’atome diffuseur A. L’amplitude (41) devient alors :

〈kf |S|ki〉 = Ck
f(k, θ, ϕ)

ωi − ω0 + iΓ/2
ei[(ki−kf )·rA] δ(ωf − ωi) (44)

où Ck est un coefficient proportionnel à
√
k.

Passons maintenant à l’étape suivante, l’interaction de l’atome B avec le pho-
ton kf . Comme en (33), elle est décrite par un élément de matrice (à nouveau, nous
devons introduire une exponentielle pour tenir compte du fait que l’atome B n’est
pas situé à l’origine des axes mais en rB) :

−Deiω0t
′〈0|E(+)(rB , t

′)|a;kf 〉 ∝ eikf ·rBei(ω0−ωf )t
′

(45)

Nous cherchons maintenant l’amplitude à l’instant t du processus complet, diffusion
par A du photon ki avec une amplitude donnée par (44) et absorption par B avec une
amplitude donnée par (45). Nous effectuons donc le produit de ces deux amplitudes,
puis sommons ce produit sur tous les vecteurs kf possibles du photon diffusé, ainsi
que sur la combinaison linéaire d’états ki formant le paquet d’ondes incident.
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4-b. Paquet d’ondes diffusé par l’atome A

Pour étudier les propriétés du paquet d’ondes diffusé par l’atome A, nous
commençons par procéder successivement aux deux sommations.

α. Sommation sur toutes les directions possibles du photon diffusé

Commençons par la sommation sur kf . La sommation sur le module de kf
entraîne, compte tenu de la fonction δ(ωf − ωi) apparaissant dans (44), que :

kf = ki = k (46)

En regroupant les termes dépendant de kf dans (44) et (45), on trouve que la
sommation sur les directions de kf introduit l’intégrale angulaire :

∫
dΩ f(k, θ, ϕ) eikf ·(rB−rA) (47)

La sommation sur les angles polaires θ, ϕ des exponentielles décrivant le déphasage
entre rA et rB de toutes les ondes planes kf donne naissance à une onde sphérique
centrée en rA :

∫
dΩ f(k, θ, ϕ) eikf ·(rB−rA) ∝ f(k, θB , ϕB)

eikr

r
avec r = |rB − rA| (48)

où θB et ϕB sont les angles polaires du vecteur rB − rA par rapport à la direction
ki du photon incident. Le second membre de (48) rappelle un résultat classique de
la théorie des collisions – cf. par exemple la relation (B.12) du Chapitre VIII. Il
exprime que la somme de toutes les ondes planes diffusées par l’atome A situé en rA
possède la structure d’une onde sphérique sortante de même nombre d’onde k que
les ondes kf qui lui donnent naissance. L’amplitude de cette onde sphérique varie en
1/r, ce qui assure que l’énergie sortant à travers une sphère de rayon r et de surface
4πr2 ne dépend pas de r.

Le fait que les angles polaires θB et ϕB apparaissant dans le second membre
de (48) soient ceux du vecteur rB − rA peut se comprendre par des arguments de
phase stationnaire. En effet, le facteur de phase eikf ·(rB−rA) associé à l’onde diffusée
kf est égal à eikr cosαf , où αf est l’angle entre kf et rB − rA ; comme kr ≫ 1, ce
facteur de phase varie très vite avec αf , sauf au voisinage des points où les variations
de cosαf avec αf sont stationnaires, c’est-à-dire quand αf = 0 pour l’onde sortante.
L’intégrale angulaire (47) privilégie donc les angles polaires θB et ϕB du vecteur
rB − rA.

De (44) et (45), on déduit, compte tenu de (48) :

∑

kf

〈b; 0|H̄I(t
′)|a;kf 〉〈kf |S|ki〉

∝ f(k, θB , ϕB)
eikr

r

1

ω − ω0 + iΓ/2
eiki·rA ei(ω0−ω)t′ (49)

où nous avons remplacé ωi et ωf par ω.
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β. Sommation sur les énergies

L’état initial du processus de diffusion est une superposition d’états |ki〉 mul-
tipliés par c(ki). Considérons un paquet d’ondes à une dimension se propageant le
long de l’axe Oz. Par un choix approprié de l’origine des axes, nous pouvons suppo-
ser que la position de l’atome A est en r = 0, ce qui revient à remplacer rA par 0.
Comme plus haut nous supposons que c(k) est réel, de sorte que le paquet d’ondes
est centré, à t = 0, sur la position r = 0 de l’atome diffuseur A.

Nous devons donc maintenant multiplier (49) par c(k) et intégrer sur k et
sur t′ de −∞ à t. L’amplitude d’absorption par l’atome B, à l’instant t, du photon
diffusé par l’atome A est donc proportionnelle à :

∫ t

−∞
dt′ eiω0t

′

∫
dω c(ω)

√
ω f(ω, θB , ϕB)

eiωr/c

r

1

ω − ω0 + iΓ/2
e−iωt

′

(50)

où nous avons remplacé la variable d’intégration k par ω = ck.
Comparons (50) et (35). L’intégrale sur ω qui figure dans l’intégrale sur t′ de

(50) apparaît comme le champ classique diffusé à l’instant t′ et à une distance r du
point O sur l’axe d’angles polaires θB et ϕB :

Ediff(r, θB , ϕB , t′) ∝
∫

dω c(ω)
√
ω f(ω, θB , ϕB)

eiωr/c

r

1

ω − ω0 + iΓ/2
e−iωt

′

(51)

Il sera utile pour la suite de regrouper les deux exponentielles de (50) et de poser :

t̃ = t′ − r/c (52)

Il vient alors :

Ediff(r, θB , ϕB , t′) =
∫

dω c(ω)
√
ω f(ω, θB , ϕB)

1

r

1

ω − ω0 + iΓ/2
e−iωt̃ (53)

ce qui montre que le paquet d’ondes diffusé le long de la direction θB , ϕB se déplace
à la vitesse c, et que son amplitude décroît en 1/r.

γ. Dépendance spatiale et temporelle du paquet d’ondes diffusé

Nous supposons maintenant que la largeur en fréquences ∆ω du paquet d’ondes
incidentes est très petite devant sa fréquence moyenne ωm :

∆ω ≪ ωm (54)

mais ne faisons aucune hypothèse sur les valeurs relatives de ∆ω et Γ. Le facteur
en
√
ω des relations précédentes peut alors être remplacé par

√
ωm et sort de l’in-

tégrale. Nous pouvons également négliger les variations avec ω de f(ω, θB , ϕB) sur
l’intervalle de largeur Γ où la fonction (ω− ω0 + iΓ/2)−1 varie de façon importante.
Le champ diffusé Ediff(r, t̃) apparaît alors comme la transformée de Fourier tempo-
relle du produit des deux fonctions c(ω) et (ω − ω0 + iΓ/2)−1. Ce champ est donc
le produit de convolution des transformées de Fourier de ces deux fonctions de ω.
Pour la première fonction, on a, compte tenu de (36) et (37) :

c(ω) ←→
TF

E(t̃) = e−iωm t̃ F(t̃) (55)
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Pour la seconde fonction, on a :

1

ω − ω0 + iΓ/2
←→
TF

e−iω0 t̃ θ(t̃) e−Γt̃/2 (56)

où θ(t̃) est la fonction de Heaviside égale à 1 pour t̃ > 0, à 0 pour t̃ < 0. On en
déduit que :

Ediff(r, t̃) ∝
1

r

∫ +∞

−∞
dτ e−iωmτ F(τ) e−iω0(t̃−τ) θ(t̃− τ) e−Γ(t̃−τ)/2) (57)

δ. Etude de deux cas limites

Deux limites intéressantes correspondent à des valeurs de la largeur ∆ω du
paquet d’ondes incident, soit très grandes, soit très petites devant la largeur naturelle
Γ du niveau excité de l’atome A.

Limite ∆ω ≫ Γ
Le paquet d’ondes incident passe en un point donné en un temps 1/∆ω très

court devant la durée de vie radiative 1/Γ de l’état excité b. L’enveloppe F(τ) du
paquet d’ondes incident n’est différente de zéro que pendant un temps très court
devant les temps caractéristiques de la transformée de Fourier de (ω−ω0+ iΓ/2)

−1.
On peut donc faire τ = 0 dans les deux derniers termes de (57), ce qui donne :

Ediff(r, t̃) ∝
1

r

[∫ +∞

−∞
dτ ei(ω0−ωm)τ F(τ)

] [
e−iω0 t̃ θ(t̃) e−Γt̃/2)

]
(58)

Le terme dans le premier crochet est proportionnel à l’amplitude d’excitation de
l’atome diffuseur A par le paquet d’ondes incident. Le second crochet décrit une
oscillation libre à la fréquence atomique ω0, débutant à l’instant t̃ = 0 et amortie
sur un temps 2/Γ.

L’interprétation physique de ce résultat est la suivante. Le paquet d’ondes
incident qui passe en un temps très court sur l’atome A, excite ce dernier de manière
percussionnelle et s’éloigne à la vitesse c. Le dipôle atomique ainsi excité, une fois le
paquet d’ondes incident passé, oscille librement à la fréquence ω0 et s’amortit sous
l’effet de l’émission spontanée. On obtient ainsi une situation analogue à l’excitation
percussionnelle d’un oscillateur en mécanique classique.

Limite ∆ω ≪ Γ
On peut dans (57) remplacer F(τ) par F(t̃) ; en effet, t̃− τ ne peut être plus

grand en module que 1/Γ, à cause de la dernière exponentielle de (57) et du fait que
Ẽ(t̃) varie très lentement sur cet intervalle de temps quand ∆ω ≪ Γ. On peut alors
ré-écrire (57) sous la forme :

Ediff(r, t̃) ∝ F(t̃)e−iωm t̃

∫ +∞

−∞
dτ eiωm(t̃−τ)e−iω0(t̃−τ) θ(t̃− τ) e−Γ(t̃−τ)/2) (59)

Effectuons le changement de variables τ ′ = t̃− τ dans l’intégrale sur τ . Compte tenu
de (56), on trouve alors que cette intégrale n’est autre que la transformée de Fourier
de e−iω0τ

′

θ(τ ′)e−Γτ ′/2 évaluée en ωm, c’est-à-dire (ωm − ω0 + iΓ/2)−1. On obtient
donc :

Ediff(r, t̃) ∝ F(t̃) e−iωm t̃
1

ωm − ω0 + iΓ/2
(60)
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L’interprétation physique de ce résultat est la suivante. Quand ∆ω ≪ Γ,
le paquet d’ondes met un temps très long à passer sur l’atome A, de sorte que
le dipôle de cet atome atteint un régime d’oscillation forcée à la fréquence ωm.
Il émet alors un rayonnement à la même fréquence, et avec une amplitude qui suit
adiabatiquement les variations lentes de l’enveloppe F(t̃) du paquet d’ondes incident ;
c’est ce qui explique le premier terme de (60). Le second terme décrit la réponse
linéaire du dipôle de fréquence propre ω0 et de temps d’amortissement 2/Γ à une
excitation de fréquence ωm. Ici, l’amplitude de l’oscillateur suit adiabatiquement
celle de l’excitation.

5. Exemple de paquet d’ondes à deux photons intriqués

Nous avons considéré dans le § 2-c des états à deux photons qui sont des pro-
duits tensoriels de deux paquets d’ondes à un photon, donc sans aucune intrication.
Il existe bien sûr de nombreux états à deux photons qui ne peuvent pas être écrits
sous la forme d’un produit de deux états à un photon, et décrivent donc des pho-
tons intriqués. Dans cette dernière partie, nous étudions un exemple de ce type, où
les photons intriqués apparaissent dans un processus d’optique non linéaire appelé
conversion paramétrique. L’intérêt d’un tel processus est de donner naissance à des
paires de photons très groupés dans le temps : la détection d’un photon de la paire à
un instant donné t entraîne que la détection du second photon a lieu à un intervalle
de temps très court après la première.

5-a. Conversion paramétrique

Les calculs relatifs à la conversion paramétrique sont semblables à d’autres
que nous avons déjà effectués. C’est pourquoi nous nous contenterons d’en décrire les
grandes lignes, qui permettent d’en comprendre l’essentiel de la physique, sans aller
dans des détails qui seraient trop longs pour avoir leur place dans ce complément.

α. Description du processus

Dans le § E-1 du Chapitre XX, nous avons étudié la diffusion élastique d’un
photon par un atome. Les Figures 2 et 3 du Chapitre XX donnent deux représenta-
tions diagrammatiques possibles d’un tel processus : un photon incident de fréquence
angulaire ωi est absorbé et un photon ωf émis, tandis que l’atome retourne au niveau
de départ ; la conservation de l’énergie du système total atome + photon implique
que ωi = ωf . Ici, nous étudions un processus de diffusion non linéaire au cours
duquel, comme précédemment, un photon incident de fréquence angulaire ω0 est
absorbé par un atome dans l’état a, mais où ce sont deux photons de fréquences
angulaires ω1 et ω2 qui sont émis. L’atome retourne à la fin du processus de diffu-
sion dans l’état a ; la conservation de l’énergie implique alors que ω0 = ω1 + ω2. La
Figure 1 donne deux représentations possibles d’un tel processus, analogues à celles
des figure 2.α et 3.α du Chapitre XX.

Plusieurs ordres temporels sont possibles pour les processus d’absorption et
d’émission. Par exemple, les Figures 3.α et 3.β du Chapitre XX diffèrent par l’ordre
temporel des processus d’absorption et d’émission dans la diffusion d’un photon.
Pour le processus à trois photons considéré ici, comportant une absorption et deux
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Figure 1 – Un photon incident, de fréquence angulaire ω0, est diffusé par un système
atomique dans l’état initial a. A la fin du processus de diffusion, le système atomique
est revenu dans l’état a, tandis que deux nouveaux photons sont apparus avec des
fréquences angulaires ω1 et ω2. La conservation de l’énergie implique que ω0 = ω1 +
ω2. Sur la partie gauche de la figure, les processus d’absorption (d’émission) sont
représentés par des flèches montantes (descendantes) ; sur la partie droite, ce sont
des flèches entrantes (sortantes), et les flèches ondulées symbolisent la propagation
des photons.

émissions, 3! = 6 ordres temporels possibles devraient a priori être considérés ; la
Figure 1 ne représente que l’un de ces six ordres possibles.

β. Amplitude de diffusion

Le principe du calcul de l’amplitude de diffusion d’un processus de conversion
paramétrique est analogue à celui qui nous a conduits aux formules (E-3) à (E-5) du
Chapitre XX, mais fait intervenir trois interactions avec le champ au lieu de deux ;
deux états relais (au lieu d’un seul) interviennent. Par exemple, pour le processus
représenté sur la Figure 1, on doit considérer les états suivants :

– état initial : |a;ω0〉, d’énergie Ein = Ea + ~ω0

– premier état relais : |b; 0〉, d’énergie Erel 1 = Eb
– deuxième état relais : |c;ω1〉, d’énergie Erel 2 = Ec + ~ω1

– état final : |a;ω1, ω2〉, d’énergie Efin = Ea + ~ω1 + ~ω2

L’amplitude de probabilité associée à ce processus est obtenue par généralisation de
la relation (E-4) du Chapitre XX. A un facteur constant et sans importance près, elle
est le produit d’une fonction δ(ω1+ω2−ω0) exprimant la conservation de l’énergie 7

par l’expression :

−
(

ℏ

2ε0L3

)3/2√
ω0ω1ω2

∑

b,c

〈a|ε∗2 ·D|c〉〈c|ε∗1 ·D|b〉〈b|ε0 ·D|a〉
(Ea + ~ω2 − Ec)(Ea + ~ω0 − Eb)

(61)

7. Comme au § 4-a, nous supposons le temps total d’interaction ∆t suffisamment long pour
que la fonction δ(∆t) soit assimilable à une véritable fonction delta.
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où ε0, ε1 et ε2 sont respectivement les polarisations des photons de fréquences ω0,
ω1 et ω2. Comparée à la relation (E-4) du Chapitre XX, l’expression (61) contient
donc trois éléments de matrice au numérateur (au lieu de deux), et deux (au lieu
d’un) dénominateurs d’énergie contenant la différence entre l’énergie de l’état initial
et celles des états relais 1 et 2.

Six amplitudes similaires peuvent être écrites, qui généralisent les équations
(E-3) à (E-5) du Chapitre XX et correspondent à des ordres temporels différents
des processus d’absorption et d’émission. Une fois leur somme effectuée, il faut éga-
lement sommer ces amplitudes sur tous les états atomiques relais b et c. Toutes les
contributions à l’amplitude contiennent la même fonction δ(ω1 + ω2 − ω0).

L’état final du système “atome + rayonnement” à la fin du processus de dif-
fusion est la somme sur ω1 et ω2 des composantes ainsi obtenues, avec la condition
ω1 + ω2 = ω0. Il peut donc s’écrire :

|Ψ〉 = |a〉 ⊗ |ψR〉, (62)

où :

|ψR〉 =
∑

k1,k2

δ(ω1 + ω2 − ω0) g(k1,k2)|k1,k2〉 (63)

avec ω1,2 = c |k1,2|. Cet état ne peut être mis sous la forme d’un produit de deux
états du champ ; il est donc intriqué (Chapitre XXI).

La fonction g(k1,k2) qui caractérise l’état du champ résulte de la dépendance
en ω1 et ω2 des amplitudes de diffusion, ainsi que des densités d’états finals appa-
raissant dans les sommations sur les continuums 8 ω1 et ω2 (somme sur les modules
des deux vecteurs k1 et k2). Nous supposerons ici que toutes les énergies de tous
les états relais sont très éloignées de toute résonance, de sorte que la dépendance en
|k1| et |k2| de g(k1,k2) ne présente aucune structure étroite. En d’autres termes,
toutes les différences d’énergie ∆E = Ein − Erel aux dénominateurs des amplitudes
de diffusion sont de l’ordre d’une fraction de fréquence optique. Nous avons vu dans
la remarque (i) à la fin du § 1 du Complément AXX que le temps passé dans un état
relais au cours du processus de diffusion est, d’après la relation d’incertitude temps-
énergie, de l’ordre de ~/|∆E|. Il en découle que les temps séparant les émissions des
deux photons ω1 et ω2 ne peuvent différer que de quelques périodes optiques, soit
encore quelques dizaines de femto-secondes. Ce raisonnement qualitatif montre que
les deux photons ω1 et ω2 sont émis de façon quasi simultanée.

Remarque :
Si l’hamiltonien d’interaction intervenant dans les trois éléments de matrice de l’am-
plitude de diffusion est l’hamiltonien dipolaire électrique, et si les états atomiques
ont une parité bien définie, la parité atomique change lors de chaque interaction. A
l’issue des trois interactions, la parité a donc changé, ce qui interdit à l’état final de
l’atome d’être le même que l’état initial. Le processus de génération paramétrique
que nous avons étudié ne peut donc exister que si les états atomiques n’ont pas une
parité bien définie. Une telle situation est réalisée si l’hamiltonien atomique n’est pas
invariant par réflexion. C’est ce qui se produit par exemple si l’atome est inséré dans
un cristal où le champ cristallin, qui a la symétrie d’un champ électrique extérieur,
n’est pas invariant par réflexion d’espace.

8. Deux continuums d’états finals apparaissent dans ce problème, mais la condition ω1+ω2 =
ω0 les réduit à un seul.
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5-b. Corrélations temporelles entre les deux photons obtenus par conversion
paramétrique

Evaluons maintenant le signal de détection double issu des deux photons en-
gendrés par conversion paramétrique. L’expérience que nous analysons est schéma-
tiquement représentée sur la Figure 2. Un faisceau pompe incident, de fréquence ω0,
se propage le long de la direction de vecteur unitaire u0, et arrive sur un cristal non
linéaire O contenant les atomes qui effectuent la conversion. On suppose que deux
diaphragmes placés devant les deux détecteurs D1 et D2 permettent de sélectionner
deux directions de vecteurs unitaires u1 et u2 pour les deux faisceaux générés par
conversion paramétrique.

Figure 2 – Un faisceau pompe de fréquence angulaire ω0, et se propageant le long
de la direction de vecteur unitaire u0, arrive sur un cristal non linéaire placé en
O. Le processus de conversion paramétrique donne naissance à deux faisceaux de
fréquences ω1 et ω2, avec ω1 + ω2 = ω0. Des diaphragmes permettent de fixer les
directions u1 et u2 de ces deux faisceaux. Les deux détecteurs D1 et D2 enregistrent
les arrivées des photons et permettent d’étudier leurs corrélations temporelles.

Nous allons nous concentrer sur l’aspect temporel du processus, et non sur
l’aspect spatial. Pour simplifier, nous supposerons donc que les trois états du champ
qui apparaissent sur la Figure 2 sont des ondes planes infinies dans les deux direc-
tions transverses. La seule variable dont dépendent les modes concernés est alors la
composante longitudinale du vecteur k ou, ce qui revient au même, la fréquence ω.
Le photon incident est alors décrit par un paquet d’ondes caractérisé dans l’espace
des fréquences par une fonction réelle c(ω0), centrée en ω0

m et de largeur ∆ω0 ≪ ω0
m.

Le centre du paquet d’ondes incident arrive donc en O à l’instant t = 0 et défile en
ce point pendant un temps de l’ordre de :

∆t ≃ ~/c∆k = ~/∆ω0 (64)

Le paquet d’ondes à deux photons obtenu par conversion paramétrique est décrit
par une expression analogue à (63), où nous utilisons maintenant les variables ω1,2 =
c |k1,2| ; ce paquet d’ondes contient alors une certaine dépendance en ω1 et ω2 de
g(ω1, ω2).
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α. Signal de photo-détection double wII(r1, t; r2, t+ τ)

Calculons tout d’abord l’amplitude d’absorption des deux photons 9, l’un à
l’instant t par le détecteur D1 situé en r1, l’autre à l’instant t + τ par le détecteur
D2 situé en r2 :

〈0|E(+)(r2, t+ τ)E(+)(r1, t)|ψR〉 =
ℏ

2ε0L3

∑

ω0

∑

ω1,ω2

c(ω0)
√
ω1ω2 g(ω1, ω2)

× ei[k2·r2−ω2(t+τ)] ei[k1·r1−ω1t] δ(ω1 + ω2 − ω0) (65)

Dans cette équation, k1 et k2 sont les vecteurs d’onde des deux photons se propageant
librement le long de u1 et u2. Nous notons L1 et L2 les distances entre O et D1,
O et D2, T1 = L1/c et T2 = L2/c les temps mis par les photons pour parcourir ces
deux distances. On a :

k1 · r1 =
ω1

c
L1 = ω1T1

k2 · r2 =
ω2

c
L2 = ω2T2 (66)

de sorte que (65) peut être ré-écrit sous la forme :

〈0|E(+)(r2, t+ τ)E(+)(r1, t)|ψR〉 =
ℏ

2ε0L3

∑

ω0

∑

ω1,ω2

c(ω0)
√
ω1ω2 g(ω1, ω2)

× eiω2[T2−t−τ ]eiω1[T1−t] δ(ω1 + ω2 − ω0) (67)

Nous remplaçons maintenant les deux variables ω1 et ω2 par une seule variable
δω en posant :

ω1 =
ω0

2
+ δω

ω2 =
ω0

2
− δω (68)

La condition ω1 + ω2 = ω0 est alors automatiquement satisfaite, de sorte que la
fonction δ apparaissant dans la deuxième ligne de (67) n’est plus nécessaire. La
sommation sur ω1 et ω2 devient une sommation sur δω, et la fonction g(ω1, ω2) est
remplacée par une fonction g̃(δω). Si l’on suppose pour simplifier T1 = T2 = T , on
obtient finalement :

〈0|E(+)(r2, t+ τ)E(+)(r1, t)|ψ〉 =
ℏ

2ε0L3

∑

ω0

c(ω0) e
iω0[T−t−τ ]/2eiω0[T−t]/2

×
∑

δω

√
(
ω0

2
+ δω)(

ω0

2
− δω) g̃(δω) eiδω τ (69)

β. Discussion physique

La dépendance en τ du signal de photo-détection double est donnée par la
somme sur δω de la deuxième ligne de (69). C’est donc, si l’on passe à la limite

9. Le signal wII est égal au carré du module de cette amplitude.
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continue, la transformée de Fourier de
√
(ω0

2 + δω)(ω0

2 − δω) × g̃(δω). Le produit√
(ω0

2 + δω)(ω0

2 − δω) varie très lentement avec δω et peut être considéré comme
constant, ainsi que les densités d’états qui s’introduisent quand on remplace la somme
discrète par une intégrale. Nous avons vu également plus haut (§ 5-a-β) que la
variation de g en fonction de ω1 et ω2, donc celle de g̃(δω), est très lente tant qu’aucun
état relais résonnant (ou quasi résonnant) n’intervient dans le processus de diffusion.
La fonction de δω dont il faut prendre la transformée de Fourier a donc une largeur
qui est grande, une fraction de la fréquence optique. Il en découle que le signal de
photo-détection double n’est différent de zéro que si les deux photo-détections sont
séparées par un intervalle de temps de l’ordre de quelques périodes optiques. En
d’autres termes, les deux photo-détections sont toujours quasi simultanées.

Considérons alors la somme sur ω0 de la première ligne de (69). Nous allons
voir que la dépendance en t du signal fait intervenir des échelles de temps beaucoup
plus longues que celles caractérisant la variation avec τ du signal wII . Remplaçons
en effet τ par 0 dans le deuxième membre ; on obtient, après passage à la limite
continue :
∫

dω0 c(ω0) e
iω0(T−t) (70)

c’est-à-dire la transformée de Fourier du paquet d’ondes incident. Ce paquet d’ondes
arrive en O à t = 0, et défile en ce point pendant un temps ∆t qui est en général
beaucoup plus long que le temps caractérisant la dépendance en τ du signal wII . La
relation (70) montre donc que les deux détecteurs donnent (presque simultanément)
un signal à un instant t quelconque situé dans un intervalle de temps ∆t centré
autour de t = T ; ce temps correspond à l’arrivée en D1 et D2 des photons générés
en O à partir du paquet d’ondes incident. Mais, une fois qu’un photon est détecté par
un détecteur, l’autre photon est détecté pratiquement au même instant par l’autre
détecteur. Une telle corrélation temporelle ne serait pas prédite par un traitement
semi-classique.

Ces résultats demeurent valables quand le processus de conversion paramé-
trique est produit, non pas par un seul photon incident décrit par un paquet d’ondes,
mais par une excitation laser continue. Les deux faisceaux engendrés par le proces-
sus de conversion paramétrique contiennent alors une suite de paires de photons,
qui apparaissent au même instant quand on les détecte ; on parle alors de photons
jumeaux.

De tels “faisceaux jumeaux” permettent d’exciter des transitions à deux pho-
tons bien plus efficacement que des faisceaux ordinaires. En effet, en l’absence d’état
relais résonnant dans le processus d’absoption à deux photons, un argument iden-
tique à celui développé ci-dessus montre que les deux absorptions doivent être sé-
parées par un intervalle de temps très court (les deux photons interagissent quasi-
simultanément avec l’atome qui les aborbe). Les deux photons incidents doivent
donc arriver au même instant sur l’atome, ce qui peut être le cas avec des faisceaux
jumeaux (avec des faisceaux ordinaires, on ne pourrait observer que des absorptions
à deux photons dues à des coïncidences accidentelles).

En pratique, la conversion paramétrique du rayonnement est souvent effec-
tuée, non pas par un atome isolé, mais par les atomes ou les molécules d’un solide.
Il est alors impératif de tenir compte de l’interférence entres les faisceaux issus des
différents éléments du solide, et d’identifier les conditions dans lesquelles cette in-
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terférence est constructive. Il faut en particulier prendre en compte l’indice optique
du milieu dans lequel se propagent les faisceaux, ce qui conduit à une condition dite
d’accord de phase. Cette question sort du cadre du présent complément, mais le
lecteur intéressé pourra la trouver traitée dans un ouvrage d’optique quantique [63]
[64].
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CHAPITRE XXI INTRICATION QUANTIQUE, MESURES, INÉGALITÉS DE BELL

A. Notion d’intrication, buts de ce chapitre

Considérons deux systèmes physiques A et B d’espace des états respectifs EA
et EB , ainsi que le système total A+B qui les réunit ; son espace des états est le
produit tensoriel EA⊗EB . Si nous supposons que le système A est décrit par un état
quantique normé |ϕA〉 appartenant à EA, le système B par un état quantique normé
|χB〉 appartenant à son espace des états EB , le ket |Φ〉 décrivant le système total est
alors le produit tensoriel :

|Φ〉 = |ϕA〉 ⊗ |χB〉 (A-1)

Dans ce cas, chacun des trois systèmes physiques A, B, et A + B est décrit de la
même façon : par un vecteur d’état, c’est-à-dire de la façon la plus précise possible
en mécanique quantique.

La situation est différente lorsque le vecteur d’état total n’est plus un produit.
Notons |ϕA〉, |ζA〉, ..., des états quantiques orthonormés appartenant à l’espace des
états EA du premier système, et |χB〉, |ξB〉, des états orthonormés appartenant à
l’espace des états EB du second. Nous pouvons alors construire d’autres produits
que (A-1) pour l’état du système total :

|Φ′〉 = |ζA〉 ⊗ |ξB〉 (A-2)

mais nous pouvons aussi, en vertu du principe de superposition, construire une
combinaison linéaire quelconque |Ψ〉 de |Φ〉 et |Φ′〉 qui n’est pas un produit :

|Ψ〉 = α |ϕA〉 ⊗ |χB〉+ β |ζA〉 ⊗ |ξB〉 (A-3)

Dans cette relation, les coefficients complexes α et β sont arbitraires et soumis à la
seule condition de normalisation :

|α|2 + |β|2 = 1 (A-4)

Nous supposons cependant qu’aucun de ces coefficients n’est nul, afin que (A-3) ne
se ramène pas à un simple produit :

αβ 6= 0 (A-5)

Un état tel que (A-3), qui contient une superposition cohérente de deux (ou plus)
composantes qui sont des produits, est appelé “état intriqué”. La propriété générale
associée à ces états est appelée “intrication quantique”. Elle correspond au fait que
l’état quantique de chaque sous-système est en quelque sorte conditionné par l’état
de l’autre.

Au Complément EIII, nous avons introduit la notion d’opérateur densité, qui
fournit une description d’un système physique plus générale que le vecteur d’état.
Pour le système physique total A+B dont le vecteur d’état est connu, son opérateur
densité est simplement le projecteur sur |Ψ〉 :

ρA+B = |Ψ〉 〈Ψ| (A-6)

dont la trace est l’unité :

Tr {ρA+B} = 〈Ψ |Ψ〉 = 1 (A-7)
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Lorsqu’un système physique peut être décrit par un vecteur d’état, on dit qu’il est
dans un “état pur” ; son opérateur densité satisfait à la relation :

[ρA+B ]
2
= ρA+B (A-8)

et donc à :

Tr
{
[ρA+B ]

2
}
= 1 (A-9)

Dans ces conditions, le système physique total peut être décrit au choix, soit par son
vecteur d’état |Ψ〉, soit par l’opérateur densité ρA+B. Nous allons voir que ce n’est
pas le cas des deux sous-systèmes A et B, pour lesquels c’est l’opérateur densité qu’il
faut utiliser.

Supposons en effet que nous nous intéressions uniquement à des mesures ef-
fectuées sur le sous-système A. Nous avons vu au § 5.b du Complément EIII que,
lorsque le système total est intriqué comme en (A-3), il n’existe en général pas de
vecteur d’état appartenant à EA qui permette de calculer les probabilités de mesures
effectuées uniquement sur A. Il faut nécessairement recourir à un opérateur densité
ρA obtenu par trace partielle (prise sur l’espace des états EB du système non observé
– nous rappellerons au § B-1 ci-dessous comment calculer les éléments de matrice
d’une trace partielle) :

ρA = TrB {ρA+B} (A-10)

Comme (A-6), cet opérateur est de trace unité, hermitique et défini positif ; mais ce
n’est pas le projecteur sur un seul vecteur d’état. Pour l’état intriqué (A-3), on a en
effet :

ρA = |α|2 |ϕA〉 〈ϕA|+ |β|2 |ζA〉 〈ζA| (A-11)

qui est la somme de deux projecteurs. Le sous-système A se trouve ainsi dans l’état
|ϕA〉 avec une probabilité |α|2, et dans l’état |ζA〉 avec une probabilité |β|2 : contrai-
rement à celui de A+B, l’état quantique de A n’est donc pas connu avec certitude,
mais seulement avec une certaine probabilité. L’opérateur densité ρA est alors quali-
fié de “mélange statistique” – l’idée étant que le calcul des prédictions des résultats de
mesures effectuées sur A s’obtient par une moyenne sur les propriétés (non observées)
de B. On a alors une inégalité :

Tr
{
[ρA]

2
}
≤ 1 (A-12)

où l’égalité ne se produit que si l’un des deux coefficients α ou β est nul ; l’équivalent
de la relation (A-9) n’est donc en général plus satisfaite par ρA. L’inégalité (A-12)
traduit le fait que, l’état quantique de A n’étant connu que de façon statistique,
la description quantique de A est moins précise que celle du système total A + B.
Les considérations précédentes se généralisent immédiatement au cas où |Ψ〉 est la
superposition, non pas de deux composantes comme en (A-3), mais de trois ou plus.

On se trouve alors dans une situation qui peut paraître assez surprenante,
car elle n’a aucun équivalent en physique classique. En effet, une description clas-
sique parfaite du système total A + B entraînerait immédiatement que chacun des
deux sous-systèmes est, lui aussi, parfaitement décrit. C’est automatique, puisqu’une
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spécification complète de l’état du système total n’est autre que la réunion des des-
criptions complètes des deux sous-systèmes ; par exemple, une description classique
parfaite du système solaire n’est autre que la donnée de toutes les positions et vi-
tesses des planètes, satellites, et de toutes les particules constituantes. En mécanique
quantique, il en va tout autrement : la description la plus précise possible du système
total par un vecteur d’état (état pur) n’implique pas en général une description aussi
précise des sous-systèmes. Cette différence change ainsi fondamentalement la rela-
tion habituelle entre les parties et le tout d’un système physique. Schrödinger, qui le
premier a introduit les mots “intrication quantique” en 1935, commente ce nouveau
concept dans les termes suivants : “Pour ma part, je n’appellerais pas cette propriété
une des caractéristiques de la mécanique quantique mais plutôt sa caractéristique
principale, celle qui nous force à adopter un changement total de nos lignes de pensée
habituelles. Sous l’effet de l’interaction, les deux représentations [les états quantiques]
se sont intriquées... Une autre façon de discuter cette situation très particulière est
de dire : la meilleure connaissance possible d’un tout n’inclut pas nécessairement la
meilleure connaissance possible de ses parties, même si elles sont totalement séparées
et pourraient virtuellement être capables d’être elles aussi connues aussi bien que
possible’, c’est-à-dire avoir une représentation (vecteur d’état) à elles”.

De façon générale, lorsque le vecteur d’état d’un système total n’est pas un
produit, et donc qu’on se trouve en présence d’intrication quantique, les prédictions
quantiques concernant les observations faites sur les sous-systèmes peuvent alors
prendre un caractère inattendu. Le but de ce chapitre est de discuter un certain
nombre d’effets physiques particuliers liés à l’intrication quantique. Dans le § B,
nous donnons une introduction générale au sujet dans le cas simple de deux spins 1/2
intriqués dans un état singulet. Puis, au § C, nous généralisons l’exemple précédent
à des systèmes physiques quelconques, et étudions un certain nombre de propriétés
des états quantiques intriqués. Le § D aborde ensuite la question des relations entre
intrication et mesures quantiques, en particulier dans le cadre d’un schéma de mesure
idéale proposé par von Neumann. Au § E, nous étudions une expérience où l’on
chercherait à observer les franges d’interférence d’une particule traversant une plaque
percée de deux fentes, mais aussi à déterminer simultanément par quelle fente elle
est passée ; si c’était possible, on arriverait à une contradiction. Cependant une
opération de trace partielle sur un état intriqué de la particule et de la plaque
permet de montrer la cohérence du formalisme quantique et d’illustrer un aspect
de la complémentarité. Enfin, au § F, les relations entre intrication et non-localité
quantique sont discutées dans le cadre de l’argument général de Einstein, Podolsky
et Rosen, ainsi que du théorème de Bell.

B. Etats intriqués d’un système de deux spins 1/2

Commençons par discuter un cas très simple, dont l’étude se révèle utile pour
la suite de ce chapitre : celui où chacun des deux systèmes A et B est un spin 1/2 ;
chacun des espaces des états EA,B est alors engendré par les deux états propres
|±〉 de la composante du spin sur l’axe Oz. Nous supposons que ces deux spins
sont intriqués dans un état singulet, tel que celui écrit dans la relation (B-22) du
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Chapitre X :

|Ψ〉 = 1√
2

[
|A : +〉 ⊗ |B : −〉 − |A : −〉 ⊗ |B : +〉

]

=
1√
2

[
|+,−〉 − |−,+〉

]
(B-1)

(dans la seconde ligne, nous avons simplifié la notation en supposant que le premier
indice dans le ket se réfère au spin A, le second au spin B).

B-1. Etat singulet, matrices densité réduites

Dans la base des 4 kets |+,+〉, |+,−〉, |−,+〉, |−,−〉 pris dans cet ordre, la
matrice représentant l’opérateur densité ρA+B est alors :

(ρA+B) =
1

2




0 0 0 0
0 1 −1 0
0 −1 1 0
0 0 0 0


 (B-2)

On vérifie aisément par un produit de matrices que (ρA+B)
2
= (ρA+B), et donc que

la relation (A-9) est vérifiée : le système total est dans un état pur.
Comme indiqué dans le § 5-b du Complément EIII, la matrice représentant

l’opérateur densité ρA s’obtient par trace partielle, c’est-à-dire en additionnant les
éléments de matrice de (ρA+B) diagonaux vis-à-vis des nombres quantiques du se-
cond spin (en d’autres termes, on somme sur les états du spin non observé) :

〈ms| ρA |m′
s〉 =

∑

m′′
S

〈ms,m
′′
S | ρA+B |m′

s,m
′′
S〉 (B-3)

Ceci conduit ici à :

(ρA) =
1

2

(
1 0
0 1

)
(B-4)

On obtient alors :

(ρA)
2
=

1

4

(
1 0
0 1

)
(B-5)

et donc Tr
{
(ρA)

2
}
= 1/2 ; le spin A n’est donc pas dans un état pur. Par symétrie,

on trouverait évidemment le même résultat pour (ρB). On constate que, dans l’opé-
ration de trace partielle, tous les éléments non diagonaux (cohérences) de (B-2) ont
complètement disparu : vu comme un système isolé, chacun des deux spins se trouve
dans un état “totalement dépolarisé” où il a la même probabilité 1/2 de donner les
résultats + ou − lors d’une mesure de la composante sur Oz de son spin (ou, de fait,
de n’importe quelle composante de son spin). Au niveau de chaque spin individuel,
le signe moins qui caractérise l’intrication du vecteur d’état (B-1) ne joue donc plus
aucun rôle ; en revanche, nous allons voir que cette intrication fait apparaître de
fortes corrélations entre les résultats de mesure portant sur les deux spins.
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B-2. Corrélations

Supposons maintenant que l’on mesure simultanément les deux spins, le pre-
mier selon une direction du plan xOz faisant un angle θA avec l’axe Oz, le second
selon une direction de ce même plan faisant un angle θB avec Oz. Les résultats que
nous allons obtenir seront importants pour la discussion du théorème de Bell au § F-
3-a. Les relations (A-22) du Chapitre IV (avec l’angle ϕ nul) donnent les expressions
vecteurs propres associés à ces mesures dans les espaces des états EA et EB :

|+〉θA,B
= cos

θA,B
2
|+〉+ sin

θA,B
2
|−〉

|−〉θA,B
= − sin

θA,B
2
|+〉+ cos

θA,B
2
|−〉 (B-6)

Dans l’espace des états des deux spins, le ket correspondant à un double résultat de
mesure + est donc :

|+〉θA ⊗ |+〉θB = cos
θA
2

cos
θB
2
|+,+〉+ cos

θA
2

sin
θB
2
|+,−〉

+ sin
θA
2

cos
θB
2
|−,+〉+ sin

θA
2

sin
θB
2
|−,−〉 (B-7)

de sorte que l’amplitude de probabilité d’obtenir ce double résultat avec l’état sin-
gulet (B-1) s’écrit :

〈Ψ|
[
|+〉θA ⊗ |+〉θB

]
=

1√
2

[
cos

θA
2

sin
θB
2
− sin

θA
2

cos
θB
2

]

= − 1√
2
sin

θA − θB
2

(B-8)

La probabilité du résultat (+,+) pour les mesures des deux composantes le long des
directions θA et θB est donc :

P++ (θA, θB) =
1

2
sin2

θA − θB
2

(B-9)

On peut recommencer le calcul pour les trois autres couples de résultats pos-
sibles, (+,−), (−,+) et (−,−). Cela ne présente aucune difficulté particulière, mais
il est plus simple de remarquer que le changement de θA en θA + π permet d’inter-
vertir les deux kets propres de (B-6), et donc les résultats + et − pour le premier
spin A ; la même opération est possible pour le second spin B. Il suffit d’effectuer
ces substitutions dans (B-9) pour obtenir les probabilités des 4 résultats possibles
sous la forme :

P++ (θA, θB) = P−− (θA, θB) =
1

2
sin2

θA − θB
2

P+− (θA, θB) = P−+ (θA, θB) =
1

2
cos2

θA − θB
2

(B-10)

Nous voyons donc que de fortes corrélations entre les résultats apparaissent
lorsque les deux spins sont mesurés 1. Ces corrélations sont la conséquence directe
de l’intrication présente dans le vecteur d’état singulet (B-1).

1. Il n’y a en général pas factorisation des probabilités. On vérifie en effet à partir de (B-
10) que P++/P−+ est différent de P+−/P−−. Ceci indique que le rapport entre les probabilités
d’obtenir avec le premier spin un résultat + et un résultat − dépend de l’état du second spin, donc
des corrélations.
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C. Intrication entre systèmes physiques quelconques

La notion d’intrication n’est bien sûr par limitée à l’état singulet de deux spins
1/2. Pour deux systèmes physiques quelconques, nous étudions maintenant comment
caractériser la présence d’une intrication lorsque le système total est dans un état
pur.

C-1. Etats purs intriqués, notations

Considérons par exemple deux systèmes quantiques A et B, d’espaces des états
respectifs EA (de dimension P ) et EB (de dimension Q). Le vecteur d’état normé
|Ψ〉 décrivant le système total A + B appartient au produit tensoriel EA ⊗ EB , de
dimension PQ. Certains états |Ψ〉 peuvent s’écrire sous la forme d’un produit :

|Ψ〉 = |ϕA〉 ⊗ |ϕB〉 (C-1)

où |ϕA〉 et |ϕB〉 sont des kets normés quelconques de EA et EB respectivement. Dans
un tel cas, on dit que les deux sous-systèmes physiques A et B ne sont pas intriqués ;
chacun d’entre eux peut être décrit par un vecteur d’état (cas pur), tout comme le
système total. En revanche, la majorité des états |Ψ〉 ne peuvent pas être factorisés
de la sorte, et s’écrivent donc nécessairement comme une somme de produits (l’état
singulet écrit plus haut en est un exemple) ; les deux sous-systèmes A et B sont alors
intriqués.

Il n’est pas toujours simple de voir sur l’expression d’un vecteur d’état quel-
conque |Ψ′〉 s’il peut effectivement s’écrire comme un produit tensoriel. Ce ket a en
général P ×Q composantes, et s’écrit :

|Ψ′〉 =
P∑

p=1

Q∑

q=1

cp,q |χpA〉 ⊗ |ξqB〉 (C-2)

où les |χpA〉 ainsi que les |ξqB〉 sont orthonormés. Mais d’autre part, si nous dévelop-
pons dans le produit (C-1) les kets |ϕA〉 et |ϕB〉 sur les kets |χpA〉 et |ξqB〉 selon :

|ϕA〉 =
P∑

p=1

xp |χpA〉 et |ϕB〉 =
Q∑

q=1

yq |ξqB〉 (C-3)

nous obtenons :

|Ψ〉 =
P∑

p=1

Q∑

q=1

xp yq |χpA〉 ⊗ |ξqB〉 (C-4)

Il n’est pas du tout évident, au simple vu des coefficients cp,q de |Ψ′〉, de savoir si on
peut les factoriser pour arriver à une expression de ce type et à un produit comme
en (C-1). Nous présentons dans ce qui suit une méthode systématique qui permet
de voir si une telle factorisation est possible, et si oui de l’effectuer.

C-2. Présence (ou non) d’une intrication : décomposition de Schmidt

On peut montrer (la démonstration est donnée plus bas) que tout état pur
|Ψ〉 décrivant l’ensemble des deux systèmes physiques A et B peut s’écrire sous la
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forme :

|Ψ〉 =
∑

i

√
qi |ui, wi〉 (C-5)

où les |ui〉 constituent un ensemble de vecteurs orthonormés dans l’espace des états
du premier système, et les |wi〉 un autre ensemble de vecteurs orthonormés dans
le second espace des états. Cette expression constitue la décomposition de Schmidt
d’un état pur, également appelée “décomposition bi-orthonormale”.

Que l’état du système total |Ψ〉 soit intriqué ou non, il lui correspond toujours
un opérateur densité, écrit en (A-6). Chacun des sous-systèmes peut être décrit par
les opérateurs densité obtenus par traces partielles :

ρA = TrB {ρA+B} ; ρB = TrA {ρA+B} (C-6)

Le calcul à partir de (C-5) donne alors deux expressions symétriques :

ρA =
∑

i

qi |ui〉 〈ui| (C-7)

et :

ρB =
∑

i

qi |wi〉 〈wi| (C-8)

Nous constatons donc que, lorsque le système total est dans un état pur, les deux
opérateurs densité partiels ont toujours les mêmes valeurs propres 2. Dans le cas par-
ticulier où elles sont toutes nulles sauf une, chacun des deux sous-systèmes est dans
un état pur, et l’état |Ψ〉 se factorise. Aucune intrication n’est alors présente. Mais,
en général, plusieurs des valeurs propres sont non nulles, et on voit immédiatement
que (ρA)

2 n’est pas égal à ρA, et de même pour ρB ; l’état pur |Ψ〉 est alors intriqué.

Démonstration de la relation (C-5) :

Les deux opérateurs ρA et ρB sont hermitiques, non négatifs, et de trace unité. Leurs
matrices peuvent donc être diagonalisées de façon à faire apparaître leurs valeurs
propres réelles comprises entre 0 et 1. Appelons |ui〉 les vecteurs propres normés
de ρA (l’indice i prend P valeurs différentes, où P est la dimension de l’espace des
états du sous-système A) et qi les valeurs propres correspondantes, toutes positives
ou nulles (mais pas nécessairement distinctes) ; de même les vecteurs propres de ρB
sont notés |vl〉 (où l prend Q valeurs différentes, Q étant la dimension de l’espace
des états du second sous-système), et les valeurs propres correspondantes rl. Les
deux opérateurs densité partiels se décomposent selon :

ρA =

P∑

i=1

qi |ui〉 〈ui| et ρB =

Q∑

l=1

rl |vl〉 〈vl| (C-9)

avec 0 ≤ qi, rl ≤ 1.

2. Ce n’est cependant pas nécessairement le cas si le système total est décrit par un mélange
statistique au lieu d’un état pur. Pour s’en convaincre, il suffit de supposer que ρA+B est égal à un
produit tensoriel ρA ⊗ ρB , où ρA et ρB sont quelconques et peuvent donc avoir des valeurs propres
différentes.
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Il est alors possible de décomposer l’état |Ψ〉 sur la base des kets produits tensoriels
{|A : ui〉 ⊗ |B : vl〉}, que nous notons pour simplifier {|ui, vl〉} en supposant que le
premier ket représente un état de A et le second un état de B ; si les ci,l sont les
composantes de |Ψ〉 dans cette base, nous obtenons :

|Ψ〉 =
P∑

i=1

Q∑

l=1

ci,l |ui, vl〉 (C-10)

Introduisons maintenant le ket |wi〉, appartenant à l’espace des états EB (ce ket
n’est pas nécessairement normé), par :

|wi〉 =
Q∑

l=1

ci,l |vl〉 (C-11)

Le développement (C-10) de |Ψ〉 se simplifie alors en :

|Ψ〉 =
P∑

i=1

|ui, wi〉 (C-12)

D’autre part, les éléments de matrice de la trace partielle ρA sont :

〈ui| ρA |uj〉 =
∑

m

〈ui, vm |Ψ〉 〈Ψ| uj , vm〉 (C-13)

Mais l’expression (C-12) de |Ψ〉 implique que :

|Ψ〉 〈Ψ| =
∑

i′,j′

|ui′ , wi′〉 〈uj′ , wj′ | (C-14)

Lorsque ce résultat est inséré dans (C-13), seuls subsistent les termes i′ = i et j′ = j,
de sorte que :

〈ui| ρA |uj〉 =
∑

m

〈vm| wi〉 〈wj | vm〉 = 〈wj | wi〉 (C-15)

soit :

ρA =
∑

i,j

|ui〉 〈ui| ρA |uj〉 〈uj | =
∑

i,j

|ui〉 〈uj | × 〈wj |wi〉 (C-16)

Cependant, par construction de la base {|ui〉} que nous avons utilisée, ρA est dia-
gonal et donné par l’expression (C-9) ; la comparaison avec (C-16) montre que l’on
a nécessairement :

〈wj |wi〉 = δi,j × qi (C-17)

Lorsque les valeurs propres qi sont non nulles, cette relation indique qu’on peut
définir un ensemble de vecteurs orthonormés |wi〉 de l’espace des états du système
B par :

|wi〉 = 1√
qi
|wi〉 (C-18)

Pour toutes les valeurs de l’indice i associées à des valeurs propres qi nulles, la même
relation indique que les kets |wi〉 sont nuls.
Enfin, lorsqu’on remplace dans (C-12) les |wi〉 par

√
qi |wi〉, on obtient l’égalité (C-5),

qui est ainsi démontrée ; les relations (C-7) et (C-8) en sont alors des conséquences
directes.
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C-3. Caractérisation de l’intrication : rang de Schmidt

Le nombre de valeurs propres qi différentes de zéro, soit le nombre de termes
non nuls dans (C-5), est appelé le “rang de Schmidt” de |Ψ〉 et noté R. Si R = 1,
on voit immédiatement que l’état du système total n’est pas intriqué, les deux sous-
systèmes se trouvant donc dans des états purs. Si R = 2, on tombe sur l’exemple
étudié au § B où les deux sous-systèmes sont intriqués, si R = 3 on obtient une
intrication plus compliquée, etc. Nous obtenons ainsi un critère qui permet de savoir
si un ket général (C-2) est intriqué ou non : il suffit de calculer un opérateur densité
partiel d’un des sous-systèmes et le nombre de ses valeurs propres non nulles (par
commodité, on choisira évidemment le sous-système dont la dimension de l’espace
des états est la plus petite) ; si ce nombre est 1, le vecteur propre associé à la valeur
propre non nulle donne immédiatement un des facteurs de la décomposition, l’autre
en découlant immédiatement. En revanche, si ce nombre est plus grand que 1, la
décomposition en un seul produit tensoriel n’est pas possible.

L’intrication est donc en quelque sorte partagée de façon symétrique entre A
et B ; il n’est par exemple pas possible qu’un des deux sous-systèmes soit dans un
état pur et l’autre dans un mélange statistique. Le rang R est inférieur ou égal à la
plus petite des dimensions P et Q des espaces des états de A et B ; il faut donc que
les deux sous-systèmes aient des espaces des états de dimensions suffisantes si l’on
veut obtenir une intrication de rang élevé entre eux.

Remarque :

Si toutes les valeurs propres qi de ρA (et de ρB) sont distinctes, la décomposition
de Schmidt est unique. En effet, les décompositions (C-9) et (C-8) de ρB sur les
projecteurs sur ses vecteurs propres coïncident alors nécessairement ; la série des
vecteurs propres |wi〉 coïncide donc avec celles des |vl〉. Les vecteurs propres des
opérateurs densité partiels donnent alors directement la décomposition de Schmidt
unique. En revanche, lorsque certaines valeurs propres qi sont dégénérées, ce n’est
plus le cas. Par exemple, pour l’état singulet (B-1), nous avons vu que les deux
matrices densité partielles ont deux valeurs propres égales à 1/2 ; cet état singulet
décomposé en (B-1) sur des produits de vecteurs propres des composantes du spin le
long de l’axe Oz s’écrit de la même façon avec les vecteurs propres des composantes
de spin le long de n’importe quelle direction arbitraire. Il lui correspond donc une
infinité de décompositions de Schmidt possibles.

D. Mesure idéale et états intriqués

L’intrication joue également un rôle essentiel dans tout processus de mesure
quantique, car elle apparaît en général au cours de l’interaction entre le système
mesuré S et l’appareil de mesure M . De plus, comme nous allons le voir, elle se
propage plus loin, et met également en jeu l’environnement de l’appareil de mesure.

D-1. Schéma d’une mesure idéale (von Neumann)

Le modèle de von Neumann de la mesure quantique fournit un cadre général
permettant de décrire un processus de mesure quantique en termes d’intrication
apparaissant (ou disparaissant) dans le vecteur d’état décrivant le système total
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S +M . Initialement, les deux systèmes S et M sont décrits par un état factorisé
|Ψ0〉 mais, comme ils interagissent pendant un certain temps, ils atteignent un état
intriqué |Ψ′〉 ; on suppose qu’ils n’interagissent plus ensuite, par exemple parce que
la distance qui les sépare devient grande.

Dans l’espace des états de S, de dimension NS , la quantité physique mesurée
sur S est décrite par un opérateur OA dont les vecteurs propres normés sont les kets
|ak〉 avec les valeurs propres ak (que nous supposons non dégénérées pour simplifier
l’écriture) :

OA |ak〉 = ak |ak〉 (D-1)

Initialement, l’état |ϕ0〉 de S est une combinaison linéaire quelconque des |ak〉 :

|ϕ0〉 =
NS∑

k=1

ck |ak〉 (D-2)

avec des coefficients complexes ck ayant pour seule contrainte que la somme des
carrés de leurs modules soit égale à 1 (condition de normalisation). Pour l’appareil
de mesure M , nous supposons qu’initialement il est toujours dans le même état
quantique normé |Φ0〉. L’état initial du système total est alors :

|Ψ0〉 = |ϕ0〉 ⊗ |Φ0〉 (D-3)

D-1-a. Processus de base

Commençons par le cas particulier où le résultat de mesure est certain et où,
initialement, le système S se trouve dans l’un des états propres associés à la mesure :
|ϕ0〉 = |ak〉. Dans ce cas :

|Ψ0〉 = |ak〉 ⊗ |Φ0〉 (D-4)

Après la mesure, S reste alors dans le même état |ak〉, mais l’appareil de mesure
atteint un état |Φ′

k〉 qui est différent de |Φ0〉 et dépend de k : c’est une condition né-
cessaire pour que le résultat soit accessible expérimentalement. En effet, la position
du “pointeur” utilisé pour la lecture du résultat (l’aiguille de mesure macroscopique,
l’inscription du résultat dans une mémoire, etc.) doit évidemment dépendre de k
pour permettre l’acquisition de ce résultat. Il est d’ailleurs naturel de supposer que
les différents états |Φ′

k〉 sont orthogonaux entre eux, puisque le pointeur met né-
cessairement en jeu un très grand nombre d’atomes qui atteignent un état différent
pour permettre la lecture par un observateur macroscopique. L’effet de la mesure
sur le système total est donc résumé dans ce cas simple par :

|Ψ0〉 = |ak〉 ⊗ |Φ0〉 =⇒ |Ψ′〉 = |ak〉 ⊗ |Φ′
k〉 (D-5)

où |Φ′
k〉 est un état normé de M . A ce stade, aucune corrélation ou intrication n’est

donc apparue entre l’appareil de mesure et le système mesuré ; ceci correspond à la
situation simple où le résultat de la mesure est certain.

Dans le cas général, l’état initial du système S est une superposition d’états
propres |ak〉, comme écrit en (D-2). L’état qui remplace dans ce cas (D-4) est la
combinaison linéaire avec les mêmes coefficients :

|Ψ0〉 =
∑

k

ck |ak〉 ⊗ |Φ0〉 (D-6)
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La linéarité de l’équation de Schrödinger entraîne alors que :

|Ψ0〉 =⇒ |Ψ′〉 =
∑

k

ck |ak〉 ⊗ |Φ′
k〉 (D-7)

qui est maintenant un état où l’appareil de mesure est intriqué avec le système mesuré
S. Les états de S et M sont donc fortement corrélés : si la position du “pointeur” est
celle associée à l’un des vecteurs d’états |Φ′

k〉, l’état de S est décrit par le ket |ak〉
associé à une valeur propre précise de OA.

Après la mesure, on ne peut plus attribuer un vecteur d’état (état pur) au
système S, mais seulement un opérateur densité obtenu par trace partielle. Comme
les |Φ′

k〉 sont mutuellement orthogonaux et normés, cet opérateur densité est donné
par :

ρ′S = TrM {|Ψ′〉 〈Ψ′|} =
∑

k

|ck|2 |ak〉 〈ak| (D-8)

Cette relation paraît très naturelle : elle nous dit que le système mesuré a une pro-
babilité |ck|2 de se trouver dans chacun des états |ϕk〉 associés aux résultats de
mesure ak, ce qui correspond bien à la règle des probabilités habituelles de Born.
C’est donc une formule très utile qui résume de façon simple un certain nombre de
caractéristiques du postulat de la mesure en mécanique quantique. Cependant, tous
les résultats possibles continuent à être présents dans la trace partielle, étant consi-
dérés comme également possibles après la mesure. Rien n’indique à ce stade qu’un
seul résultat est véritablement observé lors d’une réalisation donnée de l’expérience,
ni qu’il est possible d’interpréter le carré des coefficients |ck| comme des probabilités
classiques associées à des observations mutuellement exclusives. L’évolution prédite
par l’équation de Schrödinger ne peut, à elle seule, expliquer l’unicité des résultats
observés à l’échelle macroscopique. C’est la raison pour laquelle von Neumann a in-
troduit le postulat de réduction du vecteur d’état (également appelé “réduction du
paquet d’ondes”, cf. Chapitre III, § B-3-c) ; nous reviendrons sur ce point plus en
détail au § D-3.

D-1-b. Dynamique du processus d’intrication

Un hamiltonien simple d’interaction entre les systèmes S et M permet de
rendre compte de l’apparition d’intrication entre ces systèmes, et de conduire aux
relations (D-5) ou (D-7). Par exemple, nous pouvons supposer que leur hamiltonien
d’interaction Hint s’écrit :

Hint = g OA PM (D-9)

où OA est l’opérateur (agissant sur S seulement) déjà introduit plus haut, PM un
opérateur agissant sur M seulement, et enfin g une constante de couplage. Nous
supposons également que, dans l’espace des états de M , l’opérateur PM possède un
opérateur conjugué XM :

[XM , PM ] = iℏ (D-10)

Cette relation de commutation signifie que PM est le générateur des opérateurs de
translation par rapport à XM ; l’action de son exponentielle sur un vecteur propre
quelconque |xM 〉 de XM :

XM |xM 〉 = xM |xM 〉 (D-11)
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induit une translation de la valeur propre xM :

e−i∆xPM/ℏ |xM 〉 = |xM +∆x〉 (D-12)

où ∆x est un nombre réel quelconque – cf. relation (13) du Complément EII.
Supposons maintenant que |Φ0〉 (état de l’appareil de mesure avant la mesure)

soit un état propre normé deXM de valeur propre x0, et ignorons 3 toute autre source
d’évolution du système total autre que l’interaction entre S et M . L’opérateur d’évo-
lution entre le temps t = 0 avant la mesure et le temps t = τ où cesse l’interaction
est :

U(τ, 0) = e−igτOAPM/ℏ (D-13)

Son application au ket (D-4) donne alors :

U(τ, 0) |ak〉 ⊗ |Φ0(x0)〉 = |ak〉 ⊗ |Φ0(x0 + gτak)〉 (D-14)

où les variables entre parenthèses dans les états de l’appareil de mesure 4 désignent
les valeurs propres de XM . Ainsi, les états |Φ′

k〉 introduits dans (D-5) sont-ils les
kets :

|Φ′
k〉 = |Φ(x0 + gτak)〉 (D-15)

Ces relations montrent que, pour l’appareil de mesure M , la valeur propre de X a
été translatée d’une quantité gτak qui dépend de la valeur propre ak de S. L’obser-
vable XM joue donc le rôle de la position d’un “pointeur” de l’appareil de mesure
(aiguille de mesure), qui indique le résultat de mesure après interaction entre les
deux systèmes. Quant à l’observable OA, c’est celle du système S qui est mesurée
par la position de ce pointeur.

Dans ces conditions, si l’état initial est une superposition cohérente comme en
(D-6), l’état après interaction (D-7) s’écrit :

|Ψ′〉 =
∑

k

ck |ak〉 ⊗ |Φ(x0 + gτak)〉 (D-16)

qui est une décomposition bi-orthogonale du type de celle obtenue au § C-2. Si,
initialement, le système S n’est pas dans un état propre de OA, l’interaction avec
l’appareil de mesure change son état en un mélange statistique (D-8). Inversement,
s’il est initialement dans un état propre de OA, il reste dans le même état propre
après mesure : l’opération ne change alors pas son état. On dit alors que la mesure
est une “mesure quantique non destructive” (en anglais “quantum non demolition”
measurement, ou QND).

3. Pour éviter cette hypothèse, le calcul pourrait être mené dans le point de vue d’interaction
(exercice 15 du Complément LIII) par rapport à la somme des évolutions propres de S et M ;
cela compliquerait un peu les résultats. Toutefois, comme nous mettons ici l’accent plutôt sur la
dynamique introduite par leur couplage mutuel, pour simplifier les calculs nous supposons que ces
évolutions propres ont un effet négligeable pendant la durée de l’interaction τ .

4. Inutile de dire qu’un appareil de mesure est macroscopique et possède bien d’autres degrés
de liberté que la seule position du pointeur. Pour simplifier, nous n’introduisons pas ces degrés de
liberté dans les notations.
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D-2. Couplage avec l’environnement, décohérence ; les “états pointeurs”

Examinons maintenant dans quelles conditions le processus d’interaction et
d’intrication que nous avons envisagé constitue une bonne mesure. Une première
condition évidente à satisfaire est que les états |Φ′

k〉 de l’appareil de mesure doivent
garder l’information sur le résultat de la mesure d’une façon robuste, et ne pas la
détruire immédiatement sous l’effet de l’évolution propre de M . Cette condition est
remplie si XM est une constante du mouvement de M , en d’autres termes si XM

commute avec l’hamiltonien propre HM de M . De plus, l’appareil de mesure ne peut
rester totalement isolé de son environnement, y compris à un niveau microscopique.
En effet, de par sa fonction même, l’appareil doit être capable d’interagir et de se
corréler avec un système d’enregistrement du résultat, voire même avec l’expéri-
mentateur lorsque ce dernier prend connaissance du résultat de mesure ; c’est donc
par définition un appareil “ouvert”, susceptible d’interagir avec l’extérieur. Qu’il soit
totalement isolé demanderait d’ailleurs qu’aucun de ses atomes, de ses électrons,
etc., n’interagisse avec aucune particule de l’environnement et ne s’y corrèle d’une
façon ou d’une autre, ce qui est évidemment impossible à réaliser pour un appareil
macroscopique.

Il se produit donc, en ce qui concerne le couplage entre M et l’environnement
E, un phénomène d’intrication qui rappelle celui que nous avons déjà discuté pour
S et M . Nous devons donc déterminer quelle est la base de l’espace des états de
M qui, dans l’état intriqué de M + E, conduit à un développement bi-orthogonal
semblable à (D-16). Le calcul de l’opérateur densité partiel de M est du même type
que celui qui nous a conduits à (D-8) pour l’intrication entre S et M : c’est dans la
base de ce développement bi-orthogonal que l’opérateur densité partiel de M (qui
remplace S) reste diagonal ; si l’on change de base, sa matrice densité acquiert en
général des éléments non diagonaux. De plus, l’intrication continue à se propager
de plus en plus loin dans l’environnement, de sorte qu’il est nécessaire que la base
pertinente de M reste constante au cours du temps. Il faut donc déterminer quelle
est cette base privilégiée.

Suivant les circonstances, le couplage entre un appareil de mesure et son en-
vironnement peut prendre des formes diverses et, en général, complexes à cause du
grand nombre de degrés de liberté mis en jeu ; plusieurs constantes de temps inter-
viennent. Différents modèles ont été développés pour rendre compte de ce couplage
et de la dynamique qu’il produit ; nous n’entrerons pas dans leur détail. Une re-
marque générale est que la mesure met en jeu toute une chaîne d’amplification entre
S et le pointeur macroscopique, chaîne qui peut être constituée d’objets mésosco-
piques ou macroscopiques sensibles à l’environnement. L’intrication progresse tout
au long de cette chaîne par des interactions qui ont un caractère local : les potentiels
d’interaction sont diagonaux en représentation position, et leur portée est microsco-
pique. Ils ne peuvent donc coupler entre eux des états quantiques correspondant à
des positions macroscopiquement différentes des objets en question. Il s’ensuit que
les branches du vecteur d’état correspondant à des positions spatiales différentes se
propagent de façon indépendante. Ainsi le couplage avec l’environnement tend-il à
privilégier la base des états où les positions des différents éléments de l’appareil de
mesure, et bien sûr en particulier son pointeur, occupent des positions spatiales bien
définies. La base privilégiée correspondante dans l’espace des états de l’appareil de
mesure M est dite base des “états pointeurs” (“pointer states” en anglais), où sa ma-

636



D. MESURE IDÉALE ET ÉTATS INTRIQUÉS

trice densité reste diagonale au cours du temps. C’est dans cette base uniquement,
définie par des critères de localisation du pointeur, que l’intrication avec E tend à
détruire les cohérences (éléments non diagonaux de la matrice densité), sans modifier
les éléments diagonaux (c’est-à-dire les positions des particules du pointeur).

En résumé, nous voyons ainsi apparaître plusieurs conditions nécessaires pour
qu’un dispositif puisse être considéré comme un appareil de mesure satisfaisant pour
donner accès à une grandeur physique de S ; il faut évidemment que le couplage
entre S et M soit approprié pour transférer la bonne information de l’un à l’autre ;
il faut également que cette information transférée reste ensuite stable dans le temps
vis-à-vis de l’évolution propre de M , ainsi que du couplage entre M et E. Bien
sûr, il ne s’agit là que de conditions nécessaires : en pratique, un bon appareil de
mesure doit être conçu en tenant compte de bien d’autres impératifs, par exemple
une bonne sensibilité ou une minimisation de l’influence des perturbations extérieures
inévitables.

D-3. Unicité du résultat de mesure

Nous avons déjà remarqué plus haut que, dans la dynamique associée à l’équa-
tion de Schrödinger, rien ne peut expliquer l’unicité des résultats observés à l’échelle
macroscopique. Rien de surprenant à cela puisque (D-8) n’est qu’une conséquence
directe de l’équation de Schrödinger, qui est incapable à elle seule de faire cesser
la progression sans fin de la “chaîne de Von Neumann”, comme nous le discutons
maintenant.

D-3-a. Chaîne infinie de von Neumann

Reprenons le schéma de mesure idéale du § D-1. Après mesure, l’état de S+M
est l’état intriqué (D-7), superposition de composantes associées à tous les résultats
possibles de mesure. On pourrait alors se demander si, en utilisant un second appareil
de mesure M2 pour observer M , on ne pourrait pas résoudre cette superposition et
obtenir un résultat unique. Mais, en fait, le même processus d’intrication qu’entre S
et M se reproduit alors et, après la seconde mesure, on obtient un état final :

|Ψ′′〉 =
∑

k

ck |ak〉 ⊗ |Φ′
k〉 ⊗ |Ξ′

k〉 (D-17)

où les kets |Ξ′
k〉 désignent les états du second appareil de mesure M2, orthogonaux

entre eux pour différentes valeurs de k. Bien évidemment, ajouter un troisième ap-
pareil de mesure M3 ne fera que continuer plus loin la progression de l’intrication,
chaque appareil de mesure jouant le rôle de l’environnement pour l’appareil précé-
dent. Cette chaîne d’appareils de mesure peut continuer à l’infini, sans qu’à aucun
niveau ne soit résolue la superposition et qu’émerge l’unicité du résultat de mesure ;
elle porte le nom de chaîne de von Neumann (et le problème logique ainsi posé porte
le nom de “régression infinie de von Neumann”).

Le célèbre “paradoxe du chat de Schrödinger” met en jeu une situation du
même type : ici, le système S est supposé être un noyau radioactif dans une super-
position de deux états, |a1〉 où le noyau est resté excité, et |a2〉 où il s’est désintégré
et a émis une particule. Les kets |Φk〉, |Ξk〉, etc. désignent les états d’un appareil de
mesure qui peut détecter cette particule, et alors déclencher un système mécanique
qui tue un chat en cas de détection ; le dernier de ces kets |Z〉 caractérise donc le
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chat, qui peut être dans un état |Z1〉 où le chat reste vivant et dans un état |Z2〉 où
il est mort. Schrödinger met en avant l’absurdité d’une description physique d’un
système comprenant un chat, où ce dernier peut se trouver à la fois dans un état
vivant et dans un état mort.

Ainsi, l’unicité des résultats de mesure n’émerge pas de l’équation de Schrö-
dinger ; elle prédit que le pointeur d’un appareil de mesure, et donc tout objet macro-
scopique, peuvent atteindre des superpositions d’états situés en des points éloignés
de l’espace. La linéarité de l’équation de Schrödinger fait que rien ne peut empêcher
les différentes composantes du vecteur d’état de se propager de plus en plus loin, sans
que cette chaîne infinie d’intrications ne puisse jamais se résoudre en une seule de ses
composantes. C’est précisément pour résoudre ce problème que von Neumann a in-
troduit un postulat spécifique : le postulat de réduction du vecteur d’état (Chapitre
III, § B-3-c) qui “impose à la main” l’unicité du résultat de mesure.

D-3-b. Postulat de réduction du vecteur d’état

Le postulat de réduction du vecteur d’état est également appelé “postulat de
projection”, ou encore “postulat de réduction du paquet d’ondes” (en anglais, on
utilise souvent le mot “collapse”). Comme nous l’avons vu au Chapitre III (§ B.3.c),
ce postulat spécifie qu’il faut supprimer, une fois que la mesure est effectuée, les
sommations de (D-7), (D-8) et (D-17) : parmi tous les termes, on ne retient que
la composante k = m correspondant au résultat de mesure effectivement observé.
Le vecteur d’état après la mesure redevient alors un produit, d’où l’intrication a
disparu ; S est à nouveau dans un état pur. Ainsi, l’intrication initialement créée par
le processus de mesure disparaît une fois le résultat enregistré.

Ce postulat, pour efficace qu’il soit, présente toutefois des difficultés d’interpré-
tation. Son utilisation conduit en effet à considérer que le vecteur d’état peut évoluer
sous l’influence de deux processus différents : une évolution “normale”, continue, régie
par l’équation différentielle de Schrödinger ; lors d’une mesure, une évolution sou-
daine, discontinue, régie par le postulat de réduction de von Neumann. Bien sûr, cette
dualité introduit immédiatement la question de la limite entre les deux évolutions :
à partir de quel moment exact faut-il considérer que la mesure a été effectuée ? En
d’autres termes, jusqu’où se propage la superposition cohérente (D-17) ? Quels pro-
cessus physiques constituent-ils une mesure, par opposition à ceux qui donnent lieu à
une évolution continue de Schrödinger ? La difficulté qui en résulte est la motivation
qui a poussé à introduire différentes interprétations de la mécanique quantique. Par
exemple, il existe des interprétations dites “non standard” où l’équation de Schrödin-
ger est modifiée par l’adjonction d’un petit terme stochastique. Ce terme est choisi
de façon à rester totalement négligeable au niveau microscopique, tout en interve-
nant à partir d’un certain niveau macroscopique ; dans ce cas, il supprime toutes
les composantes macroscopiquement distinctes du vecteur d’état, sauf une. Les deux
dynamiques, de Schrödinger et de von Neumann, sont ainsi unifiées dans une seule
équation de propagation du vecteur d’état. Mais il existe bien d’autres interpréta-
tions : variables supplémentaires, interprétation modale, Everett, qui proposent de
résoudre le problème de façons différentes ; nous renvoyons le lecteur intéressé par
ces questions à la référence [65].
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E. Expériences “quel chemin” : peut-on identifier le chemin suivi par le
photon dans l’expérience des fentes d’Young ?

Figure 1 – Expérience des franges d’Young utilisant une plaque P mobile le long de
l’axe x et percée de deux fentes F1 et F2. Un photon émis par une source S rejetée à
l’infini arrive sur l’écran de détection au point M . L’impulsion qu’il communique à
la plaque le long de l’axe x prend une valeur différente selon qu’il passe par la fente
F1 ou F2.

Revenons maintenant sur une question qui a déjà été discutée dans le Com-
plément DI : dans l’expérience des franges d’Young où le photon peut suivre deux
chemins distincts pour arriver sur l’écran de détection, est-il possible d’observer des
franges d’interférence entre ces chemins tout en obtenant une information sur le
chemin par lequel le photon est passé ? La Figure 1 de ce Complément DI, que nous
reprenons ici dans la Figure 1, représente un dispositif expérimental d’interférences
utilisant une plaque percée des deux fentes F1 et F2, cette plaque étant mobile
dans la direction perpendiculaire au photon incident. Elle reçoit alors des transferts
d’impulsion ∆p1 et ∆p2 différents selon que le photon passe par F1 ou F2, de sorte
que l’on pourrait naïvement espérer observer des interférences tout en sachant par
quelle fente la particule est passée. Cependant, en utilisant les relations d’incertitude
position-impulsion appliquées à la plaque, nous avions alors montré que les franges
d’interférence sont brouillées dès que les transferts d’impulsion ∆p1 et ∆p2 sont suf-
fisamment différents pour que l’on puisse obtenir cette information. La raison est
que, si l’on veut discerner ces deux transferts d’impulsion, l’incertitude en impulsion
de la plaque doit être inférieure au module de ∆p1 −∆p2. Un calcul simple montre
alors que l’incertitude en position de la plaque est supérieure à l’interfrange, ce qui
entraîne le brouillage des franges. Il est donc impossible de savoir par quelle fente le
photon est passé sans détruire par là même la figure d’interférence.

Nous allons ici pousser l’analyse un peu plus loin en considérant l’intrication
entre la plaque et les chemins suivis par le photon. Ceci nous permettra d’envisa-
ger des situations intermédiaires où des informations partielles sur le trajet de la
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particule peuvent être recueillies.

E-1. Intrication entre les états du photon et ceux de la plaque

Considérons le chemin F1M suivi par le photon s’il passe par F1 et arrive en
M sur l’écran de détection (Figure 1). Appelons |ψ1〉 l’état du photon quand il suit
ce chemin et transfère une impulsion ∆p1 à la plaque lors du passage par F1. Dans
ce cas, après passage du photon, l’état de la plaque est :

|E1〉 = exp(i∆p1X)|E0〉 (E-1)

où |E0〉 est l’état initial de la plaque et exp(i∆p1X) l’opérateur de translation d’une
quantité ∆p1 dans l’espace des impulsions. L’état du système global photon + plaque
le long du chemin F1M est donc |ψ1〉⊗ |E1〉. Un raisonnement analogue donnerait le
résultat |ψ2〉⊗|E2〉 le long du chemin F2M . La linéarité de l’équation de Schrödinger
entraîne alors que l’état du système global après traversée de la plaque est :

|Ψ〉 = |ψ1〉 ⊗ |E1〉+ |ψ2〉 ⊗ |E2〉 (E-2)

qui montre clairement qu’il existe une intrication entre le photon 5 et la plaque.

E-2. Prédictions sur les mesures effectuées sur le photon

Les prédictions de ces mesures effectuées sur le seul photon après traversée de
la plaque se calculent à partir de l’opérateur densité réduit ρ, trace partielle sur les
variables de la plaque de l’opérateur densité |Ψ〉〈Ψ| du système global. Les éléments
de matrice de ρ sont obtenus par calcul standard d’une trace partielle (Complément
EIII § 5.b) et conduisent à l’expression opératorielle :

ρ = |ψ1〉〈ψ1|+ |ψ2〉〈ψ2|+ |ψ1〉〈ψ2|〈E2|E1〉+ |ψ2〉〈ψ1|〈E1|E2〉 (E-3)

(nous n’avons pas fait apparaître dans cette équation les produits scalaires 〈E1|E1〉
et 〈E2|E2〉 qui multiplient |ψ1〉〈ψ1| et |ψ2〉〈ψ2|, car ils sont égaux à 1 si l’état |E0〉
est normé). Les interférences entre les deux chemins sont décrites par les termes en
|ψ1〉〈ψ2| et |ψ2〉〈ψ1|. Ces termes sont multipliés par les produits scalaires 〈E2|E1〉 et
〈E1|E2〉.

Deux situations limites apparaissent alors. Si les deux états |E1〉 et |E2〉 dif-
fèrent très peu, les deux produits scalaires sont pratiquement égaux à 1 et les termes
d’interférence ne sont presque pas modifiés dans (E-3) par la présence des facteurs
〈E2|E1〉 et 〈E1|E2〉 ; les interférences sont alors bien visibles. Mais les états |E1〉
et |E2〉 sont alors trop peu différents pour que l’on puisse obtenir une information
sur le fait que le photon est passé par F1 ou F2. Dans l’autre situation limite où
|E1〉 et |E2〉 sont très différents, leur produit scalaire est presque nul, et l’on peut
en principe déterminer par quelle fente le photon est passé ; mais les termes d’inter-
férence disparaissent alors dans (E-3). Le calcul présenté ici permet donc d’étudier
les situations intermédiaires où les produits scalaires 〈E2|E1〉 et 〈E1|E2〉 prennent
des valeurs comprises entre 0 et 1. Ils décrivent comment le contraste des franges
diminue quand 〈E2|E1〉 et 〈E1|E2〉 décroissent de manière continue de 1 à 0.

5. Toutes les conclusions de cette section demeurent valables pour des expériences de type
franges d’Young réalisées avec une particule matérielle au lieu d’un photon.
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Ces produits scalaires se calculent d’ailleurs aisément à partir de (E-1) et de
l’équation équivalente pour E2. On obtient en effet à partir de ces équations :

〈E2|E1〉 = 〈E0| exp [i(∆p1 −∆p2)x] |E0〉 (E-4)

En utilisant l’expression de ∆p1 −∆p2 (qui est notée p1 − p2 dans le Complément
DI) et les équations (6) et (7) de ce complément, on montre que 〈E2|E1〉 et 〈E1|E2〉
sont égaux aux intégrales de recouvrement de la fonction d’onde initiale de la plaque
et de la même fonction d’onde translatée dans l’espace des impulsions d’une quantité
égale à h/a où a est l’interfrange.

F. Intrication, non-localité, théorème de Bell

Nous allons maintenant présenter deux théorèmes importants, le théorème
EPR (pour Einstein, Podolsky et Rosen) et celui de Bell, qui sont dans la même
ligne ; le second est en fait le prolongement logique du premier. Le théorème EPR
est contenu dans un article publié en 1935 par ces trois auteurs, et constitue un
épisode de la fameuse discussion entre Einstein et Bohr concernant les fondements
de la mécanique quantique (en particulier aux congrès Solvay). Einstein défendait un
point de vue où toute la physique doit pouvoir s’exprimer dans le cadre général que
fournit la relativité, où la notion d’événement d’espace-temps est fondamentale. Bohr
avait un point de vue différent, et considérait que la théorie quantique nécessitait une
renonciation à une description des événements microscopiques en termes d’espace-
temps, sans bien sûr pour autant violer les prédictions concrètes de la relativité.

F-1. L’argument EPR

Le théorème EPR peut être énoncé de la façon suivante : “Si toutes les prédic-
tions de la mécanique quantique sont correctes (même pour des systèmes constitués
de plusieurs particules éloignées) et si la réalité physique peut être décrite dans un
cadre local (ou séparable), alors la mécanique quantique est nécessairement incom-
plète : il existe dans la Nature des ‘éléments de réalité’ qui sont laissés de côté par
cette théorie”.

Pour le démontrer, Einstein, Podolsky et Rosen considèrent une expérience
où deux systèmes physiques, qui proviennent par exemple d’une source commune S
et sont décrits par un état quantique intriqué, subissent des mesures en des régions
éloignées de l’espace. Historiquement, EPR ont introduit leur argument en termes de
particules corrélées dont on mesure la position et l’impulsion. Il est cependant plus
pratique d’utiliser une version équivalente de l’argument qui met en jeu des spins et
des résultats discrets, version initialement introduite par Bohm (et souvent appelée
pour cette raison EPRB).

F-1-a. Exposé de l’argument

Supposons que deux particules de spin 1/2 soient émises par une source S
dans un état singulet (B-1), donc un état intriqué où leurs spins sont fortement
corrélés. Les particules se propagent ensuite vers deux régions éloignées de l’espace
sans que leurs spins interagissent avec l’extérieur ; l’intrication initiale entre les spins
subsiste donc sans changement. Dans ces régions éloignées, elles sont soumises à des
mesures des composantes de leurs spins selon la direction repérée par l’angle a pour
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la région de gauche, et par l’angle b pour la région de droite (Fig. 2). On appelle
souvent Alice et Bob les deux opérateurs qui effectuent ces expériences dans des
laboratoires différents, qui peuvent être très éloignés l’un de l’autre. Alice choisit
librement la direction a, qui définit son “type de mesure”. Avec un spin 1/2, elle
ne peut obtenir que deux résultats, que par convention on note +1 ou −1 ; c’est le
cas, quel que soit le type de mesure choisi. De même, Bob choisit arbitrairement
la direction b et obtient l’un des résultats +1 ou −1. Dans l’expérience de pensée
EPRB, on suppose pour simplifier que les deux spins, une fois émis par la source,
n’interagissent qu’avec les appareils de mesure (sans avoir d’évolution propre, comme
mentionné plus haut) ; la mécanique quantique standard prédit alors (§ B) que les
distances et les instants auxquels les mesures sont effectuées ne jouent aucun rôle
dans les probabilités d’obtenir les différents couples possibles de résultats.

Pour simplifier, supposons qu’Alice et Bob limitent leurs choix à un nombre
fini d’orientations a et b pour leurs mesures respectives. Il se produira alors des cas
où, par hasard, les directions choisies sont parallèles. Or, lorsque les angles a et b
sont choisis égaux (directions de mesures parallèles), les relations (B-10) indiquent
que les résultats sont toujours opposés pour les deux mesures : chaque fois qu’Alice
observe ±1, Bob observe la valeur opposée ∓1. Ceci reste vrai même si les mesures
ont lieu en des points très éloignés, quel que soit le choix a = b, et si les deux
opérateurs opèrent de façon totalement indépendante dans leurs régions de l’espace ;
ils font par exemple un choix au dernier moment, après l’émission et la propagation
de la paire de particules.

Figure 2 – Dans une expérience EPRB, une source S émet des paires de particules
dans un état de spin singulet (état quantique intriqué). Ces particules se propagent
ensuite le long de l’axe Oz vers deux régions éloignées de l’espace A et B, où des
appareils de Stern-Gerlach sont utilisés par les opérateurs Alice et Bob pour mesurer
les composantes de leurs spins sur des directions perpendiculaires à Oz. Pour la
première particule, la direction de mesure est définie par l’angle a, pour la seconde
par l’angle b. Chaque mesure fournit le résultat +1 ou −1, et l’on s’intéresse aux
corrélations entre ces résultats lorsque l’expérience est répétée un grand nombre de
fois.

Supposons alors qu’Alice effectue sa mesure le long d’une direction a avant que
Bob n’effectue la sienne. Au moment où elle a terminé sa mesure il devient certain
que, si Bob décide de choisir la direction b parallèle à a, il va observer le résultat
opposé ; le résultat est donc certain dans ce cas. Une telle certitude ne peut découler
que du fait que la particule mesurée par Bob possède une propriété physique qui dé-
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termine le résultat connu à l’avance ; cette propriété (appelée “élément de réalité” par
EPR) va influencer la manière dont la particule interagit avec l’appareil de mesure
en B et déterminer le résultat. Mais, d’autre part, la particule qui se propage vers
Bob ne peut subir aucune influence des événements se produisant dans le laboratoire
d’Alice. La propriété physique en question existait donc avant la mesure effectuée
par Alice.

Bien évidemment, le raisonnement est symétrique et montre que, avant toute
mesure, les deux particules possédaient déjà des propriétés physiques qui déter-
minent les résultats de mesures à venir. Comme la direction a choisie par Alice est
quelconque, les particules possèdent suffisamment de propriétés pour déterminer les
résultats quelles que soient les directions d’analyse choisies par les opérateurs. Or
la mécanique quantique ne prévoit pas l’existence de telles propriétés, puisqu’elle ne
donne une description des particules que par un vecteur d’état singulet qui prédit
toujours un résultat de mesure totalement aléatoire pour la première mesure. De
plus, il n’existe aucun état quantique où toutes les composantes d’un spin sur des
directions quelconques sont simultanément déterminées (les opérateurs correspon-
dants ne commutent pas). C’est donc que la mécanique quantique ne rend compte
que partiellement des propriétés physiques du système ; elle est par conséquent in-
complète.

F-1-b. Hypothèses et conclusions

Analysons plus en détail la structure logique du raisonnement EPR.
(i) Le point de départ est de supposer que les prédictions de la mécanique

quantique concernant les probabilités de résultats de mesure sont correctes. Le rai-
sonnement suppose que les corrélations parfaites prédites par cette théorie sont tou-
jours observées, quelle que soit la distance entre les appareils de mesure.

(ii) Un autre ingrédient essentiel du raisonnement EPR est la notion appelée
“éléments de réalité”. EPR proposent pour la définir le critère suivant : “si, sans
perturber en aucune façon le système, nous pouvons prédire avec certitude la valeur
d’une quantité physique, alors il existe un élément de réalité physique correspondant
à cette quantité physique”. En d’autres termes, une certitude ne peut émerger à
partir de rien : un résultat expérimental qui est connu à l’avance ne peut être que
la conséquence d’une quantité physique préexistante.

(iii) Un dernier ingrédient du raisonnement EPR, tout à fait essentiel, est
la notion d’espace-temps et de localité : les éléments de réalité en question sont
attachés aux régions de l’espace où ont lieu les expériences, et ne peuvent pas varier
soudainement sous l’influence d’événements se produisant dans une autre région très
éloignée. Ils peuvent encore moins apparaître dans de telles conditions. Einstein a
écrit en 1948 : “Les objets de la physique baignent dans un continuum d’espace-temps.
Ces objets demandent une existence autonome dans la mesure où ils se trouvent dans
des parties différentes de l’espace”. On peut résumer la situation en disant que la
conviction de base de EPR est que les régions de l’espace contiennent des éléments
de réalité qui leurs sont propres (faire correspondre des éléments de réalité distincts
à des régions de l’espace séparées est parfois appelé “séparabilité”), et qu’ils évoluent
dans le temps de façon locale – on parle souvent de “réalisme local” dans la littérature
pour qualifier l’ensemble des hypothèses de EPR.

A partir de ces hypothèses EPR montrent que, quelles que soient les valeurs
choisies pour a et b, les résultats des mesures sont des fonctions :
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(i) des propriétés individuelles des spins qu’ils emportent avec eux (les éléments
de réalité EPR) ;

(ii) ainsi, bien sûr, que des orientations a, b des analyseurs de Stern et Gerlach.
Il s’ensuit que les résultats sont donnés par des fonctions bien définies de ces va-
riables, ce qui implique qu’aucun processus non déterministe ne se produit : une
particule à spin transporte avec elle toute l’information nécessaire pour fournir le
résultat d’une mesure future, quel que soit le choix de l’orientation a (pour la pre-
mière particule) ou b (pour la seconde). Il en découle que toutes les composantes de
chaque spin ont simultanément des valeurs bien déterminées.

F-2. La réponse de Bohr, non-séparabilité

Bohr a rapidement répondu à l’article où EPR exposaient leur argument.
Pour Bohr, le seul système physique qui doit être pris en compte est l’ensemble
du dispositif expérimental, comprenant le système quantique mesuré et tous les
appareils de mesure, qui sont classiques. De son point de vue, tout raisonnement qui
cherche à distinguer au sein de cet ensemble des sous-systèmes munis de propriétés
physiques individuelles n’a pas de sens. Le système physique qu’il considère est un
tout, qu’il ne faut pas tenter de séparer en parties. Cette règle est souvent appelée
“non-séparabilité”. Bohr considère donc que la séparation spatiale n’entraîne pas la
séparabilité.

Bohr ne critique donc en rien le raisonnement EPR, mais considère que leurs
hypothèses de départ ne sont pas appropriées au cadre de la physique quantique.
Pour lui, le critère de réalité physique proposé par EPR “contient une ambiguïté
essentielle lorsqu’on l’applique aux phénomènes quantiques”. Dans la même ligne,
plus de dix ans plus tard (en 1948), Bohr caractérisait son point de vue en écrivant :
“En résumé, l’impossibilité de subdiviser les effets quantiques individuels, de séparer
le comportement des objets de leur interaction avec les appareils de mesure qui sont
utilisés pour définir les conditions dans lesquelles le phénomène apparaît implique
une ambiguïté lorsqu’on cherche à attribuer des attributs conventionnels à des objets
atomiques, ce qui nous pousse à reconsidérer notre attitude concernant le problème
d’une explication physique”. C’est la nécessité même d’une telle explication physique
qui est remise en question par Bohr.

Bohr réfute donc l’idée de base d’Einstein, à savoir que l’on peut attribuer des
propriétés physiques distinctes à deux objets contenus dans des régions très diffé-
rentes d’espace-temps. Pour lui, la “non-séparabilité quantique” s’applique même
dans une telle situation. On comprend la réticence d’Einstein à renoncer à des
concepts qui sont des piliers des relativités restreinte et générale (gravitation).

F-3. Inégalités de Bell

Plus de trente ans après la parution de l’argument EPR, en 1964, un article de
Bell est venu apporter un éclairage totalement nouveau sur la question. Cet article
reprend en quelque sorte la balle au bond et continue l’argument EPR à partir du
point où ses auteurs l’avaient laissé. Prenant au sérieux l’existence des éléments
de réalité EPR, et s’appuyant à nouveau sur les mêmes considérations de réalisme
local, il montre qu’il n’existe en réalité aucune façon de compléter la mécanique
quantique sans changer ses prédictions, au moins dans certains cas. En conséquence
il faut, soit admettre que certaines prédictions de la mécanique quantique sont parfois
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incorrectes, soit abandonner certaines des hypothèses de EPR, si naturelles qu’elles
puissent paraître.

F-3-a. Le théorème de Bell

Suivant Bell, supposons que λ représente les “éléments de réalité” associés aux
spins ; en fait λ n’est qu’une notation concise qui peut parfaitement sous-entendre
un vecteur avec de très nombreuses composantes, de sorte que le nombre d’éléments
de réalité inclus dans λ est totalement arbitraire. Il est d’ailleurs parfaitement pos-
sible d’inclure dans λ des composantes qui ne jouent aucun rôle particulier dans le
problème ; la seule chose importante est que λ contienne suffisamment d’information
pour donner les résultats de toutes les mesures envisageables sur les spins. Pour
chaque paire de spins émise lors d’une réalisation de l’expérience, λ est fixé.

Une autre notation usuelle pour les résultats des deux mesures est A et B,
à ne pas confondre avec les lettres minuscules a et b utilisées pour les paramètres
de la mesure des deux appareils. Bien évidemment, A et B peuvent dépendre, non
seulement de λ, mais également des paramètres de mesure a et b ; néanmoins, la
localité impose que b n’ait aucune influence sur le résultat A (du fait que la distance
entre les mesures est arbitrairement grande) ; inversement, a n’a aucune influence sur
le résultat B. Nous notons donc A(a, λ) et B(b, λ) les fonctions correspondantes, qui
prennent les deux valeurs +1 ou −1. La Figure 3 schématise l’expérience envisagée.

Pour établir le théorème de Bell, il est suffisant de prendre en compte deux
directions seulement pour chaque mesure individuelle ; nous utiliserons donc la no-
tation plus simple :

A ≡ A(a, λ) A′ ≡ A(a′, λ) (F-1)

et :

B ≡ B(b, λ) B′ ≡ B(b′, λ) (F-2)

Pour chaque paire de particules émise, puisque λ est fixé, les quatre nombres ont des
valeurs bien définies, qui ne peuvent chacune être que ±1.

Considérons alors la somme de produits :

M(λ) = AB −AB′ +A′B +A′B′ (F-3)

que nous pouvons également écrire :

M(λ) = A(B −B′) +A′(B +B′) (F-4)

Si B = B′, l’expression ci-dessus se réduit à 2A′B = ±2 ; si B = −B′, elle se réduit
à 2AB = ±2. Dans tous les cas, on voit donc que M = ±2.

Si maintenant nous prenons la valeur moyenne 〈M〉 de M(λ) sur un grand
nombre de paires émises (moyenne sur λ), nous avons :

〈M〉 = 〈AB〉λ − 〈AB′〉λ + 〈A′B〉λ + 〈A′B′〉λ (F-5)

où 〈AB〉λ désigne la valeur moyenne sur λ du produit AB ≡ A(a, λ)B(b, λ), et où
des notations similaires sont utilisées pour les 3 autres termes. Comme chaque M(λ)
ne peut prendre que les deux valeurs ±2, nous avons donc nécessairement :

−2 ≤ 〈M〉 ≤ +2 (F-6)
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Ce résultat est la forme dite BCHSH (Bell, Clauser, Horne, Shimony et Holt) du
théorème de Bell. L’inégalité est satisfaite pour toutes les sortes de mesures qui four-
nissent des résultats aléatoires, quel que soit le mécanisme qui crée les corrélations,
pourvu que la condition de localité soit respectée : A est indépendant du paramètre
de mesure b, et B est indépendant de a.

Toute théorie entrant dans le cadre du “réalisme local” doit donc conduire à
des prédictions qui satisfont la relation (F-6). Le réalisme est nécessaire puisque nous
avons fait usage dans la démonstration de la notion d’éléments de réalité EPR pour
en déduire l’existence des fonctions A et B ; la localité l’est également puisque c’est
elle qui interdit à A de dépendre de b et, inversement, à B de dépendre de a.

La simplicité de cette démonstration est telle qu’on peut s’attendre à ce que
l’inégalité reste valable dans de nombreuses situations. C’est effectivement très sou-
vent le cas, chaque fois que les corrélations observées peuvent être expliquées par
des fluctuations d’une cause commune dans le passé ; on les qualifie alors de “cor-
rélations classiques”. Dans un tel cas, pour chaque réalisation de l’expérience cette
cause commune est fixée, de sorte que les 4 nombres A, B, A′ et B′ prennent des
valeurs bien définies (même si elles sont a priori inconnues), toutes égales à ±1 ; le
nombre M est donc lui aussi bien défini, égal à −2 ou +2. Quelles que soient les
valeurs qui peuvent apparaître dans une série quelconque de N mesures, il est ma-
thématiquement impossible à la somme des M de dépasser 2N ou d’être plus petite
que −2N . En conséquence, la valeur moyenne obtenue en divisant par N satisfait
nécessairement (F-6) : la simple existence des 4 nombres est suffisante pour obtenir
l’inégalité.

F-3-b. Contradictions

Il semble naturel que toute théorie physique raisonnable conduise automati-
quement à des prédictions qui satisfassent cette inégalité. Or, de façon surprenante,
ce n’est pas le cas de la mécanique quantique, et de plus cette contradiction a été
confirmée par les expériences.

α. Contradictions avec les prédictions de la mécanique quantique

Les relations (B-10) nous permettent de calculer la valeur moyenne Π(a, b) du
produit des résultats ±1 fournis par des mesures des deux spins selon des directions
faisant entre elles un angle θab :

Π(a, b) = P+,+ + P−,− − P+,− − P−,+ = − cos θab (F-7)

Cette expression est l’équivalent quantique de la valeur moyenne sur la variable λ
du produit A(a, λ)B(b, λ) dans une théorie réaliste locale. Pour obtenir l’équivalent
quantique 〈Q〉 de la combinaison des quatre produits de résultats figurant dans
l’expression (F-3), on calcule la même combinaison des valeurs moyennes de produits
de résultats, ce qui donne :

〈Q〉 = 〈Π(a, b)〉 − 〈Π(a, b′)〉+ 〈Π(a′, b)〉+ 〈Π(a′, b′)〉
= − cos θab + cos θab′ − cos θa′b − cos θa′b′ (F-8)

Supposons alors que les quatre directions soient dans un même plan, et que
les vecteurs rangés dans l’ordre a, b, a′ et b′ fassent chacun un angle de 45◦ avec le

646



F. INTRICATION, NON-LOCALITÉ, THÉORÈME DE BELL

Figure 3 – Une source S émet des particules vers deux appareils de mesure situés en
des points éloignés, réglés avec des paramètres de mesure respectifs a et b ; chaque ap-
pareil fournit un résultat ±1. L’ovale sous la source symbolise un processus aléatoire
fluctuant qui contrôle les conditions d’émission des particules, et donc leurs proprié-
tés. On observe des corrélations entre les résultats obtenus ; ces corrélations sont la
conséquence des propriétés aléatoires communes que les particules ont acquises lors
de leur émission sous l’effet du processus fluctuant.

précédent (Fig. 4) ; tous les cosinus valent alors 1/
√
2, sauf cos θab′ qui vaut −1/

√
2.

Il vient alors 〈Q〉 = −2
√
2 ; si l’on renverse les directions de b et b′, on obtient 〈Q〉 =

2
√
2. Dans les deux cas, on obtient ainsi une violation de l’inégalité BCHSH (F-6)

par un facteur
√
2, donc plus de 40 %. Malgré l’apparente simplicité de la variation

en cosinus contenue dans l’expression (B-10), nous constatons par ce raisonnement
qu’aucune théorie locale réaliste n’est capable de la reproduire, puisqu’elle violerait
l’inégalité (F-6). Ainsi le raisonnement de EPR-Bell conduit à une contradiction
quantitative importante avec la mécanique quantique, montrant que cette dernière
n’est pas une théorie réaliste locale dans le sens de EPR.

Comment cette contradiction est-elle possible, et comment un raisonnement
apparemment aussi inattaquable peut-il ne pas s’appliquer à la mécanique quan-
tique ? Plusieurs réponses sont possibles :

(i) S’il avait connu le théorème de Bell, Bohr aurait très probablement rejeté
l’existence de 4 nombres pré-existants A, A′, B, B′. Si ces nombres n’existent pas,
le raisonnement du § F-3-a n’est plus possible et l’inégalité BCHSH disparaît. Ainsi,
Bohr aurait probablement considéré le théorème comme mathématiquement correct
en théorie des probabilités, mais totalement inapproprié en mécanique quantique,
car sans rapport avec la description quantique de l’expérience considérée.

Peut-être cependant aurait-il accepté de raisonner sur ces nombres comme des
inconnues qui seront déterminées plus tard, comme on le fait souvent en algèbre ;
mais n’est-il alors pas possible d’obtenir l’inégalité ? A nouveau, la réponse à cette
question est en fait non, toujours en se plaçant dans la logique de Bohr. En effet, et
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Figure 4 – Position des quatre vecteurs a, b, a′ et b′ donnant lieu à une violation
maximale de l’inégalité BCHSH avec deux spins 1/2 dans un état singulet. Ces vec-
teurs définissent les composantes des spins à mesurer, selon a ou a′ pour le spin de
gauche, selon b ou b′ pour celui de droite. Ceci conduit à considérer quatre disposi-
tifs distincts pour l’ensemble de l’expérience. Le seul couple de vecteurs conduisant à
une corrélation négative entre les résultats des deux mesures est (a, b′), du fait que
l’angle entre les directions dépasse 90◦.

comme nous l’avons déjà indiqué au § F-2, son point de vue est que seul l’ensemble de
l’expérience doit être pris en compte, comme un tout. Il ne faut pas y distinguer deux
mesures séparées qui seraient effectuées chacune sur l’une des particules : l’unique
véritable processus de mesure concerne l’ensemble des deux particules à la fois. Un
processus fondamentalement indéterministe et délocalisé se produit dans toute la
région de l’espace occupée par l’expérience.

Les fonctions A et B dépendent alors toutes deux des deux paramètres de
mesure, de sorte qu’elles doivent être écrites A(a, b) et B(a, b), ce qui implique im-
médiatement une renonciation à la localité. Au lieu de 2 nombres A et A′, nous en
avons maintenant 4, qui sont A = A(a, b), A′ = A(a′, b), ainsi que A′′ = A(a, b′) et
A′′′ = A(a′, b′) ; il en est de même pour B et B′, qui sont remplacés par 4 nombres.
Ainsi, il faut maintenant prendre en compte 8 nombres en tout, au lieu de 4. La
démonstration de l’inégalité BCHSH n’est alors plus possible, et la contradiction
disparaît.

(ii) On peut préférer un point de vue plus local sur le processus de mesure,
et conserver le concept de mesure sur une seule particule comme valable dans ce
contexte. Pour éviter la contradiction avec les prédictions de la mécanique quantique,
on considère alors qu’il est dépourvu de sens d’attribuer quatre valeurs bien définies
A, A

′

, B, B
′

à chaque paire. Du fait que, au maximum, seulement deux d’entre
elles peuvent être mesurées dans chaque réalisation de l’expérience, nous ne pouvons
parler de ces quatre nombres ou raisonner sur eux, même comme des quantités
inconnues. Une phrase fameuse de Peres résume très clairement la situation : “des
expériences qui n’ont pas été réalisées n’ont aucun résultat”, c’est tout ! Wheeler
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va dans la même direction quand il écrit : “aucun phénomène élémentaire n’est un
phénomène tant qu’il n’est pas un phénomène enregistré (observé)”.

β. Contradictions avec les expériences

La question se posait donc : le théorème de Bell permet-il de mettre le doigt sur
des situations très particulières où la mécanique quantique cesse d’être valable ? Ou,
au contraire, les prévisions de la mécanique quantique sont-elles correctes dans tous
les cas, ce qui implique immédiatement que certaines des hypothèses qui ont permis
d’établir les inégalités doivent être abandonnées ? Un grand nombre d’expériences ont
été réalisées à partir de 1972 et, toutes, elles ont permis de confirmer les prédictions
de la mécanique quantique et de mesurer des violations des inégalités de Bell, parfois
avec une grande précision [68].

Après une période de doute, il semble donc bien établi que la mécanique
quantique donne des prévisions parfaitement correctes, même dans des situations
où elle implique des violations des inégalités de Bell. Si plausibles qu’elles puissent
paraître, il faut donc renoncer à l’une (au moins) des hypothèses qui ont conduit à
ces inégalités.

Conclusion

La notion d’intrication quantique est donc particulièrement importante ; elle
correspond à des situations où des types de corrélations peuvent être produites et
observées, alors qu’elles seraient totalement impossibles en physique classique. Ceci
peut se produire même si les observations sont effectuées en des régions de l’espace
arbitrairement éloignées l’une de l’autre. Une idée fondamentale de la mécanique
quantique est que la description la plus précise possible d’un tout n’inclut pas né-
cessairement une description aussi précise de ses parties, ce qui est sans équivalent
classique. Il en découle que la description d’un système de deux particules éloignées et
intriquées dans le cadre d’une théorie réaliste et locale est impossible (contradictoire
avec la mécanique quantique).

L’intrication joue également un rôle essentiel dans les processus de mesure, et
intervient à différents niveaux : intrication entre le système mesuré S et l’appareil de
mesure M , entre M et l’environnement E, entre deux environnements E et E′, etc.
Nous avons également vu comment c’est elle qui détermine le contraste des franges
observées dans une expérience d’interférence où une particule passe à travers une
plaque percée de deux trous.

Outre ces aspects importants, l’intrication intervient de façon essentielle dans
tout le domaine de l’information quantique, où l’on cherche à tirer parti de l’évolution
parallèle des diverses branches intriquées du vecteur d’état pour réaliser des calculs.
Il s’agit là d’un sujet de recherche qui s’est beaucoup développé au cours des années
récentes, mais qui est trop large pour être traité dans le présent ouvrage ; nous
renvoyons le lecteur à des ouvrages spécialisés sur le sujet, par exemple celui de D.
Mermin [66]. L’intrication joue également un rôle central dans tout le domaine de
la cryptographie quantique, qui vise à réaliser des dispositifs de transmission de clés
cryptographiques qu’il est fondamentalement impossible d’espionner sans que les
effets de cet espionnage soient détectables ; une revue de ce sujet peut être trouvée
dans l’article de N. Gisin, G. Ribordy, W. Tittel et H. Zbinden [67].
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Il subsiste que, en présence d’intrication, et en particulier lors du proces-
sus de mesure, l’interprétation standard de la mécanique quantique peut présenter
des difficultés. Son équation dynamique de Schrödinger ne prévoit pas l’unicité du
résultat de mesure. De façon générale, elle ne prévoit pas l’unicité du monde ma-
croscopique. Pour l’obtenir au sein de la théorie, on peut introduire un postulat
ad hoc, par exemple le postulat de réduction du vecteur d’état de von Neumann.
Mais cela pose alors des problèmes de frontière : quand exactement faut-il cesser
d’appliquer l’évolution continue de Schrödinger pour utiliser la réduction du vecteur
d’état ? Comment réconcilier l’irréversibilité intrinsèque du second postulat avec la
réversibilité de l’équation de Schrödinger ?

Cela pose également le problème du statut du vecteur d’état. Nous l’avons
utilisé dans tout ce livre comme un outil mathématique permettant de calculer des
probabilités, mais que représente-t-il exactement ? Décrit-il directement la réalité
physique ? Ou une information sur la réalité physique ? La référence [65] décrit un
certain nombre d’interprétations de la mécanique quantique qui ont été proposées
pour résoudre cette difficulté fondamentale.
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COMPLÉMENTS DU CHAPITRE XXI

AXXI : OPÉRATEUR DENSITÉ ET CORRÉLA-
TIONS ; SÉPARABILITÉ

Ce complément introduit l’entropie statistique

de von Neumann associée à un opérateur

densité et discute ses propriétés, en particulier

certaines inégalités importantes auxquelles elle

obéit. Il discute également les différences entre

corrélations classiques et quantiques (découlant

des effets d’intrication quantique). La notion de

“non-séparabilité quantique” est introduite.

BXXI : ÉTATS GHZ ; ÉCHANGE D’INTRICATION Les états GHZ fournissent un exemple de conflit

entre la mécanique quantique et la notion

usuelle de réalisme local. La contradiction entre

les deux est encore plus nette que pour les

inégalités de Bell, puisqu’elle s’exprime par une

opposition de signes. L’échange d’intrication

permet d’intriquer des particules sans qu’aucune

interaction entre elles n’ait à se produire.

CXXI : ÉMERGENCE D’UNE PHASE RELATIVE
SOUS L’EFFET DU PROCESSUS DE DÉTEC-
TION

Lorsque deux condensats de Bose-Einstein se re-

couvrent, leur phase relative est a priori totale-

ment indéterminée. Cependant, une telle phase

peut apparaître sous l’effet de processus de me-

sure, qui sont sensibles à cette phase ; ils la fixent

progressivement de mieux en mieux au fur et à

mesure de l’accumulation des résultats.

DXXI : ÉMERGENCE D’UNE PHASE RELATIVE
AVEC DES CONDENSATS À SPIN ; ARGUMENT
EPR ET NON-LOCALITÉ MACROSCOPIQUES

Ce complément prolonge le précédent en étu-

diant le cas où les condensats sont constitués de

particules munies de spin. Le même phénomène

de détermination de la phase se produit, mais

dans un cas où l’argument EPR prend une force

particulière du fait du caractère macroscopique

des grandeurs mesurées. De plus, il peut

conduire à des violations des inégalités de Bell.

Ceci prouve que la phase relative qui apparaît

entre les deux condensats sous l’effet de la

mesure n’est pas de nature classique.
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Complément AXXI

Opérateur densité et corrélations ; séparabilité

1 Entropie statistique de von Neumann . . . . . . . . . . 653
1-a Définition générale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 653
1-b Système physique composé de deux sous-systèmes . . . 655

2 Différences entre corrélations classiques et quantiques 656
2-a Deux niveaux de corrélations . . . . . . . . . . . . . . . 656
2-b Monogamie quantique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 657

3 Séparabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 659
3-a Opérateur densité séparable . . . . . . . . . . . . . . . . 659
3-b Deux spins dans un état singulet . . . . . . . . . . . . . 661

Dans le Chapitre XXI, nous nous sommes surtout intéressés à des systèmes
totaux A+ B qui sont décrits pas un vecteur d’état (état pur). Ce complément est
consacré à un certain nombre de considérations portant sur le cas où ils sont décrits
par un opérateur densité (mélange statistique) ; nous étudierons les corrélations qui
peuvent exister en mécanique quantique entre les deux sous-systèmes A et B dans
ce cas. Dans une première partie (§ 1), nous introduirons la notion d’entropie sta-
tistique, qui fournit une mesure commode de leur taux de corrélation. Puis, au §
2, nous analyserons les différences qui peuvent exister entre corrélations classiques
(introduites au niveau des probabilités) et corrélations quantiques (qui peuvent, de
plus, être introduites au niveau de superpositions cohérentes de vecteurs d’état). En-
fin, au § 3, nous reviendrons sur l’important concept de séparabilité, déjà introduit
au § F-2 du Chapitre XXI.

1. Entropie statistique de von Neumann

L’entropie statistique de von Neumann permet de distinguer immédiatement
un état pur d’un mélange statistique et, dans le second cas, de quantifier le caractère
statistique de l’information que l’on possède sur le système physique. C’est également
un outil utile pour étudier de manière quantitative dans quelle mesure deux systèmes
physiques sont corrélés.

1-a. Définition générale

A tout opérateur densité ρ on associe une entropie statistique S par la relation :

S = −kBTr {ρ Logρ} (1)

où kB est la constante de Boltzmann. Comme ρ est hermitique, cet opérateur est
diagonalisable. Si ses valeurs propres sont notées nk, nous avons :

S = −kB
∑

k

nk Log nk (2)
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Comme tous les nk sont compris entre 0 et 1, nous avons :

S ≥ 0 (3)

où l’égalité ne peut être obtenue que si ρ a une valeur propre égale à 1 et toutes
les autres nulles. L’entropie associée à ρ n’est donc nulle que si cet opérateur est un
projecteur, et correspond alors à un état pur. En revanche, chaque fois que ρ décrit
un mélange statistique, S est non nulle. Elle est maximale lorsque l’opérateur densité
ρ possède des populations égales dans tous les états accessibles au système, c’est-à-
dire s’il est proportionnel à l’opérateur identité dans l’espace des états. En effet, si
nous donnons des variations dnk aux nk et annulons la variation de la somme sur k
de (2), tout en maintenant la somme des nk constante grâce à un multiplicateur de
Lagrange λ, nous obtenons :
∑

k

[1 + Log nk + λ] dnk = 0 (4)

La nullité pour tout dnk implique immédiatement que tous les Log nk, donc tous les
nk eux-mêmes sont égaux.

On peut associer une notion d’information à l’entropie S, ou plus précisément
d’information manquante. Lorsque le système physique est dans un état pur, cet état
fournit l’information maximale possible sur le système compatible avec la mécanique
quantique. Il n’y a alors aucune information manquante, et S = 0. En revanche,
lorsque le système est réparti avec des probabilités comparables entre différents états
purs, une grande valeur de S indique qu’il manque beaucoup d’informations sur le
système.

Si l’on considère un mélange statistique de plusieurs opérateurs densité, l’en-
tropie ne peut que croître sous l’effet de ce mélange. Supposons en effet que l’on
combine un certain nombre d’opérateurs densité ρn avec des probabilités pn (po-
sitives, et de somme sur n égale à 1) pour obtenir un opérateur densité ρ défini
par :

ρ =
∑

n

pn ρn (5)

Si les entropies associées aux ρn sont notées Sn :

Sn = −kBTr {ρn Logρn} (6)

on a 1 :

S ≥
∑

n

pn Sn (7)

Démonstration :

Au § 1-b du Complément GXV, nous avons montré que, si ρ et ρ′ sont deux opérateurs
densité de trace unité, l’inégalité suivante est toujours vérifiée :

Tr {ρ Logρ} ≥ Tr
{
ρ Logρ′

}
(8)

1. Cette propriété est souvent appelée “concavité de l’entropie”.
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(l’égalité étant réalisée seulement si ρ′ = ρ). Nous avons donc :

− S

kB
= Tr {ρ Logρ} =

∑

n

pn Tr {ρn Logρ}

≤
∑

n

pn Tr {ρn Logρn} = − 1

kB

∑

n

pn Sn (9)

et la relation (7) est établie.

1-b. Système physique composé de deux sous-systèmes

Comparons maintenant les entropies SA+B, SA et SB associées respectivement
à l’opérateur densité total ρA+B et aux opérateurs densité partiels ρA et ρB . Nous
allons voir que SA + SB = SA+B lorsque les systèmes A et B ne sont pas intriqués,
et que sinon SA + SB ≥ SA+B.

α. Etat pur

Commençons par supposer que le système total est dans un état pur intriqué.
Nous avons vu que ce n’est pas le cas pour les deux sous-systèmes A et B, qui ne
sont pas décrits par des états purs, mais des mélanges statistiques, de sorte que :

SA = −kBTr {ρA LogρA} ≥ 0
SB = −kBTr {ρB LogρB} ≥ 0

(10)

Comme l’entropie SA+B associée à un état pur est nulle, il en découle que :

SA + SB ≥ SA+B (11)

(l’égalité correspondant au cas particulier où l’état pur |Ψ〉 est un produit sans
intrication, et où le rang de Schmidt est donc égal à 1 ; cf. Chapitre XXI, § C-3).

Nous pouvons également utiliser la décomposition de Schmidt de |Ψ〉 d’où
découlent les relations (C-7) et (C-8) du Chapitre XXI pour obtenir :

SA = −kB
∑

i

qi Log qi = SB (12)

Les deux entropies des deux sous-systèmes sont donc toujours égales quand le sys-
tème total est dans un état pur.

β. Mélange statistique

Lorsque le système total est décrit par un opérateur densité ρA+B ne corres-
pondant pas nécessairement à un état pur, son entropie SA+B n’est pas nulle non
plus. Nous allons cependant montrer que cette entropie reste toujours inférieure ou
égale à la somme des entropies des deux sous-systèmes, de sorte que la relation (11)
reste valable dans ce cas plus général ; cette propriété est appelée “sous-additivité de
l’entropie”. L’égalité dans (11) est obtenue uniquement quand ρA+B est un produit :

ρA+B = ρA ⊗ ρB (13)

ce qui correspond au cas de deux sous-systèmes qui sont séparément décrits par des
mélanges statistiques, tout en restant non corrélés. La différence SA + SB − SA+B
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donne donc une estimation de la perte de précision entre la description quantique du
système total et les deux descriptions quantiques séparées des deux sous-systèmes.

Démonstration :

Selon l’inégalité (8), nous avons :

Tr {ρ Logρ} ≥ Tr {ρ Log (ρA ⊗ ρB)} (14)

Nous notons |ui〉 les vecteurs propres de ρA de valeurs propres qi, et |vl〉 les vecteurs
propres de ρB de valeurs propres vl. Calculons alors la trace du deuxième membre
de (14) dans la base {|ui, vl〉} des produits tensoriels des vecteurs propres des deux
opérateurs, de valeurs propres respectives qi et vl ; nous obtenons :

Tr
{
ρ Log (ρA ⊗ ρB)

}
=

∑

i,l

〈ui, vl| ρ Log (ρA ⊗ ρB) |ui, vl〉

=
∑

i,l

〈ui, vl| ρ Log (qi × vl) |ui, vl〉

=
∑

i,l

〈ui, vl| ρ |ui, vl〉Log (qi) +
∑

i,l

〈ui, vl| ρ |ui, vl〉Log (vl) (15)

Choisissons alors ρ = ρA+B . Le premier terme du second membre s’écrit alors :
∑

i,l

〈ui, vl| ρA+B |ui, vl〉Log (qi) =
∑

i

〈ui| ρA |ui〉Log (qi)

=
∑

i

〈ui| ρA LogρA |ui〉

= Tr {ρA LogρA} (16)

Le second terme du second membre de (15) donne une expression semblable, où B
remplace A. Pour finir, l’inégalité (14) s’écrit sous la forme :

Tr {ρA+BLogρA+B} ≥ Tr {ρA LogρA}+ Tr {ρB LogρB} (17)

d’où découle (11). L’égalité est réalisée si et seulement si (14) devient une égalité,
donc si ρA+B est le produit (13).

2. Différences entre corrélations classiques et quantiques

La mécanique quantique contient des possibilités plus larges que la physique
classique pour décrire des corrélations entre systèmes physiques. Nous en discutons
ici brièvement quelques aspects.

2-a. Deux niveaux de corrélations

La notion de corrélation n’est pas en elle-même quantique, puisqu’elle est bien
connue en physique classique. Cette notion classique se base sur le calcul des pro-
babilités, c’est-à-dire sur des pondérations linéaires calculées sur un certain nombre
de possibilités. On introduit pour cela une distribution donnant la probabilité que le
premier système occupe un certain état et le second un autre état ; les deux systèmes
sont corrélés lorsque cette distribution n’est pas un produit. Si, au contraire, c’est
un produit, les deux systèmes ne sont pas corrélés ; une mesure effectuée sur l’un
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d’entre eux ne change pas l’information que l’on possède sur l’autre. C’est le cas en
particulier si les états de chacun des deux systèmes sont parfaitement définis (l’état
du système total l’est alors également), de sorte que la notion de corrélation entre
eux perd son intérêt. Ainsi la notion de corrélation entre deux sous-systèmes clas-
siques est-elle intimement liée à celle d’une définition imparfaite de l’état du système
total.

En mécanique quantique, il en va tout autrement. En premier lieu, même
un système physique parfaitement défini par un vecteur d’état présente déjà des
fluctuations de ses grandeurs physiques (en l’absence de toute fluctuation du vecteur
d’état), et ces fluctuations peuvent donner lieu à des corrélations : par exemple,
nous avons vu au § B du Chapitre XXI que les composantes de deux spins 1/2
fluctuent de façon totalement corrélée dans un état singulet, qui est pourtant un
état pur. De telles corrélations apparaissent parce que le principe de superposition
de la mécanique quantique permet d’effectuer des combinaisons linéaires d’états
quantiques différents directement au niveau du vecteur d’état lui-même ; ceci n’a rien
à voir avec des combinaisons de probabilités, qui sont des fonctions quadratiques
de ce vecteur d’état. En introduisant des corrélations directement au niveau des
amplitudes de probabilités, on a accès à un niveau qui est en quelque sorte “en
amont” de celui des pondérations linéaires des probabilités classiques ; les termes
croisés entre ces amplitudes peuvent conduire à l’apparition de termes d’interférence
quantique. Mais l’existence de ce niveau de combinaisons n’exclut pas d’y ajouter
la notion de probabilités classiques. C’est pourquoi, en second lieu, on peut aussi
en mécanique quantique supposer que l’état du système total n’est connu que de
façon probabiliste, de sorte que les deux niveaux de probabilités peuvent coexister.
Pour finir, il est clair que la notion de corrélation quantique est bien plus riche qu’en
physique classique 2.

2-b. Monogamie quantique

Une autre propriété purement quantique est que, si un système physique A est
fortement intriqué avec un système physique B, il ne peut être fortement intriqué
avec un système C. Une telle propriété n’a guère d’équivalent en théorie classique,
où évidemment rien n’empêche de corréler un troisième système C à deux autres A
et B sans pour autant détruire leur corrélation initiale. On donne souvent le nom de
“monogamie de l’intrication” à cette propriété quantique.

Supposons par exemple que deux spins soient dans un état du même type que
l’état singulet (B-1) du Chapitre XXI :

|ΨAB〉 =
1√
2

[
|A : +;B : −〉+ eiξ |A : −;B : +〉

]
(18)

(l’état singulet est obtenu pour ξ = π). Comment faire alors pour ajouter un spin
supplémentaire sans détruire la corrélation entre les deux premiers ? On peut sup-

2. Dans le § 3, nous introduirons un critère (négativité des coefficients du développement de
l’opérateur densité total en somme de produits) qui permet d’affirmer que les corrélations entre
deux sous-systèmes sont de nature fondamentalement quantique.
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poser que l’état des trois spins est :

|ΨABC〉 = |ΨAB〉 ⊗ |C : θ〉

=
1√
2

[
|A : +;B : −;C : θ〉+ eiξ |A : −;B : +;C : θ〉

]
(19)

où |θ〉 est un état normé quelconque pour le troisième spin. Ce ket préserve visible-
ment la même intrication entre les spins A et B que l’état (18), mais le troisième
spin est alors totalement décorrélé avec les deux premiers.

Une autre possibilité est de prendre comme vecteur d’état :

|ΨABC〉 =
1√
2

[
|A : +;B : −;C : θ1〉+ eiξ |A : −;B : +;C : θ2〉

]
(20)

L’opérateur densité ρAB qui décrit alors les spins A et B est obtenu par la trace
partielle (Complément EIII, § 5.b) :

ρAB = TrC {|ΨABC〉 〈ΨABC |} (21)

Le calcul des éléments de matrice de cette trace partielle montre que :

ρAB =
1

2

[
〈θ1 |θ1〉 |A : +;B : −〉 〈A : +;B : −|

+ 〈θ2 |θ2〉 |A : −;B : +〉 〈A : −;B : +|
+ eiξ 〈θ1 |θ2〉 |A : −;B : +〉 〈A : +;B : −|
+ e−iξ 〈θ2 |θ1〉 |A : +;B : −〉 〈A : −;B : +|

]
(22)

Nous pouvons alors distinguer plusieurs cas :
– Si |θ1〉 = |θ2〉, on retombe sur (19), et le troisième spin n’est pas intriqué

avec les deux premiers. L’opérateur densité ρAB est alors :

ρAB =
1

2

[
|A : +;B : −〉 〈A : +;B : −| + |A : −;B : +〉 〈A : −;B : +|

+ eiξ |A : −;B : +〉 〈A : +;B : −| + e−iξ |A : +;B : −〉 〈A : −;B : +|
]

(23)

qui est simplement le projecteur sur l’état (18) et conserve toute l’intrication des
spins A et B.

– Le cas opposé est celui où |θ1〉 et |θ2〉 sont orthogonaux, de sorte que |ΨABC〉
devient un état dit GHZ (Greenberger, Horne et Zeilinger ; cf. Complément BXXI) :

|ΨGHZ〉 =
1√
2

[
|A : +;B : −;C : +〉+ eiξ |A : −;B : +;C : −〉

]
(24)

où, quand l’on passe d’une composante à l’autre, les trois spins passent d’un état
donné à un état orthogonal. La seconde ligne de (22) s’annule alors, et la trace
partielle ρAB devient :

ρAB =
1

2

[
|A : +;B : −〉 〈A : +;B : −|+ |A : −;B : +〉 〈A : −;B : +|

]
(25)
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qui est un mélange statistique de deux possibilités avec des probabilités 1/2 : soit
les deux spins sont dans l’état |A : +;B : −〉, soit ils sont dans l’état |A : −;B : +〉.
Les cohérences quantiques entre ces deux états (termes dépendant de la phase ξ) ont
totalement disparu. La corrélation entre les deux spins A et B est donc de nature
classique 3, et ne met en jeu aucune intrication.

– Dans la situation intermédiaire où |θ1〉 et |θ2〉 ne sont ni parallèles, ni or-
thogonaux, on constate sur (22) qu’il subsiste une certaine cohérence (éléments non
diagonaux). Plus |θ1〉 et |θ2〉 sont parallèles, plus l’opérateur densité partiel reste sem-
blable à celui des deux spins initiaux qui restent intriqués, mais moins le troisième
l’est ; inversement, plus ils sont orthogonaux, plus les deux spins initiaux perdent
leur corrélation pour la transmettre entièrement au niveau des trois spins.

Il s’agit là d’une propriété générale : si deux systèmes physiques sont maxima-
lement intriqués, un principe d’exclusion mutuelle rend impossible de les intriquer à
un troisième système. Mathématiquement, cette propriété s’exprime par l’inégalité
de Coffman-Kundu-Wootters [69].

3. Séparabilité

Dans le point de vue de Bohr (§ F-22 du Chapitre XXI), il faut renoncer
à la notion de séparabilité : même lorsque deux sous-systèmes physiques sont très
séparés dans l’espace, ce n’est pas suffisant pour en conclure qu’il est possible de leur
attribuer séparément des propriétés physiques (comme le font EPR) ; seul le système
total, y compris les appareils de mesure, possède de telles propriétés. D’autre part,
nous avons vu au § 2 qu’en mécanique quantique il existe deux façons d’introduire
des corrélations entre deux systèmes : une façon classique (en supposant qu’ils ont
des probabilités données de se trouver dans tels et tels états individuels corrélés),
et une façon quantique (en supposant l’existence d’une intrication directement au
niveau d’un vecteur d’état commun). Bien évidemment, s’il existe certaines situations
où la mécanique quantique prédit des violations des inégalités de Bell, et donc du
réalisme local, il en existe beaucoup d’autres où ses prédictions sont conformes à ces
inégalités ; en un sens, une violation est la signature d’une situation ultra-quantique.
Il est donc intéressant de rechercher un critère qui permette de faire la distinction
entre les deux types de corrélations.

3-a. Opérateur densité séparable

Considérons un système total décrit par un opérateur densité ρA+B et consti-
tué de deux sous-systèmes A et B. Supposons que ρA+B puisse se développer en
fonction d’une série d’opérateurs densité ρnA et ρnB relatifs à chacun des deux sous-
systèmes, avec des coefficients πn réels positifs assimilables à des probabilités (donc
de somme unité) :

ρA+B =
∑

n

πn ρ
n
A ⊗ ρnB (26)

avec :

3. L’opérateur densité est séparable au sens qui sera défini au § 3, de sorte qu’il ne peut pas
conduire à des violations des inégalités de Bell.
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0 ≤ πn ≤ 1 et
∑

n

πn = 1 (27)

Intuitivement, on sent bien que les corrélations contenues dans ρA+B sont alors
de nature classique : le système total est, avec une probabilité πn, décrit par un
opérateur densité qui est un produit sans corrélations d’opérateurs densité décrivant
chacun des sous-systèmes. La façon dont sont introduites les corrélations entre ces
propriétés reste donc classique, même si rien n’interdit à chacun des sous-systèmes
de posséder des propriétés individuelles qui sont fortement quantiques.

Par définition, on dit que tout opérateur densité qui peut se décomposer selon
(26) avec des coefficients πn positifs est “séparable” [70, 71]. En revanche, si tout
développement de ρA+B tel que (26) comporte nécessairement des coefficients πn
autres que réels positifs, on dit que l’opérateur densité ρA+B n’est pas séparable
et qu’il contient de l’intrication quantique. Lorsqu’il est séparable, le système total
A+B ne peut jamais conduire à des violations des inégalités de Bell par mesure des
corrélations entre propriétés physiques des deux sous-systèmes A et B. Les violations
des inégalités de Bell sont donc un signe indiscutable du caractère non séparable de
l’opérateur densité.

Démonstration

Pour le montrer, supposons que l’on effectue deux mesures simultanées sur les sys-
tèmes A et B, la première dépendant du paramètre de mesure a, la seconde du
paramètre de mesure b. Nous notons Pa (RA) le projecteur agissant dans l’espace
des états de A qui correspond à l’observation du résultat RA (ce projecteur est la
somme des projecteurs sur les vecteurs propres associés à cette mesure) ; de même,
nous notons Pb (RB) le projecteur dans l’espace des états de B qui correspond à
l’observation du résultat RB . Lorsque le système total est décrit par l’opérateur
densité (26), la probabilité d’obtenir les deux résultats conjoints RA et RB est :

P (RA, RB) =
∑

n

πn Pn
a (RA)× Pn

b (RB) (28)

avec :

Pn
a (RA) = TrA {ρnAPa (RA)}
Pn

b (RB) = TrB {ρnBPb (RB)} (29)

Comme tous les nombres figurant au second membre de (28) sont positifs, cette
égalité s’interprète de façon naturelle en physique classique ; à partir de maintenant,
nous raisonnons donc dans ce cadre. Il apparaît deux niveaux de probabilités : en
premier lieu, le système total est préparé avec des probabilités πn dans un état où
les deux sous-systèmes sont incorrélés ; en second lieu, pour chaque valeur de n les
états individuels des sous-systèmes ne sont connus que de façon statistique, seules
étant connues à l’avance la probabilité Pn

a (RA) d’un résultat RA et la probabilité
Pn

b (RB) d’un résultat RB .

Montrons alors que, si une relation du type (28) est vérifiée pour tous les paramètres
de mesure a et b, avec des probabilités positives quelconques Pn

a (RA) et Pn
b (RB),

et avec des πn qui sont eux aussi tous positifs, les inégalités de Bell sont toujours
satisfaites. Nous supposons que les deux résultats RA et RB valent ±1. Dans un
premier temps, supposons que les propriétés physiques de chaque paire de systèmes

660



• OPÉRATEUR DENSITÉ ET CORRÉLATIONS ; SÉPARABILITÉ

A et B dépendent d’une variable aléatoire classique µ ; cette variable prend une série
de valeurs µn correspondant aux termes dans la somme sur n de (28), chacune avec
la probabilité πn. Cette somme sur n s’interprète alors comme une valeur moyenne
sur la variable aléatoire µ.

Puis, dans un second temps, supposons que les propriétés du système classique A
dépendent d’une autre variable aléatoire νA, qui détermine le résultat de la mesure
effectuée sur A. On peut par exemple supposer que νA est équipartie sur le segment
[0, 1] et que le résultat RA est une fonction de νA qui prend la valeur +1 sur une
partie du segment de longueur Pn

a (RA = +1), la valeur −1 sur le reste du segment.
La fonction ainsi définie reproduit la probabilité de la première ligne de (29) ; le
résultat de mesure apparaît alors comme une fonction de νA, du paramètre de mesure
a, et enfin de µ (qui remplace n). De plus, nous introduisons une troisième variable
νB qui détermine le résultat de la mesure effectuée sur B, avec une distribution qui
reproduit de façon semblable la probabilité de la seconde ligne de (29), pour tout n
et tout choix du paramètre de mesure b.

Si enfin nous regroupons les trois variables µ, νA et νB en les considérant comme
les trois composantes d’une seule variable λ, nous reproduisons exactement les hy-
pothèses du début du § F-3-a du Chapitre XXI : les résultats de mesure sont des
fonctions, l’un de λ et de a, l’autre de λ et de b. Le même raisonnement permet alors
d’établir les inégalités de Bell. On peut remarquer que, à aucun stade de ce raison-
nement classique, il n’a été indispensable de considérer l’ensemble A+B comme un
tout ; il est donc naturel que les inégalités de Bell puissent être établies dans ce cas.

3-b. Deux spins dans un état singulet

Revenons à l’exemple de deux spins 1/2 dans un état singulet :

|Ψ〉 = 1√
2

[
|+,−〉 − |−,+〉

]
(30)

Dans la base des 4 kets |+,+〉, |+,−〉, |−,+〉, |−,−〉 pris dans cet ordre, la matrice
représentant l’opérateur densité ρA+B est alors :

(ρA+B) = |Ψ〉 〈Ψ| =
1

2




0 0 0 0
0 1 −1 0
0 −1 1 0
0 0 0 0


 (31)

La matrice densité (ρA+B) possède donc des éléments non diagonaux entre états
|+,−〉 et |−,+〉, par exemple :

−1 = 〈+,−| ρA+B |−,+〉 (32)

Pour les reproduire par une somme de produits telle que (26), nous devons avoir :

−1 =
∑

n

πn 〈+| ρnA |−〉 ⊗ 〈−| ρnB |+〉 (33)

Cela nécessite que l’on introduise au moins un terme n comprenant des opérateurs
densité partiels ρnA et ρnB qui ont tous deux des éléments non diagonaux. Mais chacun
de ces deux opérateurs est défini positif. Pour ρnA par exemple, il doit avoir des
populations (éléments de matrice diagonaux) 〈+| ρnA |+〉 et 〈−| ρnA |−〉 sur les deux
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états individuels de spin, et de même pour ρnB . Le terme n correspondant introduit
donc nécessairement pour (ρA+B) des populations sur les 4 états |+,+〉, |+,−〉,
|−,+〉, |−,−〉 ; mais il sera ensuite impossible d’annuler ces populations par ajout
d’autres produits d’opérateurs densité (dont les populations sont positives) avec des
coefficients πn positifs. Cet opérateur densité (ρA+B) est donc non séparable, et c’est
pourquoi il peut conduire à des violations des inégalités de Bell.
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Greenberger, Horne et Zeilinger (GHZ) ont montré en 1989 [72, 73] que des
systèmes contenant plus de deux particules corrélées pouvaient présenter des viola-
tions du réalisme local qui sont encore plus spectaculaires que celles des inégalités
de Bell. Ces violations mettent en effet en jeu une contradiction de signe (donc une
violation de 100 %) pour des corrélations parfaites entre résultats de mesure, au
lieu d’inégalités violées de 40 % pour des corrélations imparfaites. Le § 1 est consa-
cré à une discussion de ces violations, dont l’observation demande la création d’une
intrication initiale entre trois particules ou plus. Au § 2, nous discuterons ensuite
un autre exemple mettant en jeu l’intrication de plus de deux particules, la mé-
thode de l’échange d’intrication (“entanglement swapping”). Cette dernière met en
lumière une propriété étonnante de l’intrication : la possibilité d’intriquer entre eux
des systèmes quantiques sans faire intervenir aucune interaction entre eux.

1. Désaccord de signe dans un état GHZ

Nous allons supposer que le système étudié est constitué de trois spins 1/2 ;
c’est le cas le plus simple permettant d’exposer le mécanisme d’apparition des contra-
dictions GHZ.

1-a. Calcul quantique

Le système de trois spins est décrit par l’état quantique normé :

|Ψ〉 = 1√
2

[
|+,+,+〉+ η |−,−,−〉

]
(1)

Dans cette égalité, les états |±〉 symbolisent les états propres des composantes des
spins le long de l’axe Oz d’un repère orthonormé Oxyz ; pour alléger la notation du
ket à trois particules, les spins ne sont pas numérotés : le premier signe correspond
à l’état du premier spin, le second à celui du second, et de même pour le troisième
spin. Le nombre η désigne, soit +1, soit −1. Nous cherchons maintenant les proba-
bilités quantiques des résultats obtenus en effectuant des mesures des composantes
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de chacun des spins σ1,2,3 des trois particules selon deux directions : soit le long de
la direction Ox, soit de la direction perpendiculaire Oy (Fig. 1).

Commençons par considérer une mesure du produit σ1y×σ2y×σ3x. Il se trouve
que |Ψ〉 est un vecteur propre de ce produit d’opérateurs avec la valeur propre −η,
de sorte que le résultat est certain. En effet, le premier opérateur donne 1 :

σ3x |Ψ〉 =
1

2
[σ+ (3) + σ− (3)] |Ψ〉

=
1

2
√
2
[ησ+ (3) |−,−,−〉+ σ− (3) |+,+,+〉]

=
1√
2
[η |−,−,+〉+ |+,+,−〉] (2)

puis l’action du second s’écrit :

σ2yσ3x |Ψ〉 =
1

2i
[σ+ (2)− σ− (2)]σ3x |Ψ〉

=
1

i
√
2
[η |−,+,+〉 − |+,−,−〉] (3)

et enfin le produit des trois opérateurs donne :

σ1yσ2yσ3x |Ψ〉 =
1

2i
[σ+ (1)− σ− (1)]σ2yσ3x |Ψ〉

= − 1√
2
[η |+,+,+〉+ |−,−,−〉]

= −η |Ψ〉 (4)

La probabilité du résultat −η est donc :

P(σ1y × σ2y × σ3x =⇒ −η) = 1 (5)

tandis que la probabilité P(σ1y × σ2y × σ3x =⇒ +η) de l’autre résultat est nulle.
Comme les trois spins jouent le même rôle, il est clair que |Ψ〉 est également

un vecteur propre des deux produits d’opérateurs σ1x×σ2y×σ3y et σ1y×σ2x×σ3y,
avec les valeurs propres −η. Les probabilités correspondantes sont donc :

P(σ1x × σ2y × σ3y =⇒ −η) = 1
P(σ1y × σ2x × σ3y =⇒ −η) = 1

(6)

Les trois produits prennent donc tous la valeur −η avec certitude.
Supposons enfin que l’on mesure le produit des composantes des trois spins le

long de l’axe Ox. Nous utilisons à nouveau (2), mais (3) est maintenant remplacé
par :

σ2xσ3x |Ψ〉 =
1

2
[σ+ (2) + σ− (2)]σ3x |Ψ〉

=
1√
2
[η |−,+,+〉+ |+,−,−〉] (7)

1. Les matrices de Pauli sont définies au Complément AIV ; les opérateurs σ± = σx ± iσy
sont tels que σ± |∓〉 = 2 |±〉.
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et (4) par :

σ1xσ2xσ3x |Ψ〉 =
1

2
[σ+ (1) + σ− (1)]σ2xσ3x |Ψ〉

=
1√
2
[η |+,+,+〉+ |−,−,−〉] (8)

Nous constatons ainsi que |Ψ〉 est également un état propre de l’opérateur produit
σ1x × σ2x × σ3x, mais cette fois avec la valeur propre +η. Il en découle que :

P(σ1x × σ2x × σ3x =⇒ +η) = 1 (9)

Pour cette mesure de produit, le résultat prend donc avec certitude la valeur +η.

Figure 1 – Schéma d’une expérience permettant d’observer les contradictions GHZ.
Trois spins dans l’état initial |Ψ〉 écrit en (1) subissent des mesures en trois régions
différentes de l’espace. Dans chacune d’entre elles se trouve un appareil de mesure,
muni d’un bouton de réglage permettant à l’expérimentateur local de choisir entre
deux mesures de composantes du spin, soit le long de Ox, soit le long de Oy. Quels
que soient les trois choix, les résultats fournis par les trois appareils sont A = ±1,
B = ±1 et C = ±1.

Mesure d’un produit d’opérateurs qui commutent en mécanique quan-
tique :

Trois opérateurs agissant sur des spins différents tels que σ1y, σ2y et σ3x commutent
entre eux ; ils constituent même un ECOC (ensemble complet d’observables qui
commutent) dans l’espace des états des trois spins. On peut donc construire une
base de vecteurs propres communs aux trois opérateurs |ξ1, ξ2, ξ3〉 repérés par la
valeur propre ξ1 = ±1 de σ1y, la valeur propre ξ2 = ±1 de σ2y et la valeur propre
ξ3 = ±1 de σ3x. Tout vecteur |Ψ〉 se décompose sur cette base selon :

|Ψ〉 =
∑

ξ1,ξ2,ξ3

c (ξ1, ξ2, ξ3) |ξ1, ξ2, ξ3〉 (10)
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L’effet du produit d’opérateurs σ1yσ2yσ3x sur un ket quelconque est de simplement
multiplier chacune de ses composantes c (ξ1, ξ2, ξ3) par le produit ξ1 × ξ2 × ξ3. Mais
le vecteur |Ψ〉 écrit en (1) est vecteur propre du produit d’opérateurs, avec la valeur
propre −η. L’unicité de la décomposition (10) entraîne alors que les seuls coefficients
c (ξ1, ξ2, ξ3) non nuls sont ceux pour lesquels :

ξ1 × ξ2 × ξ3 = −η (11)

Supposons maintenant que l’on mesure la composante σ1y du premier spin. Le résul-
tat ξ1 = ±1 est aléatoire. Le postulat de projection conduit à un vecteur d’état qui
dépend de ce résultat, obtenu en ne retenant dans (1) que la moitié des composantes
(celles qui correspondent à la valeur de ξ1 observée). Les composantes du vecteur
d’état projeté satisfont donc toujours la relation (11), où ξ1 est maintenant fixé.
De même, si l’on mesure σ2y pour le second spin, le résultat ξ2 = ±1 est lui aussi
aléatoire, mais les composantes du nouveau vecteur d’état projeté satisfont toujours
cette même relation. Comme ξ1 et ξ2 sont maintenant connus, il en est donc de
même de ξ3, dont la valeur est déterminée par les deux premières mesures.

Pour finir, les résultats observés pour chaque mesure de spin fluctuent d’une réa-
lisation à la suivante de l’expérience, mais ces fluctuations sont corrélées de sorte
que le produit des trois résultats reste constant. Bien évidemment, la même analyse
s’applique aux trois autres ensembles d’opérateurs considérés plus haut, σ1x, σ2y et
σ3y par exemple.

1-b. Raisonnement dans le cadre du réalisme local

Quittons pour un instant la mécanique quantique standard et examinons
quelles seraient les prédictions d’une théorie réaliste locale (au sens de EPR) dans
ce type de situation. Puisque nous sommes dans le cas particulièrement simple où
l’état quantique initial est un état propre de toutes les observables considérées (tous
les résultats sont certains), on pourrait s’attendre à ce que rien de particulier ne se
produise. Or nous allons voir qu’une contradiction complète apparaît entre réalisme
local et prédictions de la mécanique quantique.

Le raisonnement réaliste local est une généralisation directe de celui que nous
avons effectué pour obtenir les inégalités de Bell dans le § F-3-a du Chapitre XXI.
Nous remarquons d’abord que les corrélations parfaites impliquent que le résultat
d’une mesure d’une composante le long de Ox (ou Oy) du spin d’une particule quel-
conque peut être déduit de résultats de mesures effectuées sur d’autres particules à
une distance arbitrairement grande. Donc le raisonnement EPR montre l’existence
d’éléments de réalité correspondant à ces deux composantes, éléments que nous no-
tons Ax,y = ±1 pour le premier spin, Bx,y = ±1 pour le second, et enfin Cx,y = ±1
pour le troisième. Selon le raisonnement EPR, pour chaque réalisation de l’expérience
(chaque émission d’un trio de particules par une source), ces six nombres ont des
valeurs bien déterminées, mêmes si elles sont a priori inconnues. Ces nombres sont
tout simplement les résultats que vont donner les mesures éventuelles qui peuvent
être effectuées ultérieurement. Par exemple, une mesure sur le premier spin va né-
cesssairement donner Ax si la direction d’analyse est choisie le long de Ox, ou Ay si
elle l’est le long de Oy, indépendamment du type de mesures effectuées sur les deux
autres spins.
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Un accord avec les trois égalités (5) et (6) impose alors que :

AyByCx = −η
AxByCy = −η
AyBxCy = −η

(12)

Cependant, dans le cadre du réalisme local, les mêmes valeurs A, B et C peuvent être
utilisées pour l’expérience où les trois composantes le long de Ox sont mesurées : le
résultat est simplement le produit AxBxCx. Mais, comme les carrés des nombres A2

y,
etc., sont toujours égaux à +1, nous pouvons obtenir le même résultat en multipliant
les trois lignes de (12), ce qui donne :

AxBxCx = −η (13)

C’est là que la contradiction apparaît : l’égalité (9) prédit que la mesure de σ1x ×
σ2x×σ3x doit toujours donner le résultat +η, qui a le signe opposé ! La contradiction
entre les prédictions du réalisme local et celles de la mécanique quantique ne peut
pas être plus marquée.

1-c. Discussion ; contextualité

Par rapport aux violations des inégalités de Bell, la contradiction GHZ semble
encore plus spectaculaire du fait qu’une contradiction de 100 % est obtenue avec
une certitude de 100 %. Mais d’un point de vue expérimental, bien évidemment,
la nécessité de mettre en jeu trois particules éloignées et intriquées complique les
choses.

Pour pouvoir commodément identifier les trois spins (quelle mesure est at-
tribuée au spin noté A, au spin noté B, et au spin noté C), et pour assurer que
les mesures soient éloignées, supposons qu’ils occupent trois régions différentes de
l’espace. Lorsque les variables spatiales sont prises en compte, le ket (1) symbolise
alors un ket qui peut être écrit plus explicitement sous la forme suivante :

|Ψ〉 = 1√
2
|1 : ua〉 |2 : ub〉 |3 : uc〉

⊗
[
|1 : +; 2 : +; 3 : +〉+ η |1 : −; 2 : −; 3 : −〉

]
(14)

où |ua,b,c〉 sont trois états orbitaux dont les fonctions d’onde ne se recouvrent pas.
Elles peuvent par exemple être entièrement localisées dans des boîtes séparées où sont
effectuées les mesures. On suppose alors qu’aucune des trois particules n’échappe
à la mesure et que chacune d’entre elles est observée séparément. La procédure
expérimentale consiste alors à commencer par choisir une composante, Ox ou Oy
pour chaque boîte, puis à réaliser les trois mesures correspondantes, d’obtenir les
trois résultats Ax,y, Bx,y et Cx,y, et enfin à calculer leur produit.

Une première vérification indispensable est d’effectuer un grand nombre de
réalisations de l’expérience pour mesurer successivement les trois produits AyByCx,
AxByCy et AyBxCy, afin de s’assurer que les corrélations parfaites prédites par la
mécanique quantique sont bien observées (c’est essentiel pour le raisonnement EPR,
qui permet de déduire l’existence de 6 éléments de réalité séparés). Alors on mesure
le produit AxBxCx et, si la mécanique quantique continue à donner des prédictions
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correctes, on obtient le signe opposé ; la conclusion est alors que le réalisme local est
violé. Ou, de façon équivalente, on peut conclure que la valeur obtenue en mesurant,
par exemple, σ1x dépend de la composante Ox ou Oy qui est mesurée pour les
autres spins, même si les opérateurs correspondants commutent avec σ1x. On arrive
alors à la notion générale de “contextualité quantique” : dans une expérience où
plusieurs observables qui commutent sont mesurées, selon la prescription de Bohr il
faut prendre en compte l’ensemble du dispositif expérimental (l’ensemble du contexte
où est placé le système à mesurer) ; il ne serait pas correct de raisonner comme si
ces mesures étaient des processus indépendants.

Des tests expérimentaux des égalités GHZ ont été réalisés [74, 75]. Ces expé-
riences demandent que trois particules soient mises dans l’état quantique (14), ce qui
assurément n’est pas une tâche triviale. Néanmoins, grâce à des techniques élabo-
rées d’optique quantique, l’exactitude des prédictions de la mécanique quantique a
effectivement été vérifiée dans ce cas, avec des expériences à 3 et 4 photons intriqués,
ainsi que par des techniques de RMN (résonance magnétique nucléaire).

2. Échange d’intrication

La méthode que nous allons décrire maintenant porte en anglais le nom de “en-
tanglement swapping”, que l’on peut traduire en français par “échange d’intrication”.
Cette méthode permet d’intriquer des particules provenant de sources indépendantes
(qui n’ont donc aucun passé commun) sous l’effet de la mesure quantique.

2-a. Schéma général

Supposons que l’on dispose de deux sources S12 et S34 créant chacune une paire
de photons intriqués (Fig. 2). La première crée un photon d’impulsion k1 et un autre
d’impulsion k2 dont les polarisations sont intriquées dans des états H (polarisation
horizontale, dans le plan de la figure) et V (polarisation verticale, perpendiculaire au
plan de figure). De même, la seconde source crée un photon d’impulsion k3 et autre
d’impulsion k4 dont les polarisations sont intriquées de la même façon. L’état initial
décrivant les deux paires est le produit tensoriel de deux états à deux particules
chacun :

|Ψ〉 = 1

2
[|k1, H;k2, V 〉+ |k1, V ;k2, H〉]⊗ [|k3, H;k4, V 〉+ |k3, V ;k4, H〉] (15)

Si les deux photons émis par une source donnée sont fortement intriqués, aucune
intrication n’existe donc entre les deux couples de photons émis par chacune des deux
sources. Il est commode d’introduire les quatre états suivants relatifs aux vecteurs
d’onde ki, kj :

∣∣ΦBi,j
〉
(η)

=
1√
2
[|ki, H;kj , H〉+ η |ki, V ;kj , V 〉]

∣∣ΘBi,j
〉
(η)

=
1√
2
[|ki, H;kj , V 〉+ η |ki, V ;kj , H〉] (16)

avec, ici aussi, η = ±1. Ces états (souvent appelés “états de Bell” dans la littérature,
d’où l’indice B) fournissent une base orthonormée de l’espace des états associé aux
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particules i et j. On vérifie alors (le calcul est sans difficulté particulière mais un
peu lourd, de sorte que nous ne le détaillons pas) que :
∣∣ΦB1,4

〉
(+1)
⊗
∣∣ΦB2,3

〉
(+1)
−
∣∣ΦB1,4

〉
(−1)
⊗
∣∣ΦB2,3

〉
(−1)

= |H;V ;V ;H〉+|V ;H;H;V 〉 (17)

(pour simplifier l’écriture, dans le second membre nous supposons implicitement que
l’ordre des impulsions des particules est toujours k1, k2, k3 et k4) et que :
∣∣ΘB1,4

〉
(+1)
⊗
∣∣ΘB2,3

〉
(+1)
−
∣∣ΘB1,4

〉
(−1)
⊗
∣∣ΘB2,3

〉
(−1)

= |H;V ;H;V 〉+|V ;H;V ;H〉 (18)

Nous pouvons donc écrire l’état (15) sous la forme :

|Ψ〉 = 1

2

[∣∣ΦB1,4
〉
(+1)
⊗
∣∣ΦB2,3

〉
(+1)
−
∣∣ΦB1,4

〉
(−1)
⊗
∣∣ΦB2,3

〉
(−1)

+
∣∣ΘB1,4

〉
(+1)
⊗
∣∣ΘB2,3

〉
(+1)
−
∣∣ΘB1,4

〉
(−1)
⊗
∣∣ΘB2,3

〉
(−1)

]
(19)

1 2 3 4

LS

Figure 2 – Schéma de principe de la méthode d’échange d’intrication (“entangle-
ment swapping”). Deux sources S12 et S34 émettent chacune une paire de particules
intriquées, de vecteurs d’onde k1 et k2 pour la première, k3 et k4 pour la seconde.
Ces sources sont indépendantes. Une lame semi-réfléchissante LS est insérée sur la
trajectoire des particules k2 et k3 ; elle est suivie de deux détecteurs Da et Db qui me-
surent le nombre de particules dans les deux canaux de sortie a et b. L’effet de cette
mesure est d’effectuer une projection du vecteur d’état qui met les deux particules
k1 et k4 dans un état totalement intriqué, alors qu’elles n’ont jamais interagi.

La Figure 2 schématise l’expérience envisagée. Après émission, les particules
d’impulsions k2 et k3 subissent une mesure mettant en jeu leur interférence. Pour
cela, les deux particules sont envoyées sur une lame semi-réfléchissante LS ; après
qu’elles l’aient traversée, des détecteurs Da et Db mesurent dans quels canaux de
sortie sont trouvées les particules. Si l’on observe deux particules sortant dans des
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canaux de sortie différents, le vecteur propre correspondant à ce résultat de me-
sure est l’état

∣∣ΘB23
〉
(−1)

; nous montrons en effet ci-dessous que les trois autres états∣∣ΘB2,3
〉
(+1)

,
∣∣ΦB2,3

〉
(+1)

et
∣∣ΦB2,3

〉
(−1)

correspondent à des situations où les deux parti-

cules sortent toujours dans le même canal de sortie. La mesure projette alors l’état
(19) sur la dernière de ses quatre composantes. La conséquence immédiate est que,
si les deux particules d’impulsions k2 et k3 sortent par des canaux différents (ce qui
se produit une fois sur quatre), les deux particules d’impulsion k1 et k4 atteignent
l’état

∣∣ΘB1,4
〉
(−1)

. Ainsi, les deux particules non observées atteignent un état tota-

lement intriqué, alors qu’elles sont arbitrairement éloignées. Il est remarquable que
l’intrication initiale ne concerne que les deux particules k1 et k2 d’une part, et sépa-
rément les deux particules k3 et k4 ; mais, en effectuant une mesure appropriée sur
une particule de chaque paire, on projette les deux particules restantes sur un état
fortement intriqué, bien qu’elles n’aient interagi à aucune étape du processus.

Démonstration :

Montrons maintenant que
∣∣ΘB

23

〉
(−1)

est un état initial des deux particules qui inter-
fèrent pour lequel elles sortent toutes deux par des canaux différents. Introduisons
pour cela les deux opérateurs de création a†k2,H

et a†k2,V
dans l’état individuel de

vecteur d’onde k2 et de polarisation H ou V , ainsi que les deux opérateurs a†k3,H
et

a†k3,V
dans l’état individuel de vecteur d’onde k3 et de polarisation H ou V . L’état∣∣ΘB

23

〉
(−1)

s’écrit :

∣∣∣ΘB
23

〉

(−1)
=

1√
2

[
a†k2,H

a†k3,V
− a†k2,V

a†k3,H

]
|0〉 (20)

Au cours de la traversée de la lame, les polarisations ne sont pas modifiées, mais
les vecteurs d’onde le sont. En termes des opérateurs de création, ceci induit les
transformations unitaires :

a†k2,H
⇒ 1√

2

[
a†k2,H

+ ia†k3,H

]

a†k3,H
⇒ 1√

2

[
ia†k2,H

+ a†k3,H

]
(21)

où les facteurs i proviennent du changement de phase lors de la réflexion interne
d’un faisceau lumineux. Des égalités semblables sont obtenues pour la polarisation
V , de sorte que :

a†k2,H
a†k3,V

− a†k2,V
a†k3,H

⇒ 1

2

[ (
a†k2,H

+ ia†k3,H

)(
ia†k2,V

+ a†k3,V

)

−
(
a†k2,V

+ ia†k3,V

)(
ia†k2,H

+ a†k3,H

) ]
(22)

Comme les opérateurs de création dans des modes différents commutent, cet opéra-
teur est égal à :

[
a†k2,H

a†k3,V
− a†k2,V

a†k3,H

]
(23)

de sorte que l’état
∣∣ΘB

23

〉
(−1)

se transforme selon :

∣∣∣ΘB
23

〉

(−1)
⇒ 1√

2

[
a†k2,H

a†k3,V
− a†k2,V

a†k3,H

]
|0〉 (24)
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Nous constatons donc que, si l’état avant traversée de la lame est
∣∣ΘB

23

〉
(−1)

, après
traversée de la lame les deux photons sont toujours dans des voies de sortie diffé-
rentes.
Pour l’état

∣∣ΘB
2,3

〉
(+1)

, il faut remplacer (22) par :

a†k2,H
a†k3,V

+ a†k2,V
a†k3,H

⇒ 1

2

[(
a†k2,H

+ ia†k3,H

)(
ia†k2,V

+ a†k3,V

)

+
(
a†k2,V

+ ia†k3,V

)(
ia†k2,H

+ a†k3,H

)]

= i
[
a†k2,H

a†k2,V
+ a†k3,H

a†k3,V

]
(25)

de sorte que les deux photons sortent toujours dans la même voie. De même, pour
l’état

∣∣ΦB
2,3

〉
(±1)

, l’opérateur qui apparaît est :

a†k2,H
a†k3,H

± a†k2,V
a†k3,V

⇒ 1

2

[(
a†k2,H

+ ia†k3,H

)(
ia†k2,H

+ a†k3,H

)

±
(
a†k2,V

+ ia†k3,V

)(
ia†k2,V

+ a†k3,V

)]

= i

[(
a†k2,H

)2

+
(
a†k3,H

)2

±
(
a†k2,V

)2

±
(
a†k3,V

)2
]

(26)

Dans tous les termes, on constate à nouveau que les deux photons empruntent la
même voie de sortie. L’état

∣∣ΘB
23

〉
(−1)

est donc bien le seul qui conduise à des photons
dans des voies de sortie différentes.

2-b. Discussion

En physique classique aussi, il est possible d’obtenir des corrélations entre
deux objets initialement indépendants, en opérant une sélection sur des autres ob-
jets avec lesquels chacun d’entre eux est corrélé. Pour mettre en évidence la différence
fondamentale avec l’échange d’intrication, discutons maintenant une telle expérience
classique. Supposons que deux sources indépendantes émettent des paires d’objets
corrélés, numérotés 1 et 2 pour la première source, 3 et 4 pour la seconde, comme
sur la figure 2. Pour chaque réalisation de l’expérience, chaque source émet deux
objets classiques partageant une propriété commune (par exemple la même couleur,
des moments angulaires opposés, etc.). Les deux sources sont cependant totalement
incorrélées (les objets émis par deux sources différentes ne présentent aucune corré-
lation entre leurs couleurs, moments angulaires, etc.). Si toutefois on sélectionne les
événements où les particules 2 et 3 présentent une certaine corrélation (par exemple
couleurs identiques, couleurs différentes, moments angulaires parallèles ou antiparal-
lèles, etc.), il est clair que les particules 1 et 4 seront également corrélées de la même
façon, et ceci même si elles n’ont jamais interagi dans le passé. Ceci est juste une
conséquence de la sélection opérée dans une distribution classique de probabilités,
et pourrait s’appeler “échange de corrélations classiques”.

Cependant, cette sélection reste purement classique ; aucune intrication n’est
produite par cette méthode. Si une expérience de Bell est réalisée avec les objets 1
et 4, comme l’on reste dans le cadre de la physique classique, les corrélations ob-
tenues satisferont nécessairement aux inégalités de Bell. En revanche, la méthode
d’échange d’intrication permet de créer une intrication et d’obtenir de fortes viola-
tions de ces inégalités. Elle fournit donc une méthode pour créer des corrélations
plus puissante que l’échange de corrélations classiques, et a été mise en œuvre dans
plusieurs expériences [76, 77].
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Conclusion

Les deux exemples que nous avons discutés illustrent la variété des situations
dans lesquelles l’intrication quantique peut conduire à des effets physiques marqués,
même lorsque les deux systèmes quantiques intriqués sont arbitrairement éloignés.
Dans tous les cas, il est essentiel de bien suivre les règles de base de la mécanique
quantique, et de n’effectuer les calculs qu’en termes du vecteur d’état total, qui
englobe l’ensemble des systèmes physiques en question. Toute tentative d’effectuer
des calculs séparés dans les différentes régions de l’espace, puis d’introduire des
corrélations par un calcul de probabilités classiques, conduirait à des résultats dont
de nombreux effets quantiques non locaux seraient éliminés, et en contradiction avec
l’expérience.
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Complément CXXI

Emergence d’une phase relative sous l’effet de processus de
détection

1 Probabilités des mesures de position simple, double,
etc. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 674

1-a Mesure simple (une seule particule) . . . . . . . . . . . . 676
1-b Mesure double (deux particules) . . . . . . . . . . . . . 677
1-c Généralisation : nombre quelconque de mesures de positions678

2 Augmentation de l’intrication sous l’effet du processus
de détection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 679

2-a Mesures de densité simple P(x1) . . . . . . . . . . . . . 679
2-b Intrication entre les deux modes après la première détection680
2-c Mesures de densité double P (x2, x1) . . . . . . . . . . . 680
2-d Discussion physique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 681

3 Détection d’un grand nombre de particules Q . . . . . 681
3-a Probabilité d’une séquence de détections multiples . . . 681
3-b Discussion physique ; émergence d’une phase relative . . 684

Introduction

Par référence à la condensation de Bose-Einstein (Complément CXV), on ap-
pelle “condensat” un système de bosons identiques occupant tous le même état in-
dividuel |ui〉. Il est donc décrit par un état de Fock du type de celui écrit en (A-17)
au Chapitre XV, et dont tous les nombres d’occupation sont nuls, sauf ni qui prend
une valeur très grande N :

|N : ui〉 =
1√
N !

[
a†ui

]N |0〉 (1)

où a†ui
est l’opérateur de création dans l’état individuel |ui〉 et |0〉 l’état du vide

(état où tous les nombres d’occupation sont nuls). De même, un “double condensat”
est l’état de Fock obtenu en plaçant N1 particules dans l’état individuel |ui〉 et N2

particules dans l’état individuel |uj〉, donc l’état normé :

|Φ0〉 = |N1 : ui;N2 : uj〉 =
1√

N1!N2!

[
a†ui

]N1
[
a†uj

]N2

|0〉 (2)

Nous allons nous intéresser particulièrement au cas où les états individuels ui et uj
sont des états de vecteurs d’onde bien définis et opposés ±k :

|Φ0〉 = |N1 : +k;N2 : −k〉 = 1√
N1!N2!

[
a†+k

]N1
[
a†−k

]N2

|0〉 (3)
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Dans un tel état, les nombres d’occupation sont parfaitement définis, mais la phase
relative des deux condensats est complètement indéterminée ; nous vérifierons d’ailleurs
plus bas (§ 2-a) que, si l’on mesure la position d’une seule particule avec un tel état,
aucune frange d’interférence n’est observable.

Or des expériences récentes [78] ont montré que, lorsque la position de nom-
breuses particules est mesurée, des franges d’interférence peuvent effectivement être
observées dans la zone de recouvrement de deux condensats (Figure 1). Ceci reste
vrai même lorsqu’ils ont été créés de façon complètement indépendante. La posi-
tion des franges indique alors une valeur bien définie de la phase relative des deux
condensats ; la question se pose alors immédiatement de comprendre l’origine de la
phase observée. Le but de ce complément est d’étudier le mécanisme d’apparition de
cette phase relative. Nous verrons qu’elle résulte de l’effet des détections successives
des particules modifiant progressivement l’état initial : ces détections produisent une
intrication entre les deux condensats, intrication qui croît au fur et à mesure que de
plus en plus de particules sont détectées, et définit la phase relative de façon de plus
en plus précise.

Pour une réalisation donnée de l’expérience, on observe des franges de position
bien définie. Cependant, si l’on recommence l’expérience en préparant initialement
les deux condensats de la même façon, c’est une nouvelle phase relative qui va ap-
paraître lors du processus des mesures successives ; sa valeur est en général complè-
tement différente de celle obtenue précédemment. Il en résulte que, si l’on effectue
une moyenne des observations sur un grand nombre d’expériences indépendantes
successives, les franges se brouillent et finissent pas disparaître. L’effet d’apparition
de la phase n’est donc clairement observable que lors d’une réalisation particulière
de l’expérience.

Nous commençons, dans le § 1, par établir l’expression des probabilités de
mesure de positions à une, deux et N particules ; nous montrons que ces proba-
bilités sont proportionnelles à des fonctions de corrélations spatio-temporelles des
opérateurs champ des diverses particules. Au § 2, nous montrons ensuite comment,
partant d’un état initial des deux condensats qui est une simple juxtaposition de
deux états de Fock, l’effet des mesures des positions des particules est de créer une
intrication croissante entre les deux condensats. Une étude plus générale de l’évolu-
tion du système est présentée au § 3, permettant en particulier de montrer comment
cette croissance de l’intrication s’accompagne de l’apparition d’une phase relative de
mieux en mieux définie entre les deux condensats. Les calculs de ce complément sont
limités au cas où le nombre de positions mesurées reste très faible devant le nombre
total des particules formant les condensats ; dans le Complément DXXI, nous nous
affranchirons de cette hypothèse.

1. Probabilités des mesures de position simple, double, etc.

Nous supposons donc que l’on procède à la mesure successive des positions
des particules. Nous évaluons la probabilité de trouver la première particule dans un
intervalle 1 de longueur infinitésimale ∆ autour de la position x = x1, puis celle de
trouver ensuite une seconde particule dans un intervalle de même longueur ∆ autour

1. Pour simplifier l’écriture, nous considérons ici un problème à une dimension et notons les
positions x1, x2, ... ,xp. L’extension à trois dimensions ne présente aucune difficulté : il suffit de
remplacer tous les xi par des vecteurs ri.
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Figure 1 – La partie gauche de la figure représente deux groupes de particules prépa-
rés de façon indépendante : le premier comprend un grand nombre N1 de particules
se trouvant dans le même état individuel d’impulsion +k le long de l’axe Ox se di-
rigeant vers la droite, l’autre N2 particules se trouvant dans un autre état individuel
d’impulsion opposée −k se dirigeant vers la gauche. Chacun de ces groupes de parti-
cules indépendantes constitue un “condensat”. La partie droite montre que, au bout
d’un certain temps, les deux condensats se recouvrent dans l’espace, ce qui permet de
mesurer les positions des particules dans la région de recouvrement. Pour simplifier,
les calculs sont effectués à une dimension, en ne tenant compte que de la coordonnée
le long de l’axe Ox.
La mesure de la première position est totalement aléatoire mais, au fur et à mesure
que les mesures s’accumulent, on constate un regroupement périodique des positions
observées formant progressivement un système de franges de plus en plus net. Ces
franges traduisent l’apparition d’une phase relative entre les deux condensats, qui
ne peut provenir que de l’effet des mesures de position puisqu’elle était totalement
absente lors du début de l’expérience.
Si l’on répète le processus depuis le début, on observe une position des franges qui
est en général différente de celle de la première expérience : la phase qui apparaît
dans chaque réalisation de l’expérience est totalement indépendante des précédentes.

de la position x = x2, etc. Les calculs que nous présentons ici sont valables quel que
soit l’état |Φ0〉 du système de particules identiques. Ils sont en fait équivalents à
ceux de l’étude générale des fonctions de corrélation au § B-3 du Chapitre XVI ;
nous les présentons cependant ici à nouveau dans le contexte spécifique du présent
complément. Au § 2, nous appliquerons les résultats obtenus au cas particulier où
|Φ0〉 est un double état de Fock.
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1-a. Mesure simple (une seule particule)

A une mesure de position donnant un résultat compris dans l’intervalle D1 =[
x1 − ∆

2 , x1 +
∆
2

]
, nous pouvons associer l’opérateur hermitique :

P∆ (x1) =

∫ x1+
∆
2

x1−∆
2

dx Ψ† (x)Ψ (x) (4)

où Ψ(x) est l’opérateur champ détruisant une particule au point x, et Ψ† (x) son
hermitique conjugué créant une particule. La valeur moyenne de P∆ (x1) donne le
nombre moyen de particules dans l’intervalle D1. Dans la suite, nous supposerons
souvent que ∆ est suffisamment petit par rapport aux autres dimensions du problème
pour permettre l’approximation :

P∆ (x1) ≃ ∆×Ψ† (x1)Ψ (x1) (5)

L’opérateur P∆ (x1) est un opérateur symétrique à une particule du type de
celui de la relation (B-1) du Chapitre XV. Il s’écrit donc également sous la forme :

P∆ (x1) =
N∑

q=1

∫ x1+
∆
2

x1−∆
2

dx |q : x〉 〈q : x| (6)

qui est la somme sur toutes les particules q = 1, 2, ...,N des projecteurs dans l’inter-
valle D1 de la position de chacune d’entre elles. Comme ces projecteurs commutent
tous entre eux et que chacun d’entre eux a pour valeur propre 1 et 0, les valeurs
propres de P∆ (x1) sont donc égales à 0, 1, 2, ... N . Cependant, si ∆ est suffisam-
ment petit, on ne peut trouver qu’une seule particule à la fois dans l’intervalle D1 ;
seules les valeurs propres 0 et 1 sont alors accessibles, de sorte que P∆ (x1) peut
être assimilé au projecteur associé à la mesure de la présence d’une particule dans
l’intervalle D1 :

[P∆ (x1)]
2
= P∆ (x1) si ∆→ 0 (7)

Supposons alors que le système soit dans l’état |Φ0〉. La probabilité PD1
de

trouver une particule dans l’intervalle infinitésimal D1 de longueur ∆ est :

PD1
(x1) = 〈Φ0|P∆ (x1) |Φ0〉

= ∆ 〈Φ0|Ψ† (x1)Ψ (x1) |Φ0〉 (8)

Immédiatement après la détection de cette première particule, le système est, d’après
la relation (E.39) du Chapitre III (postulat de réduction du paquet d’ondes), dans
l’état normé :

|Φ′
0〉 =

1√
PD1

(x1)
P∆ (x1) |Φ0〉 (9)
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1-b. Mesure double (deux particules)

Intéressons-nous maintenant à la probabilité PD1D2
(x2, x1) de détecter une

première particule dans un intervalle de largeur ∆ autour du point x1, puis une
seconde particule dans un intervalle ∆ autour du point x2 ; nous supposons que le
système n’a pas le temps d’évoluer entre les deux mesures.

Commençons par évaluer la probabilité conditionnelle 2 PD1D2
(x2/x1) de dé-

tecter une particule dans l’intervalle
[
x2 − ∆

2 , x2 +
∆
2

]
noté D2, sachant qu’on a

détecté une particule dans l’intervalle
[
x1 − ∆

2 , x1 +
∆
2

]
noté D1. Cette probabilité

est égale à :

PD1D2
(x2/x1) = 〈Φ′

0|P∆ (x2) |Φ′
0〉

=
1

PD1
(x1)

〈Φ0|P∆ (x1)P∆ (x2)P∆ (x1) |Φ0〉 (10)

Dans la seconde ligne, nous avons fait usage de (9) ; le projecteur P∆ (x2) est ob-
tenu en remplaçant x1 par x2 dans l’expression (4). Nous supposons que les deux
intervalles de détection sont disjoints dans l’espace, de sorte que tous les opérateurs
contenus dans P∆ (x1) commutent avec ceux contenus dans P∆ (x2). Nous avons
alors, compte tenu de (7) :

P∆ (x1)P∆ (x2)P∆ (x1) = [P∆ (x1)]
2
P∆ (x2)

= P∆ (x1)P∆ (x2) (11)

Si ∆ est suffisamment petit, nous pouvons remplacer P∆ (x1) et P∆ (x2) par leurs
expressions (5), ce qui fait apparaître l’opérateur :

P∆ (x1)P∆ (x2) = ∆2 Ψ† (x1)Ψ (x1)Ψ
† (x2)Ψ (x2)

= ∆2 Ψ† (x1)Ψ
† (x2)Ψ (x2)Ψ (x1) (12)

où, dans la seconde ligne, nous avons à nouveau utilisé la commutation des opérateurs
champ définis dans des régions disjointes de l’espace. Reportons ce résultat dans (10) ;
il vient :

PD1D2
(x2/x1) =

∆2

PD1
(x1)

〈Φ0|Ψ† (x1)Ψ
† (x2)Ψ (x2)Ψ (x1) |Φ0〉 (13)

Mais la probabilité de détecter une particule au point x1, puis une particule
au point x2, est égale au produit de la probabilité PD1

(x1) de détecter une particule
au point x1 par la probabilité conditionnelle PD1D2

(x2/x1) de détecter une particule
au point x2 sachant qu’on a détecté une particule au point x1 :

PD1D2
(x2, x1) = PD1

(x1)× PD1D2
(x2/x1) (14)

On déduit alors immédiatement de (13) que :

PD1D2
(x2, x1) = ∆2 〈Φ0|Ψ† (x1)Ψ

† (x2)Ψ (x2)Ψ (x1) |Φ0〉
= 〈Φ21 |Φ21〉 (15)

2. On remarquera la distinction de notation entre la probabilité conditionnelle
PD1D2

(x2/x1), avec une barre de fraction entre les variables, et la probalité simple (probabi-
lité a priori) PD1D2

(x2, x1) de l’obtention des deux résultats. Ces deux probabilités sont reliées
par la relation (14).
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où |Φ21〉 est l’état non normé :

|Φ21〉 = ∆×Ψ(x2)Ψ (x1) |Φ0〉 (16)

La probabilité recherchée est donc simplement donnée par le carré de la norme du
ket obtenu à partir de l’état initial en détruisant une particule au point x1, puis une
seconde particule au point x2, multiplié par l’intervalle infinitésimal de mesure ∆.

1-c. Généralisation : nombre quelconque de mesures de positions

Les calculs précédents concernent les mesures de densité simple et de densité
double ; nous les généralisons maintenant aux mesures de densités d’ordres plus
élevés. A partir de maintenant, pour simplifier la notation, nous omettons l’indice
D des probabilités P.

Pour calculer la probabilité associée à une mesure triple, on part de l’expression
du vecteur d’état du système juste après la détection de la deuxième particule en
x2. De façon similaire à (9), et compte tenu de (10), cet état normé s’écrit :

|Φ′′
0〉 =

1√
〈Φ′

0|P∆ (x2) |Φ′
0〉
P∆ (x2) |Φ′

0〉 =
1√

P(x2/x1)
P∆ (x2) |Φ′

0〉 (17)

soit, si l’on reporte (9) et fait usage de (14) :

|Φ′′
0〉 =

1√
P(x2/x1)P(x1)

P∆ (x2)P∆ (x1) |Φ0〉

=
1√

P(x2, x1)
P∆ (x2)P∆ (x1) |Φ0〉 (18)

La probabilité de la troisième mesure en x3, sachant que les deux premières
mesures ont donné des résultats en x1 et x2, est donc :

P(x3/x2, x1) = 〈Φ′′
0 |P∆ (x3) |Φ′′

0〉

=
1

P(x2, x1)
〈Φ0|P∆ (x2)P∆ (x1)P∆ (x3)P∆ (x2)P∆ (x1) |Φ0〉 (19)

Comme plus haut, nous considérons que les zones de mesures de position sont dis-
jointes, de sorte que tous les opérateurs de projection commutent :

P(x3/x2, x1) =
1

P(x2, x1)
〈Φ0|P∆ (x3)P∆ (x2)P∆ (x1) |Φ0〉

=
∆3

P(x2, x1)
〈Φ0|Ψ† (x1)Ψ

† (x2)Ψ
† (x3)Ψ (x3)Ψ (x2)Ψ (x1) |Φ0〉

(20)

Dans la seconde ligne, nous avons considéré que ∆ est suffisamment petit pour que
nous puissions utiliser la relation approchée (5).

Mais, comme la loi des probabilités conditionnelles indique que la probabilité
des trois mesures en x1, x2 et x3 est donnée par :

P(x3, x2, x1) = P(x2, x1)× P(x3/x2, x1) (21)
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on aboutit simplement à :

P(x3, x2, x1) = ∆3 〈Φ0|Ψ† (x1)Ψ
† (x2)Ψ

† (x3)Ψ (x3)Ψ (x2)Ψ (x1) |Φ0〉 (22)

qui généralise directement (15).
Le même type de raisonnement permet de montrer que la probabilité associée

à la mesure de Q positions est proportionnelle à la valeur moyenne dans l’état du
système d’un produit de 2Q opérateurs champ Ψ† et Ψ rangés dans l’ordre normal et
évalués en x1, x2,..., xQ. Les probabilités sont donc égales aux fonctions de corrélation
spatio-temporelles des opérateurs champ rangés dans l’ordre normal (et multipliées
par ∆Q).

2. Augmentation de l’intrication sous l’effet du processus de détection

Jusqu’ici, nous avons raisonné de façon générale, sans spécifier l’état initial
|Φ0〉 du système étudié. Nous allons maintenant supposer qu’il s’agit d’un double
condensat, comme en (3), et pour simplifier l’écriture nous prendrons N1 = N2 = N
(en fait, la suite du calcul ne nécessite que l’hypothèse N1 ≃ N2). Ainsi N particules
occupent l’état individuel |k〉 d’impulsion bien définie ℏk, et un nombre égal de
particules occupent l’état |−k〉 d’impulsion opposée :

|Φ0〉 = |N : +k;N : −k〉 = 1

N !

[
a†+k

]N [
a†−k

]N
|0〉 (23)

Nous nous proposons d’étudier les signaux d’interférence qui peuvent apparaître
dans les taux de comptage simple et double mesurés sur un tel état. Nous utilisons
pour cela les probabilités calculées plus haut ainsi que les expressions (A-3) et (A-6)
du Chapitre XVI des opérateurs champ :

Ψ(x) =
1

L1/2

[
eikxak + e−ikxa−k + ..

]

Ψ†(x) =
1

L1/2

[
e−ikxa†k + eikxa†−k + ..

]
(24)

où ak (ou a−k) et a†k (ou a†−k) sont les opérateurs d’annihilation et de création d’une
particule dans les modes k (ou −k), et où L est le côté de la boîte dans laquelle
sont normalisées les ondes planes ; les pointillés symbolisent les autres termes du
développement des opérateurs champ sur ces opérateurs qui, comme nous le verrons,
ne jouent aucun rôle dans la suite des calculs à cause de l’état initial (23) choisi.

2-a. Mesures de densité simple P(x1)

La relation (8) devient :

P(x1) = ∆ 〈N : +k;N : −k|Ψ†(x1)Ψ(x1) |N : +k;N : −k〉 (25)

En utilisant les expressions (24) des opérateurs champ et le fait que les termes croisés
a†−kak et a†ka−k ont une valeur moyenne nulle dans le double état de Fock (23), on
obtient :

P(x1) =
∆

L
〈N : +k;N : −k| a†kak + a†−ka−k |N : +k;N : −k〉 = 2N∆

L
(26)

679



COMPLÉMENT CXXI •

Il ne se produit donc pas d’interférence dans les signaux de mesure de densité simple.
Ceci n’est pas étonnant puisque, dans le double état de Fock initial, aucune phase
n’est définie qui permettrait de déterminer la position éventuelle de telles franges.

2-b. Intrication entre les deux modes après la première détection

La relation (9) fournit le ket |Φ′
0〉 juste après la première mesure, qui s’écrit

ici :

|Φ′
0〉 =

1√
P (x1)

∫ x1+
∆
2

x1−∆
2

dx Ψ† (x)Ψ (x) |Φ0〉

=
1

L
√
P (x1)

∫ x1+
∆
2

x1−∆
2

dx
[
e−ikxa†k + eikxa†−k + ..

]

×
[
eikxak + e−ikxa−k + ..

]
|Φ0〉 (27)

Compte tenu de (3) et (5), on a donc si ∆ est infinitésimal :

|Φ′
0〉 ∝

{
2N |Φ0〉+

√
N (N + 1)

[
e−2ikx1 |N + 1 : k;N − 1 : −k〉

+e2ikx1 |N − 1 : k;N + 1 : −k〉
]
+ ..
}

(28)

où le +.. désigne des composantes de |Φ′
0〉 où une particule occupe un état individuel

autre que k ou −k ; ces composantes ne jouent aucun rôle dans la suite. On voit sur
(28) que l’intrication de l’état |Φ′

0〉 a augmenté sous l’effet de la détection de la
première particule. Cet état contient en effet une superposition linéaire de l’état
initial et de deux états supplémentaires du système global, |N − 1 : +k;N : −k〉 et
|N : +k;N − 1 : −k〉 ; les coefficients de cette superposition, et en particulier leur
phase relative, dépendent du point x1 où a été détectée la première particule.

2-c. Mesures de densité double P (x2, x1)

Calculons maintenant la probabilité P (x2, x1) associée à une mesure de densité
double. Les relations (15) et (16) montrent que cette probabilité est le carré de la
norme du ket :

|Φ21〉 = ∆×Ψ(x2)Ψ (x1) |N : +k;N : −k〉 (29)

Si nous reportons dans cette égalité la première relation (24), les termes symbolisés
par ... disparaissent (puisque seuls sont initialement peuplés deux états individuels
+k et −k, de sorte que les opérateurs de destruction en question donnent zéro).
Nous obtenons alors :

|Φ21〉 =
∆

L
×
[
eikx2ak + e−ikx2a−k

] [
eikx1ak + e−ikx1a−k

]
|N : +k;N : −k〉 (30)

soit :

|Φ21〉 =
∆

L
×
{√

N (N − 1)
[
eik(x1+x2) |N − 2 : +k;N : −k〉

+e−ik(x1+x2) |N : +k;N − 2 : −k〉
]

+ N
[
eik(x2−x1) + eik(x1−x2)

]
|N − 1 : +k;N − 1 : −k〉

}
(31)
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Le carré de la norme de ce vecteur d’état donne la probabilité :

P (x2, x1) =
∆2

L2

{
2N (N − 1) + 4N2 cos2 [k (x2 − x1)]

}
(32)

La présence du cosinus de k (x2 − x1) indique la présence d’une dépendance spatiale,
contrairement à ce qui se produisait pour P(x1) : une fois qu’une première mesure
de position est observée en x1, les positions x2 les plus probables pour la seconde
observation sont celles pour lesquelles k (x2 − x1) est un multiple de π ; il apparaît
donc des franges dans la mesure de la densité double.

2-d. Discussion physique

On peut se demander quels sont les objets qui interfèrent dans le signal de
comptage double. Ce ne sont pas des ondes mais des amplitudes de transition as-
sociées à deux chemins différents qui conduisent le système de l’état initial (23) à
un même état final |N − 1,+k; N − 1,−k〉, où chacun des deux modes a perdu
une particule. Dans le calcul précédent, le premier chemin correspond au terme en(
e−ikx2a−k

) (
eikx1ak

)
, où une particule d’impulsion +k a disparu en étant détec-

tée en x1 et la particule −k a disparu en étant détectée en x2 ; le second chemin
correspond au terme en

(
eikx2ak

) (
e−ikx1a−k

)
où c’est la particule d’impulsion −k

qui disparaît en étant détectée en x1 alors que la particule +k disparaît en étant
détectée en x2.

Le signal de comptage double observable sur un double condensat rappelle
beaucoup celui calculé au § 2-c-γ du Complément EXX , qui concerne le signal de
photo-détection double obtenu sur un produit de deux paquets d’ondes à un photon.
Dans les deux cas, la dépendance spatiale qui apparaît dans le signal à la suite des
deux détections provient d’une interférence quantique entre les amplitudes de deux
chemins distincts ; ces deux chemins conduisent le système d’un même état initial
vers un même état final, et sont obtenus par un “aiguillage” différent entre l’une des
deux composantes de l’état initial et l’une des deux composantes de l’état final.

3. Détection d’un grand nombre de particules Q

Nous étendons maintenant le raisonnement précédent au cas où un nombre
quelconque Q de mesures de positions de particules sont effectuées ; nous suppose-
rons toutefois que Q reste très inférieur au nombre total de particules N de chaque
condensat.

3-a. Probabilité d’une séquence de détections multiples

La généralisation de la relation (22) permet d’écrire la probabilité P(xQ, ..., x2, x1)
de détecter une particule en x1, une particule en x2, .. une particule en xQ, sous la
forme :

P(xQ, ..., x2, x1) = ∆Q 〈N : +k;N : −k|Ψ†(x1)Ψ
†(x2).. Ψ

†(xQ)

Ψ(xQ)... Ψ(x2)Ψ(x1) |N : +k;N : −k〉 (33)

Comme plus haut, nous utilisons les relations (24) pour remplacer les opérateurs
champ et leurs adjoints par des combinaison linéaires des opérateurs d’annihilation
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ak, a−k et de création a†k, a
†
−k. Nous obtenons alors :

P(xQ, ..., x2, x1) =
∆Q

LQ
〈N : +k;N : −k| (a†ke−ikx1 + a†−ke

ikx1)...

...(a†ke
−ikxQ + a†−ke

ikxQ)(ake
ikxQ + a−ke

−ikxQ)...

... (ake
ikx1 + a−ke

−ikx1) |N : +k;N : −k〉 (34)

α. Hypothèse simplificatrice

Quand plusieurs opérateurs d’annihilation agissent successivement à droite sur
le ket initial, chacun d’entre eux introduit un facteur variable

√
N − p ; ce facteur

dépend du nombre p de particules déjà annihilées par les autres opérateurs. De même,
quand ils agissent à gauche sur le bra initial, les opérateurs de création introduisent
des facteurs qui varient. Cependant, afin de simplifier les calculs, nous négligerons
ces variations en supposant que le nombre total Q de détection reste toujours très
petit devant le nombre total N de particules dans chaque état individuel :

Q≪ N (35)

On peut alors remplacer tous les facteurs
√
N − p par

√
N :

√
N − p ≃

√
N (36)

A part une multiplication par un facteur fixe
√
N , le seul effet de chaque

opérateur est alors de varier un nombre d’occupation d’une unité ; il ne dépend pas
des opérations précédentes subies par le vecteur d’état (les opérations commutent
une fois cette approximation faite). On peut alors déplacer librement les opérateurs
d’annihilation et de création dans le produit d’opérateurs apparaissant dans (34).
Si nous regroupons les opérateurs associés aux mêmes valeurs de xi, il apparaît
l’opérateur :

D (xj) = (a†ke
−ikxj + a†−ke

ikxj )(ake
ikxj + a−ke

−ikxj )

=
[
a†kak + a†−ka−k + a†ka−ke

−2ikxj + a†−kake
2ikxj

]
(37)

et l’expression (34) devient :

P(xQ, ..., x2, x1) =
∆Q

LQ
〈N : +k;N : −k|

Q∏

j=1

D (xj) |N : +k;N : −k〉 (38)

Il ne nous reste donc plus qu’à calculer la valeur moyenne dans l’état initial
d’un produit d’opérateurs D (xj). Lorsque nous développons chacun d’entre eux
selon la seconde ligne de (37), il apparaît la somme de 4Q produits, dont beaucoup
ont cependant une valeur moyenne nulle dans le double état de Fock |Φ0〉. En effet, les
seuls produits de valeurs moyennes non nulles sont ceux pour lesquels l’effet répété
des opérateurs d’annihilation ak est exactement compensé par celui d’un nombre
égal d’opérateurs a†k (le nombre de particules dans l’état individuel −k est alors
également constant, puisque le nombre total de particules est conservé).
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Considérons alors l’un des produits non nuls. Dans le cadre de l’approximation
(36), chaque opérateur D (xj) y contribue par l’un des trois facteurs NFqj (xj), avec
qj = 0,±1 et :

F0(xj) = 2

F±1(xj) = e±2ikxj (39)

où F0 correspond à la contribution qui ne change pas les nombres de particules, F+1

à celle qui remplace une particule +k par une particule −k, et enfin F−1 à celle qui
effectue la substitution inverse. La somme de tous ces produits vaut donc :

P (xQ, ..., x2, x1) =
∆Q

LQ

∑

{qj}

Q∏

j=1

NFqj (xj) (40)

où l’accolade {qj} indique que la somme sur les qj est prise sur toutes les valeurs
possibles de q1, q2, ..., soumises à la contrainte que leur somme S soit nulle :

S =

Q∑

j=1

qj = 0 (41)

Cette contrainte exprime simplement la conservation du nombre de particules dans
chaque état individuel.

β. Expression simple de la probabilité

Une façon commode d’imposer la contrainte (41) sur les qj est d’introduire un
delta de Kronecker δS,0 en écrivant :

P (xQ, ..., x2, x1) =
∆Q

LQ

∑

q1,q2,...,qN

δS,0

Q∏

j=1

NFqj (xj) (42)

où les sommes sur les qj sont maintenant indépendantes. Nous pouvons ensuite
insérer la relation :
∫ 2π

0

dξ
2π

eiSξ = δS,0 (43)

qui revient à multiplier chaque terme Fqj (xj) de (40) par exp(iqjξ) et à sommer sur
dξ. Il vient en conséquence :

P (xQ, ..., x2, x1) =
∆Q

LQ

∫ 2π

0

dξ
2π

Q∏

j=1

∑

qj

NeiqjξFqj (xj) (44)

Chaque somme sur qj introduit alors la quantité :

N
[
F0(xj) + F+(xj

)eiξ + F−(xj)e
−iξ]

= N [2 + exp(2ikxj + iξ) + exp(−2ikxj − iξ)] (45)
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soit :

2N [1 + cos(2kxj + ξ)] (46)

Pour finir, nous obtenons l’expression analytique simple suivante du taux de
détection multiple :

P (xQ, ..x2, x1) =

(
2∆N

L

)Q ∫ 2π

0

dξ
2π

Q∏

j=1

[1 + cos(2kxj + ξ)] (47)

3-b. Discussion physique ; émergence d’une phase relative

La relation (47) permet de comprendre comment une phase relative émerge
progressivement sous l’effet des mesures successives.

α. Les premières détections

Considérons tout d’abord la toute première détection en x = x1. L’équation
(47) donne la probabilité d’une telle détection :

P (x1) ∝
∫ 2π

0

dξ
2π

cos2(kx1 +
ξ

2
) (48)

Dans l’intégrale, le terme en cosinus donne les franges qui seraient attendues par
interférence entre deux ondes de nombres d’onde +k et −k le long de l’axe x et dé-
phasées de ξ. Mais la somme sur dξ indique qu’il faut intégrer la figure d’interférence
sur toutes les valeurs possibles de ξ équiparties entre 0 et 2π, ce qui revient à dire
que les franges disparaissent complètement par brouillage.

Le taux de détection double en x1 et x2 s’obtient en gardant les termes j = 1
et j = 2 dans (47). Il est donc égal à :

P (x2, x1) ∝
∫ 2π

0

dξ
2π

cos2(kx2 +
ξ

2
) cos2(kx1 +

ξ

2
) (49)

Dans cette équation, x1 est fixé puisque la première détection a eu lieu et le pro-
duit des deux cosinus donne la probabilité de trouver la deuxième particule en x2.
L’intégration sur dξ qui donne la dépendance en x2 de la probabilité ne s’effectue
plus maintenant sur une phase ξ équipartie entre 0 et 2π, à cause de la présence
du cos2(kx1 + ξ/2) associé à la première détection ; le brouillage des franges ne se
produit donc plus comme précédemment. Pour la deuxième détection, la fonction
cos2(kx1 + ξ/2) joue en fait le rôle d’une distribution de phase dépendant de x1 ; les
deux détections ne sont pas indépendantes. La discussion qualitative du § 2 est ainsi
confirmée.

Le mécanisme se généralise à des mesures d’ordres plus élevés. Ainsi le taux
de détection triple en x1, x2 et x3 est égal à :

P (x3, x2, x1) ∝
∫ 2π

0

dξ
2π

cos2(kx3 +
ξ

2
) cos2(kx2 +

ξ

2
) cos2(kx1 +

ξ

2
) (50)

Une fois que les deux premières détections ont été effectuées en x1 et x2, la distri-
bution de phase relative qui intervient pour la troisième détection est un produit
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de deux fonctions cosinus cos2(2kx2 + ξ/2) cos2(2kx1 + ξ/2) – et non plus une seule
fonction cosinus comme c’était le cas précédemment. Comme le produit de deux
fonctions cosinus donne une courbe plus fine qu’une seule fonction, la phase rela-
tive est mieux définie pour la troisième détection que pour la seconde. Le processus
continue de la même façon pour les détections suivantes, qui précisent de mieux en
mieux la phase. Il en découle que ce sont les premières détections qui déterminent
la position des franges apparaissant dans les détections suivantes, chacune d’entre
elles contribuant à une définition de plus en plus précise de la distribution de phase
relative.

Le raisonnement précédent n’est bien sûr valable que pour une seule réalisation
de l’expérience : si l’on recommence l’expérience dans les mêmes conditions, les
premières détections ne vont en général pas se produire aux mêmes endroits que lors
de la première expérience. En conséquence, après un grand nombre de détections, on
obtient un système de frange décalé par rapport au premier. Enfin, si l’on superpose
les positions obtenues dans un grand nombre d’expériences successives, les franges
se moyennent presque à zéro, de sorte que l’on obtient une répartition des positions
quasi uniforme.

β. Emergence d’une phase relative bien définie après un grand nombre de
détections

Après un grand nombre Q de détections, la distribution de phase relative
pour la (Q + 1)ème détection est donnée par un produit d’un grand nombre Q de
fonctions cosinus, donnant lieu à une distribution de phase très étroite centrée en
une valeur ξM . On peut alors, dans (47), remplacer tous les [1 + cos(2kxj + ξ)] par
[1 + cos(2kxj + ξM )], de sorte que la probabilité devient un produit : les détections
sont alors indépendantes, la figure d’interférence se stabilise, et son contraste devient
de plus en plus net. Ces prédictions sont confirmées par des simulations numériques
effectuées à partir de l’équation (47).

Etude de l’affinement de la distribution de phase relative

Un calcul analytique permet d’étudier l’affinement de la distribution de phase re-
lative. Supposons qu’après Q détections cette distribution soit approximativement
une gaussienne de largeur σQ centrée en ξM :

WQ(ξ) ≃ e−(ξ−ξM )2/σ2
Q (51)

Après la (Q+ 1)ème détection, la nouvelle distribution sera donnée par :

WQ+1(ξ) ≃ e−(ξ−ξM )2/σ2
Q [1 + cos(2kxQ+1 + ξ)] . (52)

Comme la fonction 1 + cos(2kxQ+1 + ξ) est beaucoup plus large que WQ+1(ξ), on
peut la développer en puissances de ξ−ξM au voisinage de ξ=ξM où la distribution
WQ(ξ) prend des valeurs importantes, ce qui donne :

1 + cos(2kxQ+1 + ξ) = 1 + cos(2kxQ+1 + ξM )

− (ξ − ξM ) sin(2kxQ+1 + ξM )

− 1

2
(ξ − ξM )2 cos(2kxQ+1 + ξM ) (53)
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On peut aussi développer WQ(ξ) au voisinage de ξ=ξM

e−(ξ−ξM )2/σ2
Q = 1− (ξ − ξM )2

σ2
Q

(54)

et multiplier (53) par (54). On obtient ainsi le développement de WQ+1(ξ) :

WQ+1(ξ) ≃ 1 + cos(2kxQ+1 + ξM )− (ξ − ξM ) sin(2kxQ+1 + ξM )

+ (ξ − ξM )2

[
−1

2
cos(2kxQ+1 + ξM ) +

1

σ2
Q

(1 + cos(2kxQ+1 + ξM )

]
(55)

En fait, WQ+1(ξ) dépend de la position xQ+1 de la (Q + 1)ème détection. On ob-
tient une valeur moyenne de WQ+1(ξ) en pondérant WQ+1(ξ) par la probabilité
[1 + cos(2kxQ+1 + ξM )] pour que la (Q + 1)ème détection se produise en x = xQ+1

et en intégrant sur xQ+1 sur une période spatiale de la figure d’interférence :

WQ+1(ξ) =

∫ 2π/2k

0

dxQ+1 [1 + cos(2kxQ+1 + ξM )]WQ+1(ξ). (56)

Comme :

cos(2kxQ+1 + ξM ) = sin(2kxQ+1 + ξM )

= cos(2kxQ+1 + ξM ) sin(2kxQ+1 + ξM ) = 0 (57)

et :

cos2(2kxQ+1 + ξM ) =
1

2
(58)

on obtient finalement :

WQ+1(ξ) ≃ 3

2

[
1− (ξ − ξM )2

]
[

1

σ2
Q

+
1

6

]
≃ e−(ξ−ξM )2)/σ2

Q+1 (59)

où :

1

σ2
Q+1

=
1

σ2
Q

+
1

6
. (60)

L’équation (60) montre que σQ+1 < σQ. La courbe s’affine donc après chaque nou-
velle détection. On peut facilement itérer l’équation (60) et obtenir :

1

σ2
Q+n

=
1

σ2
Q

+
n

6
(61)

où n est un entier positif. On voit ainsi que, si n≫ 1/σ2
Q, la largeur de la distribution

de phase relative décroît en 1/
√
n.

Une étude analogue peut être faite pour étudier le déplacement de l’abscisse du
maximum de WQ+1(ξ) quand Q croît. On trouve que le déplacement du centre de
la distribution de phase relative varie en 1/n.

Il est intéressant enfin de noter le lien qui existe entre l’incertitude sur la phase
relative (qui décroît quand le nombre Q de détections augmente) et l’incertitude sur
la différence N+ − N− entre les nombres N± de particules dans les condensats ±k
(qui, au contraire, croît). Au début de l’expérience (avant la première détection),
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on a N+ = N− = N . Après la première détection, nous avons vu au § 2 que l’état
du système est une superposition linéaire des états N+ = N ± 1 et N− = N ∓ 1 :
la différence N+ − N− entre N+ et N− n’est plus fixée à zéro, mais peut prendre
plusieurs valeurs 0, ±2. Après la deuxième détection, l’état du système est une
superposition d’états ayant toujours la même valeur de N+ +N−, mais des valeurs
de N+−N− qui peuvent être égales à 0, ±2, ... et ainsi de suite. Après Q détections,
les valeurs de N+ −N− s’étagent entre −2Q et +2Q. Ce résultat illustre que phase
relative et différence entre les nombres de particules dans les deux condensats sont
des grandeurs conjuguées.

Conclusion

Ce complément illustre comment des mesures successives, du fait qu’elles sont
sensibles à la phase relative entre les composantes d’un système de N particules
sur deux états individuels, peuvent faire apparaître une phase qui était totalement
absente de l’état initial du système. Mathématiquement, la relation (47) montre
que les résultats obtenus pour un ensemble de Q mesures de positions (avec Q ≪
N) sont exactement les mêmes que si une phase initiale ξ bien définie avait existé
depuis le début de l’expérience, tout en étant totalement inconnue (et donc répartie
uniformément entre 0 et 2π). Les mesures ont certes introduit de l’intrication et
la phase associée, mais les prédictions quantiques restent équivalentes à celles qu’on
obtiendrait en supposant qu’elles ne font que révéler une phase pré-existante (comme
dans les théories quantiques dites “à variables supplémentaires”).

Mais le processus que nous avons étudié reste de nature essentiellement diffé-
rente : c’est bien chaque mesure individuelle qui contribue à une définition de plus
en plus précise de la phase relative pour les mesures suivantes ; elles se produisent
en un point x dont la distribution de probabilité dépend des résultats de toutes les
mesures antérieures. Nous verrons au Complément DXXI que si, au lieu de mesurer
une proportion de l’ensemble des particules, on les soumet toutes à une mesure, les
propriétés de la phase ne peuvent plus être comprises comme celles d’une phase clas-
sique pré-existante (mais inconnue) ; elles deviennent clairement quantiques, comme
l’atteste la possibilité de violations des inégalités de Bell.

687





• EMERGENCE D’UNE PHASE RELATIVE SUR DES CONDENSATS À SPIN,
ARGUMENT EPR ET NON-LOCALITÉ MACROSCOPIQUES

Complément DXXI

Emergence d’une phase relative sur des condensats à spin,
argument EPR et non-localité macroscopiques

1 Deux condensats à spin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 690
1-a Rappels : spin 1/2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 690
1-b Projecteurs associés aux mesures . . . . . . . . . . . . . 691

2 Probabilités des différents résultats de mesure . . . . . 692
2-a Une première expression de la probabilité . . . . . . . . 692
2-b Introduction de la phase et de l’angle quantique . . . . 694
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tés de Bell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 700

Ce complément reprend la discussion du Complément CXXI concernant l’ap-
parition d’une phase relative entre condensats sous l’effet des processus de mesure,
mais dans un cas plus général. Nous avons vu que, au fur et à mesure que les résultats
des mesures s’accumulent, tout en restant dans le cas où le nombre de mesures reste
petit devant le nombre total de particules, la phase relative des deux condensats
est de mieux en mieux définie ; elle atteint rapidement un régime classique où elle
est (presque) parfaitement déterminée. Ceci implique d’ailleurs nécessairement de
grandes fluctuations des nombres de particules occupant les deux états individuels
(plus précisément de leur différence), comme l’impose la relation d’incertitude entre
phase et nombres d’occupation.

Dans le présent complément, une première différence importante est que nous
ne supposerons plus que le nombre de mesures reste petit par rapport au nombre
total de particules. Nous pourrons ainsi suivre l’évolution des propriétés de la phase
pendant toute la série de mesures, y compris jusqu’au moment où le nombre de
particules qui restent à mesurer tombe à quelques unités. Pour ces quelques particules
restantes, les fluctuations de la différence des nombres d’occupation sont alors elles
aussi limitées à ces quelques unités, de sorte qu’il n’est plus possible de définir
la phase avec précision. La phase revient alors à un régime quantique, où il est
impossible d’interpréter les résultats des mesures dans un cadre classique (phase
existant initialement mais totalement inconnue). Une seconde différence est que nous
allons supposer que les deux condensats correspondent à des états individuels de
spins différents. Les mesures peuvent alors porter sur la direction des spins et fournir
des résultats discrets, au lieu des résultats continus obtenus dans des mesures de
positions ; ceci rend la discussion des effets quantiques plus aisée. Nous verrons que
ces effets peuvent conduire à des violations des inégalités de Bell (Chapitre XXI,
§ F-3). Un autre intérêt de considérer des spins est qu’ils permettent de reprendre
l’argument EPR (Chapitre XXI, § F-1) dans un cas où les éléments de réalité pris en
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compte par EPR sont macroscopiques et, de plus, ont une interprétation physique
simple (moment cinétique des spins).

1. Deux condensats à spin

Nous supposons maintenant que les deux états individuels peuplés dans les
condensats sont deux états |u,±〉 correspondant à deux états internes différents,
notés |±〉, mais au même état orbital |u〉 :

|u,±〉 = |u〉 ⊗ |±〉 (1)

Si (au,+)
† et (au,−)

† sont les opérateurs de création associés à ces états, l’état |Φ0〉
du système des deux condensats juxtaposés s’écrit alors :

|Φ0〉 =
1

N !

[
(au,+)

†
]N [

(au,−)
†
]N
|0〉 (2)

qui remplace la relation (23) du Complément CXXI ; le nombre total de particules
est 2N .

Par commodité, nous appellerons souvent “états de spin” les deux états |±〉, et
raisonnerons comme si c’étaient les deux états accessibles à des spins 1/2. Bien sûr,
ce n’est là qu’une facilité de langage : selon le théorème spin-statistique (Chapitre
XIV, § C.1), les bosons ne peuvent être des particules de spin demi-entier. Le système
que nous considérons est en fait un ensemble de bosons n’ayant accès qu’à deux états
internes, qui peuvent par exemple être les deux états m = 0 et m = 1 d’un spin 1,
ou ne sont pas nécessairement des états de spin.

1-a. Rappels : spin 1/2

Pour ce qui va suivre, il est commode de commencer par rappeler (Chapitre IV,
§ A.2) quelques relations concernant un spin 1/2 (sans variables orbitales). Comme
mentionné plus haut, il s’agit d’un spin fictif, dont les opérateurs agissent sur deux
états internes quelconques, notés |±〉 par pure commodité. L’opérateur σz associé
à la première matrice de Pauli (Complément AIV) est égal à la différence entre le
projecteur sur l’état |+〉 et l’état |−〉 :

σz = |+〉 〈+| − |−〉 〈−| (3)

alors que les opérateurs σx et σy s’expriment en fonction des deux opérateurs non
diagonaux |+〉 〈−| et |−〉 〈+| selon :

σx = |+〉 〈−| + |−〉 〈+|
σy = −i |+〉 〈−| + i |−〉 〈+| (4)

Pour la composante du spin fictif le long d’une direction Oϕ du plan xOy faisant un
angle ϕ avec l’axe Ox, l’opérateur correspondant s’écrit :

σϕ = cosϕ σx + sinϕ σy = e−iϕ |+〉 〈−| + eiϕ |−〉 〈+| (5)
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Il a pour valeurs propres η = ±1, et ses vecteurs propres sont :

|ψη=+1〉 =
1√
2

[
e−iφ/2 |+〉+ eiφ/2 |−〉

]

|ψη=−1〉 =
1√
2

[
−e−iφ/2 |+〉+ eiφ/2 |−〉

]
(6)

comme on le vérifie facilement en appliquant l’opérateur (5) à ces expressions. Le
projecteur sur le ket de valeur propre η s’écrit donc :

Pη (ϕ) =
1

2
[1 + ησϕ]

=
1

2

[
1 + η

(
e−iϕ |+〉 〈−| + eiϕ |−〉 〈+|

)]
(7)

1-b. Projecteurs associés aux mesures

Pour un ensemble de bosons identiques munis de variables orbitales, nous
notons Ψ±(r) les deux opérateurs champ associés aux deux états internes ±. L’opé-
rateur associé à la densité totale de particules au point r est la somme des densités
locales, Ψ†

+(r)Ψ+(r) correspondant à l’état de spin +, et Ψ†
−(r)Ψ−(r) correspondant

à l’état − :

n(r) = Ψ†
+(r)Ψ+(r) + Ψ†

−(r)Ψ−(r) (8)

Pour l’opérateur associé à la composante σz du spin le long de l’axe de quantification
Oz, la relation (3) indique qu’il est la différence :

σz(r) = Ψ†
+(r)Ψ+(r)−Ψ†

−(r)Ψ−(r) (9)

Selon (5), une mesure effectuée le long d’une direction Oϕ du plan xOy faisant un
angle ϕ avec l’axe Ox est associée à l’opérateur :

σϕ(r) = e−iϕΨ†
+(r)Ψ−(r) + eiϕΨ†

−(r)Ψ+(r) (10)

Les mesures que nous allons prendre en compte sont des mesures portant à
la fois sur la position des particules et leur spin : pour chaque mesure, la position
est trouvée dans un volume infinitésimal ∆ centré autour du point rj et, lors d’une
mesure de la direction du spin le long de la direction Oϕj , le résultat ηj = ±1 est
obtenu. Par analogie avec (7), le projecteur associé à une telle mesure s’écrit alors :

Pηj (rj , ϕj) =
1

2

∫

∆

d3r′
[
n(r′) + ηj σϕj

(r′)
]

≃ ∆

2

[
n(rj) + ηj σϕj

(rj)
]

(11)

où n(r) et σϕ(r) ont les expressions (8) et (10). L’opérateur Pηj (rj , ϕj) projette à
la fois les variables orbitales dans ce petit domaine et les spins sur l’état propre de
la composante le long de l’axe Oϕj de valeur propre ηj = ±1.
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2. Probabilités des différents résultats de mesure

Considérons maintenant un système de 2N bosons dans l’état (2). Les mesures
sont réalisées dans une série de régions disjointes de l’espace (Figure 1), chacune
centrée en rj (avec j = 1, 2, ..., 2N) ; on y effectue une mesure de la composante du
spin selon une direction transverse (perpendiculaire à l’axe de quantification) repérée
par l’angle ϕj , et la mesure fournit le résultat ηj = ±1. Les régions de mesure peuvent
être conjointes et couvrir l’ensemble du support de la fonction d’onde, de sorte
qu’à chaque réalisation de l’expérience les 2N particules sont effectivement détectées
(les mesures sont supposées idéales) ; si ces régions sont suffisamment petites, les
détections se produisent dans 2N régions différentes. Nous allons maintenant calculer
la probabilité d’obtenir une série de résultats ηj = ±1 dans 2N régions données.

Figure 1 – Deux condensats de N particules chacun, l’un de spin + et l’autre de
spin −, partagent la même fonction d’onde orbitale u(r), représentée par l’ovale sur
la figure. Des mesures de la direction transverse des spins sont effectuées dans 2N
régions de l’espace centrées aux points rj (avec j = 1, 2, ..., 2N) ; ces régions sont
sans recouvrement mutuel (mais elles peuvent être conjointes et recouvrir tout le
support de la fonction d’onde orbitale). Dans chaque région, la mesure est effectuée
le long d’une direction transverse (perpendiculaire à l’axe de quantification) repérée
par un angle ϕj, qui peut dépendre de j ; le résultat correspondant est ηj = ±1.

2-a. Une première expression de la probabilité

Les projecteurs associés Pηj (rj , ϕj) commutent tous entre eux, puisqu’ils contiennent
des opérateurs champ (et leurs adjoints) en des points de l’espace différents. La pro-
babilité P (η1, ..., η2N ) d’un résultat est donc la valeur moyenne dans l’état |Φ0〉 du
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produit des projecteurs :

P2N ({ηi, ϕi}) = 〈Φ0|
2N∏

j=1

Pηj (rj ,ϕj) |Φ0〉

=

(
∆

2

)2N

〈Φ0|
2N∏

j=1

{
Ψ†

+(rj)Ψ+(rj) + Ψ†
−(rj)Ψ−(rj)

+ ηje
−iϕjΨ†

+(rj)Ψ−(rj) + ηje
iϕjΨ†

−(rj)Ψ+(rj)
}
|Φ0〉 (12)

où {ηi, ϕi} symbolise l’ensemble des variables (η1, ϕ1, ..., ηN , ϕN ). La commutation
des opérateurs permet également de pousser tous les opérateurs champ Ψ±(rj) vers
la droite, leurs adjoints Ψ†

±(rj) vers la gauche. Introduisons maintenant une base de
fonctions d’onde ui (r) dont la première est la fonction d’onde des états peuplés (1).
Cette base permet de développer les opérateurs champ selon la relation (A-14) du
Chapitre XVI, de sorte que :

Ψ±(rj) =
∑

i

ui (rj) aui,± (13)

où aui,± est l’opérateur d’annihilation d’une particule dans l’état individuel |ui,±〉.
Mais le seul terme qui intervienne en fait dans ce développement est le terme i = 1 :
tous les autres termes i 6= 1 donnent zéro lorsqu’ils agissent sur l’état |Φ0〉, qui
ne contient que des particules dans un état orbital u1 (r) = u (r) ; on peut donc
simplement remplacer Ψ±(rj) par u (rj) au,±. Il en est de même des opérateurs
adjoints des champs qui, agissant sur le bra qui les précède, ne peuvent détruire des
particules que dans l’état peuplé ; on peut donc également remplacer Ψ†

±(rj) par

u∗ (rj) a
†
u,±. Une fois ces substitutions effectuées, il vient une expression que nous

écrivons symboliquement :

P2N ({ηi, ϕi}) =
(
∆

2

)2N

〈Φ0|
2N∏

j=1

|u(rj)|2
[
a†u,+au,+ + a†u,−au,−+

+ηje
−iϕja†u,+au,− + ηje

iϕja†u,−au,+
]
|Φ0〉 (14)

La raison pour laquelle cette écriture est symbolique est que, du fait de l’ordon-
nancement des opérateurs Ψ±(rj) et Ψ†

±(rj) mentionné plus haut, dans tous les 42N

termes du produit sur j il faut considérer que tous les opérateurs d’annihilation au,±
ont été repoussés vers la droite, tous les opérateurs de création a†u,± vers la gauche.
Le calcul de la probabilité recherchée se ramène donc à celui de valeurs moyennes
dans l’état |Φ0〉 de 42N produits dans l’ordre normal (Complément BXVI, § 1-a-α)
d’opérateurs de création et d’annihilation dans deux états |ui=1,±〉.

La situation rappelle alors de près la discussion de la relation (37) du Com-
plément CXXI. Le calcul que nous allons effectuer est effectivement semblable, à ceci
près que nous ne faisons plus l’approximation (35) de ce complément (nombre de
mesures petit devant le nombre de particules) : nous supposons ici que toutes les par-
ticules sont mesurées. En fait, la plupart des termes du produit sur j qui figure dans
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(14) sont nuls en valeur moyenne dans l’état |Φ0〉. En premier lieu, seuls contribuent
réellement ceux qui contiennent exactement N opérateurs d’annihilation au,+ et N
autres opérateurs d’annihilation au,−, cas auquel leur effet conduit au vide, donc à
un ket normé ; sinon, le résultat est nul. En second lieu, et pour une raison semblable,
ils doivent contenir exactement N opérateurs de création a†u,+ et N autres a†u,−, si-
non le résultat est nul. Pour les termes non nuls, toutes les valeurs moyennes sont
les mêmes, puisque le produit d’opérateurs dans l’ordre normal introduit à chaque

fois le même facteur
(√

N !×
√
N !
)2

, soit (N !)
2 ; il apparaît également le produit de

2N coefficients Fqj ,q′j prenant l’une des 4 valeurs :

F+1,+1 = F−1,−1 = 1 (15)

et :

F+1,−1 = ηe−iϕ F−1,+1 = ηeiϕ (16)

Or F+1,+1 correspond à un terme associé à une destruction d’une particule
dans l’état |u,+〉, suivie d’une création d’une particule dans le même état. De même,
F−1,−1 correspond à une annihilation-création dans l’état individuel |u,−〉. Enfin,
F+1,−1 correspond à une annihilation dans l’état |u,−〉 suivie d’une création dans
l’état |u,+〉, et l’inverse pour F−1,+1. Tous les termes non nuls correspondent donc à
des produits de 2N nombres Fqj ,q′j tels que la somme des qi et celle des q′j soit nulle ;
cette condition assure automatiquement la conservation du nombre des particules
dans chacun des états individuels. Pour finir, nous obtenons :

P2N ({ηi, ϕi}) =
(
∆

2

)2N

(N !)
2

2N∏

j=1

|u(rj)|2
∑

{qj ,q′j}
Fqj ,q′j (17)

où l’accolade autour des indices de sommation sur qj = ±1 et q′j = ±1 a pour rôle
de rappeler que seuls doivent être pris en compte les termes obéissant à la double
contrainte :
∑

j

qj = S = 0

∑

j

q′j = S′ = 0 (18)

2-b. Introduction de la phase et de l’angle quantique

Du fait des contraintes des sommations, l’expression (17) n’est guère maniable.
Pour tenir compte de ces contraintes de façon commode, nous introduisons deux
fonctions δS,0 et δS′,0 sous la forme :

δS,0 =

∫ +π

−π

dξ
2π

eiSξ

δS′,0 =

∫ +π

−π

dξ′

2π
eiS

′ξ′ (19)
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Ceci revient à multiplier dans (17) chaque Fqj ,q′j par ei(qjξ+q
′
jξ

′) et à intégrer sur dξ
et dξ′. Il vient alors :

P2N ({ηi, ϕi}) =
(
∆

2

)2N

(N !)
2
∫ +π

−π

dξ
2π

∫ +π

−π

dξ′

2π

2N∏

j=1

|u(rj)|2
∑

qj ,q′j

ei(qjξ+q
′
jξ

′)Fqj ,q′j (20)

où, cette fois, les sommes sur les qj et q′j sont indépendantes grâce aux relations (19),
qui incorporent automatiquement les contraintes. Pour chaque valeur de j, chaque
somme contribue alors par le facteur :

F+1,+1 e
i(ξ+ξ′) + F−1,−1 e

−i(ξ+ξ′) + F+1,−1 e
i(ξ−ξ′) + F−1,+1 e

i(ξ′−ξ)

= 2 cos (ξ + ξ′) + 2ηj cos (ξ − ξ′ − ϕj)
(21)

Effectuons enfin le changement de variables 1 :

Λ = ξ + ξ′

λ = ξ − ξ′ (22)

Nous obtenons alors l’expression plus simple :

P2N ({ηi, ϕi}) =

(∆)
2N

(N !)
2
∫ +π

−π

dΛ
2π

∫ +π

−π

dλ
2π

2N∏

j=1

|u(rj)|2 [cos Λ + ηj cos (λ− ϕj)] (23)

C’est sur ce résultat que se fonde toute la discussion qui va suivre. Pour des rai-
sons qui apparaîtront ci-dessous, λ est appelé phase, tandis que Λ est appelé “angle
quantique”.

Remarque :

Une remarque utile pour la suite est que le second membre de cette égalité ne change
pas de valeur si l’on effectue la substitution :

∫ +π

−π

dΛ
2π
⇒ 2

∫ +π/2

−π/2

dΛ
2π

(24)

Pour le montrer, on peut décomposer l’intégrale sur dΛ en une somme I = I1+I2, où
I1 est la somme prise entre −π/2 et +π/2, et I2 est la somme prise entre π/2 et 3π/2
(la fonction à intégrer étant de période 2π, tout domaine d’intégration recouvrant
le cercle de la même façon est équivalent). Mais I2 est simplement égale à I1. En
effet, la fonction à intégrer est multipliée par (−1)2N = 1 lorsqu’on change Λ en
Λ′ = Λ− π ainsi que λ en λ′ = λ− π. Un changement de variables d’intégration Λ,
λ en Λ′, λ′ permet alors de donner à I2 le même domaine d’intégration que I1.

1. Le jacobien de ce changement de variables introduit au dénominateur un facteur 2 ; mais
ce facteur est compensé par la réduction du domaine d’intégration des deux variables λ et Λ entre
−π et +π, qui introduit un autre facteur 2.
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3. Discussion

Nous examinons en premier lieu le cas où le nombre de mesures est négli-
geable devant le nombre de particules dans chaque condensat ; ceci nous permettra
de comparer les résultats obtenus avec ceux du Complément CXXI.

3-a. Nombre de mesures Q≪ 2N

Commençons par rappeler une propriété générale de la mécanique quantique
concernant les observables compatibles (Chapitre III, § C.6.a). Lorsque plusieurs
opérateurs A, B, C, etc. commutent, on peut construire une base de vecteurs propres
communs. Le produit scalaire de ces vecteurs propres par le vecteur d’état du système
fournit l’amplitude de probabilité de trouver le système dans chacun de ces vecteurs
propres. Si les valeurs propres sont non dégénérées, le module au carré de cette
amplitude donne la probabilité de trouver les valeurs propres correspondantes, lors
d’une série de mesures simultanées associées à l’ensemble des opérateurs A, B, C,
etc. Si elles sont dégénérées, il suffit de sommer les probabilités sur tous les kets
propres orthogonaux. C’est ce que nous avons fait jusqu’ici dans ce complément.

Supposons maintenant que l’on ignore les résultats de mesures associés à l’un
ou plusieurs opérateurs de la série, par exemple B et C ; les probabilités des ré-
sultats des mesures qui restent prises en compte sont alors simplement les sommes
sur les résultats possibles associés aux mesures ignorées (somme des probabilités
d’événements exclusifs). Mais on peut également envisager une autre situation où
les grandeurs associées à B et C ne sont jamais mesurées. Les valeurs propres des
opérateurs mesurés A, D, etc. sont alors moins nombreuses que dans le cas précé-
dent, ce qui augmente en général leur degré de dégénérescence. Quant aux valeurs
propres des opérateurs B et C, même si elles ne correspondent plus à aucune me-
sure, elles peuvent toujours être utilisées comme des indices servant à distinguer
entre eux les divers vecteurs propres orthogonaux associés aux résultats de mesure
des opérateurs A, D, etc. Il faut donc, comme plus haut, sommer les probabilités
sur ces valeurs propres, ce qui conduit à effectuer exatement la même opération que
pour des mesures ignorées. La conclusion est que la mécanique quantique fournit les
mêmes probabilités si l’on suppose, soit que les résultats de mesures de B et C sont
ignorés, soit que les mesures en question ne sont jamais effectuées.

Calculons donc la probabilité PQ d’obtenir les résultats η1, ..., ηQ lors de Q
mesures effectuées sur les spins. Comme nous disposons déjà de la probabilité (23)
correspondant au cas Q = 2N , il est commode de considérer que toutes ces mesures
ont été effectuées, mais que nous ne tenons pas compte des résultats obtenus lors de
2N−Q mesures. Comme nous venons de le voir, cela revient à additionner dans (23)
les probabilités des deux résultats possibles pour chacune de ces 2N − Q mesures
ignorées, c’est-à-dire les probabilités associées à deux valeurs opposées des ηj . Dans
le produit sur j de (23), le cos (λ− ϕj) disparaît alors pour tous les termes concernés,
ne laissant que le cosΛ. On obtient alors l’expression suivante de PQ (nous omettons
à partir de maintenant les facteurs numériques, qui ne sont pas utiles pour la suite
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de la discussion) :

PQ ({ηi, ϕi}) ∝
∫ +π/2

−π/2

dΛ
2π

[cos Λ]
2N−Q

∫ +π

−π

dλ
2π

Q∏

j=1

|u(rj)|2 [cos Λ + ηj cos (λ− ϕj)] (25)

Dans cette expression, la notation ({ηi, ϕi}) symbolise maintenant Q couples de
variables (η, ϕ), au lieu de 2N comme précédemment. L’intégrale sur dΛ contient la
fonction cosΛ élevée à la puissance 2N −Q ; si Q≪ 2N , cette puissance est élevée,
ce qui introduit un pic étroit autour de la valeur nulle et permet d’écrire :

PQ ({ηi, ϕi}) ∝
∫ +π

−π

dλ
2π

Q∏

j=1

|u(rj)|2 [1 + ηj cos (λ− ϕj)] (26)

Nous obtenons alors un résultat qui rappelle fortement celui obtenu dans la rela-
tion (47) du Complément CXXI, à savoir un produit de probabilités individuelles
positives 2 :

pj (λ, ϕj) =
1

2
|u(rj)|2 [1 + ηj cos (λ− ϕj)] (27)

Ce produit est ensuite moyenné sur un angle λ pouvant prendre n’importe quelle
valeur entre −π et +π. La probabilité (27) n’est autre que celle de trouver le résultat
ηj lors de la mesure de la composante le long de l’axe de direction ϕj d’un spin
unique, si l’on suppose qu’il est initialement polarisé dans une direction repérée par
l’angle λ.

Vérification :

Appelons en effet Oz l’axe de quantification des spins, et considérons un spin polarisé
dans la direction (transverse) du plan xOy faisant un angle λ avec l’axe Ox. La
relation (A-22-a) du Chapitre IV indique que son état est alors :

|ψλ〉 = 1√
2

[
e−iλ/2 |+〉+ e+iλ/2 |−〉

]
(28)

Si l’on mesure la composante du spin le long de l’axe repéré par l’angle ϕ, l’état
associé au résultat de mesure η = +1 est :

|ψϕ〉 = 1√
2

[
e−iϕ/2 |+〉+ e+iϕ/2 |−〉

]
(29)

La probabilité de ce résultat est donc :

Pη=+1 = |〈ψϕ|ψλ〉|2 =
1

4

[
ei(λ−ϕ)/2 + e−i(λ−ϕ)/2

]2
= cos2

λ− ϕ
2

(30)

=
1

2
[1 + cos(λ− ϕ)] (31)

Pour la probabilité du résultat η = −1, c’est simplement la probabilité complémen-
taire, obtenue en changeant le signe devant le cos(λ − ϕ). Dans les deux cas, nous
retrouvons donc bien la probabilité (27).

2. Le 1/2 normalise la somme des deux probabilités (ηj = ±1) à la probabilité de présence
de la particule dans le volume de détection.
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On peut ainsi assimiler λ à une phase relative des deux condensats. Dans ce
cas, les prédictions de la mécanique quantique sont donc identiques à celles d’une
théorie où la phase serait considérée comme une grandeur classique ; cette variable
serait parfaitement déterminée dès le début de l’expérience, mais inconnue. Dans
un tel schéma, les mesures successives révèleraient alors cette phase pré-existante de
façon de plus en plus précise, au lieu de la créer comme c’est le cas dans le cadre de
l’interprétation standard de la mécanique quantique. On voit ainsi poindre un lien
avec l’enjeu de l’argument EPR.

3-b. Argument EPR macroscopique

Nous avons présenté au § F-1 du Chapitre XXI l’argument EPR. Il se base sur
une double hypothèse de réalisme et de localité, et y ajoute celle que toutes les prévi-
sions de la mécanique quantique sont exactes. La conclusion du raisonnement est que
la mécanique quantique est nécessairement incomplète : pour la rendre complète, il
faudrait lui ajouter des “éléments de réalité”. Dans le cadre d’une expérience EPRB
mettant en jeu deux spins dans un état singulet, ces éléments de réalité peuvent
prendre la forme de directions des spins bien définies avant même qu’aucune mesure
ne soit effectuée.

Un tel ajout fait évidemment sortir du cadre de la mécanique quantique stan-
dard. Bohr y était opposé ; il mettait en avant que la notion d’éléments de réalité
proposée par EPR ne peut s’appliquer à des systèmes microscopiques, car les isoler
par l’esprit du dispositif expérimental qui les entoure n’a pas de sens. Comme nous
l’avons discuté dans le Chapitre XXI, cette position est solide sur le plan logique ;
elle permet effectivement d’invalider les conclusions du raisonnement EPR. Mais
nous allons voir que les doubles condensats fournissent un autre cas d’application
du raisonnement EPR, dans un cas particulièrement intéressant, car il met en jeu
des grandeurs physiques macroscopiques (ainsi d’ailleurs que la conservation du mo-
ment cinétique). Ces grandeurs peuvent en principe être à notre échelle, de sorte qu’il
devient plus difficile de refuser de leur attribuer une réalité physique indépendante.

Considérons donc un système physique dans un état quantique semblable à (2),
où les deux états internes |±〉 des particules sont des états propres de la composante
sur un axe de quantification Oz du spin, par exemple les états m = 0 et m = 1
d’un spin S = 1. Pour la clarté de la discussion, nous supposons cependant que les
fonctions d’onde orbitales des deux condensats sont distinctes, mais se recouvrent
dans deux régions de l’espace, comme schématisé sur la Figure 2. Ces deux régions
sont séparées par une distance arbitrairement grande. Deux opérateurs, Alice et Bob,
y réalisent des mesures de la composante des spins dans des directions transverses 3,
NA mesures pour Alice, NB pour Bob. Pour chaque mesure, chacun d’entre eux
choisit à son gré une direction repérée par l’angle ϕi ; les choix d’Alice sont faits de
façon indépendante de ceux de Bob, et inversement. Une première série de mesures
(1 ≤ i ≤ NA) est réalisée par Alice dans une première région de l’espace et, aussitôt
après, Bob en réalise une seconde série (NA + 1 ≤ i ≤ NA + NB) dans un autre
laboratoire, situé très loin.

Or nous avons vu que, lorsqu’Alice a mesuré les spins de quelques particules,
l’effet instantané de cette opération est de fixer la phase relative des deux condensats

3. La direction longitudinale est celle de la polarisation des spins dans l’état initial (2), les
directions transverses sont les directions qui lui sont perpendiculaires.
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dans tout l’espace avec une bonne précision (d’autant meilleure que le nombre de
mesures est grand). Ceci fixe également la direction transversale des spins. Alice ne
peut toutefois pas décider quelle sera cette direction, qui est fixée de façon totalement
aléatoire lors des mesures. La mécanique quantique standard prédit alors que, lorsque
Bob effectue ses propres mesures, il est pratiquement certain qu’il va trouver la même
phase relative (à une petite erreur négligeable près). Comme il peut effectuer un très
grand nombre de mesures, il peut ainsi avoir connaissance de la direction des spins
créée, puis observée par Alice, et ceci de façon quasi instantanée. L’argument EPR
consiste alors à souligner que, comme aucune interaction n’a pu se propager entre
le laboratoire d’Alice et celui de Bob, il n’est pas possible que cette orientation
transversale ait été créée par les mesures d’Alice : elle pré-existait nécessairement à
toute mesure.

Figure 2 – Schéma d’une expérience portant sur un double condensat de spins, l’un
dans l’état interne +, l’autre dans l’état −. Les deux condensats ont des fonctions
d’onde orbitales différentes, mais qui se recouvrent dans deux régions de l’espace
où deux opérateurs, Alice et Bob, effectuent des mesures. Ces deux régions sont
arbitrairement éloignées. Alice et Bob mesurent des spins un par un, en choisissant à
chaque fois une composante transverse (perpendiculaire à l’axe de quantification Oz)
repérée par un angle ϕ. Alors qu’initialement les deux condensats n’ont aucune phase
relative, les premières mesures effectuéees par Alice en font émerger une. Le fait que
cette phase se propage instantanément jusqu’à la région éloignée de l’espace où opère
Bob crée un paradoxe. Ce dernier rappelle l’argument EPR, mais dans un cas plus
frappant parce que les “éléments de réalité” EPR peuvent être macroscopiques.

La nouveauté de la situation par rapport à celle concernant deux spins est que
les observations de Bob peuvent porter sur un nombre arbitrairement grand de spins ;
en fait, sa mesure revient alors à celle de la direction du moment cinétique d’un sys-
tème de spins qui est macroscopique, possédant un moment cinétique arbitrairement
grand. Comme il s’agit maintenant de grandeurs physiques macroscopiques, on ne
peut alors plus arguer que le monde microscopique n’est directement accessible ni à
l’expérience humaine, ni à sa description par le langage humain comme le soulignait
Bohr. Dans ce cas, il semble donc plus artificiel de refuser de prendre en compte
séparément les propriétés physiques des systèmes occupant des régions précises de
l’espace, comme le suggère Bohr. L’argument EPR prend ainsi une force plus grande.
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La référence [79] contient une discussion de cette situation inattendue en termes de
conservation du moment angulaire.

3-c. Mesures de l’ensemble des spins et violations des inégalités de Bell

Supposons maintenant que l’on mesure tous les spins ; l’effet de sélection au-
tour de la valeur Λ = 0 ne se produit plus. L’interprétation en termes de pro-
babilités d’événements individuels n’est alors plus possible : dans (23), le facteur
[cos Λ + ηj cos (λ− ϕj)] prend parfois des valeurs négatives, ce qui interdit évidem-
ment de le considérer comme une probabilité standard. Il est d’ailleurs fréquent en
mécanique quantique que des effets purement quantiques apparaissent par l’inter-
médiaire de termes de “probabilités négatives”, comme c’est le cas ici. On appelle
Λ “angle quantique”, ce qui souligne que son rôle est d’introduire de tels effets, en
particulier des effets de non-localité et des violations des inégalités de Bell.

Montrer que de telles violations se produisent pour une valeur quelconque
de N demande d’utiliser la relation (23), où apparaissent de nombreux paramètres
(tous les angles de mesure, qui sont arbitraires) ; dans ce cas, il s’avère plus com-
mode de recourir à un calcul numérique, comme cela est fait dans la seconde des
références [79]. Cependant, notre but est ici simplement de démontrer que la phase
ne se comporte pas toujours de façon classique. C’est pourquoi, sans présenter ce
calcul numérique, nous nous contenterons d’étudier le comportement de l’expression
(23) dans le cas le plus simple de deux mesures sur deux spins (Q = 2 et N = 1). Ceci
nous permettra de vérifier que cette expression prédit bien l’existence de violations,
au moins dans certains cas (même si, pour deux spins les calculs pourraient être
menés directement et de façon plus élémentaire), renvoyant à la référence ci-dessus
pour une généralisation.

En effet, si l’on utilise la définition (A-7) du Chapitre XV des états de Fock,
on peut mettre l’état (2) sous la forme :

|Ψ〉 = (au,+)
†
(au,−)

† |0〉 = 1√
2
[|1 : u,+; 2 : u,−〉+ |1 : u,−; 2 : u,+〉]

= |1 : u; 2 : u〉 ⊗ 1√
2
[|1 : +; 2 : −〉+ |1 : −; 2 : +〉] (32)

Il apparaît dans cette expression un état de spin intriqué, qui est très semblable
à celui que nous avons considéré au § B du Chapitre XXI ; la seule différence est
un signe + dans l’état de spin, au lieu du signe − de l’état singulet considéré dans
ce chapitre, mais cette différence est sans grande conséquence (nous verrons plus
bas précisément ce qu’il en est – cf. note 4). On s’attend donc effectivement à ce
qu’un tel état conduise à des effets quantiques marqués, par exemple la possibilité
de violations des inégalités de Bell.

Vérifions donc que la relation générale (23) permet effectivement de retrouver
des violations des inégalités de Bell dans un cas simple. Pour N = 2, elle devient en
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effet :

P2 (η1, ϕ1; η2, ϕ2)

∝
∫ +π

−π

dΛ
2π

∫ +π

−π

dλ
2π

[cos Λ + η1 cos (λ− ϕ1)] [cos Λ + η2 cos (λ− ϕ2)]

=
1

2
[1 + η1η2 cosϕ1 cosϕ2 + η1η2 sinϕ1 sinϕ2] (33)

où nous avons utilisé le fait que la valeur moyenne sur le cercle du carré d’un sinus
ou d’un cosinus vaut 1/2, alors que celle du produit d’un sinus pas un cosinus vaut
zéro. Il en découle que :

P2 (η1, ϕ1; η2, ϕ2) ∝
1

2
[1 + η1η2 cos (ϕ1 − ϕ2)] (34)

Si maintenant nous normalisons à l’unité la somme des 4 probabilités obtenues pour
η1 = ±1 et η2 = ±1, nous obtenons finalement :

P2 (+1,+1) = P2 (−1,−1) =
1

2
cos2

(
ϕ1 − ϕ2

2

)

P2 (+1,−1) = P2 (−1,+1) =
1

2
sin2

(
ϕ1 − ϕ2

2

)
(35)

Ces relations sont très semblables aux égalités (B-10) du Chapitre XXI, avec la seule
substitution 4 :

ϕ1 ⇒ θA + π

ϕ2 ⇒ θB (36)

Les angles ϕ1 et ϕ2 jouent donc ici le rôle des angles d’orientation des analyseurs
de la Figure 2 de ce chapitre. Or nous savons (Chapitre XXI, § F-3) que ces égalités
conduisent à des violations significatives des inégalités de Bell (dans un facteur

√
2),

donc à des effets quantiques marqués de non-localité ; c’est donc également le cas ici.
Dans le cas général où N est quelconque, la mesure de la totalité des spins

peut conduire à de fortes violations des inégalités de Bell, à condition de choisir des
angles de mesures adaptés (le domaine angulaire dans lequel ces violations existent
décroît comme l’inverse de la racine carrée de N lorsque ce nombre est grand [79]).
Ces violations disparaissent cependant dès que certains spins ne sont plus mesurés
(ou, ce qui revient au même, que les résultats correspondants ne sont plus pris en
compte).

Conclusion

Ce complément illustre quelles sont les limites du phénomène étudié dans
le complément précédent : le processus de mesures répétées fait effectivement ap-
paraître une phase qui possède toutes les propriétés d’une phase classique, mais
seulement jusqu’à un certain point. Lorsque toutes les particules sont mesurées, et

4. C’est le changement qui résulte du signe + dans l’état de spin (32), au lieu du signe − de
l’état singulet.
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pour certains choix particuliers des angles, des propriétés fortement quantiques de
la phase ré-apparaissent.

De plus, on aurait pu croire que les propriétés quantiques extrêmes, en par-
ticulier leurs aspects non locaux discutés aux §§ F-1 et F-3 du Chapitre XXI, sont
limitées aux systèmes à un petit nombre de particules, ou encore aux états de spin
singulet ; ces derniers seraient en quelque sorte à part parmi tous les états accessibles
à un système physique. Le présent complément montre qu’il n’en est rien : les mêmes
propriétés existent pour des systèmes constitués d’un grand nombre de particules se
trouvant dans un état quantique relativement simple (un double condensat).
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Appendice IV

Intégrale de chemins de Feynman

1 Propagateur quantique d’une particule . . . . . . . . . 704

1-a Expression du propagateur comme une somme de produits704

1-b Calcul des éléments de matrice . . . . . . . . . . . . . . 705

2 Interprétation en termes d’histoires classiques . . . . . 708

2-a Expression du propagateur en fonction d’actions classiques708

2-b Généralisation : plusieurs particules interagissant par un
potentiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 710

3 Discussion ; une nouvelle règle de quantification . . . . 710

3-a Analogie avec l’optique classique . . . . . . . . . . . . . 710

3-b Une nouvelle règle de quantification . . . . . . . . . . . 711

4 Opérateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 712

4-a Un seul opérateur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 712

4-b Plusieurs opérateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 715

Dans le chapitre III, nous avons introduit les postulats de la mécanique quan-
tique dans le cadre d’une approche hamiltonienne et de règles de quantification
appliquées à des grandeurs hamiltoniennes conjuguées. Il est cependant possible
d’introduire cette même mécanique quantique et ses règles de quantification d’une
toute autre façon, à partir d’un lagrangien classique et de l’utilisation de l’intégrale
de chemin de Feynman. Cette approche jette un éclairage intéressant sur les relations
entre physique classique et quantique, qui rappellent celles entre l’optique géomé-
trique et l’optique ondulatoire. De plus, il se trouve que cette approche est préférable
dans un certain nombre de cas, en particulier ceux pour lesquels on dispose d’un la-
grangien classique mais pas des grandeurs conjuguées permettant d’en déduire un
hamiltonien 1.

Le but de cet appendice est de donner une introduction élémentaire à l’inté-
grale de chemin de Feynman et à quelques-unes de ses propriétés. La présentation
sera faite sans souci de rigueur mathématique. Nous commençons au § 1 par étu-
dier le propagateur quantique d’une particule, puis montrons au § 2 comment il
peut être mis sous la forme d’une somme de contributions d’histoires (évolutions
possibles) classiques du système physique. Ces résultats une fois acquis, nous discu-
tons au § 3 comment il est possible de prendre le point de vue inverse, et de partir
de ces sommes sur les histoires classiques pour en déduire la mécanique quantique
habituelle, ses règles de quantification, ses propagateurs et, au § 4, ses opérateurs.
Pour simplifier, nous nous limiterons à un ensemble de particules en interaction par
un potentiel dépendant des positions ; pour l’étude d’un cas plus général (potentiel
vecteur, invariance de jauge commutative ou non), le lecteur est invité à se reporter
aux références [80], [81], ou [82].

1. Ceci se produit par exemple si le lagrangien ne dépend pas de la dérivée temporelle d’une
coordonnée qi, cas auquel on ne peut pas en déduire un moment conjuqué pi.
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1. Propagateur quantique d’une particule

Considérons une particule sans spin. Le propagateur G (r′, t′; r, t) de cette
particule est défini par :

G (r′, t′; r, t) = 〈r′|U (t′, t) |r〉 (1)

où les kets |r〉 sont les kets propres de l’opérateur position et où U (t′, t) est l’opé-
rateur d’évolution entre le temps initial t et le temps final t′ (Complément FIII).
Ce propagateur donne l’amplitude de probabilité pour que la particule, partant au
temps t d’un état localisé au point r, soit trouvée au point r′ après évolution entre
les temps t et t′.

1-a. Expression du propagateur comme une somme de produits

Nous pouvons décomposer l’intervalle de temps [t, t′] en N intervalles égaux,
en posant :

δt =
t′ − t
N (2)

Nous introduisons ainsi N − 1 temps intermédiaires t1, t2, .., tk, ..,tN−1 s’écrivant
(Figure 1) :

tk = t+ k δt k = 1, 2, ..,N − 1 (3)

Il est également commode pour la suite de poser t0 = t et tN = t′. Nous pouvons
alors décomposer U (t′, t) selon un produit de N termes :

U (t′, t) = U (tN , tN−1) ... U (tk, tk−1) ... U (t2, t1)U (t1, t0) (4)

Entre chacun des opérateurs d’évolution, introduisons une relation de fermeture sur
la base {|r〉} :

U (t′, t) =
∫

d3r1

∫
d3r2..

∫
d3rk..

∫
d3rN−1

U (tN , tN−1) |rN−1〉 〈rN−1|U (tN−1, tN−2) |rN−2〉 ...
〈rk|U (tk, tk−1) |rk−1〉 ... 〈r1|U (t1, t0) (5)

Si nous reportons cette égalité dans (1), nous obtenons l’expression suivante du
propagateur :

G (r′, t′; r, t) =
∫

d3r1

∫
d3r2..

∫
d3rk..

∫
d3rN−1

〈r′|U (tN , tN−1) |rN−1〉 〈rN−1|U (tN−1, tN−2) |rN−2〉 ...
... 〈rk|U (tk, tk−1) |rk−1〉 ... 〈r1|U (t1, t0) |r〉 (6)

Dans ce qui va suivre, nous allons faire tendre δt vers zéro (ou, si l’on préfère, N
vers l’infini). Le nombre d’intégrations sur les d3rk tend alors vers l’infini, mais
les éléments de matrice sont alors ceux de l’opérateur d’évolution sur un temps
infinitésimal δt.
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Figure 1 – Pour décomposer l’opérateur d’évolution en un produit d’opérateurs, on
introduit entre les temps initial t et final t′ toute une série de temps intermédiaires
t1, t2, .., tk, ..,tN−1, et l’on associe un opérateur d’évolution à chaque intervalle de
temps. Pour chaque temps tk une relation de fermeture fait ensuite apparaître une
somme sur toutes les valeurs possibles rk de la position de la particule à cet instant.

1-b. Calcul des éléments de matrice

Il nous faut maintenant calculer les éléments de matrice 〈rk|U (tk, tk−1) |rk−1〉
de l’opérateur d’évolution, avec tk = tk−1 + δt. L’hamiltonien H de la particule est
la somme de l’énergie cinétique et de l’énergie associée à un potentiel extérieur :

H =
P2

2m
+ V (R) (7)

où P et R sont respectivement les opérateurs impulsion et position de la particule ;
m est sa masse.

α. Particule libre

Si la particule est libre, l’hamiltonien se réduit à l’énergie cinétique. Nous in-
troduisons une relation de fermeture sur les états propres de l’impulsion et écrivons :

〈rk| e−iP
2δt/2mℏ |rk−1〉 =

1

(2π)
3

∫
d3k eik·(rk−−rk−1) e−iℏk

2δt/2m (8)

Nous montrons ci-dessous que ce propagateur peut se calculer exactement, que l’in-
tervalle de temps δt soit infinitésimal ou fini ; son expression est :

〈rk| e−iP
2δt/2m |rk−1〉 =

( m

2πℏ δt

)3/2
e−3iπ/4 eim(rk−rk−1)

2/2ℏδt (9)

Supposons pour un instant que l’on remplace dans l’exposant de la dernière expo-
nentielle le facteur i par un simple signe moins (ce qui revient à passer en temps
imaginaire). A un coefficient numérique près, le propagateur de la particule libre
devient alors une fonction gaussienne, qui décroît rapidement dès que la distance
|rk − rk−1| devient grande devant sa largeur

√
2ℏδt/m.

Remarque :

Ce résultat n’est pas surprenant car, si l’on remplace dans l’équation de Schrödinger
le temps réel t par un temps imaginaire it, on obtient l’équation de diffusion dont
le propagateur est effectivement une gaussienne. La largeur de cette dernière tend
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vers zéro lorsque δt → 0 : comme on pouvait s’y attendre, la particule ne peut se
propager que sur une distance d’autant plus faible que le temps δt est court. Un
point remarquable, cependant, est que cette distance n’est pas proportionnelle à δt,
mais à la racine carrée de ce temps ; en d’autres termes, pour les temps courts, la
particule peut se propager bien plus loin que si elle avait une vitesse constante. Cette
situation est caractéristique d’un mouvement aléatoire, et rappelle de près ce qui se
produit pour l’équation classique de diffusion, dont le propagateur possède la même
propriété.

Pour l’équation de Schrödinger elle-même (sans passage au temps imaginaire),
au lieu d’une diminution de module du propagateur lorsque la distance |rk − rk−1|
augmente, on obtient une oscillation d’autant plus rapide que la distance est plus
grande ; ces oscillations sont également plus rapides lorsque δt est petit. Nous discu-
tons plus bas comment toutes ces phases interfèrent, ainsi que le rôle particulier des
phases associées aux chemins classiques.

Démonstration de la relation (9) :

Nous modifions l’exposant de la fonction à intégrer dans (8) en y faisant apparaître
un carré parfait :

ℏ δt

2m
k
2+k ·(rk − rk−1) =

ℏ δt

2m

[
k+

m

ℏ δt
(rk − rk−1)

]2
− m

2ℏ δt
(rk − rk−1)

2 (10)

Effectuons alors le changement de variable :

q = k+
m

ℏ δt
(rk − rk−1) (11)

qui nous conduit à :

〈rk| e−iP2δt/2mℏ |rk−1〉 = 1

(2π)3

[∫
d3q e−iℏq2δt/2m

]
× eim(rk−rk−1)

2
/2ℏδt (12)

L’intégrale qui subsiste entre crochets au second membre est maintenant un nombre
indépendant de rk et rk−1 ; comme les trois composantes du vecteur q contribuent
de la même façon, ce nombre est le cube de l’intégrale :

I =

∫ +∞

−∞

dqx e
−iℏq2x δt/2m (13)

Selon un procédé classique, nous calculons le carré de cette intégrale I en passant
en coordonnées polaires ρ =

√
q2x + s2x :

I2 =

∫ +∞

−∞

dqx

∫ +∞

−∞

dsx e
−iℏ(q2x+s2x)δt/2m

= 2π

∫ ∞

0

ρ dρ e−iℏρ2δt/2m = π
2im

ℏ δt

[
e−i∞ − 1

]
(14)

Bien sûr, l’écriture du nombre e−i∞ n’a aucun sens mathématique : l’exponentielle
imaginaire eiM oscille indéfiniment entre +1 et −1 lorsque M → ∞, autour d’une
valeur moyenne nulle. Nous prendrons donc ce nombre simplement égal à cette valeur
moyenne nulle 2, de sorte que :

I =

√
2πm

ℏ δt
e−iπ/4 (15)

2. On peut arriver à ce résultat en ajoutant une petite partie imaginaire −iǫ au coefficient
ℏ2δt/2m de ρ2 dans l’exposant. Avec cette partie imaginaire, même infinitésimale, le terme oscillant
disparaît effectivement.
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Si nous remplaçons par I l’intégrale sur d3q de (12), nous retrouvons (9).

β. Effets du potentiel extérieur

Nous devons maintenant calculer les éléments de matrice de l’opérateur expo-
nentiel e−iHδt/ℏ lorsque H est la somme de deux opérateurs qui ne commutent pas.
Nous nous limiterons au cas où δt est infinitésimal. L’exponentielle d’une somme
d’opérateurs A et B s’écrit :

e−i(A+B)δt = 1− i [A+B] δt−
[
A2 +AB +BA+B2

] δt2
2

+ 0
(
δt3
)

(16)

Calculons d’autre part le produit d’exponentielles :

e−iAδt/2 e−iBδt e−iAδt/2 =

[
1− iAδt

2
−A2 δt

2

8
+ ..

]
×

[
1− iBδt−B2 δt

2

2
+ ..

] [
1− iAδt

2
−A2 δt

2

8
+ ..

]
(17)

soit :

e−iAδt/2 e−iBδt e−iAδt/2 = 1− i [A+B] δt

−
[
A2

2
+
A2

2
+
B2

2
+
B2

2
+AB +BA

]
δt2

2
+ 0

(
δt3
)

= e−i(A+B)δt + 0
(
δt3
)

(18)

Si nous posons A = P2/2mℏ et B = V (R) /ℏ, nous obtenons, si δt est infini-
tésimal de sorte que les termes en δt3 sont négligeables :

〈rk|U (tk, tk−1) |rk−1〉 = 〈rk| e−iV (R)δt/2ℏ e−iP
2δt/2mℏ e−iV (R)δt/2ℏ |rk−1〉

= e−i[V (rk)+V (rk−1)]δt/2ℏ 〈rk| e−iP
2δt/2mℏ |rk−1〉 (19)

Ce résultat est simplement le produit d’une exponentielle contenant le potentiel par
un terme qui n’est autre que le propagateur de la particule libre. Compte tenu de
(12), nous obtenons ainsi :

〈rk|U (tk−1, tk) |rk−1〉

=
( m

2πℏ δt

)3/2
e−3iπ/4 eim(rk−rk−1)

2/2ℏδt × e−i[V (rk)+V (rk−1)]δt/2ℏ (20)

L’effet du potentiel extérieur n’est donc pas compliqué : il ajoute une exponentielle
contenant la moitié de la somme des deux énergies potentielles associées à la position
du bra et à celle du ket.

γ. Expression finale

Si nous reportons (20) dans (5), nous obtenons l’expression suivante du pro-
pagateur :

G (r′, t′; r, t) =

(
e−iπ/2 m
2πℏ δt

)3N/2 ∫
d3r1

∫
d3r2..

∫
d3rk..

∫
d3rN−1

exp

{
i

N−1∑

k=1

[
m (rk − rk−1)

2

2ℏδt
+
V (rk) + V (rk−1)

2ℏ
δt

]}
(21)
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Cette égalité est valable à la limite δt → 0 (ou N → ∞) puisque, pour écrire (19),
nous avons négligé des termes en δt3.

2. Interprétation en termes d’histoires classiques

L’amplitude probabilité (6) s’obtient en substituant les éléments de matrice
(20) du propagateur autant de fois que nécessaire. Elle contient donc autant de
sommes sur des positions intermédiaires qu’il y a de temps intermédiaires ti, donc
un nombre infini à la limite δt→ 0. Cette expression, qui peut paraître compliquée,
s’interprète en réalité simplement en termes de somme sur des chemins classiques
que peut suivre la particule entre les deux temps extrêmes.

2-a. Expression du propagateur en fonction d’actions classiques

Revenons donc à la physique classique et considérons pour un instant tous les
rk comme fixés, et une particule qui occuperait ces positions successives aux instants
tk. Entre deux de ces instants, nous supposons qu’elle conserve une vitesse constante
égale à :

vk =
rk − rk−1

δt
(22)

Ceci définit un chemin classique Γ, avec une interpolation linéaire pour les temps
intermédiaires entre les temps tk (cf. Figure 2). Le lagrangien L de la particule est :

L =
1

2
mv2 − V (r) (23)

Pour tout chemin classique Γ suivi par la particule entre les temps initial t et
final t′, position et vitesse sont une fonction du temps, et il en est donc de même du
lagrangien L (t) ; l’action correspondante s’écrit (Appendice III, § 5.b) :

SΓ =

∫ t′

t

dt′′ L (t′′) (24)

Calculons cette intégrale par la méthode de Riemann en introduisant entre les temps
t et t′ N intervalles de longueur δt ; nous considérons que, pendant l’intervalle de
temps infinitésimal δt, l’énergie potentielle est approximée par la demi-somme de ses
valeurs aux extrémités de l’intervalle. Nous obtenons alors :

SΓ ≃
N∑

k=1

δt

{[
m (rk − rk−1)

2

2 δt2

]
− V (rk−1) + V (rk)

2

}
(25)

l’égalité approchée devenant exacte à la limite δt→ 0.
Nous reconnaissons alors dans le second membre de cette égalité (à un fac-

teur i/ℏ près) l’exposant de l’expression (21) du propagateur quantique ; ce dernier
contient donc l’exponentielle d’une valeur approchée de l’action classique, multipliée
par i/ℏ. A la limite δt→ 0 (et doncN →∞), cette valeur approchée devient exacte 3,

3. Rappelons que ce complément ne prétend pas à la rigueur mathématique. Ceci nécessiterait
une étude plus soigneuse des expressions classiques comme quantiques, et des effets des deux limites
simultanées δt → 0 et du nombre de termes N des produits qui tend vers l’infini, sachant que des
approximations sont faites pour des fonctions qui sont des exposants.

708



INTÉGRALE DE CHEMINS DE FEYNMAN

Figure 2 – Un chemin de Feynman est obtenu en attribuant une position rk à
chaque instant tk. Le chemin ainsi obtenu est continu, mais se présente en général
comme un zigzag (la vitesse est discontinue à tous les temps tk). On peut cependant
associer une action classique à chacun de ces chemins, et obtenir le propagateur
quantique en sommant les exponentielles des actions de tous les chemins classiques ;
les deux positions r et r′ sont maintenues fixes, et les sommations sont effectuées
sur toutes les positions intermédiaires r1, r2,.., rk,..,rN−1.

et les sommes sur d3r1, d3r2,.., d3rN−1 au second membre de (21) introduisent une
somme sur tous les chemins reliant r, t à r′, t′ :

∑

chemins Γ

exp

[
iSΓ

ℏ

]
(26)

Pour donner un sens à cette somme sur les chemins, il faut cependant choisir une
“densité de chemins” ; nous supposons donc que le nombre de chemins dans un “in-
tervalle de chemins” déterminé par l’ensemble des d3rk est donné par le produit
C3N/2×d3r1d3r2..d3rk..d3rN−1, où C est la constante (inverse d’une longueur) :

C = e−iπ/4
√

m

2πℏ δt
(27)

Ceci nous permet d’obtenir :

G (r′, t′; r, t) = 〈r′|U (t′, t) |r〉 =
∑

chemins Γ

exp

[
iSΓ

ℏ

]
(28)

A la limite δt → 0, la somme sur les chemins n’est bien sûr plus réellement une
somme discrète. C’est pourquoi, au lieu de (28), on écrit souvent :

〈r′|U (t′, t) |r〉 =
∫
D [r (t)] exp

[
iSΓ

ℏ

]
(29)

où la notation D [r (t)] symbolise la limite d’une somme sur les chemins :

D [r (t)] = lim
N→∞

[
e−iπ/4

√
m

2πℏ δt

]3N/2 ∫
d3r1

∫
d3r2..

∫
d3rk..

∫
d3rN−1 (30)
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2-b. Généralisation : plusieurs particules interagissant par un potentiel

Les considérations précédentes se généralisent directement à un système de
plusieurs particules interagissant par un potentiel qui dépend de leurs positions.
La structure de l’hamiltonien est en effet, comme plus haut, la somme de deux
termes qui ne commutent pas, ce qui conduit à utiliser l’expression approchée (18)
de l’opérateur d’évolution. Au lieu d’insérer des relations de fermeture sur une seule
position, il faut maintenant utiliser une base mettant en jeu les positions de toutes
les particules : chaque intégrale sur d3r se démultiplie donc en autant d’intégrales
que le système comprend de particules.

Nous ne traiterons pas le cas où les particules sont chargées et soumises à un
champ magnétique, ce qui conduit à l’introduction de termes du type v ·A (r), où
A (r) est le potentiel vecteur. C’est un cas intéressant, en particulier par le lien qu’il
fait avec l’invariance de jauge, mais nous ne l’aborderons pas par souci de brièveté.
Le lecteur intéressé se reportera aux ouvrages suggérés dans l’introduction.

3. Discussion ; une nouvelle règle de quantification

La méthode des chemins se prête particulièrement bien à développer une ana-
logie avec l’optique classique. De plus, elle permet surtout de construire de nouvelles
règles de quantification. Nous abordons maintenant successivement ces deux sujets.

3-a. Analogie avec l’optique classique

Les relations (28) et (29) permettent de faire un lien entre deux grandeurs
qui, a priori, semblent sans relation : les chemins de la mécanique classique avec
les actions associées, et le propagateur quantique. Ce dernier permet, connaissant la
fonction d’onde Ψ(r, t) à un instant t, de la calculer à un instant ultérieur t′ selon :

Ψ(r′, t′) = 〈r′ |Ψ(t′)〉 = 〈r′|U (t′, t) |Ψ(t)〉

=

∫
d3r 〈r′|U (t′, t) |r〉 〈r |Ψ(t)〉 (31)

soit, compte tenu de la définition (1) du propagateur :

Ψ(r′, t′) =
∫

d3r G (r′, t′; r, t) Ψ (r, t) (32)

Le propagateur est donc le noyau de l’équation intégrale qui exprime la propagation
dans le temps de la fonction d’onde. Or l’égalité (28) montre qu’il est donné par
une somme d’exponentielles des actions prise sur tous les chemins classiques. Donc,
si en mécanique classique un chemin unique est sélectionné par la condition de sta-
tionnarité de l’action (ou, dans certains cas, un nombre fini de tels chemins rendant
l’action stationnaire), en mécanique quantique tous les chemins interviennent pour
déterminer l’amplitude de propagation, chacun avec sa phase propre. On peut dire
en quelque sorte que, en mécanique quantique, la particule passe par toutes les po-
sitions intermédiaires possibles rk et donc suit toutes les histoires possibles entre les
deux points extrêmes.

Il est remarquable que toutes ces histoires contribuent avec la même amplitude
(même des histoires peu vraisemblables parce que faisant intervenir des positions to-
talement arbitraires) ; seules les phases associées aux histoires diffèrent entre elles et
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permettent de comprendre leurs rôles. C’est une situation que l’on peut analyser en
termes de conditions de phase stationnaire : dans la somme, on comprend que les
histoires pour lesquelles l’action est stationnaire jouent un rôle particulier, puisque
toutes les histoires voisines vont ajouter leur contribution de façon cohérente. En
revanche, au voisinage des histoires pour lesquelles l’action varie rapidement, un
brouillage rapide de phases se produit de sorte que la contribution correspondante
est pratiquement annulée par effet d’interférences destructives. Les histoires clas-
siques jouent ainsi un rôle privilégié, et ceci de façon d’autant plus prononcée que
les oscillations de phase sont rapides. A la limite où ℏ → 0, ces oscillations sont
infiniment rapides et seules subsistent les histoires classiques.

Pour finir, la situation rappelle l’optique classique et le principe de Huyghens-
Fresnel, qui permet de calculer l’onde lumineuse comme une somme d’ondes rayon-
nées par tous les points d’une surface intermédiaire, en tenant compte des phases
liées à la propagation le long de chaque chemin. Dans l’approximation de l’optique
géométrique où la longueur d’onde tend vers zéro, les rayons lumineux sont les tra-
jets selon lesquels la phase du chemin est stationnaire par rapport aux chemins
infiniment voisins. L’optique géométrique est alors l’analogue de la mécanique clas-
sique, et l’optique ondulatoire de Huyghens l’analogue de la mécanique quantique.
On comprend donc que l’intégrale de chemin de Feynman soit un outil commode
pour étudier les liens entre mécanique classique et quantique, en particulier la limite
semi-classique de la mécanique quantique (approximation WKB, etc.).

Remarque :

L’analogie précédente s’applique bien au cas d’une particule unique. Pour un sys-
tème de N particules, les histoires ne se propagent plus dans l’espace ordinaire à 3

dimensions, mais dans l’espace des configurations à 3N dimensions. L’analogie avec
l’optique signalée plus haut s’estompe alors, puisqu’en optique classique les ondes
électromagnétiques se propagent dans l’espace ordinaire.

3-b. Une nouvelle règle de quantification

A ce stade, nous pouvons inverser la démarche. Nous sommes en effet partis
des règles de la mécanique quantique hamiltonienne et en avons déduit une expres-
sion équivalente du propagateur, donc une autre façon de trouver les solutions de
l’équation de Schrödinger. Mais il est également possible de considérer cette expres-
sion équivalente comme le point de départ, et donc de postuler que le propagateur est
défini ab initio par une somme sur tous les chemins classiques Γ, qui chacun contri-
buent par une exponentielle exp(iSΓ/ℏ). On obtient ainsi une autre méthode de
quantification d’un système physique, qui présente plusieurs avantages. En premier
lieu, comme nous l’avons vu, elle met bien en évidence la relation entre mécanique
classique, où existe un chemin classique unique (ou parfois nombre fini de chemins)
qui contraste avec une infinité de chemins possibles en mécanique quantique. En
second lieu, il est remarquable que les amplitudes de probabilités ainsi obtenues
s’expriment à partir de fonctions classiques (où n’interviennent que des nombres et
pas des opérateurs), la seule composante quantique explicite étant la présence de
ℏ au dénominateur de la phase ; nous verrons au § 4 comment introduire la notion
d’opérateur dans cette approche. Ensuite, les expressions en termes d’intégrales de
chemin sont symétriques en temps et espace, puisque les deux types de coordon-
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nées sont intégrées de la même façon 4. Raisonner directement dans l’espace-temps
permet un passage plus aisé à la relativité d’Einstein, puisqu’on peut remplacer la
différentielle de temps δt par une différentielle de temps propre δτ ; si alors le lagran-
gien L est un scalaire d’espace-temps, l’action devient également un scalaire, et la
théorie acquiert l’invariance relativiste requise. Enfin, la méthode de quantification
de Feynman ne requiert que l’existence d’un lagrangien et du principe variationnel
associé. Or tous les systèmes physiques régis par un lagrangien n’ont pas nécessaire-
ment les variables conjuguées qui permettent de passer à leur hamiltonien ; pour de
tels systèmes, la méthode des chemins de Feynman est puissante, et c’est la raison
de son rôle important en théorie quantique des champs.

4. Opérateurs

Les chemins de Feynman permettent également de définir la valeur des élé-
ments de matrice d’opérateurs dans le point de vue de Heisenberg, où ils dépendent
du temps. Nous nous limiterons au cas le plus simple, celui où le ou les opérateurs
sont des fonctions de l’opérateur position R.

4-a. Un seul opérateur

Insérons un opérateur quelconque A “au milieu” de l’opérateur d’évolution
de (1) en découpant l’intervalle de temps [t, t′] en deux intervalles complémentaires
[t, t′′] et [t′′, t′], avec t < t′′ < t′. Nous obtenons l’expression :

〈r′|U (t′, t′′) A U (t′′, t) |r〉 = 〈θ (r′, t′′, t′)|A |θ (r, t′′, t)〉 (33)

avec :

|θ (r, t′′, t)〉 = U (t′′, t) |r〉
|θ (r′, t′′, t′)〉 = U † (t′, t′′) |r′〉 = U (t′′, t′) |r′〉 (34)

Dans cet élément de matrice de A, le ket |θ (r, t′′, t)〉 est obtenu par évolution jusqu’au
temps t′′ d’un état localisé en r à l’instant t ; le bra 〈θ (r′, t′′, t′)| correspond au ket
|θ (r′, t′′, t′)〉 qui, lorsqu’il évolue entre t′′ et t′, devient un ket localisé en r′ :

U (t′, t′′) |θ (r′, t′′, t′)〉 = U (t′, t′′)U (t′′, t′) |r′〉 = |r′〉 (35)

α. Opérateur fonction de la position

Supposons maintenant que A soit une fonction A (R) de l’opérateur de position
de la particule. Insérant une relation de fermeture sur les positions, nous pouvons
écrire le premier membre de (33) sous la forme :

〈r′|U (t′, t′′) A (R) U (t′′, t) |r〉

=

∫
d3r′′ 〈r′|U (t′, t′′) |r′′〉 A (r′′) 〈r′′|U (t′′, t) |r〉 (36)

4. La somme sur tous les chemins introduit une intégrale sur toutes les positions rk de
la Figure 2, donc les différentielles des trois coordonnées ; l’intégrale sur les temps introduit une
différentielle dt = tk − tk−1. En tout on a donc le produit de trois différentielles d’espace par une
différentielle du temps, ce qui introduit une différentielle de volume d’espace-temps.
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La relation générale (28) nous permet alors d’écrire les deux propagateurs comme
des sommes respectives sur tous les chemins Γ1 qui joignent la position initiale r à
l’instant t à la position intermédiaire r′′ à l’instant t′′, et les chemins Γ2 joignant
ensuite la position intermédiaire r′′ à l’instant t′′ à la position finale r′ à l’instant
t′ :

〈r′′|U (t′′, t′) |r〉 =
∑

chemins Γ1

exp

[
iSΓ1

ℏ

]

〈r′|U (t′, t′′) |r′′〉 =
∑

chemins Γ2

exp

[
iSΓ2

ℏ

]
(37)

Si t′′ est pris égal au temps intermédiaire tk, la relation (36) devient :

〈r′|U (t′, t′′) A (R) U (t′′, t) |r〉

=

∫
d3rk

∑

chemins Γ1 et Γ2

exp

[
iSΓ2

ℏ

]
A (rk) exp

[
iSΓ1

ℏ

]
(38)

Mais le produit de ces deux termes donne l’exponentielle exp[iSΓ/ℏ] associée à l’ac-
tion SΓ d’un chemin Γ constitué des deux chemins Γ1 et Γ2 mis bout à bout en
rk. La somme sur d3rk reconstitue alors l’ensemble des chemins reliant la position
initiale r à l’instant t à la position finale r′ à l’instant t′, la seule différence étant
que maintenant chaque exponentielle exp[iSΓ/ℏ] est multipliée par la valeur A (rk)
que prend la fonction A au point intermédiaire à l’instant tk.

Pour finir, nous obtenons :

〈r′|U (t′, t′′) A (R) U (t′′, t) |r〉 =
∑

chemins Γ

A (r′′) exp

[
iSΓ

ℏ

]
(39)

où A (r′′) est la valeur de A (r) pour la position r′′ par laquelle passe le chemin Γ au
temps t′′. Les éléments de matrice de l’opérateur en représentation de Heisenberg
sont donc donnés par la même somme sur les histoires que le propagateur, la seule
différence étant que la contribution de chaque chemin est maintenant multipliée par
la valeur de la fonction de la position à l’instant intermédiaire t′′.

Comme plus haut, nous pouvons inverser la démarche, et considérer que la
relation (39) constitue la définition d’un opérateur dans le cadre de la méthode de
quantification des chemins de Feynman. Ici aussi, il est remarquable que l’expression
obtenue ne fasse intervenir que des fonctions classiques, sans aucun opérateur.

β. Opérateur vitesse ; relations de commutation canoniques

Pour définir un opérateur W associé à la vitesse de la particule à l’instant
t′′ (nous prenons la notation W pour éviter une confusion avec le potentiel V ), et
compte tenu de (22), un prolongement naturel de (38) conduit à poser :

〈r′|U (t′, t′′) W U (t′′, t) |r〉

=

∫
d3rk

∑

chemins Γ2

exp

[
iSΓ2

ℏ

] ∑

chemins Γ1

(
rk − rk−1

δt

)
exp

[
iSΓ1

ℏ

]
(40)
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où les chemins Γ1 sont tous ceux qui relient la position initiale r à la position
intermédiaire rk (la position intermédiaire précédente rk−1 dépend donc du chemin),
tandis que les chemins Γ2 sont tous ceux qui relient rk à la position finale r′. Si l’on
introduit au milieu du membre de gauche une relation de fermeture sur les kets
{|rk〉}, cette relation devient :
∫

d3rk 〈r′|U (t′, t′′) |rk〉 〈rk|W U (t′′, t) |r〉

=

∫
d3rk 〈r′|U (t′, t′′) |rk〉 ΨW (rk, t

′′) (41)

avec :

ΨW (rk, t
′′) = 〈rk|W U (t′′, t) |r〉 =

∑

chemins Γ1

(
rk − rk−1

δt

)
exp

[
iSΓ1

ℏ

]
(42)

Cette fonction d’onde est celle obtenue par effet de l’opérateur W sur la fonction
d’onde à l’instant t′′ :

Ψ(rk, t
′′) = 〈rk|U (t′′, t) |r〉 (43)

Comparons la somme sur les chemins Γ1 de (42) à celle de (28), qui construit
le propagateur entre les temps t et t′′. Dans ces égalités, les actions sont données par
les sommes (25) sur les positions intermédiaires. Pour la contribution des chemins
entre le temps initial t et le temps intermédiaire tk−1 (le dernier temps sur lequel
il faut sommer), les deux sommes de (42) et (28) sont identiques. En fait, elles ne
diffèrent que par la contribution du tout dernier intervalle de temps (celui entre tk−1

et tk = t′′), qui dans (42) est multipliée par le facteur (rk − rk−1) /δt. Or on peut
également faire apparaître ce facteur en dérivant (28) par rapport à rk puisque, selon
(25) :

∇rk 〈rk|U (t′′, t) |r〉 = iδt

ℏ

∑

chemins Γ1

[
m

(
rk − rk−1

δt2

)
+

1

2
∇rkV

]
exp

[
iSΓ1

ℏ

]

(44)

Le terme en ∇rkV dans le second membre peut être sorti de la somme sur les
chemins, puisque rk est un point final fixe ; il fournit une contribution en δt×∇rkV
qui s’annule à la limite où δt→ 0. Il reste alors :

∇rk 〈rk|U (t′′, t) |r〉 = im

ℏ

∑

chemins Γ1

(
rk − rk−1

δt

)
exp

[
iSΓ1

ℏ

]
(45)

de sorte que la relation (42) devient :

ΨW (rk, t
′′) =

ℏ

im
∇rk 〈rk|U (t′′, t) |r〉 = ℏ

im
∇rkΨ(rk, t

′′) (46)

Ainsi, l’effet de l’opérateur vitesse W est-il simplement proportionnel à une dériva-
tion 5 par rapport à la position rk, qui est la variable de la fonction d’onde à l’instant

5. Nous avons effectué la démonstration en considérant une fonction d’onde à l’instant t′′ qui
est issue d’une fonction d’onde localisée au point r à l’instant t. Mais, par superposition linéaire,
on peut généraliser à une fonction d’onde quelconque à l’instant t et retrouver la même propriété
de dérivation.
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t′′. Il est équivalent de dire que, si P = mW est l’opérateur impulsion de la particule,
l’effet de ce dernier sur la fonction d’onde est (ℏ/i) fois le gradient par rapport à la
position ; on retrouve ainsi un résultat de base de la mécanique quantique habituelle
à partir de l’introduction des opérateurs par les intégrales de chemin.

Les relations de commutation canoniques entre R et P en découlent alors
immédiatement, puisque :

∂

∂x
[xΨ(x)] = x

∂

∂x
[Ψ (x)] + Ψ (x) (47)

Ces relations de commutation peuvent donc, elles aussi, être considérées comme des
conséquences des règles de quantification des chemins.

4-b. Plusieurs opérateurs

Montrons maintenant comment les postulats de Feynman permettent d’intro-
duire des produits de plusieurs opérateurs, agissant au même instant ou à des temps
différents.

α. Plusieurs opérateurs à des temps différents

Le raisonnement précédent se généralise à plusieurs opérateurs A (R), B (R)
agissant à des temps intermédiaires t′′, t′′′, etc. Comme plus haut, on découpe l’opé-
rateur d’évolution en plusieurs parties correspondant aux tranches de temps suc-
cessives, et on introduit des relations de fermeture sur la position à tous les temps
intermédiaires. Chaque opérateur introduit alors un facteur qui dépend de la posi-
tion intermédiaire correspondante, et la propagation entre les temps une somme sur
les histoires dans les tranches de temps successives. Le même raisonnement que plus
haut conduit à :

〈r′|U (t′, t′′′) B (R) U (t′′′, t′′) A (R) U (t′′, t) |r〉

=
∑

chemins Γ

A (r′′)B (r′′′) .. exp

[
iSΓ

ℏ

]
(48)

où A (r′′) est la valeur de A pour la position r′′ par laquelle passe le chemin Γ au
temps t′′, B (r′′′) la valeur de B pour la position r′′′ par laquelle passe le chemin Γ
au temps t′′′, etc. Il est à noter que l’ordre dans lequel sont rangés les opérateurs
dans l’élément de matrice du premier membre n’est pas quelconque : il correspond
à celui dans lequel sont rangés les temps t′′, t′′′, etc. dans les histoires classiques
qui servent à calculer les actions. Cette définition range donc automatiquement les
opérateurs par temps décroissants de la gauche vers la droite.

β. Opérateurs position et vitesse, symétrisation

Supposons maintenant que, par exemple, nous voulions introduire l’opérateur
correspondant au produit R ·P de la position par l’impulsion. Nous procédons alors
comme en (41) et (42), avec toutefois une précaution supplémentaire : on peut en
effet se demander s’il faut multiplier (rk − rk−1) /δt par rk ou par rk−1 (peu importe
que la multiplication se fasse à droite ou à gauche, puisqu’il s’agit de nombres). Pour
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obtenir une plus grande symétrie, nous multiplions par la demi-somme, de sorte que
dans (42) (rk − rk−1) /δt est remplacé par :

1

δt

rk + rk−1

2
· (rk − rk−1) =

1

2δt
[(rk − rk−1) · rk + rk−1 · (rk − rk−1)] (49)

(au second membre, nous avons écrit les deux termes de façon que les temps soient
toujours croissants de gauche à droite). A cause de l’ordre des indices k, le premier
terme du second membre introduit l’opérateur W ·R, alors que le second introduit
R ·W, c’est-à-dire les mêmes opérateurs dans l’ordre inverse. On voit ainsi comment
la méthode des chemins conduit tout naturellement à une symétrisation de l’ordre
des opérateurs, ce qui préserve automatiquement l’hermiticité du produit.

Conclusion

Avoir à sa disposition deux approches complémentaires, la méthode hamilto-
nienne et celle de l’intégrale de chemin, s’avère souvent précieux dans l’étude de
nombreux problèmes physiques. C’est le cas en particulier en théorie des champs,
où les intégrales de chemin jouent un rôle fondamental. Elles sont en fait à la base
d’une grande partie de la mise en œuvre de symétries de groupes (abéliens ou non
commutatifs) dans cette théorie, qui permet de construire une théorie des particules
élémentaires et de leurs interactions. Mais il existe d’autres cas où l’utilisation des
intégrales de chemin s’avère très commode, comme dans les calculs d’interférence
quantique avec des atomes froids. Conceptuellement, la méthode des chemins ap-
porte également un éclairage nouveau sur les liens entre la mécanique quantique et
la mécanique classique et, comme nous l’avons vu au § 3-a, l’optique classique.

Nous nous sommes limités dans ce complément à l’utilisation de l’intégrale de
chemin comme méthode de calcul du propagateur dans le temps d’un système phy-
sique quantique, c’est-à-dire aux exponentielles imaginaires de l’hamiltonien. L’in-
tégrale de chemin est cependant tout aussi utile en mécanique statistique quantique
(Appendice VI), où interviennent des exponentielles réelles de l’hamiltonien (multi-
plié par l’inverse de la température). Elle y fournit par exemple l’outil de base de
nombreux calculs numériques ; le lecteur intéressé par ce domaine pourra consulter
l’ouvrage de Zinn-Justin [81], ou la référence [83] qui décrit plus particulièrement les
méthodes PIMC (Path Integral Quantum Monte Carlo).
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Appendice V

Multiplicateurs de Lagrange

1 Fonction de deux variables . . . . . . . . . . . . . . . . . 717
2 Fonction de N variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 719

La méthode des multiplicateurs de Lagrange permet de trouver les extremums
(maximums ou minimums) d’une fonction F lorsque les variables dont elle dépend
sont reliées par des contraintes, au lieu d’être indépendantes. Cet appendice propose
un résumé de la méthode. La première partie est consacrée aux fonctions de deux
variables, la seconde à la généralisation à un nombre quelconque de variables.

1. Fonction de deux variables

Considérons une fonction réelle F (x1, x2) de deux variables indépendantes x1
et x2. La fonction F est supposée régulière, continue, dérivable, et à dérivées conti-
nues. Les extremums de F sont obtenus pour les valeurs des variables qui annulent
les deux dérivées partielles :

∂F (x1, x2)

∂x1
= 0 ;

∂F (x1, x2)

∂x2
= 0 (1)

qu’on peut résumer comme l’annulation du gradient de F :

−−→∇F = 0 (2)

Deux équations à deux inconnues x1 et x2 permettent en général d’obtenir un nombre
fini de solutions (couples de valeurs de x1 et x2) ; ce nombre peut d’ailleurs être nul
si la fonction F ne possède pas d’extremum.

Recherchons maintenant les extremums de F lorsque les variables ne sont plus
indépendantes, mais liées par une condition :

E (x1, x2) = C (3)

où C est une constante et E (x1, x2) une fonction régulière (continue, dérivable, etc.).
Lorsque cette condition est satisfaite, le point M de coordonnées x1 et x2 est alors
astreint à se déplacer sur une courbe dans le plan (en trait plein sur la Figure 1).
Plaçons-nous au voisinage d’un point M0 quelconque de la courbe, et déplaçons le
point M en donnant aux coordonnées des accroissements dx1 et dx2. Comme E doit
rester constant, dx1 et dx2 sont nécessairement reliés par :

dE =
∂E (x1, x2)

∂x1
dx1 +

∂E (x1, x2)

∂x2
dx2 =

−−→∇E · −−→dM = 0 (4)

Le déplacement du point ne peut donc se faire que selon la tangente à la courbe,
c’est-à-dire perpendiculairement au gradient de la fonction E, comme illustré sur la
Figure 1. Quant à la variation de F , elle est donnée par :

dF =
−−→∇F · −−→dM (5)
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Figure 1 – Lorsque la contrainte E (x1, x2) = C est satisfaite, le point M de co-
ordonnées x1 et x2 ne peut se déplacer que sur une courbe du plan, représentée par
un trait plein. La tangente à cette courbe est perpendiculaire au gradient

−−→∇E de la
fonction E, de sorte que le déplacement doit se faire perpendiculairement à ce gra-
dient. Lorsque le déplacement se fait à partir d’un point quelconque M0, les vecteurs−−→∇E et

−−→∇F ne sont pas parallèles, et la fonction F varie donc au premier ordre en
dF =

−−→∇F · −−→dM . Cependant, si la variation se fait à partir d’un point où, comme au
point P0, les deux gradients sont parallèles, la fonction F est stationnaire. Géomé-
triquement, ce parallélisme signifie que la courbe en traits pleins est tangente à la
courbe de niveau de la surface représentant la fonction F (x1, x2).

En général, les vecteurs
−−→∇E et

−−→∇F ne sont pas parallèles, de sorte que ce produit
scalaire n’est pas nul. La fonction F varie alors au premier ordre en

−−→
dM ; elle n’est

donc pas stationnaire en ce point.

Toutefois, si nous nous plaçons au voisinage d’un point P0 de la courbe où
les deux gradients sont parallèles, la condition (4) entraîne immédiatement la nullité
de la variation (5), et la stationnarité est obtenue. Dans un tel cas, la courbe selon
laquelle se déplace M (à E constant) est tangente en P0 à la courbe de niveau de
la surface qui représente la fonction F . Géométriquement, on comprend ainsi qu’un
déplacement le long d’une ligne de niveau ne fasse pas varier F au premier ordre.
Algébriquement, écrire que les gradients sont parallèles consiste à écrire qu’il existe
une constante λ, dite “multiplicateur de Lagrange”, telle que :

−−→∇F = λ
−−→∇E (6)
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ce qui revient à dire que la différentielle de la fonction F − λE est nulle :

d (F − λE) =
−→∇ (F − λE) · −−→dM

=
∂ [F − λE]

∂x1
dx1 +

∂ [F − λE]

∂x2
dx2

= 0 (7)

Il suffit donc de remplacer la fonction F par la fonction F−λE avec un multiplicateur
de Lagrange λ quelconque pour obtenir la stationnarité de F en présence de la
contrainte (3) sur les variables.

Lorsque λ est donné, on obtient à nouveau deux équations à deux inconnues,
de sorte que les variables x1 et x2 sont déterminées. Leur report dans (3) fournit alors
une valeur de C, qui n’est donc pas libre. Mais, si l’on fait varier le multiplicateur
de Lagrange λ, la constante C devient une fonction de λ, et peut donc être ajustée
en changeant λ. Dans l’équilibre canonique par exemple (Appendice VI, § 1.b), on
maximise la valeur de l’entropie S (qui joue alors le rôle de la fonction F ) à valeur
moyenne E de l’énergie constante. On introduit alors un multiplicateur de Lagrange
β pour rendre stationnaire S − βE ; varier β permet de contrôler la valeur de E.

2. Fonction de N variables

Considérons maintenant une fonction F (x1, x2, ..., xN ) de N variables indé-
pendantes x1, x2,... ,xN . Les extremums de F sont obtenus en annulant les N com-
posantes du gradient de F (chaque composante est la dérivée partielle de F par
rapport à l’une des variables) :

−−→∇F = 0 (8)

On obtient ainsi N équations pour déterminer N inconnues, donc un nombre fini
d’extremums.

Supposons maintenant que les N variables soient liées par P ≤ N conditions :

Ep (x1, x2, ..., xN ) = Cp avec p = 1, 2, ..., P (9)

Considérons un point M dans l’espace à N dimensions de coordonnées x1, x2, ..., xN .
Si ces coordonnées satisfont les P conditions (9), leurs variations infinitésimales
obéissent aux P relations :
−−→∇Ep ·

−−→
dM = 0 avec p = 1, 2, ..., P (10)

Pour que toutes les fonctions Ep restent constantes il faut donc que, dans l’espace

à N dimensions, la variation
−−→
dM de la position du point M soit orthogonale à tous

les gradients
−−→∇Ep. Deux cas sont alors possibles :

(i) soit le gradient
−−→∇F est contenu dans le sous-espace engendré par les

−−→∇Ep,
cas auquel la condition d’orthogonalité (10) implique que

−−→
dM est également ortho-

gonal à
−−→∇F , ce qui entraîne la nullité de la variation dF =

−−→∇E ·−−→dM ; la stationnarité
est alors assurée ;

(ii) soit le gradient
−−→∇F n’est pas contenu dans ce sous-espace, et il possède

donc une composante non nulle
−−→∇F⊥ orthogonale à ce sous-espace. On peut alors
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choisir
−−→
dM parallèle à

−−→∇F⊥ et obtenir une variation du premier ordre de F , tout en
satisfaisant aux P contraintes.

La conclusion est donc que la stationnarité de F est équivalente à la condi-
tion que le gradient

−−→∇F soit contenu dans le sous-espace engendré par les
−−→∇Ep,

c’est-à-dire à la condition qu’il existe des multiplicateurs de Lagrange λp (avec
p = 1, 2, ..., P ) tels que :

−−→∇F = λ1
−−→∇E1 + λ2

−−→∇E2 + ...+ λP
−−−→∇EP (11)

De façon équivalente, la condition de stationnarité peut être obtenue en écrivant la
nullité de la différentielle :

d (F − λ1E1 − λ2E2 − ...− λPEP ) = 0 (12)

et en traitant les variables x1, x2, ..., xN comme si elles étaient indépendantes.
Si les multiplicateurs de Lagrange λp sont donnés, chaque composante de

la relation (11) fournit une équation, de sorte qu’on a autant d’équations que de
variables x1, x2, ..., xN . On obtient alors pour la fonction F un nombre fini de points
d’extremums liés par les contraintes, avec des valeurs déterminées des fonctions E1,
E2, ..., EP . Si l’on fait varier les multiplicateurs de Lagrange, on fait également
varier les valeurs de ces fonctions.
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Appendice VI

Rappels de mécanique statistique quantique

1 Ensembles statistiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 721

1-a Ensemble micro-canonique . . . . . . . . . . . . . . . . . 721

1-b Ensemble canonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 725

1-c Ensemble grand-canonique . . . . . . . . . . . . . . . . 727

2 Variables intensives ou extensives ; valeur des gran-
deurs physiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 729

2-a Micro-canonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 730

2-b Canonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 730

2-c Grand-canonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 731

2-d Autres ensembles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 732

En mécanique quantique comme en mécanique classique, lorsque l’on étudie
un système à un très grand nombre de degrés de liberté (par exemple un ensemble
d’un très grand nombre de particules, de l’ordre du nombre d’Avogadro), il n’est
pas possible d’utiliser une description du système avec une précision maximale ; on
doit recourir à une description moins détaillée, de caractère seulement statistique. Le
but de cet appendice n’est pas de fournir une introduction générale à la mécanique
statistique, ni aux postulats sur lesquels elle repose. Il est simplement de résumer
un certain nombre de résultats de mécanique statistique quantique dont il est fait
usage dans plusieurs compléments. En particulier, la majorité des compléments du
Chapitre XV, ainsi que les BXVII et DXVII font usage de la notion de potentiel
chimique µ ou du “grand potentiel” Φ ; nous verrons dans cet Appendice comment
les interpréter dans le cadre des différents ensembles statistiques.

1. Ensembles statistiques

Plusieurs “ensembles statistiques” sont couramment utilisés pour décrire les
systèmes physiques à l’équilibre. Nous introduisons ici les trois plus courants : l’en-
semble micro-canonique, l’ensemble canonique, et l’ensemble grand-canonique. Le
premier de ces ensembles fournit un cadre général permettant une introduction na-
turelle des deux autres.

1-a. Ensemble micro-canonique

On considère un système physique de N particules contenues dans une boîte
de volume V. L’énergie E du système tombe dans un certain intervalle :

E −∆E/2 ≤ E ≤ E +∆E/2 (1)

avec ∆E ≪ E. Ce système est isolé de l’extérieur, avec lequel il ne peut échanger ni
particule ni énergie. On note |E, q〉 les états propres de son hamiltonien Ĥ, où q est
un indice permettant de tenir compte de la dégénérescence de chaque valeur propre
E de cet hamiltonien.
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α. Opérateur densité, entropie

On suppose que le système a la même probabilité de se trouver dans l’un
quelconque des états dont l’énergie tombe dans l’intervalle (1) ; aucun état n’est
donc privilégié par rapport à tous les autres. L’opérateur densité micro-canonique
du système à l’équilibre est alors :

ρeq =
1

Z
P∆E (E) (2)

où P∆E (E) est le projecteur sur le sous-espace engendré par l’ensemble des états
concernés :

P∆E (E) =

E+∆E
2∑

E′=E−∆E
2

∑

q

|E′, q〉 〈E′, q| (3)

et où Z est la fonction de partition micro-canonique définie par :

Z = Tr {P∆E (E)} (4)

La relation (2) exprime que les probabilités d’occupation des états |E, q〉 sont toutes
égales à 1/Z. Comme, dans (3), chacun des projecteurs sur un état |E, n〉 contribue
d’une unité à la trace de (4), la fonction de partition Z n’est autre que le nombre
de termes dans la somme (3), soit le nombre de niveaux dans l’intervalle d’énergie
(1). Si D (E) est la densité d’états, on a donc :

Z = D (E)×∆E (5)

Comme dans le § 1 du Complément AXXI, nous définissons alors l’entropie S
par (kB est la constante de Boltzmann) :

S = −kB Tr {ρ Logρ} (6)

Comme les |E, n〉 sont vecteurs propres de ρeq de valeurs propres 1/Z, nous avons :

Log ρeq = −LogZ

E+∆E
2∑

E′=E−∆E
2

∑

q

|E′, q〉 〈E′, q| (7)

de sorte que :

ρeq Log ρeq = −LogZ
Z

E+∆E
2∑

E′=E−∆E
2

∑

q

|E′, q〉 〈E′, q| (8)

Nous reconnaissons au second membre le projecteur P∆E (E) dont la trace est Z, de
sorte que :

Tr {ρeq Logρeq} = −LogZ (9)

La valeur à l’équilibre de l’entropie est donc :

S = kB LogZ (10)
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β. Température, potentiel chimique

Supposons maintenant que l’on varie de dE l’énergie E d’équilibre, à volume
V et nombre de particules N constant. Comme aucun travail n’est échangé avec
l’extérieur (les parois sont fixes), cette variation est intégralement une quantité de
chaleur :

dQ = dE = TdS (11)

où la seconde égalité résulte de la définition thermodynamique usuelle de la variation
d’entropie dS=dQ/T . Ainsi, dans l’ensemble micro-canonique, la température est
définie par :

1

T
=

∂S

∂E

∣∣∣∣
N,V

(12)

où nous avons utilisé la notation des dérivées partielles pour insister sur le fait que
les variations sont effectuées à N et V constants.

De même, faisons varier le nombre de particules N à volume et énergie E
constants. On définit alors le “potentiel chimique” µ (homogène à une énergie)
comme :

µ = −T ∂S

∂N

∣∣∣∣
E,V

(13)

A température constante, µ est donc d’autant plus grand en valeur absolue que l’en-
tropie (nombre de niveaux accessibles dans la bande d’énergie ∆E) varie rapidement
avec le nombre de particules N . Nous verrons que le potentiel chimique joue un rôle
essentiel dans l’équilibre grand-canonique (§ 1-c). La troisième dérivée partielle de
S (celle par rapport au volume) sera évaluée au § 2-a.

Remarque :

Reportons (5) dans la relation (10), en multipliant D(E) par kBT et en divisant ∆E
par cette même quantité (ceci permet de conserver des arguments sans dimension
dans les logarithmes) ; il vient :

S

kB
= Log [D (E) kBT ] + Log

[
∆E

kBT

]
(14)

Pour un système physique macroscopique, le nombre de particules est très élevé, de
l’ordre du nombre d’Avogadro. Examinons donc ce qui se produit lorsque le nombre
de particules N tend vers l’infini ; nous supposons que l’énergie E ainsi que le vo-
lume varient proportionnellement à N (limite thermodynamique). On s’attend alors
à ce que l’entropie croisse elle aussi de façon proportionnelle à N . Cette variation
linéaire de l’entropie ne peut pas provenir du second terme de (14) : même si l’in-
tervalle d’énergie ∆E varie proportionnellement à N , il n’introduit qu’une variation
logarithmique beaucoup plus lente. L’essentiel de la variation de S provient donc du
premier terme de (14), et du fait que la densité d’états croît extrêmement vite avec
N : la variation de D(E) est de type exponentiel et, comme son exposant contient
N , elle est fantastatiquement rapide. A la limite des grands systèmes, c’est donc le
premier terme de (14) qui domine très largement le second. C’est pourquoi l’on dit
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souvent que l’entropie caractérise la densité d’états d’un système physique (plus pré-
cisément, le nombre de ses niveaux quantiques d’énergie dans un intervalle d’énergie
microscopique, ici choisi égal à kBT ).

γ. Maximisation de l’entropie

Prenons maintenant pour ρ un opérateur densité quelconque, hermitique, de
valeurs propres positives ou nulles dont la somme est égale à l’unité. Appelons |θn〉
ses vecteurs propres et pn ses valeurs propres (0 ≤ pn ≤ 1) ; ces dernières satisfont
la relation de somme :
∑

n

pn = 1 (15)

Nous supposons que ρ est restreint à la bande d’énergie (1) : tous les |θn〉 pour
lesquels pn 6= 0 sont des combinaisons linéaires quelconques des vecteurs propres
|E, q〉 satisfaisant (1).

On peut attribuer à ρ une entropie :

Sρ = −kB Tr {ρ Logρ} (16)

où kB est la constante de Boltzmann. Nous allons voir que, parmi tous les opérateurs
ρ possibles, celui qui maximise cette entropie est l’opérateur d’équilibre ρeq. Nous
pouvons en effet écrire :

ρ =
∑

n

pn |θn〉 〈θn| Logρ =
∑

n

Logpn |θn〉 〈θn| (17)

et donc :

Sρ = −kB Tr

{∑

n

pn Logpn |θn〉 〈θn|
}

= −kB
∑

n

pn Logpn (18)

Si les pn varient, la variation de S s’écrit :

dS = −kB
∑

n

[1 + Logpn] dpn (19)

Mais la relation (15) impose que la somme des variations dpn doit rester nulle.
Ecrivons maintenant que (19) est nulle quand cette contrainte est satisfaite. Nous
utilisons pour cela un multiplicateur de Lagrange λ (Appendice V) qui nous permet
d’obtenir la relation :
∑

n

[λ+ 1 + Logpn] dpn = 0 (20)

qui doit être vérifiée pour toute variation dpn. L’annulation des coefficients conduit
alors à :

Logpn = −λ− 1 (21)

qui indique que tous les pn non nuls sont égaux. L’opérateur ρ est alors proportionnel
au projecteur (3). Lorsqu’on normalise sa trace à 1, on obtient (2) : l’opérateur
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densité micro-canonique correspond donc à un extremum de l’entropie. Comme les
pn sont tous compris entre 0 et 1, la relation (18) montre que cet extremum est positif.
Pour savoir s’il s’agit d’un maximum ou d’un minimum, choisissons maintenant un
autre opérateur ρ dont toutes les valeurs propres sont nulles, sauf une qui vaut 1 ;
il conduit à une entropie Sρ nulle. L’extremum obtenu à l’équilibre micro-canonique
est donc un maximum absolu de Sρ.

Ce résultat constitue un théorème important : l’opérateur densité qui maxi-
mise l’entropie est la somme des projecteurs sur tous les états accessibles, avec des
valeurs propres égales (probabilités de trouver le système physique dans chacun de
ces états).

1-b. Ensemble canonique

Nous considérons maintenant un système physique S qui n’est plus isolé, mais
couplé à un réservoir R avec lequel il échange de l’énergie ; S et R sont par exemple
couplés à travers une paroi qui conduit la chaleur, mais qui reste fixe de sorte qu’au-
cun travail ne peut être échangé entre eux. Nous appelons NR, ER et VR le nombre
de particules, l’énergie et le volume du réservoir R.

α. Opérateur densité

Nous supposons que le réservoir R est beaucoup plus grand que le système S,
de sorte que sa température ne varie pas lorsqu’il échange de l’énergie avec S. Selon
la relation (12), cela signifie que sa température TR définie par :

1

TR
=

∂SR
∂ER

∣∣∣∣
NR,VR

(22)

est une constante. Pour la caractériser, nous introduisons la constante β :

β =
1

kBTR
=

1

kB

∂SR
∂ER

∣∣∣∣
NR,VR

(23)

Or nous avons vu en (10) que SR = kB LogZR, où ZR est le nombre de niveaux
accessibles au réservoir dans une bande d’énergie ∆E centrée autour de ER. Nous
avons donc :

∂LogZR
∂ER

∣∣∣∣
NR,VR

= β (24)

de sorte que les variations en fonction de l’énergie (mais à NR et VR constants) de
ce nombre de niveaux sont exponentielles :

ZR ∝ eβER (25)

Le système total S+R est décrit par un opérateur densité à l’équilibre micro-
canonique. Ses vecteurs propres de l’énergie sont les produits tensoriels des vecteurs
propres |E, q〉 de l’énergie du système S par les vecteurs propres |ER, qR〉 de l’énergie
du système R :

|E, q〉 ⊗ |ER, qR〉 (26)
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L’opérateur densité micro-canonique de S +R d’énergie totale Etot = E + ER est
alors :

ρS+R =
1

ZS+R

Etot+
∆E
2∑

E′+E′
R=Etot−∆E

2

∑

q

(|E′, q〉 ⊗ |E′
R, qR〉) (〈E′, q| ⊗ 〈E′

R, qR|) (27)

L’opérateur densité ρeq du système S est obtenu par une trace sur le réservoir :

ρeq = TrR {ρS+R} (28)

Dans (27), la trace sur R de chaque projecteur |E′
R, qR〉 〈E′

R, qR| donne simplement
l’unité. Donc ρeq est simplement une somme de projecteurs sur les états propres de
l’énergie |E′, q〉 〈E′, q|, multipliés par le nombre de niveaux de R d’énergie Etot−E′

dans une bande d’énergie ∆E. Or la relation (25) indique que ce nombre de niveaux

varie comme l’exponentielle eβER = eβ(Etot−E′). Si nous supprimons les facteurs de
proportionnalité 1/ZS+R et eβEtot , nous obtenons donc :

ρeq ∝
∑

E′

∑

q

e−βE
′ |E′, q〉 〈E′, q| = e−βĤ (29)

où Ĥ est l’hamiltonien du système S. La normalisation de la trace de ρ conduit alors
à :

ρeq =
1

Zc
e−βĤ (30)

où Zc est la “fonction de partition canonique” définie par :

Zc = Tr
{
e−βĤ

}
(31)

Ces deux relations fournissent donc l’opérateur densité de S à l’équilibre thermique
canonique. Contrairement à ce qui se produisait avec l’équilibre micro-canonique,
l’énergie du système S n’est plus restreinte à un petit intervalle ; elle peut fluctuer
spontanément, au lieu d’être restreinte à une bande d’énergie donnée ∆E.

Le potentiel thermodynamique de l’équilibre canonique est défini par une fonc-
tion F appelée “énergie libre” :

F =
〈
Ĥ
〉
− TS (32)

A l’équilibre où ρ est donné par (30), cette énergie libre vaut donc :

F =
〈
Ĥ
〉
+ kBT Tr

{
ρeq

[
−LogZc − βĤ

]}
=
〈
Ĥ
〉
−
〈
Ĥ
〉
− kBT LogZc (33)

de sorte que nous obtenons :

F = −kBT LogZc (34)
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β. Minimisation de l’énergie libre

Supposons maintenant que ρ soit un opérateur densité quelconque, et mon-
trons que l’énergie libre associée est minimale lorsque ρ prend la valeur de l’équilibre
canonique (30). Calculons en effet la variation de F :

dF = Tr
{[
Ĥ + kBT (1 + Logρ)

]
dρ
}

(35)

Cette variation ne peut s’annuler pour toute variation dρ que si l’opérateur entre
crochets sous la trace s’annule, donc si :

Logρ = −1− βĤ (36)

qui indique que ρ ∝ e−βĤ ; on retrouve donc l’opérateur d’équilibre canonique.
D’autre part, il suffit de supposer que ρ est le projecteur sur un état de grande

énergie positive pour que S soit nul et
〈
Ĥ
〉

arbitrairement grand, et pour que F ait

une valeur élevée ; il est donc clair que l’extremum de F lorsque ρ prend la valeur
d’équilibre est un minimum.

1-c. Ensemble grand-canonique

Nous supposons maintenant que le système physique S peut échanger avec le
réservoir, non seulement de l’énergie, mais aussi des particules ; ils sont maintenant
couplés par une interface qui laisse également passer les particules. Comme plus haut,
ce réservoir est supposé suffisamment grand pour que sa température reste constante
lorsqu’il échange de l’énergie. Il est également supposé suffisamment grand pour que
son nombre de particules change très peu en valeur relative lors de ses échanges avec
S ; il en découle que son potentiel chimique reste lui aussi constant lorsqu’il échange
des particules :

µ = −T ∂SR
∂N

∣∣∣∣
E,V

= constante (37)

α. Opérateur densité

Comme le nombre de particules N du système S et celui NR du réservoir
sont maintenant variables, leurs espaces des états sont maintenant des espaces de
Fock (Chapitre XV). Il faut donc ajouter des indices N et NR respectivement aux
kets |E, q〉 et |ER, qR〉, et donc deux sommations sur ces indices à l’expression de
l’opérateur densité micro-canonique ρS+R écrit en (27). L’opérateur densité micro-
canonique du système total devient alors :

ρS+R =
1

ZS+R

Etot+
∆E
2∑

E′+E′
R=Etot−∆E

2

∑

N ′+N ′
R=Ntot

∑

q

(
|E′, N ′, q〉 ⊗ |E′

R, N
′
R, qR〉

)(
〈E′, N ′, q| ⊗ 〈E′

R, N
′
R, qR|

)

(38)

où Etot et Ntot sont respectivement l’énergie et le nombre de particules du système
total S + R. La suite du raisonnement se déroule comme au § 1-b-α. Une trace
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partielle sur le réservoir fournit l’opérateur densité de S, qui est une combinaison
linéaire de projecteurs :

|E′, N ′, q〉 〈E′, N ′, q| (39)

avec des poids qui correspondent au nombre d’états du réservoir dans une bande
d’énergie centrée en E′

R = Etot−E′ lorsque le nombre de particules du réservoir est
N ′

R = Ntot − N ′. Deux variables du réservoir varient donc simultanément, au lieu
d’une seule pour l’équilibre canonique. Mais le fait que µ et β restent constants dans
les relations (24) et (37) implique que l’entropie SR varie linéairement en fonction
de ces variables :

SR = S0
R +

1

T
E′

R −
µ

T
N ′

R = S0
R + kBβ (E

′
R − µN ′

R) (40)

où S0
R est une constante qui ne joue aucun rôle dans la suite. Si nous utilisons à

nouveau la relation (10) pour relier l’entropie du réservoir au nombre d’états ZR
accessibles au réservoir, nous obtenons :

ZR = eS/kB ∝ eβ(E′
R−µN ′

R) = eβ(Etot−µNtot) × e−β(E′−µN ′) (41)

où µ et β restent constants. Le même raisonnement que plus haut montre alors que
la trace sur les variables du réservoir conduit à l’opérateur densité ρ suivant pour le
système S :

ρeq =
1

Zgc
e−β(Ĥ−µN̂) (42)

avec :

Zgc = Tr
{
e−β(Ĥ−µN̂)

}
(43)

où N̂ est l’opérateur nombre total de particules de S (les lettres gc sont l’abbréviation
de “grand canonique”).

β. Grand-potentiel

Le potentiel thermodynamique de l’ensemble grand-canonique est le “grand
potentiel” Φ défini par :

Φ = 〈H〉 − TS − µ 〈N〉 (44)

Une démonstration calquée sur celle que nous avons faite pour F dans le cadre de
l’ensemble canonique montre que la valeur à l’équilibre de ce potentiel est :

Φ = −kBT LogZgc (45)

Enfin, si l’on fait varier ρ, on voit pour les mêmes raisons que plus haut que ce
potentiel atteint un minimum lorsque ρ est donné par (42) ; une démonstration
détaillée de cette propriété est donnée au § 1 du Complément EXV.
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2. Variables intensives ou extensives ; valeur des grandeurs physiques

Considérons un système physique macroscopique à l’équilibre S, et divisons-
le en deux sous-systèmes de tailles égales S ′ et S ′′ ; on peut pour cela insérer par
l’esprit une paroi qui sépare S ′ de S ′′. Certaines grandeurs physiques associées à S ′
ou S ′′, pris séparément, sont la moitié de celles de S : les volumes, les énergies, les
nombres de particules, les entropies, etc. De telles grandeurs physiques sont dites
“extensives”. En revanche, certaines autres grandeurs physiques ne changent pas lors
de cette division : le nombre de particules par unité de volume, la température,
le potentiel chimique, etc. De telles grandeurs physiques sont dites “intensives”. De
façon générale, lorsqu’un système physique macroscopique de volume V est divisé
en plusieurs parties macroscopiques de volumes respectifs V1, V2, etc. les grandeurs
physiques attachées à chacun d’entre eux qui sont proportionnelles à leur volume
sont dites extensives, celles qui restent invariantes sont dite intensives.

En ce qui concerne les ensembles décrits plus haut, leur description est faite
par une combinaison 1 de variables extensives et intensives :

(i) Dans l’ensemble micro-canonique, les trois variables indépendantes qui dé-
crivent l’équilibre du système physique sont les trois variables extensives V, N et
son énergie E ; les autres grandeurs physiques (température, entropie, potentiel chi-
mique, etc.) sont considérées comme des fonctions de ces variables. Le potentiel
thermodynamique est l’entropie S, extensive et directement reliée au logarithme de
la fonction de partition micro-canonique.

(ii) Dans l’ensemble canonique, les trois variables indépendantes comprennent
deux variables extensives V et N ainsi qu’une variable intensive T (ou β). Le poten-
tiel thermodynamique est l’énergie libre F , fonction extensive directement reliée au
logarithme de la fonction de partition canonique.

(iii) Dans l’ensemble grand-canonique, il existe une seule variable indépen-
dante extensive, le volume V, et deux variables intensives T et µ. Le potentiel ther-
modynamique est la fonction Φ, extensive et directement liée au logarithme de la
fonction de partition grand-canonique.

Pour un système macroscopique, on considère en général que les trois en-
sembles ci-dessus sont équivalents. Les descriptions statistiques sont cependant dif-
férentes : dans l’équilibre canonique par exemple, l’énergie n’est pas contrainte à de-
meurer strictement dans un intervalle ∆E, mais peut fluctuer et, en théorie, prendre
des valeurs hors de cet intervalle. Cependant, si le système est macroscopique, les
fluctuations de l’énergie autour de sa valeur moyenne restent très petites en valeur
relative ; on commet une erreur très faible en supposant que l’énergie ne sort pas
d’une bande fixe ∆E. Ceci permet d’identifier 〈H〉 à l’énergie micro-canonique E :

〈H〉 = E (46)

De même, dans l’ensemble grand-canonique, le nombre de particules fluctue autour
de sa valeur moyenne 〈N〉 mais, pour un système physique macroscopique, ces fluc-
tuations restent en général 2 très petites en valeur relative. On peut donc identifier

1. Tout ensemble doit être décrit par au moins une variable extensive, sinon la taille du
système ne serait pas définie.

2. Il existe cependant des exceptions à cette règle : par exemple, pour un gaz parfait de
Bose condensé, les fluctuations grand-canoniques du nombre de particules restent grandes pour
un système macroscopique. C’est un système très particulier où les ensembles canonique et grand-
canonique ne sont pas équivalents pour certaines propriétés physiques.
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cette valeur moyenne au nombre de particules N des ensembles micro-canonique et
canonique :

〈N〉 = N (47)

2-a. Micro-canonique

Les relations (12) et (13) fournissent les dérivées partielles de l’entropie S par
rapport aux variables E et N ; recherchons maintenant celle par rapport au volume
V.

Supposons donc que le volume V du système physique varie d’une quantité
dV, à nombre de particules N constant et sans échange de chaleur (nous supposons
que les parois du système sont isolantes). Si P est la pression interne du système, il
fournit alors à l’extérieur un travail PdV, ce qui veut dire que son énergie interne
varie de la quantité :

dE = −PdV (48)

En l’absence d’échange de chaleur, dQ = 0, et la relation thermodynamique dQ =
TdS entraîne la nullité de la variation de l’entropie :

dS =
∂S

∂V

∣∣∣∣
N,E

dV+ ∂S

∂E

∣∣∣∣
N,E

dE = 0 (49)

Insérons la relation (12) dans ce résultat et multiplions par T ; nous obtenons :

T
∂S

∂V

∣∣∣∣
N,E

dV+dE = 0 (50)

Or la relation (48) montre que la pression P est donnée par −dE/dV ; compte tenu
de (10), nous obtenons donc :

P = T
∂S

∂V

∣∣∣∣
N,E

= kBT
∂LogZ
∂V

∣∣∣∣
N,E

(51)

Nous obtenons ainsi la pression dans le cadre de l’ensemble micro-canonique.
Dans le § 1-a-β, nous avons déjà étudié les effets sur l’entropie des variations de

E (à V et N constants) et de N (à E et V constants). Le présent calcul complète donc
celui des trois dérivées partielles du potentiel thermodynamique micro-canonique S,
de sorte que nous pouvons écrire sa différentielle totale sous la forme :

dS =
1

T
dE +

P

T
dV− µ

T
dN (52)

2-b. Canonique

Pour un système macroscopique, nous avons vu plus haut qu’on peut remplacer
〈H〉 par l’énergie micro-canonique E dans la définition (32) de l’énergie libre. La
relation (32) conduit alors par différenciation à :

dF = dE − TdS − SdT (53)
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Reportons alors (52) dans le terme en TdS de cette relation ; les termes en dE
disparaissent, et il vient :

dF = −SdT − PdV + µdN (54)

qui fournit la différentielle totale du potentiel thermodynamique de l’ensemble ca-
nonique.

Cette relation permet d’interpréter physiquement le potentiel chimique comme
l’augmentation d’énergie libre lorsqu’on ajoute une particule au système physique 3,
à température et volume du système physique constants. Quant à la pression P , elle
peut être obtenue par la relation :

P = − ∂F

∂V

∣∣∣∣
N,T

(55)

soit, d’après (34) :

P = kBT
∂LogZc
∂V

∣∣∣∣
N,T

(56)

qui est similaire à (51). Nous obtenons ainsi la pression du système physique en
fonction de son volume et de sa température, c’est-à-dire son “équation d’état”.

Pour calculer l’énergie moyenne
〈
Ĥ
〉
, on utilise les relations (30) et (31), qui

donnent :

〈
Ĥ
〉
=

1

Zc
Tr
{
Ĥ e−βĤ

}
=
−1
Zc

∂

∂β
Tr
{
e−βĤ

}
(57)

où la dérivée partielle est prise à N et V constants. Donc :

〈
Ĥ
〉
= − 1

Zc

∂Zc
∂β

= −∂LogZc
∂β

(58)

.

2-c. Grand-canonique

Pour un système macroscopique, en général le nombre de particules fluctue
très peu en valeur relative, et nous pouvons remplacer 〈N〉 par N dans la définition
(44) du grand-potentiel thermodynamique Φ. On obtient alors :

dΦ = dF − µdN −Ndµ (59)

Si nous reportons (54) dans cette relation, les termes en µdN disparaissent, et il
reste :

dΦ = −SdT − PdV −Ndµ (60)

3. A température nulle, l’énergie libre s’identifie à l’énergie E, de sorte que µ correspond à
l’augmentation d’énergie consécutive à l’ajout d’une particule.
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Pour cet ensemble, la seule variable extensive est le volume V. A température
et potentiel chimique fixés, lorsque ce volume est grand on obtient un système ma-
croscopique dont l’énergie, l’entropie, et le nombre de particules sont proportionnels
à V. On a donc simplement :

Φ = −PV (61)

Le grand-potentiel divisé par V donne donc directement la pression, sans dérivation
partielle.

Compte tenu de (45), le nombre moyen de particules et la pression sont donc
maintenant déterminés par :

N = − ∂Φ

∂µ

∣∣∣∣
V,T

= kBT
∂LogZgc
∂µ

∣∣∣∣
V,T

P = −Φ

V =
kBT

V LogZgc (62)

L’élimination du potentiel chimique µ entre ces deux égalités permet d’obtenir la
relation reliant le nombre de particules dans un volume donné à la pression P et la
température T (équation d’état du système physique).

2-d. Autres ensembles

Les trois ensembles statistiques que nous avons étudiés sont les plus couram-
ment utilisés, mais ils ne sont pas les seuls. Il existe en effet d’autres ensembles
statistiques utiles, par exemple l’ensemble isotherme-isobare. Dans cet ensemble, le
réservoir avec lequel le système S est couplé peut échanger avec lui de l’énergie et
du volume, mais pas de particules ; le nombre N est donc fixé. La seule variable
extensive est cette variable N , les deux autres variables étant intensives : la tem-
pérature T et la pression P . Le potentiel thermodynamique associé à l’ensemble
isotherme-isobare est la fonction de Gibbs G définie par :

G = E + PV − TS (63)

Le calcul de la différentielle de cette fonction est très semblable aux précédents.
Lorsqu’on différencie G et que l’on reporte (52), on constate que les termes en dE
et PdV disparaissent, et l’on obtient :

dG = VdP − SdT + µdN (64)

La fonction G est extensive. Si l’on augmente le nombre de particules N (à pression et
température fixées), pour un système macroscopique elle croît proportionnellement
à la taille du système, et l’on a simplement :

G = µN (65)

Si l’on fait varier la température et la pression d’un ensemble de N particules, la
variation du potentiel chimique µ est obtenue en divisant (64) par N et en y faisant
dN = 0 ; on obtient ainsi la relation de Gibbs-Duhem :

dµ =
V
N

dP − S

N
dT (66)
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L’ensemble isotherme-isobare est particulièrement bien adapté à l’étude de l’équilibre
entre deux phases telles qu’un liquide et sa vapeur, l’un et l’autre à la même pression
et même température.

Le lecteur intéressé par un exposé moins succinct que le présent résumé des
principes généraux de la mécanique statistique pourra consulter par exemple les
références [84, 85, 86, 3].

733





TRANSFORMÉE DE WIGNER

Appendice VII

Transformée de Wigner
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5-b Discussion générale ; composante “fantôme” . . . . . . . 761

Introduction

En mécanique classique, il est possible de spécifier avec une précision arbi-
traire à la fois la position r et l’impulsion p (donc la vitesse) d’une particule. Si
l’état de la particule est défini de façon statistique, on décrit la particule classique
par une distribution dans l’espace des phases ρcl (r,p), qui est une fonction positive
quelconque normée à l’unité ; cette distribution peut par exemple contenir des corré-
lations entre position et vitesse. En mécanique quantique, la situation est différente.
Il est certes courant d’y utiliser deux représentations, l’une dans l’espace des posi-
tions et l’autre dans l’espace des impulsions, le passage de l’une à l’autre mettant en
jeu une opération de transformation de Fourier. Mais ces deux représentations sont
exclusives : en représentation position, on perd toute information sur l’impulsion de
la particule (réciproquement, en représentation impulsion, on perd toute information
sur la position) ; ainsi, aucune information sur une corrélation éventuelle entre ces
deux grandeurs n’est disponible.

Il est donc intéressant d’introduire un point de vue quantique qui soit inter-
médiaire entre ces deux extrêmes, de façon à conserver à la fois des informations sur
position et impulsion, tout en satisfaisant aux règles générales de la mécanique quan-
tique ; ces dernières imposent une certaine limite à la précision des informations. La
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transformation de Wigner fournit ce point de vue intermédiaire ; elle permet en effet
d’introduire en mécanique quantique une fonction ρW (r,p) qui permet de calculer
les valeurs moyennes de la même façon qu’on le ferait avec une distribution classique
ρcl (r,p). Historiquement, cette transformation a été introduite 1 en 1932 par Wigner
[87, 88] dans le cadre de l’étude des corrections quantiques à l’équilibre thermique,
mais elle s’avère également un outil bien plus général. Elle fournit très naturellement
des développements semi-classiques en puissance de ℏ, par exemple pour l’évolution
temporelle d’un système quantique. Nous verrons même qu’elle fournit une méthode
de quantification, permettant en particulier d’obtenir des expressions correctement
symétrisées des opérateurs quantiques à partir de fonctions classiques des positions
et des impulsions. Nombreux sont donc les domaines de la physique où la transformée
de Wigner s’avère utile, voire indispensable.

Le but de cet appendice est donc de montrer comment on peut associer à tout
opérateur densité quantique une distribution de Wigner ρW (r,p), parfois appelée
“distribution semi-classique”, et d’en discuter un certain nombre de propriétés. De
même, à tout opérateur (observable) A agissant dans l’espace des états, on peut
associer une transformée de Wigner AW (r,p) qui est une simple fonction de r et p.

Dans les situations classiques ou semi-classiques (celles où les variations spa-
tiales des grandeurs physiques se font sur des distances suffisamment grandes), la
fonction ρW (r,p) possède toutes les propriétés d’une distribution classique : c’est
une fonction positive dont l’intégrale du produit par AW (r,p) donne bien la valeur
moyenne de l’opérateur A. Nous verrons que la distribution de Wigner reflète sim-
plement dans ce cas l’écoulement du fluide de probabilité. Comme ρW (r,p) permet
de conserver trace des corrélations entre position et impulsion, l’utilisation de cette
fonction est particulièrement commode dans un certain nombre de cas, en particulier
dans la théorie du transport quantique, dont les applications sont nombreuses.

Dans le cas général où les effets quantiques sont importants (variations spa-
tiales rapides), les relations classiques qui lient la distribution et les valeurs moyennes
restent valables, ce qui assure que la distribution de Wigner conserve toute son uti-
lité. Il apparaît cependant une différence notable avec une distribution de proba-
bilités : la fonction ρW (r,p) peut alors prendre des valeurs négatives. De plus, et
comme nous le verrons plus loin, elle peut présenter des composantes “fantômes” où
elle est différente de zéro en un point où la probabilité de trouver la particule est
nulle. Il n’est donc pas possible d’interpréter le produit ρW (r,p)d3rd3p comme la
probabilité que la particule occupe une cellule infinitésimale d3rd3p de l’espace des
phases centrée en (r,p) ; une telle interprétation entrerait d’ailleurs en contradiction
flagrante avec les relations de Heisenberg pour les très petits volumes infinitésimaux.
Il faut donc considérer ρW (r,p) plutôt comme une “quasi-distribution”, un outil qui
permet de calculer toutes les valeurs moyennes sans pour autant s’identifier à une
véritable distribution de probabilités, même si nous continuerons à utiliser le mot
distribution pour nous conformer à l’usage.

Cet appendice fournit les outils qui permettent d’étudier ces différentes situa-
tions, et en particulier, d’obtenir des développements en gradients qui fournissent
directement des développements en ℏ. Le § 1 constitue un préliminaire où nous intro-
duisons une forme commode de la fonction delta d’un opérateur. Cette forme nous
sert ensuite, au § 2, à définir la distribution de Wigner d’un opérateur densité pour

1. Wigner mentionne cependant dans son article que la même transformation avait déjà été
utilisée auparavant par L. Szilard, mais dans un autre cadre.
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une particule sans spin ; nous en étudierons un certain nombre de caractéristiques,
en particulier pour un paquet d’ondes gaussien. Au § 3, nous étudions ensuite la
transformée de Wigner des opérateurs et montrons comment elle peut être associée
à la distribution de Wigner de l’opérateur densité pour effectuer des calculs sem-
blables à ceux correspondant à une distribution classique ; une étape importante est
le calcul de la transformée de Wigner associée à un produit d’opérateurs. La géné-
ralisation des considérations précédentes pour tenir compte du spin, ainsi que de la
présence éventuelle de plusieurs particules en interaction, est présentée au § 4. Enfin,
au § 5, nous discutons les propriétés physiques de la transformation de Wigner en
l’appliquant à l’analyse d’une expérience d’interférence quantique ; nous montrons
en particulier comment apparaissent des “composantes fantômes” (ou composantes
vides) de la transformée, qui changent rapidement de signe en fonction de l’impulsion
et signalent la présence des effets quantiques.

1. Fonction delta d’un opérateur

Considérons un opérateur hermitique A à spectre continu, dont les valeurs
propres sont notées α. Nous définissons un opérateur DA (a), qui dépend d’un para-
mètre réel continu a, par :

DA (a) =
1

2π

∫
dx eix(A−a) (1)

C’est en quelque sorte un “opérateur fonction delta” associé à la différence entre
l’opérateur A et une constante a. Nous appelons |α, s〉 les vecteurs propres de A ;
l’indice s (supposé discret) prend en compte la dégénérescence éventuelle de la valeur
propre α. Dans un état quantique défini par un opérateur densité ρ, cet opérateur
prend la valeur moyenne :

〈DA (a)〉 = 1

2π

∫
dx Tr

{
ρ eix(A−a)

}

=
1

2π

∫
dx
∫

dα
∑

s

〈α, s| eix(A−a) |α, s〉 〈α, s| ρ |α, s〉

=
1

2π

∫
dx
∫

dα
∑

s

eix(α−a) 〈α, s| ρ |α, s〉 (2)

L’intégrale sur dx est égale à 2πδ (α− a), et l’on obtient :

〈DA (a)〉 =
∑

s

〈a, s| ρ |a, s〉 = P (a) (3)

où P (a)da est la probabilité de trouver, lors d’une mesure associée à l’opérateur A,
un résultat compris dans l’intervalle [a, a+ da].

2. Distribution de Wigner de l’opérateur densité (particule sans spin)

Supposons maintenant que le système physique étudié soit une particule sans
spin, décrite par un opérateur densité ρ. Nous désirons introduire une fonction
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ρW (r,p) qui fournisse simultanément des informations sur les probabilités de ré-
sultats obtenus en mesurant, soit l’opérateur position R, soit l’opérateur impulsion
P. Comme il s’agit d’observables incompatibles, il est clair qu’il est impossible de
faire des prédictions parfaitement précises concernant à la fois ces deux types de
mesures ; la précision est limitée par les relations d’incertitude de Heisenberg. Cette
fonction doit donc résulter d’un compromis entre les deux types d’information, com-
promis associé à une certaine imprécision quantique inévitable. Comme nous l’avons
déjà mentionné dans l’introduction, elle constitue en réalité une “quasi-distribution”,
même si l’habitude est de l’appeler simplement “distribution de Wigner”.

2-a. Définition de la distribution, opérateurs de Weyl

Par analogie avec (1), on peut introduire un “opérateur de Weyl” que nous
noterons W (r,p), et qui est en quelque sorte un opérateur “fonction delta” associé
simultanément aux opérateurs R− r et P− p. Nous posons donc :

W (r,p) =
1

ℏ3

∫
d3κ

(2π)
3

∫
d3x

(2π)
3 ei[(R−r)·κ+(P−p)·x/ℏ] (4)

où la variable d’intégration κ est homogène à un vecteur d’onde (inverse d’une
longueur) et x à une longueur. C’est un opérateur hermitique, comme le montre un
changement de signe des deux variables d’intégration. Pour chaque état quantique,
la distribution de Wigner ρW (r,p; t) est alors définie comme la valeur moyenne dans
cet état de cet opérateur :

ρW (r,p; t) = 〈W (r,p)〉 (5)

Si le système étudié est caractérisé par un opérateur densité ρ(t) de trace unité, cette
définition s’écrit :

ρW (r,p; t) = Tr {ρ (t)W (r,p)} (6)

alors que s’il est décrit par un vecteur d’état normé |Ψ〉, elle devient :

ρW (r,p; t) = 〈Ψ(t)|W (r,p) |Ψ(t)〉 (7)

L’opérateur densité lui-même et le vecteur d’état sont sans dimension. Compte tenu
des facteurs ℏ introduits dans (4), W (r,p) et ρW (r,p) sont homogènes à ℏ−3 ; le
produit ρW (r,p)d3rd3p est donc sans dimension, comme le serait une probabilité.
Nous allons voir dans ce qui suit que cette distribution possède toute une série de
propriétés utiles.

Nous aurons besoin pour la suite des éléments de matrice 〈r1|W (r,p) |r2〉 de
l’opérateur W (r,p) en représentation position. Ils s’écrivent :

〈r1|W (r,p) |r2〉 =
1

(2πℏ)
3 e−ip·(r2−r1)/ℏ δ

(
r1 + r2

2
− r

)
(8)
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Démonstration :

Pour le montrer, utilisons la relation (63) du Complément BII, qui permet d’exprimer
l’exponentielle d’une somme de deux opérateurs A et B comme un produit d’expo-
nentielles, à condition que tous deux commutent avec leur commutateur [A,B] :

eA+B = eA eB e−
1
2
[A,B] (9)

Choisissons :

A = i (R− r) · κ et B = i (P− p) · x/ℏ (10)

Le commutateur de ces deux opérateurs :

[A,B] = −i κ · x (11)

est un nombre, de sorte que A et B commutent effectivement avec leur commutateur.
Insérons la relation (9) dans (4), il vient :

〈r1|W (r,p) |r2〉 = 1

ℏ3

∫
d3κ

(2π)3

∫
d3x

(2π)3
eiκ·x/2 〈r1| ei(R−r)·κei(P−p)·x/ℏ |r2〉

(12)

Mais la relation (13) du Complément EII indique que l’opérateur eiP·x/ℏ effectue
simplement une translation de −x de la valeur propre de la position, de sorte que :

ei(P−p)·x/ℏ |r2〉 = e−ip·x/ℏ |r2 − x〉 (13)

La fonction à intégrer dans (12) devient alors :

eiκ·x/2 〈r1| ei(R−r)·κei(P−p)·x/ℏ |r2〉 = eiκ·x/2 ei(r2−x−r)·κ e−ip·x/ℏ δ (r1 − r2 + x)

(14)

La fonction delta absorbe alors l’intégrale sur d3x de (12), ce qui conduit à remplacer
dans l’exposant x par r2 − r1 ainsi que r2 − x par r1 ; il vient alors :

〈r1|W (r,p) |r2〉 = 1

(2πℏ)3

∫
d3κ

(2π)3
e
i
[
κ·

(
r1+r2

2
−r

)
−p·

(
r2−r1

ℏ

)]

(15)

L’intégration sur d3κ introduit alors une fonction delta, et l’on obtient (8).

2-b. Expressions de la transformée de Wigner

La définition (5) de la transformation de Wigner peut conduire à des expres-
sions diverses, selon la représentation que l’on utilise dans l’espace des états.

α. Représentation position

Si nous utilisons la représentation position pour calculer la trace qui figure
dans (6), nous obtenons :

ρW (r,p; t) =

∫
d3r2

∫
d3r1 〈r2| ρ (t) |r1〉 〈r1|W (r,p) |r2〉

=

∫
d3R

∫
d3y

〈
R+

y

2

∣∣∣ ρ (t)
∣∣∣R− y

2

〉〈
R− y

2

∣∣∣W (r,p)
∣∣∣R+

y

2

〉

(16)

739



APPENDICE VII

où, dans la seconde ligne, nous avons utilisé les variables d’intégration R = (r1 + r2) /2
et y = r2−r. Lorsque nous reportons (8) dans cette expression, la fonction δ (R− r)
fait disparaître l’intégration sur d3R, et il vient :

ρW (r,p; t) =
1

(2πℏ)
3

∫
d3y e−ip·y/ℏ

〈
r+

y

2

∣∣∣ ρ (t)
∣∣∣r−y

2

〉
(17)

Cette relation est souvent utilisée comme définition de la distribution de Wigner.
Son intégrale sur d3p/ (2πℏ)

3 fait apparaître une fonction δ (y), de sorte que :
∫

d3p ρW (r,p; t) = 〈r| ρ (t) |r〉 = n (r, t) (18)

On retrouve ainsi une propriété des distributions classiques dans l’espace des phases :
l’intégrale de la distribution sur l’impulsion donne la densité de probabilité n (r, t)
de trouver la particule au point r.

Dans le cas particulier où la particule est décrite par un état pur |Ψ〉 – cf.
relation (7) –, la définition de la distribution de Wigner devient :

ρW (r,p; t) =
1

(2πℏ)
3

∫
d3y e−ip·y/ℏ Ψ

(
r+

y

2
; t
)
Ψ∗
(
r−y

2
; t
)

(19)

où Ψ(r; t) est la fonction d’onde en représentation position :

Ψ(r; t) = 〈r |Ψ(t)〉 (20)

β. Représentation impulsion

Comme position et impulsion jouent des rôles symétriques dans le raisonne-
ment, on s’attend à ce qu’il existe une relation semblable à la précédente qui fasse
intervenir les éléments de matrice de l’opérateur densité ρ en représentation impul-
sion. Effectivement, nous montrons ci-dessous que :

ρW (r,p; t) =
1

(2πℏ)
3

∫
d3q eiq·r/ℏ

〈
p+

q

2

∣∣∣ ρ (t)
∣∣∣p− q

2

〉
(21)

Cette expression est bien l’analogue de (17) ; elle aussi peut être considérée comme
une autre définition possible de la distribution de Wigner. Comme pour (18), on
montre immédiatement que :
∫

d3r ρW (r,p; t) = 〈p| ρ (t) |p〉 (22)

Ainsi, comme pour une distribution classique, l’intégrale sur les positions de la dis-
tribution de Wigner donne la densité de probabilité de trouver une impulsion donnée
p.
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Démonstration :

Si l’on insère dans l’élément de matrice de (17) deux relations de fermeture sur des
ondes planes normées d’impulsions q′ et q′′, il s’introduit les produits scalaires :

〈
r+

y

2

∣∣∣q′
〉
=

1

(2πℏ)3/2
eiq

′·(r+ y
2 )/ℏ

〈
q
′′
∣∣∣r− y

2

〉
=

1

(2πℏ)3/2
e−iq′′·(r− y

2 )/ℏ (23)

de sorte que :

ρW (r,p; t) =
1

(2πℏ)6

∫
d3y e−ip·y/ℏ

∫
d3q′

∫
d3q′′

eiq
′·(r+ y

2 )/ℏe−iq′′·(r− y
2 )/ℏ

〈
q
′
∣∣ ρ (t)

∣∣q′′〉 (24)

Il apparaît alors l’expression :

1

(2πℏ)3

∫
d3y e

i

(
q′+q′′

2
−p

)
·y/ℏ

= δ

(
q′ + q′′

2
− p

)
(25)

de sorte que, si l’on prend Q = (q+ q′) /2 et q = q′ − q′′ comme variables d’inté-
gration, on obtient (21).

Dans le cas particulier où la particule est décrite par un état pur |Ψ〉, la relation
(21) devient :

ρW (r,p; t) =
1

(2πℏ)
3

∫
d3q eiq·r Ψ

(
p+

q

2
; t
)
Ψ

∗ (
p−q

2
; t
)

(26)

où Ψ(p; t) est la fonction d’onde en représentation impulsion :

Ψ(p; t) = 〈p |Ψ(t)〉 (27)

Si la fonction d’onde est factorisée 2 :

Ψ(p; t) = ψx (px; t)× ψy (py; t)× ψz (pz; t) (28)

la relation (26) montre que la transformée de Wigner se factorise également :

ρW (r,p; t) = ρxW (x, px; t)× ρyW (y, py; t)× ρzW (z, pz; t) (29)

avec :

ρxW (x, px; t) =
1

2πℏ

∫
dq eiqx/ℏ ψx

(
px +

q

2
; t
)
ψ
∗
x

(
px−

q

2
; t
)

(30)

Les deux autres composantes ρyW (y, py; t) et ρzW (z, pz; t) sont définies de façon sem-
blable. C’est un cas particulier où l’on peut raisonner séparément pour chacune des
trois dimensions.

2. Il revient au même de supposer que la fonction d’onde est factorisée en représentation
impulsion ou position.
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γ. Inversion des relations

Nous avons vu qu’à tout opérateur densité correspond une distribution de
Wigner unique et bien définie. Inversement, si l’on se donne cette distribution, il
est possible de reconstruire l’opérateur qui lui correspond, grâce à l’expression de
ses éléments de matrice. Pour prendre la transformée de Fourier inverse de (17),
multiplions cette relation par eip·z/ℏ et intégrons sur d3p ; nous obtenons :
∫

d3p eip·z/ℏ ρW (r,p; t)

=
1

(2πℏ)
3

∫
d3p

∫
d3y eip·(z−y)/ℏ

〈
r+

y

2

∣∣∣ ρ (t)
∣∣∣r−y

2

〉
(31)

L’intégrale sur d3p fait apparaître une fonction (2πℏ)
3
δ (z− y) dans le second membre,

de sorte que cette égalité devient :
∫

d3p eip·z/ℏ ρW (r,p; t) =
〈
r+

z

2

∣∣∣ ρ (t)
∣∣∣r−z

2

〉
(32)

Il suffit alors de poser r1 = r + z/2 et r2 = r− z/2 pour obtenir les éléments de
matrice de ρ en représentation position par la relation :

〈r1| ρ (t) |r2〉 =
∫

d3p eip·(r1−r2)/ℏ ρW

(
r1 + r2

2
,p; t

)
(33)

La donnée de la distribution de Wigner ρW (r,p) définit donc l’opérateur ρ de façon
unique.

De même, en multipliant (21) par e−ip
′·r/ℏ et en intégrant sur d3r, puis en

posant p′ = p1 − p2 et p = (p1 + p2)/2, on obtient la relation d’inversion en
représentation impulsion :

〈p1| ρ (t) |p2〉 =
∫

d3r ei(p2−p1)·r/ℏ ρW

(
r,

p1 + p2

2
; t

)
(34)

2-c. Réalité, normalisation, forme opératorielle

Prenons la relation complexe conjuguée de (17). L’opérateur densité est her-
mitique, de sorte que :

〈
r+

y

2

∣∣∣ ρ (t)
∣∣∣r−y

2

〉∗
=
〈
r− y

2

∣∣∣ ρ (t)
∣∣∣r+y

2

〉
(35)

Un changement de signe de la variable d’intégration y permet alors d’obtenir à
nouveau (17) ; la distribution ρW (r,p) est donc égale à sa complexe conjuguée, ce
qui montre qu’elle est réelle.

Calculons maintenant l’intégrale de ρW (r,p) dans tout l’espace des phases.
Si nous sommons (18) sur d3r, nous obtenons :

∫
d3r

∫
d3p ρW (r,p; t) =

∫
d3r 〈r| ρ (t) |r〉 = Tr {ρ (t)} = 1 (36)
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où la dernière égalité résulte du fait que la trace de l’opérateur densité est égale à
un. La distribution de Wigner de l’opérateur densité est donc une fonction réelle
normée à l’unité dans l’espace des phases, comme l’est une distribution classique.

Remarque :

L’opérateur densité satisfait à une contrainte plus forte que celle de la seule valeur
de sa trace. Il est en effet défini positif, ce qui signifie que :

〈ϕ| ρ (t) |ϕ〉 ≥ 0 (37)

quel que soit le ket |ϕ〉. Or cette condition n’est pas simplement équivalente à une
condition de positivité de la transformée de Wigner ; nous verrons dans ce qui suit
que la distribution de Wigner d’un opérateur densité peut devenir négative en cer-
tains points de l’espace des phases. Mais seules sont acceptables pour décrire un sys-
tème quantique les distributions de Wigner ρW (r,p) qui conduisent à un opérateur
obéissant à la contrainte (37). Il est donc plus compliqué en mécanique quantique
qu’en mécanique classique de savoir si une distribution dans l’espace des phases est
acceptable ou non.

Les relations (33) et (34) peuvent s’écrire sous une forme opératorielle simple :

ρ (t) = (2πℏ)
3
∫

d3r

∫
d3p ρW (r,p) W (r,p) (38)

Dans cette relation, ρW (r,p) est la distribution de Wigner, donc une fonction de la
position et de l’impulsion, mais W (r,p) est l’opérateur de Weyl défini en (4). Pour
le montrer, calculons les éléments de matrice de cette égalité entre le bra 〈r1| et le
ket |r2〉 afin de vérifier que nous retrouvons bien la relation (33). Compte tenu de
(8), les éléments de matrice du second membre sont :

(2πℏ)
3
∫

d3r

∫
d3p ρW (r,p) 〈r1|W (r,p) |r2〉

=

∫
d3r

∫
d3p ρW (r,p) e−ip·(r2−r1)/ℏ δ

(
r1 + r2

2
− r

)

=

∫
d3p ρW

(
r1 + r2

2
,p

)
e−ip·(r2−r1)/ℏ (39)

qui redonne bien l’intégrale de (33).

2-d. Paquet d’ondes gaussien

Un cas particulier où tous les calculs peuvent être menés jusqu’au bout est
celui du paquet d’ondes gaussien à une dimension, que nous avons étudié au Complé-
ment GI . La relation (1) de ce complément fournit la fonction d’onde normée ψx (x)
d’un tel paquet d’ondes en représentation position ; nous la modifions cependant lé-
gèrement afin de centrer le paquet d’ondes en une valeur x0 non nulle quelconque de
la position, et nous remplaçons la variable k par p = ℏk (nous posons en particulier
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p0 = ℏk0). Nous obtenons alors :

ψx (x) =

√
a

(2π)
3/4

∫
dp
ℏ
e−a

2(p−p0)2/4ℏ2

eip(x−x0)/ℏ

=

(
2

πa2

)1/4

eip0x/ℏ e−(x−x0)
2/a2 (40)

où la seconde égalité est celle écrite en (9) dans le Complément GI (à une translation
près de x0 le long de Ox). Les ondes planes d’impulsion p (et normalisées par rapport
à cette impulsion) ont pour fonction d’onde (2πℏ)−1/2

eipx/ℏ ; la forme de la première
égalité (40) fait donc directement apparaître la fonction d’onde en représentation
impulsion :

ψx (p) =
1

(2π)
1/4

√
a

ℏ
e−a

2(p−p0)2/4ℏ2

e−ipx0/ℏ (41)

La distribution de Wigner (30) devient alors (pour simplifier, nous abandon-
nons provisoirement la dépendance temporelle) :

ρxW (x, px) =
a

(2π)
3/2

ℏ2

∫
dq e

− a2

4ℏ2

[
(px−p0+ q

2 )
2
+(px−p0− q

2 )
2
]

ei
q(x−x0)

ℏ

=
a

(2π)
3/2

ℏ2
e−

a2

2ℏ2 (px−p0)2
∫

dq e−
a2q2

8ℏ2 ei
q(x−x0)

ℏ (42)

L’intégrale sur dq est une transformée de Fourier dont la valeur peut être obtenue
en remplaçant a par a/

√
2 dans la relation (50) de l’Appendice I. Ceci conduit à :

ρxW (x, px) =
a

(2π)
3/2

ℏ2
e−

a2

2ℏ2 (px−p0)2 ×
√
2πℏ×

√
2ℏ(

a/
√
2
)e−2(x−x0)

2/a2

=
1

πℏ
e−

a2

2ℏ2 (px−p0)2e−2
(x−x0)2

a2 (43)

Compte tenu de (40) et (41), la distribution n’est autre que le produit des
densités de probabilité dans l’espace des positions et celui des impulsions :

ρxW (x, px) = |ψx (x)|2 × |ψx (p)|2 (44)

Le résultat ainsi obtenu est particulièrement simple : la transformée de Wigner du
paquet d’ondes gaussien ne contient aucune corrélation entre les variables x et p ; elle
se factorise en deux gaussiennes, une fonction gaussienne de l’impulsion et une autre
de la position. La première est centrée sur l’impulsion moyenne p0, et sa largeur est
de l’ordre de ℏ/a ; la seconde sur la position moyenne x0, et sa largeur est de l’ordre
de a. Ces deux largeurs entrent bien dans les limites imposées par les relations de
Heisenberg. On remarque que, dans ce cas, la transformée de Wigner reste positive
pour toutes les valeurs de ses variables, comme dans les situations semi-classiques
que nous étudions au § 2-e.
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Remarque :

Nous avons dans ce qui précède ignoré la dépendance temporelle du paquet d’ondes.
Pour la prendre en compte (en supposant la particule libre), on peut dans (41)
multiplier ψx (p) par e−iωpt avec :

ωp =
p2

2mℏ
(45)

où m est la masse de la particule. Ceci introduit dans l’intégrale de la seconde ligne
de (42) une exponentielle supplémentaire e−ipxqt/(2mℏ) dont l’effet sur la transformée
de Fourier est d’effectuer la substitution :

x⇒ x− px
m

t (46)

Ceci correspond simplement au mouvement de la particule avec une vitesse p/m.
Lorsque l’on effectue cette substitution dans (43), on constate que la distribution
de Wigner est toujours un produit de deux gaussiennes, mais n’est plus le produit
d’une fonction de l’impulsion par une fonction de la position : des corrélations sont
apparues entre les deux variables.

2-e. Situations semi-classiques

Dans quelle mesure est-il possible de considérer la transformée de Wigner
comme une véritable distribution de probabilités ? Les relations (18) et (22) sem-
bleraient pousser en ce sens, puisqu’elles indiquent que l’intégrale sur les impulsions
ou celle sur les positions fournissent effectivement une distribution de probabili-
tés, celle de trouver la particule en un point donné ou avec une impulsion donnée.
Les deux “distributions marginales” ainsi obtenues par intégration fournissent donc
toutes deux des distributions de probabilité. Mais cela ne suffit pas à assurer que la
fonction ρW (r,p) elle-même (avant intégration) possède la même propriété. En fait,
nous avons déjà mentionné dans l’introduction qu’en général il n’est pas possible
d’interpréter le produit ρW (r,p)d3rd3p comme fournissant directement la proba-
bilité pour que la particule occupe une cellule infinitésimale d3rd3p de l’espace des
phases, centrée en (r,p). C’est d’ailleurs bien compréhensible : une telle distribu-
tion de probabilité ne peut avoir aucun sens en mécanique quantique, puisque les
relations de Heisenberg interdisent l’existence d’un état quantique défini de façon
arbitrairement précise à la fois dans l’espace des positions et des impulsions.

Il existe cependant des situations simples, que nous qualifierons de “semi-
classiques”, où la transformée de Wigner est très semblable à une distribution clas-
sique de probabilités ; pour que ce soit le cas, il faut que les variations dans l’espace
de toutes les quantités physiques soient suffisamment lentes (à une échelle que nous
allons préciser). Ce sont ces situations que nous commençons par étudier maintenant.
Dans la partie suivante, nous envisagerons ensuite d’autres situations plus générales,
où les propriétés de la transformée de Wigner sont très différentes ; en particulier
elle peut devenir négative, ce qui exclut immédiatement toute interprétation comme
une densité de probabilité.

α. Paquet d’ondes à variations spatiales lentes

Considérons la fonction d’onde :

ψ (r) = C (r) eiS(r) (47)
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où C (r) est le module de la fonction d’onde et S (r) sa phase. La densité de pro-
babilité de présence est alors [C (r)]

2, tandis que la relation (D-17) du chapitre III
fournit le courant de probabilité J (r) :

J (r) =
ℏ

m
[C (r)]

2 ×∇S (r) (48)

L’opérateur densité correspondant a pour éléments de matrice :

〈r′| ρ (t) |r′′〉 = C (r′)C (r′′) ei[S(r
′)−S(r′′)] (49)

Nous supposons que, localement, la fonction d’onde se comporte comme une onde
plane :

ψ (r) ≃ C (r) ei[k(r)·r+α(r)] au voisinage de chaque point r (50)

et que les deux fonctions C (r) et k (r), ainsi que la phase α (r), varient lentement
dans l’espace : leur variations restent négligeables sur une distance de l’ordre de la
longueur d’onde de de Broglie 2π/k (r). Lorsque r′ et r′′ sont suffisamment proches,
on peut développer l’argument de l’exponentielle de (49) ; les éléments de matrice
〈r′| ρ (t) |r′′〉 de l’opérateur densité ont donc la forme suivante :

〈r′| ρ (t) |r′′〉 ≃ C (r′)C (r′′) eiK(r)·(r′−r′′) avec : K (r) = ∇S

(
r′ + r′′

2

)
(51)

β. Opérateur densité ; lien avec le fluide de probabilité

Pour définir de façon plus générale une situation semi-classique, il est utile
de raisonner maintenant en termes d’opérateur densité, sans nous limiter comme
ci-dessus à un état pur. En premier lieu, nous supposons qu’il n’existe pas d’ordre
non diagonal à grande distance 3 :

|〈r′| ρ (t) |r′′〉| → 0 si |r′ − r′′| ≫ l (52)

où l est une longueur de cohérence microscopique. Pour un état pur, l est déterminé
par la dimension du domaine où le module C(r) de la fonction d’onde n’est pas nul.
Pour un mélange statistique d’états, la situation est différente : les phases des diverses
fonctions d’onde peuvent se brouiller rapidement, de sorte que l peut être bien plus
petit ; nous supposons cependant que l reste supérieur à quelques longueurs d’onde
de de Broglie 2π/k (r′) et que, quand la distance entre r′ et r′′ est petite devant l, les
éléments de matrice non diagonaux de l’opérateur densité varient de la même façon
qu’en (51) :

〈r′| ρ (t) |r′′〉 ≃ F (r′, r′′) eiK(r)·(r′−r′′) si |r′ − r′′| . l (53)

Cette expression n’est autre que la généralisation de (51), qui n’était valable que
pour un état pur ; la fonction réelle F (r′, r′′) remplace le produit des modules

3. La notion d’ordre non diagonal à grande distance est introduite au Complément AXVI,
§§ 2-a et 3-c, où nous montrons en particulier son lien avec l’existence d’une condensation de Bose-
Einstein. L’hypothèse que nous faisons concernant l’absence d’ordre à grande distance exclut donc
que ρ (t) soit l’opérateur densité à un corps d’un système de bosons condensés.
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C (r′)C (r′′). Nous supposons que F (r′, r′′) ainsi que K (r) varient peu lorsque les
variables r′ et r′′ varient d’une grandeur comparable à l.

Lorsque ces hypothèses sont vérifiées, les valeurs de la variable d’intégration
qui contribuent à l’intégrale de la relation (17) sont alors telles que |y| . l, de sorte
que :

ρW (r,p) ≃ 1

(2πℏ)
3

∫

D

d3y e−ip·y/ℏ F
(
r+

y

2
, r− y

2

)
eiK(r)·y (54)

où le domaine d’intégration D est centré en y = 0 et a une dimension de l’ordre
de quelques longueurs de cohérence l. Mais, comme la fonction F est pratiquement
constante dans ce domaine, et comme F (r, r) = 〈r| ρ (t) |r〉, on a également :

ρW (r,p) ≃ 1

(2πℏ)
3 〈r| ρ (t) |r〉

∫

D

d3y ei[K(r)·y−p·y/ℏ] (55)

soit encore :

ρW (r,p) ≃ 〈r| ρ (t) |r〉 × g [p− p0(r)] (56)

Dans cette expression, nous avons utilisé les définitions suivantes :

g (p) =
1

(2πℏ)
3

∫

D

d3y e−ip·y/ℏ (57)

et :

p0(r) = ℏ K (r) (58)

La fonction g (p) est une distribution d’impulsions centrée en p = 0, de largeur
∆p ∼ ℏ/l et normée à l’unité ; en effet, l’intégrale de g (p) sur les impulsions fait
apparaître une fonction δ(y), qui absorbe l’intégration sur d3y et donne l’unité. Dans
(56), c’est la valeur de cette fonction pour l’impulsion p − p0(r) qui intervient, ce
qui centre la distribution en impulsions à la valeur p0(r) ; la dépendance en r de
cette impulsion introduit alors des corrélations entre positions et impulsions dans
ρW (r,p).

L’expression (56) de la distribution ρW (r,p) s’interprète comme la distibution
classique dans l’espace des phases d’un fluide de probabilité : c’est le produit de la
densité locale de probabilité 〈r| ρ (t) |r〉 par une fonction de l’impulsion g [p− p0(r)]
centrée autour de la valeur de p0(r) définie en (58). Or p0(r) est précisément la
valeur de l’impulsion qui, divisée par m (pour passer d’une impulsion à une vitesse)
et multipliée par la densité de probabilité, redonne le courant de probabilité J (r) du
fluide. On notera que la distribution conserve autour de p0(r) une certaine largeur, de
l’ordre de ℏ/l, découle des contraintes imposées par la relation de Heisenberg. Pour
finir, dans un tel cas, la distribution de Wigner reflète directement la répartition
spatiale de la probabilité ainsi que celle du courant local qui lui est associé ; elle
décrit tout simplement l’écoulement du “fluide de probabilité” (Chapitre III, § D-1-
c-β), de façon analogue à la distribution dans l’espace des phases d’un ensemble de
particules classiques constituant un fluide en mouvement.
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2-f. Situations quantiques où la distribution de Wigner n’est pas une distribution de
probabilité

Dans les exemples précédents, les propriétés de la distribution de Wigner rap-
pellent de très près celles d’une distribution classique. Mais ce n’est pas toujours le
cas : en général, la transformée de Wigner peut devenir négative, même si cela peut
paraître surprenant.

α. Fonction d’onde impaire

Un cas très simple permet de s’en convaincre immédiatement : à une seule
dimension, supposons que la fonction d’onde soit impaire, comme c’est le cas par
exemple pour le premier niveau excité de l’oscillateur harmonique. On a alors, selon
la relation (19) :

ρxW (x = 0, px = 0) =
1

2πℏ

∫
dy ψx

(y
2

)
ψ∗
x

(
−y
2

)

= − 1

2πℏ

∫
dy
∣∣∣ψx

(y
2

)∣∣∣
2

(59)

qui est évidemment négative. Comme les fonctions d’onde impaires se produisent
souvent en mécanique quantique, nous voyons ainsi qu’il existe de nombreuses si-
tuations où la distribution de Wigner possède des propriétés inattendues pour une
distribution ; en fait, et en toute rigueur, il faudrait constamment utiliser le mot
“quasi-distribution”.

β. Fonction d’onde à deux pics

Considérons maintenant le cas où la fonction d’onde de la particule est la
somme de deux paquets d’ondes, l’un localisé autour de x = +b, l’autre localisé
autour de x = −b :

ψx (x) =
1√
2

[
ϕ (x− b) + eiχϕ (x+ b)

]
(60)

où la fonction d’onde ϕ (x) est normée ; le facteur de phase relative χ est arbitraire.
Pour simplifier la discussion, nous supposons que ϕ (x) est nulle si |x| > a et qu’elle
est paire. Nous nous plaçons dans le cas où b ≫ a, de sorte que les deux paquets
d’ondes constituant la fonction d’onde totale sont bien séparés.

Calculons alors la distribution de Wigner au point x = 0, donc en un point où
la fonction d’onde ψx (x) est nulle. A une dimension, la relation (19) s’écrit alors :

ρxW (x = 0, px)

=
1

4πℏ

∫
dy e−ipxy/ℏ

[
ϕ
(y
2
− b
)
+ eiχϕ

(y
2
+ b
)]

×
[
ϕ∗
(
−y
2
− b
)
+ e−iχϕ∗

(
−y
2
+ b
)]

(61)

Dans cette expression, les fonctions ϕ sont nulles si leur variable est supérieure en
module à a. Par exemple, ϕ

(
y
2 − b

)
n’est différente de zéro que si y ≃ 2b, tandis que

ϕ∗ (−y2 − b
)

n’est différente de zéro que si y ≃ −2b ; leur produit est toujours donc
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nul. En fait, dans le produit des deux crochets, seuls subsistent les termes “croisés”,
et l’on obtient (compte tenu de ce que nous avons supposé la fonction ϕ paire) :

ρxW (x = 0, px) =
1

4πℏ

∫
dy e−ipxy/ℏ

[
e−iχ

∣∣∣ϕ
(
b− y

2

)∣∣∣
2

+ eiχ
∣∣∣ϕ
(
b+

y

2

)∣∣∣
2
]

(62)

soit encore, grâce à un changement de signe de la variable d’intégration y pour le
second terme du crochet :

ρxW (x = 0, px) =
1

2πℏ

∫
dy cos

(pxy
ℏ

+ χ
) ∣∣∣ϕ

(
b− y

2

)∣∣∣
2

(63)

A la limite où la largeur a devient très petite, le module au carré de la fonction d’onde
ϕ sous l’intégrale se comporte comme une fonction δ (b− y/2), et l’on obtient :

ρxW (x = 0, px) ≃
1

πℏ
cos

(
2bpx
ℏ

+ χ

)
(64)

Ce résultat illustre bien à la fois deux propriétés de la distribution de Wigner
qui peuvent paraître surprenantes : en premier lieu, la distribution est non nulle
au point x = 0, alors que la probabilité d’y trouver la particule dans une mesure
de position est strictement nulle ; en second lieu, elle est une fonction oscillante en
fonction de l’impulsion, prenant alternativement des valeurs positives et négatives,
alors qu’une distribution classique reste toujours positive ou nulle. Ces deux pro-
priétés sont d’aillieurs liées : si l’on intègre la distribution sur toutes les impulsions
px possibles, on trouve bien zéro, en conformité avec la relation (18) qui indique que
l’intégrale sur les impulsions de la distribution de Wigner reconstruit la probabilité
de présence de la particule en chaque point. Nous reviendrons plus en détail sur les
propriétés de la distribution de Wigner pour une fonction d’onde à deux pics au §
5-a.

3. Transformée de Wigner d’un opérateur

Considérons maintenant un opérateur A quelconque agissant dans l’espace des
états de la particule. Nous définissions sa transformée de Wigner AW (r,p) comme
pour un opérateur densité, mais sans le préfacteur 1/ (2πℏ)

3 qui figure avant les
intégrales de (17) et (21) :

AW (r,p) =

∫
d3y e−ip·y/ℏ

〈
r+

y

2

∣∣∣A
∣∣∣r−y

2

〉

=

∫
d3q eiq·r/ℏ

〈
p+

q

2

∣∣∣A
∣∣∣p− q

2

〉 (65)

Pour alléger la notation, nous n’avons pas inclus de dépendance temporelle dans
cette définition ; mais on peut directement y remplacer A par A (t) et AW (r,p) par
AW (r,p; t), sans autre modification. Les relations d’inversion (33) et (34) deviennent
alors :

〈r1|A |r2〉 =
1

(2πℏ)
3

∫
d3p eip·(r1−r2)/ℏ AW

(
r1 + r2

2
,p

)

〈p1|A |p2〉 =
1

(2πℏ)
3

∫
d3r ei(p2−p1)·r/ℏ AW

(
r,

p1 + p2

2

)
(66)
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Une opération de conjugaison complexe de la relation (65) montre que la transformée
de Wigner d’un opérateur A hermitique est nécessairement une fonction réelle ; de
même, la conjugaison complexe de (66) indique que c’est une condition suffisante.

Compte tenu de l’absence du facteur 1/ (2πℏ)
3 dans la définition (65), l’équi-

valent de la relation (38) est maintenant :

A =

∫
d3r

∫
d3p AW (r,p) W (r,p) (67)

Nous avons vu plus haut que l’opérateur W (r,p) est hermitique. Cette relation
permet donc de construire un opérateur hermitique A à partir de toute fonction
réelle AW (r,p) de la position et de l’impulsion. En d’autres termes, nous obtenons
ainsi une procédure de quantification s’appliquant à toute fonction classique, souvent
appelée “quantification de Weyl” ou “quantification dans l’espace des phases” [89,
90, 91]. Si l’on part de deux fonctions AW (r,p) et BW (r,p), dont le produit
commute évidemment, on obtient ainsi deux opérateurs A et B qui, en général, ne
commutent pas. On parle aussi parfois de “quantification géométrique” pour désigner
une opération qui introduit dans l’espace des phases une structure non commutative.

3-a. Valeur moyenne d’un opérateur hermitique (observable)

Calculons alors la valeur moyenne de l’opérateur A dans l’état quantique défini
par l’opérateur densité ρ (t) :

〈A〉 = Tr {ρ (t)A} =
∫

d3r1

∫
d3r2 〈r1| ρ (t) |r2〉 〈r2|A |r1〉 (68)

Nous montrons ci-dessous que :

〈A〉 =
∫

d3r

∫
d3p ρW (r,p; t) AW (r,p) (69)

Cette relation est l’exacte analogue de la relation que l’on obtiendrait avec une
distribution classique. C’est elle qui explique pourquoi l’on qualifie la transformée de
Wigner de l’opérateur densité de “distribution quasi classique”, ou plus simplement
de “distribution”.

Démonstration :

Le report dans (68) des égalités (33) et (66) conduit à :

〈A〉 = 1

(2πℏ)3

∫
d3r1

∫
d3r2

∫
d3p eip·(r1−r2)/ℏ

∫
d3p′ e−ip′·(r1−r2)/ℏ

× ρW
(
r1 + r2

2
,p; t

)
AW

(
r1 + r2

2
,p′

)
(70)

Remplaçons alors les variables d’intégration r1 et r2 par les variables :

r =
r1 + r2

2
; r

′ = r1 − r2 (71)

La somme sur d3r′ introduit une fonction delta :

(2π)3 δ

(
p− p′

ℏ

)
= (2πℏ)3 δ

(
p− p

′) (72)

qui supprime l’intégrale sur d3p′. Nous obtenons finalement (69).
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3-b. Cas particuliers

Dans le cas particulier où l’opérateur A est une fonction du seul opérateur
position :

A = F (R) d’où : 〈r1|A |r2〉 = F (r1) δ (r1 − r2) (73)

la première ligne de (65) conduit à :

AW (r,p) = F (r) (74)

La transformée de Wigner de l’opérateur est donc simplement la fonction F (r),
indépendante de l’impulsion p.

De même, lorsque A est une fonction du seul opérateur impulsion :

A = G (P) d’où : 〈p1|A |p2〉 = G (p1) δ (p1 − p2) (75)

la seconde ligne de (65) conduit à :

AW (r,p) = G (p) (76)

A titre d’illustration, cherchons maintenant un opérateur A dont la transfor-
mée de Wigner combine position et impulsion, par exemple :

AW (r,p) = r · p (77)

La relation (66) nous fournit ses éléments de matrice :

〈r1|A |r2〉 =
1

(2πℏ)
3

∫
d3p eip·(r1−r2)/ℏ

r1 + r2

2
· p

=
ℏ

i

r1 + r2

2
·∇r1δ (r1 − r2) (78)

On reconnaît dans cette expression les éléments de matrice de l’opérateur P, égaux
au gradient d’une fonction delta des positions multiplié par ℏ/i ; d’autre part, r1
correspond à l’effet de l’opérateur position sur le bra, tandis que r2 à l’effet de
l’opérateur position sur le ket. Nous avons donc :

A =
1

2
[R ·P+P ·R] (79)

Nous arrivons ainsi à un opérateur hermitique, comme c’est nécessaire puisque sa
transformée de Wigner est réelle. Il est cependant remarquable que la construction
de l’opérateur quantique à partir des transformées de Wigner introduise spontané-
ment la mise dans l’ordre des opérateurs qui produit la symétrisation nécessaire.
De façon générale, l’utilisation de la transformée de Wigner permet de construire
des opérateurs symétrisés en position et impulsion à partir de fonctions classiques
réelles ; elle constitue ainsi une véritable procédure de quantification.

3-c. Transformée de Wigner d’un produit d’opérateurs

En général, et comme nous allons le voir, la transformée de Wigner associée au
produit de deux opérateurs A et B n’est pas simplement le produit des transformées
de Wigner de chacun des opérateurs.
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α. Expression générale

Appliquons la relation (65) pour obtenir la transformée de Wigner d’un pro-
duit d’opérateurs A et B. L’insertion d’une relation de fermeture sur les kets |z〉
permet d’obtenir :

[AB]W (r,p) =

∫
d3y e−ip·y/ℏ

∫
d3z

〈
r+

y

2

∣∣∣A
∣∣∣z
〉〈

z

∣∣∣B
∣∣∣r−y

2

〉
(80)

Nous pouvons alors remplacer les éléments de matrice de A et B par leurs expressions
(66), ce qui conduit à :

[AB]W (r,p)

=
1

(2πℏ)
6

∫
d3y

∫
d3z e−ip·y/ℏ

∫
d3p1

∫
d3p2 e

ip1·(r+y

2 −z)/ℏeip2·(−r+y

2 +z)/ℏ

×AW
(
r+ z

2
+

y

4
,p1

)
BW

(
r+ z

2
− y

4
,p2

)
(81)

Au lieu d’utiliser la représentation position, on peut utiliser la représentation impul-
sion, c’est-à-dire les relations des deuxièmes lignes de (65) et (66). Un raisonnement
semblable au précédent conduit alors à :

[AB]W (r,p)

=
1

(2πℏ)
6

∫
d3q eiq·r/ℏ

∫
d3q′

∫
d3x

∫
d3y ei(q

′−p− q

2 )·x/ℏeip2·(p− q

2−q′)·y/ℏ

×AW
(
x,

q′ + p

2
+

q

4

)
BW

(
y,

q′ + p

2
− q

4

)
(82)

Selon les cas, c’est la relation (81) ou (82) qui est la plus commode à utiliser. Ces deux
expressions sont exactes, mais restent relativement compliquées. Elles se simplifient
toutefois dans un certain nombre de cas particuliers.

β. Quelques cas simples

A titre de premier exemple, supposons que l’opérateur A soit l’opérateur posi-
tion R et B un opérateur quelconque. Comme AW ne dépend alors pas de p1, il appa-
raît dans (81) une intégrale sur d3p1/ (2πℏ)

3 qui introduit une fonction δ
(
r+ y

2 − z
)
,

ce qui permet d’effectuer l’intégration sur d3z et d’obtenir :

[RB]W (r,p) =
1

(2πℏ)
3

∫
d3y e−ip·y/ℏ

∫
d3p2 e

ip2·y/ℏ×
[
r+

y

2

]
BW (r,p2) (83)

Pour le terme en r, l’intégrale sur d3y de l’exponentielle ei(p2−p)·y/ℏ introduit une
fonction rδ (p2 − p) avec un coefficient (2πℏ)

3 ; le terme en y/2 donne pour sa part
∇p2

δ (p2 − p), avec un coefficient (ℏ/2i) (2πℏ)3. Après intégration sur d3p2, il vient
donc :

[RB]W (r,p) = r BW (r,p)− ℏ

2i
∇pBW (r,p) (84)
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Si maintenant nous changeons l’ordre des opérateurs R et B, les rôles de p1

et p2 sont intervertis dans (81) ; l’intégrale sur d3p2/ (2πℏ)
3 introduit une fonction

δ
(
−r+ y

2 + z
)

et l’intégrale sur d3z conduit à :

[BR]W (r,p) =
1

(2πℏ)
3

∫
d3y e−ip·y/ℏ

∫
d3p1 e

ip1·y/ℏ ×BW (r,p1)
[
r−y

2

]
(85)

Par rapport à (83), seul change le signe de y dans le crochet final, de sorte que
l’on obtient simplement le résultat en changeant le signe du gradient dans le second
membre de (84). Ainsi, le commutateur a pour transformée de Wigner

[R, B]W (r,p) = −ℏ

i
∇pBW (r,p) (86)

Le même raisonnement à partir de (82) conduit à :

[PB]W (r,p) = p BW (r,p) +
ℏ

i
∇rBW (r,p) (87)

Nous pouvons maintenant itérer cette relation pour obtenir :

[
P2B

]
W

(r,p) = p2 BW (r,p) + 2
ℏ

i
p ·∇rBW (r,p)− ℏ2∆rBW (r,p) (88)

On obtient ainsi la relation qui donne la transformée de Wigner du commutateur
d’un opérateur quelconque avec le carré de l’impulsion :

[
P2, B

]
W

(r,p) =
2ℏ

i
p ·∇rBW (r,p) (89)

et qui nous sera utile pour la suite.

γ. Développements en gradients

Nous montrons ci-dessous que l’expression (81) peut être développée en séries
de dérivées d’ordres croissants des deux fonctions AW et BW sous la forme :

[AB]W (r,p) = AW (r,p)×BW (r,p) +
ℏ

2i
{BW (r,p) , AW (r,p)}+ ... (90)

où apparaît la définition classique du “crochet de Poisson” [92, 93] de la mécanique
lagrangienne classique :

{BW (r,p) , AW (r,p)}
= ∇rBW (r,p) ·∇pAW (r,p)−∇rAW (r,p) ·∇pBW (r,p) (91)

Ainsi, à l’ordre, le plus bas en ℏ, la fonction de Wigner d’un produit d’opérateurs
est simplement le produit des transformées de Wigner de ces opérateurs. Au pre-
mier ordre s’y ajoute une correction qui fait intervenir le crochet de Poisson des
deux transformées de Wigner. Il est remarquable que s’introduise ainsi cette défi-
nition classique à partir de considérations purement quantiques ; on comprend que
ces résultats soient bien adaptés à l’étude de la limite classique de la mécanique
quantique.
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Dans (90), le développement est limité à la contribution des dérivées du pre-
mier ordre des deux fonctions ; les termes suivants feraient intervenir des dérivées
d’ordre plus élevé et seraient proportionnels à une puissance de ℏ croissante avec
cet ordre (le résultat correspondant est appelé “formule de Groenewold” ; voir par
exemple [88]).

Démonstration :

Effectuons dans (81) le changement suivant de variables d’intégration des impul-
sions :

P =
p1 + p2

2

q = p1 − p2 (92)

Ceci conduit à la nouvelle expression :

[AB]W (r,p) =
1

(2πℏ)6

∫
d3y

∫
d3z

∫
d3P

∫
d3q ei(P−p)·y/ℏeiq·(r−z)/ℏ

×AW

(
r+ z

2
+

y

4
,P+

q

2

)
BW

(
r+ z

2
− y

4
,P− q

2

)
(93)

Si les deux transformées de Wigner AW et BW dépendent lentement des positions
et impulsions, nous pouvons utiliser les développements :

AW

(
r+ z

2
+

y

4
,P+

q

2

)
= AW

(
r+ z

2
,P

)
+

y

4
·∇rAW +

q

2
·∇pAW + ...

BW

(
r+ z

2
− y

4
,P− q

2

)
= BW

(
r+ z

2
,P

)
− y

4
·∇rBW − q

2
·∇pBW + ...

(94)

Si l’on ne retient que le premier terme de chacun de ces deux développements (terme
d’ordre zéro en gradients), les intégrales sur d3y et d3q introduisent respectivement
des fonctions δ (P− p) et δ (r− z), chacune avec un coefficient (2πℏ)3 ; il vient alors
simplement :

[AB]W (r,p) = AW (r,p)×BW (r,p) + ... (95)

Dans cette approximation, la transformée de Wigner du produit de deux opérateurs
est donc simplement le produit des transformées de Wigner.

Prenons maintenant en compte les termes d’ordre un en gradients dans (94). Le
terme en ∇rAW de la première ligne contient une somme en d3y modifiée par la
présence du y sous l’intégrale :

1

(2πℏ)3

∫
d3y ei(P−p)·y/ℏ

y =
ℏ

i
∇Pδ (P− p) (96)

L’intégrale sur d3P de (93) est alors modifiée et conduit maintenant à une dérivation
par rapport à P de la fonction à intégrer, une multiplication par le coefficient −ℏ/i,
et enfin le remplacement de P par p. En revanche, l’intégrale sur d3q/(2π)3 n’est
pas modifiée, et conduit à remplacer z par r. Le terme correspondant s’écrit donc :

− ℏ

4i
∇p · [BW (r,p)∇rAW (r,p)] (97)

Quant au terme en ∇pAW de la première ligne, il se traite de la même façon.
Cette fois, la présence de la variable q transforme δ (r− z) en ∇zδ (r− z), avec un
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coefficient −ℏ/i, où le changement de signe de ce coefficient provient du −z dans
l’exposant q·(r− z) ; l’intégrale sur d3P n’est pas modifiée. Le résultat est le terme :

ℏ

4i
∇r · [BW (r,p)∇pAW (r,p)] (98)

qui, ajouté à (97), conduit à la contribution (les termes de double dérivation de AW

s’éliminent) :

ℏ

4i
[∇rBW (r,p) ·∇pAW (r,p)−∇rAW (r,p) ·∇pBW (r,p)] (99)

Enfin, les termes provenant de la second ligne de (94) sont obtenus en échangeant
les rôles de AW et de BW , et en changeant le signe du fait des valeurs opposées de
y et q dans les deux lignes de (94). On double ainsi le résultat (99), et l’on obtient
pour finir l’expression (90) au premier ordre en gradients.

3-d. Evolution de l’opérateur densité

L’évolution de Schrödinger de l’opérateur densité est régie par l’équation de
von Neumann :

iℏ
d
dt
ρ (t) = [H (t) , ρ (t)] (100)

Par transformation de Wigner, cette équation devient :

iℏ
d
dt
ρW (r,p; t) =

1

(2πℏ)3
[H, ρ]W (r,p; t) (101)

où, au second membre, figure la transformée de Wigner associée au commutateur
de H (t) et ρ (t) ; le facteur 1/(2πℏ)3 provient de celui qui apparaît dans la distri-
bution de Wigner de l’opérateur densité, mais pas dans celle de la transformée d’un
opérateur quelconque. Nous avons vu que l’expression générale de la transformée de
Wigner d’un produit d’opérateurs est compliquée ; il en est de même de celle de leur
commutateur.

α. Limite classique

Si toutefois nous nous limitons comme en (90) au premier ordre en gradients,
nous constatons que les termes d’ordre zéro en gradients disparaissent, et que les
termes en H (t) ρ (t) et ρ (t)H (t) se doublent ; enfin les facteurs ℏ des deux membres
se simplifient. Dans le cadre de cette approximation, on obtient donc :

d
dt
ρW (r,p; t) = {HW (r,p1; t) , ρW (r,p1; t)}+ ℏ... (102)

où le crochet de Poisson de HW (r,p1; t) et de ρW (r,p1; t) est défini en (91) ; comme
nous l’avons noté au § 3-c-γ, les termes négligés sont proportionnels à ℏ, et dis-
paraissent donc à la limite classique ℏ → 0. Nous retrouvons ainsi les équations
habituelles de la dynamique classique comme limite des équations de la dynamique
quantique lorsque les gradients des transformées de Wigner par rapport aux positions
et aux impulsions sont faibles.
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β. Particule dans un potentiel extérieur

On peut effectuer un calcul exact si l’on prend pour l’hamiltonien de la parti-
cule la somme d’une énergie cinétique et d’une énergie potentielle externe :

H =
P2

2m
+ V (R; t) (103)

où m est la masse de la particule. La contribution de l’énergie cinétique au second
membre de (101) découle immédiatement de la relation (89) :

d
dt

∣∣∣∣
cinétique

ρW (r,p; t) = − p

m
·∇rρW (r,p; t) (104)

L’évolution de la distribution de Wigner induite par l’opérateur d’énergie cinétique
est donnée par un terme d’entraînement (souvent désigné par les mots anglais “drift
term”) qui est identique à celui de la physique classique.

Pour la contribution de l’énergie potentielle, le calcul est très semblable à celui
qui a été mené au début du § 3-c-β, à ceci près qu’il s’agit maintenant d’une fonction
V (R) de l’opérateur R, au lieu de cet opérateur lui-même. Les relations (83) et (85)
deviennent alors, lorsque B = ρ :

[V (R) ρ]W (r,p) =

1

(2πℏ)
3

∫
d3y e−ip·y/ℏ

∫
d3p2 e

ip2·y × V
(
r+

y

2
; t
)
ρW (r,p2; t) (105)

et :

[ρV (R)]W (r,p) =

1

(2πℏ)
3

∫
d3y e−ip·y/ℏ

∫
d3p1 e

ip1·y × ρW (r,p1; t)V
(
r−y

2
; t
)

(106)

Ainsi, l’évolution de la distribution de Wigner ρW (r,p; t) obéit à l’équation :

d
dt
ρW (r,p; t) +

p

m
·∇rρW (r,p; t) =

1

iℏ

1

(2πℏ)
3

∫
d3y

∫
d3p′ ei(p

′−p)·y/ℏ

×
[
V
(
r+

y

2
; t
)
− V

(
r−y

2
; t
)]
ρW (r,p′; t) (107)

Cette équation est exacte ; elle contient donc tous les effets quantiques intervenant
dans l’évolution de la particule. Elle obéit à une loi de conservation locale de la
probabilité :

d
dt
n (r, t) +∇r · J (r, t) = 0 (108)

où la densité locale de probabilité n (r, t) est définie en (18), et où le courant associé
J (r, t) est défini par :

J (r, t) =

∫
d3p

p

m
ρW (r,p; t) (109)
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En effet, si l’on intègre (107) sur d3p, le membre de gauche conduit immédiatement
à celui de (108), comme en mécanique classique ; pour le membre de droite, l’inté-
gration sur d3p′ introduit une fonction δ (y) qui annule le crochet dans l’intégrale
restante.

Lorsque le potentiel extérieur varie suffisamment lentement, on peut dans
(107) effectuer la substitution :

V
(
r+

y

2
; t
)
− V

(
r−y

2
; t
)
= y ·∇rV (r; t) + ... (110)

L’intégration sur d3y/ (2πℏ)
3 conduit alors à une fonction (ℏ/i)∇p′δ (p′ − p) et il

vient :

d
dt
ρW (r,p; t) +

p

m
·∇rρW (r,p; t) = ∇rV (r; t) ·∇pρW (r,p; t) + ... (111)

On reconnaît alors l’équation de Liouville de la mécanique classique. Les points
qui figurent à la fin de cette équation symbolisent les contributions éventuelles des
termes contenant des dérivées spatiales d’ordre supérieur du potentiel V (r; t) ; ils
contiennent également une puissance de ℏ croissant avec l’ordre de la dérivée. Il s’agit
donc de corrections quantiques : plus le potentiel varie rapidement dans l’espace,
plus est grand le nombre de termes à prendre en compte. En revanche, pour un
potentiel variant lentement, se limiter au terme d’évolution classique fournit une
bonne approximation.

4. Généralisations

Les considérations qui précèdent se généralisent directement à des particules
à spin, ou à un système de N particules.

4-a. Prise en compte du spin

Pour une particule munie de spin, une base de l’espace des états est constituée
des kets |r, ν〉, où r est la valeur propre de l’opérateur position et ν celle de la com-
posante du spin sur l’axe de quantification. Les éléments de matrice de l’opérateur
densité s’écrivent alors :

〈r, ν| ρ |r′, ν′〉 (112)

Pour chaque valeur de ν et ν′, on peut effectuer une transformation de Wigner ; on
définit alors comme en (17) les fonctions :

ρνν
′

W (r,p; t) =
1

(2πℏ)
3

∫
d3y e−ip·y/ℏ

〈
r+

y

2
, ν
∣∣∣ ρ (t)

∣∣∣r−y

2
, ν′
〉

(113)

Pour un spin 1/2 par exemple, les deux indices ν et ν′ prennent deux valeurs
notées ±. On définit alors quatre fonctions de Wigner, que l’on peut ranger dans
une matrice de spin 2× 2 :
(
ρ++
W (r,p; t) ρ+−

W (r,p; t)
ρ−+
W (r,p; t) ρ−−

W (r,p; t)

)
(114)
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On vérifie aisément l’hermiticité de cette matrice :

[
ρ+−
W (r,p; t)

]∗
= ρ−+

W (r,p; t) (115)

Une telle matrice est d’usage fréquent dans l’étude des propriétés quantiques de
transport de la polarisation de spin dans des fluides (ondes de spin par exemple).

4-b. Plusieurs particules

Pour deux particules sans spin, la relation (17) se généralise immédiatement
en :

ρW (r1,p1; r2,p2; t) =
1

(2πℏ)
6

∫
d3y1

∫
d3y2 e

−ip1·y1/ℏe−ip2·y2/ℏ

×
〈
r1 +

y1

2
, r2 +

y2

2

∣∣∣ ρ (t)
∣∣∣r1 −

y1

2
, r2 −

y2

2

〉
(116)

et l’on peut traiter de la même manière un nombre quelconque de particules. Le spin
se traite de la même façon que ci-dessus, mais cela conduit rapidement à un très
grand nombre de fonctions de Wigner (4N pour N particules de spin 1/2).

La distribution de Wigner d’un système dépendant d’un grand nombre N de
particules dépend donc de 6N variables quand ces particules n’ont pas de spin ; si les
particules ont un spin 1/2, ce n’est pas une seule distribution qu’il faut étudier, mais
22N distributions qui constituent les éléments de matrice d’un opérateur de spins.
En pratique, on raisonnera donc la plupart du temps plutôt sur la distribution de
Wigner de l’opérateur densité réduit à une seule particule, obtenu par trace partielle
sur les N − 1 autres, ou parfois sur l’opérateur densité réduit à deux particules.

5. Discussion physique, distribution de Wigner et effets quantiques

La connaissance de la distribution de Wigner permet de calculer la valeur
moyenne des observables, comme nous l’avons vu avec la relation (69). Elle permet
donc d’obtenir la probabilité de n’importe quel résultat de mesure, puisque cette
probabilité n’est autre que la valeur moyenne du projecteur sur le sous-espace propre
associé à ce résultat : il suffit donc de calculer la transformée de Wigner de ce
projecteur, de la multiplier par ρW (r,p; t), et d’intégrer sur les deux variables. D’un
point de vue pratique, toute l’information est donc contenue dans ρW (r,p; t). Mais,
comme nous l’avons déjà souligné avec les exemples du § 2-f, ce n’est pas pour autant
qu’il faut attribuer trop de contenu physique à la distribution de Wigner elle-même.
En toute rigueur, la distribution de Wigner apparaît donc plutôt comme un outil
de calcul puissant et commode que comme une représentation directe des propriétés
physiques du système.

Une façon de mieux voir quel est le comportement de la transformée de Wigner
dans une situation où les effets quantiques dominent est d’étudier une expérience
d’interférence. C’est ce que nous faisons maintenant.

5-a. Une expérience d’interférences

Lorsque la fonction d’onde d’une particule traverse un écran percé de deux
orifices, cette fonction d’onde donne naissance à deux paquets d’ondes cohérents
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Figure 1 – La fonction d’onde d’une particule quantique est séparée en deux com-
posantes cohérentes 1 et 2, par exemple après son passage à travers un écran percé
de deux trous, ou dans un interféromètre. Tant que les deux paquets d’ondes sont
distincts dans l’espace, la distribution de Wigner est la somme de trois composantes :
une composante localisée avec le paquet d’ondes 1, une autre avec le paquet d’ondes
2, et enfin une troisième (représentée en tiretés sur la figure) qui se propage à mi-
distance entre les deux paquets d’ondes. Cette troisième composante est appelée “com-
posante fantôme” car, lors d’une mesure de la position de la particule, celle-ci ne
peut jamais y être trouvée (la troisième composante est donc vide de particule). La
valeur de la distribution de Wigner fantôme oscille rapidement en fonction de l’im-
pulsion p.
Plus tard, lorsque les deux paquets d’ondes 1 et 2 se croisent, les trois composantes
deviennent alors non nulles dans la même région de l’espace ; de plus, les oscillations
en impulsion de la composante fantôme sont lentes ou disparaissent. Cette compo-
sante joue alors un rôle essentiel : c’est elle qui, en s’ajoutant aux termes 1 et 2,
vient introduire les oscillations de densité qui créent des franges claires et sombres
(schématisées par des traits horizontaux dans la région R). Son rôle, qui reste vir-
tuel tant que les paquets d’ondes sont éloignés, devient donc essentiel dès qu’ils se
recouvrent, puisque c’est elle qui introduit les effets quantiques d’interférence.

qui se propagent dans l’espace, et interfèrent quand ils se recouvrent. La Figure 1
représente ces deux paquets d’ondes après l’écran, qui tous deux se dirigent vers
la région R où ils vont interférer. Comme ils se propagent dans l’espace libre, la
distribution de Wigner associée à la particule obéit simplement à la relation (104),
qui est identique à une équation d’évolution classique. Dans ces conditions, d’où
peuvent donc venir les effets d’interférence dans la région R ? Pour répondre à cette
question, nous allons utiliser la relation (19), ou son équivalente (26), qui permettent
de calculer la transformée de Wigner associée à la fonction d’onde de la particule.

La fonction d’onde est alors la somme de deux composantes, Ψ1 (r, t) pour le
paquet d’ondes issu du premier trou dans l’écran, Ψ2 (r, t) pour celui issu du second
trou :

Ψ(r, t) = Ψ1 (r, t) + Ψ2 (r, t) (117)

La relation (19) est quadratique en Ψ ; lorsqu’on y insère (117), quatre contributions
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apparaissent :

ρW (r,p; t) = ρ1W (r,p; t) + ρ2W (r,p; t) + ρ1,2W (r,p; t) + ρ2,1W (r,p; t) (118)

Dans cette égalité, ρ1W (r,p; t) est obtenu en remplaçant dans (19) les fonctions
Ψ(r, t) et Ψ∗ (r, t) par Ψ1 (r, t) et Ψ∗

1 (r, t) respectivement ; la contribution ρ2W (r,p; t)
est obtenue en les remplaçant par Ψ2 (r, t) et Ψ∗

2 (r, t) respectivement ; enfin, les
contributions “croisées” ρ1,2W (r,p; t) et ρ2,1W (r,p; t) proviennent du remplacement de
Ψ(r, t) par Ψ1 (r, t) et de Ψ∗ (r, t) par Ψ∗

2 (r, t), et inversement. Ainsi, par exemple,
la relation (19) conduit à :

ρ1,2W (r,p; t) =
1

(2πℏ)
3

∫
d3y e−ip·y/ℏ Ψ1

(
r+

y

2
; t
)
Ψ∗

2

(
r− y

2
; t
)

(119)

tandis que la relation équivalente (26) fournit une autre expression de cette même
fonction en fonction des transformées de Fourier Ψ1 et Ψ

∗
2. On vérifie sans difficulté

que les deux distributions ρ1,2W (r,p; t) et ρ2,1W (r,p; t) sont complexes conjuguées l’une
de l’autre ; leur somme est donc réelle, ce qui assure que ρW (r,p; t) l’est également.

A titre d’exemple, supposons que chacun des deux paquets d’ondes est gaus-
sien, comme celui étudié au § 2-d. Nous avons vu au Complément GI que, lors de
sa propagation dans l’espace libre, un paquet d’onde initialement gaussien le reste
à tout instant ; sa largeur en impulsion reste constante, mais sa largeur en position
varie dans le temps. Pour simplifier l’écriture, nous étudions donc le problème à une
seule dimension sans écrire explicitement la dépendance en temps ; nous supposons
que l’un des paquets d’onde est centré en +x0, l’autre en −x0. La relation (41)
permet alors d’écrire :

ψ1 (px) =
1

(2π)
1/4

√
a

2ℏ
e−a

2(px−p0)2/4ℏ2

e−ipxx0/ℏ

ψ2 (px) =
1

(2π)
1/4

√
a

2ℏ
e−a

2(px−p0)2/4ℏ2

eipxx0/ℏ (120)

(le facteur 1/
√
2 que nous avons ajouté a pour but d’assurer la normalisation de la

fonction d’onde totale ; nous supposons que a≪ x0, c’est-à-dire que le recouvrement
spatial des deux paquets d’onde est négligeable, de sorte que la norme de la somme
est la somme des normes). Le même calcul qu’au § 2-d fournit alors :

ρ1W (x, px; t) =
1

2πℏ
e−

a2

2ℏ2 (px−p0)2e−2
(x−x0)2

a2

ρ2W (x, px; t) =
1

2πℏ
e−

a2

2ℏ2 (px−p0)2e−2
(x+x0)2

a2 (121)

Pour les contributions croisées, il faut faire un calcul légèrement différent. Le
changement de signe de x0 entre les deux lignes de (120) a pour conséquence que le
produit ψ1 (px + q/2)ψ

∗
2 (px − q/2) contient l’exponentielle e−2ipx0/ℏ, tandis que le
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produit ψ
∗
1 (px + q/2)ψ2 (px − q/2) contient e2ipx0/ℏ. Le calcul de (42) devient alors :

ρ1,2W (x, px) + ρ2,1W (x, px)

=
1

2

a

(2π)
3/2

ℏ2

∫
dq e

− a2

4ℏ2

[
(p−p0+ q

2 )
2
+(p−p0− q

2 )
2
]

eiqx/ℏ
[
e−2ipx0/ℏ + e2ipx0/ℏ

]

=
a

(2π)
3/2

ℏ2
cos

2px0
ℏ

e−
a2

2ℏ2 (p−p0)2
∫

dq e−
a2q2

8ℏ2 ei
qx
ℏ (122)

soit :

ρ1,2W (x, px) + ρ2,1W (x, px) = cos
2px0
ℏ

e−
a2

2ℏ2 (p−p0)2 e−
2x2

a2 (123)

Pour finir, la transformée de Wigner totale est :

ρW (x, px) =
1

2πℏ
e−

a2

2ℏ2 (px−p0)2
[
e−2

(x−x0)2

a2 + e−2
(x+x0)2

a2 + 2 cos
2pxx0
ℏ

e−
2x2

a2

]

(124)

Les deux premiers termes dans le crochet se comprennent immédiatement :
ce sont simplement la demi-somme des transformées de Wigner associées à chacun
des paquets d’ondes. Chacun de ces deux termes est centré sur le paquet d’onde
auquel il correspond, soit en x = ±x0. Le troisième terme est le terme croisé, qui
correspond à un terme d’interférence entre les deux paquets d’ondes. Il est centré en
x = 0, donc à mi-chemin entre eux, et de plus oscille en fonction de l’impulsion px
à une fréquence proportionnelle à la distance entre les deux paquets d’ondes.

5-b. Discussion générale ; composante “fantôme”

La distribution ρ1W (r,p; t) se propage comme celle d’une particule libre qui
serait décrite par le seul paquet d’ondes Ψ1 (r, t) ; la distribution ρ2W (r,p; t) est celle
associée au second paquet d’ondes, lui aussi considéré comme isolé. Si ces contribu-
tions étaient les seules, lorsque ces deux paquets d’ondes se croisent les deux distri-
butions de Wigner s’ajouteraient simplement, puisque leur évolution est classique ;
aucun effet d’interférence quantique ne résulterait de cette addition.

Mais, dans (118), comme nous l’avons vu, il faut également tenir compte des
termes croisés (termes d’interférence), dont les propriétés sont bien différentes de
celles des deux termes qui la précèdent. Une première différence notable est bien
sûr leur caractère oscillant en fonction de l’impulsion, qui fait nécessairement ap-
paraître des valeurs positives et négatives de la distribution ; il s’agit d’un effet
purement quantique, puisqu’une distribution classique doit toujours rester positive
ou nulle. Une autre différence est que ce terme croisé de la transformée de Wigner
se propage dans une région de l’espace où la fonction d’onde est nulle, et ne peut
donc correspondre à aucune probabilité de présence de la particule (l’intégrale sur
l’impulsion de la distribution correspondante est nulle). On vérifie d’ailleurs que l’in-
tégrale sur l’impulsion du dernier terme du second membre de (124) est nulle (dans
la limite x0 ≫ a des paquets d’onde bien séparés où nous avons effectué notre cal-
cul). La somme ρ1,2W (x, px) + ρ2,1W (x, px) est parfois appelée “composante fantôme”
de la distribution de Wigner (ou parfois encore en optique quantique “composante
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tamasic”) ; lors d’une mesure de la position de la particule, elle ne peut en effet ja-
mais être trouvée dans cette composante 4. Sa valeur est toujours réelle, mais pas
nécessairement positive du fait de ses oscillations.

Ainsi, tant que les deux paquets d’ondes 1 et 2 restent éloignés, la transformée
de Wigner associés à la particule est la somme de trois composantes indépendantes :
deux composantes associées séparément à chacun des paquets d’ondes et se propa-
geant avec eux ; une “composante fantôme” se propageant à mi-distance entre les
paquets d’onde. Cependant, lorsqu’ensuite les paquets d’ondes se croisent dans la
région R, les trois composantes de la transformée de Wigner se recouvrent dans
l’espace. La composante fantôme de signe variable se combine alors avec les deux
composantes précédentes pour moduler la probabilité de présence de la particule, et
produire les franges d’interférences prédites par la mécanique quantique. C’est donc
elle qui, en quelque sorte, transporte les effets quantiques associés à la particule.

Conclusion

La mécanique quantique est une théorie très différente de la mécanique clas-
sique. Il n’était donc pas du tout évident que, grâce à l’utilisation des transformées
de Wigner, il devienne possible de mettre les équations quantiques sous une forme
qui ressemble à ce point à celle des équations classiques d’une distribution dans
l’espace des phases. De plus, comme nous l’avons vu, n’importe quelle fonction clas-
sique réelle de la position et de l’impulsion engendre dans ce formalisme un opérateur
hermitique agissant dans l’espace des états. A la limite où ℏ→ 0, les équations quan-
tiques d’évolution font apparaître les mêmes crochets de Poisson que les équations
classiques. Les similarités entre théories quantique et classique apparaissent alors
comme très marquées. Les effets quantiques se manifestent toutefois de plusieurs
manières :

– l’évolution de la distribution de Wigner peut être notablement différente de
l’évolution classique si les potentiels varient rapidement sur une longueur de l’ordre
de ℏ/p (longueur d’onde de de Broglie), car les termes d’ordre élevés en gradients
deviennent alors essentiels ;

– la transformée de Wigner n’est pas toujours positive. Nous avons vu l’exemple
de la composante fantôme dans une expérience d’interférence, qui en quelque sorte
transporte les effets quantiques jusqu’aux composantes habituelles ;

– alors que toute distribution dans l’espace des phases, pourvu qu’elle soit
positive et normée, est a priori acceptable en physique classique, ce n’est pas le cas
en mécanique quantique : seules sont acceptables les distributions de Wigner qui
correspondent à un opérateur densité défini positif, condition qui ne s’exprime pas
simplement en termes de la distribution.

La transformée de Wigner est souvent utilisée en physique quantique. Nous
avons déjà signalé qu’elle a été introduite en 1932 dans le cadre de l’étude des pro-
priétés corrections quantiques à l’équilibre thermique [87]. Elle joue cependant un
rôle probablement encore plus important dans l’étude des propriétés de transport
grâce à une équation du type équation de Boltzmann, puisque par essence même
une telle équation contient des informations simultanées sur les positions et les im-
pulsions des particules. De plus, la transformée de Wigner est également utile pour

4. On parle aussi parfois de “composante vide” pour exprimer l’idée que cette composante
est vide de particule.
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la compréhension et la caractérisation générale des effets quantiques, sa négativité
dans certaines régions de l’espace des phases étant un indicateur précieux de l’exis-
tence de tels effets. On peut même utiliser la transformée de Wigner pour introduire
un “formalisme de la mécanique quantique dans l’espace des phases” [89, 90], qui
est totalement équivalent au formalisme habituel en termes d’espace des états et
d’opérateurs et constitue donc une véritable procédure de quantification. De façon
très générale, la transformée de Wigner appartient à la classe des formulations dites
de Liouville de la mécanique quantique [94], dont les usages sont nombreux.

Enfin, dans de nombreux domaines de la physique (en particulier le traitement
du signal), la transformée de Wigner entre dans la catégorie plus large des trans-
formées mixtes temps-fréquence. Il existe de nombreux types de telles transformées
(transformées à fenêtre glissante ou à enveloppes, ondelettes, etc.) qui, selon les cas,
sont les mieux adaptées au problème traité. En mécanique quantique également, il
existe d’autres transformées quasi classiques que celle de Wigner, comme la trans-
formée de Husimi ou de Kirkwood, ou celle de Glauber qui s’exprime en termes
d’opérateurs de création on d’annihilation du champ électromagnétique ; pour une
revue, le lecteur pourra consulter la référence [88]. La transformée de Wigner reste
toutefois l’une des transformées les plus commodes, en particulier du fait des calculs
analytiques qu’elle permet dans bien des cas intéressants.
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Absorption du champ, 582
Absorption et émission de photons, 503
Action, 409
Amplitude de probabilité de détection

(photon), 600
Angle quantique, 694
Annihilation (opérateur), 7
Annihilation-création de paires, 256, 303,

312
Anormale (dispersion), 582
Anormale (valeur moyenne), 278
Anormales (valeurs moyennes), 253
Anticommutation, 10
Anticommutation (opérateur champ),

174
Antinormale (fonction de corrélation),

204, 211
Appariement (terme d’), 303
Appariés (états), 235
Argument EPR, 641
Atome habillé, 561, 565
Atome habillé (couplage faible), 569
Atome habillé (couplage fort), 574
Atome habillé (diagramme), 566
Atome unique, 554
Atomes (miroirs pour), 587
Attractifs (bosons), 168
Autler-Townes (doublet), 578

Bardeen-Cooper-Schrieffer, 315
BCHSH (inégalités), 646, 647
BCS, 315
BCS (mécanisme physique), 341
BCS, blocage de phase, 341
BCS, condition de blocage de phase,

320, 343
BCS, états excités, 346
BCS, excitations élémentaires, 351
BCS, gap, 321, 323, 351
BCS, longueur de cohérence, 336
BCS, ordre non diagonal, 339
BCS, paires brisées et paires excitées,

347
Bell (théorème de), 641
Bi-orthonormale (décomposition), 630
Bitter, 489

Blocage de phase BCS, 320, 343
Blocage des phases (bosons), 366, 372
Blocage du recul, 464
Bogolubov (hamiltonien de), 381
Bogolubov (méthode opératorielle), 379
Bogolubov (phonons, spectre), 76
Bogolubov (transformation), 379
Bogolubov-Valatin (transformation de),

261, 346
Bohr, 644
Boltzmann (distribution), 42
Bose-Einstein (condensation de paires),

284
Bose-Einstein (condensation), 51, 361
Bose-Einstein (distribution), 42
Bosons à température non nulle, 165
Bosons appariés, 306
Bosons attractifs, 168
Bosons attractifs (instabilité), 165
Bosons condensés, 51
Bosons dans un état de Fock, 198
Brossel, 489

Canonique(ensemble), 725
Canoniques (relations de commutation),

412
Cascade radiative de l’atome habillé,

578
Chaîne de von Neumann, 637
Champ (dispersion et absorption), 580
Champ (fonctions de corrélation spa-

tiales), 178
Champ (opérateur), 172
Champ de paires, 271
Champ de paires (commutation), 288
Champ électrique quantifié, 428, 433
Champ électromagnétique (énergie), 394
Champ électromagnétique (impulsion),

395, 447
Champ électromagnétique (lagrangien),

414, 420
Champ électromagnétique (moment ci-

nétique), 396, 473
Champ électromagnétique et oscillateurs

harmoniques, 396
Champ magnétique quantifié, 428, 433
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Champ moyen de Hartree-Fock, 95, 113,
126, 144

Champs laser intenses, 559
Changement de base, 12
Chemins de Feynman, 703
Coefficients d’Einstein, 513
Cohérent (état du champ), 436
Commutation, 10
Commutation (opérateur champ), 174
Commutation (relations de), 412
Communation des opérateur de champ

de paires, 288
Commutation du champ (relations de),

418, 424
Complexes (variables dans lagrangien),

410
Composantes de fréquences positives et

négatives, 502
Condensat de Bose-Einstein, 368
Condensat fragmenté, 68
Condensation de Bose-Einstein, 51
Condensation de Bose-Einstein (bosons

réplusifs), 361
Condensation de Bose-Einstein de paires,

284
Condensats (phase relative), 673
Condensats à spin, 690
Conjugués (moments), 411, 416, 423
Contextualité, 667
Contractions, 226
Conversion paramétrique, 615
Cooper (paires de), 355
Corrélation (fonctions de), 203, 228
corrélations, 667
Corrélations classiques et quantiques,

656
Corrélations spatiales (gaz parfait), 191
correlations temporelles (photons de fluo-

rescence), 578
Coulomb (champ de), 390
Coulomb (jauge de), 393
Couplage faible (atome habillé), 569
Couplage fort (atome habillé), 574
Courant de particules, 177
Création (opérateur), 6
Création et annihilation (opérateurs),

419
Critique (vitesse), 88

Décélération d’un jet atomique, 453
Décoherence, 636
Décomposition de Schmidt, 629
Dégroupement (photons), 554
Delta (fonction d’un opérateur), 737
Densité d’états, 324
Densité de lagrangien, 414
Densité de particules (opérateur), 177
Déplacements lumineux, 570, 585
Déplétion quantique, 368
Détecteur (photons), 599
Détection non destructive d’un photon,

593
Déterminant de Slater, 97
Deux particules (opérateur à), 19, 22,

44, 176
Deux photons (interférences), 605, 618
Deux photons (transitions à), 529
Développement de l’opérateur d’évolu-

tion, 500
Développement en gradients (transfor-

mée de Wigner), 753
Diagramme (atome habillé), 566
Diffusion d’impulsion, 459
Diffusion de photons par un atome, 516
Diffusion élastique (photons), 516
Diffusion inélastique, 521
Diffusion Raman, 521
Diffusion Raman stimulée, 523
Diffusion Rayleigh, 519
Diffusion résonnante, 520
Dipolaire (hamiltonien), 440
Dipolaires (pièges), 585
Dipolaires électriques (transitions), 486
Direct et échange (termes), 24, 44, 46,

61, 64
Dispersion anormale, 582
Dispersion et absorption du champ, 580
Distribution à eux particules BCS, 328
Distribution de Boltzmann, 42
Distribution de Bose-Einstein, 42
Distribution de Fermi-Dirac, 42, 135
Divergence de l’énergie, 435
Doppler (effet), 450
Doppler (refroidissement), 454
Doppler (spectroscopie sans effet), 538
Doppler (température), 461
Double condensat, 673
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Double condensat à spin, 690
Double résonance (méthode de la), 489
Doublet Autler-Townes, 578
Durée de vie radiative, 512

Echange, 23
Echange (trou d’), 196
Echange d’intrication, 668
Ecoulements métastables, 83
Effectif (hamiltonien), 574
Effet Autler-Townes, 578
Effet Doppler, 450
Effet Doppler relativiste, 451
Effet Mössbauer, 468
Effet photo-électrique, 542
Effets coopératifs BCS, 343
Einstein, 513, 542
Einstein (coefficients d’), 513
Einstein-Podolsky-Rosen, 641, 698
Elargissement radiatif, 570
Eléments de réalité, 641
Emergence d’une phase relative, 689
Emergence d’une phase relative entre

condensats, 685
Emission de photons, 510
Emission induite, 511
Emission spontanée, 512, 568
Energie cinétique du champ, 184
Energie d’interaction du champ, 185
Energie d’un état apparié, 295
Energie de condensation BCS, 344
Energie de Fermi, 194
Energie de recul, 451
Energie du champ électromagnétique,

394
Energie et impulsion du champ trans-

verse, 401
Energie libre, 727
Energie potentielle du champ, 185
Ensemble canonique, 725
Ensemble grand-canonique, 727
Ensemble micro-canonique, 721
Ensembles statistiques, 732
Entanglement swapping, 668
Entropie, 722
Entropie statistique, 653
EPR, 641, 698
EPR (éléments de réalité), 641

EPRB, 642
Equation d’état (bosons répulsifs), 165
Equation d’état (gaz parfait), 52
Equation intégrale (opérateur d’évolu-

tion), 499
Equations de Hamilton-Jacobi, 410, 412,

417
Equations de Lagrange, 411, 421
Equations de Lorentz, 387
Equations de Maxwell, 387
Equilibre thermique (gaz parfait), 37
Espace de Fock, 3
Espace de Fock du champ libre, 433
Etat apparié (énergie), 295
Etat de Fock, 3, 26, 191, 536
Etat relais, 517, 530, 532, 539
Etats appariés, 235
Etats appariés (construction), 242
Etats excités BCS, 346
Etats pointeurs, 636
Evolution (opérateur), 499
Evolution de l’opérateur champ, 186
Excitations de Bogolubov, 77
Excitations élémentaires BCS, 351

Fantôme (composante de la transfor-
mée de Wigner), 761

Fermi (énergie de), 194
Fermi (niveau de), 33
Fermi (surface de), 341
Fermi-Dirac (distribution), 42
Fermions appariés, 300
Fermions dans un état de Fock, 194
Fletcher, 543
Fluctuations d’intensité, 558
Fluctuations des nombres d’occupation

(bosons), 46
Fluctuations du vide, 436
Fluide de probabilité, 746
Fluorescence (triplet), 577
Fock (espace de), 3, 433
Fock (état de), 3, 26, 191, 536
Fonction d’onde de paires, 277
Fonction d’onde de paires BCS, 328,

336
Fonction de corrélation (dipôle et champ),

545
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Fonction de corrélation antinormale, 204,
211

Fonction de corrélation normale, 204,
210

Fonction de distribution (bosons), 41
Fonction de distribution (fermions), 41
Fonction de partition, 38, 39, 135
Fonction spectrale, 218
Fonctions de correlation pour proces-

sus à un photon, 514
Fonctions de corrélation spatiales du

champ, 178
Fonctions de distribution, 37, 153
Fonctions de distribution BCS, 326
Fonctions de Green (évolution), 207
Fragmentation (bosons), 68, 198
Fragmentation d’un condensat, 68
Friction (coefficient de), 456

Gap BCS, 321, 323, 351
Gaussien (paquet d’ondes), 743
Gaz parfait, 37, 209, 214, 228
Gaz parfait (corrélations), 191
GHZ (état), 658, 663
Gibbs-Duhem (relation de), 732
Grand potentiel, 39, 139
Grand-canonique, 38
Grand-canonique (ensemble), 727
Grand-potentiel, 728
Green (fonction de), 203, 208, 212
Greenberger-Horne-Zeilinger, 663
Groenewold (formule de), 754
Gross-Pitaevskii (équation de), 57, 73
Groupement (de bosons), 199

Habillé (atome), 561, 565
Habillés (états et énergies), 565
Hamilton-Jacobi (équations de), 410,

412, 417
Hamiltonien, 412, 417, 424
Hamiltonien dipolaire électrique, 440
Hamiltonien effectif, 574
Hanbury Brown et Twiss, 553
Hartree-Fock (approximation de), 95,

119
Hartree-Fock (équations de), 105, 150
Hartree-Fock (équations dépendant du

temps), 126

Hartree-Fock (équilibre thermique), 129,
153

Hartree-Fock (potentiel de), 124
Hartree-Fock dépendant du temps, 119
Hartree-Fock pour des électrons, 114
Heisenberg (point de vue de), 184
Histoires classiques, 708

Impulsion (diffusion d’), 459
Impulsion du champ électromagnétique,

395, 447
Indice de réfraction, 582
Induite (emission), 511
Inegalités de Bell, 644
Intégrale de chemin, 703
Intenses (champs laser), 559
Intensives ou extensives (variables), 729
Interaction (point de vue d’), 500
Interactions du champ avec un atome,

438
Interactions entre champ et particules,

437
Intereférences (photons), 602
Interférences à deux photons, 605, 618
Intrication (échange), 668
Intrication quantique, 623, 629, 640, 679
Ionisation (photo-), 541
Ionisation tunnel, 559
Isotrope (rayonnement), 509

Jauge, 388, 391
Jauge de Coulomb, 393
Jet atomique (décélération), 453

Kastler, 489, 492

Lagrange (équations de), 411, 421
Lagrange (multiplicateurs de), 717
Lagrangien, 408
Lagrangien (densité de), 414
Lagrangien du champ électromagnétique,

414, 420
Laguerre-Gauss (faisceaux de), 495
Lamb (déplacement de), 436
Large bande spectrale (détecteur), 599
Laser (pièges), 585
Laser Raman, 523
Light shifts, 570, 585
Loi de Planck, 513
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Longitudinaux (champs), 389
Longueur de cohérence BCS, 336
Longueur de relaxation, 67
Lorentz (équations de), 387

Magnétisme spontané de fermions, 157
Magnétisme spontané de Stoner, 157
Maxwell (équations de), 387
Mécanique statistique (rappels de), 721
Mesure idéale de von Neumann, 632
Métastabilité de l’écoulement superfluide,

88
Micro-canonique (ensemble), 721
Millikan, 543
Miroirs pour atomes, 587
Modèle de Cooper, 355
Modes du rayonnement, 402, 404
Mollow, 578
Moment cinétique du champ électro-

magnétique, 396, 473
Moments conjugués, 411, 416, 423
Monogamie quantique, 657
Mössbauer (effet), 468
Multiphotoniques (transitions), 469, 529
Multiplicateurs de Lagrange, 717
Multipolaires (ondes), 483

Nécessité d’un traitement quantique,
550, 553

Négatives et positives (composantes du
champ), 502

Niveau de Fermi, 33
Nombre d’occupation, 3
Nombre d’occupation (opérateur), 9
Nombre de photons, 567
Nombre total de particules (gaz par-

fait), 47
Non destructive (détection d’un pho-

ton), 593
Non diagonal (ordre à longue distance),

195, 200
Non-localité, 641
Non-séparabilité, 644
Normale (fonction de corrélation), 204,

210

Ondes multipolaires, 483
Opérateur champ, 172
Opérateur champ (évolution), 184, 186

Opérateur d’annihilation, 7
Opérateur d’évolution, 499
Opérateur de création, 6
Opérateur de création d’une paire de

particules, 238, 272
Opérateur de Weyl, 738
Opérateur densité à une particule de

Hartree-Fock, 110
Opérateur “densité de particules”, 177
Opérateur densité réduit, 18
Opérateur nombre d’occupation, 9
Opérateur réduit à une particule, 18
Opérateurs à deux particules, 19, 22,

44, 176
Opérateurs à une particule, 14, 17, 40,

176
Opérateurs de création et annihilation,

419
Opérateurs symétriques, 14, 17, 19, 22,

40, 44, 175
Optiques (réseaux), 588
Orbital (moment cinétique du rayon-

nement), 482
Ordre non diagonal à longue distance,

195, 200
Oscillation de Rabi, 566

Paire de particules (opérateur de créa-
tion), 238, 272

Pairers de Cooper, 355
Paires (fonction d’onde de), 277
Paires BCS (fonction d’onde de), 328,

336
Paires brisées et paires excitées, 347
Paquet d’ondes (un photon), 603
Paquet d’ondes gaussien, 743
Paquets d’ondes (photons), 597
Paquets d’ondes à deux photons, 615
Paramètre d’ordre des paires, 277
Paramétrique (conversion), 615
Parité, 538
Particules et trous, 33
Particules identiques, 1
Penrose-Onsager (critère de), 198, 287,

375
Peres, 648
Phase relative (condensats à spin), 689
Phase relative de deux condensats, 673
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Phase relative entre condensats, 685
Phase relative entre deux condensats,

694
Phonons de Bogolubov, 76
Photo-détection double, 607, 619
Photo-détection simple, 604, 605
Photo-électrique (effet), 542
Photo-ionisation, 541, 599
Photo-ionisation (deux photons), 556
Photo-ionisation (taux de), 547, 557
Photons, 432, 434, 542
Photons (absorption et émission), 497
Photons (nombre de), 567
Photons (vide de), 435
Pièges dipolaires, 585
Pièges laser, 585
Planck (loi de), 513
Point de vue d’interaction, 500
Point de vue de Heisenberg, 184
Pointeurs (états), 636
Polarisation du champ électromagné-

tique, 398
Pompage optique, 492, 573
Postulat de projection de Von Neumann,

638
Potentiel chimique, 723
Potentiel de Hartree-Fock, 124
Potentiel thermodynamique (minimisa-

tion), 133
Potentiels scalaire et vecteur, 388, 391
Pression (gaz parfait), 52
Pression de radiation, 452
Principe de moindre action, 409
Probabilité d’absorption d’un photon,

506
Processus d’annihilation-création de paires,

256, 303, 312
Produit d’opérateurs (transformée de

Wigner), 751
Propagateur d’une particule, 704, 708

Quantification d’un champ, 186
Quantification du champ, 427
Quasi-classique (état du champ), 436
Quasi-classiques (situations), 745
Quasi-distribution, 738, 748
Quasi-particules, 156, 265

Quasi-particules (phonons de Bogolu-
bov), 382

Quasi-particules (vide de), 261
Quel chemin (expérience), 639

Rabi (oscillation de), 566
Ralentissement des atomes, 453
Raman (diffusion), 521
Raman (laser), 523
Raman stimulée (diffusion), 523
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