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Avant-propos

Les systémes constitués d’un grand nombre de composantes (solides, liquides ou gaz) adoptent
un comportement macroscopique pouvant étre caractérisé par un nombre limité de variables
(pression, température...), dont I’étude fait I’'objet de la Thermodynamique et de la Mécanique
des Milieuxz Continus, sciences de prédilection pour les ingénieurs de I’Ecole des Ponts - Pa-
risTech.

La compréhension de 'origine microscopique de ces comportements macroscopiques, allant
jusqu’a des prédictions quantitatives précises, nécessite une approche statistique (dont un
avant gout a pu étre donné en classe préparatoire). La Mécanique Statistique s’est d’abord
constituée a partir de la seconde moitié du XIX€ siecle avec les travaux de Maxwell et Boltz-
mann sur la théorie cinétique des gaz et l'origine microscopique de la notion d’entropie in-
troduite par le second principe de la Thermodynamique. Cette quéte a débouché a ’aube du
XX¢€ siecle sur la confirmation définitive de la structure particulaire de la matiere a 1’échelle
microscopique et sur la découverte du caractere statistique des lois qui régissent son compor-
tement a ’échelle macroscopique. La Physique Statistique a alors regu un nouvel élan avec
l'avenement de la Physique Quantique, et a continué a se développer avec succes jusqu’a au-
jourd’hui, par exemple dans le domaine des transitions de phase, de la matiere molle ou des
nanomatériaux.

Ce cours propose une introduction a la Physique Statistique. Les premiers chapitres (1 a 5)
ont pour objet de présenter les outils de base (dénombrement des micro-états, entropie, fonc-
tion de partition...) sur des systémes simples, assemblées de composantes sans interaction.
On aborde successivement des systemes discrets puis continus, isolés puis en interaction avec
leur environnement. Ceci permet de fonder les premier et second principes de la Thermo-
dynamique. Les illustrations sont choisies dans le domaine du comportement des états de la
matiére, en montrant comment 1’on retrouve les comportements thermodynamiques (équation
d’état du gaz parfait, élasticité des polymeres, défauts dans les solides cristallins, pression
osmotique. . .). On aborde alors la physique statistique du monde quantique : fermions et bo-
sons... (chapitres 6 et 7). On s’intéresse ensuite (chapitres 8 et 9) au role des interactions entre
composantes, conduisant & la discussion des transitions de phase (liquide-gaz, miscibilité des
solutions, magnétisme). La partie suivante (chapitres 10 et 11) est consacrée aux systémes
hors équilibre dans lesquels existent des inhomogénéités conduisant a des phénomenes de
transport et 'on montre comment calculer les coefficients associés (conductivité, viscosité,
diffusion). Le chapitre 12 constitue une ouverture a la physique des surfaces, un sujet hors
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du champ traditionnel de la physique statistique, mais important en science des matériaux.

Ce cours se veut autocohérent, tout en constituant une introduction utile au cours de phy-
sique de deuxiéme année proposé par le département Génie Mécanique et Matériaux (Na-
nomatériauz) et pour les étudiants se destinant au Master Sciences des Matériaux pour la
Construction Durable (Chaire Lafarge).

Le polycopié, dont la lecture est fortement recommandée, suit le déroulement du cours. On
trouvera a la fin de chaque chapitre des énoncés d’exercices dont certains seront traités en
classe. Certains compléments, au-dela du programme, ne seront pas traités en séance. On a
regroupé dans les annexes divers éléments utiles (Formulaire mathématique, Bibliographie...).

Ce cours bénéficie de 'expérience acquise dans I’enseignement de la physique a I’Ecole des
Ponts : les cours de Physique Quantique et Statistique (2001-2005) et de Physique des Etats de
la Matiére (2006-2007), et a I'Université de Marne la Vallée : les cours de Physique Statistique
et de Physique des Solides en maitrise de sciences des matériaux (1993-1998), ainsi que
de différents enseignements dédiés aux écoulements granulaires. Je voudrais remercier les
collegues avec lesquels j’ai eu le plaisir de collaborer dans ces enseignements, a différentes
époques et a différents niveaux : Olivier Coussy, Teddy Fen-Chong, Flavien Lahmar, Anaél
Lemaitre, Pierre Mills, Guillaume Ovarlez, Pierre-Emmanuel Peyneau, Stéphane Rodts, Jean-
Noél Roux et Florence Rouyer. Leurs conseils et relectures auront permis d’améliorer ce
cours. Le polycopié se nourrit de différentes sources, en particulier le cours du regretté André
Heslot, le cours de ’Ecole polytechnique et le livre de Bernard Diu et al. D’autres références
se trouvent en Bibliographie.



Chapitre 1

Introduction

Introduction

Du point de vue microscopique, les différents états de la matiere sont toujours des as-
semblées de particules (atomes ou molécules) en interaction. Partant d’une description pu-
rement mécanique de tels systeémes, on peut espérer déduire les propriétés macroscopiques
de la matiere, et donner une interprétation microscopique des notions macroscopiques de

température, de chaleur ou d’entropie... ..

Ce programme a été abordé dans le cadre de la théorie cinétique des gaz, ou celui-ci est
vu comme une assemblée de particules en mouvement interagissant par des collisions?. Ce-
pendant, face au trés grand nombre de degrés de liberté des systémes macroscopiques, seule
I'utilisation de méthodes statistiques permet de traiter le probleme. Cette révolution concep-
tuelle va s’opérer entre 1855 et 1880. Elle est inaugurée par Maxwell qui, a travers la notion de
distribution de vitesse, introduit le premier les probabilités en physique 3. Bientot Boltzmann 4
propose une idée fondamentale en faisant le lien entre I’entropie et le désordre moléculaire.
Ceci lui permet de fonder la Mécanique Statistique des gaz, véritable mariage de la mécanique
et des probabilités.

Dans ce chapitre, nous commencerons par donner quelques indications élémentaires sur la
structure atomique de la matiere (Sec. 1.1). Nous expliquerons ensuite qualitativement com-
ment on peut comprendre les états de la matiere a partir d’une compétition entre I'agitation
thermique et 1'énergie de liaison (Sec. 1.2). Puis nous rappellerons les idées de la théorie
cinétique des gaz (Sec. 1.3). Nous présenterons enfin un premier modeéle élémentaire, le
systeme a deux états, qui permet d’introduire quelques idées de la Physique Statistique :
dénombrement des micro-états, loi des grands nombres, fluctuations (Sec. 1.4).

1. Pour une présentation de la Thermodynamique des Matériaux, on pourra consulter Physique des Etats
de la matiére par O. Coussy et F. Chevoir, cours de ’Ecole des Ponts - ParisTech 2007.

2. Les conséquences physiques de cette idée ont été étudiées des Bernoulli (1738 : Hydrodynamica), et
reprises par plusieurs physiciens dans les années 1830-1860 (Herapath, Waterston, Joule, Clausius).

3. James Maxwell (1831-1879) dans son article de 1859 Illustration of the dynamical theory of gases.

4. Ludwig Boltzmann (1844-1906), dans une série d’articles entre 1868 et 1877.

3



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.1 Structure atomique de la matiere

L’hypothese atomique, formulée des I'antiquité grecque (Démocrite, Lucrece...), a progressé
au cours du 19eme siecle (Dalton, Avogadro, Gay-Lussac, Mendeléiev...), tout en restant
controversée, jusqu’a finalement s’imposer avec les expériences décisives de Perrin en 1906 °.

Le développement de la Mécanique Quantique dans les années 1915-1930 va permettre de
comprendre le fonctionnement de I'atome et des molécules. Cependant, dans le cadre de ce
cours, nous ne descendrons pas a une échelle inférieure a celle de I'atome, de sorte que nous
n’aurons pas vraiment besoin de la Physique Quantique. Quelques indications élémentaires
sont cependant résumées dans la section suivante©.

1.1.1 Eléments de Mécanique Quantique

D’un point de vue fondamental, la description des systéemes physiques releve de la Mécanique
Quantique. Plus précisément, les effets quantiques se font sentir lorsque ’action caractéristique
du probléme” devient de l'ordre de la constante de Planck h (~ 6,6310734Js, on uti-
lise souvent A = h/(2m)). L’introduction de cette constante fondamentale (en plus de la
masse m, de la charge e d’un électron et de la permittivité du vide €¢y) permet de fixer

la taille (ap = % ~ 0,53 A - Pangstrom A = 107'° m) et 1’énergie d’ionisation ca-
2
ractéristiques (Ey = % = op2 (%) ~ 13,6 eV - I'électron-Volt eV = 1,6 107 J) de

l'atome (voir exercice 1-2). La Mécanique Quantique régne en maitre & I’échelle de I’atome
(et des forces interatomiques ou intermoléculaires) et aux échelles inférieures (noyaux, par-
ticules élémentaires). Les propriétés électroniques, optiques, magnétiques et thermiques (a
basse température) des solides, le rayonnement, la matieére condensée astrophysique, sont
d’autres systemes physiques, éventuellement macroscopiques, qui requierent une description
quantique.

Dans le monde quantique, les notions classiques d’onde et de particule se mélangent pour
donner lieu aux propriétés duales des quantons (électrons, nucléons, photons, phonons...).
Les notions particulaires de quantité de mouvement p et d’énergie F sont ainsi reliées aux
notions ondulatoires de longueur d’onde A et de fréquence v a travers les relations de de
Broglie et de Planck :

(1.1)

p=h/\,
E = hv.

L’état d'un quanton est décrit par une fonction d’onde ¥ (7,t) dont le carré du module
représente la densité de probabilité de présence (en conséquence, [ | ¢(7,t) |* dFf = 1).

5. Les expériences de Jean Perrin (mouvement brownien, sédimentation dans une suspension de colloides...)
sont décrites dans son livre Les atomes, dont nous recommandons la lecture.

6. Pour plus de détail, nous renvoyons au cours de deuxieme année du département IMI Physique Quantique
et Statistique.

7. L’action est une grandeur qui a la dimension d’une énergie multipliée par un temps.
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L’équation du mouvement classique de Newton pour une particule de masse m est remplacée
par I’équation de Schrédinger :

oY
Hiy =ih— 1.2
p=inSk, (12)
ou H est 'opérateur différentiel hamiltonien :
h2
H=—-—NANA . 1.
A7) (13

Le premier terme (o A est 'opérateur Laplacien) décrit la dynamique d’un quanton libre
(énergie cinétique) et le second 'effet du potentiel d’interaction. Les états stationnaires sont
les états propres de cet opérateur (H1y = E1)). La quantification des états est une conséquence
de la normalisation des fonctions d’onde combinée aux conditions aux limites. C’est ainsi que
lon pourra parler d’états discrets (et non continus) dans la suite.

Ainsi, pour un quanton confiné dans une boite & une dimension de taille L (voir Fig. 1.1),
I’annulation de la fonction d’onde sur les parois de la boite impose la quantification de la
longueur d’onde A, = 2L/n (avec n entier) ou encore de la quantité de mouvement p, =
nh/(2L) et donc de 'énergie® E,, = n?h?/(8mL?). Dans une boite cubique de volume V =
LyLyL., les états quantiques (ng,n,,n;) ont une énergie En, n, . = (h?/8m)[(ny/Ly)* +
(ny/Ly)* + (n./L.)%. 1l s’agit d’états discrets, mais cependant extrémement proches pour
E assez grand. Calculons alors le nombre d’états N(F) du quanton d’énergie inférieure a
E. Dans l'espace discret des quantités de mouvement, chaque état occupe un élément de
volume (h/2L;)(h/2Ly)(h/2L.) = h3/8V. Ainsi, N(E) est le huitieme du volume de la
sphere de rayon v2mkE, divisé par le volume dun état, soit (1/8)(4w/3)(2mE)%/28V/h? =
V(47 /3)(2mE)%/?/h3. La densité d’états® vaut donc D(E) = dN/dE = Vm?3/2E'Y/? /(\/2n2R3.

La dualité onde-particule a pour conséquence la relation d’incertitude de Heisenberg : on
ne peut connaitre simultanément la position et 'impulsion d’un quanton, car le produit des
incertitudes en position et en impulsion est supérieur ou égal a i : AxAp > h (voir Fig. 1.2).
Ceci conduit & discrétiser I'espace des phases'? pour un quanton a une dimension en cellules
de taille AzAp = h''. Pour N quantons dans un espace & trois dimensions, I’élément de
volume de ’espace des phases doit étre divisé par un facteur h3Y. C’est ainsi que la physique
quantique justifie le dénombrement discret des états. On pourra vérifier que le nombre d’états
N(FE) se calcule aussi par :

drdp
FEV,|p|<V2mE

8. On remarquera que pour un atome confiné dans une boite de taille L = 10 c¢m, 'espacement entre
niveaux est de Pordre de 1077V : on peut parler de continuum. Par contre, pour un électron confiné dans
une boite de taille L = 100 A, Pespacement entre niveaux est de Pordre du meV : la quantification devient
sensible.

9. C’est a dire le nombre d’états par unité d’énergie.

10. Défini au chapitre 2.
11. Sur la subtilité entre h et h, voir Physique Statistique de B. Diu et al. p. 239.
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FIGURE 1.1 — Quantification dans un puits de potentiel : niveauzx d’énergie et fonction d’onde
des trois premiers niveaud.

> X

FIGURE 1.2 — Relation dincertitude de Heisenberg.

Une autre conséquence de la physique quantique est liée a 1’indiscernabilité fondamentale des
particules dans le monde microscopique. Ceci introduit un facteur 1/N! dans le dénombrement
des micro-états. Au total, la densité d’états dans I’espace des phases est

dry...drNdpy...dpN
NIp3N
La relation de de Broglie associe une longueur d’onde A = h/p & un quanton d’impulsion

p. Dans un gaz parfait (voir Sec. 1.4), /< p? > = V3mkT, de sorte que I'on définit une
longueur d’onde dite thermique des particules :

(1.5)

h
M) = T

On pourra utiliser la Mécanique Classique pour décrire le gaz parfait si cette longueur d’onde

(1.6)
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est nettement plus petite que la distance moyenne entre particules d = (V/N )1/ 3. Ainsi, la
description classique conviendra pour les systemes dilués ou a haute température : c’est le
cas des gaz parfaits dans les conditions usuelles ott A ~ 0.014 << d ~ 304 (voir Sec. 1.2) 2,

1.1.2 Niveau de description adopté

Nous ne considérerons pas les degrés de liberté interne des atomes. Ils seront vus comme des
sphéres dures, que nous appellerons particules, interagissant par des interactions répulsives a
trés courte portée (répulsion des nuages électroniques) et attractives a courte portée (forces
intermoléculaires de van der Waals), responsables de la cohésion (voir Fig. 1.3). Dans la suite,
nous aurons essentiellement besoin de connalitre trois ordres de grandeur pour ’atome : sa
masse, proportionnelle au nombre de nucléons, est de quelques 10727 kg, sa taille est de
quelques angstroms, enfin 1’énergie potentielle d’interaction entre deux atomes est de 'ordre
d’une fraction d’électron-Volt.

V(r)

Répulsion

& trés courte portée Sy |

équi libre
= angstrém

\ Attraction

a courte portée

Quelques fractions
d'électron-Volt

FIGURE 1.3 — Interaction entre atomes.

Nous considérons dans la suite un systéeme de N particules de masse m contenues dans une
boite 13 de volume V. Chaque particule i est décrite par sa position 7; et sa vitesse 7; (ou sa
quantité de mouvement p; = muj;). Elle posseéde une énergie cinétique E.; = ]322 /2m et une
énergie potentielle F,;, qui, en toute généralité, est la somme de deux contributions. Une
contribution externe V;(7;) (confinement dans la boite, champ externe électromagnétique ou
gravitationnel) est indépendante des autres particules et ne dépend que de la position de la
particule 7. L’autre contribution interne ) Vj;(7j,7;) correspond aux interactions avec les
i#]

autres particules j (d’origine électromagnétique). L’énergie totale du systéme est ainsi une
fonction des positions et impulsions des N particules :

-2
¢ i#]

12. Ce n’est pas le cas pour I’hélium a basse température.
13. La boite est au repos : on ne considere pas ici les mouvements macroscopiques du systéme.
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La somme des énergies cinétiques et des énergies d’interaction interne est 1’énergie interne
du systeme. A ’énergie cinétique de translation s’ajoute une énergie cinétique de vibration
(molécules polyatomiques) et de rotation (particules non ponctuelles). A 1’énergie potentielle
d’interaction a distance entre particules, s’ajoute I’énergie de liaison des électrons autour du
noyau atomique, et si ’on considere des réactions nucléaires, I’énergie de liaison des particules
du noyau et I’énergie de masse des particules.

1.2 Classification des états de la matiére

En comparant les valeurs typiques des énergies cinétique E; ((3_ Eci)/N) et potentielle E,
(2
((>- Epi)/N) de ces particules, on peut donner une premiere distinction sommaire des états

de Zla matiere, correspondant a une compétition entre ’agitation thermique kT et 1’énergie
de liaison Vj (voir Fig. 1.4). Lorsque E, 2 E., il s’agit de matiere condensée. Les solides
(Ep > E.) sont des empilements compacts de particules, dans une configuration définie (les
distances inter-atomiques sont de I’ordre de ’angstrom, et les temps caractéristiques associés
aux vibrations des atomes sont de I'ordre de 10~!* s - voir complément 1.7 et les exercices 1-3,
4 et 5)). Dans les liquides (E, ~ E.), la densité reste élevée, mais les particules sont capables
de bouger les unes par rapport aux autres. Lorsque E. > E,, il s’agit de I’état gazeux, dilué
(a température et pression ordinaire, les distances inter-atomiques sont de 1’ordre de 100 A,
et le temps caractéristique entre collision de I'ordre de 10710 ).

La classification précédente peut étre raffinée en considérant ’organisation spatiale des par-
ticules (solide cristallin ou amorphe, cristaux liquides), les liaisons entre atomes (polymeres -
voir complément 1.6) ou encore le mélange de différents atomes (alliages, solutions). Il existe
par ailleurs des états intermédiaires entre liquide et solide (fluides complexes, verres, pates...).

° %o °
o %° *3° .:.‘.
| c\ll 1 |\I{:|(Em> A
0 ) 1\ J |(E,,)| T
E, >> |Ep| ‘Ep 2E,
gaz matiére condensée
|E,|=0 |E,| ~ E. |E,| > E,
gaz parfait : liquides, solides
part. indép. matiére molle

FI1GURE 1.4 — Classification des états de la matiére.
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1.3 Théorie cinétique des gaz

FIGURE 1.5 — Echelles de longueur dans un gaz.

Le gaz parfait correspond a la situation extréme ou FE, = 0 : les particules n’interagissent
entre elles et avec les parois du récipient que par des collisions, et ’énergie est restreinte a la
somme des énergies cinétiques des particules. Les collisions ne sont pas décrites explicitement
mais sont responsables de la marche vers I’équilibre thermique (thermalisation - voir chapitre
10) et de la pression.

On considere une assemblée de n moles soit N = nN4 particules (ot N est le nombre d’Avo-
gadro), occupant un volume V, & la température T et sous une pression P !4, La distance
moyenne entre particules est directement liée au nombre de molécules par unité de volume,
aussi appelée densité numérique, p = N/V, par d = p1/3 (voir Fig. 1.5). Dans les conditions
usuelles, p ~ 2,5 10%m =3 et d ~ 30 A. Physiquement, un tel modele a un sens si les parti-
cules sont de taille petite devant leur distance mutuelle d, c’est a dire dans la limite d’un gaz
dilué.

Nous décrivons maintenant 'interprétation microscopique de la pression et de la température,
a travers le lien avec I’énergie cinétique (pour plus de détail, on renvoie a 'exercice 1-1 sur
la théorie cinétique).

1.3.1 Pression

La pression sur la paroi représente 1’effet moyen des collisions, considérées comme élastiques.
La pression est une force par unité de surface, et la force un transfert d’impulsion par unité

14. Dans les conditions usuelles, P = 1 atm = 10° Pa et T = 300 K.
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de temps. Clausius ™ fait ’hypothese qu’a I'équilibre les particules sont distribuées de facon
homogene spatialement, et qu’elles ont toutes la méme vitesse v isotrope (et donc 1'énergie
cinétique E. = mv?/2). En calculant le nombre de particules incidentes sur I’élément de
surface par unité de temps et le transfert d’impulsion associé, et intégrant sur toutes les
directions, on montre que PV = 2FE/3.

1.3.2 Température

En utilisant la relation PV = 2E/3 et I’équation d’état du gaz parfait !¢ PV = nRT, on
établit un lien entre ’énergie thermique nRT et ’énergie cinétique totale E. Il en résulte
que D’énergie cinétique moyenne par particule vaut E. = E/N = 3nRT/2N = 3kT/2 (en
définissant k = R/Ny4). C'est ainsi que 1'énergie cinétique moyenne des particules dans un
gaz parfait fournit une échelle naturelle de température. La vitesse quadratique moyenne
< v% > est égale & 3kT/m, ce qui conduit & définir la vitesse thermique vy, = /2kT/m. A
température ambiante, vy, ~ 300m/s. C'est ainsi que l'on parle d’agitation thermique.

p(v)

Vih

FIGURE 1.6 — Distribution de la norme des vitesses pour trois températures.

Les connaissances de Maxwell 17 en probabilités lui permettent d’introduire 'idée d’une dis-

tribution des vitesses : p(¥))dv décrit la proportion de particules dont la vitesse vaut ¥ a dv/
pres. A partir d’hypotheses de symétrie (isotropie de p et indépendance statistique des com-
posantes de la vitesse (p(¥) = p(¥,)p(Uy)p(T-)), il prédit en 1859 que p est gaussienne (voir
I’Annexe Mathématiques - le préfacteur vient de la condition de normalisation [ p(¢)dv = 1) :

i\ /2
p(v) = (627T> exp(—Bmv?/2). (1.8)

15. Rudolf Clausius (1822-1888), dans son article de 1857 The nature of the motion which we call heat.

16. Boyle (1627-1691), Mariotte (1620-1684).

17. Maxwell commence a s’intéresser a la théorie cinétique vers 1855 a propos de la stabilité des anneaux
planétaires, sujet de recherche toujours d’actualité.
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La distribution du module de la vitesse p(v) s’en déduit (avec [ p(v)dv = 1) (voir Fig. 1.6) :

B\

p(v) = 4mv? (2> exp(—Bmuv?/2). (1.9)
T

Il en résulte que I’énergie cinétique moyenne d’une particule vaut E. = 3/(203), et le nouveau

calcul de la pression donne PV = 2NE./3 = N/j. Ce calcul permet alors d’identifier (3

comme étant égal a 1/kT.

1.3.3 Collisions

La thermalisation du systeme s’effectue grace aux collisions '8. Elles sont aussi au coeur des
mécanismes de transfert qui seront étudiés aux chapitres 10 et 11. Du fait de leur rayon g,
la collision de deux particules est inévitable dans la section efficace de collision o = 47r¢. On
appelle alors libre parcours moyen® la distance moyenne ¢ parcourue entre deux collisions :
¢ ~1/(po) (voir Fig. 1.5) - le calcul précis donne £ = 1/(v/2pc). Ceci fixe alors le temps moyen
entre deux collisions 7 = £/vy,. Dans les conditions usuelles, ¢ ~ 700 Aet 7~210"10 5. Ces
ordres de grandeur montrent que les collisions sont tres fréquentes a 1’échelle du temps d’une
mesure, de sorte que ’équilibre est trés vite atteint. A 1’échelle moléculaire, les distances
parcourues entre collisions sont tres grandes, ainsi I’hypotheése de faible interaction entre
molécules est réaliste.

1.4 Systeme a deux états

Le systeme a deux états constitue sans doute le systeme le plus simple avec lequel on peut
aborder un certain nombre d’idées centrales de la physique statistique. La situation la plus
simple est celle ou les deux états sont équiprobables.

1.4.1 Exemples

Nous remarquons tout d’abord que ce systeme correspond & différentes situations physiques.
On peut ainsi considérer un compartiment contenant un gaz parfait séparé fictivement en deux
sous-compartiments égaux communicants (voir Fig. 1.7). Les probabilités d’étre & droite ou
a gauche sont égales. Les N particules se répartissent en n a gauche et N — n a droite.

Un deuxiéme exemple est un modele & une dimension (1D) de macromolécule (voir Fig. 1.8 et
complément 1.6), ou encore, de fagon tres voisine, une marche aléatoire 1D (on y reviendra au
chapitre 10). On a en tout N segments (aussi appelés pas) qui se répartissent en n a gauche
et N —n a droite.

18. Boltzmann démontre que p(v) intuitée par Maxwell est la bonne distribution des vitesses en présence de
collisions dans son article de 1872 Nowuwelles études sur ’équilibre de la chaleur parmi des molécules gazeuses.

19. Cette notion est introduite par Clausius en 1858 pour expliquer la diffusion trés lente des gaz en regard
de leur vitesse thermique.
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ARSI IRV,
AV ¢ o
p Ve
- é

A
H/O «9

FIGURE 1.7 — Deux compartiments égauz.

FIGURE 1.8 — Macromolécule ou marche aléatoire 1D.

Un dernier exemple nous vient des systemes magnétiques, assemblées de particules possédant
un moment magnétique dont la Mécanique Quantique nous enseigne qu’il est quantifié. On
parlera ainsi d’assemblées de spins qui peuvent avoir deux états, que I’on peut désigner par +
et — ou visuellement par une fleche vers le haut ou vers le bas (voir Fig. 1.9). En I’absence de
champ magnétique externe et d’interactions entre les spins, les deux états sont équiprobables.
Si les N spins se répartissent en n vers le bas et N —n vers le haut, I’aimantation totale
(comptée vers le haut) vaudra N — 2n.

t ¢4
t ¢
¢4
¢ ¢

o o o o
- - & -
- o= o o
- -0 - o>
o o o o

2L BN I

FI1GURE 1.9 — Assemblée de spins.
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1.4.2 Equilibre

Le systeme a deux états fluctue au cours du temps sous l'effet de I’agitation thermique : des
particules de gaz passent d’un compartiment a 'autre, des segments de la macromolécule
basculent d’un coté a l'autre, le marcheur aléatoire titube d’un pub a un autre, les spins
basculent d’un état a ’autre. C’est ainsi que la variable n est une fonction aléatoire du temps
(voir Fig. 1.10). Elle a cependant une valeur moyenne temporelle :

nop = (n) = lim 1/n(t), (1.10)

T—oo T

dont on s’attend a ce qu’elle soit égale a N/2 compte tenu de I’équiprobabilité des deux états.

n()
Val Fluctuations trés petites,
aleur -1négligées dans une approche
moyenne n,

_'macroscopique

> t

FI1GURE 1.10 — Equilibre macroscopique : valeur moyenne et fluctuations.

L’équilibre macroscopique correspond & la mesure de cette valeur moyenne (les fluctuations
restant inaccessibles). On appelle macro-état une valeur de n. Mais on peut aussi souhaiter
connaitre le systéme de maniere plus fine, a 1’échelle microscopique, par I’état de chacun de
ses composants (position des particules, orientation des segments, des pas ou des spins). Une
telle description est appelée un micro-état. Tous ces micro-états sont équiprobables puisque
les deux états sont eux-méme équiprobables.

A moins de connaitre le systeme a 1’échelle microscopique, ce qui est en général impossible
(voir le chapitre 2), on aboutit & une description probabiliste du systéeme. On doit donc
connaitre la probabilité des macro-états p(n). Puisque les micro-états sont équiprobables,
elle est égale au nombre de micro-états correspondants W (n), divisé par le nombre total de
micro-états W.

1.4.3 Distribution binomiale et limite gaussienne

La loi binomiale donne W = 2V et W (n) = n,(NLln), Le nombre de micro-états est maximal
(désordre maximum) pour ng = N/2. Si n est laissé libre de s’ajuster, c’est-a-dire si les
particules peuvent passer librement d’un compartiment a 'autre, a 1’équilibre < n >= ny.
Pour N grand (voir chapitre 2) et n proche de ng, la loi des grands nombres (voir Annexe

Mathématiques) donne :
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n—mn 2
p(n) = 1/ 2 exp(~ 2100 (1.11)

c’est-a-dire une distribution gaussienne de moyenne ny et d’écart type An = VN /2 (voir
Fig. 1.11) %0,

Démonstration

N!

:W:>lnp(n):lnN!—lnn!—ln(N—n)!—Nln2. (1.12)
nl(N —n)!

p(n)
On utilise la formule de Stirling (voir Annexe Mathématiques) Ina! = alna—a+1In (v27a)+
o(1), de sorte que :

N

Inp(n) ~ NInN —nlnn — (N —n)In(N —n) + In( m)

—~ N2  (1.13)

En posant n = ng(1 +¢), avec € < 1, on obtient 'approximation suivante de p(n) autour du
maximuim :

Inp(n) ~ Nlng - g(l +¢) lng(l +¢e) — g(l —e) ln%(l —€)+ ln(\/WlN) (1.14)
:,mp(n)z_%sum( WlN) (1.15)

Et au total

2
p(n) ~ \/%exp(—NTe). (1.16)

1.4.4 Fluctuations

Les fluctuations valent de facon générale :

An? = <(n — <n>)2> = (n?) - (n)?. (1.17)

On appelle aussi variance Var(n) = An?2!. En l'occurence, An = v/ N/2. Ce qui signifie
que les fluctuations relatives An/ng sont égales a 1/4/N. Dans un systéme macroscopique,

20. Dans le cours Probabilités et Statistiques de B. Jourdain - Ecole des Ponst - ParisTech, cette convergence
de la loi binomiale B(N, P = 1/2) vers la loi gaussienne Nj (no, An?) est exprimée par le théoréme de la limite
centrale au §5.4 p.72.

21. noté o2 dans le cours Probabilités et Statistiques.
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N/2 N/2

p(n)

An

n,

FIGURE 1.11 — Distribution gaussienne.

N est de l'ordre de Ny = 6 10?3, Les fluctuations sont donc complétement négligeables.
Ces fluctuations sont tres petites, mais lorsque la taille du systéeme diminue, les fluctuations
peuvent devenir observables. Considérons un élément de volume d§2 = #3. Les fluctuations de
la densité d'un gaz parfait dp/p dans cet élément de volume augmentent comme (£y/0)%/2,
ot £y = (V/N)/3 = (kT /P)'/3 est la distance moyenne entre particules. Dans les conditions
usuelles (P = 10° Paet T = 300 K), le volume V occupé par N = N4 particules de gaz parfait
est 24,9 1. On trouve ainsi £y ~ 35A. Il en résulte des fluctuations de l'indice de réfraction,
responsables de la diffusion de la lumiere. Une lumiere de longueur d’onde A sera sensible aux
fluctuations de densité pour ¢ d’ordre A. Dans le visible (A ~ 0.5um), ces fluctuations valent
3107* pour A ~ 0.78um (rouge) et augmentent jusqu’a 9 104 pour A\ ~ 0.38um (bleu).
Ainsi la lumiere bleue est plus diffusée que la lumiere rouge. C’est essentiellement la raison
pour laquelle le ciel est bleu... 2

22. Voir Les atomes de Jean Perrin, point 83 p.201 & 204 et Du ciel bleu a la matiére plastique d’A. Guinier,
p.74 a 77.
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1.5 Résumé des idées essentielles

La description d’un systeme a tres grand nombre de composantes requiert une description
statistique. Celle-ci permet de démontrer les lois macroscopiques de la thermodynamique. La
mécanique quantique (non abordée dans ce cours) montre qu'une description discrete de la
matiere (non seulement en terme d’atomes mais aussi en terme de micro-états) est pleinement
justifiée. Les états de la matiere peuvent étre classifiés en fonction de la compétition entre
I’énergie d’agitation thermique et I’énergie de liaison entre atomes. Le systéeme a deux états
équiprobables, adapté a la description de diverses situations physiques, constitue le modele
le plus simple pour introduire les idées de la physique statistique. On doit ainsi distinguer
entre macro-états et micro-états. La probabilité des macro-états est obtenue en dénombrant
les micro-états. On utilise la distribution binomiale qui, dans la limite des grands nombres
et au voisinage de ’équilibre, converge vers la distribution gaussienne. On peut ainsi calculer
la valeur moyenne et les fluctuations du nombre de particules (en utilisant la formule de
Stirling).
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1.6 Complément 1 : Elastomeres

Le caoutchouc, et plus largement les élastomeres, sont des matériaux aux propriétés élastiques
remarquables. Les Mayas ont peut étre été les premiers, il y a plus de 1000 ans, a utiliser
le latex de I'hévéa - l’arbre qui pleure - pour en faire des balles de caoutchouc. Ils sont en
effet capables de se déformer fortement (jusqu’a plus de 500%) et réversiblement (plusieurs
milliards de cycles étirement-relaxation dans les fibres élastiques des arteres pendant la durée
de la vie) sous faible contrainte. Ces matériaux polymeéres sont omniprésents dans notre
environnement (plastiques, emballages, fibres, pneumatiques...). Ils existent a I’état naturel
(protéines, celluloses...), mais sont surtout le résultat de syntheses (plexiglass, polystyréne,
teflon, nylon...).

La figure 1.12 représente les courbes contrainte - déformation de 'acier et du caoutchouc. Les
points A, B et C correspondent respectivement a la limite du régime linéaire, a la limite du
régime élastique et a la fracture. On constate ainsi que, pour le caoutchouc, les niveaux de
déformation sont beaucoup plus grands, ou encore les échelles de contrainte beaucoup plus
petites ; le module d’Young Ey est trés petit (< 105 Pa comparé & 2 10! Pa); la région de
déformation réversible non linéaire (entre A et B) est plus grande, tandis que la région de
déformation plastique (entre B et C) est plus petite.

Acier Caoutchouc
A0 Pa N3P c
B C
A .
0.01 7 e 5 7

FIGURE 1.12 — Courbe contrainte-déformation de lacier et du caoutchouc

C’est dans la structure microscopique de ces matériaux que se situe ’explication de ces pro-
priétés remarquables. Les macromolécules sont des longues chaines flexibles de monomeres
dont le nombre N est de l'ordre de 10% & 10%. Le long de la chaine, les monomeres sont
liés par des liaisons fortes, tandis que les interactions entre deux monomeres non consécutifs
(sur une méme chaine ou sur deux chaines différentes) sont des liaisons environ 100 fois plus
faibles, de type van der Waals. La flexibilité vient de ce que ’angle, fixé entre deux liaisons
consécutives le long de la chaine, n’est 1’est plus entre deux liaisons non consécutives. La
chaine est ainsi une suite de segments de longueur a (quelques monomeres), appelée longueur
de Kuhn, dont les orientations relatives sont indépendantes. Au-dessus de la température
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de transition vitreuse, ces chaines peuvent se déplacer les unes par rapport aux autres et le
matériau est liquide.

1.7 Complément 2 : Thermoélasticité des solides

On résume le PowerPoint que 'on pourra trouver sur le site intranet du cours. Les pro-
priétés thermo-élastiques des solides peuvent étre caractérisées par quelques parametres, en
particulier le module d’Young Ey, le température de fusion T et le coefficient de dilatation
thermique a. On constate que ces parametres peuvent varier sensiblement, le module d’Young
et la température de fusion dans le méme sens, et inversement du coefficient de dilatation
thermique.

La question du lien avec les liaisons interatomiques se pose naturellement. On distingue les
liaisons fortes (ionique ou covalente) et les liaisons faibles (van der Waals ou hydrogene), dont
les énergies de liaison sont respectivement supérieure a ’eV ou comprise entre 0,1 et 1 eV.
La liaison métallique est intermédiaire. Le cas de la liaison ionique présente 'avantage de
pouvoir se préter & un calcul classique, non quantique (voir exercice 1-5).
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1.8 Exercices

Ex1-1 : Théorie cinétique des gaz parfaits

On considére une assemblée de particules n’interagissant que par des collisions. On retrouve
ainsi I’équation d’état et quelques ordres de grandeur.

Pression

La pression sur la paroi représente ’effet moyen des collisions, considérées comme élastiques.
On fait 'hypothese que les particules sont distribuées de facon homogene spatialement, et
qu’elles ont toutes la méme vitesse v isotrope (et donc I’énergie cinétique E. = mv?/2).

1. Calculer le nombre de particules dn incidentes sur 1’élément de surface AS pendant le
temps At et venant de la direction (6, ¢), a df et d¢ pres (6 mesuré par rapport a la normale
a la surface).

2. Calculer alors le transfert d’impulsion, et intégrant sur toutes les directions, montrer que
PV =2E/3.

Température

Compte tenu de I'équation d’état du gaz parfait PV = nRT, ol n est le nombre de moles,
faire le lien entre la température et ’énergie cinétique moyenne par particule. En déduire la
vitesse quadratique moyenne < v? > & la température ambiante.

Collisions

Du fait de leur rayon rq, la collision de deux particules est inévitable dans la section efficace
de collision ¢ = 471'1"8. On appelle alors libre parcours moyen la distance moyenne ¢ parcourue
entre deux collisions : £ = 1/(po), et le temps moyen entre deux collisions vaut 7 = £/vyy,.

Estimer, dans les conditions usuelles, la distance moyenne entre particules d en fonction de
p = N/V, le nombre de particules par unité de volume, aussi appelée densité numérique.
Estimer aussi £ et 7.

Ex1-2 : Ordres de grandeur en physique atomique

On considere le modele planétaire de ’atome, proposé au début du siecle dernier. Pour
I'atome le plus simple, 'hydrogene, il s’agit d’un électron de masse m. et de charge —e
gravitant autour d’un proton de masse m,, ~ 2000m. et de charge e, sous 'effet du potentiel
électrostatique (V(r) = — c? ).

Amegr
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1. Donner les valeurs des différentes grandeurs physiques qui interviennent dans ce probleme.

2. EKcrire la relation fondamentale de la dynamique, et I’expression de ’énergie totale E a
partir des énergies cinétique et potentielle.

3. Quelles sont les deux limites de ce modele ?

4. C’est la mécanique quantique qui résout le probleme. On ajoute la relation d’incertitude
de Heisenberg ApAxz > h = 10734Js, reliant I'incertitude sur la quantité de mouvement et
la position. Montrer alors qu’il est possible de déterminer le rayon rg et ’énergie Ey de ’atome.

Ex1-3 : Module d’Young d’un solide cristallin a température nulle

Un solide cristallin est une assemblée de N atomes dont les positions sont fixées sur un réseau
régulier (on pourra choisir un réseau cubique simple). Dans cet exercice, on est a température
nulle : il n’y a pas d’agitation thermique des atomes. On note z le nombre de voisins de chaque
atome. La position d’équilibre r. de chaque atome correspond au minimum V[, du potentiel
V(r) correspondant aux interactions avec les autres atomes, au voisinage duquel on peut
écrire le développement limité V (r) = Vo + K (r — 7¢)2.

1. Que vaut ’énergie E du solide?

On déforme un échantillon de ce solide de forme parallélépipédique (longueur Iy, section s)
de facon infinitésimale et réversible en le soumettant a une force f selon x. Il s’allonge alors
de dl selon x, soit une déformation € = dly/l. Considérant que la déformation € se répartit
de fagon homogene dans le solide, chaque liaison de longueur r, selon la direction x (environ
1/3 des liaisons) s’allonge de ere.

2. De combien se racourcissent les liaisons dans les directions transverses (environ 2/3 des
liaisons), compte tenu de 'incompressibilité du solide ?

3. Que vaut ’énergie du solide déformé? En déduire le module d’Young Ey du solide.

4. Retrouver l'ordre de grandeur de I’énergie de liaison a partir de la valeur du module
d’Young.

Ex1-4 : Dilatation thermique d’un solide cristallin

On examine l'effet de la température sur les variations de volume d’un solide. Il s’ajoute a
I’énergie d’interaction, discutée dans I’exercice précédant, une énergie d’agitation thermique
des atomes dans leur puits de potentiel, d’ordre kT, ol k est la constante de Boltzmann
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(k~1,38 102JK 1) 23, Les mouvements des différents atomes, de masse m, sont considérés
comme indépendants?*, et 1'on considere le probleme & une dimension, selon la direction z.
Par ailleurs, le mouvement est traité de fagon purement classique (non quantique). Nous
voulons ici discuter des conséquences de la forme du puits de potentiel V(x) dans lequel sont
plongés les atomes.

1. Supposons tout d’abord que celui-ci est parfaitement parabolique : V (z) = Vo+ K (z—xz.)?.
Si ’on confere aux atomes une énergie cinétique (agitation thermique), quel est le mouvement
de chaque atome, et quelle est sa position moyenne (probleme de 'oscillateur harmonique) ?
Quelles sont les conséquences sur la dilatation du solide ?

2. En fait, le potentiel est plus raide a courte qu’a grande distance, ce que ’on peut prendre
en compte en écrivant le potentiel sous la forme : V(z) = Vo + K(z — z.)? — Oz — x.)3.
On parle d’anharmonicité. Si 'on confere aux atomes une énergie cinétique (agitation ther-
mique), quel est le mouvement de chaque atome, et quelle est sa position moyenne (on écrira
que la force moyenne est nulle, et on calculera I’énergie cinétique moyenne en ne gardant que
le terme d’oscillateur harmonique) ? Quelles sont les conséquences sur la dilatation du solide ?

Ex1-5 : Solide ionique

On considére un cristal cubique simple dont les sommets sont alternativement des ions A™
et B~. On note r, la longueur d’une aréte de ce cube (distance entre plus proches voisins).
On prendra comme exemple le cristal de NaCl pour lequel r, = 2, 8A.

1. Quelle est I'énergie électrostatique de deux ions A* et B, & la distance r, ?

2. On appelle U ’énergie de cohésion, égale a 1’énergie des atomes libres — I’énergie du
cristal. Calculer I’énergie d’un atome au sein du cristal. On fera apparaitre une série alternée
dont la limite est la constante de Madelung, dont on donne la valeur (= 1,75). Calculer cette
énergie en eV, et en déduire I’énergie de cohésion molaire, & exprimer en kJ/mol.

3. Pourquoi NaCl se dissout-il dans I'eau ?

4. Dans la description précédente, on a oublié la répulsion a tres courte portée, due a la
répulsion des nuages électroniques. On la modélisera par un terme B/r™ avec n ~ 8. En
déduire la nouvelle énergie de cohésion.

23. Nous discuterons au chapitre 3 les conséquences de cette contribution sur la capacité thermique des
solides.

24. Alors que dans une assemblée de masses couplées par des ressorts, on observe des phénomeénes de
propagation d’ondes.
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Ex1-6 : Chaine libre 1D

On considere un modele de macromolécule, sous la forme d’une chaine constituée de N seg-
ments de longueur a (avec N > 1). La longueur totale de la chaine est donc L = Na. Une
extrémité de la chaine est a l'origine 0, 'autre extrémité est au point R, et 'on peut écrire

—

R = a);4; ou les #; sont des vecteurs unitaires. On suppose que les @; ont des orienta-
tions indépendantes (on néglige leurs interactions liées au fait qu’ils sont susceptibles de se
recouvrir). Dans le modeéle unidimensionnel considéré ici (@; = +€é,), les segments peuvent
s’orienter vers la gauche ou la droite, et on note n le nombre de ceux qui sont orientés vers
la droite. On note < R > la valeur moyenne de la longueur de la chaine, comptée vers la droite.
1. Quel est le nombre total Wr de configurations (ou micro-états) de la chaine ?

2. Calculer le nombre W (n) de configurations en fonction de n, et la valeur R(n) associée.
3. Quelle est la probabilité p(n) ?

4. Quelle est la valeur la plus probable de n, correspondant a p(n) maximale, et notée ng ?
Et donc la valeur la plus probable de R? (on confondra ici valeur moyenne et valeur la plus

probable).

5. Effectuer un développement limité de Inp(n) pour n ~ ny (on pourra noter n = ng(1+¢)),
en utilisant la formule de Stirling au deuxieme ordre :

Ina! =alna —a+In(vV2ma) + o(1), (1)

en tenant compte du fait que N > 1.
6. En déduire une approximation gaussienne de p(n). Tracer p(n).
7. Que valent les fluctuations An et les fluctuations relatives An/ng?

8. Donner la distribution p(R) puis montrer que AR? = Na?.

Ex1-7 : Chaine libre 3D

Cet exercice se situe dans le prolongement de l’exercice 1-6. On considére maintenant un
modele discret a trois dimensions : U; = €z, ..

1. En utilisant le résultat de I’exercice précédent, montrer que :

3 3\ 3R>
P(R) = <27TAR2> P <_2AR2> ’ )
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en précisant AR?.

2. Quelle est la distance la plus probable entre les deux extrémités ? Comparer avec la chalne
completement effondrée ou completement étirée.

Ex1-8 : Fluctuations de la densité d’un gaz parfait

On considére une assemblée de IV particules occupant un volume V. La densité du gaz parfait
est p = N/V, de sorte que le nombre moyen attendu de particules dans un volume v est pv.
Cependant ce nombre est a confirmer et naturellement sujet a fluctuations. Nous voulons
calculer la distribution de probabilité P(n).

Pour cela, on reprend le systeme de volume total V' séparé en deux compartiments commu-
nicants de volume v et V —v. On considére la limite ou v reste fini, mais V' tend vers l'infini,
de méme que N, avec p = N/V constant. Les particules sont discernables, et on se préoccupe
seulement de savoir dans quel compartiment se trouve chacune d’elles. Un état du systeme est
caractérisé par l'indication, pour chaque particule, du compartiment dans lequel elle se trouve.

1. Combien y a t-il de micro-états avec n particules dans le volume v ? Pourquoi ces micro-
états sont-ils équiprobables 7 Quel est le nombre total de micro-états ?

2. Quelle est la probabilité de présence d’une particule dans le volume v ?

3. Calculer la probabilité P(n) d’avoir n particules dans le volume v & un instant quelconque
choisi au hasard.

4. Montrer que P(n) est donné par une loi de Poisson (et la tracer qualitativement) :

pv)"
Py = P exp(—pv). 1)
5. Quelle est la valeur moyenne < n > de n 7 Que valent les fluctuations An, et les fluctuations

: An_ 9
relatives el
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Chapitre 2

Systemes isolés

Introduction

Nous poursuivons dans ce chapitre la description statistique des grands systemes, en considérant
le cas particulier mais fondamental d’un systéme isolé, ou la clé réside dans le dénombrement
des micro-états (Sec. 2.1). L’étude de I’équilibre entre deux systémes macroscopiques échangeant
de I’énergie ou des particules va nous permettre de donner une interprétation statistique aux
notions de température, d’entropie et de pression (Sec. 2.2). L’application de ces idées & une
assemblée de particules sans interaction fournira la compréhension de 'origine statistique du
comportement macroscopique du gaz parfait (Sec. 2.3).

2.1 Description statistique

2.1.1 Micro-états et macro-états

L’évolution déterministe du systéme de N particules que nous avons défini au chapitre 1 est
donnée par les équations générales de la mécanique et peut étre décrite par une trajectoire
dans un espace a 6N dimensions, appelé espace des phases (le facteur 6 vient des 3 coor-
données de position et des trois composantes de la vitesse). A chaque instant ¢, le systeme
est completement décrit par un point (71 (¢), ..., 7n (t), D1(t), ..., pn(t)) de I'espace des phases,
que 'on appelle un micro-état. Il correspond & une connaissance parfaite des positions et
impulsions de toutes les particules.

On peut tout d’abord chercher a résoudre les équations du mouvement. C’est 1'objet des
simulations numériques de Dynamique Moléculaire®. Les ordinateurs les plus puissants sont
actuellement capables de simuler ’évolution de quelques centaines de milliers de particules
dans des situations simples et sur des durées assez courtes (de I'ordre de 1078 s).

1. Leur utilisation permet de faire de véritables expériences numériques et ainsi d’étudier des comporte-
ments collectifs, parfois inaccessibles expérimentalement - voir le cours Physique Quantique et Statistique du
département IMI en deuxiéme année.

25
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Pour un systeme macroscopique?, le nombre N de particules est de I’ordre du nombre d’Avo-
gadro (N4 = 6 10%3). Il s’agit d’un nombre immense (si I’on place N4 atomes & la queue-leu-
leu, on trace une ligne de quelques 10'3 m, c’est a dire 100 fois la distance Terre-Soleil ; 1m?
de gaz dans les conditions normales contient déja 20 millions d’atomes). On voit donc qu’il est
hors de question de pouvoir simuler complétement un systéme macroscopique. Quand bien
méme on en serait capable?, la connaissance détaillée du micro-état du systeme & chaque
instant constituerait une masse d’information inutile.

Seule 'utilisation de méthodes statistiques permet de surmonter cette difficulté fondamentale
et de retrouver 'information pertinente. On ne va pas s’intéresser aux micro-états (le détail
du mouvement de chaque particule) mais & leur probabilité, ce qui nous permettra d’accéder a
des grandeurs moyennées sur ’ensemble du systeme. Selon la loi des grands nombres, chaque
grandeur macroscopique, somme sur un nombre IV tres grand de particules, sera presque cer-
tainement donnée par sa valeur moyenne, avec des fluctuations relatives de 'ordre de 1/ V/'N.

A T’échelle macroscopique, le systéme n’est décrit que par des grandeurs globales A, telles que
la densité N/V, la température T, la pression P, ou encore le nombre de particules n* dans
un sous-volume (cf. le systeme & deux compartiments du chapitre 1). Chacune de ces gran-
deurs évolue spontanément vers une valeur moyenne Ay (par exemple ng = N/2, si les deux
compartiments sont égaux). Du fait des mouvements a 1’échelle microscopique, il subsiste des
fluctuations, spatiales et temporelles, autour de la valeur moyenne. Si 'on modifie 1égerement
la valeur de I'une de ces grandeurs, celle-ci retourne spontanément vers sa valeur moyenne
au bout d’un temps caractéristique appelé temps de relaxation (voir Fig. 2.1). En somme,
ces grandeurs définissent un état d’équilibre macroscopique au sens de la Thermodynamique,
appelé dans la suite macro-état. Naturellement, dans cet état d’équilibre, les particules res-
tent soumises a l'agitation thermique. R. Feynmann disait ” 1’équilibre, c’est quand tous les
phénomenes rapides ont eu lieu et que les phénomenes lents n’ont pas encore eu lieu” °.

2.1.2 Moyenne dans le temps et moyenne d’ensemble

L’évolution au cours du temps d’'une grandeur globale A vient de la trajectoire dans ’espace
des phases : A(t) = A(7(t), pi(t)) (sous entendu, pour tous les i entre 1 et N). Vis-a-vis de
Iétat d’équilibre, il est inutile de connaitre le détail de ’évolution de A(t) : seule importe
la valeur d’équilibre Ay ainsi que, éventuellement, 'ordre de grandeur AA des fluctuations
autour de Ag. Or on peut écrire Ay comme la moyenne temporelle de A(t), c’est-a-dire

2. C’est a dire a une échelle ou les unités adaptées sont celles du systéme international : le metre, le
kilogramme, la seconde et I’ampere.

3. Et de s’affranchir de la sensibité aux conditions initiales, & I'origine du chaos déterministe (probléme des
trois corps en astronomie, difficulté des prédictions météorologiques...) - voir exercice 2-1.

4. A ne pas confondre avec le nombre de moles.

5. Prenons ainsi I’exemple d’une tasse de café que 'on remue. La mise a 1’équilibre hydrodynamique se fait
sur un temps de l'ordre de 10 s, celui de la mise a I’équilibre thermique sur un temps de 'ordre de 1h, celui de
la mise & 1’équilibre osmotique (évaporation) sur quelques jours, enfin la sublimation de la tasse de café aura
lieu a I’échelle du million d’années.
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............................. Av L. Fluctuations
Al) exagérées

H_J

Condition Equilibre macroscopique

initiale

v

FIGURE 2.1 — Ewolution vers l’équilibre.

(A) = i/OTA(t)dt, (2.1)

dans la limite ol 7 — oo, c’est a dire pour un temps d’observation macroscopique tres grand
devant ’échelle de temps microscopique. AA peut étre évalué au moyen de la formule de
I’écart quadratique moyen : (AA)? = ((A — (A))?) = (A2%) — (A)?] c’est-a-dire lui aussi par
des moyennes temporelles. Ainsi, pour étudier I’équilibre d’un systéme macroscopique, il suf-
fit de savoir calculer la moyenne temporelle (4) de n’importe quelle grandeur physique A
attachée a ce systeme. Tout le probléeme est alors de calculer (A) sans résoudre les équations
du mouvement, c’est-a-dire sans connaitre A(t) elle-méme.

Une méthode alternative a la mesure d’une moyenne temporelle consiste a considérer une
assemblée (fictive) d’un tres grand nombre de systeémes, préparés de la méme maniere a
I’échelle macroscopique, dont les structures microscopiques peuvent différer et les valeurs des
grandeurs macroscopiques ne sont pas identiques quand on fait une mesure. La probabilité de
réaliser une mesure particuliere est égale a la fraction des systemes pour lesquels cela a lieu.
Cette notion de moyenne d’ensemble, due & Gibbs®, est courante en physique statistique.
Dans la limite d’un ensemble infini, on admet la limite des fréquences statistiques vers des
lois de probabilité. L’égalité de la moyenne temporelle et de la moyenne d’ensemble est I’'objet

de '’hypothese ergodique”.

6. Josiah Williard Gibbs (1839-1903)- son livre Elementary Principles of Statistical Mechanics publié en
1890 constitue le texte fondateur de la physique statistique.

7. Selon ’hypotheése ergodique, formulée par Boltzmann en 1871, la trajectoire du systéme passe succes-
sivement par tous les points de (N, V, E) (défini ci-apreés) et reste en moyenne le méme temps dans chacun
d’eux. La démonstration de cette hypothése reste un sujet de recherche difficile. Sauf dans quelques systémes
singuliers, elle n’est pas mise en défaut.
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2.1.3 Probabilité d’un micro-état

On raisonnera souvent dans la suite sur un espace des micro-états discrets. C’est 1la une
schématisation de l’espace des micro-états continus précédent, qui simplifie beaucoup les
raisonnements et calculs, et peut étre justifié dans le cadre de la physique quantique (voir
chapitre 1). Soit A; la valeur de A dans le micro-état 4, alors :

(4) = ZpiAi, (2.2)

ou p; est la fraction du temps passé par le systeme dans le micro-état i, évaluée sur une
longue durée. De facon équivalente, on peut aussi dire que p; est la probabilité de trouver le
systeme dans le micro-état ¢, & un instant quelconque choisi au hasard. On doit évidemment

avoir » p; = 1.
i

2.1.4 Hypotheése d’équiprobabilité

Nous considérons la situation particuliére mais fondamentale ou le systéme est isolé. Le
systeme n’échange ni énergie, ni particules, ni volume avec le monde extérieur : N, V et
E sont conservés. Ceci restreint les micro-états accessibles au systéme a une région notée
Y(N,V,E) de l'espace des phases (voir Fig. 2.2). Alors les p; ne sont non-nuls que dans la
région (N, V, E).

2(N,V,E)

FIGURE 2.2 — Trajectoire dans la région accessible de [’espace des phases.

L’hypothese fondamentale de la Physique Statistique de I’Equilibre est ’hypothese d’équiprobabilité,
formulée par Boltzmann en 1877 :

Tous les micro-états accessibles d’un systéme isolé a 1’équilibre sont équiprobables.
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Autrement dit, pour les micro-états accessibles, les probabilités normalisées valent :

1
W(N,V,E)’

ou W(N,V, E) est le nombre de micro-états de 3(N,V, E). Cette distribution de probabilité
s’appelle la distribution microcanonique.

bi = (2-3)

2.1.5 Macro-état d’équilibre et fluctuations

La définition précédente se généralise au cas ou ’on décrit le systéme par une autre grandeur
macroscopique A, par exemple n dans le probleme des deux compartiments. Le nombre de
micro-états associés a un macro-état (N,V, E, A) est W(N,V, E, A), noté W (A) pour simpli-
fier (et 'on notera W = W(N,V, E) le nombre total de micro-états quel que soit A). Alors,
la probabilité d’'un macro-état A dépend du nombre de micro-états selon

(2.4)

de sorte que tous les macro-états ne sont pas équiprobables.

Comme on I’a vu dans le cas particulier du systeme a deux états, pour un systéme macro-
scopique, la distribution de probabilité des valeurs de A est gaussienne autour d’une valeur
Ap avec un écart-type relatif AA/Ay d’ordre 1V N (voir Fig. 2.3) :

RY
p(4) = p(Ao)erp(~ A= 400) (2.5
p(A)
A
AA
A

Ay

FI1GURE 2.3 — Distribution gaussienne des probabilités des macro-états.



30 CHAPITRE 2. SYSTEMES ISOLES

Le macro-état Ag est considérablement plus probable que les autres. Méme si initialement
A # Ay, en attendant un temps suffisant (temps de relazation), on aboutit a une situation
dans laquelle on a pratiquement & chaque instant A(¢t) = (A) = Ap, indépendamment du
détail des conditions initiales : le systeme évolue spontanément vers le macro-état le plus pro-
bable. On peut décrire cette évolution irréversible par I'augmentation de W (A) vers W (Ay).
Autrement dit, lorsque A est laissée libre de s’ajuster, W (A) ne peut qu’augmenter, et atteint
son maximum lorsque A = Aj. Le macro-état Ay présente donc toutes les caractéristiques
de ce qu’on appelle 1’état d’équilibre en Thermodynamique. La propriété de W d’atteindre
un maximum a ’équilibre lorsqu’une contrainte externe est relachée évoque celle de I’entro-
pie thermodynamique S, ce que nous allons préciser dans la section suivante. Ainsi, 1’état
d’équilibre d’un systeme isolé correspond au désordre mazimum.

2.2 Grandeurs statistiques

Nous allons maintenant chercher a donner une interprétation statistique aux grandeurs fon-
damentales de la thermodynamique (température, entropie...). Nous allons ainsi construire
des grandeurs statistiques qui seront désignés par un astérisque *, avant leur identification
avec les grandeurs thermodynamiques, a travers 'analyse du gaz parfait. Ceci nous amene a
étudier ’équilibre de deux systemes échangeant de I’énergie.

2.2.1 Equilibre thermique

dE

FIGURE 2.4 — FEquilibre thermique entre deux systemes.

On considere deux systemes isolés, dans les états macroscopiques (N1, Vi, E1) et (Na, Va, E9),
dont les nombres de micro-états respectifs sont W7 et Ws. On autorise maintenant des
échanges d’énergie (mais non de particules ou de volume, grandeurs que 1’on omettra donc
dans Iécriture des W;) entre ces deux systemes (voir Fig. 2.4). C’est ce qu’on appelle un
échange purement thermique (échange de chaleur, du point de vue de la Thermodynamique).
En conséquence les énergies F; et Fo ne sont plus fixées. En revanche, le systéme 1 + 2
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constitue un systéme isolé, d’énergie E = E; + F5 conservée®.

2.2.2 Température statistique

Chaque micro-état du systeme 1+ 2 est défini par un micro-état ¢; du systeme 1 et un micro-
état 19 du systeme 2. En conséquence, le nombre de micro-états W du systeme 1 + 2 est égal
au produit des nombres de micro-états des deux sous-systemes : W = W;.W,. Etant isolé,
le systeme 1 + 2 évolue vers un état d’équilibre qui maximise W. On doit donc maximiser
W1 (Eq).Wo(E — E,) par rapport a Fy, soit :

oW1 (E) OWs(E — E)
Wo(E — B)———————= — Wi (F) ————=
2( Vo8, B =55
Si lon introduit la grandeur G(E) pour un systeéme isolé, qui décrit la variation du logarithme
du nombre de ses micro-états par rapport a son énergie :

= 0. (2.6)

OlnW(E)
F) =1 2.
B(E) 35 (2.7)
alors 1’équilibre thermique entre les deux systemes correspond a :
B1(Er) = 2 E — Ey). (2.8)

Les deux systemes échangent de I’énergie jusqu’a ce que leurs parametres 3 respectifs s’égalisent,
ce qui définit la répartition d’énergie entre eux a ’équilibre. Cette propriété de 3 évoque la
propriété d’égalisation de la température thermodynamique entre deux systemes a 1’équilibre
thermique (Principe Zéro de la Thermodynamique). Plus précisément, examinons ’évolution
avant 1’égalisation des (3. Supposons par exemple que 31 > (2. L’évolution devant étre telle
que dInW = (81 — [2)dE; > 0, il en résulte que dE; > 0 : le systeme 1 recoit de I’énergie
du systeme 2. C’est donc le plus froid d’apres le Second Principe de la Thermodynamique.
L’échelle de (3 joue donc le role d’une échelle de température, inverse de celle de la thermo-
dynamique. Par ailleurs, la dimension de § est I'inverse d’'une énergie. On définit alors la
température statistique 1™ par

1

ﬁzm7

(2.9)

ol k est une constante arbitraire dont la dimension est une énergie divisée par une température.
La température est donc une grandeur fondamentalement statistique, a la différence de
I’énergie qui est définie méme pour un systéme microscopique.

8. Les interactions entre les particules qui constituent ces systémes étant soit tres faibles (interaction
gravitationnelle, sauf dans les situations astrophysiques) soit & courte portée (interaction électromagnétique,
sauf pour des molécules polaires), I’énergie d’interaction Ej;n:+ est proportionnelle & la surface de contact des
deux systemes, tandis que les énergies respectives des deux systémes E; et E3 sont proportionnelles a leur
volume. Il en résulte que FE;,: est négligeable devant Fi et Fo, autrement dit, ’énergie totale se décompose
en = F1 + E». Si ’'ensemble est isolé, on peut alors dire que toute énergie perdue par 'un des systémes est
gagnée par 'autre, c’est-a-dire, dFs = —dF.
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ol W(E,)

oW, (E,)
oE, OMFr{5y)

OE,

Bi=B,

<E>

FIGURE 2.5 — Egalité des températures statistiques.

2.2.3 Entropie statistique

Comme W, InW définit par son maximum 1’état d’équilibre du systeme isolé, mais de plus
c’est une grandeur additive puisque W est multiplicative. Afin de vérifier la relation thermo-
dynamique entre température, entropie et énergie :

1 oS
T — 67E7 (2-10)

Boltzmann a défini 'entropie statistique S* par :

S* =kInW. (2.11)

Cette formule de Boltzmann® est une des plus importantes de I’histoire de la physique, car
elle fait pour la premiere fois le lien entre le monde microscopique des particules (W) et le
monde des comportements macroscopiques (S). Ainsi, I’équilibre thermique se traduit par
la maximisation de I’entropie totale S* = S} + 55 et I'égalisation des températures. Il nous
faudra ensuite prouver que ces deux définitions de la température et de I’entropie statistiques
coincident bien avec celles de la Thermodynamique. Nous verrons plus loin (Sec. 2.3) que 1'on
doit pour cela choisir k = R/N4, ou R est la constante des gaz parfaits (8,31 J/K) et N4 le
nombre d’Avogadro, ce qui définit alors la constante de Boltzmann k = 1,38 10723 J/K. On
a donc :

9. Proposée par Boltzmann en 1877, elle est gravée sur sa tombe a Vienne. Incompris de la plupart de
ses contemporains, Boltzmann s’est suicidé en 1906, au moment ou ses idées allaient connaitre des succes
éclatants. L’historique de la formule de Boltzmann est confuse. Voir les ouvrages cités en Bibliographie.
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1 o9

T OF

(2.12)

2.2.4 Pression statistique

Nous considérons maintenant des situations d’équilibre plus générales ou les deux systemes
peuvent échanger non seulement de I’énergie ', mais aussi une grandeur additive X, conservée
a ’échelle de ’ensemble. La propriété de maximisation de W = W7.Ws se traduit par une
maximisation de S* = S7(E1, X1)+ S5(E2, X2). L’équilibre est obtenu en maximisant S* par
rapport aux échanges dF et d X7, considérés comme indépendants. Les conditions d’équilibre
sont

057 055
= 2.1
0B, ~ 0B, (2.13)
c’est a dire 17 = T3, et
057 055
= . 2.14
0X1 0Xo ( )

Posons % = % Alors la deuxieme condition (2.14) s’écrit Y1 /Ty = Yo /T3, dou Y1 = Vs
compte-tenu de la premiére condition (2.13). En raison de cette égalité, on dit que Y est une
grandeur intensive, conjuguée de la grandeur extensive X.

Dans le cas ou la grandeur X est le volume V', on s’attend a pouvoir identifier Y a la pression,
et on 'appelle pression statistique P* :

05*

P =T" .
ov

(2.15)

Une identification avec la pression usuelle peut étre faite au moyen du dispositif de la Fig. 2.6.
La force F' est exercée par un systeme a peu de degrés de liberté, et donc d’entropie négligeable
(systeme purement mécanique, par opposition a systeme thermodynamique). On peut alors
écrire dS*(E,V) = 9-dE + %-dV = (dE + P*dV)/T*. Mais ici dE et dV sont liés (pas
d’échanges thermiques) : dE = —Fdx et dV = sdz, d’ou dS* = (—F + sP*)dz/T*. La condi-
tion d’équilibre est donc P* = F'/s, qui est par définition la pression P du gaz.

L’équilibre mécanique (échange de volume) et thermique correspond donc a 1’égalité des pres-
sions et des températures. Si P > Py alors dVi > 0 (car dS = (P} /Ty — Py /T5)dVy > 0).
Le systeme dont la pression est la plus élevée gonfle.

Nous étudierons au chapitre 5 le cas ou les deux systémes échangent des particules (équilibre
osmotique, systémes ouverts).
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EV

FIGURE 2.6 — Pression d’un gaz sur un piston.

La définition des deux grandeurs statistiques T et P* permet d’écrire formellement la varia-
tion infinitésimale d’entropie d’un systeme isolé sous 'effet de variations infinitésimales dF

et dV :
o857 05*

* = E 2.1
as 55 dE + 57 av, (2.16)
soit compte-tenu des Equations (2.12) et (2.15) ici regroupées :

1 _os

I+ OE’ (2.17)

pr =95

v’
1

dS" = —(dE + P*dV). (2.18)

2.3 Application au gaz parfait

Nous allons maintenant appliquer la théorie statistique générale qui vient d’étre construite
a un systeme modele qui joue un role fondamental en physique, a savoir une assemblée de
particules sans interaction (les collisions assurent cependant la thermalisation du systéme).
Nous commencons par dénombrer les micro-états et calculer I’entropie. Nous calculons ensuite
les grandeurs statistiques et retrouvons alors I’équation d’état des gaz parfait, ce qui permet
de faire le lien avec la thermodynamique.

2.3.1 Entropie

Nous considérons une assemblée de N particules de masse m sans interaction entre elles, oc-
cupant un volume V et d’énergie totale E, somme des énergies cinétiques de translation. L’es-
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pace des états accessibles X (N, V, E) est donc 'hypersurface définie par les deux contraintes
sur le volume et sur 1’énergie :

Vi, €V
%o g (2.19)
— 2m
2
On est alors tenté de dénombrer les micro-états a partir de 'aire de (N, V, E) :
S(N,V,E)

On se heurte cependant a une difficulté : les micro-états ne sont pas dénombrables! Il manque
un facteur inconnu C'(NV), dont la dimension est l'inverse d’une action (c’est-a-dire une lon-
gueur multipliée par une quantité de mouvement, soit M L?T~1) & la puissance 3N, et qui
viendrait mesurer en quelque sorte le volume élémentaire d’un micro-état.

C’est la mécanique quantique qui fournit ce facteur C'(N). Il vaut W (voir chapitre 1).
On trouve d’une part la constante de Planck A, qui a effectivement la dimension d’une action
(ceci est lié a la quantification des niveaux d’énergie), a la puisance 3N, et d’autre part le
facteur N! (ceci est lié a I'indiscernabilité des particules). On pourrait tout & fait maintenir
le facteur C(N) inconnu comme 'ont fait les précurseurs de la mécanique statistique avant
la découverte de la mécanique quantique. Nous choisissons cependant d’intégrer d’emblée ce
résultat. Ainsi

W(N, ‘/,E) = / drldrNdplde

2.21
S(N,V,E) h3N N (2:21)

L’intégration sur les variables d’espace est élémentaire et donne un facteur V. Reste alors
Iintégration sur les 3N variables d’impulsion qui jouent toutes le méme role. On peut donc
écrire :

VN
ou ®(R, M) désigne l'aire d’'une hypersphere de rayon R dans un espace de dimension M
(voir Annexe Mathématiques). On a ainsi :

3N73N/2

®(v2mE, 3N) GNT3) (2mE) , (2.23)
et en conséquence
N_3N/2
W(N,V,E) = w(zmm(w*lw. (2.24)

~ RNNI(3N/2)!
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La formule de Stirling (n! o< (n/e)® - voir Annexe Mathématiques) et I'approximation

(3N —1)/2 ~ 3N/2 donne alors

\Va E3/2 N
Ce nombre de micro-états est extraordinairement grand et présente des variations énormes
en fonction de V', N ou E puisque les exposants sont chacun de I'ordre de N. En introduisant

la longueur 't \ :

W (2.26)

VArmE/(3N)’

W(N,V, E) s’exprime plus précisément comme

52\
N V. E)~ | — 2.2
WLvE) = (S5 ) (2:27)

oit p = N/V est la densité numérique ; pA? est alors le nombre de particules dans le volume A3

La formule de Boltzmann (2.11) donne alors I'entropie statistique du gaz parfait (formule de
Sackur-Tétrode) :

S*(N,V.E) = Nk (; _ ln(p)\3)> . (2.28)

On remarque qu'il s’agit d’'une grandeur extensive : S*(zN,zV,zFE) = 2S*(N,V, E).

Remarque : Le systéeme est isolé : son énergie est fixée, mais avec une petite incertitude
0F < E. En toute rigueur, on doit donc calculer un volume :

W(N,V.E,6F) :/ ) dry..dFndp)...dpN _ Aire de (N, V, E)6E‘ (2.29)
FEV Y Iie[B,B+5E] C(N) C(N)

Mais, a la fin du calcul, ce qui compte c’est InW. Or :

In [Am(z(N’ ViED] oo 58). (2.30)

C(N)

10. Il apparait dans ces calculs des termes avec des puissances d’ordre N. Au bout du compte, toutes les
conclusions vont étre fondées sur le logarithme de W (entropie). Comme N est trés grand, les préfacteurs qui
ne sont pas & une puissance d’ordre N ne vont pas jouer de role, et on ne les prend donc pas en compte. C’est
ainsi qu’on remplace abruptement une puissance (3N — 1)/2 par une puissance 3N/2.

11. Selon la mécanique quantique, a une particule d’énergie e, donc d’impulsion p = v/2me est associée une
onde de longueur d’onde h/p. A s’identifie donc & la longueur d’onde d’une particule d’énergie (27/3)E/N,
c’est a dire essentiellement I’énergie moyenne.
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On peut dont oublier §E. 12

2.3.2 Equation d’état

Connaissant l’entropie statistique S*(N, V, E), on peut alors calculer les deux grandeurs sta-

tistique : la température 7™ et la pression P* a partir des relations (2.17). On trouve ainsi
13

que *° :

b 3T
2 (2.31)
P*V = NEKT*

La premiére relation exprime que 3kT*/2 est I’énergie cinétique moyenne par particule.

A travers la deuxieéme relation, on retrouve I’équation d’état des gaz parfaits PV = nRT,
par une méthode beaucoup plus générale que celle exposée au chapitre 1. Ce résultat montre
que la température statistique 7™ est bien la température de la Thermodynamique, a condi-
tion de choisir k = R/N 4. D’apres le Principe Zéro de la Thermodynamique (égalisation des
températures de systemes a 1’équilibre thermique), cette identification entre les températures
statistique et thermodynamique, des lors qu’elle est établie pour un systeme particulier, est
valable pour tous les systéemes. L’identification entre grandeurs statistiques et thermodyna-
miques ayant été faite sur le cas du gaz parfait, nous omettrons 'astérisque * dans la suite.

Il apparait ainsi une énergie thermique caractéristique k7', qui vaut environ 25 meV a la
température ambiante. Du fait que E/N = 3kT/2, la longueur X s’écrit encore :

h
AT) = Nermd (2.32)

Elle est appelée longueur d’onde thermique (cf. Eqn. (1.6)).

2.4 Comportement entropique

L’équation d’état du gaz parfait a donc une origine fondamentalement entropique. C’est a dire
que son comportement thermo-mécanique (sous l’effet d’une pression ou d’une température)
n’a pas pour origine a 1’échelle microscopique une interaction microscopique entre particules,
puisque précisément ici les particules sont indépendantes. Un tel comportement entropique
se retrouve dans différents systemes physiques, que nous étudierons dans la suite. C’est le cas

12. Voir Physique Statistique de Diu et al., p. 151 : In(W) est d’ordre N, le nombre de particules qui, dans
un échantillon macroscopique, est de I'ordre du nombre d’Avogadro. Pour estimer In 6 F, la difficulté vient de
ce que le logarithme d’une quantité ayant une dimension change lorsque I’on change d’unité. Si ’on choisit par
exemple 6E = 1073J, on trouve IndE = —6,9, ce qui est minuscule devant N. En choisissant comme unité
I'eV, IndFE = 44, ce qui est toujours minuscule devant N.

13. On remarque que la constante de Planck h disparait des formules de la température et de la pression.
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de I'élasticité des macromolécules ou encore du paramagnétisme de Langevin, deux situations
ou, comme dans le gaz parfait, les composantes microscopiques sont indépendantes.
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2.5 Résumé des idées essentielles

Une configuration définie par la donnée des grandeurs physiques microscopiques, fournies par
la Mécanique Quantique ou Classique, est un micro-état.

Une configuration définie par la donnée des grandeurs physiques macroscopiques de la Ther-
modynamique est un macro-état. Il est généralement réalisé par de trés nombreux micro-états.

La moyenne dans le temps d’une grandeur qui fluctue équivaut a la moyenne sur une collec-
tion de systemes identiques préparés de la méme maniere.

Un systeme isolé n’échange rien avec le monde extérieur. Son volume V', son nombre de
particules N et son énergie E sont fixés. Pour un systeme isolé, tous les micro-états accessibles,
en nombre W sont également probables. L’entropie S est définie par :

S=klnW,

ou k = R/N4 est la constante de Boltzmann, avec R la constante des gaz parfaits et Ny le
nombre d’Avogadro.

L’étude de I’équilibre thermique entre deux systemes permet de définir la température T" par :

195

T OE
L’entropie du gaz parfait vaut :

S(N,V,E) =Nk <Z — ln(p)\3)> .

_ _ h
avec p = N/V et A = /e reTk
On distinguera les grandeurs intensives (température, pression, densité...) qui sont indépendantes
de N et fluctuent en 1/v/ N, des grandeurs extensives (nombre de particules, volume...) qui
sont proportionnelles & N et fluctuent en v V.
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2.6 Complément : Fluctuations

On considere ’échange d’une grandeur A conservée entre deux sous-systéemes d’'un systéme
isolé contenant IV particules. On note A la valeur de cette grandeur pour le systeme 1. L’état
d’équilibre, correspondant a la maximisation de W (A), intervient pour une valeur de A notée
Ap. Autour de ce maximum, W a la forme gaussienne :

(A- AO)Q]

A D (2.33)

W(A) = W(Ao) exp [—
Les fluctuations relatives sont d’ordre :
AA 1
—_— —. 2.34
1 ~ (2.34)

En conséquence, l'entropie S(A) = kln W (A) s’écrit autour du maximum (voir Fig. 2.7) :

k 2
S(4) = 8(Ao) — Sy (A= Ao}, (2:35)
et l'on peut écrire :
oS
Dt —
0A
52 Seq (2.36)
A0 < 0.

S(A) ,

FIGURE 2.7 — Mazimum de [’entropie.

Ceci permet d’écrire I'écart quadratique moyen AA en fonction de la dérivée seconde de
I’entropie a 1’équilibre :
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(2.37)

Cependant, le systeme 1+ 2 étant isolé et a 1’équilibre, ses micro-états sont équiprobables, et
I’on peut aussi écrire son entropie totale Stor = kIn Wror, ot le nombre total de micro-états
Wror s’obtient en intégrant la distribution gaussienne (2.33). On obtient ainsi

Wror = /W(A)dA = V2t AA2W (Ap). (2.38)
En conséquence :
S(Ap) = klnW(Ap) d’ordre N, (2.39)
et
Srtor — S(Ap) = klnv2rAA? d’ordre In N. (2.40)
C’est dire que :
STOT ~ S(AO) (2.41)

L’entropie de ’état le plus probable est une excellente approximation de I’entropie totale.
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2.7 Exercices

Ex2-1 : Sensibilité d’un systeme isolé a une perturbation extérieure

Cet exercice a pour objet d’illustrer ’extréme sensibilité des systemes macroscopiques a de
faibles perturbations extérieures : tout systéme classique, si bien isolé soit-il, soumis a des
perturbations extérieures, si faibles soient-elles, est completement imprédictible.

Nous considérons un volume V' = 1 litre de gaz (azote, de masse molaire 28 g), a la température
ordinaire (273 K) et sous une pression ordinaire (1 atm.).

A. Ordres de grandeur

1. Quel est le nombre N de molécules?

2. Quelle est la masse m de chaque molécule ?

3. Quelle est la distance moyenne d entre molécules ?

4. Quelle est le rayon typique de la molécule rg ?

5. Quelle est la vitesse moyenne des molécules v ?

6. Calculer alors le libre parcours moyen ¢, puis le temps moyen 7 entre deux collisions.

B. Perturbation extérieure

FIGURE 2.8 — Déviation d’une particule lors d’une collision.

Méme si le systeme est ”isolé par des parois rigides, adiabatiques. . ., il reste une interaction
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extérieure contre laquelle on ne peut pas isoler le systeme : 'interaction gravitationnelle. On
va estimer I'influence de ’expérimentateur sur le mouvement des molécules. On considérera
qu’il s’agit d’une masse M = 75 kg a une distance D = 1 m. On va procéder a un calcul tres
grossier permettant de donner un ordre de grandeur, en estimant la perturbation apportée
lors de la collision entre deux molécules. Ces deux molécules sont initialement distantes I'une
de 'autre de £, et leur vitesse relative vaut v.

1. Estimer I’écart entre les forces gravitationnelles subies par les deux molécules, puis la
perturbation en accélération relative de ce systeme.

2. En déduire alors la déviation angulaire de la trajectoire avant le choc §6.

3. Faire un calcul d’ordre de grandeur (on donne la constante de gravitation G = 6,67 107!
SI). Estimer ensuite la déviation angulaire de la trajectoire apres le choc d¢.

4. En remarquant que d¢ > §0, estimer la déviation angulaire minimum de la trajectoire
apres n collisions.

5. Au bout de combien de collisions cette déviation minimum est-elle égale & 1 radian (c’est
a dire que la trajectoire de la molécule a été complétement perturbée par I'interaction gravi-
tationnelle considérée) 7 Estimer le temps associé.

6. Reprendre ce calcul pour 'influence d’un électron situé aux confins de 'univers.

Ex2-2 : Collision entre deux nuages de gaz interstellaires

Dans la collision, les nuages échangent de 1’énergie et de 'impulsion. Déterminer les condi-
tions d’équilibre correspondantes. Identifier en particulier la grandeur intensive conjuguée de
impulsion. Indication : L’énergie d’'un nuage de masse M et d’impulsion P peut s’écrire
E = P?/(2M) + Ey, ou Ej représente 1'énergie interne du nuage. L’entropie du nuage ne
dépend que de cette énergie interne, donc elle est de la forme S(E, P) = So(E — P?/(2M)).

Ex2-3 : Equilibre mécanique et thermique

Deux gaz sont laissés libres d’échanger de I’énergie et du volume selon le dispositif de la
Fig. 2.9 (on suppose que la chaleur peut diffuser au travers des pistons et le long de la
barre qui les lie). Ecrire les conditions d’équilibre de I’ensemble. Interpréter physiquement le
résultat obtenu.

Ex2-4 : Capacité calorifique indépendante de la température

Déterminer ’entropie S puis le nombre de microétats W pour un systeme dont la capacité ca-
lorifique C = g—? est indépendante de la température. Etudier le cas particulier ou C = aNk,
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FIGURE 2.9 — Equilibre mécanique et thermique.

ou N est le nombre de particules et a est une constante.

Ex2-5 : Systéeme a deux compartiments - Particules indiscernables

FI1GURE 2.10 — Deux compartiments : P cases identiques et N particules indiscernables.

On considere un systéme & deux compartiments, mais on veut maintenant tenir compte du
fait que, selon la mécanique quantique, des particules identiques sont indiscernables. On se
propose d’étudier comment on peut alors justifier la répartition d’équilibre des particules. On
adopte pour ce faire le modele suivant. Chaque compartiment du récipient est assimilé a une
boite comportant P cases identiques, chacune pouvant contenir au plus une des N particules
indiscernables du systeme.

1. Soit n le nombre de particules dans le compartiment de droite. Calculer le nombre W (n)
d’états possibles du systeme.
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2. En déduire la valeur la plus probable de n.

3. Evaluer 'ordre de grandeur des fluctuations.

Ex2-6 : Systeme a deux niveaux - Température négative

Pour tous les systemes usuels, dont une partie de ’énergie est de I’énergie cinétique, on peut
montrer que le nombre de micro-états W est une fonction croissante de ’énergie. Il en est
donc de méme pour 'entropie, de sorte que la température est positive. Les températures
négatives (correspondant & une décroissance de I’entropie avec 1’énergie) ne concernent donc
que des systémes extrémement particuliers 4. Nous en donnons maintenant un exemple '°. 11
s’agit d’un systeme de N particules & deux niveaux d’énergie 0 et € > 0.

1. Soit n le nombre de particules d’énergie ¢, de sorte que I’énergie du systéme vaut £ = ne.
Calculer I'entropie S(E) du systéme en fonction de n (sans se limiter au voisinage de n/2).
Faire une représentation graphique.

2. Calculer la température statistique 71" en fonction de n. Faire une représentation graphique.
Que remarque-t-on ?

3. Calculer n en fonction de T', pour tout 7' > 0. Faire une représentation graphique.
4. Calculer n/(N — n) en fonction de T'.

5. Calculer et représenter graphiquement la capacité calorifique C = g—g du systeme en fonc-
tion de T'. Commenter

Ex2-7 : Elasticité entropique d’une chaine 1D

Cet exercice se situe dans le prolongement de l'exercice 1-6. On considere un modele de
macromolécule, sous la forme d’une chaine constituée de N segments de longueur a (avec
N > 1). La longueur totale de la chaine est donc L = Na. Une extrémité de la chaine est
a lorigine 6, Iautre extrémité est au point E, et I'on peut écrire R=a >, U o les ; sont
des vecteurs unitaires. On suppose que les @; ont des orientations indépendantes (on néglige
leurs interactions liées au fait qu’ils sont susceptibles de se recouvrir). Dans le modéle uni-
dimensionnel considéré ici (@; = +€,), les segments peuvent s’orienter vers la gauche ou la
droite, et on note n le nombre de ceux qui sont orientés vers la droite. On note < R > la
valeur moyenne de la longueur de la chaine, comptée vers la droite. On applique maintenant

14. 11 faut que le nombre d’états individuels soit fini, de sorte que le spectre d’énergie est borné. L’entropie
est alors d’abord croissante puis décroissante.

15. Il peut s’agir d’une assemblée d’atomes dotés d’un moment magnétique p, comme dans un cristal pa-
ramagnétique. Lorsque le cristal est plongé dans un champ magnétique uniforme B, ’énergie magnétique de
chaque atome vaut +uB.
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une force f a 'extrémité de la chaine. L’élasticité de la chaine est décrite par la relation entre
< R > et la force f.

1. Qu’est ce qui change qualitativement par rapport au cas f = 07 Avez-vous une idée qua-
litative de la relation < R > (f)?

2. Il manque cependant une information essentielle pour pouvoir poursuivre I'analyse. De
quoi s’agit-il 7

3. On considere une évolution quasi-statique réversible ot sous 'effet de la force f, la chaine
s’allonge de dR. Quelle est I’expression du travail dW et de la chaleur §@Q dans cette évolution ?
Que peut-on dire de I’évolution de 1’énergie interne, et finalement de ’expression de la force
en fonction de I'entropie S7

4. On utilise alors la formule de Boltzmann qui fait le lien entre I’entropie macroscopique S
et le nombre de micro-états W : .S = kln W. Mener alors le calcul.

5. Quelle est la limite de cette approche ?

6. Représenter 'allure de < R > en fonction de f. Montrer que dans la limite qui vient d’étre
discutée, la chaine vérifie la loi de D’élasticité de Hooke, c’est-a-dire une relation linéaire
f=r <R >, dont on déterminera le coefficient d’élasticité r.

Ex2-8 : Elasticité entropique d’une chaine 3D

Cet exercice se situe dans le prolongement des exercices 1-6 et 7 et 2-7. On considere mainte-
nant un modele discret & trois dimensions : @; = +é, .. L’élasticité de la chaine est décrite
par la relation entre < R > et la force f appliquée a 'extrémité de la chaine. En utilisant les
mémes arguments que dans l’exercice 2-2, calculer < R> ( f ), et le module élastique.

Ex2-9 : Entropie d’un gaz parfait

On considere une assemblée de N particules de masse m occupant un volume V', et d’énergie
totale E. Il s’agit uniquement d’énergie cinétique s’agissant d’un gaz parfait.

1. Quel est l'espace des micro-états accessibles X(N,V, E)?

2. On propose de dénombrer les micro-états W(N,V, E) a partir de laire de X(NV,V, E).
Ceci conduit a introduire le volume élémentaire C'(N) d’un micro-état, dont la dimension
est une longueur multipliée par une quantité de mouvement (M L?T~1!) & la puissance 3N
(expression de C'(N) est donnée par la mécanique quantique) :
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1

W(N,V.F) = —— dry..drydpy...dpy. 1
(N,V,E) C(N)/Z(N,V,E) 71..diNdp...dpN (1)

2a. Faire d’abord l'intégration sur les variables d’espace.

2b. Faire ensuite 'intégration sur les variables d’impulsion. On introduira ®(R, M) l'aire
d’une hypersphere de rayon R dans un espace de dimension M :

_ M-1 P 2% Hlgpp]
(R, M) = ME (MR ave K(2p) = 7 et K(2p+1) = 25 =50

3. Utiliser la formule de Stirling (n! ~ (n/e)™V/2mn) pour obtenir une expression de la forme :

(2)

VO‘Eﬁ)N | 3)

W(N,V,E) x < NG
Identifier «, B, v et le préfacteur.

4. En déduire l'entropie statistique S(NV,V, E) du gaz parfait. On introduira une constante
A(N), fonction de C(N).

Ex2-10 : Equation d’état d’un gaz parfait

1. Calculer la température statistique 1" du gaz parfait, et en déduire 1’énergie cinétique
moyenne par particule. Calculer cette énergie thermique a la température ambiante.

2. Calculer la pression P du gaz parfait, et retrouver I’équation d’état du gaz parfait. Com-
ment faut-il choisir k& pour faire le lien entre les grandeurs statistiques et les grandeurs ther-
modynamiques 7



48

CHAPITRE 2. SYSTEMES ISOLES



Chapitre 3

Equilibre thermique

Introduction

Dans la foulée des travaux précurseurs de Boltzmann, Gibbs construit dans les années 1880
une généralisation de la mécanique statistique aux systemes a grand nombre de degrés de li-
berté (non nécessairement liés aux mouvements de particules), introduit la notion de moyenne
d’ensemble, et distingue le cas du systeme isolé de celui de I’équilibre thermique.

Dans ce chapitre, on va poursuivre la description statistique d’un systéeme constitué de N
particules, d’énergie F occupant un volume V. Au chapitre précédent, nous avons défini
les micro-états d’un tel systeme et énoncé 'hypothese d’équiprobabilité de ces micro-états
lorsque le systeme est isolé. L’étude de 1’équilibre de deux tels systemes en contact nous a en-
suite permis de donner une interprétation statistique des notions de température, d’entropie
et de pression. Cependant, la situation la plus fréquente en pratique est celle ol le systeme
est en équilibre avec son environnement, avec lequel il peut échanger de I'énergie (équilibre
thermique), des particules (équilibre osmotique) ou du volume (équilibre mécanique) (voir
Fig. 3.1).

Dans ce chapitre, nous allons étudier en détail 1’équilibre thermique. Nous introduirons tout
d’abord la notion de thermostat (Sec. 3.1), puis montrerons que la probabilité des micro-
états est donnée par la distribution de Boltzmann-Gibbs (Sec. 3.2). Nous discuterons ensuite
le théoreme d’équipartition de 1’énergie (Sec. 3.3), et introduirons ensuite un outil important,
la fonction de partition (Sec. 3.4), dont nous montrerons quelques applications, en particuler
pour le gaz parfait (Sec. 3.5).

3.1 Thermostat

Nous avons vu au chapitre précédent que lorsque deux systemes sont en contact et peuvent
échanger une grandeur X conservative (énergie, nombre de particules, volume), I’état d’équilibre
correspond a la répartition de la grandeur X entre les deux systémes qui maximise le nombre
de micro-états du systeme global.

49
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N,E, V
—> Environnement

FIGURE 3.1 — Equilibre avec ’environnement.

Du point de vue thermodynamique, 1’équilibre thermique (échange d’énergie '), correspond
a 1’égalité des températures. Ceci a alors conduit a définir la température T (il sera souvent
plus simple de manipuler son inverse § = 1/kT') en fonction de la dépendance du nombre de
micro-états par rapport a ’énergie E :

1 omW(E) 108
kT OF - kOE’
Or, la dépendance du nombre des micro-états d’un systeme de N particules en fonction de
son énergie E est de la forme W(E) ~ E*N ot a est d’ordre unité (o = 3/2 pour le gaz
parfait, voir Eq. (2.25)). Ainsi (E) = aN/E. L’équilibre thermique de deux systemes de
taille N7 et Ny partageant une énergie E est tel que Ey + Es = E et E1 /Ny = E3/Na, soit
E; = (N;/N)E. Les variations infinitésimales des températures d’équilibre 3, = o = 1 =
aN/E lors d'un échange d’énergie entre les deux systemes vérifient d3; = —(3°dE;/E;, d’ou
dp1/dBs = Na/Ni.

B(E) (3.1)

En conséquence, si I'un des deux systémes est trés grand devant l'autre (Ny > Njp), alors
celui-ci absorbe presque toute ’énergie de ’ensemble, et sa variation de température autour
de I’équilibre est négligeable en regard de celle du petit systeme (voir Fig. 3.2). Ce grand
systeme apparalt ainsi comme un réservoir d’énergie, de température fixée. C’est ce que 'on
appelle un thermostat, c’est a dire un systeme dont la température est constante, quels que
soient ses échanges d’énergie avec ’extérieur.

C’est le cas de I'environnement d’un systéme macroscopique. Mais on peut aussi isoler un
petit sous-systeme au sein d’'un grand systeme, et étudier I’équilibre thermique de ce sous-

1. On rappelle que ’additivité de I’énergie suppose une interaction assez faible entre les deux systemes.
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oI W (E,)
oF,

oW, (E,)
OF,

Bi=B2 [

FIGURE 3.2 — Equilibre thermique avec un thermostat.

systeme au sein du grand systeme qui assure sa thermalisation. Le sous-systéme n’est méme
pas nécessairement macroscopique; il peut s’agir d’une seule particule ou d’un seul degré de
liberté, ce que nous appellerons composante microscopique. Le premier cas (grand systeéme a
l’équilibre avec son environnement) correspond a la vision de Gibbs. Le deuxiéme cas (com-
posante microscopique au sein d’un grand systéme) correspond a la vision de Boltzmann.

3.2 Distribution de Boltzmann-Gibbs

Nous considérons un systéme a N particules (o N peut valoir 1) en contact thermique avec
un thermostat de température 7' (ou [3). On peut dire plus simplement que le systéme est
a la température T' (ou [3). Nous allons alors démontrer que les micro-états ne sont plus
équiprobables mais que leur probabilité décroit exponentiellement avec 1’énergie du micro-
état :

pi x exp (—BE;). \ (3.2)

Cette distribution de probabilité s’appelle la distribution de Boltzmann-Gibbs, ou encore la
distribution canonique. C’est un des résultats les plus importants de la physique statistique.
L’énergie thermique kT constitue ainsi une énergie caractéristique du systeme a 1’équilibre
thermique. Elle est d’ordre 25 meV a la température ambiante.
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3.2.1 Démonstration

La température du thermostat est fixée. Par définition, k3 = 0y, /OF, donc Sy, (E) = kBE+
C'te, et, par la formule de Boltzmann (Eqn. (2.11)) le nombre de microétats Wy, (E) « exp SE.
L’ensemble (systéme + thermostat) est un systeme isolé, d’énergie totale fixée Ep, auquel on
peut appliquer le principe d’équiprobabilité des micro-états. Les micro-états, en nombre W,
de 'ensemble (systeme + thermostat) sont des états (4,j) combinant un état ¢ du systeme
et un état j du thermostat, dont on note p; ; la probabilité. Lorsque le systéme est dans un
micro-état ¢ d’énergie E;, le thermostat a une énergie Er — F;. Le nombre de ses micro-états
est donc Wy, (Er — E;) o exp (B(Er — E;)). Ainsi
Win(Er — E;
pPi = Zpi’j = th(é’/z) (33)
J

D’ot, p; o exp(—FE;). Ainsi, lorsque ’énergie du systéeme augmente, le nombre des micro-
états accessibles au systeme décroit exponentiellement 2.

3.2.2 Application au gaz parfait

Un premier exemple de la distribution de Boltzmann-Gibbs a été donné par la distribution
des vitesses, détaillée au chapitre 1.

Un deuxieme exemple est celui de 1’atmosphére isotherme. On considere un gaz parfait, a la
température T' (ou (3), plongé dans un potentiel V(7). On a au total N particules. L’énergie de
chaque particule est la somme du potentiel V() et de I’énergie cinétique p?/2m. A I'équilibre
thermique, la probabilité que I’état de cette particule soit dans 1’élément de volume di” avec
une impulsion p a dp pres est proportionnelle a la probabilité de Boltzmann-Gibbs p(7, p) =
exp(—B (V(7) + p?/2m))drdp, qui doit étre normalisée de sorte que son intégrale soit égale
a 1. En sommant sur I'impulsion, on en déduit que la probabilité que la particule soit dans
I'élément de volume di’ est proportionnelle a exp(—@V (7))dr. Par ailleurs, si p(7) est la
densité moyenne, alors p(7)dF représente le nombre moyen de particules dans le volume di” et
est telle que I'intégrale sur tout 'espace est égale a N. Toutes la particules étant identiques,
les probabilités p(7, p) sont identiques pour toutes les particules. En conséquence p(7)dr =
N [ p(7, p)drdp. Ainsi :

p(7) = p(0) exp(—BV (7). (3-4)

V(z) = mgz, o m est la masse d’une particule. Ainsi la densité d'un gaz dans le champ de
pesanteur varie exponentiellement :

p(z) = p(0) exp(—z/H), (3.5)

avec une hauteur caractéristique H = kT /mg, soit quelques dizaines de kilometres a 300 K.
Cette expression ne s’applique qu’approximativement a l’atmosphere terrestre, qui est loin

2. Nous verrons au chapitre 4 une autre démonstration plus formelle, qui utilise les multiplicateurs de
Lagrange.
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d’étre isotherme 3. Le résultat est cependant correct aussi bien qualitativement (allure de la
décroissance de p avec 'altitude), qu’en ce qui concerne l'ordre de grandeur de ’épaisseur
de 'atmosphere. Contrairement aux objets macroscopiques, les molécules constituant ’at-
mospheére ne tombent pas dans le champ de pesanteur de la Terre. Compte tenu de la faible
masse des molécules, la contribution entropique ’emporte sur la contribution gravitationnelle
pour les basses altitudes. Dans le méme esprit, on pourra regarder 1’exercice 3-3 qui explique
la mesure historique du nombre d’Avogadro par Jean Perrin.

3.3 Théoreme d’équipartition de 1’énergie

Considérons un systeme dont 1’énergie E dépend quadratiquement de la variable ¢ de son
espace des phases : £ = aq® + d’autres termes indépendants de ¢. Utilisant 1’Annexe
Mathématiques :

fj—oo an exp(_ﬁan)dq 1
n _ Joco 1
- [T exp(—Bag?)dg 206’ (3.6)

soit

kT

(ag*) = = (3.7)

Ainsi < ag® > est indépendant de a : ¢? s’ajuste & I’équilibre de telle sorte que ag? soit égal a
kT /2. Ce théoréme, présenté par Maxwell en 1860, précise 'estimation de 1’énergie moyenne
d’une composante microscopique, d’ordre kT'.

3.4 Fonction de partition

La normalisation ) p; = 1 conduit & introduire la grandeur sans dimension
i

Z2(8) = >_exp(~BE), (3.8)

appelée fonction de partition®, de sorte que :

b= 57 e (~BE). (39)

3. Si Von part plutét de I’hypothése d’une atmosphere adiabatique (considérant que les mouvements
désordonnés des masses d’air a haute altitude empéchent les échanges thermiques), on écrit PV7 = cte avec
~v =5/3 ou 7/3 pour un gaz mono ou di-atomique. La décroissance de la température avec laltitude s’écrit,
apres quelques lignes de calcul : dT'/dz = —(mg/kT)(y —1)/7.

4. de lallemand, Zustandsumme.
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La fonction de partition Z(/3) est une grandeur statistique tres importante, a ’aide de laquelle
on peut calculer les grandeurs thermodynamiques pour un systeme a I’équilibre. On peut ainsi
déduire simplement de Z(/3) la valeur moyenne de 1’énergie :

<E>=Y pE;. (3.10)

et ses fluctuations :

omz 10z 1 8expf/3Ei__ o
35 _Zaﬂ_ZZ B Zi:p,Ez— <E>. (3.11)
Donc :
0lnZ
(E) T (3.12)
On remarque ensuite que :
opi _ g
D = —n(B- <E>) (3.13)

dont on déduit :

6212
- Zp, (Ei— <E>)=) pE; - sz <E>=<E’>—-<E>?.(314)
7

Ainsi :

0?InZ

(AE)? = 037

(3.15)

On en déduit que In Z est une fonction convexe.

3.4.1 Composantes indépendantes

Considérons un systéeme macroscopique a la température 7' (ou 3), décomposable en N com-
posantes indépendantes, c’est a dire interagissant faiblement entre elles. Il peut s’agir de N
particules sans interaction, comme dans un gaz parfait, mais aussi d’autres sous-sytemes,
tels que des oscillateurs harmoniques associés aux vibrations des atomes dans un solide, les
maillons indépendants d’une macro-molécule ou les moments magnétiques dans un corps pa-
ramagnétique. Chaque composante « est & ’équilibre thermique a la température T' (ou [3)
avec le reste du systeme, et voit sa fonction de partition z, définie a ’aide de ses micro-états

lo *

2q = Zexp —BE;,). (3.16)
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Un micro-état ¢ du systéme est défini par ’ensemble des micro-états i, de chaque composante.
Compte-tenu de 'additivité de I’énergie et de I'indépendance des composantes :

Z = Zexp(—ﬁEi) = Z exp(—B(Eiy + ...+ Ei, +...)) = HZexp —BE;, = H Za-
% Bl yeeeyloryees a iy «

(3.17)

La fonction de partition du grand systéme est le produit des fonctions de partition des sous-

systemes. Ainsi les propriétés du systeéme macroscopique s’obtiennent comme des produits sur

ses N composantes. En particulier, si les N composantes sont identiques, on aura simplement :

Z =N, (3.18)

La formule précédente est valable si les composantes sont discernables, par exemple s’il s’agit
de degrés de liberté de sites distincts. En revanche, s’il s’agit de IV particules indiscernables,
comme dans le cas du gaz parfait, il s'introduit un facteur N!° :

ZN

En fait, les systemes a composantes indépendantes sont les seuls pour lesquels on sait vraiment
effectuer des calculs exacts. Le cas des systemes a composantes couplées, c’est-a-dire en

interaction, nécessite 'introduction d’approximations et sera discuté au chapitre 8.

3.4.2 Fluctuations de I’énergie

L’énergie d’un systeme isolé est fixée. Par contre, I’énergie d’un systeme a 1’équilibre ther-
mique fluctue. La probabilité p(E) que I’énergie du systéme soit égale & F est la somme des
probabilités des micro-états d’énergie E :

p(E)= )Y pi= Z(lﬁ) > exp(-PE) = Z(lﬁ)W(E) exp (—BE). (3.20)
E,=F E,=F

La normalisation [ p(E)dE = 1 permet alors d’exprimer la fonction de partition a l'aide du
nombre de micro-états W (E) :

Z(8) = / W(E) exp(—BE)dE. (3.21)
0

Pour un systeme de N particules, W (E) est de la forme E*N avec o d’ordre unité (voir
Sec. 3.1). Ceci est vrai aussi pour une composante microscopique dont 1’espace des états est
continu (avec N = 1). On en déduit que :

Z(B3) o< g~ @NFID(aN + 1), (3.22)

5. Cette expression correspond a ’approximation de Maxwell-Boltzmann, et est valable dans la limite ou
le gaz parfait peut étre considéré comme classique, c’est a dire si la longueur d’onde thermique est nettement
plus petite que la distance moyenne entre particules.
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ou I'(z) est définie en Annexe Mathématiques. La valeur moyenne et les fluctuations de
I’énergie valent en conséquence :

InZ
(E) = —88% = (aN + 1)kT,
5210 7 (3.23)
2 2
II en résulte que :
AR L (3.24)

(E) aN +1

Pour un systéme macroscopique, la distribution p(E), produit de la fonction W (E) tres
rapidement croissante par la fonction exp —(GFE tres rapidement décroissante, est tres étroite :
AE/(E) < 1 (voir Fig. 3.3). La répartition de ’énergie est gaussienne :
E— < E>)?

H) (3.25)

oE) =pi< B >)eww (- E 5

FIGURE 3.3 — Distribution de [’énergie.

Par contre, pour une composante microscopique dont ’espace des états est continu, I’énergie
moyenne est de 'ordre de kT, et les fluctuations de I’énergie sont du méme ordre : I’énergie
est donc mal définie.
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3.5 Application au gaz parfait

Nous avons déja étudié les propriétés statistiques du gaz parfait en tant que systéme isolé au
chapitre 2. Nous considérons cette fois un gaz parfait (/N particules, volume V') en contact
avec un thermostat a la température T' (ou ). La fonction de partition Z(N,V,T') s’exprime
en fonction du nombre de micro-états W (N, V, E) :

Z(N,V,T) = / W(N,V, E)exp (—BE) dE. (3.26)
0

D’aprés expression de W (N, V, E) établie au chapitre 2 (Eqn. (2.25)), le fait que [ dzz®e™ =
0

a!, et en introduisant la longueur d’onde thermique :

h
MNT) = —, 3.27
D= it (327
la fonction de partition prend l'expression simple suivante :
1/ v "
Z(N,VT) = — | —— | . 2
) =5 (o ) (3.25)
L’énergie moyenne et les fluctuations de ’énergie valent :
InZ In \(T NET
<E>:_8n :3N8n)\():3 k ’
19J6} ap 2 (3.29)
AE2_82an__8(E> _ _3NOKT _ 3N(KT)* '
9B 9B 2 08 2

Le fait nouveau par rapport au cas ou le gaz parfait est isolé est I'estimation des fluctuations
d’énergie :

AFE 1

(E) ~ /BNJ2'

Une autre maniere de mener le calcul consiste & remarquer que le systeme se décompose en N
particules indépendantes et indiscernables. La fonction de partition s’écrit alors en fonction
de la fonction de partition a une particule z(V, 3) :

(V. )N
N1

(3.30)

Z(N,V,B) = (3.31)

Celle-ci vaut ©

6. Elle peut aussi se calculer & 'aide de la densité d’états D(V,e) = m\;/22hé (voir la section ” Elements
de Mécanique Quantique du chapitre 1) :
z2(V,B) = | D(V,e)exp(—pBe)de = V
B PR =S5y
0
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3
-7 — 2
z(V,B) = / d:;;lp exp <52pm> = % (/ dp exp <ﬂ2€n>)
+00 3 v
v ([ 2
W (\/ i / drexp ($2)) ~ ()

(3.32)
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3.6 Résumé des idées essentielles

Lorsqu’un systeme est a I’équilibre thermique avec un thermostat, qui lui impose sa température
T (ou 8 = 1/kT), ce qu'on appelle ensemble canonique, ses micro-états ne sont plus équiprobables
mais suivent la distribution de Boltzmann-Gibbs :

pi = Z(lﬂ) exp (—BE;) ,

ou FE; est ’énergie du micro-état et Z est la fonction de partition :
Z(B) =) exp(—BE:).
i

La fonction de partition permet de calculer simplement les moments de E :

olnZ
(B) = ~55
?nZz
(AE)QZT;Q'

Les fluctuations relatives de 1'énergie sont de l'ordre de 1/v/ N, si N est le nombre de com-
posantes du systeme. L’énergie moyenne est ainsi définie avec une grande précision pour un
systéme macroscopique.

Lorsque le systeme peut étre décomposé en une assemblée de N composantes indépendantes,
la fonction de partition se factorise. Si ces composantes sont identiques, de fonction de par-
tition z, la fonction de partition globale s’écrit 2™V ou 2% /N! selon que les composantes sont
discernables ou non.
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3.7 Exercices

Ex3-1 : Dissolution d’un cachet d’aspirine

Vous savez certainement que pour dissoudre plus rapidement un cachet d’aspirine, vous avez
intérét a utiliser de I'eau chaude. Nous vous proposons de mener cette expérience de fagon
quantitative, en mesurant le temps 7 de dissolution en fonction de la température T' (au
moins cinq mesures entre 0°C' et 100°C'). Tracer alors —log(7) en fonction de 1/7" (exprimée
en K~1). Quelle loi simple voyez-vous apparaitre? Que peut-on déduire de la pente de la
courbe mesurée ?

Ex3-2 : Systeme a deux niveaux

L’un des exemples les plus simples d’'un systeme & deux niveaux est celui d’'une particule
unique, de moment magnétique associée au spin u, placée dans un champ magnétique B.
Son énergie peut alors étre égale a +uB. On se propose d’analyser le comportement d’un tel
systeme a deux niveaux au moyen de sa fonction de partition. Pour simplifier les expressions,
on prend le niveau le plus bas comme énergie 0 et on note € ’autre niveau d’énergie. L’énergie
du systeme peut alors étre soit 0, soit €.

1. Déterminer la fonction Z de partition du systéeme. En déduire ’énergie moyenne < F >,
que l'on tracera en fonction de T'. En déduire ensuite ses fluctuations AFE, que l'on tracera
aussi en fonction de T'. Préciser les limites pour 7' — 0 et T' — oo.

2. Donner l'expression de ’entropie S. On rappelle que S =k (InZ + 3 < E >). Préciser les
limites pour T'— 0 et T" — o0 et expliquer physiquement ces valeurs extrémes.

3. L’expression de la capacité calorifique (& volume constant) est C' = (ag#). Comment

s’exprime-t-elle en fonction de AE ? Montrer qu’elle présente un maximum en déterminant
les limites qu’elle prend pour T" — 0 et T' — oo. En faire un tracé indicatif. Expliquer les
comportements asymptotiques.

Ex3-3 : Mesure du nombre d’Avogadro

Dans les années 1900, Jean Perrin a réalisé une expérience permettant de visualiser 1’équilibre
statistique d’une atmosphere fictive sous l'effet de ’agitation thermique, ce qui lui a permis
d’en déduire une estimation du nombre d’Avogadro N4 (voir son livre Les atomes). Le prin-
cipe de cette expérience consiste a utiliser des particules assez grosses pour étre visibles au
microscope, mais en méme temps assez petites pour étre sensibles a I'agitation thermique.
Il s’agit d’une suspension de petites spheres identiques de rayon r et de masse volumique
p=1,2g.cm™3 dans de I’eau (masse volumique p, = 1g.cm™3). Jean Perrin a observé au mi-
croscope la répartition statistique de ces sphéres en fonction de l'altitude z, a la température
ambiante T" = 300 K. Quelle est la forme de cette répartition ? Quelle épaisseur caractéristique
H apparait 7 Quelle est la contrainte sur r pour que les particules ne sédimentent pas au fond
de la cuve?
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Ex3-4 : Elasticité entropique

On reprend le probleme de 'élasticité entropique d’une macromolécule, étudié au chapitre
2. La macromolécule est modélisée comme une chaine de N segments de longueur a (avec
N > 1). La longueur totale de la chaine est donc L = Na. Une extrémité de la chaine est
A Porigine 0, 'autre extrémité est au point R, et on peut écrire R=ua > U; ou les ; sont
des vecteurs unitaires. On suppose que les 4; ont des orientations indépendantes (on néglige
leurs interactions liées au fait qu’ils sont susceptibles de se recouvrir). On exerce une force f
a 'extrémité de la chaine, et ’on note < R>la position moyenne de Iextrémité de la chaine.

L’élasticité de la chaine est décrite par la relation entre < R > et f La macromolécule est a
I’équilibre avec un thermostat a la température 7' (ou 3).

1. Calculer la fonction de partition, en attribuant & la chaine une énergie potentielle E =
—f.R, et utiliser le fait que les segments sont indépendants. On utilisera ici un modele continu
pour les orientations.

2. Montrer que :

< R >= NaL(Bfa)i, (1)

oll @ est le vecteur unitaire dans la direction de f et ot L(z) = cotha — 1/x.
3. En déduire le coefficient d’élasticité de la chaine, dans la limite Gfa << 1.

4. Comparer les estimations de la relation entre f et < R > obtenues au chapitre 2 a partir
du calcul de P(R) - en I’absence de f, et dans cet exercice, a partir de la fonction de partition
- en présence de f.

5. Nous allons reprendre le calcul de P(ﬁ), en présence de f Nous considérons un modele
sur réseau 3D (orientations +x,y ou z), avec f: féx. Quelle est la répartition statistique
des orientations 71, , . ? Indiquer la proportion de segments selon £z, en particulier pour
f—ooet f—0.

6. Nous nous restreignons maintenant a I’analyse selon z (le nombre de segments n, est donc
égal a nm,), et on note p la probabilité qu'un segment soit orienté selon —x (1 — p selon
+z). Donner la valeur de p, sa valeur pour une force nulle et quand f — £oo. En déduire la
position moyenne de I'extrémité de la chaine.

7. Calculer enfin les fluctuations et commenter.

Ex3-5 : Paramagnétisme de Langevin

On considere une assemblée de N particules magnétiques. Chaque particule possede un mo-
ment magnétique permanent, associé au spin de 1’électron, ji; = pi;, ol u est le magnéton
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de Bohr (he/(2m.) ~ 9,27 x 10724J/T). Les vecteurs i; sont unitaires, de direction a priori
quelconque. On définit alors I’aimantation 7 de ce systéme comme la direction moyenne du
vecteur unitaire  :

N

@ = (d) = 3 iip(id), 1)
1 a

z| =

1 N
m=— ;=

ou l'on a introduit la probabilité p(i).

1=

1. Que vaut I'aimantation dans le cas ou les orientations sont équiprobables ?

L’assemblée de particules est plongée dans un champ magnétique B = Bé,. L’énergie poten-
tielle £ d’un moment magnétique [ vaut :

E = —ji.B = —hcosb, (2)

ou 6 est I'angle entre le moment magnétique et la direction €, du champ magnétique, et
h=puB.

On s’intéresse maintenant a effet de la température 7' (on note 3 = 1/(kT')) sur 'aimanta-
tion. Une hypothese fondamentale pour poursuivre le calcul est que les moments magnétiques
n’interagissent pas entre eux.

2. Que vaut alors la probabilité p(i) ?

3. Que vaut la fonction de partition & une particule z 7

4. Faire I’analogie avec le probleme des macromolécules.

5. Exprimer alors 'aimantation moyenne 7 a ’aide de la fonction de Langevin L(x). Tracer
m en fonction de Sh. Commenter. On définit la susceptibilité y par la relation :

m = xB. (3)
Que vaut la susceptibilité pour Sh << 17

6. En fait, le moment magnétique de 1’électron est quantifié (spin). Sa projection sur n’im-
porte quelle direction vaut ps; avec s; = +1. Quelle est la nouvelle relation entre m et Sh?

Ex3-6 : Capacité thermique d’un gaz parfait

La capacité thermique & volume constant Cy, est la dérivée par rapport a la température de
I’énergie interne . Calculer E puis Cy pour N particules de gaz parfait a la température 7T'.
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ik 0 wiiri

FIGURE 3.4 — Schéma des liaisons interatomiques dans un solide cristallin.

Ex3-7 : Capacité thermique des solides

On considere un solide cristallin monoatomique, dans lequel les N atomes de masse m sont
situés aux noeuds d’un réseau parfaitement régulier (distance interatomique a) - voir Fig. 3.4.
En réalité, du fait de 'agitation thermique, ce sont les positions moyennes qui se situent aux
noeuds du réseau. Chaque atome vibre autour du point d’équilibre vers lequel le ramene une
force de rappel quand il en est écarté. L’augmentation de 1’énergie interne du solide avec la
température vient de 'accroissement de ’amplitude des vibrations.

On admet que les mouvements des atomes autour de leur position d’équilibre sont bien décrits
par 3N oscillateurs harmoniques identiques, discernables et indépendants de pulsation w, et
d’énergie au repos —eg.

1. En notant x l’écart a la position d’équilibre, écrire ’expression de 1’énergie de chaque
oscillateur harmonique, en notant K la constante de rappel.

2. Calculer son énergie moyenne a ’aide du théoreme d’équipartition.

3. Rappeler l'ordre de grandeur de €g, m et a. Donner alors un ordre de grandeur réaliste
pour K, puis pour w.

4. Montrer que la fonction de partition de chaque oscillateur harmonique vaut (en notant
h=nh/(2m)) :

(5) = "L exp(fen)

5. Calculer alors la fonction de partition Z(N, ) du solide.
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6. Calculer la valeur moyenne de I’énergie du solide < E >.

7. En déduire la capacité thermique du solide C.



Chapitre 4

La Thermodynamique retrouvée

Introduction

Avant de poursuivre dans I’étude de 1’équilibre osmotique au chapitre 5, nous voulons dans
ce chapitre faire le lien entre les descriptions statistique et thermodynamique des états de la
matiere. A I'équilibre thermique, les micro-états ne sont plus équiprobables, et ceci va nous
conduire a donner une définition plus générale de I'entropie statistique (Sec. 4.1). La descrip-
tion statistique des systemes a 1’équilibre va alors se fonder sur le postulat de maximum de
cette entropie, compte tenu des contraintes subies par le systeme (Sec. 4.2). Nous montrerons
que cette description statistique est bien conforme aux principes de la thermodynamique,
et donnerons une interprétation statistique de la chaleur (Sec. 4.3). Nous construirons une
énergie libre statistique minimale a I’équilibre, et ferons le lien avec I’énergie libre thermo-
dynamique (Sec. 4.4). Enfin, nous conclurons sur la limite thermodynamique des grands
systemes (Sec. 4.5).

4.1 Entropie statistique de Gibbs

La description statistique du systéme que nous allons poursuivre dans ce chapitre se fonde
toujours sur ’hypotheése que le systeme peut étre dans un tres grand nombre de micro-états
i, d’énergie F;, et dont la probabilité de réalisation est p; (avec > p; = 1) (voir Fig. 4.1).

i

Nous avons vu au chapitre 2 que, pour un systéeme isolé, les micro-états en nombre W sont
équipropables (p; = 1/W), ce qui a conduit Boltzmann & définir 'entropie statistique par
S = kInW. Cependant, lorsque le systeme n’est plus isolé, mais soumis a certaines contraintes
(par exemple, sa température est imposée a I’équilibre thermique), I’équiprobabilité n’est plus
valable, de sorte qu’il faut une définition plus générale de I’entropie statistique, valable pour
des p; a priori quelconques. Celle-ci a été proposée par Gibbs ! :

1. On peut en voir l'origine en raisonnant non pas sur les micro-états du systéme, mais sur les niveaux
d’énergie «, éventuellement non dénombrables, que peuvent occuper chaque particule (micro-états pour une
particule). Les N particules du systéme macroscopique se répartissent sur ces niveaux d’énergie selon no = po N
(avec Y ma = N). Un micro-état du systéme est alors une répartition des particules (p1, ...pa, -..), €t le nombre

«@
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s

A

Pi

FIGURE 4.1 — Energies E; et probabilités p; des micro-états.

S = —k‘Zpi In p;. (4.1)

Cette entropie est positive, et nulle si 'un des micro-état ig est certain (p;, = 1). On re-
marque que si tous les micro-états sont équiprobables, p; = 1/W et 'on retrouve la formule
de Boltzmann S = kln W.

Cette définition s’identifie avec I'information manquante, introduite en Théorie de I’Informa-
tion (Shannon 1949), qui mesure le degré d’indétermination, ou encore la quantité d’informa-
tion & laquelle on ne peut accéder (voir Complément 4.7). Cependant, 'entropie statistique
de Gibbs n’est pas liée & une mauvaise information du physicien sur le systeme a 1’échelle
microscopique, mais elle mesure une propriété physique intrinseque de ’assemblée des parti-
cules, que Boltzmann a appelé le chaos moléculaire.

4.2 Maximisation de ’entropie sous contrainte

La définition de la température statistique d’un systéme montre que celle-ci est directement
liée a ’énergie de ce systeme. Ainsi, en premiere analyse, fixer la température d’un systeme
revient a fixer son énergie. Cependant, contrairement a un systeme isolé, les échanges d’énergie
du systeme avec son environnement ne sont pas interdits, et I’énergie fluctue auour de sa valeur
moyenne. En somme, fixer la température d’un systeme, c’est fixer son énergie moyenne

W de micro-états est W = ﬁ En utilisant 'approximation de Stirling (n! ~ nlnn — n), et la formule

de Bolzmann S = kIn W, on trouve S = —NE > palnpa, donc entropie de Gibbs pour chaque particule
(S/N).
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< E >. Dans le cas ou le systeme est isolé, I'état d’équilibre est obtenu en maximisant
Pentropie S = —k Z pi Inp; sous la seule contrainte Epl = 1. Dans le cas d’un systeme a

I’équilibre thermlque on ajoute une deuxieme contramte Z piF; =< E >. Selon la méthode

des multiplicateurs de Lagrange (voir Annexe Mathematzques), on introduit deux parametres
a et 0 et on maximise

—Zpllnpz—a sz—l ZpZE < E>), (4.2)

par rapport & toutes les variables p;. Il vient alors p; o« exp(—(E;) (les parametres « et 3
sont ensuite obtenus & partir des deux conditions > \p; = 1 et > p;E; =< E >).
i i

4.3 Chaleur et travail

On considére un systeme a I’équilibre thermique, susceptible de changer de volume V' (mais
dont le nombre de particules est constant). Il est décrit par un ensemble de micro-états 1,
d’énergie F;, occupés avec une probabilité p;, de sorte que son énergie interne E s’écrit :

E=> pkE;. (4.3)

Dans une transformation infinitésimale réversible (variation d’énergie dE et de volume dV),
on peut avoir des variations dF; de I’énergie des micro-états et dp; de leur probabilité d’oc-
cupation, de sorte que la variation d’énergie interne s’écrit :

E = ZpidEi + Z E;dp;. (4.4)

C’est donc la somme d’une contribution associée a la variation des micro-états sans variation
de leur population, et d’une contribution associée & la variation des populations des micro-
états, eux-mémes inchangés (voir Fig. 4.2).

Selon le Premier Principe, cette variation d’énergie interne est la somme d’un travail §W =
—P.,dV, et d’une chaleur Q) :

dE = W + 6Q, (4.5)

que l'on peut aussi écrire a I'aide des variations de volume dV et d’entropie dS :

dE = TdS — PdV. (4.6)

Fondamentalement (description quantique), les micro-états ne sont fonction que du volume
V' du systeme (voir ’exemple de la boite & une dimension au chapitre 1), si les interactions
avec 'environnement sont faibles. On définit alors les pressions microscopiques
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FIGURE 4.2 — Variation de l’énergie des micro-états et de leur probabilité d’occupation.

OF;

A (4.7)

de sorte que :

>_pidBi = —(3_pilli)aV. (4.8)

dE; s’interpréte comme un travail microscopique, et Y p;dE;, moyenne des travaux micro-
i
scopiques, comme le travail macroscopique oW :

SW = pidE;. (4.9)

(2

Dans une transformation réversible (& 1’équilibre avec I'environnement), P = P.,,, de sorte
que W = —PdV. Ceci fournit une interprétation statistique de la pression P, comme
moyenne des pressions microscopiques :

P=> pll. (4.10)

Comme 0Q) = dE — 0W, il vient :

Mais, on peut écrire a chaque instant :
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pi = W (4.12)
et la variation infinitésimale d’entropie S = —k Z pi In p; vaut :
dS =~k » (1 +1Inp;)dp;. (4.13)
Orlnp; = —BE; —InZ et dei =0 (car Zpi =1 a tout instant), donc :
dS = kB _ Eidpi, (4.14)

ce qui permet bien d’identifier 6QQ = T'dS en accord avec le Second Principe. La chaleur
acquiert ainsi son sens profond, d’origine statistique : c’est de 1’énergie désordonnée, qui ne
peut se transformer spontanément en énergie ordonnée W (voir 1’exercice 4-1) 2.

4.4 Energie libre

La regle qui détermine 1’état d’équilibre d’un systeme isolé est la maximisation de son entro-
pie. Cette regle ne peut étre appliquée a un systeme a I’équilibre thermique mais peut 1’étre
a I'ensemble (systeme + thermostat) qui est isolé. Ainsi, I'entropie totale Sp = S + Sy, est
maximale, avec Sy, = Ey, /T + Cte, et Ey, = Ep — E. On maximise donc S + (Ep — E)/T.
Comme FE7 et T sont des constantes, ceci équivaut & minimiser F' = E — T'S, qui s’appelle
I’énergie libre du systeme, telle que définie en Thermodynamique. Comme ’entropie pour un
systeme isolé, ’énergie libre est donc la grandeur thermodynamique fondamentale pour un
systeme a 1’équilibre thermique.

Cette regle de minimisation de I’énergie libre a une importance pratique considérable : elle per-
met en effet de comprendre, au moins qualitativement, comment les propriétés des systemes
a I’équilibre thermique évoluent avec la température :

- Pour T petit, F' minimal équivaut & £ minimal. A basse température, un systéme tend vers
I’état qui rend son énergie minimale. La méme conclusion vaut a toute température pour
un systéme purement mécanique (par opposition a thermodynamique), c’est-a-dire, pour un
systeme dont ’entropie est négligeable : on retrouve ainsi la condition d’équilibre stable de
la Mécanique.

- Pour T grand, F' minimal équivaut par contre a S maximal. A haute température, un
systeme tend vers le macro-état d’entropie maximale, correspondant au plus grand nombre
de micro-états.

2. Voir article Qu’est ce que la chaleur ¢ de F. Dyson.
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Ces conclusions peuvent aussi étre déduites directement de la distribution de Boltzmann-
Gibbs, p; = exp(—pFE;)/Z : pour T petit, Pexponentielle tend a favoriser les états de faible
énergie, tandis que, pour T grand, les probabilités tendent & devenir toutes les mémes,
indépendamment de la valeur de ’énergie. Le macro-état d’équilibre du systeme est alors
celui auquel correspond le plus grand nombre de micro-états, c’est-a-dire celui d’entropie
maximale.

Partant de la distribution de Boltzmann-Gibbs p; = %eafp(—ﬂEi), et de l'expression de
Ientropie statistique : S = —k > p;Ilnp;, il vient S = klnZ+ < E > /T. Ceci permet de
faire le lien entre I’énergie libre et la fonction de partition :

F=E-TS=-kTmZ().| (4.15)

L’entropie s’exprime aussi directement a partir de ’énergie libre :

or

orT’
On peut aussi écrire kInZ = S—F g—g, ce qui sigifie que k1n Z est la transformée de Legendre
de S.

S = (4.16)

Par la méme démarche qu’au chapitre 2 pour un systéme isolé, on définit la pression pour un
systeme a ’équilibre thermique par :

P=— (4.17)

En conséquence, on peut écrire formellement la variation infinitésimale d’énergie libre d’un
systeme a ’équilibre thermique sous 'effet de variations infinitésimales d1T" et dV :

dF = —SdT — PdV. (4.18)

L’énergie libre du gaz parfait se déduit de I’'Eqn. (3.28) :

1%
F(N,V,T)=—kTInZ(N,V,T) = kT In N! — NkT'In (X’) = NkT (InpX* —1). (4.19)

4.5 Limite thermodynamique

Au chapitre 2, nous avons étudié les propriétés statistiques d’un systeme isolé d’énergie fixée,
et avons défini les grandeurs statistiques entropie, température et pression. Dans ce chapitre,
nous avons considéré le méme systeme, cette fois ci maintenu a la température T par contact
thermique avec un thermostat, ce qui revient a fixer son énergie moyenne.

Ces deux systemes ont des propriétés d’équilibre identiques. Ils ne different que par les fluc-
tuations d’énergie (qui sont négligées en Thermodynamique classique). La dépendance du
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nombre des micro-états d'un systeme de N particules en fonction de son énergie E est de

la forme W(E) ~ E*N. Pour un systeme isolé, E = aNkT. Pour un systéme a I'équilibre

thermique, <A—E L

E) aN+1"

Dans la limite des grands systémes (N,V — oo mais N/V = fixé), les fluctuations relatives
d’énergie (d’ordre 1/4/N) sont négligeables. Ainsi, pour un systéme macroscopique, il est
indifférent d’étre isolé ou a 1’équilibre thermique : dans les deux cas, 1’énergie a une valeur
bien déterminée, dont le lien avec la température est le méme. Cette équivalence aux fluctua-
tions pres se généralise aux autres situations d’équilibre décrites au chapitre 5. C’est ce qu’on
appelle la limite thermodynamique. On peut alors parler de systémes thermodynamiques.
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4.6 Résumé des idées essentielles

Compte-tenu du caractere non équiprobable des micro-états pour un systeme a I’équilibre
thermique, on a introduit I’entropie statistique de Gibbs, plus générale que celle de Boltz-
mann :

S = —kZpilnpi.

On peut alors retrouver la distribution de Boltzmann-Gibbs en maximisant 1’entropie sous la
contrainte que 1’énergie moyenne est fixée.

Lors d’une évolution du systeme, le travail et le chaleur s’interprétent a partir des variations
respectives des énergies des micro-états et de leur probabailité d’occupation :

oW =Y pidE;,

A TVéquilibre thermique, le systéme tend & minimiser son énergie libre F' = E — TS, qui
s’exprime a ’aide de la fonction de partition :

F=—kTnZ(B).

Dans la limite des grands systemes, dite thermodynamique, les deux descriptions (systéme
isolé ou & ’équilibre thermique) deviennent équivalentes dans la mesure ou les fluctuations
relatives tendent vers zéro.
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4.7 Complément : Théorie de I’'information

Notons S({p;}) l'entropie associée a la distribution de probabilités p; d’un ensemble de W
événements e;, et I(p;) Uinformation manquante associée a I’événement e;. Cette fonction I
doit étre décroissante (plus un éveénement est certain, plus I'information manquante est faible)
et nulle si ’événement est certain (I(1) = 0). On propose d’écrire que S({p;}) = >_ pil(p;).

Remarquons alors que la distribution de probabilités p; est équivalente a la disztribution
suivante : soit on a I’événement e; avec probabilité pq, soit on a 'un des autres évenements
ez a ey avec probabilité (1 — p;). Les probabilités de ces éveénements, considérés au sein
de ce sous-ensemble, deviennent p, = p;/(1 — p1). On peut alors écrire S({p1,....,pw}) =

S({p1,1 —p1}) +p1SHp1}) + (1 — p1)SHph, ..., Py })- On en déduit : g:lpil(pi) =pil(p1)+

(L= p)I(1 —p) + % Pl (25), dot I(py) = I(2) + I(1 - p1) = I(pi) = —aln(p;) et

1=
finalement S = —a > p; Inp;.
i
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4.8 Exercices

Ex4-1 : Travail et chaleur

Dans cet exercice, on donne une interprétation statistique des notions macroscopiques de
travail et de chaleur.

NVE ||

FIGURE 4.3 — Compression d’un gaz parfait.

On considere un gaz parfait (N particules) contenu dans une enceinte de volume V = sL. Un
piston permet de compresser ou dilater le gaz par variation de L selon 1’axe x (s est invariant).
Il en résulte des variations de ’énergie E, de la température 1" et de la pression P du gaz. La
transformation est quasi-statique, c’est a dire qu’un état d’équilibre s’établit a chaque instant.

1. Ecrire les deux relations liant P, V', N, T et E. Ecrire la relation entre dF et dT'. Rappeler
Iexpression du travail §W des forces de pression, puis celle de la chaleur 6@ d’apres le premier
principe.

2. Du point de vue microscopique, le gaz peut étre dans un ensemble de micro-états d’énergies
E; et de probabilité p;. L’énergie s’écrit E = > p; E;. Les probabilités p; sont données a chaque
i
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instant par la distribution de Boltzmann p; = exp —(F;/Z. La variation d’énergie s’écrit :
dE = pidE;+ Y Eidp;. (1)
i i

L’énergie F; de chaque micro-état est la somme des énergies cinétiques des IN particules, que
I’on peut décomposer en composantes de I'impulsion selon les trois directions x, y et z :

N
1
E; = Eyi+ Eyi+ Bz = 5~ Zl (P2o + Poo + P2ar) - (2)
a=

La mécanique quantique indique que les composantes de I'impulsion sont quantifiées par la
géométrie dans le plan yz et dans la direction x. Dans le plan yz, la section s est invariante
de sorte que les composantes de I'impulsion ne sont pas affectées par la compression ou la
détente. En revanche, on a :

— _ 3
Pza nasz ( )

ou 7, est un entier positif.

a. Calculer alors la variation dFE; de ’énergie de chaque micro-état en fonction de F,; et
dL/L, puis de E; et dV/V.

b. Calculer alors Y p;dE; en fonction de < E, > et dV/V, puis de E et dV/V en utilisant

(2
< E; >= FE/3 (isotropie). Montrer que I’on trouve ainsi le travail 6W des forces de pression.
c. En déduire alors ’expression de la chaleur.

3. On considere le cas d’une transformation adiabatique (60Q = 0). Alors > E;dp; = 0 et

(2
> pidE; = dE. Nous montrons maintenant que chacune des probabilités p; varie dans ce

Processus.
a. Exprimer df en fonction de 3 et dV/V.

b. A partir de la distribution de Boltzmann p; = exp(—0E;)/Z, calculer dp;/p; en fonction
de d(BE;) et dZ/Z. Montrer que dZ/Z = 0 et —(BdE; = 3Eg;df3. Conclure que :

dpi
bi

c. Que peut-on dire de la variation de probabilité pour les micro-états isotropes (E.; ~ E;/3)?

= (3Eyi — E;)dp. (4)

d. Que peut-on dire de la variation de probabilité pour les micro-états anisotropes tels que
E,; > E;/3 (cas extréme d’'un mouvement d’ensemble selon x o E; ~ E,;)?
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e. Que peut-on dire de la variation de probabilité pour les micro-états anisotropes tels que
E,; < E;/3 (cas extréme d’'un mouvement dans le plan zy ou E,; = 0) 7

Ex4-2 : Elastomeére

FIGURE 4.4 — Déformation d’un élastomere

Nous poursuivons 1’étude, entamée aux chapitres 1, 2 et 3, de I’élasticité des élastomeres.
Jusqu’a présent, nous avons étudié 1’élasticité d’une seule chaine ou macromolécule. Nous
avons vu que, comme dans un gaz parfait, cette élasticité est d’origine entropique (elle ne
dépend pas des interactions entre les particules comme dans un solide cristallin).

Dans les élastomeres, ces macromolécules sont liées par des liaisons chimiques fortes, co-
valentes, ce qui leur donne un comportement de solides déformables. Ils apparaissent ainsi
comme des sortes de filets de péche tridimensionnels. On considére ’élastomere comme un
réseau dense de sous-chaines de longueur L constituées de segments de longueur a. On
considére que leurs propriétés statistiques sont celles de chaines idéales®. On est dans le
cas de grandes transformations, mais on suppose que le comportement local reste linéaire.
L’élasticité d'un élastomere résulte alors du déploiement de chaque sous-chaine.

1. Estimer le nombre v de sous-chaines par unité de volume. Ecrire I'énergie libre F' de
I’élastomere en fonction de I’énergie libre moyenne < f > des sous-chaines.

3. Les interactions entre segments d’'une méme chaine, qui interdisent a la chaine de se recouper, conduisent
a un gonflement de la chaine, tandis que les interactions entre segments de chaines différentes, qui interdisent les
croisements de deux chaines, conduisent & un dégonflement. Flory a montré que ces deux effets se compensent
dans une solution dense.
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2. Incompressibilité : On consideére un échantillon de forme parallélépipédique (longueur
lo = Lgo, section s = LygL,o avec Lyg = L.g), soumis a la pression atmosphérique P et en
équilibre avec son environnement & la température T'. On le déforme de fagon infinitésimale
et réversible en le soumettant a une force ¢ selon x. Il s’allonge alors de dl selon z, soit
une déformation € = dl/ly et une dilatation A = (Il + dl)/lp = 1 + €. On tient compte des
dilatations selon les trois directions A, selon x, A, et A selon les deux autres directions (par
symétrie, Ay, = A;). Exprimer A, = X, en tenant compte du fait que I’élastomere est un
matériau incompressible.

3. Thermo-élasticité : Ecrire le travail et la chaleur dans cette évolution réversible, puis la
variation d’énergie libre F' et enfin I’expression de la force comme une dérivée de ’énergie
libre par rapport a [. Ecrire alors la contrainte de Cauchy o comme une dérivée de I’énergie
libre par rapport a la dilatation A.

4. Exprimer ’expression de I’énergie libre f d’une sous-chaine en fonction du vecteur bout a
bout R, en utilisant les résultats de ’exercice 3-4.

On fait I'hypothese que la déformation est homogene. Ainsi le vecteur liant les deux extrémités
d’une sous-chaine passe de Ry = (Roz, Roy, Ro-) avant déformation, a R = (R, = Ay Ros, Ry =
AyRoy, R, = A\ Ro.) apres déformation.

5. Calculer la variation d’énergie libre A f pour une sous-chaine dans une telle déformation.

6. En déduire la variation d’énergie libre AF pour ’échantillon d’élastomere, en fonction de
(Af), moyenne sur l’ensemble des sous-chaines. On utilisera 'isotropie des sous-chaines et
I'incompressibilité du matériau.

7. En déduire alors la contrainte o en fonction de A. Que vaut le module d’Young de
I’élastomere 7 Quelle comparaison peut-on faire avec le gaz parfait ?

Ex4-3 : Fluctuations de la position d’un piston

On considere un gaz parfait constitué de IV particules enfermées dans un récipient de volume
V = sz, fermé par un piston (section s fixe, longueur x variable). Le piston est mobile, sans
masse et sans frottement. La force F' est constante et exercée par un dispositif purement
mécanique. Exprimer 'entropie du gaz en fonction de x (I’ensemble étant isolé) et montrer
que la fluctuation moyenne Az de la position x du piston autour de sa valeur d’équilibre x4
vérifie :

Az 3

Teq VBN

Faire une évaluation numérique réaliste.
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Ex4-4 : Fluctuations de la position d’un pendule simple

.\

e

@
~d 81

FIGURE 4.5 — Fluctuations de la position d’un pendule simple

Un pendule simple (masse m, longueur [) est plongé dans un gaz a la température 7. Son
inclinaison 6 est susceptible de fluctuer sous l'effet des chocs des particules de gaz. Ecrire
I’énergie du pendule en fonction de 6. Utiliser le théoreme d’équipartition de 1’énergie pour
calculer I’énergie moyenne du pendule et finalement ses fluctuations de position. Proposer
une application numérique.



Chapitre 5

Autres équilibres

Introduction

Nous généraliserons les idées développées au chapitre 3 a d’autres situations d’équilibre,
particulierement osmotique. Nous commengons par définir le potentiel chimique (Sec. 5.1).
Nous calculons ensuite l’entropie de mélange de gaz parfaits (Sec. 5.2). Puis nous étudions
des situations d’équilibre d’un systeme avec son environnement, correspondant a un échange
d’énergie et de volume ou de particules (Sec. 5.3). En utilisant la méthode de maximisation de
I’entropie de Gibbs sous contrainte introduite au chapitre 4, nous trouvons des distributions
de Boltzmann-Gibbs généralisées. Nous concluons par I’étude de mélanges de gaz parfaits
(Sec. 5.4).

5.1 Potentiel chimique

Nous reprenons ’analyse élaborée au chapitre 2 de 1’équilibre entre deux systéemes pou-
vant échanger non seulement de 1’énergie F, mais aussi des particules (équilibre osmo-
tique, systemes ouverts). Le nombre de particules N est une grandeur additive, conservée a
I’échelle de I’ensemble. La propriété de maximisation du nombre de micro-états W = W1.Ws
du systeme 1 + 2 isolé se traduit par une maximisation de S = S1(E1, N1) + S2(E2, Na).
L’équilibre est obtenu en maximisant S par rapport aux échanges dFEq et dNi, considérés
comme indépendants. Les conditions d’équilibre sont T} = 15, et

oS a8
oL T2 (5.1)
ON1  ON,

Posant g—}\qf = %, onaY, /Ty =Y,/Ts, dou Y] = Y, compte tenu de ’égalité des températures.

On définit alors la grandeur intensive «, conjuguée de la grandeur extensive N, par :

o= (22) 52

L’équilibre des deux systemes correspond ainsi a 1’égalité de leurs parametres « et de leurs
parametres 5. On préfere utiliser le potentiel chimique = o/ :

79
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G CIRCR E

L’équilibre osmotique et thermique équivaut donc a 1’égalité des potentiels chimiques et des
températures. Si pg > po alors dNy < 0 (car dS = (u1/T1 — p2/T2)dNy > 0). Le systeme
dont le potentiel chimique est le plus élevé cede des particules.

La définition des trois grandeurs statistiques 7', P et u permet d’écrire formellement la
variation infinitésimale d’entropie d’un systéme isolé sous l'effet de variations infinitésimales

dE, dV et dN :

9 S 9
dS = S + —2dV + SN, (5.4)

soit compte-tenu de :

1_98
T s
P= TW (5.5)
p= —Tg%
ds = %(dE + PAV — pdN). (5.6)

5.1.1 Potentiel chimique du gaz parfait

Connaissant entropie statistique S(N,V, E) du Gaz Parfait Eqn. (2.28), on peut alors cal-
culer le potentiel chimique p & partir des relations (5.5). On trouve ainsi que !

1= kT In(pA3), (5.7)
ou intervient la longueur thermique A :
h
AMT) = ——. 5.8
) 2mrmkT (5:8)

5.2 Entropie de mélange

Lorsque 'on mélange deux gaz parfaits (particules de type 1 et 2, de méme masse), on appelle
entropie de mélange A,,S la variation d’entropie entre I’état initial et I’état final. On montre
(exercice 5-1) qu’elle vaut :

ApS =—NEk(z1Inz) + z9Inxy). (5.9)

1. On remarque que la constante de Planck h, qui disparait des formules de la température et de la pression,
subsiste dans l’expression explicite du potentiel chimique.
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FIGURE 5.1 — Mélange de gaz parfaits.
La généralisation au mélange de n gaz parfaits différents donne :
AS = —NEk ZCCZ In x;. (5.10)

5.3 Distributions de Boltzmann-Gibbs généralisées

Nous avons donné au chapitre 3 une description statistique de ’équilibre thermique d’un
systeme macroscopique avec son environnement, ou d’une composante microscopique plongée
au sein d’un systéme macroscopique. Sur le méme principe, nous décrivons maintenant deux
autres situations d’équilibre, correspondant a des échanges de volume, puis de particules.

La démarche présentée en Sec. 4.2 peut en effet se généraliser a des situations ou plusieurs
grandeurs A® sont échangées (énergie F, plus éventuellement volume V' ou nombre de par-
ticules N). Le systeme peut alors se trouver dans un ensemble de micro-états i avec une
probabilité p;. Dans chaque micro-état, les grandeurs A% ont des valeurs A} (E;, Vi, N;).
On maximise alors l'entropie de Gibbs S = —k > p; Inp; sous les contraintes que la valeur

7
moyenne de chaque grandeur A% échangée est fixée : > AY =< A* >. On utilise alors la

T
méthode des multiplicateurs de Lagrange, qui introduit un multiplicateur A* pour chaque
grandeur échangée, et fournit I'expression des probabilités p; (distribution de Boltzmann-
Gibbs généralisée) :

pi = Z({l/\a}) exp (— > )\O‘A?> , (5.11)

avec la fonction de partition
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Z({\Y}) = Z exp (— > )\O‘A?> : (5.12)

On peut ensuite calculer la valeur moyenne et les fluctuations des grandeurs A% a ’aide de
la fonction de partition :

o o_ 1 a o qo 10z olnZ
(A >:Zi:piAi :ZZZ,:A" exp <—Za:)\ Ai) T T Zox 8;\10

(5.13)
’InZ
Agez = T
O\
Comme pour ’énergie libre :
S=klnZ+kY A* <A >. (5.14)

5.3.1 Equilibre thermique et mécanique

Ceci correspond au cas d’un systéme en contact avec un réservoir d’énergie et de volume,
qui lui impose une température T et une pression P. Cette situation s’appelle 1’ensemble
isotherme-isobare (T-P). Le multiplicateur (3 associé aux échanges d’énergie s’identifie a 1/kT,
et le multiplicateur associé aux échanges de volume s’identifie & P/kT. La distribution de
Boltzmann-Gibbs est :

1 E; + PV,
= i 1
i 7 eXp( T ) (5.15)

avec :

Z(T,P) = Zexp (—EZTM/> : (5.16)

L’état d’équilibre correspond a la minimisation de ’enthalpie libre :

G=E+PV-TS=—kT'lnZ(T, P). (5.17)

Comme pour I’énergie libre, on exprime ’entropie et le volume en fonction de I’enthalpie libre
et on définit le potentiel chimique :

oG
T

oG

- - 5.18
V=22, (518)
_ oG
H=oN

La différentielle de G s’écrit donc :
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dG = —=SdT + VdP + pdN. (5.19)

On retrouve les relations thermodynamuques usuelles.

5.3.2 Equilibre thermique et osmotique

Ceci correspond au cas d’un systéme en contact avec un réservoir d’énergie et de particules, qui
lui impose une température 1" et un potentiel chimique u. Cette situation s’appelle I’ ensemble
grand canonique (G) et intervient pour des situations telles que I'adsorption d’un gaz sur
une paroi (exercices 5-5 et 6) ou la pression osmotique (exercice 5-3). Le multiplicateur
associé aux échanges d’énergie s’identifie & 1/kT, et le multiplicateur associé aux échanges
de particules s’identifie & —u/kT. La distribution de Boltzmann-Gibbs est :

1

pi = m exp (—B(E; — pN;)) . (5.20)

avec :
Z9(B,p) =Y exp (—B(E; — ulNy)) . (5.21)
i
Elle peut s’exprimer a partir des fonctions de partition pour des systemes & N particules :
Zn(B) =) exp(-BE;), (5.22)
i

en regroupant la somme sur les micro-états :

Z98,m) =Y N Zn(B), (5.23)
N
¢ =exp(Bu) (5.24)

est la fugacité.

L’état d’équilibre correspond & la minimisation du grand potentiel :

| J(B,p) = E—TS — uN. (5.25)

Comme pour I’énergie libre, on exprime ’entropie et le nombre de particules en fonction du
grand potentiel et on définit la pression :
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oJ
—-(8),
oT PR
oJ
P=- () , 5.26
ov wT ( )
N (‘”) .
L o TV
La différentielle de J s’écrit donc :
dJ = —=SdI' — PdV — Ndu. (5.27)

Dans le cas de particules indépendantes et indiscernables, la fonction de partition a N par-
ticules Zn () se factorise a l'aide de la fonction de partition & une particule z(f3) :

N
ZN(B) = Z(]ﬁv)! ) (5.28)
d’ou alors :
N N
290w = 3N () = 32 I —ep (ca(9)). (5.29)
N N )
On en déduit alors :
(N) = kT@anG7
on (5.30)
9 20%In Zg '

Pour un systeme macroscopique ou N ~< N >, le grand potentiel prend donc I'expression
simple suivante :

J(B,u) =E —TS — uN = —kT'In Z%(8, n) = —kTCz(0). (5.31)
J doit étre proportionnelle au volume V' (seule variable extensive restante) et donc :

J(ﬁ,u)=V<aJ)

— = —-PV. .32
— % (5.32)

T

5.4 Meélange de gaz parfaits

On considere tout d’abord le cas d’'un gaz parfait occupant un volume V', pouvant échanger
de I’énergie et des particules avec son environnement, qui impose la température T et le
potentiel chimique p. La fonction de partition grand canonique (5.29) vaut :

Z9(T, 1, V) = exp (2(T, V)C), (5.33)
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ot z(T,V) désigne la fonction de partition canonique & une particule (V/A3(T)). Le grand
potentiel s’écrit alors :

KTV
23
D’apres les equations (5.26), on déduit le nombre de particules moyen et la pression :

J(T, 1, V) =—-—5-¢ (5.34)

H = PV = NkT. (5.35)
_or i,
oV 3
On retrouve alors I'expression du potentiel chimique (Eqn. (5.7)) :
N
uE(T,V,N) = kT In(—7-), (5.36)
ou exprimé en fonction de P :
P)3
pCP (T, P) = kT n(==)- (5.37)

Nous revenons alors sur le probleme du mélange des gaz parfaits abordé au début de ce
chapitre. On considere un mélange de deux gaz parfaits 1 et 2 a 1’équilibre thermique a la
température T (de longueur d’onde thermique A\; et A2), occupant un volume V. Le nombre
de particules de chaque gaz est N; (et N = Nj + N3). En I'absence d’interactions entre les
deux gaz, la fonction de partition du mélange est le produit des fonctions de partition des

deux gaz :
Z =71 Zs. (5.38)
Chaque fonction de partition Z; est donnée par 'expression pour un gaz parfait :
2V
P 2
Zi = Nl (5.39)
avec
v
Zi = . (5.40)
i )\?
L’énergie libre F' = —kT'In Z est la somme des énergies libres F; et F5. La pression du
mélange est alors donnée par :
OF
P= v = (N1 + No)kT )V = NET/V. (5.41)

Les potentiels chimiques se déduisent alors :

N3 NS N;
wi(T, P,N;) = kT In <VA) =kTn <VA> + kT'In (N) = ud(T, P) + kT Inz;, (5.42)
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ol u?(T, P) désigne le potentiel chimique du corps pur et x; la concentration numérique du
gaz i. En particulier, dans la limite oul une espece est trés minoritaire devant Pautre (soluté
de concentration z < 1 versus solvant de concentration 1 — x), on peut écrire :

(5.43)

psolute (T, P, x) = Mgoluté (T,P)+ kTlnzx
Hsolvant (T, P, 55) = Mgolvant (T, P) —kTz

Cette analyse statistique des mélanges de gaz parfait constitue le fondement microscopique de
I’analyse des mélanges idéaux en thermodynamique conduisant notamment aux phénomenes
de pression osmotique et aux lois de Raoult et de Henry 2.

2. Voir Physique des états de la matiére d’O. Coussy et F. Chevoir, cours Ecole des Ponts - ParisTech
(2007).
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5.5 Résumé des idées essentielles

Lorque deux systemes échangent de I’énergie et des particules, I’équilibre correspond a 1’égalité
de leur température et de leur potentiel chimique défini par :
0S
=-T_——.
a ON
Pour un gaz parfait, on trouve ainsi :

1= kT In(pA®).

Lorsque 'on mélange N particules différentes de gaz parfait, constituant initialement des
systemes séparés de x; N particules, 'entropie du systeme augmente d’une quantité appelée
entropie de mélange :

AS = —Nk Z z; In x;.
i
Lorsqu’un systeme est en équilibre avec son environnement et échange avec lui, non seule-
ment de ’énergie, mais aussi d’autres grandeurs conservées, telles que du volume ou des
particules, ’équilibre correspond a une situation ou les micro-états ne sont pas équiprobables
mais vérifient une distribution de Boltzmann-Gibbs généralisée. On définit une fonction de
partition généralisée Z, associée a un potentiel thermodynamique €2 tel que :

Q=—-kT'lnZ.

On a en particulier étudié I’équilibre thermique et osmotique, aussi appelé grand canonique.
Cette formulation permet d’étudier les problemes de mélange et de justifier (dans le cas de
particules sans interaction) ’expression du potentiel chimique des constituants :

pi(T, P, Ni) = i (T, P) + kT Inx;,

ot p¥(T, P) désigne le potentiel chimique du corps pur et z; la concentration numérique du
Corps %.
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5.6 Exercices

Ex5-1 : Entropie de mélange de gaz parfaits

1. Rappeler I'expression de l’entropie statistique d’une assemblée de N particules de gaz
parfait d’énergie E occupant un volume V. On introduira une constante A qui ne dépend que
de N, qui prend en compte le volume C(N) d’un micro-état.

On s’intéresse au mélange de deux gaz parfaits (particules de type 1 et 2, de méme masse).
On cherche & calculer I'entropie de mélange A,,S, c’est a dire la variation d’entropie entre
I’état initial et ’état final.

Dans D’état initial (*), les deux gaz ne sont pas mélangés; ils constituent deux systémes
séparés (N1, Vi, Eq) et (Na, Vo, Ey) a I'équilibre thermique et mécanique (77 = T = T et
P, = P, = P). Les densités numériques p; = N1/Vi et pa = Ny/Va sont donc égales (a p), et
P = pkT. On a aussi E1 = 3N1kT/2 et E5 = 3N2kT/2. Dans I'état final, les deux gaz sont
mélangés, et I’on a donc une seule assemblée de N = N7 4+ Ny particules occupant un volume
V =Vi+ Vs et d’énergie E = Ey + Ey = 3NET/2. Ainsi, la température et la pression ne
varient pas dans le mélange. On note z; = N;/N (x1 + x93 = 1).

2. Calculer 'entropie de I’état initial.

3. Calculer 'entropie de 1’état final puis ’entropie de mélange, dans le cas de particules
différentes.

4. Calculer I'entropie de I’état final puis ’entropie de mélange, dans le cas de particules
identiques. Montrer que pour assurer la nullité de la variation d’entropie, il est nécessaire
d’introduire un facteur N! dans le volume du micro-état.

Ex5-2 : Entropie de mélange de polymeres

1. Rappeler comment ’expression de ’entropie de mélange A,,S de deux gaz parfaits A et
B peut se mettre sous la forme

Va B
ou N et Np sont les nombres de molécules des gaz A et B, Va et Vg leurs volumes initiaux,
et V. = Vi 4+ Vg le volume final du mélange. Donner l'interprétation statistique de cette

expression.

2. Si on considére un liquide pur J composé de N molécules et occupant le volume V;, on
peut assigner a chaque molécule le volume v; = V;/N;. Du fait des contraintes d’encombre-
ment, le volume dans lequel peut se déplacer chaque molécule, et donc le volume qui lui est
réellement accessible du point de vue des configurations, n’est pas le volume V; tout entier,
mais une partie seulement appelée volume libre Vf. Nous supposons que le volume libre Vf} par
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molécule, c’est-a-dire le volume que la molécule laisse accessible au déplacement des autres,
est une proportion z du volume Vv assigné a la molécule. Dans toute la suite x est supposé
identique pour toutes les molécules, ne pas dépendre du liquide considéré et ne pas étre af-
fecté par le mélange. Dans ces conditions montrer que ’expression de la question précédente
peut-étre conservée pour ’entropie de mélange d’un liquide A et d’un liquide B quelconques.
L’exprimer en fonction des fractions volumiques réelles ¢j—a ou B = Vj=a ou B/V.

3. On consideére maintenant le mélange de deux polymeéres A et B, occupant respectivement
les volumes initiaux Va et Vp. Les nombres de macromolécules de chaque type sont Na
et Np tandis que na et ng sont les nombres de monomeres par macromolécule, ou degrés
de polymérisation. On suppose que le méme volume v est assigné aux deux types de mo-
nomere. Exprimer I’entropie de mélange par monomere (entropie de mélange divisée par le
nombre total de monomeres) en fonction des fractions volumiques ¢4 et ¢p et des degrés de
polymérisation na et ng. En considérant un degré de polymérisation de 1'ordre de 103 & 104,
déduire de I'expression trouvée que deux polymeres seront toujours difficiles a mélanger.

4. On considere maintenant la dissolution d’un polymere ou soluté macromoléculaire B dans
un solvant moléculaire A (na = 1). Donner I'interprétation des contributions respectives du
polymeére B et du solvant A & l'entropie de mélange. Dans le cas ou la fraction volumique
en polymere B est petite (¢pp = 1072), donner I'ordre de grandeur de ces contributions pour
des degrés de polymérisation de I'ordre de 103 & 10*. Donner un premier commentaire sur la
possibilité de dissoudre un soluté macromoléculaire dans un solvant moléculaire par rapport
au cas d’un soluté moléculaire et par rapport au cas précédent.

Ex5-3 : Pression osmotique

On consideére un récipient a deux compartiments, a 1’équilibre a la température 7. L’un
contient un solvant pur, l’autre une solution idéale et diluée (mélange soluté/solvant). Les
deux compartiments sont séparés par une paroi perméable seulement au solvant. On propose
ici un modele statistique tres simplifié. Le mélange est un systeme de section s fixée et de
hauteur h variable, contenant n particules de soluté. Les particules de solvant (nombre ng
variable) et de soluté sont représentées par des cases indiscernables (volume v, masse m) en
nombre N = ng + n.

1. Calculer Iénergie E, 'entropie S, enfin ’énergie libre F' du systéme (compartiment droit),
en fonction de h (ou de N).

2. Ecrire la condition d’équilibre thermique. Simplifier la relation obtenue dans le cas d’une
solution diluée (n < N). Montrer alors (formule de Van t'Hoff) :

AP ~ kTec, (1)

ol c¢ est la concentration numérique de soluté.
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FIGURE 5.2 — Pression osmotique : modele discret.

3. Montrer qu’il s’établit une dénivellation h > 0 entre le compartiment du mélange et le
compartiment du solvant pur, dont on donnera ’expression en fonction de la masse volumique
p du solvant et de la gravité g.

4. Autre approche : Ecrire I'expression du potentiel chimique du solvant pg en fonction
de la pression P, de la température 1" et de la fraction molaire x du soluté. On note vy le
volume molaire du solvant. Ecrire ’équilibre osmotique du solvant entre les deux comparti-
ments. On note P et P’ les pressions dans le compartiment de la solution et du solvant pur
respectivement. En utilisant la relation thermodynamique de Gibbs-Duhem :

dpo (P, T) = vodP, (2)
montrer que :
T
AP—p_p~ BT (3)
Yo

c’est a dire que le mélange exerce une pression négative sur la paroi, appelée pression osmo-
tique.
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FIGURE 5.3 — Dissociation moléculaire : modele discret.

Ex5-4 : Dissociation moléculaire

On étudie le probleme de dissociation moléculaire a I’aide d’un modele élémentaire qui néglige
les énergies cinétiques. Le mélange a la température T' est constitué de 2n atomes C' d’énergie
nulle et de N — n molécules Cy d’énergie (de liaison) négative —e (avec N > 1). L’enceinte
contenant ce mélange est décrite comme une boite comportant M cases (M > N), chacune
de ces cases peut contenir au plus une molécule Cy ou un atome C. Les molécules et les
atomes sont indiscernables. Nous allons déterminer la proportion de molécules en fonction de
la température, et montrer qu’elles tendent a se dissocier en atomes a haute température.

1. Calculer I’énergie F et le nombre de micro-états W pour une valeur fixée de n. En déduire
Ientropie S, puis I’énergie libre F' du systeme.

2. Ecrire la condition qui détermine la valeur d’équilibre de n. Ecrire cette condition a ’aide
des nombres de molécules nc, et d’atomes nc. Simplifier le résultat compte-tenu de M > N.
Quelle loi reconnait-on ?

3. Etudier les limites T" — 0 et T — oo. Aurait-on pu prévoir le résultat sans calcul ? Etudier
de méme a T fixé, la limite M — oco. Interprétation physique ?
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Ex5-5 : Adsorption d’un gaz sur une paroi solide

On considére un gaz enfermé dans une enceinte de volume V' a la température T' (ou [3). Les
particules sont susceptibles de se fixer (s’adsorber) sur les parois du récipient de sorte que
le nombre de particules du gaz n’est pas fixé. On décrit le mécanisme d’adsorption par A
pieges discernables d’énergie —eq sur la paroi solide. Les N particules se répartissent entre
N, particules de gaz et N, particules adsorbées.

1. Ecrire la condition d’équilibre entre les deux systemes, particules du gaz et particules
adsorbées.

2. Calculer la fonction de partition grand canonique Z& pour les particules adsorbées.

3. En utilisant le grand potentiel, calculer alors le nombre moyen de particules adsorbées
< N, >, ou encore le taux d’adsorption § =< N, > /A.

4. Exprimer exp(fBu), ou p est le potentiel chimique dans le gaz en fonction de P, T et de la
longueur d’onde thermique.

5. Exprimer alors 6 en fonction de la pression sous la forme :

P
0= P+ R(T) W)

ou l'on exprimera Py(T'). Tracer les courbes correspondantes, appelées isothermes d’adsorp-
tion.



Chapitre 6

Photons et phonons

Introduction

Sauf pour le volume d’un micro-état, la mécanique quantique est jusqu’a présent restée ab-
sente dans ce cours. Ce chapitre et le suivant vont nous permettre de parler de la phy-
sique statistique du monde quantique, qui se manifeste directement a notre échelle macrosco-
pique, notamment & travers de nombreuses propriétés des solides (les propriétés électroniques,
magnétiques, optiques, thermiques), mais aussi la thermodynamique du rayonnement. C’est
par ce dernier sujet que nous choisissons d’aborder ce probleme. Ce sont en effet les tentatives
infructueuses de traitement classique de ce probleme qui ont conduit a I'idée de quantification
au début du vingtieme siecle. Il s’agit ainsi d’une introduction historique a la physique statis-
tique d’un gaz de photons (Sec. 6.1), qui se poursuit par l’application d’idées analogues aux
modes collectifs de vibrations dans les cristaux, appelés phonons (Sec. 6.2), permettant d’ex-
pliquer la capacité thermique des solides a basse température. Le chapitre suivant proposera
un cadre plus général d’étude d’assemblées de quantons. Ainsi étendue aux systémes quan-
tiques, la Physique Statistique va continuer a se développer tout au long du vingtieme siecle,
en abordant tous les états de la matiere, jusqu’aux états extrémes (tres basses températures,
étoiles...).

6.1 Photons

6.1.1 La thermodynamique du rayonnement a la fin du 19éme siecle

Au milieu du 19eme siecle, Maxwell a construit une théorie du champ électromagnétique,
rappelée dans le complément 6.4. Les physiciens s’étaient alors intéressés a la thermodyna-
mique du rayonnement a travers le probleme du corps noir, un objet idéal qui absorberait
toute ’énergie électromagnétique qu’il recevrait, sans en réfléchir ni en transmettre. L’objet
réel qui se rapproche le plus de ce modele est 'intérieur d’un four. Afin de pouvoir étudier le
rayonnement dans cette cavité de volume V', portée a la température T, elle est percée d’un
petit trou laissant s’échapper une petite fraction du rayonnement interne, ce qui permet de
mesurer la densité spectrale d’énergie u(w,T’), qui représente la densité d’énergie par unité

93
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de volume dans une bande de pulsation w, w + dw (voir Fig. 6.1).

visible

u(®,T)

T,>T,>

Q)

m

FIGURE 6.1 — Densité spectrale du corps noir.

Des comportements asymptotiques avaient été identifiés (voir Fig. 6.2). Ainsi, en 1896, Wien
avait proposé la forme suivante dans la limite des hautes fréquences :

uW (w,T) = C1w3 exp(—Cow/T), (6.1)

ou C1 et (o sont deux constantes empiriques. En juin 1900, la formule suivante, dite de
Rayleigh-Jeans, avait été proposée dans la limite des basses fréquences :

kT w?
RJ
T = —5- 6.2
W0, T) = (62)
wa) | ,
)
Rayleigh-Jeans : \ Y Wien

To? 1 [0 exp(—Cco)
A\

7
U

FIGURE 6.2 — Comportements asymptotiques.

Cette derniere formule est directement issue de la physique statistique naissante. Ainsi,
I'énergie électromagnétique dans la cavité de volume V' s’exprime (voir complément 6.4) :

Eem = /!/ (5052 + f;) 47, (6.3)

La décomposition en modes propres décrite dans le complément 6.5 donne :

2
E™ =YK, Lfdan )" 1 2] (6.4)
2\ dt g

n
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ou les K, sont des constantes. Le champ électromagnétique dans la cavité s’identifie donc a
une assemblée d’oscillateurs harmoniques indépendants, un pour chaque mode propre, dont les
pulsations sont les w,. Le théoreme d’équipartition de 1’énergie donne alors I’énergie moyenne
par oscillateur harmonique (deux degrés de liberté) < E,, >= kT. On en déduit la formule
de Rayleigh-Jeans, en multipliant par la densité d’état en pulsation (voir complément 6.5).
Cette formule ne peut cependant convenir pour les hautes fréquences, puisqu’elle conduit a
une énergie totale infinie (catastrophe ultraviolette).

D’autres lois empiriques étaient connues. Ainsi la pulsation w,, qui rend u(w,T’) maximale
augmente linéairement avec la température (loi du déplacement de Wien - 1894-1897) L. La
densité volumique totale d’énergie électromagnétique est proportionnelle & 7% (loi de Stefan-
Boltzmann - 1879).

6.1.2 L’hypothese des quanta

En octobre 1900, Planck trouve par tatonnement une formule valable a la fois pour les basses
et hautes fréquences :

Chw?

- exp(Cow/T) — 1’ (6.5)

u(w,T)

avec C1/Cy = k/(7%c3) en accord avec la formule de Rayleigh-Jeans. Compte-tenu du treés bon
accord avec I'expérience, Planck sent I'importance de cette formule, et cherche a l'interpréter.

C’est le 14 décembre 1900 que Planck a I’idée de reprendre le calcul de I’énergie moyenne d’un
oscillateur harmonique, en calculant non plus une intégrale continue mais la somme d’une
série en considérant que les énergies sont de la forme ne, avec n entier 2. Alors < E(T) >= kT
doit étre remplacé par :

> neexp(—ne/kT) -
> exp(—ne/kT) B exp(e/kT) — 1

<E(T)> = (6.6)

L’énergie moyenne ne prend la valeur ”classique” que pour ¢ < kT (voir Fig. 6.3). A basse
fréquence, le fait que les niveaux possibles soient discrets n’a aucune importance. En revanche,
a haute fréquence, le remplacement d’une variation continue par de brusques échelons a un
effet considérable : c’est grace a cela que le modele de Planck peut expliquer le spectre du
corps noir, incompréhensible dans le cadre de la physique classique.

1. wy, est respectivement dans le domaine des micro-ondes, de l'infrarouge et du visible, lorsque 1" est de
l'ordre de 1 K, de 300 K et de quelques milliers de Kelvin. L’émission de rayonnement par les corps chauds
est souvent peu différente de celle d’un corps noir. C’est le cas des étoiles, pour lesquelles la mesure de wy,
permet d’évaluer la température de surface (pour le soleil, 6000 K, soit une longueur d’onde de 0, 6um, dans
le visible).

2. Max Planck (1858-1947) - On the theory of the energy distribution law in the normal spectrum 1900.
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FIGURE 6.3 — Hypothése de Planck.

On obtient alors la densité spectrale de Planck a condition d’introduire la constante de Planck
h =~ 6,6261 1073%Js, ou encore i = h/(27), telle que ¢ = hw, de sorte que Cy = h/k et
Cy = h/(7c?®). La densité spectrale vaut ainsi (loi de Planck) :

hw?/(mc?)

uw, T) = exp(hw/kT) — 1

(6.7)

Elle s’obtient en multipliant I’énergie fuw par la densité d’états D(w) et par un facteur statis-
tique, qui apparait comme la valeur moyenne du nombre n précédent :

1
exp(hw/kT) — 1

<n>(w,T)= (6.8)
Planck interpréte alors ce résultat en considérant que les atomes constituant les parois de
la cavité ne peuvent émettre ou absorber du rayonnement que par quantités discretes, des
quanta d’énergie nhw. C’est avec cette hypothese curieuse que nait la physique quantique.
Jusqu’en 1905, personne ne comprend la portée de cette découverte. C’est alors qu’Einstein,
a travers son interprétation de l'effet photo-électrique, propose d’admettre que la lumiere
elle-méme a des propriétés quantiques. Il introduit le concept de quantum de rayonnement
(appelé photon en 1926), particule qui, pour une pulsation w, a une énergie ¢ = hw. Le
nombre n dans I’analyse de Planck désigne alors un nombre de photons. En 1916, partant de
la relation E =| p | ¢ entre I'énergie E et I'impulsion ' d’une onde électromagnétique plane
progressive monochromatique de vecteur d’onde E, Einstein montre qu’'un photon possede
aussi une impulsion p = hE, ce qui a pu étre mis en évidence par la diffusion des rayons X
par des électrons libres au repos (effet Compton - 1923). L’énergie d’un photon s’écrit donc
€ = pc ce qui, compte-tenu de la relation relativiste e = y/p2c2 + m?2ct, montre que le photon
est de masse nulle.

Cette théorie dualiste de la lumiere, & la fois ondulatoire (Huyghens, Fresnel.. . .) et corpuscu-
laire (Descartes, Newton,...) a constitué le véritable point de départ de la théorie quantique.

Le facteur statistique < n(7T") > s’appelle aussi facteur d’occupation (de ’état quantique
d’énergie €) ou encore statistique de Planck-Einstein :
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1

PE _
f (eaﬁ)_exp(ﬁg)_l‘

(6.9)

On démontre alors aisément la loi du déplacement de Wien w,, =~ 2, 821"3%. Par ailleurs, la
densité volumique totale d’énergie électromagnétique vaut :

U(T) = /Oou(w,T)dw _h (’fy/oodx . (6.10)
0

m2c3 et —1
0
4
i5
2 4
™ k* 4

On retrouve ainsi la loi de Stefan-Boltzmann pour la puissance rayonnée IT = o7 (on montre
que II = cU/4), avec o = 5,67 107851.

6.2 Phonons

On s’intéresse a la capacité thermique des solides. On considére un solide cristallin monoato-
mique, dans lequel les N atomes de masse m sont situés aux noeuds d’un réseau parfaitement
régulier (distance interatomique a). En réalité, du fait de l’agitation thermique, ce sont les
positions moyennes qui se situent aux noeuds du réseau. Chaque atome vibre autour du point
d’équilibre vers lequel le ramene une force de rappel quand il en est écarté. L’augmentation
de I’énergie interne du solide avec la température vient de ’accroissement de 'amplitude des
vibrations.

Dans le cadre d’une description classique, on montre que la capacité thermique vaut C = 3Nk
(loi de Dulong et Petit). Cependant, on observe que la capacité thermique décroit aux basses
températures et que, pour tous les corps, elle s’annule au zéro absolu. Ceci est déja sensible
a température ambiante dans certains corps. Ces résultats expérimentaux, qui contredisent
les conclusions du théoreme d’équipartition de I’énergie, sont tres surprenants du point de
vue de la Physique Statistique. L’explication vient de la quantification des vibrations dans
les solides.

6.2.1 Modele d’Einstein (1907)

Le succes du modele de Planck pour le corps noir, et du concept de photon pour leffet
photoélectrique a conduit Einstein a prolonger cette méme idée aux vibrations atomiques.
C’est méme le succes d’Einstein dans ce probleme qui a été une des premieres preuves de
I’existence des quanta d’énergie.

On admet que les mouvements des atomes autour de leur position d’équilibre sont bien décrits
par 3N oscillateurs harmoniques identiques, discernables et indépendants de pulsation w, et
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d’énergie au repos —eg. Selon la mécanique quantique, I’énergie de chaque oscillateur harmo-
nique est quantifiée sous la forme E,, = —go + (n 4+ 1/2)hw (ou n € N).

Ainsi, ’énergie moyenne du solide vaut :

< E>=3N(<n>+1/2)hw — &), (6.12)

avec

;nexp(—En/k‘T) 1
ST S ep (B T)  op(fh) — T (019

On retrouve ainsi la statistique de Planck-Einstein. D’ou

< E>= 3N(%coth(ﬂf’w/2) —€9). (6.14)

Si on introduit une température caractéristique 0 telle que kg = hiw (de 'ordre de quelques
dizaines de K), on obtient :

0E>2 ( exp (0g/T) (6.15)

C =3Nk|— .
( T ) (exp(0g/T)—1)°

Cette fonction (voir Fig. 6.4) part de zéro pour T' = 0; elle croit avec T', d’abord lentement,

atteint 1,49Nk pour T = 6 /3, puis tend vers la valeur classique 3Nk. Elle vaut 3Nk & 5%

pres au-dessus de 1, 30g.

C/3Nk

a

FIGURE 6.4 — Capacité thermique des solides - Modéle d’Einstein.

6.2.2 Modele de Debye 1911

Le modele d’Einstein, tout en constituant un progres considérable par rapport au modele
classique, présente cependant des écarts avec I'expérience & tres basse température. Cela est
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du & I’hypothese d’indépendance des mouvements des atomes voisins. C’est ainsi que Debye
a proposé un nouveau modele de 'agitation thermique dans les cristaux, prenant en compte
les modes de vibration du réseau cristallin, appelés phonons dans le cadre quantique 3.

Ce modele suppose que la fréquence est proportionnelle au vecteur d’onde w = vk (les modes
sont supposés répartis avec une symétrie sphérique, de sorte que la fréquence d’un mode
ne dépend que la norme de son vecteur d’onde). Le facteur v est la vitesse de propagation
(vitesse du son), supposée la méme pour les ondes transverses et longitudinales. Le calcul de
la densité spectrale des modes de vibration est analogue a celui des modes du rayonnement
électromagnétique dans une cavité. On trouve (pour un cristal de volume V)% :

3 Vw?
T 2723
Debye a introduit une coupure & une fréquence maximale wp (& laquelle correspond une
température €p telle que kfp = hwp) choisie de fagon que le nombre total des modes ait la
valeur correcte, 3V :

D(w) (6.16)

wp
/D(w)dw =3N. (6.17)
0
soit (avec n = N/V le nombre d’atomes par unité de volume) :
wp = (67r2n)1/3 v. (6.18)
La densité d’états s’écrit encore :
w2
D(w) =9N —-. (6.19)
“D

En conséquence, ’énergie totale vaut :
wp
E- / (n(w)) + 1/2)hwD(w)dw, (6.20)
0
dont on déduit la capacité thermique en dérivant par rapport a la température :

()t exp(i)
C_k0/</<:T> (exp(%)_l)QD(w)dw (6.21)

L’approximation de Debye permet de poursuivre simplement le calcul. En posant x = hw/kT,
on obtient :

3. Le modele d’Einstein décrit les modes de vibration de courte longueur d’onde, ou encore de grande
énergie, qui cessent d’étre excités aux basses température. Le modele de Debye prend en compte les modes de
basse énergie, ou encore de basse fréquence et de grande longueur d’onde : les ondes acoustiques.

4. Le facteur 3/2 vient du fait qu’a chaque vecteur d’onde k, on peur associer trois modes indépendants
(un mode longitudinal et deux modes transverses).
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C = 9Nk <T>3 (6.22)
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Ainsi C ne dépend que du seul parametre T/60p. Lorsque T est tres grand, l'intégrale ne fait
intervenir que les petites valeurs de z, ce qui permet de remplacer e*/(e* —1)2 par 1/22. On
retrouve alors :

9p
T\? [
C =9Nk <9> / 2%dx = 3NE, (6.23)
D
0

c’est a dire le résultat classique. En revanche, lorsque T — 0K, on utilise I'expression de
I'intégrale :

T zle” 4ot
0
pour trouver :
1274 T \°
C = 5” Nk <0D> (6.25)

Quand T tend vers 0, la capacité thermique tend vers 0 comme 72, c’est-a-dire bien plus
lentement que suivant I’exponentielle donnée par le calcul d’Einstein, ce qui constitue une
remarquable approximation pour la dépendance de la capacité thermique avec la température
pour un grand nombre de substances.

6.2.3 Capacité thermique des gaz polyatomiques

Cv

7R/2 I
5R/2
3R/2 —Jf

> T

100 K 1000 K

FIGURE 6.5 — Dépendance en température de la capacité thermique des gaz polyatomiques.

La capacité thermique des gaz & volume constant vaut 3Nk/2. Ceci est vrai pour les gaz
parfaits monoatomique (He, Ne, Ar...). Dans un gaz parfait diatomique (O2, No, HCI...), les
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molécules peuvent étre assimilées a de petites halteres. Il s’ajoute 2 degrés de liberté de ro-
tation par molécule, aussi de type purement cinétique, d’ou une capacité thermique molaire

Cy = 5R/2. Cependant, les atomes peuvent aussi vibrer autour de leur position d’équilibre.
Cecirajoute un degré de liberté d’oscillateur harmonique, soit une énergie moyenne supplémentaire
kT par molécule, d’oti une capacité thermique molaire Cyy = 7R/2. Expérimentalement, on
mesure une capacité thermique molaire de 5R/2 a température ambiante, augmentant vers
7R/2 & haute température, et décroissant vers 3R/2 a basse température. L’explication vient

de la quantification des modes de vibration ou de rotation, dont les fréquences caractéristiques
imposent un traitement quantique lorsque la température décroit.
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6.3 Résumé des idées essentielles

L’idée fondamentale introduite dans ce chapitre, & travers la thermodynamique du rayonne-
ment puis des modes de vibration des solides, est celle de quantification de I’énergie, introduite
par Planck et Einstein. Le rayonnement électromagnétique, a la pulsation w, apparait comme
constitué de photons d’énergie ¢ = hw. Le nombre moyens de photons a cette énergie a la
température T appelé facteur d’occupation, obéit a la statistique de Planck-Einstein :

1
exp(fe) —1°

Il en est de méme pour les modes de vibration des solides.

fP8(e, ) = (6.26)

Le calcul de grandeurs macroscopiques telle que 1’énergie volumique totale se fait en sommant
sur tous les états quantiques possibles, pondéré par le facteur d’occupation. Cette somme fait
intervenir une densité d’états D(e) :

< B(f) >= / D) fPE (2, B)de). (6.27)




6.4. COMPLEMENT 1 : RAPPELS D’ELECTROMAGNETISME 103

6.4 Complément 1 : Rappels d’électromagnétisme

Historiquement, on a d’abord identifié I'interaction entre deux particules chargées ¢ et @
distantes de r (loi de Coulomb), d’ou1 la notion de champ électrique créé par une charge @ a
une distance 7 :

Q .
—n. 6.28
47eg 2" (6.28)

ﬁ:qﬁavecﬁz

On a ensuite compris la force a laquelle est soumise une charge en mouvement dans un champ
magnétique (loi de Lorentz) :

F=q@nB). (6.29)

Le développement de la théorie a conduit au concept de champ électromagnétique (E, 5),
et a redéfinir finalement ’électromagnétisme comme 1’étude des interactions entre le champ
électromagnétique et les particules chargées.

Les équations de Maxwell (1868) régissent le champ et précisent comment les particules
chargées, par 'intermédiaire des densités de charge p = 0 et de courant j qui leur sont
associées, influent sur ce champ :

.. 0B -

tE+ — =0,
rotr, + ot
.. 1 9E -

tB— ———— =10
e gopto Ot ’ (6.30)
divE = ﬁ,

€0

divB = 0,

ou €9 et po sont des constantes, appelées permittivité et perméabilité du vide. Les équations
1 et 4 ont pour solution générale :

B = rot A,
. A (6.31)
E = —gradU 8(%,

ot A et U sont les potentiels vecteur et scalaire du champ électromagnétique. Les équations
2 et 3 sont alors des équations pour A et U.
Dans le vide (p = 0 et j = 0), on tire des équations de Maxwell (en utilisant la formule

rotrot = graddiv—A) que le champ électromagnétique obéit a 1’équation des ondes classique
de d’Alembert :
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q O’E -

AE — €0MOW =0,
. (6.32)

AB - eomo 28 _ 5

coo g = 0.

Les interactions électromagnétiques se propagent donc dans le vide sous la forme d’ondes, ap-
pelées ondes électromagnétiques (ou rayonnement). La vitesse de ces ondes est 1/,/Eopi0 ~ 3
108ms~!. C’est la coincidence numérique entre cette valeur et la vitesse ¢ de la lumiere dans
le vide qui conduisit Maxwell a supposer que les ondes lumineuses sont en fait des ondes
électromagnétiques. Cette hypothese fut ensuite confirmée expérimentalement par Hertz
(1888).

Spectre
électromagnétique

400 nm 1 im

AMAAA

FIGURE 6.6 — Spectre électromagnétique.

Parmi les solutions des équations de Maxwell dans le vide, on trouve les ondes planes mono-
chromatiques (pulsation w, vecteur d’onde k) :

(6.33)

avec w = ke , By = ¢By et (E, B, k) forme un triédre direct.

En présence de charges et de courant, F et B vérifient les mémes équations d’onde, mais avec
des termes de source :

- O0’FE 11— o7
AE — eopo—5 = —gradp + po=2,
A g 82§ —_—

B — EOMOW = —poroty.

Si on connait p et 7, on peut déterminer le champ électromagnétique. Cependant, le champ
produit par les particules chargées agit en retour sur ces particules, via la force de Lorentz.
Il faut donc en général résoudre simultanément les équations de Maxwell et les équations
du mouvement des particules sous I'action de la force de Lorentz. Malheureusement, on ne
dispose pas de solutions générales de ce systeme d’équations. Ceci a motivé la recherche
de théoréemes généraux et notamment de lois de conservation. On peut ainsi montrer que le
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champ électromagnétique possede de I'énergie, qui se propage a la vitesse c : c’est le théoreme
de Poynting. Ainsi, dans un volume V, I’énergie vaut :

em _ el®  B?\ .
E _///< - +2M0)dr. (6.35)
1%

On peut aussi montrer que le champ électromagnétique posséde de I'impulsion p'et du moment
cinétique J. Ainsi, dans un volume V :

p= [[[«E nBar, (6.36)
1%
J= ///F/\ (EOE A E) dr. (6.37)
14

Pour une onde plane monochromatique, on montre aisément que 'impulsion est dirigée sui-
vant la direction de propagation et que p = E/c. Cette impulsion se manifeste notamment
par la pression de radiation subie par une surface soumise & une onde électromagnétique. Il
n’existe pas d’expression aussi simple pour le moment cinétique.

L’ensemble de ces résultats (existence d’ondes électromagnétique indépendamment des charges,
possédant de 1’énergie, de I'impulsion et du moment cinétique) conduit & attribuer au champ
électromagnétique une entité autonome, tout aussi réelle que les charges. L’interaction entre
particules chargées apparait alors comme un effet indirect. Par exemple, la force coulom-
bienne entre deux charges, résulte d’un échange d’impulsion entre les deux particules par
I'intermédiaire du champ.

6.5 Complément 2 : Densité d’états du rayonnement

Le rayonnement dans une cavité de volume V est décrit par une onde électromagnétique
(E, g), solution des équations de Maxwell dans le vide a l'intérieur de la cavité, avec des
conditions aux limites au niveau des parois. On peut montrer qu’il suffit de considérer le
champ électrique, et que 'annulation du champ électrique parallele a la paroi est une bonne
condition aux limites :

=~ 10°E 0
2otz (6.38)
E_"” = 0 & la paroi.

En oubliant la polarisation de ’onde électromagnétique, on peut se restreindre a une onde
scalaire f(7,t) qui vérifie :

1 0%f
c2 ot?
f =0 a la paroi.

Af - =0,

(6.39)
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On considere le cas simplifié d’une cavité cubique de coté L (le résultat obtenu dans ce cas
particulier se généralisant a une cavité de forme quelconque). L’onde se décompose en série
de Fourier de sinus :

fz,y,2z,t) = Z a;(t) sin(ngmz /L) sin(nymy/L) sin(n,mz/L), (6.40)

ou l'indice i désigne le triplet (ng,n,,n.). La dépendance temporelle est donnée par :

d%a;
dt; + w?a; = 0, (6.41)
ou la pulsation vaut :
e 1/2
wi = (ni + nz +n2) (6.42)

Le nombre total de modes N(w) dans un huitiéme de sphere de rayon w vaut :

14 swN\3_ o Vw?
83" (7) T 6m2c3’
La densité d’états D(w) du rayonnement est obtenue en dérivant par rapport & w et en mul-
tipliant par un facteur 2, pour tenir compte des deux directions de polarisation indépendante
possibles :

N(w) (6.43)

e

_pdN Ve

D(w) =27~ = 5. (6.44)
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6.6 Exercices

Ex6-1 : Equilibre matiére-rayonnement. Emission stimulée

On considere ’équilibre a la température T d’un gaz de photons avec une assemblée d’atomes
présentant deux niveaux d’énergie, fondamental E; et excité Fo. Des transitions entre ces ni-
veaux d’énergie sont possibles via absorption ou émission de photons d’énergie hw = Fo — Ej.
On s’intéresse a la population de photons ayant cette énergie, et on note N le nombre moyen
de photons donné par la statistique de Planck-Einstein.

N —0—
Nl

FIGURE 6.7 — Photons a l’équilibre thermodynamique : Emission stimulée.

1. On considere que le nombre moyen de photons émis par unité de temps est proportionnel
au nombre d’atomes dans 1’état excité Ny et & un taux de désintégration du niveau excité
(émission spontanée) A. De méme, le nombre moyen de photons absorbés par unité de temps
est proportionnel au nombre d’atomes dans 1’état fondamental N7, & un taux d’absorption
du niveau fondamental B, et au nombre de photons présents N. Ecrire la relation exprimant
I’équilibre entre absorption et émission. Montrer qu’elle est incompatible avec la distribution
de Boltzmann pour les populations d’atomes dans les deux niveaux.

2. Pour résoudre ce paradoxe, Einstein a proposé de considérer un autre mode d’émission,
appelé émission induite ou stimulée, proportionnelle au nombre d’atomes dans 1’état excité
Ny, au taux de désintégration du niveau excité A, mais aussi au nombre de photons présents
N. Ecrire la nouvelle relation de bilan, et montrer que cette fois-ci, il y a accord avec la
distribution de Boltzmann.
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Chapitre 7

Statistiques quantiques

Introduction

Partant de I'indiscernabilité des particules quantiques, nous commencons par montrer qu’il
existe deux familles de quantons : sur un état quantique donné, les fermions ne peuvent étre
plus d’un alors que les bosons peuvent étre en nombre quelconque (Sec. 7.1). Nous montrons
que ce principe de Pauli détermine de fagon essentielle les propriétés des systeémes a grand
nombre de quantons. Nous étudions d’abord le comportement de chacune de ces deux familles
a température nulle, fermions (Sec. 7.2) et bosons (Sec. 7.3). Nous discutons en particulier le
phénomene de condensation de Bose. Nous montrons ensuite qu’a température non-nulle, la
statistique de Maxwell-Boltzmann est remplacée par celle de Fermi-Dirac (fermions) ou celle
de Bose-Einstein (bosons), et nous étudions le comportement de ces gaz quantiques (Sec. 7.4).

7.1 Principe de Pauli

Les particules classiques sont discernables : on peut les localiser et suivre leurs trajectoires
(Fig. 7.1a). En revanche, les quantons ne peuvent étre localisés dans I’espace, et sont décrits
par des fonctions d’onde. Si deux quantons se rapprochent, leurs fonctions d’onde interférent,

si bien qu’il est impossible d’identifier les quantons apres la collision (Fig. 7.1b). Des quantons
identiques sont ainsi indiscernables.

FiGure 7.1 — Collision classique et quantique.

109
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En somme, le comportement de plusieurs quantons identiques, méme sans interaction, n’est
pas descriptible en terme de comportements individuels. Seul le comportement collectif peut
étre décrit par la physique quantique. C’est ainsi qu’un systéme de N quantons identiques
(électrons, protons, photons...) est décrit par un état quantique ¥(1,2,...,N). Les numéros
i caractérisent complétement chacun des quantons (position ou quantité de mouvement,
spin...). Lors d’une permutation P des N quantons, on montre que le nouvel état Py =
P(P(1), P(2),..., P(N)) reste essentiellement le méme état quantique, & une phase ¢(P) pres.
Plus précisément, en décomposant la permutation en une succession de permutations deux a
deux, on montre que :

PO =Py, (7.1)

ou |P| désigne la parité de la permutation, et ot ¢ = £1. Il existe donc deux cas :

— Symétrie (e = +1) : Py =,

— Antisymétrie (e = —1) : Py = (=1)!FPlyp.

La symétrie ou I'antisymétrie n’est pas une propriété particuliere de I’état 1) considéré. Elle
ne dépend en fait que des quantons en question et détermine deux familles de quantons. Ceux
pour lesquels les amplitudes sont toujours symétriques sont appelés bosons (d’apres le nom
du physicien Bose). Ceux pour lesquels les fonctions d’onde sont toujours antisymétriques
sont appelés fermions (d’apres le nom du physicien Fermi). C’est le Principe de Pauli. .

Le caractere de fermion ou de boson s’avere lié a une autre propriété quantique fondamentale,
le spin. Les quantons de spin entier sont des bosons (photons, gluons, W, Z%) | alors que
les quanton de spin demi-entier sont des fermions (électrons, neutrinos, quarks, neutrons,
protons - spin 1/2).

Par ailleurs, au cours des processus physiques élémentaires (interactions entre fermions et
bosons), interrogeons-nous sur l'apparition ou la disparition des quantons fondamentaux. La
reégle énoncée pour les quantons composés (boson ou fermion selon que le nombre de fermions
est pair ou impair) a pour conséquence que, dans un tel processus élémentaire, le nombre de
fermions ne peut étre modifié que de deux en deux. Un fermion n’apparalt ou ne disparait que
si un autre apparait ou disparait. Les bosons, par contre, peuvent apparaitre ou disparaitre
en nombre quelconque. De plus, tous les fermions portent une charge (électrique ou autre)
ce qui n’est pas le cas de certains bosons (le photon par exemple). En somme, les fermions
semblent plus stables et on tend a les considérer comme les vrais constituants de la matiere
(quarks, électrons, nucléons ...) alors que les bosons fondamentaux (photons, gluons, ...)
joueraient plutot le role de vecteur des interactions.

1. On montre qu’un quanton composé est un fermion si et seulement si le nombre de fermions parmi ses
constituants est impair. Les quarks sont des fermions. Les neutrons et les protons, constitués de trois quarks,
sont aussi des fermions. Les noyaux atomiques sont des bosons ou des fermions selon que leur nombre de masse
est pair ou impair. Ainsi ’hélium 3 (2 protons + 1 neutron) est un fermion, alors que ’hélium 4 (2 protons +
2 neutrons) est un boson.
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7.2 Fermions

7.2.1 Le principe d’exclusion de Pauli

Les états quantiques a N fermions sont complétement antisymétriques. Il en résulte qu'un
ensemble de fermions ne peut jamais occuper une configuration d’états individuels dont deux
sont identiques. C’est ce que 'on appelle le principe d’exclusion de Pauli, formulé en 1925.
Une premiere conséquence (en complément de la découverte du spin par Uhlenbeck et Goud-
smit aussi en 1925) est la classification des éléments de Mendeleiev, qui intriguait Sommer-
feld et Bohr 2, et plus largement toute la chimie. Nous allons étudier d’autres conséquences
élémentaires.

7.2.2 Inégalité de Heisenberg-Pauli

Le principe de Pauli exerce un effet considérable sur la répartition spatiale d’un systeme de
fermions. Il interdit en effet a deux fermions de se trouver au méme endroit. Il tend donc a
écarter les fermions les uns des autres, et joue le role d’une répulsion mutuelle effective, qui
s’exerce au sein du systeme, quelles que soient les interactions réelles qui operent. Il est ainsi
responsable de la répulsion entre les nuages électroniques des atomes.

L’inégalité de Heisenberg traduit le fait que les grandeurs position et quantité de mouvement
ne peuvent étre simultanément bien définies :

Az.Ap > h. (7.2)

Autrement dit, 1a ou I’état d’une particule est représenté par un point dans ’espace des
phases (z,p), 'état d’'un quanton correspond & un domaine de taille Az et Ap, et l'aire du
domaine est au moins d’ordre h. Ceci conduit & attribuer a chaque état quantique une cellule
de taille i (et h® & trois dimensions).

Soit alors un ensemble de N quantons. Classiquement, son état est représenté par une confi-
guration de N points dans I’espace des phases. Quantiquement, nous aurons N domaines de
taille h. Le principe de Pauli interdit a ces domaines de se chevaucher. En conséquence, le
domaine occupé par les N quantons, de taille Ax et Ap, est tel que :

Azx.Ap > Nh, (7.3)

ou encore a trois dimensions :

Az.Ap > NY/3h. (7.4)

Cette inégalité de Heisenberg-Pauli exprime la propriété fondamentale d’un systéme de N
fermions : la présence d’un grand nombre de fermions identiques oblige le systeme soit a
devenir plus étendu pour une quantité de mouvement typique constante, soit a augmenter

2. Pourquoi tous les électrons n’occupent-ils pas le niveau fondamental 7
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la quantité de mouvement typique pour une taille constante : ainsi I’énergie moyenne par
quanton croit avec la densité du systeme.

0 o
0
oooo °
0%
0

FIGURE 7.2 — Particules classiques - Quantons distincts - Fermions identiques.

7.2.3 Niveau de Fermi

Considérons un systéme de N fermions sans interaction, occupant un volume V. Les états
individuels pour chaque fermion sont quantifiés, ce qui définit une échelle d’énergies €1, ¢7....
A température nulle, ’ensemble des N fermions occupe un état collectif d’énergie minimale,
qui doit obéir au principe de Pauli. L’énergie de cet état fondamental vaut alors :

E=¢g+e+.. . +en. (7.5)

Ceci correspond a disposer les N fermions sur les N premiers états individuels. Si 'on tient
compte du spin s, on pourra en fait placer g = 2s + 1 fermions sur chaque niveau d’énergie
(avec des spins différents). Dans la suite, on considérera s = 1/2, soit g = 2. Le niveau
d’énergie maximum marquant la limite entre les niveaux occupés et les niveaux vides est
appelé niveau de Fermi ep.

D)

> O

OO0 O

FIGURE 7.3 — Répartition des quantons sans et avec principe de Pauli.

Dans la limite d’un systeme de grande taille, ou le spectre d’énergie est quasi-continu, on uti-
lise la densité d’états en énergie D(e) (voir complément 7.6), pour écrire la relation définissant
le niveau de Fermi :

=

N = /daD(s). (7.6)
0
On obtient :
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D(e) A"
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FIGURE 7.4 — Niveau de Fermi.
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/
S (3n%)%° <N>2 y (7.7)

Le niveau de Fermi est d’autant plus élevé que la densité volumique est élevée.

L’énergie totale du systeme vaut :

EF

Fo = / de=D(e), (7.8)

o

et se met sous la forme :

3
Cette énergie est non-nulle & température nulle et d’autant plus élevée que le volume du
systeme est plus petit. Autrement dit, il existe dans le systeme une pression intrinseque, qui
n’a rien a voir avec la pression usuelle d’un gaz. Cette pression quantique, dite de Fermi, se

calcule selon :

dE,
Pp=—-—2 7.10
T (7.10)
On obtient :
2N 2 h? 23 (N3
Pp=Z—cp=2_—(3a =) . 11
A S T G G (7.11)

Elle ne dépend que de la densité N/V. Elle existe a température nulle, ou les particules ont
une impulsion non nulle, de sorte que leurs chocs sur les parois ne cessent pas.

7.3 Bosons

On peut montrer que la probabilité d’obtenir un systeme de IV bosons tous dans le méme état
individuel est N! fois supérieure a la probabilité analogue pour N quantons distincts. Les états
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collectifs ol tous les bosons sont dans le méme état individuel sont donc largement favorisés.
On peu ainsi parler du comportement grégaire des bosons, a comparer a l'individualisme
farouche des fermions, véritables loups solitaires. Inversement, la probabilité pour que, partant
d’un état collectif ou tous les bosons sont dans le méme état, I’'un d’entre eux quitte cet état,
est trés faible. Les systemes de bosons présentent une tres forte cohérence : il est difficile de
modifier leur état.

7.3.1 Condensation de Bose-Einstein

Ainsi, a température nulle, tous les bosons vont se placer dans le niveau d’énergie fondamental,
et vont donc constituer un état quantique cohérent constitué d’une superposition d’états
individuels identiques. C’est ce que l'on appelle le phénomene de condensation de Bose-
Einstein, qui est un effet quantique macroscopique, prédit des 1924-1925. A température non
nulle, on a cependant compétition avec les effets entropiques qui tendent a distribuer les
bosons sur les niveaux d’énergie supérieure. Le phénomeéne de condensation ne se produira
donc que sous une température Tz, telle que I’énergie thermique kTp soit comparable a
I’écart d’énergie entre le niveau fondamental et le premier niveau excité, soit encore environ
I’énergie du niveau fondamental. Donnons une estimation de T'z. Si ’'on a N bosons dans un
volume V', chaque boson occupe un volume de taille a ~ (V/N )1/ 3 la quantité de mouvement
minimale vaut i/a d’apres l'inégalité de Heisenberg, d’olt une estimation de ’énergie du
niveau fondamental gg ~ A?/2ma® . En conséquence :

R2 (N\2%3

L’hélium 4, dont les noyaux sont des bosons, est un tres bon candidat a la condensation de
Bose, du fait de sa légereté et des tres faibles interactions entre molécules. On observe en
effet un phénomene tout a fait particulier pour une température inférieure a environ 2,2 K :
I’hélium 4 devient superfluide, c’est a dire qu’il ne présente plus aucune viscosité. C’est une
illustration de la propriété de cohérence d’'un gaz de bosons. Ceux-ci ne peuvent bouger que
tous ensemble (alors que dans un liquide visqueux normal, les interactions avec les parois
freinent les atomes individuels). Notons que I'application de la formule donne une estimation
tres correcte (Ip ~ 3,1K).

Ce phénomene de condensation de Bose est aussi responsable du phénomene de supracon-
ductivité (chute de la résistance électrique en dessous d’une température de transition). Ce
qui joue alors le role de bosons, ce sont les électrons de conduction, qui sous 'effet des inter-
actions avec les vibrations du réseau cristallin, forment des états liés, sous la forme de paires
de Cooper, de spin nul.

Une course a la condensation de Bose-Einstein de gaz dilués a commencé a la fin des années
soixante-dix, et a abouti en 1995, ot Cornell et Wiemann ont réussi a obtenir un condensat de
Bose en refroidissant une vapeur de quelques milliers d’atomes de rubidium & une température
de 'ordre de 1077 K. Ce succes leur a valu le Prix Nobel de physique 2001. De tels condensats
ont une taille macroscopique (proche du mm) et peuvent étre manipulés. On a ainsi pu les
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faire interférer. Une autre expérience aux applications prometteuses, permise par la cohérence
du condensat, est la réalisation de laser a atomes.

7.4 Thermodynamique d’un gaz de quantons

Si 'on veut décrire les propriétés d’une assemblée de quantons a température non nulle, les
contraintes liées a 'indiscernabilité se traitent tres facilement dans le cadre Grand Canonique
étudié au chapitre 53. On consideére donc un gaz de quantons identiques et indépendants dont
I’énergie et le nombre ne sont pas fixés. L’équilibre de ce systeme avec un réservoir de quantons
et d’énergie fixe la température T et le potentiel chimique p. Les quantons peuvent étre placés
en nombre n,, sur des états quantiques o d’énergie ¢,. L’état global est alors déterminé par
la valeur des n,.

“ (7.13)

La fonction de partition grand canonique s’écrit :

ZG(ﬁmu) = HZGXP _ﬁ(z Ealla — Nzna) = Hza(ﬁa N)v (7'14)

a N «

avec la fonction de partition de ’état quantique « :
za(Bs 1) = ZGXP —B(ea — p)na- (7.15)
Na

Le nombre moyen de quantons < n, >, que 'on appelle aussi facteur d’occupation f,, vaut :

Z ne*ﬁ(ea*ﬂ)”
Olnz Oln z

= kT ) = —kT <), 7.16

o = 5 e ieamin ( Op ):r ( 0= )T (719

ou la somme est effectuée sur les nombres n de quantons possibles dans I’état quantique «. Le
nombre moyen et ’énergie moyenne des quantons s’expriment comme une somme discrete :

N=Y"fa
E:Z%fa-

Dans la limite d’un grand systéme (spectre d’énergie quasi-continu), on peut passer a des
intégrales, qui font alors intervenir la densité d’états D(e) :

(7.17)

3. Dans le cadre Canonique étudié au chapitre 3, i.e. systéme fermé en équilibre avec un thermostat, la
fonction de partition ne se factorise pas du fait de la contrainte sur le nombre de quantons.
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( N = 7D(€)f(€)d€,

E= 751)(5) F(e)de.

(7.18)

ou g désigne le niveau d’énergie fondamental, que l'on choisira égal a zéro dans la suite.
L’équation exprimant N permet de déterminer le potentiel chimique g pour un systeme dont
le nombre de quantons est fixé. On peut alors reporter cette valeur dans l'expression de
I’énergie . On peut montrer que p est une fonction croissante de IV et décroissante de 7.

On peut aussi calculer le grand potentiel :

J = —kT/ln(z(e))D(e)ds.

0
Par intégration par partie, si D(g) = Ce® (voir complément 7.6),
17 B
J=— D de = ——= .
oé+1/&7 (&)f(e)de = ==
0

7.4.1 Statistique de Fermi-Dirac

(7.19)

(7.20)

Dans le cas des fermions, le principe d’exclusion de Pauli indique que le nombre n vaut 0 ou

1, de sorte que :

(e, B,) = 1+ e P

1

F _
f (s,ﬁ,,u) - 6ﬂ(£*ﬂ)+1

que 'on appelle la statistique de Fermi-Dirac.

A

n

FIGURE 7.5 — Statistique de Fermi-Dirac.

(7.21)

(7.22)
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La courbe a une forme de marche d’escalier (voir Fig. 7.5). Elle est symétrique par rapport
au point (i, 1/2). La pente en ce point vaut —1/4kT. kT représente la largeur de la zone ou
le facteur d’occupation varie entre 0 et 1 : plus la température est basse, et plus la transition
est rapide. A T = 0K, il s’agit d’une fonction de Heaviside. Tous les états sous le potentiel
chimique sont occupés, et tous les états au-dessus sont vides.

7.4.2 Statistique de Bose-Einstein

Dans le cas des bosons, tous les nombres n sont permis, de sorte que :

1

B —
27 (e, B, p) = 1_ =B (7.23)
1
fB(&ﬂ, ) = Bl —1 (7.24)

que 'on appelle statistique de Bose-Einstein.

i 0

FIGURE 7.6 — Statistique de Bose-FEinstein.

Contrairement au cas des fermions, il existe une contrainte sur le potentiel chimique : celui-ci
doit rester inférieur au niveau d’énergie fondamental p < g¢.

7.4.3 Limite classique : statistique de Maxwell-Boltzmann

Que 'on décrive des fermions ou des bosons, c’est la situation ou le facteur d’occupation est
toujours tres petit devant 1. Ceci correspond encore a € — p > kT, soit alors :

FP o fB o fMB(e, B 1) = e Pl (7.25)

7.4.4 Gaz parfait de bosons en nombre non conservé

Les fermions, correspondant aux particules matérielles, sont conservés. En revanche, ce n’est
pas le cas pour les bosons médiateurs des interactions (photons) ou correspondant a des
modes collectifs (phonons). C’est ainsi que les photons (dont on doit par ailleurs remarquer
qu’ils constituent vraiment un gaz parfait, car ils n’ont rigoureusement aucune interaction
mutuelle) interagissent avec le thermostat a travers des processus d’absorption ou d’émission
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fMB(e)

FIGURE 7.7 — Statistique de Mazwell-Boltzmann.

par les atomes de la surface de la paroi. On peut donc reprendre le raisonnement conduisant a
la distribution de Boltzmann-Gibbs pour un systeme en équilibre avec un réservoir d’énergie,
mais sans aucune contrainte sur le nombre total de particules (/N non fixé). En conséquence,
la probabilité d’un état quantique o ne dépend pas du nombre de bosons, mais seulement de
I’énergie €, :

p(€a) ox exp(—fea) (7.26)

Dans le cadre grand canonique, ceci correspond a un potentiel chimique nul g = 0, et 'on
obtient ainsi la statistique de Planck-Einstein :

1
exp(fe) — 1
Remarquons que le nombre total de photons n’étant par fixé, le phénomene de condensation
de Bose ne peut se produire.

P8 B) = (7.27)

Compte-tenu de I'expression de la densité d’états, le grand potentiel vaut :

E
J=—= 7.28
3 ? ( )

ce qui permet de déterminer la pression de radiation d'un gaz de photons :
oJ E
P=—|(—] =— 7.29
(o7),= 7 20
et 'entropie :

0J AE
G- _ () _AE (7.30)
oT) .y 3T
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7.5 Résumé des idées essentielles

Compte-tenu de leur indiscernabilité, le comportement collectif d’une assemblée de quantons
s’avere régi par le principe de Pauli, qui exprime qu’il existe deux familles, les fermions et
les bosons. Pour un état quantique donné, le nombre de quantons possible est 0 ou 1 pour
les fermions (exclusion), quelconque pour les bosons. Le principe d’exclusion de Pauli gere le
comportement de la matiere : & température nulle, les fermions occupent les niveaux quan-
tiques jusqu’au niveau de Fermi, de sorte que 1’énergie est non-nulle et qu’il existe une pression
de Fermi. A basse température, les bosons tendent & se condenser dans 1’état fondamental.
A température non nulle, il est tres commode d’utiliser le formalisme grand canonique. La
statistique de Maxwell-Boltzmann est remplacée par les statistiques de Fermi-Dirac et de
Bose-Einstein.
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7.6 Complément 1 : Densité d’états

On considere les états quantifiés d’'un quanton libre de masse m dans une boite cubique de
coté L (V = L3). Chaque composante p; de la quantité de mouvement est quantifiée selon :

wh
Di :nif,ni c N*. (7.31)
Ainsi, dans I'espace des quantités de mouvement, chaque état occupe un volume (wh/L)3.
La densité d’état en quantité de mouvement (c’est a dire le nombre d’états dn par unité de
volume de l'espace des quantités de mouvement dp) est constante et vaut :

dn |4

Dﬂzizi
P=dp ~ 1

(7.32)
Calculons alors la densité d’état en énergie, c’est a dire le nombre d’états dn sur une plage
d’énergie de : D(e) = dn/de. L’énergie d’'un quanton libre se réduit & son énergie cinétique
€= QP—m. En conséquence, le nombre total N d’états d’énergie inférieure a ¢, est égal au nombre
d’états dont le module de la quantité de mouvement est inférieur a p = v/2me. Ces états sont
contenus dans un huitieme de sphere dans I'espace des quantités de mouvement, si bien que :

€
1 1 1 V
P<pe T
0
En dérivant par rapport a ’énergie, on obtient :
D(e) = AVEeY?, (7.34)
avec
3/2
A= (7.35)

V2n2h3’

ol g = 2s + 1 est un facteur multiplicatif associé au spin s. Pour s =1/2, g = 2.

Dans le cas de particules ultrarelativistes (masse nulle), ie pc > mc?, alors € = pc = hke,

D(e)de = Y5 g, d’on :

gV £2

2m2h3c3
L’intéret de la densité d’états est de transformer une somme discrete sur les états quantiques
en une somme continue. Ainsi :

D(e) (7.36)

e e / D(e)f(e)de (7.37)
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7.7 Complément 2 : Gaz parfait de fermions

Le calcul des différentes grandeurs thermodynamiques fait intervenir les fonctions :

e}

/ 1+ exp(x (7.38)

0

L’énergie totale et le nombre de fermions s’expriment par (avec A = f 32 et (= ePry

{NZAW3WEQ@7 (7.30)

E = AVB 2 Fy5(0).

i D)

$(z)

FIGURE 7.8 — Gaz parfait de fermions.

La premiere équation fournit une solution unique pour le potentiel chimique. Le grand po-
tentiel s’écrit :

o0 [e.e]

J=kT / deD(e)In(1 — fF(e)) = AVET / deet/?In(1 — fF(e)), (7.40)

0 0

et par intégration par partie :

2
J=-3E. (7.41)

On peut alors calculer la pression du gaz de fermions :

a.J 2F
P=- <av>m =57 (7.42)

On ne peut pas exprimer analytiquement ’équation d’état du gaz de fermions (relation entre
pression, volume, température et nombre de quantons) dans le cas général. Seules les limites
de basse et haute température donnent des expressions simples.
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7.7.1 Limite de haute température

La statistique de Fermi-Dirac tend vers une statistique de Maxwell-Boltzmann. Les fonctions
F,(z) ont les comportements asymptotiques suivants, pour z — 0 :

s 3T
Fyo(2) — \gz et Fya(z) — \fz. (7.43)

On retrouve donc les résultats du gaz parfait classique :

N = A\/;Vﬂmc,
(7.44)
E = A?’fmw%,

d’ou

E= %NkT et PV = NKT. (7.45)

7.7.2 Limite de basse température (gaz dégénéré)

On a déja défini le niveau de Fermi pour T" = 0K. Il s’identifie au potentiel chimique &
température nulle. On définit la température de Fermi par :

kTy = p. (7.46)

Les résultats établis & température nulle sont valables tant que la température est faible
devant la température de Fermi. Plus généralement, les calculs & basse température sont faits
en utilisant le développement limité suivant, appelé développement de Sommerfeld :

o0

7.[.2
G(Ton) = [ degle)f" (e, 7o) = GIT = 0up) + T (D) g/ (7.47)
0

7.8 Complément 3 : Gaz parfait de bosons

Le calcul des différentes grandeurs thermodynamiques fait intervenir les fonctions :

[e o]

x%dx
Gulz) = 0/ ey (7.48)

de sorte que ’on ne pourra donner d’expression analytique dans le cas général. Seules les
limites de basse et haute température donnent des expressions simples. L’énergie totale et le

. . 3/2
nombre de fermions s’expriment par (avec A = % et ¢ =eH) .

{ N = AVB732G j5(C),

7.49
E = AVB2Gy(0). (749
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La limite de haute température est celle du gaz parfait classique comme pour les fermions.
G1/2(2) est une fonction croissante qui vaut 2, 6/7/2 pour z = 1. Ainsi, le potentiel chimique,
qui est toujours négatif, augmente lorsque la température décroit. Il devient nul pour la
température Tz, appelée température de Bose, telle que :

n? (N\*3 4
kTg = o <V) avec a = ﬁ ~ 6,7 pour g = 1. (7.50)

Ceci est & comparer a I’estimation rapide menée a la Sec. 7.3. Pour une température inférieure,
le calcul n’est plus possible. Comment résoudre ce paradoxe ? Il faut se souvenir que l'on est
passé d’une somme discrete a une intégrale, dans la limite d’un grand systeme ou l’écart
entre les niveaux d’énergie tend vers zéro. Ce passage a la limite continue est en fait illicite si
I'un des termes de la somme discrete prend une valeur tres différente de celle des autres termes.

Lorsque la température diminue vers T, le potentiel chimique tend vers la valeur du niveau
d’énergie fondamental, et 'occupation de ce niveau fondamental augmente :

1
B
= .01

Ce nombre Ny de bosons dans ’état fondamental devient macroscopique lorsque le potentiel
chimique est suffisamment proche de sa valeur limite :

oA — (7.52)

On a alors une fraction notable des bosons qui sont condensés dans I’état fondamental. C’est
ce phénomene que 'on appelle la condensation de Bose.

Les N bosons se répartissent donc entre Ny bosons condensés dans 1’état fondamental et
un gaz de bosons tel que décrit précédemment. Le potentiel chimique peut quant a lui étre
considéré comme fixé a zéro, soit :

(7.53)

T2
0

Le potentiel chimique reste nul en dessous de la température Tz, et c’est le nombre de bosons
condensés Ny qui s’adapte. Il est facile de constater que :

No=N (1 _ <£>3/Q> . (7.54)

Les autres états gardent quant & eux une population normale. Ainsi, un nombre macrosco-
pique de bosons occupe I’état d’impulsion minimale, dont la fonction d’onde est presque
uniformément répartie sur tout le volume disponible (une seule arche de sinusoide). On a
donc une délocalisation spatiale maximale. C’est une transition de phase analogue a la tran-
sition liquide-gaz étudiée au chapitre suivant.
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Vo [N

7T

FIGURE 7.9 — Répartition des bosons lors du phénoméne de condensation.

”Imaginons-nous réduit a la taille d’une molécule et plongé dans un des nuages de gaz ou
l’on fabrique les condensats de Bose-FEinstein. Les atomes nous apparaissent comme des billes
de verre insécables, s’entrechoquant continuellement. Dans un premier temps la vitesse des
billes diminue, les distances qui les séparent décroissent au fur et a mesure que la température
diminue. Puis les billes elle-méme changent d’aspect : les plus lentes deviennent troubles et
grossissent. Au centre du nuage, deux des atomes les plus lents et les plus nébuleur s’enve-
loppent mutuellement et semblent fusionner, formant un unique globule qui absorbe d’autres
atomes, d’abord par petits groupes, puis par dizaines, jusqu’a ce que soudain, il ne subsiste
plus du nuage qu’une énorme bulle immobile, un "condensat de Bose-FEinstein”.” (extrait de

'article de G. Collins)

o7
% f;i\.:

'l

w, %
W»WW

~eR

N

FI1GURE 7.10 — Condensation de Bose-Einstein.

A haute température, on a un gaz parfait classique, descriptible comme une assemblée de
particules ponctuelles. Lorsque l'on baisse la température, la longueur d’onde de de Bro-
glie augmente, et a densité égale, le caractére ondulatoire commence a se manifester. Si les
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quantons sont des bosons, on s’attend & un phénomeéne de condensation de Bose a tres basse
température, on voit ainsi apparaitre I’état fondamental de grande longueur d’onde sur lequel

se condensent progressivement tous les quantons.
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7.9 Exercices

Ex7-1 : Démonstration élémentaire des statistiques quantiques

On considere une assemblée de quantons (en nombre N non fixé) en contact avec un thermo-
stat a la température T', que I'on répartit dans D cases, toutes au méme niveau d’énergie €.
Le facteur d’occupation f est alors N/D.

1. Comment distingue-t-on le fait que les quantons sont des bosons ou des fermions ?

2. Ecrire la minimisation a I’équilibre de I’énergie libre du systeme par rapport au nombre
N de quantons, en distinguant le cas des bosons et des fermions.

3. Quel commentaire pouvez-vous faire sur le potentiel chimique ?

4. Plus généralement, on considere deux niveaux d’énergie, avec D; et Dy cases, et N1 et No
quantons. Cette fois-ci le nombre total de quantons Ny + Ny est fixé. Ecrire, a I’équilibre, la
minimisation de ’énergie libre totale, pour tout échange de quantons entre les deux niveaux
d’énergie.

Ex7-2 : Naines blanches

Constantes physiques

On donne leur valeur approximative en unité du systeme international :
—e~1,6-1071987

— my ~1,7-10727S1

— me ~ 10739ST

- C ~10198T

- G~7-1071181

~ h~ 1073491

~ c~3-10881I

~ Nj=~6-10%

La gravitation en astrophysique

1. La force coulombienne entre deux charges ¢; et g2 & la distance r vaut Cqyq2/72. La force
gravitationnelle entre deux masses m;j et mg a la distance r vaut Gmima/ r2. Comparer ces
deux forces entre noyaux (masse Am,, charge Ze) et électrons (on considérera que A ~ 27).

2. Expliquer qualitativement pourquoi la premieére ’emporte sur la seconde dans les systemes
de tres grande taille.

3. Calculer I'énergie potentielle gravitationelle £, d'une sphere homogene de masse M et de
rayon R.
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4. Comparer E, a I’énergie thermique NET pour de la matiere ordinaire et pour le soleil.

Fonctionnement élémentaire d’une étoile

5. Quels sont les deux mécanismes fondamentaux qui s’équilibrent pour assurer la stabilité
d’une étoile normale ?

6. Calculer la pression gravitationnelle P,.

Le cas des naines blanches

Les naines blanches sont des astres particuliers, si ’on considere leur tres faible luminosité
en regard de leur température (déduite de leur spectre). Elles sont de couleur blanche, et de
tres petite taille pour une masse comparable & celle du soleil (typiquement R = 5 - 105m et
M =~ 10%%kg, soit une densité p ~ 10'°kg/m?). Par ailleurs, ce sont des étoiles en fin de vie.
Elles ont épuisé leur combustible nucléaire (hydrogene puis hélium), les réactions nucléaires
se sont éteintes, et leur coeur est constitué de déchets nucléaires (carbone et oxygene - A ~ 15
et Z ~ 30). Enfin leur température interne est évaluée & T ~ 10" K. On va maintenant étudier
ce qui est capable d’empécher leur effondrement gravitationnel.

7. Pourquoi la matiere est elle sous forme ionisée dans une naine blanche ?
8. Calculer les températures de Fermi T, et Tr, des gaz d’électrons et de noyaux. Quelle
conséquence en tirez-vous sur les pressions de ces deux gaz ? Dans la suite, on appellera Pg.

la pression du gaz d’électron.

9. Calculer R(M) a partir de I’équilibre entre pressions gravitationnelle et de Fermi.
Gaz de fermions dégénérés relativistes

10. Comparer I’énergie de Fermi des électrons & leur énergie de masse m.c?. Qu’en concluez-
vous ?

On considere un gaz de N fermions libres et indépendants de masse m et de spin 1/2, décrits
par leur impulsion p’ et d’énergie e(p) = /p?c? + m2¢t. On fera 'hypothese que ce gaz est
dégénéré.

11. Calculer pr en fonction de N/V dans la limite d’'un gaz dégénéré.

12. Exprimer la pression P en fonction du grand potentiel J. Calculer J dans la limite d'un
gaz dégénéré. En utilisant le développement suivant (cas ultra-relativisite ou pp => mc) :

Ad x4 A4 AQ
L~ (1-1/4Y),
/0 o = 1A

écrire P en fonction de pg, m, c et h.
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Stabilité d'une naine blanche
13. Calculer R(M) dans le cas ultra-relativiste. Il sera commode d’introduire :

3/2 2
My = S5hc 9
IrG 8my,

Mo\ /3
ROZ h <97T 0> ’

et

mec \ 8my,

que 'on estimera et comparera a des grandeurs astrophysiques typiques.

On montre que les cas non relativiste et ultra-relativiste correspondent respectivement a
R> Rget M < My, et R Ry et M — M.

13. Tracer qualitativement R(M).

Ex7-3 : Métaux

Le premier modele quantique du métal a été proposé par Sommerfeld en 1928. I permet de
rendre compte de la plupart des propriétés électroniques des métaux. Dans ce modele, chaque
atome du métal libere ses électrons de valence. Ceux-ci sentent un potentiel moyen constant
a l'intérieur de I’échantillon, mais sont confinés par des barrieres de potentiel aux frontieres.
On néglige donc l'interaction des électrons avec les ions du cristal (électrons libres), et 'inter-
action des électrons entre eux (électrons indépendants). Il s’agit donc d’un modele d’électrons
libres dans un puits de potentiel. Ces électrons forment un gaz parfait de fermions enfermé
dans le volume V' du métal.

1. Calculer la densité volumique n = N/V de fermions en fonction de la masse volumique
du métal p, de son nombre de masse A, et de sa valence Z. Estimer n.

2. Calculer le niveau de Fermi de ce gaz de fermions a température nulle. Donner son ordre
de grandeur. Calculer ensuite la température de Fermi. Que penser de ’approximation de
température nulle (fermions dégénérés)? Calculer la vitesse de Fermi, c’est a dire la vitesse
des électrons au niveau de Fermi, et commenter.

3. Montrer qu’il existe une pression intrinseéque, de nature quantique, a température nulle, et
donner son expression. Calculer alors le coefficient de dilatation volumique kr = —+; ( 5P ) N
4. Qu’est ce qui fait varier ’énergie du gaz d’électrons lorsque I’on augmente la température.
Quels sont les fermions concernés, en quel nombre, et quelle est leur variation d’énergie
caractéristique 7 Comparer alors I’expression obtenue pour la capacité thermique avec celle
d’un gaz parfait classique.
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Ex7-4 : Ordres de grandeurs en astrophysique

Constantes physiques :

On donne leur valeur approximative en unité du systéme international :
—e~1,6-1071981

—my, ~1,7-107%781

— me ~ 1073987

~- C ~10198T

- G~7-1071181

~ h~ 1073491

On considere de la matiere, éventuellement ionisée, soit pour simplifier N noyaux? de masse
M = 2Zm,, et de charge +Ze et ZN électrons de masse m, et de charge —e, occupant un
volume V = L3.

L’objectif de ce probleme est d’étudier la relation L(IN) et de faire apparaitre deux lois
d’échelle® différentes selon la taille du systéme. Pour cela, on va minimiser 1’énergie totale E
du systéme, somme d’une énergie cinétique E.;, et d'une énergie potentielle E,;.

Les particules (noyaux et électrons) interagissent par des forces coulombienne et gravitation-
nelle. L’énergie coulombienne entre deux charges ¢; et ¢o & la distance r vaut —Cqqa/7.
L’énergie gravitationnelle entre deux masses m et mq a la distance r vaut —Gmima/7.

1. Donner I'ordre de grandeur de I’énergie potentielle gravitationnelle totale F,;—4 en fonc-
tion de L et N (et des autres constantes physiques).

2. La force coulombienne est attractive entre particules de charges opposées et répulsive entre
particules de méme charge. Il en résulte un effet d’écran : tout se passe comme si chaque
particule interagissait avec une particule voisine de charge opposée. On raisonnera dans le
cas ou la matiere est ionisée.

2a. Estimer, en fonction de L et de N, les distances moyennes £,,,, et £.. entre deux noyaux
et deux électrons, puis celle ¢ entre un électron et un noyau.

2b. Donner 'ordre de grandeur de I'énergie potentielle coulombienne totale ;. en fonc-
tion de L et N (et des autres constantes physiques).

3a. Montrer que le nombre N* de particules tel que 1’énergie potentielle soit dominée par la
contribution gravitationelle pour N > N* (grands systémes) ou par la contribution coulom-
bienne pour N < N* (petits systémes) vaut :

4. On fait ’hypotheése que dans chaque noyau le nombre de neutrons est égal au nombre de protons.

5. C’est & dire des relations entre deux grandeurs A et B de la forme A < B?, ou l'on s’intéresse avant
tout a l'exposant beta, mais moins au préfacteur numérique. On conservera toutefois le signe et le préfacteur
dimensionnel. En ce sens, tous les préfacteurs d’ordre unité (, \/Z) pouront étre oubliés. C’est ainsi par
exemple que l'on ne distinguera pas entre un cube et une sphere. Tout au long du probleme, on privilégiera
des estimations d’ordre de grandeur par rapport a des calculs quantitativement plus précis mais plus longs.
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N*:l Ce? 3/2.
Z \ Gm2

n

3b. Estimer N*.

3c. Calculer N pour la Terre (on choisira Z = 15) et pour le Soleil (on choisira Z = 1).
Commenter.

4a. FEcrire ’énergie cinétique, c’est a dire 1’énergie totale d’'une assemblée de N fermions
sans interaction, dans les limites classique et quantique, en fonction de la température 1" et
de la température de Fermi Tr.

4b. Dans la suite, on retiendra la limite quantique. Commenter sa légitimité, et montrer alors
qu’on peut se limiter a la contribution des électrons (s’inspirer des discussions des exercices

7.2 sur les naines blanches et 7.3 sur les métaux).

5a. Ecrire la loi d’échelle L(N) pour un petit et un grand systeme. On montrera que les
exposants (3 valent respectivement 1/3 et —1/3.

5b. En déduire la taille maximale L* d’un objet astrophysique. Calculer L* et commenter
(par rapport au Soleil par exemple).

5c¢. Faire un schéma regroupant toutes ces informations. Commenter.



Chapitre 8

Stabilité des états de la matiere

Introduction

L’étude de la stabilité des phases fait 'objet de la Section 8.1. On en analyse ensuite en détail
les conséquences sur le cas de la transition liquide-gaz en Sec. 8.2. D’autres exemples font
I'objet d’exercices.

8.1 Stabilité de 1’équilibre

L’équilibre d’'un systéme est inévitablement perturbé par de petites fluctuations des gran-
deurs internes. En physique statistique, on appelle grandeur interne une variable susceptible
de s’ajuster pour assurer I'équilibre et grandeur externe un parametre imposé au systeme
par son environnement extérieur. Selon la situation considérée, une méme grandeur peut étre
interne ou externe. Par exemple, si le systeme est supposé isolé, I’énergie est une grandeur
externe tandis qu’a I’équilibre thermique, I’énergie du systéeme est une quantité interne et la
température imposée par le thermostat est un parametre extérieur.

De maniere générale, nous avons vu aux chapitres 4 et 5 que tout probleme de physique
statistique peut étre considéré comme un probléme de maximisation de ’entropie de Gibbs
S = —k) ,pilnp; sous contrainte; les grandeurs externes (température, pression, potentiel
chimique. .. ) sont fonction des multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes (3, SP,
Bu...) et les grandeurs internes sont les quantités thermodynamiques conjuguées (énergie,
volume, nombre de particules. . . ).

Grandeurs internes et externes n’ont donc pas exactement le méme statut en physique sta-
tistique. Les grandeurs internes apparaissent en effet comme des moyennes dans le cadre
statistique. Cependant, méme si une grandeur interne telle que I’énergie £/ d’un systéme a
I’équilibre thermique est pratiquement toujours égale a sa valeur moyenne dans un systeme
macroscopique, il n’en demeure pas moins que F fluctue au cours du temps.

L’étude de ces fluctuations peut tout a fait étre menée dans le cadre de la thermodyna-

131
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mique classique. L’usage de la physique statistique est toutefois plus naturel puisque cette
derniere donne directement acces aux distributions de probabilité des grandeurs internes et
donc aux fluctuations. Il convient toutefois de noter que si toutes les situations envisageables
en physique statistique (systeéme isolé, a 1’équilibre thermique, en contact avec un réservoir
d’énergie et de particules, etc.) conduisent aux mémes résultats physiques dans la limite ther-
modynamique (i.e. la limite des grands systémes), 1’étude des fluctuations exige de définir
précisément la situation étudiée !. Tenter de calculer les fluctuations du volume d’un systéme
dont le volume est supposé constant serait par exemple une entreprise totalement vaine : le
calcul d’une telle quantité exige de considérer que le systeme est en équilibre mécanique avec
un grand réservoir de volume extérieur.

Pour que I’équilibre thermodynamique soit stable, il est nécéssaire que les fluctuations ne
s’amplifient pas au cours du temps?. Les fluctuations induisant de petites modifications de
I’état du systeme, la réponse de ce dernier est controlée par ses propriétés thermomécaniques.
Comme on peut s’y attendre, nous verrons que ’hypothese de stabilité thermodynamique
impose des contraintes sur les coefficients thermomécaniques du systéme.

8.1.1 Stabilité thermique

Considérons un systeme a I’équilibre thermique. Nous avons vu aux chapitres 3 et 4 que toute
I'information statistique et physique concernant le systéme est contenue dans la fonction de
partition Z =), e PEi En particulier,

) = 252, ®.1)
(AE)? = 8281;2? (8.2)

d’ot
(AE)? = —aé? = kT?Cy, (8.3)

NE)

avec Cy = (7 )v la capacité calorifique a volume constant du systeme. La variance étant
une quantité positive, Cy est nécessairement positif :

5

La condition Cy, > 0 est une condition nécessaire pour que ’équilibre thermodynamique soit
stable vis-a-vis des fluctuations thermiques. Considérons en effet un systeme en équilibre avec
un thermostat (voir Fig. 8.1).

1. De méme que dans le cadre de la thermodynamique classique, la stabilité d’un équilibre doit étre analysée
a I’aide du bon potentiel thermodynamique, fonction des conditions imposées au systéme.

2. Il existe des situations physiques ol les fluctuations deviennent tellement importantes qu’elles dominent le
comportement du systéme, comme au voisinage du point critique lors d’une transition de phase. La divergence
des fluctuations est alors une manifestation de la valse hésitation du systeéme face aux deux phases possibles.
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FIGURE 8.1 — Fluctuation d’énergie au sein d’un systéme (schématiquement délimité en poin-
tillés) en équilibre avec un thermostat.

Supposons que son énergie E ait augmenté de 0F > 0 suite a une petite fluctuation. Le
systeme étant en interaction purement thermique avec son environnement, dE = §Q) = Cy 6T
Si la capacité thermique du systéeme a volume constant est négative, la température du
systeme diminue mais alors, d’apres le second principe de la thermodynamique, il y a tranfert
de chaleur du thermostat (source chaude) vers le systéme (source froide) ce qui induit une
diminution supplémentaire de la température du systeme. Il est donc clair que si Cy < 0,
alors I’équilibre est thermiquement instable.

8.1.2 Stabilité mécanique

On s’intéresse ici a un systeme couplé a un grand réservoir d’énergie et de volume. La
température T et la pression P du systéeme sont donc fixées. Cette situation correspond
a ce qu’on a appelé 'ensemble T'— P dans la Sec. 5.3.1. La distribution de Boltzmann-Gibbs
est alors donnée par :

i exp ( — B(E; + PVi)) avec Zr.p = Z exp ( — B(E; + PV})). (8.5)

- Zrp

Comme dans le cas de I’équilibre thermique, on démontre aisément que :

(B) = -TRIET, (5.
@app = Tz 1)
BV) = —ahg]ZDT'P, (8.8)
BAV)? = 82?]322”’, (8.9)
d’ou
(AE)® = 9B ey, (8.10)

op
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FIGURE 8.2 — Fluctuation de volume au sein d’un systéme (schématiquement délimité en
pointillés) en équilibre avec un réservoir d’énergie et de volume.

BV
avy = -2 gy, (8.11)
oP
— @ A 3 A ] g _l 8l -
avec Cp = (7 )p la capacité calorifique & pression constante et x7 = —;(5p)r la com
pressibilité isotherme du systeme.
D’apres ces deux équations,
Cp>0 et xr>0 (8.12)

Comme précédemment, C'p > 0 exprime la stabilité de I’équilibre thermodynamique vis-a-vis
des fluctuations thermiques, tandis que x7 > 0 exprime la stabilité de I’équilibre vis-a-vis des
fluctuations mécaniques. La démonstration du caractere nécessaire de la condition Cp > 0
pour assurer la stabilité thermique du systeme est identique a celle effectuée dans la sec-
tion précédente. Intéressons-nous maintenant aux fluctuations mécaniques : considérons un
systeme de volume V en équilibre thermodynamique avec un réservoir d’énergie et de vo-
lume. Supposons que le volume du systeme fluctue de §V > 0 a température constante (voir
Fig. 8.2).

Comme §V = —x7VIP, si x7 < 0,dP > 0 : la pression du systéme devient alors plus grande
que celle du réservoir ce qui conduit a I'augmentation de V' et donc a la croissance de la
fluctuation. La moindre fluctuation mécanique peut détruire ’équilibre thermodynamique si
x7r < 0. La condition x7 > 0 est donc nécessaire pour assurer la stabilité du systeme du
point de vue mécanique.

8.2 Transition liquide-gaz

8.2.1 Isothermes de van der Waals

Lorsqu’un gaz commence a devenir dense, ’hypothese d’absence d’interactions entre molécules,
qui définit le gaz parfait et qui permet de démontrer I’équation d’état associée PV = NKT', est
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en défaut. Il faut prendre en compte ces interactions, qui peuvent étre décrites par un poten-
tiel de Lennard-Jones et qui conduisent a une nouvelle équation d’état, proposée initialement
par van der Waals (voir chapitre 9) :

NkT N\?

ou Nb est le volume exclu (b étant de l'ordre du volume d’une molécule), et —aN/V est le
potentiel moyen associé aux autres molécules (a/b est proportionnel a I’énergie de cohésion).

La Fig. 8.3 donne alors un tracé indicatif des courbes P(V') (isothermes de van der Waals)
pour N, T, a et b fixés. Ces courbes montrent une compressibilité élevée (’ 2—5‘ << 1) lorsque
V est élevé (signe d'un comportement gazeux), et faible (‘g—g‘ >> 1) lorsque V tend vers le
volume minimal Nb (signe d’'un comportement liquide). Par ailleurs, on peut distinguer un
comportement de type gaz parfait aux températures élevées, I'apparition d’'un plateau pour
lequel 3—5 = 0 pour une température critique 1., et un comportement non physique pour
des températures inférieures, c¢’est-a-dire des régions du diagramme ot la fonction P(V') est
croissante (voir Sec. 8.1).

T> T, Similaire GP

A S
/\- T=T. Plateau
Vv

T < T, Comportement non physique
P(V) croft

Nb

FIGURE 8.3 — Isothermes de van der Waals.

8.2.2 Point critique

La température T, définit l’isotherme critique. Le point (T, P, V,) s’appelle le point critique.
Ses coordonnées s’obtiennent en écrivant que :
dP d?P
—— =0et — =0, (8.14)
avr dvzr

soit :
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NET _ _ o N2
W_NpE — 2073
(8.15)
NkT  _ o N2
oy~ ey
Il en résulte :
V.= 3Nb,
Pe = 542, (8.16)
8
kT, = 55
On définit ainsi le coeflicient critique K. = IIEC:‘F;C = % ~ 2.7. La Fig. 8.4 compare ces prédictions

avec un certain nombre de fluides réels.

H, | He N, CO, | H,0
RTc/PcVe | 3.0 | 3.1 3.4 35 45

Tc (K) [33.2| 5.2 | 126 304 647

Pc (Mpa) | 1.3 |0.23| 3.4 7.4 | 22.1

FIGURE 8.4 — Point critique : comparaisons expérimentales.

La Fig. 8.5 donne un tracé exact des isothermes de van der Waals, dans les unités normalisées
par les coordonnées du point critique.

Autour du point critique se manifeste le phénomene d’opalescence critique, mis en évidece par
Andrews en 1869. Le fluide acquiert une apparence laiteuse. Une observation microcopique
montre qu’il devient un mélanges de bulles et de gouttes de toutes tailles, c’est-a-dire que le
systéme présente des fluctuations de densité & toutes les échelles .

8.2.3 Stabilité thermodynamique

La condition de stabilité thermodynamique (voir Sec. 8.1) se traduit par :

or <0, (8.17)
oV ) x

on encore, comme

3. On renvoit au complément 2 du chapitre 9 : on peut parler ici de divergence de la longueur de corrélation.
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FIGURE 8.5 — Isothermes de van der Waals normalisées.

OF
P=- <5V>T,N’ (8.18)

par :

0’F

En-dessous de la température critique, on peut ainsi distinguer sur la Fig. 8.6 les branches
stables cotés gaz (1-2-3) ou liquide (7-6-5), et la branche instable (3-4-5).

P 4

~N

Branche stable

Branche stable (6az)
(Liquide) ™ r\ /
6 2

Branche instable

FIGURE 8.6 — Branches stables et instables.

L’expression de 'énergie libre est (voir exercice 9-2) :
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V — Nb
F(N,V,T)=kTInN! — NkTIn (Ag> —aN?/V. (8.20)
f F
T>T T<T,
A A  Région
anormale
X x
| |

FI1GURE 8.7 — Energie libre.

Sur la Fig. 8.7, on la trace en fonction de V, pour N, a et b fixés, pour T" > T, et T < T..
C’est une fonction toujours décroissante, mais pour T < T, sa dérivée seconde est négative
dans une certaine région (anormale). Considérons deux points A et B en dehors de cette
région anormale. On suppose que le systéme se sépare en une proportion x de phase A et une
proportion 1 — x de phase B. Le volume et 1’énergie libre sont des grandeurs extensives, de
sorte que :

V=zVi+(1-2)Vs,
(8.21)
F=a2Fs+(1—-x)Fp

Le point représentatif de cette séparation de phase se trouve donc sur le segment AB, au point
x. Or la regle fixant 1’équilibre thermique est la minimisation de F. On voit donc que dans
le cas T' > T¢, la séparation de phase conduit toujours a une augmentation de ’énergie libre
et est donc impossible, alors que dans le cas T < T, la séparation de phase conduit a une
diminution de I’énergie libre dans la région anormale. Celle-ci est limitée par les deux points
Ap et By définissant une bitangente a la courbe F'(V'). Entre ces deux points, le systéme
suivra le segment de droite, le long duquel la pression est constante :

pP=- <g€> = Py = cte, (8.22)
et appelée pression de vapeur saturante. C’est ainsi que si, pour T' < T, on part de I’état
gazeux a volume élevé et qu’on le comprime, le systeme restera gazeux jusqu’au point By en
suivant l'isotherme, puis évoluera sur un palier a pression constante Py jusqu’au point Ag,
appelé ligne de coeristence dans la mesure ou le systéme est un mélange liquide-gaz dans
lequel la proportion de liquide augmente progressivement. Il terminera son évolution a faible
volume, en dessous de Ay dans un état completement liquide (Fig. 8.8).
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P -
Liquide Ligne de coexistence
Gaz + Liquide
Po(T) y
\Gaz
v

|

FIGURE 8.8 — Ligne de coexistence.

La pression Py est déterminée par la régle de Maxwell des aires égales (Fig. 8.9), compte tenu

de :

By
Fp, — Fy, _ 1 oF

By
1
Py=— - V:/PdV. 8.23
0 Vi, — Va, Vi, — Va, | OV Vg, — VAOA (8.23)
0

Ag

A

P

FIGURE 8.9 — Regle de Maxwell.

On a finalement représenté (Fig. 8.10) la transition liquide-gaz avec la ligne de coexistence

sur le diagramme des isothermes de van der Waals.
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Transition
=13 Progressive
« fluide supercritique »

o

V/V,

F1GURE 8.10 — Isothermes de van der Waals et ligne de coexistence.

8.3 Résumé des idées essentielles

Pour que I’équilibre thermodynamique soit stable, il est nécessaire que les fluctuations des
grandeurs internes ne s’amplifient pas au cours du temps. Ceci impose des contraintes sur
les coefficients thermomécaniques du systéeme. A 1’équilibre thermique, la capacité calori-
fique a volume constant Cy = (%)v est nécessairement positive pour que I'équilibre soit
stable vis-a-vis des fluctuations thermiques. A I’équilibre thermique et mécanique, la ca-
pacité calorifique a pression constante Cp = (%) p est nécessairement positive pour que
I’équilibre soit stable vis-a-vis des fluctuations thermiques, et la compressibilité isotherme
XT = —%(%)T est nécessairement positive pour que I’équilibre soit stable vis-a-vis des fluc-
tuations mécaniques.

Dans le cas de la transition liquide-gaz, I’analyse des isothermes de van der Waals montre
I’existence d’un point critique. L’application du critere de stabilité mécanique permet de
distinguer des branches stables et instables, et une ligne de coexistence liquide-gaz a une
pression de vapeur saturante déterminée par la regle de Maxwell. L’exercice 8-1 met de
plus en évidence une autre courbe dite spinodale. Entre ces deux courbes, le systeme est
métastable.
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8.4 Exercices

Ex8-1 : Stabilité des mélanges*

On considere un mélange de Ny = x4 N particules A et Ng = xpN particules B (x4 =
xz,xp = 1 — ). Le mélange est stable s’il reste homogene, c’est-a-dire si les fluctuations de
concentration x ne s’amplifient pas spontanément pour séparer le mélange en deux phases.

On fait ’hypothese qu’il n’y a pas de variation de volume lors du mélange (simple substitution
entre les particules A et B). Les seuls effets du mélange sont 'effet entropique (AS) et Veffet
énergétique (AF) du aux interactions entre les particules. Si le mélange est réalisée a pression
et température fixées, ’équilibre correspond & la minimisation de I’enthalpie libre de mélange :

AG = AE — TAS. (8.24)

1. Rappeler 'expression de I’entropie de mélange en fonction de z, et discuter son effet sur
la stabilité.

2. Rappeler l'expression de 1’énergie de mélange en fonction de x, dans le cadre du modele
de Bragg et Williams, en faisant apparaitre w, la demi énergie de remplacement d’une paire
AA et d’'une paire BB par deux paires AB :

w:wAB—W. (8.25)

En général w > 0, donc la contribution énergétique a un effet déstabilisant. On introduira
w = zw, ou z est le nombre de voisins d’une molécule.

3. Ecrire l'enthalpie libre de mélange normalisée Ay = AG/NET, comme fonction de x.
4. Montrer en quoi la stabilité est liée a la convexité de la fonction Apu(z).

5. Montrer que pour w/kT < 2 (interaction faible), la fonction Ap(z) est convexe pour tout
x. Tracer Au(x) et les contributions entropiques et énergétiques.

6. Pour w/kT > 2 (interaction forte), tracer la fonction Ap(z). En quel point atteint-elle
son maximum ? En quels points z.. et 1 — z atteint-elle son minimum ?

7. Toujours pour w/kT > 2, analyser la stabilité pour 0 < < z¢ et 1 —x, < x < 1, puis
pour xo < x < 1 — x¢p.

8. Tracer la courbe z (kT /w), dite limite de solubilité. Cependant, pour avoir une amplifi-
cation spontanée des fluctuations il faut que Apu(x) soit concave, ce qui définit une condition

4. Ce sujet s’inspire directement d’un passage du cours Physique des états de la matiére d’O. Coussy et F.
Chevoir, Ecole des Ponts - ParisTech (2007).
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plus restrictive 2* et 1 — z*. Tracer aussi la courbe z*(k7T'/w), dite spinodale.

Ex8-2 : Transition de phase isotrope/nématique dans les cristaux liquides ®

Les cristaux liquides sont généralement formés de molécules tres allongées, ce qui confere
a ces matériaux des propriétés anisotropes marquées. En premiere approximation, on peut
considérer que ces molécules sont des tiges interagissant entre elles. Les cristaux liquides dits
thermotropes peuvent exister sous plusieurs états (appelés mésophases) selon la température.
La mésophase la moins désordonnée est la phase nématique (du grec vnua signifiant "fil”) :
dans cet état, la disposition spatiale des molécules est completement aléatoire mais elles sont
orientées selon une direction privilégiée (appelée directeur n, le sens de n n’ayant aucune
importance). Cet ordre orientationnel a longue portée disparait lorsque la température est
suffisamment élevée et le cristal liquide se comporte alors comme un fluide isotrope (positions
et orientations des molécules sont alors toutes deux completement aléatoires).

Dans cet exercice, nous considérons qu’un cristal liquide est un ensemble de batonnets dont
les centres de gravité sont placés sur un réseau tridimensionnel cubique, chaque batonnet
étant orienté selon un vecteur normé noté u; (de composantes ul’ pour p = 1,2, 3). L’énergie
d’une configuration vaut :

ou y, <i,j> dénote une somme sur les batonnets plus proches voisins.
1. Justifier la forme de I’énergie d’une configuration.

2. Sur chaque site i, on définit le tenseur ); par

3 1
QU = Sutull — S

Montrer qu’a un terme constant pres, I’énergie d’une configuration peut se réécrire

E=-J) T(QiQ))

<,j>

et donner I'expression de J en fonction de e.

3. On définit Q = (Q;). Donner 'expression de I’énergie E.,, dans 'approximation de champ
moyen. Expliquer pourquoi () peut étre considéré comme un parametre d’ordre — c’est-a-dire
une grandeur permettant de distinguer la phase dans laquelle se trouve le systeme — pour la
transition nématique / isotrope.

5. Exercice congu par P-E. Peyneau.
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4. Montrer que @) est nécessairement de trace nulle et justifier le fait que, dans une base
(e1,e2,e3) a préciser, le tenseur Q peut s’écrire

S
Q= —5(91 ®er+ex®ez)+ S(es®es)
Montrer que le scalaire S vaut %(3 cos? — 1) o1 @ est I'angle que fait I’axe d’un batonnet
avec le directeur.

5. Montrer que

9

Ecm:§

JNS?—9J8 " Py(cosb;)

ou N est le nombre de molécules et Py(z) = %CEQ — % En déduire une relation d’autocohérence

sur S et commenter.

6. Montrer qu’a une constante pres, I'énergie libre vaut

1
ﬁF(Sa 5J> _ gﬁJSQ _ ln/ dz eQﬁJSPQ(m)
N 2 .

Montrer qu’en minimisant I’énergie libre par rapport a S, on retrouve 1’équation implicite
établie a la question précédente. Conclure.

0.024
00154
0.014
0.0054
o 0
q
-0.005-
Legend

beta™ =049

beta *J=0.50

beta ™ J=0.51

FIGURE 8.11 — BF/N +1n2 en fonction du paramétre d’ordre S pour différentes valeurs de

BJ.
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Ex8-3 : Stabilité d’un mélange de polymeres

On considere le mélange de deux polymeres A et B, réalisé a pression et température fixées.
Les nombres de macromolécules de chaque type sont N4 et Ng. Les nombres de monomeres
par macromolécule (appelés monomeres A et B), aussi appelés degrés de polymérisation,
sont respectivement n4 et ng. On suppose que le méme volume v est occupé par les deux
monomeres. ¢; désigne la fraction volumique de i et N le nombre total de monomeres. L’ana-
lyse de la stabilité de ce mélange® repose sur I’étude de la variation de I’enthalpie libre G
(on transposera autant que possible les résultats de l'exercice 8-1) : AG = AE — TAS. La
contribution entropique a été calculée dans ’exercice 5-1 :

oA

na

AS = —Nk( 1n¢A+nB1n¢B> .

B

I - Energie de mélange

On calcule énergie de mélange liée aux interactions entre molécules. On utilise le modele de
Bragg et Williams (présenté au chapitre 9), c’est a dire un modele o les monomeres (de types
A ou B) sont disposés sur un réseau de coordinance z. On note w;; 'énergie d’interaction
entre deux monomeres ¢ et j et N;; le nombre de paires de monomeres ij voisines.

1 — Exprimer ¢;. Quelle est la probabilité qu'un site du réseau soit occupé par un monomere
17

2 — Exprimer le nombre de paires N4p en fonction de ¢4 et ¢p.

3 — Montrer que I'énergie de mélange s’écrit AE = Nwoa¢p, en identifiant w.

II - Analyse de stabilité

. 5 . AG . < 9e . . w
1 — Ecrire 'expression de 7% en fonction du parametre d’interaction x = 1.

2 — On considere tout d’abord le mélange de deux polymeres ayant le méme degré de po-
lymérisation n = na = ng. Déterminer en fonction de n la valeur critique x. du parametre
d’interaction au-dessous de laquelle le mélange est stable et la miscibilité des polymeres est
assurée, indépendamment de la valeur de leur fraction volumique (on posera dans la suite
r = ¢g, la fraction volumique du polymere B). Vu l'ordre (103 & 10%) des degrés de po-
lymérisation, la miscibilité inconditionnelle (y < x¢r) est-elle réaliste, 1’énergie d’interaction
w étant de 'ordre de kT, 7

3 — On se place maintenant dans le cas ou x > X¢r, les deux polymeres ayant toujours le
méme degré de polymérisation n. Quelle relation vérifie la limite de solubilité z"™ du polymere
B dans le polymere A? En donner une expression approchée en se servant de la condition

6. Le mélange est stable s’il reste homogene, c’est-a-dire si les fluctuations de concentration ne s’amplifient
pas spontanément pour séparer le mélange en deux phases.
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n >> 1. Que conclure de la possibilité de mélange des deux polymeres ?

4 — On se propose maintenant d’analyser la possibilité de dissoudre un polymere ou soluté
macromoléculaire B dans un solvant moléculaire A (np = 1). La solubilité ne dépend alors
que de la température et de I’énergie d’interaction w. En étudiant les variations de % en
fonction de x, déterminer la valeur x, telle que pour x < xx, le polymere B est miscible
quelque soit sa proportion volumique et indépendamment de son degré de polymérisation

(condition de bon solvant).
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Chapitre 9

Transitions de phase

Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons ’étude des transitions de phase (que 1’on appelle aussi chan-
gements d’état). Celle-ci peut étre menée par la thermodynamique !, qui permet de tracer des
diagrammes de phase (Fig. 9.1). L’équilibre thermique d’un systéme correspond au minimum
de son énergie libre F' = E—T'S. On a ainsi une compétition entre un effet énergétique a basse
température et un effet entropique a haute température. Cette compétition peut conduire a
une transition de comportement en fonction de la température.

D’un point de vue microscopique, nous avons introduit au chapitre 1 une classification des
états de la matiere (solide, liquide, gaz) fondée qualitativement sur la comparaison entre les
énergies thermique et de liaison caractéristiques (Fig.1.4). La fusion des solides peut ainsi étre
analysée au niveau microscopique par un modele simple, proposé par Lindemann en 1910,
qui permet de relier la température de fusion Ty au module d’Young Ey (Fig. 9.2) 2,

Dans le cadre de la physique statistique, 1’étude des transitions de phases a commencé avec
la description des gaz réels par van der Waals en 1873, et s’est poursuivie tout au long du
vingtieme siecle. Citons quelques étapes : I'introduction de la méthode de champ moyen pour
le magnétisme (Weiss - 1906) ou pour les alliages (Bragg et Williams - 1934), généralisée par
la théorie phénoménologique de Landau en 1937, I'introduction d’un modele simplifié de fer-
romagnétisme (Ising - 1925) dont la résolution exacte en 2D par Onsager en 1944 a constitué
la premiere démonstration statistique d’une transition de phase, et enfin la prise en compte
des fluctuations pres du point critique par Kadanoff et Wilson dans les années soixante.

Les théories qui ont été ainsi développées s’appliquent non seulement aux changements d’état

1. On pourra consulter Physique des Etats de la matiére par O. Coussy et F. Chevoir, cours de I’Ecole des
Ponts - ParisTech 2007.

2. La fusion intervient quand amplitude des vibrations a des atomes dans leur puits de potentiel (agitation
thermique) dépasse une fraction 8 (~ 1/7) de ’espacement entre atomes r. : des collisions interviennent entre
atomes et la structure cristalline est alors détruite. Ecrivant kT ~ Ka?, ol K la constante de raideur élastique
est ~ Eyr. (voir exercice 1-3), il vient kT ~ B2Eyrs.

147
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Solide/Liquide/Gaz
A

P
L

Point
G critique

> T

FIGURE 9.1 — Diagramme de phase Pression/Température Solide-Liquide-Gaz.

2a ~ @ @, B %} - Pb 14 | 330

AT S Al | 70 | 660
%gﬁ Cu 120 | 1100
e ﬁ ’ % Fe | 200 | 1550
r > w 400 | 3400

FIGURE 9.2 — Modéle de fusion des solides de Lindemann.

usuels (gaz, liquide, solide, mélanges), mais aussi & d’autres états de la matiere tels que les
cristaux liquides et les polymeres, et des propriétés telles que le magnétisme, la supraconduc-
tivité ou la superfluidité. Une des questions fondamentales qui se pose est la compréhension
d’une transition brutale de comportement d’un systéme physique lors d’un petit changement
d’un parametre macroscopique tel que la température, sans qu’il n’y ait aucune modification
particuliere des interactions microscopiques au sein du systeme.

Dans la suite, nous allons introduire un certain nombre d’idées essentielles a la compréhension
de ces transitions de phase : le role des interactions (Sec. 9.1), différents modeles (Sec. 9.2)
et les méthodes de champ moyen (Sec. 9.3). Certains aspects qui débordent le cadre du cours
sont évoqués dans des compléments : la théorie de Landau (Sec. 9.5), le role des fluctuations
au point critique (Sec. 9.6), et la transition de percolation (Sec. 9.7).
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9.1 Role des interactions

9.1.1 Composantes indépendantes

Divers systemes physiques peuvent étre modélisés comme des assemblées de particules ou

de degrés de liberté indépendants, sans interaction. Nous avons vu aux chapitres 3 et 4 que

la description de ces systemes a 1’équilibre thermique est liée a celle de leurs composantes
microscopiques, en équilibre thermique avec le reste du systeme :

— La description d’un gaz parfait revient a étudier une des particules a 1’équilibre thermique.

— La capacité thermique des solides est liée en premiere approximation au comportement
de chacune des liaisons entre atomes considérées comme des oscillateurs harmoniques
indépendants.

— L’élasticité d’'une macromolécule peut se décrire a partir du comportement des segments
considérés comme indépendants.

— Un autre exemple sur lequel nous reviendrons dans ce chapitre est celui du magnétisme des
solides. Le cristal est représenté par un réseau régulier de N sites. Le moment magnétique
(ou spin) de chaque atome i est représenté par une variable scalaire s; qui peut prendre
deux valeurs £13. Dans le modele du paramagnétisme décrit par Langevin en 1905, on
néglige les interactions entre spins. Lorsque le solide est plongé dans un champ magnétique
externe? h, chaque spin acquiert une énergie potentielle d’interaction —hs;. Le calcul de
I’aimantation moyenne m =< s > a la température 7" dans un champ h est analogue a
celui de P'allongement moyen d’un segment d’une chaine polymere sous l'effet d’une force
f. On trouve ainsi m = tanh(%) s kiT dans la limite kLT < 1 (loi de Curie).

Nous avons aussi considéré au chapitre 5 le cas des mélanges idéaux, dans lesquels il n’y a au-

cune interaction entre constituants de sorte qu’il ne subsiste qu’un effet d’entropie de mélange.

Dans ces systemes sans interaction, on ne voit apparaitre aucune transition de comportement.
En quoi la présence d’interactions est-elle susceptible de conduire & une transition de phase ?

9.1.2 Interactions

De fait, il existe toujours des interactions entre les composantes d’un systeme physique. Les
interactions a distance décroissent avec la distance de sorte qu’elles peuvent étre négligées
dans un milieu dilué (gaz parfait, polymere dilué). Dans un milieu dense, elles jouent un role,
et il s’ajoute une interaction de répulsion a tres courte distance, qui empéche les particules
de se recouvrir®. C’est ainsi que les interactions jouent un role décisif en matiere condensée,
ou elles conduisent & une certaine structuration (liquides, cristaux liquides, solides...). Dans
les solides, ou la structure est figée, on peut, paradoxalement, revenir a une description en

3. La mécanique quantique prédit en effet une quantification du moment magnétique. Il s’agit ici du cas
d’un spin 1/2.

4. Pour simplifier les notations, le moment magnétique est intégré dans la définition de h.

5. Ces effets d’exclusion stérique ont fondamentalement une origine quantique (principe d’exclusion de
Pauli).
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composantes indépendantes lorsque I’on s’intéresse aux vibrations des liaisons entre atomes 5.

Nous décrivons maintenant deux modeles d’interaction communément utilisés pour les fluides
et les matériaux magnétiques. Une premiere hypothese est que ’énergie d’interaction pour

un systéme de particules s’écrit comme une somme d’interactions de paires ”.

9.1.3 Fluides

Dans un fluide, V(7,...,7n) = >_ V(r;;). Le potentiel d’interaction V(r) entre deux parti-
i#]

cules (Fig. 9.2) est composé d'une partie fortement répulsive a courte portée et d’une partie

attractive & moyenne portée (forces de van der Waals) 8. Le minimum du potentiel (distance

d’équilibre) correspond & une distance rg et & une énergie —Vp. On utilise souvent le potentiel

suivant, dit de Lennard-Jones :

Vi = | ()" -2 ()] oy

r

o est de l'ordre de quelques angstroms et V) va de 1 meV dans les gaz inertes (He) & 40 meV
pour des molécules polaires (CO3). Un autre modele courant est le modele de spheres dures :

VaP(ry = +o00 pour 1 < 19,
(9.2)
VP = -1, (’"0)6 pour 7 = 7.

9.1.4 Magnétisme

La description du ferromagnétisme (aimantation spontanée en champ nul en-dessous de la
température de Curie T,) impose de prendre en compte les interactions entre moments
magnétiques, sous la forme d’une énergie d’interaction entre proches voisins —Js;s;. On
considere le cas J > 0, c’est-a-dire le cas o l'interaction tend & rendre les spins paralléles®.

9.2 Exemples de systemes en interaction

9.2.1 Fluides

On considere une assemblée de N particules en interaction de masse m occupant un volume
V et a léquilibre thermique & la température T' (Fig. 9.4). La fonction de partition :

6. Les interactions a prendre en compte sont alors celles entre les modes de vibration du cristal. Elles jouent
un role dans la conduction de la chaleur dans un solide.

7. A haute densité, des interactions a plus de deux particules peuvent entrer en jeu.

8. Ces forces d’origine électromagnétique sont liées & la polarisabilité des nuages électroniques. Le calcul
quantique exact a été effectué par London en 1930 et donne une attraction en 1/ 5.

9. C’est a dire orientés dans le méme sens.



9.2. EXEMPLES DE SYSTEMES EN INTERACTION 151

FIGURE 9.3 — Potentiel d’interaction : Lennard-Jones et spheéres dures.

FIGURE 9.4 — Fluides : transition liquide-gaz.

QN,V,T)

NINBN(TY’

s’exprime en fonction de la longueur d’onde thermique A(T") définie au chapitre 1 (Eq.(1.6))
et de 'intégrale de configuration portant sur les positions des N particules :

Z(N,V,T) = (9.3)

Q(N,V,T) = / df'l..dY_"NeXp (—ﬁV(Fl,...,FN)), (94)

—

eV

dont le calcul constitue une difficulté majeure. Nous allons voir plus loin (Sec. 9.3.1) comment
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procéder. Remarquons que dans la limite d’interactions tres faibles ou d’une température
infini, @ — V¥, et on retrouve le gaz parfait étudié au chapitre 4. L’énergie libre vaut donc :

F=—kTInZ=F —kTIn % (9.5)

9.2.2 Magnétisme

> > > ¢ S
> > > S
> > ¢ > &
> ¢ > ¢ S
> > > > ¢
> > ¢ ¢ S
- S>> > >
> ¢ > > ¢
o > ¢ > ¢

FIGURE 9.5 — Modéle d’Ising.

Le modele suivant (Fig. 9.5) a été introduit par Ising en 1925 pour décrire la transition para-
ferromagnétique. Il s’agit d’un réseau régulier de N spins s; (£1) plongés dans un champ
externe h, avec une interaction entre proches voisins (notés < i,j >) d’intensité J > 0.
Un parametre du modele est le nombre de voisins de chaque site, appelé aussi nombre de
coordination ou coordinence z. L’énergie totale vaut :

E(Sl, ...,SN) =—J Z S§iS5 — hZSi. (96)

<i,7> %

A la température T (3 = 1/kT), la probabilité de chacune des 2"V configurations est donnée
par la distribution de Boltzmann. L’effet du couplage J entre spins proches voisins qui tend
a les orienter dans le méme sens est contrebalancé par celui de I'agitation thermique. Le fac-
teur de Boltzmann d’ordre exp(—3.J) exprime la possibilité de retournement des spins. A tres
haute température, les spins sont découplés et I’aimantation moyenne est nulle (m = 0). A
basse température, la probabilité de retournement est tres faible et tous les spins sont alignés
(m = £1). 1l existe une température critique (température de Curie) ou le systeme acquiert

brutalement une aimantation spontanée '°.

10. Une animation pédagogique est consultable sur le site http ://www2.truman.edu/ velasco/ising.html.
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Le modeéle d’Ising constituant un modele exemplaire pour décrire effet des interactions, la
recherche de solutions a fait ’'objet de trés nombreux efforts . 11 est facile d’en donner une
solution exacte en dimension 1, qui montre I’absence de transition de phase. On se place en
champ nul (A = 0). Considérons le réseau complétement ordonné (tous les spins alignés) : il
n’y a qu’'un seul état, d’énergie F = — N J, I’entropie est nulle, donc I'énergie libre de cet état
ferromagnétique vaut Fy = —N.J. Considérons maintenant 1’état formé de deux domaines,
I’un de spins +1, I'autre de spins —1. L’interface entre les deux domaines cotte ’énergie 2.J.
Elle peut étre placée en n’importe quel site, de sorte que ’entropie vaut k In N. L’énergie libre
de cet état a deux domaines est donc Fy = Fy + 2J — kT'In N. Pour toute température, a
condition que N soit assez grand, Fy < F). Ainsi, le systéme a toujours intérét a développer
des domaines et est donc incapable de maintenir un ordre & grande distance.

Onsager, par une démonstration tres technique, a obtenu une solution exacte en dimension
2, qui a constitué la premiere démonstration statistique d’une transition de phase abrupte a
une température critique (égale a ~ 2.27.J/k). En revanche, il a jusqu’a présent été impossible
d’en donner une solution exacte en dimension 3.

Particules sur réseau

FIGURE 9.6 — Alliage binaire.

Cette modélisation par un réseau est conforme a la réalité physique pour un solide ou chaque
site du réseau correspond & une position fixée de la particule. Un tel modele est ainsi adaptée
a la description d’alliages binaires A-B (Fig. 9.6), comprenant N/2 particules A et N/2
particules B. Ces particules peuvent se placer sur deux sous-réseaux équivalents «v et 3 (chaque
site du réseau « est entouré de z sites voisins du réseau (3 et réciproquement). On note w44,
wpp et wap les énergies d’interaction entre particules voisines. On montre qu’en affectant a

11. Le modele d’Ising peut ainsi s’appliquer a des comportements sociaux : considérons une assemblée
d’agents pouvant prendre une décision s; (A ou B) tous les instants nAt, tout en étant influencés par leur
entourage (leurs proches voisins). On suppose que la prise de décision est probabiliste avec un poids p dépendant
de opinion des voisins (p = (1 + exp(—26h))~ !, ot # indique la propension & suivre I’opinion moyenne h
des voisins. Au bout d’un temps assez long, cette dynamique de prise de décision conduit & un équilibre de
Boltzmann, ol la probabilité de choix moyenne est exactement proportionnelle & exp(3_ sis;).
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chaque site une variable s; qui prend la valeur 1 si ¢’est un site a occupé par une particule A
ou un site # occupé par une particule B, et la valeur —1 dans les deux autres cas, 1’énergie
FE de l'alliage s’écrit :

FE= Eo —-J Z SiSj, (97)

<ij>

avec By = (2N/8)(waa + wpp + 2wap) et J = (waa + wpp — 2wap)/4. On retrouve

donc 'énergie d’un modele d’Ising en champ nul! Ainsi si J > 0, ’énergie est minimale

lorsque ) s;s; est maximale, soit pour N4p maximal, c’est & dire Ngap = zN/2 (et
<iyj>

Naa = Npp = 0), c’est a dire pour un alliage ordonné.

A Pautre extréme, dans le cas d’un gaz, ou les particules peuvent se déplacer de facon continue
dans tout I'espace, un modele de réseau ou l’espace est divisé en cellules identiques semble
tres éloigné de la réalité. Cependant, a I’approche de 1’état liquide, ou les particules occupent
I’espace de facon dense, avec la contrainte d’exclusion stérique et des interactions de proche
voisin, un tel modele peut devenir intéressant. Le volume de chaque cellule correspondra
alors au volume caractéristique d’une particule, et 1’énergie d’interaction —w entre proches
voisins a ’énergie d’interaction caractéristique (—V pour le potentiel de Lennard-Jones par
exemple). C’est ainsi que pour décrire la transition liquide-gaz, on introduit une variable
n; = 0 ou 1 pour chaque cellule, selon qu’elle est vide ou occupée par une particule, et ’'on
pose s; = 2n; —1, qui vaut 1 ou —1 si la case est occupée ou vide. Pour décrire cette transition,
le nombre de particules total N, = Y n; n’est pas fixé, et on doit raisonner dans le cadre
de I’équilibre osmotique, c’est a dire minimiser le potentiel £ — 1Ny, ou p est le potentiel
chimique. On retrouve le modele d’Ising avec J = w/4 et h = %

9.3 Méthodes de champ moyen

Les méthodes dite de champ moyen constituent I’approximation la plus simple pour prendre
en compte les interactions. Ce sont en général les seules méthodes possibles d’un point de vue
analytique. Méme si leurs résultats sont erronés d’un point de vue quantitatif, elles permettent
(sauf & une dimension) de décrire qualitativement les phénomenes physiques. Leur simplicité
leur vaut d’étre utilisées pour de nombreux systémes physiques (fluides, magnétisme, cris-
taux liquides). Elles consistent a étudier une composante en remplacant, dans les termes
d’interaction de I’énergie, les variables des autres composantes par leurs valeurs moyennes :
on peut alors appliquer la distribution de Boltzmann-Gibbs & la composante considérée, d’ou
on tire les valeurs moyennes des variables relatives a cette composante. Si les composantes
sont identiques, il ne reste plus alors qu’a écrire des conditions d’auto-cohérence, a savoir,
les moyennes calculées doivent coincider avec celles posées au départ pour les autres compo-
santes. Les résultats obtenus par ces méthodes qui négligent les fluctuations ne sont en général
qu’approchés et seront d’autant meilleurs que les fluctuations des variables remplacées par
leurs valeurs moyennes seront plus faibles.
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9.3.1 Fluides

Pour estimer l'intégrale de configuration (9.4), on considere que chaque particule est soumise
a un potentiel effectif V¢ qui lui interdit de s’approcher trop pres des autres particules, et
qui la confine dans le reste du volume. On propose la forme suivante :

Vepp(F) = 4o pour 7 € Ve,
(9.8)
Vof(7) = Vi pour 7€V -V,
ou Ve = Nb et V,, = —alN/V sont le volume exclu et le potentiel moyen associés aux autres

particules. Avec le potentiel de Lennard-Jones, on montre que b ~ 2777“% /3 (ou 71 correspond
aV(r) =0)eta=35Vb.

L’énergie d’interaction s’écrit :
V(71 ooy TN) 2 ) Veps(). (9.9)
7

En conséquence :

Q(N,V,T) :/

eV

diy..dPn exp (—ﬁZv;ff(m>, (9.10)

d’ou la factorisation :

N
QN,V,T) ~ <[ VdFeXP(—ﬂveff(f‘))> ~ ((V = Vo) exp—BVin)" . (9.11)
re
D’apres (9.5), I'énergie libre s’écrit :
F—FGP—Nlen<V‘_/Ve> + NV (9.12)
La pression s’en déduit :
OF NkT N\?
P = - = —_— e . '1
VT V-V, “<V> (9.13)

On retrouve donc I’équation d’état du gaz de van der Waals :

(P +a (N>2> (V — Nb) = NkT, (9.14)

V

a partir de laquelle, on peut discuter la transition liquide-gaz sur la base d’un critere de
stabilité (voir chapitre 8). Ce calcul est détaillé dans ’exercice 9-2.



156 CHAPITRE 9. TRANSITIONS DE PHASE

Y YY YY)
YV EEEX]
Y YR Y Y B
XYY
t4e e

Jzm

h

¢
tee et

FIGURE 9.7 — Champ moyen.
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9.3.2 Modele d’Ising en champ moyen

On reprend le modele d’Ising décrit a la Sec. 9.2.2. On cherche la valeur moyenne m de chaque
spin a la température T et dans un champ h. La méthode consiste a adopter cette valeur
m pour tous les spins voisins du spin s; (en nombre z)?(Fig. 9.7). Celui-ci est donc alors
soumis & un champ effectif A’ = h + zJm. On sait alors calculer sa valeur moyenne, & 'aide
de la distribution de Boltzmann :

_ expl(BH) — exp(Bh) _
M= (B T oxp(—pry — Ph(B A+ zTm). (9.15)

En particulier, pour h = 0, 'aimantation m vérifie :

’m = tanh(fzJm). ‘ (9.16)

La résolution graphique (Fig. 9.8) montre un changement de comportement pour une température
critique T, = zJ/k. Au-dessus de T, la seule solution est m = 0 alors qu’au-dessous de T,
m = £mo(T) # 0, avec les comportements asymptotiques suivants (Fig. 9.11) :

mo ~ 1—2exp(—2T./T)si T < T,

12 (9.17)
my =~ \/3(1—%) siT < T
On peut alors calculer I’énergie en champ nul :
1
E™T)=—J > sis; ~ —§Jsz2(T), (9.18)

<1,5>

et la chaleur spécifique en champ nul C“"(T') = ag# (Fig. 9.9).

12. Cette idée a été introduite par Pierre Weiss pour décrire le ferromagnétisme.
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th(BzJm) 4

FIGURE 9.8 — Ising en champ moyen : résolution graphique.

Cen(T)
Een(T)

-JNz /2

FIGURE 9.9 — Energie et chaleur spécifique en champ nul en fonction de la température.

On montre aussi que la susceptibilité (variation d’aimantation quand on applique un petit
champ externe) y = %—7} diverge a T, en 1/ | T — T, |. La méthode de champ moyen permet
donc de retrouver la transition para-ferromagnétique. La valeur de T, = z.J/k est & comparer
avec la solution exacte en 2D (~ 2.27J/k).

La Fig. 9.11 présente une comparaison avec I’expérience.
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FIGURE 9.10 — Aimantation spontanée en fonction de la température.
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FI1GURE 9.11 — Comparaison avec l’expérience.

9.3.3 Modele de Bragg et Williams
Résumé

Ce modele est utilisé pour étudier la stabilité des mélanges, notamment la transition ordre-
désordre dans les alliages. On introduit un parametre s (entre -1 et 1) qui décrit la répartition
des particules A et B sur les deux sous-réseaux. Les valeurs -1 et 1 correspondent & un ordre
parfait, la valeur 0 au désordre parfait. s caractérise 'ordre global, et est baptisé paramétre
d’ordre. Le modele de Bragg-Williams consiste a négliger les corrélations entre sites : on
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FIGURE 9.12 — Modéle de mélange sur réseau.

suppose que la probabilité qu’'un site soit occupé par une particule A ou B est indépendante
de son environnement mais dépend seulement des propriétés moyennes du cristal dans son
ensemble. C’est donc un modele de champ moyen. Les probabilités d’occupation de deux sites
sont indépendantes de sorte que ’énergie s’écrit :

zNJ

E=FEy— 52, (9.19)

L’alliage est a la température T et on détermine la valeur moyenne de m =<| s |> par
minimisation de 1'énergie libre F/(T,s) = E(s) — T'S(s), ou S est l'entropie de mélange. En
conséquence m est solution de ’équation :

m = tanh(SzJm). (9.20)

Ce résultat, qui démontre une transition ordre/désordre pour l'alliage, est complétement
analogue a la solution du modele d’Ising en champ moyen.

Introduction

Ce modele est utilisé pour étudier la stabilité des mélanges, notamment la transition ordre-
désordre dans les alliages. On considere ainsi un mélange binaire constitué de deux types de
particules A et B.

Il peut s’agir d’un alliage cristallin ou les particules (N/2 particules A et N/2 particules B)
occupent les sites d’un réseau régulier (Fig. 9.6), constitué de deux sous-réseaux équivalents
a et [ (chaque site du réseau «v est entouré de z sites voisins du réseau (3 et réciproquement).
Les particules peuvent changer de position sous 'effet de 'agitation thermique, de sorte que
lalliage peut étre ordonné (particules A - resp. B - sur le sous-réseau « - resp. 3, ou bien
particules A toutes & droite, B toutes a gauche) ou non.



160 CHAPITRE 9. TRANSITIONS DE PHASE

Il peut aussi s’agir d’un fluide, ou les N particules (N4 = 24N = xN de type A et
Np = 2N = (1 — z)N de type B) peuvent se déplacer de fagon continue dans tout l'es-
pace, tout en occupant ’espace de facon dense, avec la contrainte d’exclusion stérique. Les
particules étant mobiles, on observe des fluctuations locales de x, pouvant conduire a une
séparation en deux phases (démizion). On adoptera alors aussi un modele de particules sur
réseau, ou le volume d’une cellule est égal au volume d’une particule (A ou B) et ou z désigne
le nombre de voisins pour chaque site (Fig. 9.12).

Lorsqu'un tel systéme est a ’équilibre thermique (température T'), il évolue vers un état
correspondant a la minimisation de son énergie libre F = F —T'S.

L’entropie S est une entropie de mélange, pour N particules dont = de type A et 1 — x de
type B, dont on rappelle I’expression calculée au chapitre 5 :

S=—-Nkjzlnz+ (1 —2)In(1 — z)]. (9.21)

Cette entropie est toujours positive (nulle pour z = 0 ou 1, elle atteint son maximum Nk In 2
pour x = 1/2). De sorte qu’en I'absence de terme énergétique, 1’équilibre correspond toujours
a la maximisation de I’entropie, c’est-a-dire au désordre maximal. Il n’y a alors pas de tran-
sition de phase.

En revanche, un terme énergétique apparait si I'on introduit les interactions, dominantes
entre proches voisins. Cette énergie négative w correspond a des forces de cohésion. On note
w;; I'énergie d’interaction entre deux particules 7 et j et IV;; le nombre de paires de particules
1j voisines.

Energie de mélange

On considere le modele ou les deux assemblées de particules, en nombre Ny = zN et
Np = (1 — )N, disposées chacunes sur un réseau de coordinence z, sont approchés et
soumises a un mélange.

Avant mélange, Nap = 0, N;; = N;z/2, d’ou 'énergie d’interaction Ej :

Ey :Z(NAwAA+NBwBB)/2. (9.22)

Apres mélange, les particules ¢ sont impliquées soit dans les paires ii (comptées deux fois),
soit dans les paires ij (comptées une fois) : zN; = 2N;; + Njj.

L’énergie d’interaction vaut :

Ey = Naswaa + Nppwpp + Napwap. (9.23)

L’énergie de mélange vaut :
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EFE=F,— F = (NAA — ZNA/Q)U)AA + (NBB — ZNB/2)U)BB + Napwap = Napw, (9.24)
avec w = wap — (waa +wpg)/2.

Dans I’hypothese ou le mélange est aléatoire, le nombre de paires AB est égal au nombre
de molécules A, soit N4 = Nz, multiplié par la probabilité pour chacun des z voisins que
celui-ci soit une molécule B, soit (1 — ), d’ot Nap = zNz(1 — x).

Alliage et Ising

Dans ce cas, ¢ = 1/2.

L’énergie de configuration de ’alliage vaut :

E = Nyawaa + Nppwpp + Napwap (9.25)

Les N;;j ne sont pas indépendants. En comptant le nombre total de liaisons entre plus proches
voisins, il vient (car les N/2 particules A participent a zN/2 liaisons de type AA ou AB,
idem pour les particules B) :

Naa+ Npp + Nap = zN/2,
N4+ Nap = 2N/2, (9.26)
2Ngp + Nag = 2N/2,
de sorte que :
Nga = Npp =2zN/4— Nap/2 (9.27)
et donc :

zIN waA + WBB
B = Z=(was + wpp) + Nap(wap - —4—-—25).

Affectons & chaque site une variable s; qui prend la valeur 1 si ¢’est un site o occupé par une
particule A ou un site 8 occupé par une particule B, et la valeur —1 dans les deux autres cas.
On retrouve le modele d’Ising en champ nul :

(9.28)

F = E() -J Z SiSj, (9.29)
<i,j>

avec Ey = (2N/8)(waa + wpp + 2wap) et J = (waa +wpp — 2wap)/4. En effet :
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> sisj=—Naa— Npg + Nag = 2Nap — 2N/2. (9.30)
<i,j>

J représente le quart de I’énergie de remplacement de deux paires AB par une paire AA et

une paire BB (Fig. 9.13).

FIGURE 9.13 — Signification de J.

Ainsisi J > 0, énergie est minimale lorsque ) s;s; est maximale, soit pour N4p maximal,
<%,j>

c’est a dire Nap = zN/2 (et Ngg = Npp = 0), c’est a dire pour un alliage ordonné. Sinon,

on aura des agrégats de particules A et B.

Méthode de champ moyen

Mais on n’a pas pris en compte la contribution entropique! (raisonnement & 7' = 0K). On
introduit un parametre s (entre -1 et 1) caractérisant 1'ordre global. Il décrit la répartition
des particules A et B sur les deux sous-réseaux : N§¢ = N(1 + s)/4, Ng = N(1 —s)/4,
N%=N(1—s)/4et No=N(1+s)/4

Les valeurs de s égales a -1, 1 correspondent a un ordre parfait, la valeur 0 au désordre parfait
(Fig. 9.13). s peut étre qualifié de paramétre d’ordre.

L’entropie de mélange vaut S = klnW, avec :

_ (N/2)! (N/2)!
W IV T 9/ (N = )/ (N (1 + )/4) (N1 = 5)/2)1 (9.31)

d’ou :

1 1 1-s 1-
oy, 1t i 5). (9.32)

S =-—-Nk 1 1

( p Ty T
Le modele de Bragg-Williams (1934) néglige les corrélations entre sites. La probabilité qu’un
site soit occupé par une particule A ou B est indépendante de son environnement. Elle ne
dépend que des propriétés moyennes du cristal dans son ensemble. C’est donc un modele de

champ moyen. On a donc :

71[3
o0 Nip _1%s (9.33)
4B N/2 2 '
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o.oooooooo s=+1
%% %% % %" " Ordre parfait

0,00 000000 s = -1

00000000 ¢ Ordre parfait
e000000 00 (réseaux échangés)
e00000000

seo0000000 s=0
OO Désordre parfait

FIGURE 9.14 — Signification de s.

Vo = Fonh, = o (132) (59) = 4 (1= ). 031

Naw = (v +olwp) = 3 [(149)" + (43" = 2 (1457

Comme :
E=Ey—J ) sisj, (9.35)
<i,j>
et :
> sisj=2Nap — 2N/2, (9.36)
<i,j>
on trouve l'expression de ’énergie :
NJ
E=FEy-~ o5 (9.37)

L’alliage est a la température T'. On minimise I’énergie libre F'(s) = E(s) —T'S(s) en dérivant
par rapport a s. Il vient :

kT 14+m

ce qui est équivalent & :
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m = th(BzJm). (9.39)

Ce résultat, qui démontre une transition ordre/désordre pour l'alliage, est complétement
analogue a la solution du modele d’Ising en champ moyen. On peut reprendre la discussion
graphique de la Fig.8.8. A température élevée, la solution est m = 0. A base température, il
apparait deux solutions non-nulles. La température de transition correspond au moment ou
la pente de la th est égale a 1 a l'origine soit k7. = zJ. On en déduit le diagramme de phase
de la Fig. 9.15.

+1
Ordre Désordre

> T

T

[

-1

FIGURE 9.15 — Diagramme de phase pour le modele de Bragg- Williams.

Ordre local

On introduit un deuxiéme parametre o (entre -1 et 1) qui caractérise l'ordre local, c’est a

140 _ 2Nap
2

dire la proportion de liaisons N 4p, soit = =47

L’ordre est parfait si 0 = £1, et le désordre parfait si ¢ = 0 (voir Fig. 9.16).
L’énergie de configuration de 1’alliage s’écrit :

E = FEy—zNJo/2. (9.40)

On a donc la relation o = s? entre ordre local et global'3. Le cas ¢ < 0 correspond & une
séparation de phase et & Nap < %. Cette situation ne peut étre décrite dans le cadre du
modele de Bragg-Williams ou 'on a trouvé Nap = % (1 + 52).

13. Ce modele ne peut pas considérer une situation ot o < 0, correspondant a une certaine séparation de
phase.
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000000000 oO=+1
%0%0%0 " 0% "’ Ordre parfait

O 060000 0 00 (5:-1
[}

o 0000000 Ordre parfait
c00 00 p . N
o 060000 60 0o (séparation complete)

0000000.0.0 =0
00000 Désordre parfait

00 00 0 0 0 0

FIGURE 9.16 — Signification de o.

9.4 Résumé des idées essentielles

L’équilibre correspond & la minimisation de ’énergie libre F = E—T'S. A basse température,
cela revient a minmiser F, ce qui conduit a un systeme ordonné. A haute température,
c’est 'entropie qui doit étre maximisé, et le systeme est désordonné. Le caractere abrupt de
cette transition, pour une température critique, est une conséquence du grand nombre de
constituants d’un systéme macroscopique. En 'absence d’interaction, le terme énergétique ne
joue aucun roéle, et il n’y a pas de transition. Ce sont les interactions qui sont responsables
des transitions de phase, qui apparalssent comme un phénomene collectif.

> T

Ordre Désordre

Transition abrupte

FIGURE 9.17 — Transition ordre/désordre.

Le calcul de la température critique et des propriétés du systeme au voisinage de la transition
est généralement impossible, ce qui impose de recourir & des méthodes d’approximation qua-
lifiées de méthodes de champ moyen. Ces méthodes consistent a étudier une composante en
remplacant, dans les termes d’interaction de I’énergie, les variables des autres composantes par
leurs valeurs moyennes et a écrire une condition d’auto-cohérence, a savoir que les moyennes
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calculées doivent coincider avec celles posées au départ pour les autres composantes. Cette
démarche a été illustrée sur trois systemes physiques différents, le gaz de van der Waals, qui
consiste a prendre en compte les interactions entre molécules dans un gaz, le modele d’Ising,
directement inspiré des problemes de magnétisme, et le modele de Bragg-Williams, utilisé
pour discuter la transition ordre-désordre dans les mélanges.
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9.5 Complément 1 : Théorie de Landau

Ehrenfest proposa une premiere classification des transitions de phase selon I'ordre des dis-
continuités de 1’énergie libre F' (ou de 'enthalpie libre G) a la transition. Les transitions du
premier ordre s’accompagnent de discontinuités des grandeurs physiques liées aux dérivées
partielles premieres de F' (entropie, volume molaire...). Les transitions du second ordre s’ac-
compagnent de discontinuités dans les dérivées partielles secondes de F' (chaleur spécifique...).

Quelques années plus tard, Landau proposa une explication théorique de cette classifica-
tion. Une transition du second ordre correspond & un changement (ou brisure) de symétrie
du systeme, c’est a dire au passage d’une phase moins symétrique (ou ordonnée) & basse
température a une phase plus symétrique (ou désordonnée) a haute température.

Il est alors possible de définir une grandeur m, appelée paramétre d’ordre, nulle dans la
phase la plus symétrique et non nulle dans la phase la moins symétrique (avec plusieurs va-
leurs possibles), variant rapidement mais continiment en fonction de la température. Dans
la transition para-ferromagnétique (ou la symétrie brisée est une symétrie par rotation), le
parametre d’ordre est I'aimantation (non nulle dans la phase ferromagnétique (ordonnée) a
T < T, et nulle dans la phase paramagnétique (désordonnée) & T' > T.). Dans la transition
liquide-gaz, c’est ’écart de la densité a la densité critique (mais il n’y a pas alors de change-
ment de symétrie). Dans ’alliage binaire, c’est le parametre s.

Landau suppose que I’énergie libre F' est une fonction analytique du parametre d’ordre m et
de la température T'. Effectuons alors un développement de F'(T,m) en puissances de m au
voisinage de 1" = T,. Puisque m(7,) =0 :

F(T,m) = Fo(T) + o(T)m + A(T)m? + B(T)m> + C(T)m* + ... (9.41)

Les propriétés du systeme s’obtiennent alors par minimisation de F par rapport au parametre
d’ordre. Pour T' > T, F' doit étre minimale pour m = 0. En conséquence a(T') = 0 et A(T)
doit étre positif pour T' > 1. Mais pour T' < T, F' ne doit pas étre minimale pour m = 0,
donc A(T) doit étre négatif pour T' < T,. On écrira donc A(T) = a(T — T,) avec a > 0.
Au point de transition, I’état m = 0 doit étre stable, donc B(T¢) = 0 et C(T) > 0. Landau
suppose que B(T) =0 et C(T) = ¢ > 0. Ainsi, le développement de F' au voisinage du point
critique s’écrit simplement :

F(T,m) = Fo(T) + a(T — T.)m?* 4 cm™. (9.42)

Ce développement s’avere conforme a ceux que l'on peut obtenir dans les modeles de champ
moyen précédents, dont la théorie de Landau constitue une généralisation (équations (9.18)
et (9.37)).

La condition d’équilibre du systéme s’écrit alors : (OF/dm)r = 2a(T — T.)m + 4em? = 0.
Pour T' > T, on trouve une seule solution m = 0, mais pour T < T, il y a deux solu-
tions supplémentaires ++/a(T — T¢.)/2¢, qui correspondent & un minimum de F' et donc a un
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F T>T,

T<T

\/\/ -

FIGURE 9.18 — Energie libre de Landau en fonction du paramétre d’ordre.

équilibre stable, ce qui est conforme & 'Eq. (9.17). La Fig. 9.18 représente schématiquement
les variations de F' en fonction de m pour différentes températures.

A la transition, 'entropie S = —g—g est continue, tandis que la capacité calorifique C' = Tg—g

est discontinue !4,
L’influence d’'un champ extérieur h peut étre représentée par un terme du premier ordre :

F(T,m,h) = Fo(T) + a(T — T.)m?* + em* — hm (9.43)

La condition d’équilibre s’écrit alors 2a(T — T,)m +4cm? = m. On en déduit la susceptibilité
X(T) relative au parametre d’ordre en champ nul :

X(T) = m pour T > TC)
(9.44)
X(T) = —m pour T < TC'

9.6 Complément 2 : Fluctuations au point critique

Les méthodes de champ moyen négligent les fluctuations autour de la valeur moyenne. Ce-
pendant, au voisinage du point critique, ol le systeme "hésite” entre deux phases de stabilité

14. S = So pour T > T, et S = So + a*(T — T¢.)/2c pour T < T.. C = Co(T) = T%% pour T > T, et
C = Co(T) + a*T/2c pour T < Te.
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FIGURE 9.19 — Fluctuations au point critique.

voisine, les fluctuations deviennent importantes (Fig. 9.19). Ainsi, dans la transition para-
ferromagnétique, il apparait des amas de spins de méme orientation (+ ou -) entremélés, a
toutes les échelles d’observation (structures auto-similaires). Dans la transition liquide-gaz, les
fluctuations se manifestent par le phénomene d’opalescence critique (mélange intime de bulles
de gaz et de gouttes de liquide de toutes tailles). De fait, on constate une différence entre les
prédictions de champ moyen et les observations expérimentales, les simulations numériques
ou encore les solutions exactes existantes.

On caractérise les fluctuations spatiales d’une grandeur f(7) par la fonction de corrélation
suivante, ou < . > désigne une moyenne spatiale :

< f(AfF+R)>— < f(F) >< f(F+ R) >
< f(P)? > — < f(7) >? '

La décroissance de cette fonction de corrélation s’avere en général étre du type Cf(R) o
exp(—R/). Ceci définit une longueur de corrélation £, qui caractérise la taille moyenne des
fluctuations. Au voisinage du point critique, la longueur de corrélation & diverge, et le systéme
est extraordinairement sensible a la moindre perturbation, telle que la présence d’un champ
extérieur, c’est a dire que la susceptibilité y diverge elle aussi.

Ct(R) = (9.45)

La théorie des phénoménes critiques, élaborée dans les années soixante (Kadanoff, Wil-
son, Fisher...), montre qu’au voisinage de la transition, le parametre d’ordre, la longueur
de corrélation et la susceptibilité vérifient des lois de puissance en fonction du parametre
(T'—T.), mettant en jeu des exposants critiques. Ceux-ci ne dépendent pas de la physique mi-
croscopique, mais seulement de la dimension spatiale, de la dimension du parametre d’ordre,
et de la symétrie du probleme. Ceci permet de définir des classes d’universalité. C’est ainsi
qu’un fluide au point critique a les mémes propriétés que le modele d’Ising a trois dimensions
d’un corps ferrromagnétique, puisque les parametres d’ordre (densité et aimantation) sont
tous deux scalaires.
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Un des grands problemes reste alors le calcul des exposants critiques. L’analyse du systeme
au voisinage du point critique est un probleme redoutable puisqu’au fur et a mesure que ’on
s’en approche, la taille des fluctuations devient gigantesque, ce qui impose de considérer une
région de plus en plus grande. L’astuce consiste donc a essayer de moyenner ces fluctuations.
On a vu que les théories de champ moyen remplacent I’environnement fluctuant d’un consti-
tuant par un environnement moyen, comme si toute particule du systéme contribuait a la
force agissant sur chaque site. Ces théories sont d’autant meilleures que le nombre de voisin
(coordinence) est grand, de sorte que s’opere un effet de moyenne, et donc que la dimen-
sion augmente. Le résultat remarquable est que la théorie de champ moyen devient exacte a
partir d’une dimension critique, qui s’avere valoir 4 pour les transitions de phase du second
ordre : les exposants critiques convergent vers leur valeur de champ moyen au-dessus de cette
dimension critique. Connaissant la valeur exacte des exposants critiques en dimension 4, les
théoriciens ont ensuite fait des calculs de champ moyen dans des espaces de dimension 4 — €,
ou € est une variable continue (!), de fagon & obtenir des développements asymptotiques
des exposants critiques en fonction de e, qui fournissent des estimations correctes pour les
dimensions 3 et méme 2 (soit € = 1 et 2).

Les résultats qui viennent d’étre énoncés (classe d’universalité, dimension critique, développement
en €) sont dus en partie a la puissante théorie du groupe de renormalisation. Le principe de la
méthode est de découper un grand probleme en une suite de questions plus petites. Dans la
méthode dite des blocs de spin, on divise d’abord le réseau en blocs de quelques spins dont la
taille est petite devant la longueur de corrélation, puis on remplace chaque bloc par un spin
moyen, obtenu par une regle de majorité par exemple. Enfin on réintroduit ’échelle initiale
en contractant les blocs. C’est comme si on regardait le réseau a travers un objectif mal mis
au point. S’il y a de petites fluctuations, on arrive ainsi a les moyenner. Quand on approche
cependant du point critique, les fluctuations existent a toutes les échelles, et le systeme est
invariant par I'opération de renormalisation. Ces résultats sont tres importants du point de
vue théorique puisqu’ils mettent en évidence une certaine universalité des comportements.
Les méthodes mises en oeuvre sont cependant tres techniques et dépassent le cadre de ce
cours.

9.7 Complément 3 : Transition de percolation

Nous terminons ce chapitre par la discussion d’un autre type de transition de phase, dont
I'origine est cette fois-ci non pas thermodynamique mais géométrique. Ce qui est en jeu est
alors une transition de comnectivité. Ce probleme a d’abord été étudié dans le cadre de la
filtration d’un fluide & travers un milieu poreux (Hammersley et Broadbent, 1957), d’ou le
terme de percolation, la question étant alors de savoir si le fluide passe on non a travers un
réseau de pores (comme dans la préparation du café). Plus généralement, le probléeme est celui
de la transmission de I'information dans un environnement étendu dans lequel sont distribués
des sites connectés aléatoirement. On peut se demander si la probabilité de transmission a
grande distance augmente régulierement avec la densité d’interconnexion. Il n’en est rien. La
percolation fonctionne par tout ou rien, c’est ce que 'on appelle un phénomeéne a seuil. La
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théorie de la percolation permet d’énoncer des propriétés génériques communes (transport
de charge, de chaleur, de matiere, de force) pour divers matériaux hétérogenes, lorsque le
désordre est proche d’un seuil critique qui correspond & une transition de connectivité. La
nature offre des exemples variés d’application de ce concept : la prise d’une confiture, ’avancée
du pétrole dans une roche, I’entrainement des sédiments par une riviere, la propagation d’une

épidémie par contagion, du feu dans une forét, la prolifération des tumeurs'°...

Seuil de percolation

PP
Py | (e e
~F M=t T F

Tim, | =l £
S R 3R e
! |_;_I— ! ‘i:"_‘:[_r e

? 3013

FIGURE 9.20 — Passage de la transition de percolation.

Nous commencerons par ’exemple simple du réseau aléatoire de résistances. Considérons
donc un réseau de résistances, dans lequel on coupe aléatoirement une fraction des liens.
Ce réseau étant placé entre deux électrodes et soumis & une différence de potentiel fixée,
on mesure le courant I(p) (ou encore la conductance G(p)), en fonction de la fraction p de
liens présents. Au fur et & mesure que I’on coupe des liens, le courant diminue. D’autre part,
si la proportion de liens présents est assez faible, il n’existe plus de chemin continu d’une
électrode & l'autre, et le courant est exactement nul. Le point fondamental est ’existence
d’une proportion critique de liens p., en dessous de laquelle le courant s’annule. On parlera
dans la suite du seuil de percolation (voir Fig. 9.20).

Remarquons que nous n’avons pas spécifié la dimension de l’espace auquel appartient le
réseau, méme si la représentation qui en a été faite est a deux dimensions sur la Fig. 9.20.
En fait, la dimension joue clairement un role important dans ce type de probleme. A une
dimension, chaque lien est critique et le probléme est trivial (p. = 1). Physiquement, on
s’intéresse aux situations a deux ou trois dimensions.

15. La théorie de la percolation s’applique aussi & la connectivité des réseaux de communication (téléphone,
routes, canalisations, voire relations sociales...).
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triang. (2D) carré (2D) cub. simple (3D) cub. centré (3D) cub. faces centrées (3D)

z 6 4 6 8 12
plien 0,35 0,5 0,25 0,18 0,12
piite 0,5 0,59 0,31 0,25 0,2

TABLE 9.1 — Seuils de percolation dans des réseaux 2D et 3D.

Dans ’exemple précédent, on a raisonné sur les liens, qui étaient coupés ou non, et ’on
parle alors de percolation de lien. Dans un réseau, on peut aussi supposer que tous les liens
sont présents, mais que ce sont les sites qui ont une certaine probabilité d’étre bloqués. Ce
deuxiéme probleme, trés voisin, s’appelle la percolation de site.

Amas : géométrie, transport

FIGURE 9.21 — Schéma de l’amas infini.

Dans chacun de ces problemes, on peut regrouper les objets actifs (lien non coupé ou site non
bloqué) en amas connectés (de proche voisin en proche voisin). Lorsque la fraction d’objets
actifs (le parametre p) est faible, les amas sont de petite taille et disjoints. Au seuil de per-
colation, il apparait un amas infini (et un seul), qui constitue un chemin percolant a travers
le systeme (voir Fig. 9.21). Pour caractériser la distribution de taille des amas, on considere
la fonction N(n), qui compte le nombre d’amas de taille n divisé par le nombre total d’objets.

Les propriétés du syteéme au voisinage du seuil de percolation vont étre étudiées a 'aide de
quatre fonctions du parametre p, relatives a la géométrie du systeme pour les trois premieres
et a une propriété de transport pour la derniere :

1. &, la taille moyenne des amas; c’est la longueur caractéristique qui intervient dans la
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décroissance exponentielle de la probabilité de connexion de deux objets distants; elle
peut étre vue comme une longueur de corrélation (voir Sec. 9.6) ;

2. < n >, le nombre moyen d’objets dans un amas, qui s’exprime a 'aide de la fonction
2
N(n) : <n>= %, ou le dénominateur est égal a la proportion d’objets actifs,
p;
3. P, la probabilité d’appartenir a I’amas infini; c’est aussi la densité de ’amas infini;

4. o, la conductivité du systeme.

Le comportement de ces quatre fonctions, schématisé sur la Fig. 9.22, se comprend de la

fagon suivante. Exactement au seuil, il y a des amas finis de toutes les tailles, de sorte que les

fonctions € et < n > divergent (au-dessus du seuil, ces fonctions ne sont plus définies, mais on
) )

peut considérer les grandeurs relatives aux ”trous”). Jusqu’au seuil, ou I'on se trouve juste a

la limite d’apparition d’un amas infini, les fonctions P et ¢ sont rigoureusement nulles, puis

pour p > p,, elles croissent, mais a des vitesses différentes.

Au-dessus du seuil, ’amas infini a une structure tres ténue, comme un filet & grosse maille
(voir Fig. 9.21). Il y a de trés nombreux culs-de-sac. Si l'on enléve tous ces bras morts, il
reste le squelette, composé d’une part de "boucles”, d’autre part de liens sensibles. Ces liens
sensibles sont les passages rares et obligatoires qui controlent le transport, un peu comme le
rétrécissement de voies de circulation détermine la limite de fluidité du trafic urbain. L’amas
infini est extrémement tortueux, mais possede une symétrie particuliere : il est statistique-
ment invariant par changement d’échelle, ou encore auto-similaire. Quel que soit le grossis-
sement avec lequel on le regarde, on observe la méme structure géométrique. Un tel objet
est caractérisé par sa dimension fractale, que 'on trouve dans la loi de puissance exprimant
comment la "masse” (le nombre d’objets) varie avec la taille. Contrairement aux systemes
usuels (courbe, surface, volume), cettte dimension est non entiere. A deux dimensions, la
dimension fractale de I'amas infini vaut Dy = 1,89, celle du squelette vaut D, = 1,62, celle
du plus court chemin vaut 1,12, et enfin, celle des liens sensibles vaut D;; = 0, 75.

La croissance explosive de P reflete la rapidité avec laquelle les amas finis se connectent aux
amas infinis au-dessus du seuil. En revanche I’addition des amas en cul de sac n’ajoute pas
de chemin au courant et donc ne contribue pas a la conductivité. Seul le squelette contribue
ao.

Comportements universels

L’allure de la fonction P(p) évoque une transition de phase du second ordre, ou le parametre
d’ordre varie rapidement mais contintiment en fonction du parametre de controle. A la fin des
années soixante, il a été possible de faire le lien entre la percolation et la théorie des transitions
de phase, permettant ainsi d’appliquer au probleme de percolation I’arsenal théorique mis au
point pour les transitions de phase. L’analogie entre la percolation de lien et la transition
para-ferromagnétique est précisée dans le Tab. 9.2.
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Dc T.
P m
§ §
<n> x

TABLE 9.2 — Analogie entre percolation et transition para-ferromagnétique.

Les singularités des quatre fonctions au seuil sont régies par des lois de puissance, qui
définissent quatre exposants critiques v, v, B et t :

( § ~ (p07p)—u7

<n> ~ (pc—p)77,
(9.46)

P ~ (p - pC)ﬁu

o ~ (p—p)t

500 T T T T T
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FIGURE 9.22 — Allure des grandeurs géométriques et de transport au seuil de percolation

(percolation de lien sur un réseau carré 2D).

Si le seuil de percolation p. dépend du type de probleme (lien ou site) et du type de réseau
(via la coordinence, voir le Tab. 9.1), les exposants critiques ne dépendent que de la dimen-
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dimension 2 3 4 5 6

v 1,33 0,88 0,68 057 05
3 0,14 044 064 084 1
~ 239 16 143 1,18 1
t 1,3 19 24 27 3

TABLE 9.3 — Valeur des exposants critiques en fonction de la dimension.

sion D (voir le Tab. 9.3). Tous les problemes de percolation a deux dimensions forment une
famille unique, de méme a trois dimensions. Les exposants sont qualifiés d’universels, et ’'on
parle de classe d’universalité. Enfin, il existe des relations tres générales entre les exposants,
indépendantes de la dimension, appelées lois d’échelle, telle que v +28 =vD et Dy = D — g

On peut résumer les caractéristiques de la percolation dans les trois propriétés suivantes :

1. D'existence d’un seuil,
2. la divergence d’une longueur de corrélation,
3. les singularités de certaines grandeurs, caractérisées par des exposants critiques univer-
sels.
La puissance de la théorie de la percolation se trouve dans ’existence des exposants critiques

qui décrivent les comportements de grandeurs géométriques (£, < n >, P) ou de transport
(0). Ces exposants sont indépendants de la géométrie du systeme.

Percolation mécanique

FIGURE 9.23 — FEtat sol et état gel.

La formation d’un gel (gélatine, yaourt, solidification du jaune d’ceuf chauffé...) correspond a
une réaction de polymérisation. Le phénomeéne de vulcanisation (pontage des longues chaines
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lien connecté liaison chimique
P fraction de liaisons formées
De point de gel
amas fini molécule de sol
amas infini macromolécule de gel
£ poids moléculaire moyen
P fraction de gel

o module élastique

TABLE 9.4 — Analogie entre percolation et transition sol-gel.

d’isoprene par le soufre) peut étre décrit de maniere analogue. Au début, la fraction de liaisons
formées est faible et la solution est un liquide usuel (sol). Sa viscosité augmente au fur et
a mesure qu’il se forme des molécules de plus en plus grosses, jusqu’a ce qu’il apparaisse
un filet macromoléculaire seulement limité par la taille du récipient. La transition sol-gel est
alors caractérisée par la divergence de la viscosité et ’apparition d’une rigidité mécanique.
Mais cette armature élastique ne représente que quelques pourcents du volume ; il reste des
molécules de taille finie et du liquide. Le gel est un solide élastique mou. En 1976, Stauffer
et de Gennes se sont intéressés au comportement mécanique d’un gel, en développant une
analogie entre un "filet macromoléculaire étendu” et un réseau aléatoire de résistances. Le
méme chemin transmet le courant et la force, et il y a une correspondance directe entre la
loi d’0Ohm reliant courant et potentiel et la loi de Hooke reliant déformation et contrainte 6.
La correspondance entre la transition sol-gel et la transition de percolation de connexité est
résumée dans le Tab. 9.4.

16. Dans le réseau mécanique, on note u; le déplacement du site 7; deux sites sont soit attachés par un
ressort de raideur k (ki; = k), soit libres (ki; = 0). Chaque site sera au repos si _; kij(u; — u;) = 0. De
méme dans le réseau électrique isomorphe au réseau précédent, en notant v; le potentiel au site i et g;; la
conductance entre deux sites (égale & g ou 0 selon la présence d’une connexion), la condition de courant net
nul en chaque noeud s’écrit ; gi;(vi — v;) = 0.
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9.8 Exercices

Ex9-1 : Un modele simple de transition liquide-gaz

E
° o ‘
. .

Gaz 0

° ° °

° ° °

° ° °

Liquide -€

FIGURE 9.24 — Modeéle simple de transition liquide-gaz.

On se propose d’étudier la transition liquide-gaz dans le cadre d’un modele statistique tres
simple. Soit un systéme de N particules (N > 1) indiscernables, dont n dans la phase gazeuse.
On néglige le volume occupé par le liquide devant celui occupé par le gaz. Les particules de
gaz occupent une enceinte constituée de P cases (P > N). Chacune de ces cases peut contenir
au plus une particule de gaz. Ce systeme est en équilibre avec un thermostat a la température
T. On néglige les énergies cinétiques : les particules du gaz sont d’énergie nulle, tandis que
celles du liquide ont une énergie constante négative —e.

1 — Pour une valeur fixée de n, calculer I’énergie F puis le nombre de micro-états W. En
déduire 'entropie S, puis I’énergie libre F.

2 — En réalité, le nombre n n’est pas fixé, mais s’ajuste lui-méme, a ’équilibre, & une certaine
valeur moyenne. Déterminer cette valeur moyenne, et représenter graphiquement le résultat
en fonction de T

3 — Sauf a de trés hautes densités, le nombre P de cases disponibles pour la phase gazeuse
doit étre considéré comme tres grand, en particulier, on a P/2 > N. Que se passe-t-il alors
pour n au-dela d’une certaine température Tg ?

Ex9-2 : Equation d’état de van der Waals

L’objet de cet exercice est d’étudier l'effet des interactions entre particules sur 1’équation
d’état d’'un gaz. On va pour cela utiliser le formalisme de la fonction de partition. Tout
d’abord, on va étudier le gaz parfait a I’équilibre thermique. Puis, on traitera l'effet des inter-
actions dans le cadre de 'approximation de champ moyen, et on retrouvera ainsi ’équation
d’état de van der Waals.

I - Gaz parfait a I’équilibre thermique
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On considere une assemblée de N particules de masse m sans interactions occupant un vo-
lume V et a I’équilibre thermique & la température T

I-1 — Calculer la fonction de partition Z(N,V,T) du gaz parfait en remarquant qu’il s’agit
d’une assemblée de particules indépendantes, identiques et indiscernables.

I-2 — Retrouver alors I’équation d’état du gaz parfait.

IT - Effet des interactions - Approximation de champ moyen

On prend désormais en compte les interactions entre particules. La forme du potentiel d’in-
teraction U (r) entre deux particules a été discutée dans le cours : il est composé d’une partie
fortement répulsive a courte portée et d’une partie attractive a moyenne portée. Le minimum
du potentiel (distance d’équilibre) correspond a une distance ¢ et a& une énergie —Up. On
utilise souvent le potentiel suivant, dit de Lennard-Jones :

12 6
o= | ()" -2(%)’].
r r
ro est de P'ordre de quelques angstroms et Uy est de 'ordre de quelques centiemes d’électron-
Volt.

II-1 — Montrer que la fonction de partition s’écrit sous la forme :

1 QIN,V,T
Z(N7V7T) = ]V'ig]v(zj))a

ou Q(N,V,T) est une intégrale de configuration portant sur les positions des N particules,
et A(T') est la longueur d’onde thermique.

II-2 — Pour estimer 'intégrale de configuration, dont le calcul constitue une difficulté ma-
jeure, on adopte une approximation de champ moyen : on considere que chaque particule
est soumise a un potentiel effectif Ugs; qui lui interdit de s’approcher trop pres des autres
particules, et qui la confine dans le reste du volume. On propose la forme suivante :

Uet () = +00 pour 7 € V,,
Ueff(f‘) = U,, pour reV — Ve,

ou Ve = Nb et Uy, = —aN/V sont le volume exclu et le potentiel moyen associés aux autres
particules. Discuter cette approximation et proposer une estimation de a et de b.

I1I-3 — Calculer alors la fonction de partition Z(N,V,T).

II-4 — Retrouver alors I’'équation d’état du gaz de van der Waals.



9.8. EXERCICES 179

I1-5 — Calculer I’énergie moyenne et discuter.

Ex9-3 : Transition solide/liquide d’un systéme de disques durs "

On considere un systeme constitué de N disques identiques parfaitement rigides de diametre
o, sans interactions, pouvant se mouvoir sur une surface d’aire A. Le but de ce probleme
est de montrer que ce systéme présente une transition de phase solide/liquide. Pour ce faire,
on adopte un modele simplifié. On considére que le systéme peut étre représenté par un
arrangement bidimensionnel dense de carrés et de triangles équilatraux de c6té b > o (voir
figure 9.25). Les sommets de ce rseau (dit < de Bernal ») représentent les centres des disques.
De nombreuses configurations équivalentes existent lorsque les proportions de carrés et de
triangles sont fixées, d’ou 'existence d’une entropie de configuration non nulle. Lorsque la
proportion de carrés est nulle, on obtient un réseau hexagonal qui présente un ordre a longue
distance ; les disques sont alors situés aux nceuds d’un réseau cristallin et le systeme est
dans sa phase solide. Dans le cas contraire, la plupart des configurations ne présentent pas
d’ordre a longue portée mais seulement a courte distance, une situation caractéristique de
I’état liquide.

Seules quatre configurations locales autour d’un disque donné sont admissibles pour un réseau
de Bernal. Ces configurations sont représentées sur la figure 9.26. Un disque entouré de six
triangles compte six proches voisins et est qualifié de 6-disque. Un disque entouré de trois tri-
angles et de deux carrés compte cing proches voisins et est qualifié de 5a- ou de 53-disque (en
fonction du type d’arrangement local). Enfin, un disque entouré de quatre carrés et possédant
quatre proches voisins est qualifié de 4-disque. Afin de simplifier les choses, nous ferons ici
I’hypothese que le nombre de 4-disques est égal a zéro.

1. On note N, le nombre de disques de type r (r = ba, 503, 6). Ecrire la conservation du
nombre de disques en fonction de n, = N, /N.

2. On note a, I'aire de la cellule de Voronoi'® d'un r-disque (les cellules de Voronoi corres-
pondant a chaque configurations locales sont représentées sur la figure 9.27). Calculer les a,
et exprimer la conservation de la surface en fonction des quantités n,, a,, A et N.

En premire approximation, la fonction de partition Z du systéeme peut s’écrire comme le pro-
duit du nombre de fagons W dont il est possible d’arranger Ng 6-disques, N5, Ha-disques et
Nsp 53-disques dans le plan, par une contribution Zj, due a la vibration des disques autour
des nceuds d’un réseau de Bernal donné : Z = W Z;p.

3. Déterminer les configurations locales possibles pour chacun des proches voisins d’un r-
disque (on distinguera les sites de type A, B et C sur la figure 9.26), sans tenir compte des

17. Exercice congu par P-E. Peyneau.

18. Soit un ensemble de points {Pi,..., P;,...} du plan (ces points représentent les centres des disques dans
le cas présent) : la cellule de Voronol afférente au point P; est définie comme l’ensemble des points du plan
plus proches de P; que de tout autre point Pj;.
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(a) ‘ (b

FIGURE 9.25 — Exemples de réseaux de Bernal. (a) correspond a ’état solide et (b) a ’état
liquide.

contraintes supplémentaires imposées par la présence d’un r-disque sur un site proche voisin.

4. Justifier de maniere heuristique I'estimation :

N!
~ (4N5a+6N )/2 NSQ/Q
W= Ng!N5a!N5p! (50 + 155) #9015 (nsa)
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C G Cx 7
C C B B
C e B A B
6 - BX
C B
B
B
B
B B
58 4

F1cURE 9.26 — Configurations locales possibles.

On pose

N5q + Nsg = 1, ng=1—=x

nsa =tr, nsg=(1—1t)x
5. En utilisant la formule de Stirling In N! ~ N1In N — N, montrer que

InW
N

Evaluons maintenant la contribution vibrationnelle Z,;;, al’aide de ’approximation dite de
volume libre. Dans le cadre de cette approximation, on considere que chaque particule est libre
de se mouvoir dans une zone déterminée par la position de ses proches voisines, considérées
comme fixes sur les noeuds du réseau de Bernal. On note vs laire libre d’un disque de type
S5ac ou 5 et vg l'aire libre d’un 6-disque. Si 'on note « la quantité b/o — 1, on peut montrer
qu’au voisinage de « =0, on a :

— —(1—a2)ln(l —2) - %’m(m) — (1=t —t)2] + (3 - H)zInz

vs = (2+V3)ato?
Vg = 2\/304202

6. En considérant que chacun des N disques peut se déplacer indépendamment des autres
sur une surface d’aire v déterminée, montrer que :
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VSN
Y/

6

5¢ 53

F1GURE 9.27 — Cellule de Voronoi pour chaque type de disque.

2mmkgT N
2

Zyip = (2\/3&202(1 + Cx)
Donner 'expression de la constante numérique C' et calculer I’énergie libre F' du systeme.
7. Montrer & 'aide du résultat de la question 2. que l'aire A du systéme peut s’écrire
A= Ay(1+a)*(1+ Cx)
et donner I'expression de Ay.

8. Calculer I'enthalpie libre du systeme (a I'aide de la formule de la thermodynamique clas-
sique) en fonction des trois paramtres z, t et a.
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9. Quelle propriété remarquable l’enthalpie libre vérifie-t-elle a 1’équilibre thermodyna-
mique ? En déduire l'expression de t(x) et de a(z) a I’équilibre.

10. Les expressions précédentes permettent d’exprimer G comme une fonction de la seule
variable z. Considérons la fonction ¢g(z) présentant la méme variation avec x que G/(NkgT)
mais décalée selon la verticale de sorte que g s’annule lorsque = = 0 quelle que soit la valeur du
parametre PAg/(NkgT) (on ne demande pas de donner I’expression de g). L’allure de g(z)
est représentée sur la figure 9.28 pour différentes valeurs de PAg/(NkpT). Commenter (on
s’attachera en particulier & montrer en quoi ces courbes prouvent 1’existence d’une transition

liquide/solide).

g(x)/\
HEe >6.90
PR =5 gl
0 1 X/
'NkT<6.90

FIGURE 9.28 — Enthalpie libre normalisée g(z) pour différentes valeurs de PAy/(NkgT).

Ex9-4 : Ségrégation dans les matériaux granulaires

Les matériaux granulaires (sables, poudres...) sont des assemblées de particules macrosco-
piques (taille supérieure a une dizaine de microns), interagissant par contact.

1. En comparant I’énergie thermique a 1’énergie potentielle caractéristique d’un grain sphérique
de diametre d plongé dans le champ de gravité g, montrer que ces particules sont dénuées
d’agitation thermique.

C’est ainsi que I'on peut réaliser des empilements granulaires (chateaux de sable...) dont la
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stabilité est purement mécanique (équilibre des grains sous 'effet de la gravité et des forces
de contact). La notion de température thermodynamique usuelle n’est pas pertinente pour de
tels matériaux. Il a toutefois été proposé il y a une vingtaine d’années d’étendre les concepts
de la physique statistique a ces systemes. Considérons une assemblée de N grains identiques
(on considerera dans la suite des disques de diametre d, en dimension 2). Un micro-état «
est une configuration d’équilibre mécanique du matériau granulaire, qui occupe un volume
Vo (en fait une surface en dimension 2). Dans la suite, tous les volumes sont mesurés en
unité du volume élémentaire d'un grain (ici md?/4). On appelle W le nombre des micro-
états 12, et S = In W l'entropie, qui est sans dimension (k = 1). De facon & permettre & ces
matériaux d’explorer leurs micro-états, on les agite (comme lorsque I’on secoue un paquet de
sucre). Apres chaque agitation, le systéme revient au repos dans un des micro-états possibles.
Pour un niveau d’agitation donné, le matériau occupe un volume moyen V' (la moyenne des
Va). Ce volume joue le role fondamental occupé par 1’énergie en physique statistique usuelle.
Par analogie, on définit la compactivité X d’un matériau granulaire comme la grandeur qui
s’égalise a 1’équilibre lorsque deux sous systemes d’un systeme isolé échangent du volume.
Ainsi % = %. Dans les questions suivantes, on répondra par analogie avec les concepts
développés en physique statistique usuelle, de facon concise.

2a. Exprimer Y, analogue de I’énergie libre, en fonction de V, S et X.

2b. Exprimer la probabilité p, d’un micro-état de volume V, pour un systeme de compac-
tivité X, en précisant la fonction de partition Z(X).

2c. Ecrire la relation entre Y et Z(X).

Les grains, considérés comme rigides, interagissent a leur contact par une condition de non-
interpénétration et par une loi de frottement de Coulomb : en chaque contact, les forces
normale N et tangentielle T' vérifient 'inégalité | T' |< uN, ou p est le coefficient de frotte-
ment (I’égalité est vérifiée dans les situations de glissement). On congoit aisément que plus p
est élevé, plus la compacité?® d’un empilement granulaire est faible. A une assemblée de N
disques identiques i est associée I’assemblée des N cellules de Voronoi?!, chacune de volume
v;, qui réalise un découpage de ’espace : le volume V' de I'assemblée s’écrit V' = >, v;. v
peut varier entre une valeur minimale v,,;, correspondant a I’empilement hexagonal compact
de compacité maximale (v, = 2v/3/7) et une valeur maximale v, fonction croissante
de p. On fait 'hypothese que la distribution de v est uniforme entre v,,;, €t Vmqe. On pose
u = (Umin + Umaz)/2 et W = (Vmaz — Umin)/2. Par ailleurs, on néglige les corrélations entre
les cellules de Voronoi voisines.

3a. Par analogie avec I’étude de I'équilibre thermique, en considérant que les micro-états
sont définis par la valeur des volumes des cellules de Voronoi, montrer que :

19. Pour les systéemes microscopiques, le volume élémentaire d’un micro-état est fourni par la mécanique
quantique. Pour les systemes macroscopiques considérés ici, les micro-états restent non dénombrables.

20. Volume des grains divisé par le volume total.

21. Définies dans le probleme 2.
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Z(X,p) = Z(qu)Na

avec :

X
2( X, u,w) = Eemp(—%) sinh(%).

3b. Montrer alors que le volume moyen de chaque cellule de Voronoi vaut :
w
<v(X,p)>=u+X — wcoth(f).
3c. Tracer qualitativement les dépendances de < v > en fonction de X pour deux valeurs
de p (p2 > p1) distinctes.

On considére maintenant un mélange de N grains de type A (fraction z) et B (fraction 1—x),
de méme taille, et ne différant que par leur coefficient de frottement : on distinguera ainsi
les coefficient de frottement gy entre les deux types de grains (I et J désignent A ou B).
On s’intéresse dans la suite a la tendance de ce mélange a ségréger, dans ’esprit du modele
étudié en séances 7 et 8. On considere ainsi un modele de particules sur réseau de coordinance
¢ (pour distinguer de la fonction de partition z). Chaque cellule de Voronoi est découpée en
¢ sous-cellules correspondants aux ¢ contacts, de volume compris entre vpn /¢ €t Vpmqz/c, ol
Umaz dépend du coefficient de frottement pr;. On définira ainsi des grandeurs uyy et wyy.

4a. Partant de la fonction de partition, et en prenant garde a retrancher les contributions
avant mélange, montrer que :

Y
et (- ) (l )+ ex(l— 2yl ( YAABEY)
NX -

avec .

zrg = z2(X,ury/c,wry/c).

4b. Discuter alors qualitativement le diagramme de stabilité du matériau granulaire. Tracer
le diagramme en fonction de x et d’un parametre F' a définir. Ecrire les équations de la limite
de solubilité et de la spinodale.

4c. Considérer en particulier les limites X — 0 et X — oo (par développement limité). On
discutera la stabilité avec les valeurs wa4 = 0,05, wpp = 0,01 et wap = 0, 02.
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Chapitre 10

Phénomenes de transport - 1

Introduction

Equilibre

Un systeme est a 1’équilibre lorsque les grandeurs macroscopiques qui le caractérisent ne
changent pas au cours du temps et qu’il n’est traversé par aucun flux. Ceci ne signifie
naturellement pas qu’a 1’échelle microscopique, les particules restent immobiles (a ’échelle
macroscopique, les grandeurs observées sont des grandeurs moyennes stationnaires(on peut
éventuellement accéder aux fluctuations si ’on dispose d’un appareil de mesure assez précis)).
La notion d’équilibre n’a un sens que sur une certaine échelle de temps (cf. note 5 du chapitre
2). De fagon schématique, on peut distinguer trois échelles de temps, le temps 7, de relazation
du systeme (celui des phénomenes rapides), le temps d’observation 7,, et celui 7. associé au
couplage avec 'environnement. On est en général dans la situation 7, << 7, << Te.

Phénomenes de transport

On est aussi souvent confronté a des situations hors-équilibre. 1l existe alors des inhomogénéités
de concentration, de vitesse ou de température au sein du systeme, conduisant a des courants
de particules, de quantité de mouvement et/ou d’énergie. Il faut alors décrire 1’évolution
temporelle du systéme, ce qui peut étre envisagé a différentes échelles!. Les problemes sont
extrémement variés : on peut s’'intéresser a des phénomenes de diffusion (polluants dans un
fluide), de conduction électrique dans un composant électronique, de transport neutronique
dans un réacteur nucléaire, ou de transport de photons dans une étoile...

On a déja expliqué au chapitre 2 que le calcul des mouvements individuels des particules est
parfaitement inaccessible, ne serait-ce que du fait de la sensibilité du systéeme aux pertur-
bations extérieures (voir exercice 2-1), et du nombre colossal de constituants d’un systéme
macroscopique.

1. On peut aussi étre dans un état hors-équilibre tout en étant dans un régime stationnaire (indépendant
du temps).

187
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A Dautre extréme, on peut décrire ’évolution du systéme a 1’échelle macroscopique, ou ’on
considere I’évolution des grandeurs moyennes (densité, vitesse, température, pression) : c’est
I'objet de ’hydrodynamique (sil’on ne considére pas d’effet thermique), ou plus généralement
de la thermodynamique hors-équilibre. Ce niveau de description est le plus souvent suffisant.
Toutefois, les lois de comportement qui apparaissent (relations entre la contrainte de cisaille-
ment et le taux de cisaillement, entre le flux de particules et le gradient de concentration,
entre le flux de chaleur et le gradient de température) restent phénoménologiques, et les coef-
ficients de transport associés (respectivement viscosité, coefficient de diffusion, conductivité
thermique) doivent étre déterminés expérimentalement.

La physique statistique s’attache a un troisieme niveau de description, en fournissant la dis-
tribution statistique de diverses grandeurs (densité, vitesse...), ce qui donne en particulier
acces a leur valeur moyenne et leur variance. Comme pour les situations d’équilibre, nous
verrons que cette approche permet de passer du niveau microscopique au niveau macrosco-
pique, en démontrant les équations d’évolution macroscopiques et en fournissant 1’expression
des coefficients de transport qui y interviennent.

Annonce du plan

On commence par la description macroscopique, au moyen de la thermodynamique hors-
équilibre (Sec. 10.1). On s’intéresse ensuite a la relaxation vers 1’équilibre (Sec. 10.2). Enfin,
on étudie les phénomenes de diffusion et de mouvement brownien (Sec. 10.3).

10.1 Thermodynamique hors équilibre

La description macoscopique releve de la thermodynamique hors équilibre dite encore des
processus irréversibles. On décrit le systéme par un ensemble de variables macroscopiques
extensives X; (nombre de particules, énergie, quantité de mouvement, volume...). Il leur est
associé, via I’entropie S, des variables intensives conjuguées :

08
’Yz—aXi-

(10.1)

Les équations d’état du systeme expriment les relations entre les variables intensives et ex-
tensives. L’état instantanné peut étre décrit indifféremment par les variables extensives ou
intensives.

Le systeme est dans une situation hors-équilibre. Il n’y a donc pas d’équilibre global (ma-
croscopique). Par contre, si 'on peut supposer que le temps de mise & ’équilibre local (voir
Sec. 10.2) est tres court devant le temps caractéristique de I’ensemble, il y a équilibre local
(microscopique). Les variables extensives ont alors des variations lentes, dans I’espace (posi-
tion 7) et dans le temps (instant t), et 'on est ainsi amené a introduire leurs densités p; (7, t).
Il régne alors des transferts des grandeurs X; qui tendent a restaurer I’équilibre global. Ces
flux sont décrits par des courants J_;('F’, t), tels que :
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dX;
dt ’

—
7.

Ji.dS = (10.2)

ot dS et dt sont des surface et temps infinitésimaux, avec % I'opérateur de dérivation parti-

d

culaire défini comme 7 = % + @ -V, ou u(7, t) est la vitesse moyenne.

10.1.1 Equations de conservation

A partir d’'une analyse globale et de résultats d’analyse vectorielle, on obtient I’équation de
conservation de la grandeur extensive X; s’écrit :

L+ V.J; = 0. (10.3)

ot

On peut parfois trouver un terme de source au membre de droite.
Conservation de la masse

La grandeur considérée est le nombre de particules. On appelle p(7,t) = pn(7,t) la densité
numérique de particules (p,, = mp la masse volumique), et Jy le courant de particules.

L 4+ V.Jy=0. (10.4)
aussi appelée équation de continuité.

Conservation de la quantité de mouvement

di - = -
pmd—? V. Y= pf, (10.5)

—

=
ou f(7,t) est la force volumique par unité de masse, et 3 (¥, ¢) est le tenseur des contraintes.

Conservation de 1’énergie

Jde

4 V.Jo =0. 10.
o T Vo =0 (10.6)

ol e = pp désigne la densité volumique d’énergie, et fQ est le flux de chaleur.
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10.1.2 Coefficients de transport

La thermodynamique permet de prédire le caractéristiques de 1’équilibre mais ne dit rien
sur la dynamique des transferts (on devrait parler de thermostatique!). L’écart & I’équilibre
est caractérisé par les gradients des 7; que l'on appelle affinités ou forces thermodyna-
miques. A T'équilibre, les ; s’égalisent et les flux sont nuls. Dans la limite de faibles in-
homogénéités, on peut considérer que I'on se trouve dans un régime de réponse linéaire. Les
lois phénoménologiques expriment alors la réponse du systeme a 1’écart a 1’équilibre sous
la forme d’une relation linéaire entre les causes (gradient de concentration, de vitesse ou de
température) et l'effet : courant de particules, contrainte de cisaillement et courant de chaleur.

Conductivité thermique

La loi de Fourier exprime la proportionnalité entre le courant de chaleur et le gradient de
température, lorsque le courant de particules est nul :

Jo = —kVT. (10.7)

otl K est la conductivité thermique (J/m?/s). La chaleur va ainsi du chaud vers le froid 2. On
définit aussi la diffusivité thermique K = k/(p,Cp), ot Cy la capacité thermique massique.
Compte tenu que e = C, T :

oT
— = KAT. 10.
5 (10.8)

C’est I'équation de la chaleur ou équation de Fourier.
Courant de particules

La loi de Fick (1855) relie le flux de particules au gradient de densité, a température uniforme :

Jy = —DVp. (10.9)

D est le coefficient de diffusion (m?/s - méme dimension que K). Cette loi, valable dans le
cas des faibles gradients de concentration, s’applique aussi bien dans les fluides (gaz, liquides)
que dans les solides. Si D est uniforme, on obtient la deuxieme loi de Fick :

dp
£ = DAp. 10.1
5 p (10.10)

Viscosité

Dans un fluide newtonien, le tenseur des contraintes s’exprime :

2. Une expérience récente (Wang et al., Physical Review Letters 89, 050601 (2002)) a montré qu’il s’agit
d’une notion statistique : sur des durées assez courtes, I’énergie peut aller du systéme froid vers le systéeme
chaud.
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= N =
= (P —n,Vad) I 21 8, (10.11)

=
ou P = (X3, + Xy, +2..)/3 est la pression, S est la partie déviatorique du tenseur des taux

de déformation, ? est le tenseur identité. n, et 1 sont respectivement la viscosité en volume
et la viscosité dynamique (kg/m/s). On consideére une situation de cisaillement simple ou la
vitesse est dirigée selon z et le gradient selon y. Le gradient de vitesse 381;1, aussi appelé taux
de cisaillement, est noté +, et la contrainte de cisaillement Y, est notée S. Dans une telle

situation, la contrainte de cisaillement est proportionnelle au taux de cisaillement :

S = —n7. (10.12)

L’équation de conservation de la quantité de mouvement donne alors :

di o Lo
pmdi: = pmf — VP + AT + (1, + n/3)V(V.4). (10.13)

Si le fluide est incompressible (V. = 0), on obtient I'équation de Navier-Stokes :

d_) — —
pmd—?: = pmf — VP +nAdi. (10.14)
Enfin, en I’'absence de force volumique et de pression :
ot
8—7: = VA (10.15)

ol ¥ = 1/pm est la viscosité cinématique (m?/s - méme dimension que K et D).

L’analyse des solutions des trois équations de diffusion (température, concentration, vitesse)
qui viennent d’apparaitre constitue en soi un sujet intéressant de mathématiques appliquées.
Nous donnons juste la solution élémentaire pour la diffusion de concentration lorsque 1’état
initial est localisé (ppd(7)) (en dimension D) :

2
Sy Po _
p(7,t) = (4 D107 exp ( 4Dt> . (10.16)

Il en résulte un étalement proportionnel & la racine carrée du temps t : Ar? = 2DDt.

10.1.3 Mobilité et relation d’Einstein
En présence d’'un champ de force extérieur ﬁ, les particules acquiérent une vitesse moyenne
de dérive ou de convection U telle que

i = popF (10.17)

ol ey s'appelle la mobilité. Ceci est la conséquence de forces de frottement des particules au
sein du milieu qu’elles traversent. Un premier exemple est donné par la conduction électrique
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dans les solides (loi d’0Ohm). Un deuxiéme exemple est donné par le mouvement d’une sphere
dans un fluide visqueux (loi de Stokes - 1850)3. En régime stationnaire, il résulte de ces
frottements une proportionnalité entre la force et la vitesse moyenne, et non 'accélération
comme dans la relation fondamentale de la dynamique écrite a chaque instant.

Si la force motrice dérive d’'un potentiel (F = —VV), la distribution de densité vérifie &
I'équilibre thermique (cf. Chapitre 3) :

p(F) o exp(—=BV (7)) (10.18)

= Vp=—pBpVV = pF. (10.19)

Le courant de particules est la superposition des termes de diffusion et de dérive :

Jy = —DVp + pii. (10.20)
= Jy = —DVp + ppopF. (10.21)

A Téquilibre :
Jyv = 0= —BDpF + pup,F. (10.22)

Ceci conduit a la relation d’Finstein (1905) exprimant la proportionnalité entre D et fip :

| D = popkT |, (10.23)

Il en résulte dans un fluide I'expression de Stokes-Einstein du coefficient de diffusion :

D= KT .
6mnR

(10.24)

Remarquons que la masse de la particule n’intervient pas (absence d’effets inertiels). A
température ambiante, la viscosité de I'eau vaut 10~3kg/m/s. Ainsi, pour une particule de
1pm, on trouve D ~ 107'3m?/s, et pour une molécule (14), D ~ 10~9m?/s. La taille ca-
ractéristique au-dessus de laquelle les effets de la gravité (sédimensation) I'emportent sur
la diffusion (mouvement brownien, voir ci-dessous) s’appelle la limite colloidale. Elle est de
I'ordre du micron (voir I'exercice Ex3-3 sur la sédimentation).

3. Une sphere de rayon R plongée dans un fluide de viscosité 1 est soumise a une force de frottement
visqueux —I'v' ou T' = 67 R. Si la sphere est de masse m, la relation fondamentale de la dynamique indique
alors que sa vitesse décroit exponentiellement sur un temps visqueuz 7 = m/I". Pour une sphére de R ~ lum
et m ~ 10" *kg dans de I'eau 1 ~ 10~ 3kg/ms & température ambiante, on trouve 7 /= 1ys.
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10.2 Relaxation vers 1’équilibre

Le systeme considéré est une assemblée de particules identiques, des spheres de diametre d,
de masse volumique p,, de masse m. On ne prend pas en compte la rotation éventuelle des
particules. Ces particules sont soumises a une force extérieure F (par exemple leur poids m §).
A chaque instant ¢, chaque particule est repérée par sa position 7 et sa vitesse ¥. Les particules
sont animées d’'un mouvement d’agitation thermique (7 désigne la fluctuation de vitesse)
et interagissent entre elles lors de collisions élastiques (conservant 1’énergie). La température
T(7,t) est définie par kT = mggh, ol la vitesse thermique vy, = V' < 4% >. Enfin e = 3pkT/2
désigne la densité volumique d’énergie.

On étudie dans ce paragraphe comment un systeéme, placé dans un état hors-équilibre, relaxe
vers 1’équilibre. Les mouvements des particules et les transferts de quantité de mouvement
et d’énergie lors des collisions tendent a ramener le systéeme a 1’équilibre, avec un temps ca-
ractéristique 7, appelé temps de relaxation.

Une question fondamentale a laquelle on pourra chercher a apporter des éléments de réponse
est celle de l'irréversibilité de 1’évolution des systemes. Ce constat que nous faisons a 1’échelle
macroscopique (second principe de la thermodynamique) est un paradoxe du point de vue
de la description microscopique, ou I’équation d’évolution de chaque particule constituant
le systeme est réversible dans le temps. En premiere analyse, on s’attendrait a ce qu’une
évolution macroscopique soit elle aussi réversible dans le temps. Il n’en est rien : un systeme
écarté de sa position d’équilibre thermodynamique y revient invariablement.

10.2.1 Collisions

On a expliqué rapidement le role des collisions dans la thermalisation d’'un gaz dans la
Sec. 1.3.3. Dans un gaz dilué, la distance moyenne entre les particules est donnée par [ = p~1/3.
La distance moyenne parcourue entre deux collisions, ou libre parcours moyen, vaut £ ~ 1/(po’)
(un calcul plus complet donne un facteur v/2 au dénominateur), ot o = 7d? est la section effi-
cace de collision. Le temps moyen entre deux collisions, ou temps de collision, vaut 7. = £/vyy,.
Les grandeurs microscopiques 7. et £ étant tres petites devant les grandeurs macroscopiques,
on peut parler d’équilibre local. Si [, est ’échelle d’observation, on peut distinguer deux li-
mites : sans collision (si £ >> [, - régime de Knudsen) et hydrodynamique (si £ << l,).

10.2.2 Equation maitresse

On postule que I’évolution du systeme est décrite par une équation d’évolution des probabilités
des micro-états p;(t). On introduit les probabilités (positives) T;; de transition par unité de
temps d’un état i vers un état j. Si I’évolution est markovienne (p(t + dt) ne dépend que de
p(t)), Pévolution est décrite par I'équation maitresse :
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dpi

= > (Tps(t) = Tipi(t)). (10.25)

J#i
Notons que cette équation n’est pas invariante par renversement du temps, et explique ainsi
lirréversibilité de I’évolution d’un systeme physique (voir exercices 10-2 et 3). Notons aussi
qu’elle préserve la conservation de la probabilité (3, pi(t) = 1).

Considérons une distribution d’équilibre p;?. Ainsi dp;?/dt = 0. Ceci conduit a la condition
dite de bilan détaillé Ti;p}* = Tjip;*. Dans le cas d'un systeme isolé pi? = peq = 1/W, donc
T;; = Tji (micro-réversibilité). Pour un systéme a I’équilibre thermique, p;? = exp(—BE;)/Z,
d'ou T;; = Tjieﬁ(Ej —Ei) (la micro-réversibilité n’intervient que si 'on considere des micro-
états du systeme global, i.e. y compris le thermostat.

Etudions maintenant 1’évolution vers I’équilibre d’un systeme isolé. L’entropie vaut :
S=-k) pilnp. (10.26)
i

En conséquence :

ds dpi
=k Z(E(l + lnp;)). (10.27)

On utilise le fait que >, p; =1= >, dﬂ’ = 0, I’équation maitresse et le principe de micro-
réversibilité :

- = k’ZZTu —pj) Inpi. (10.28)

En échangeant les indices ¢ et j et en sommant les deux équations, il vient :

ZZTM )(Inp; — Inp;). (10.29)

Le produit (p; — p;)(Inp; — Inp;) est toujours positif. En conséquence, par positivité des
¢léments de matrice Tj; :

dS

dt =
On retrouve ainsi le deuxiéme principe de la thermodynamique (c’est une version du fameux
théoréme H de Boltzmann).

> 0. (10.30)

10.3 Diffusion et mouvement brownien

On a vu a la Sec. 10.1 ’équation de la diffusion. On en donne maintenant une interprétation
microscopique, avant de faire le lien avec le mouvement brownien.
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10.3.1 Interprétation microscopique de la diffusion

L’idée élémentaire est que les particules animées d’une vitesse ¢ (éventuellement distribuée
selon une loi de type Maxwell) subissent des collisions sur des obstacles plus ou moins
régulierement répartis dans l'espace (marche aléatoire).

Le modele le plus simple est a une dimension et régulier. A chaque pas de temps i7, une
particule fait un saut x; de longueur A vers la droite (z; = A\ avec une probabilité p) ou vers
la gauche (z; = —\ avec une probabilité 1 — p). On se place dans le cas p = 1/2 (sinon, la
marche aléatoire est dite biaisée). La longueur A peut s’interpréter comme le libre parcours
moyen £ et le temps 7 comme le temps de collision 7.. Au bout d’un temps ¢t = N7, la
particule a parcouru une distance X =), x; = A(IN — 2n), ot n désigne le nombre de sauts
vers la gauche. Les sauts successifs sont indépendants. Les x; étant des variables aléatoires
indépendantes telles que < x; >= 0 et < xf >= A, < X >=0et < X2 >= N2, soit en
fonction du temps :

2
< X?s= 4ot (10.31)
T

)\2

Ceci fournit une interprétation microscopique du coefficient de diffusion D = 4.

On sait (voir chapitre 1) que la distribution de probabilité P(n) tend vers une gaussienne

quand N — 00 :
P(n) = \/E exp [—(”_N”O)Q] : (10.32)

avec ng = N/2. On en déduit que la distribution de probabilité P(X,t) tend vers une gaus-
sienne :

P(X,t) =

X ] . (10.33)

1
exp | ——
vVar Dt [ 4Dt
Ce modele peut ensuite étre généralisé a trois dimensions. Dans ce cas, la particule se déplace

sur un réseau cubique régulier de pas A. Il y a alors six directions équiprobables. Le probleme
est analogue & celui d’une macromolécule 3D (exercice 1-7). On a alors :

- 1 R?

avec D = g—j et < R? >= 6Dt.

10.3.2 Généralisation

Cependant, en réalité, la particule ne se déplace pas a vitesse constante sur un réseau régulier :
I'intervalle de temps entre deux sauts et la longueur des sauts ne sont pas constants. Nous
discuterons le probleme a une dimension.



196 CHAPITRE 10. PHENOMENES DE TRANSPORT - T

Nous commengons par la présentation du modele proposé par Einstein en 1905 (la méme
année que la Relativité Restreinte et 'explication de 'effet photo-électrique!). L’intervalle de
temps entre deux sauts est constant, égal a 7, mais la longueur des sauts, indépendants et
équiprobables a droite et a gauche, est distribuée avec la probabilité P(\), telle que :

/ dAP(N) =1, (10.35)
/ dMP(\) = (\) =0, (10.36)

/ dANP(N) = (N%). (10.37)
Alors la densité p(x,t) vérifie 'équation :

plx,t+71) = /d)\p(x — A\ HPN). (10.38)

On effectue un développement limité :

Op B dp N2 0%p
= p(z,t) + T3¢ +..= z/\: [p(n:,t) - )\% + 3 922 + ... P(N), (10.39)

soit en gardant les termes dominants :

dp  Nap ()oY

P NP 10.4
ot~ 7 oz 2r 022 (10.40)
op 0?%p
(3) 4

On retrouve ainsi ’équation de diffusion avec D = 5+ =.
2T

On considere alors un modele plus général (mouvement brownien mathématique), présenté a
une dimension, celui d’un processus markovien ol les sauts dx; sont indépendants (décorrélés)
et équidistribués (de méme loi de probabilité) sur un pas de temps dt tel que :

< dx; >=0, (10.42)

et :

< (6z;)* >= 2Dét, (10.43)

4. 1l se peut que [ dX\?P()\) n'existe pas (loi large, par exemple lorentzienne, ou plus généralement loi
de Lévy), auquel cas D est infini : c¢’est le symptome d’une diffusion anormale, ou Az? x % avec o > 1
(surdiffusion). Ceci est observé pour des marches aléatoires dans des milieux eux-mémes aléatoires : on observe
une succession de zones de diffusion normale séparées par des sauts de grande longueur.
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oll D ~< v? > 7 : 7 est le temps de décorrélation de la vitesse. Alors si on considere les Az;
sur At = Nét, on a aussi :

< Az; >=0, (10.44)
et :

< (Az;)* >=2DAt (10.45)

Le théoreme de convergence vers la loi de Gauss indique que pour N assez grand, les dx;
étant indépendants et équidistribués, les Ax; sont indépendants et gaussiens, c’est a dire
qu’ils admettent la densité de probabilité :

p(Az) = (Ax)2> :

(4nDt)12 P <_ ADAt (1046)

10.3.3 Diffusion versus convection

Les échelles microscopiques de longueur A ~ ¢ et de temps 7 =~ 7. sont mises en relation de
fagon tres différente dans les phénomenes diffusifs ol le coefficient de diffusion vaut :
)\2

Do 2 10.47
X (10.47)

et dans les phénomenes propagatifs, ou la vitesse de propagation vaut :

A
coxX —. (10.48)
T

La diffusion est ainsi peu efficace aux grandes distances et tend alors a étre supplantée
par les mécanismes de convection, assurés par un mouvement fluide. La comparaison des
contributions de la diffusion et de la convection définit un nombre sans dimension, appelé
nombre de Péclet, rapport entre les temps caractéristiques de diffusion L2/ D et de convection
L/V & une échelle spatiale L et pour une vitesse de convection V :

VL
P —_—. 10.4
ex 5 (10.49)

10.3.4 Mouvement brownien

Des 1785, Ingenhousz observe les mouvements eratiques de particules microniques en sus-
pension dans un liquide. Mais c’est aux observations du botaniste Brown en 1827 que l'on
attribue cette découverte. C’est seulement dans les années 1900 que ce mouvement brownien
est interprété comme du au choc des molécules du liquide sur les particules (de masse m) :

7
dt

Cependant, un grand nombre de chocs sont nécessaires pour déplacer une particule macro-
scopique, et ces chocs sont en moyenne équidistribués autour de la particule. La contribution

= Z forces dues aux collisions. (10.50)
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cohérente des collisions est la force visqueuse de Stokes. Ce sont les fluctuations autour de la
valeur moyenne qui créent un force aléatoire. Il faut adopter une approche probabiliste pour
caractériser ce déplacement erratique. On introduit ainsi une force aléatoire g(t) La relation
fondamentale de la dynamique s’écrit :

m— = —T7 + b(2). (10.51)
Le fait que (#(t)) = oe /" indique que <5(t)> = 0. Si 'on suppose que ces forces ne sont

-

pas corrélées <5(t)g(t + s)> = <5(t)> . <b(t + s)> = 0, il n'y a alors aucune dispersion de
la vitesse, or on observe bien une vitesse d’agitation thermique d’ordre £7'/m. On est alors
amené a supposer une corrélation des collisions a une échelle de temps microscopique (ps) :

<5(t).5(t + s)> — A(s) = Ad(s). (10.52)

La combinaison de (10.51) et (10.52) constitue I’équation de Langevin (1908). Son étude reléve
du domaine de l'intégration stochastique®. Les trajectoires sont fractales (elles vérifient des
propriétés d’invariance d’échelle). On montre que :

(v*(t)) = % + termes en e /7, (10.53)
et :
<a:2(t)> = A7t + termes en e/, (10.54)

Il y a thermalisation en un temps 7, et :

A , (10.55)
ce qui conduit au coefficient de diffusion :

Ar?2 kKTt kT
D— _ _ 10.56
2 m r’ ( )

ce qui n’est autre que la relation d’Einstein formulée en 19056.

L’étude expérimentale détaillée du mouvement brownien (en variant la taille des particules,
la viscosité du liquide, la température, et en mesurant la position de 500 particules toutes les
30 s) a été menée par Perrin en 1908 (voir son livre Les atomes). Il mesura D et, utilisant le
relation d’Einstein et la loi de Stokes, en déduisit N4, ce qui lui valut le prix Nobel en 1926.
L’observation du mouvement brownien constitue ainsi I'une des confirmations de l’existence
des atomes.

5. voir le cours MOPSI du département IMI en deuxiéme année.
6. C’est une illustration du théoréme fluctuations-dissipation qui sera étudié plus en détail dans le cadre
du cours Physique Quantique et Statistique de deuxiéme année.
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10.4 Reésumé des idées essentielles

Lorsqu’il existe des inhomogénéités d’une variable extensive (nombre de particules, énergie,
vitesse...) caractérisée par sa densité p;(7,t), il apparait un courant J;(7,t) de cette grandeur
tendant a restaurer ’équilibre. On a I’équation de conservation suivante :

Opi

ot
La réponse du systeme a ’écart a 1’équilibre s’exprime sous la forme d’une relation linéaire
entre les causes et l'effet, lois de Fourier, de Fick et de Newton, faisant apparaitre des coeffi-
cients de transport (conductivité thermique, de diffusion, viscosité) :

+V.J; =0. (10.57)

Jo = —kVT, (10.58)
Jy = —DVp, (10.59)
S = —n, (10.60)

ce qui conduit & des équations de diffusion pour la concentration, la température et la vitesse,
et ainsi un phénomene d’étalement proportionel a la racine du temps.

En présence d’une force extérieur F , les particules acquiérent une vitesse moyenne o = ,uobﬁ ,
et la relation d’Einstein exprime la proportionnalité entre la mobilité u., et le coefficient de
diffusion D :

D = pigpkT. (10.61)

La relaxation d’un systeme vers ’équilibre est décrit par l'effet des collisions. Les équations
maitresses font intervenir les probabilités de transitions entre micro-états par unité de temps.
Utilisant la microréversibilité, on en déduit le théoreme H de Boltzmann, c’est a dire la crois-
sance de ’entropie d’un systeme isolé.

Microscopiquement, la diffusion s’interpréte par 'effet des collisions des particules sur des

obstacles plus ou moins régulierement répartis dans I’espace. Un modele de marche aléatoire

(libre parcours moyen A\, temps de collision 7) permet de retrouver 1’équation de diffusion
A

. : o 2 :
et d’exprimer le coefficient de diffusion comme D = &-. La connexion avec le mouvement

brownien peut étre faite au moyen de ’équation de Langevin :

dv -
me =TT+ (1), (10.62)
ot les collisons produisent une force de freinage visqueux cohérente et une force aléatoire, dont
les corrélations temporelles vérifient <5(t)5(t + s)> = Ad(s). On retrouve alors la relation

d’Einstein.
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10.5 Complément : Phénomenes couplés

De maniere générale, les courants sont des fonctions de toutes les affinités, de sorte que les
différents types de transport sont couplés :

Ji(7) = Z Lij (7)Vy; (7). (10.63)

Les L;; sont des fonctions des v; a déterminer par I'expérience ou par un modele microsco-
pique.

On montre que I’évolution de I'entropie vérifie :
ds > o
— = J.Vy. 10.64
g ZZ: gl (10.64)

Le taux de variation de ’entropie, forme quadratique des affinités, doit étre positive d’apres
le second principe :

dsS

o= > ViLij. Vv > 0. (10.65)
ij

Il en résulte la positivité des coefficients de transport. Dans le cas d’un régime hors-équilibre
permanent, il y a création continuelle d’entropie en chaque point, et transfert de cette entro-
pie créée.

La relation de réciprocité d’Onsager (1931) indique que la matrice L est symétrique” :

Lij = Lji. (10.66)

Considérons le cas ou les grandeurs extensives sont le nombre de particules N et I’énergie F,
dont les densités volumiques sont p = py et e = pg, qui dépendent de I’espace et du temps.
Les grandeurs intensives conjuguées font intervenir la température T' et le potentiel chimique

W

oS 1
= =_£ 10.
W =GN T T (10.67)
s 1
_os_ b 10.68
TETPE T T (1068)
On a donc :
Ty = LyuVes + Lan V=2 (10.69)
N — LNE T NN T ) .
Ty = LupV = + Loy V=2 (10.70)
F — LEE T EN T . .

7. En présence de champ magnétique, elle est antisymétrique.
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Courant de chaleur

La loi de Fourier (fQ ) s’obtient en calculant le courant d’énergie Jg lorsque le

T
I (Jn

courant de particules est nu ( 6) On trouve alors :

_ LepLnn — L%y

10.71
Courant de particules
La loi de Fick (jN = —DXY p) ‘obtient en calculant le courant de particules lorsque la
température est uniforme (V VT = 0). On trouve alors :
> L
Jy = —=2NG. (10.72)
T
. u=
Viu=—-Vp. 10.73
n=5, VP (10.73)
Lyn Op
=D=——. 10.74
T 9p (10.74)

Transport électrique

Si les particules portent une charge ¢, on doit de plus tenir compte de la distribution de
charge a l'intérieur du systeme et de l'effet d’'un champ électrique E = —-VV,. Le potentiel
chimique p doit alors étre remplacé par le potentiel électro-chimique p*, somme du potentiel
chimique p et du potentiel électrique macroscopique gV :

(1) = p(p, T) + qVe (). (10.75)
Les équations (10.69) (10.70) se généralisent en remplacant p par p*, de sorte que :
= LNN a/_,L - —
Ty = 2N (ZEG, — gE ). 10.76
N T <8p p—da ( )

La loi d’Ohm exprime la proportionalité entre le courant électrique J_;lec = qf ~ et le champ
électrique, a travers la conductivité électrique o (pour un matériau a température uniforme
et macroscopiquement neutre) :

Jpee = 0E. (10.77)

En l'absence de densité de charge macroscopique, p est uniforme, de sorte que :

2
L
o=1 TNN. (10.78)

Phénomeénes thermo-électrique
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Ils consistent en la création d’'un courant électrique par un gradient de température ou in-
versement en un transfert d’énergie (autre que par effet Joule) lors du passage d’un courant
électrique. Ces écoulements simultanés de charge et d’énergie ont été analysés par Kelvin en
1854.

Le pouvoir thermo-électrique (ou coefficient Seebeck) S est défini comme le gradient de po-
tentiel électro-chimique engendrée en circuit ouvert par un gradient de température :

Vit = —qSVT = S = — [ & ). 10.79
1 q qT<LNN 1 ( )

Ceci constitue le principe des couples thermo-électriques.

Si 'on fait passer un courant électrique dans une jonction AB isotherme, on observe un
échauffement ou un refroidissement selon le sens du courant. Le coefficient Peltier est défini
comme la chaleur générée par seconde et par unité de courant électrique de A vers B :

A B
Jo—Jq _
qJN

Cet effet peut étre utilisé pour construire des réfrigérateurs (exemple de la climatisation de
la ligne SNCF Paris-Strasbourg dans les années 1980).

Map = T(Sg — Sa). (10.80)
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10.6 Exercices

Ex10-1 : Recombinaison dans un semi-conducteur

Un matériau semiconducteur peut étre considéré comme un mélange de deux gaz de parti-
cules chargées, les électrons (charge —e) et les trous (charge +e). En premiére approximation,
ces deux gaz s’ignorent et évoluent séparément sous 'effet des collisions tres rapides (7. de
l'ordre de 10713 5). En réalité, il y a constamment création (génération) et destruction (re-
combinaison) de paires électron-trou, méme a ’équilibre thermique. Le temps caractéristique
de ces processus, appelé temps de recombinaison (7,.) est lui, de I'ordre de 1073 4 1078 s. On
appelle p,(7,t) et p,(7,t) les densités numériques d’électrons et de trous, Jn(7,1) et j,;(f", t)
les courants associés.

1. Interpréter alors les équations de bilan suivantes (i = n ou p) :

dp; = 7 P PO
V.J;=—"21.
ot * ! Tr

2. Ecrire I'expression générale du courant de particules de charge ¢ en présence d’un gradient
de densité et d'un champ électrique E. Retrouver la relation d’Einstein entre le coefficient de
diffusion D et la conductivité électrique o.

3. On considere une région ou le champ électrique est négligeable, et 'on est en régime
permanent. Montrer qu’un écart a 1’équilibre de la densité de charges minoritaires relaxe
exponentiellement sur une longueur L = +/D7,.. Montrer que cette longueur s’exprime aussi

comme /7, ou £ est le libre parcours moyen, et interpréter ce résultat en terme de marche
c

au hasard.

Ex10-2 : Exploration de ’espace des phases

On observe a notre échelle macroscopique que les systémes évoluent de fagon irréversible, bien
que I’évolution du systeme soit régie par des équations réversibles a 1’échelle microscopique.
Ainsi, si 'on confine toutes les particules d’un gaz dans un demi-volume, et qu’on laisse le
systeme évoluer, on va rapidement observer une répartition équilibrée des particules dans les
deux demi-volume, sans retour a 1’état initial.

Considérons une mole de gaz dans les conditions usuelles.
1. Estimer le nombre W de micro-états accessibles.

2. Estimer le nombre w de micro-états explorés en une minute et comparer a W.
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Ex10-3 : Modele des urnes d’Ehrenfest ®

Afin de comprendre comment la marche vers I’équilibre est compatible avec la réversibilité des
équations du mouvement, nous allons étudier un processus a deux niveaux, proposé pour la
premiére fois en 1907 par Paul et Tatiana Ehrenfest. Deux urnes, notées A et B, contiennent
respectivement N 4+ m et N — m billes numérotées de 1 a 2N. Pour modéliser ’agitation
moléculaire, on tire un numéro au hasard a chaque seconde et on change d’urne la bille por-
tant ce numéro, modifiant de ce fait la répartition des billes dans les urnes.

1. Pour quelle raison la courbe m(s) (m et s sont des entiers) correspondant & une expérience
donnée est-elle réversible ?

2. Calculer (m(s)) ainsi que la distribution de probabilité P(m) pour s — co. En déduire la
valeur des fluctuations relatives Am(s)/N.

3. En déduire que la courbe m(s) est récurrente (c’est-a-dire qu’étant donnée une condition
initiale mg, m(s) redeviendra égal & mg & une date s ultérieure, et ce avec probabilité 1), et
estimer le temps de récurrence en fonction de my.

4. Considérons une situation initiale mg peu probable (mo/N = 0.9 par exemple). Par
réversibilité de m(s), celle-ci coupe autant de fois m = mg dans le sens croissant que dans
le sens décroissant, ce qui semble indiquer que m a autant de chances de croitre que de
décroitre a partir de mg. La marche vers ’équilibre semble donc compromise. Pour résoudre
cette contradiction apparente, calculer les probabilités qu’a m de croitre ou de décroitre a
partir de mg et montrer que la situation la plus fréquente pour la courbe m(s) au voisinage
de mg n’est ni la croissance, ni la décroissance, mais ’atteinte d’'un maximum.

5. Nous allons maintenant chercher a attribuer une probabilité pour chaque pas de temps du
processus. Ceci revient a faire une moyenne, pour chaque valeur de s, sur un grand nombre
d’expériences. On note Ps(m|my), la probabilité pour que I'urne A compte N + m billes au
temps s, sachant qu’elle en comptait N 4+ mg a s = 0. Montrer que cette probabilité est
gouvernée par I’équation maltresse

N+m+1 N-m+1
oy D(mtdimo) + =

avec la condition initiale Py(m|mg) = O, m,. Vérifier que 'expression de la distribution sta-
tionnaire pour les temps longs établie a la question 2. est solution de ’équation maitresse
stationnaire.

Psi1(mmg) = Ps(m — 1lmyg)

6. Montrer que dans la limite

A—0 0 N — + a? D 1
— — — — = —_—
T >0 27 N

8. Exercice congu par P-E. Peyneau.



10.6. EXERCICES

ST — t mo — xg mA — x

la probabilité Ps(m|mg) = Prs(Am|Amyg) vérifie I'equation (dite de Schmoluchowski)

oP  0(zP) 0’P
ot~ or + D8x2

(On notera que la transformation ¢ < —t ne laisse pas cette équation invariante.)
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Chapitre 11

Phénomenes de transport - 11

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons chercher ’origine microscopique des coefficients de transport
(viscosité, conductivité thermique, coefficient de diffusion...), ainsi que des équations de
conservation. On utilisera les notations introduites au chapitre précédent. Nous commencons
par rappeler les modeles élémentaires, proposés par Maxwell en 1860, qui fournissent une
compréhension physique des dépendances en température ou densité des coefficients de trans-
port (Sec. 11.1). Nous décrivons ensuite une approche plus compléte de la théorie cinétique,
a savoir I’équation de Boltzmann (Sec. 11.2). L’application aux gaz denses est discuté en
complément (Sec. 11.4).

11.1 Modeles élémentaires

On se place dans le cas d'un gaz dilué (c’est-a-dire lorsque le libre parcours moyen /¢ est
grand devant la taille d des particules). La pression est alors donnée par 1’équation d’état
des gaz parfaits P = pkT'. Les transferts sont dominés par la contribution cinétique (trans-
port de quantité de mouvement et d’énergie cinétique fluctuante au cours du mouvement des
particules entre deux collisions successives). On cherche alors a exprimer les coefficients de
transport en fonction de la température 71" et la de densité p. Au niveau de simplification de
ces modeles, les préfacteurs numériques sont indicatifs.

Le milieu est considéré comme homogene suivant x et il régne des gradients (de concentra-
tion, vitesse ou température) selon la direction y. On considere un plan fictif perpendiculaire
a y, et on analyse les transferts de particules, quantité de mouvement ou énergie qui ont lieu
a travers ce plan. On considere qu’avant de traverser le plan vers les y > 0 ou les y < 0,
les particules ont subi leur précédente collision & une distance ¢ du plan. Par ailleurs, le flux
de particules traversant le plan est estimé par puy, /6. On considérera les gradients comme
constants a I’échelle de £.

Le coefficient de diffusion D relie le courant de particules Jy au gradient de concentration

207
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Vp: JJy = —DVp. Il vient (en I'absence de gradient de température) :

In{y) = (oly = 0) = ply +0)). (1L.1)
’Uthé £2
= D= 3 T3 (11.2)

ce qui est cohérent avec la description de la diffusion comme marche aléatoire vue au chapitre
précédent.

La viscosité n relie la contrainte de cisaillement S au gradient de vitesse ¥ : S = —n7y.
La contrainte de cisaillement est égale au transfert de quantité de mouvement par unité de
surface et par unité de temps. Il vient :

S(y) ~ p%h(mux(y—ﬁ) —mugz(y + 7). (11.3)

pugptm
3

: (11.4)

Comme vy, = /3kT/m et £ ~ p%, il vient :

mkT
n ~0.5 .

(11.5)

La viscosité d'un gaz est ainsi indépendante de p ou de P et augmente avec T

La conductivité thermique & relie le courant de chaleur Jg au gradient de température V1" :
Jg = —DVT. 1l vient, en I'absence de courant de particules (d’out pvy, = cte), et en notant
< € > énergie cinétique fluctuante moyenne par particule (égale a 3k7'/2) :

JQ(y):%@o(y—e)—<e>(y+e)). (11.6)
Ainsi :
K= p“tgfk. (11.7)

VET/m (11.8)

o

=krk>~05

On en déduit une relation de proportionnalité entre x et 7 :

k
~ 3k (11.9)

=
2

3 |=
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11.2 Equation de Boltzmann

En tenant compte de la distribution statistique des particules, on peut retrouver a la fois les
lois de conservation et les lois de comportement, et déterminer exactement les préfacteurs.
11.2.1 Fonction de distribution a une particule

Au Chapitre 1, nous avons introduit la distribution des vitesses de Maxwell p(¥)dv qui décrit
la proportion de particules dont la vitesse vaut U & dv' pres, a I’équilibre thermique :

Bm\ %2
p(v) = <2> exp(—fmv® /2). (11.10)
™
La distribution du module de la vitesse p(v) s’en déduit (avec [ p(v)dv =1) :
3/2
p(v) = 4mv? (ﬂ2m> exp(—pBmuv?/2). (11.11)
™

On définit la densité de particules avec une vitesse U & dv' pres (I'indice 0 fait référence a
I’équilibre) :

m 3/2
fo®) = p @) exp(—Bmv?/2), (11.12)

ol p est la densité numérique de particules.

Plus généralement, dans un systeme hors équilibre, ou les grandeurs peuvent dépendre de
I'espace 7 et du temps t, la fonction de distribution & une particule, notée f1(@, 7, t), représente
le nombre de particules, par unité de volume et de vitesse, ayant au temps ¢ une position 7
a dr pres et une vitesse U a dv pres. Par souci de simplification, on notera f au lieu de f!
(tant que cela est possible). En intégrant f par rapport a la vitesse ¥, on obtient la densité
numérique de particules :

/f(ﬁ, 7,t)dv = p(T, ). (11.13)

Ceci revient a remplacer la description statistique des N particules par une approche de
champ moyen a une particule. Ceci sous-entend que le volume élémentaire d’espace dr est a
la fois petit a I’échelle macroscopique mais aussi assez grand pour contenir un nombre suffi-
sant de particules.

La valeur moyenne d’une quantité ¢ (¥, 7, t), s’exprime alors par :

<P(r,t) >= ! /w(ﬁ, ) f(0, 7, t)dv. (11.14)
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Ainsi, quand v est respectivement égal a ¥ et € = %m6v2, < 1 > est égal a la vitesse moyenne
des particules 4 et a 3kT/2 = e.

(7, 1) = p(;’t) /17f(z7, 7, 4)do, (11.15)
e(F, 1) = p(;’ 5 /ef(a, 7, )do. (11.16)

On peut aussi calculer les courants de particules et d’énergie :

Int) = [ om0 = ol i) (11.17)

Tu7it) = [ Gef(@.7.00d0 = p(7. el ). (11.18)

11.2.2 Equation d’évolution

On cherche maintenant ’équation satisfaite par f. On considere les particules occupant la
position 7 a dF pres, avec une vitesse ¢’ & dv' pres. Le nombre de ces particules est f(¥, 7, t)dvdr.
Pendant le temps infinitésimal di, les particules se déplacent de dr = vdt et, soumise & la
force extérieure F voient leur vitesse varier de dv = %dt. Le théoréme de Liouville montre
que le jacobien de cette transformation est égal a 'unité, de sorte que le volume de 'espace
des phases est conservé. C’est-a-dire que la fonction de distribution est conservée le long
des trajectoires, ou encore que sa dérivée particulaire est nulle (équation de Liouville & une
particule) :

pyo ¥ g0 For

ot or  m ov

ou 'on a introduit 'opérateur différentiel D que I'on retrouvera plus loin.

0, (11.19)

En présence de collisions, la vitesse ©/ peut varier et des particules peuvent apparaitre ou
disparaitre dans 1’élément de volume drdv. On doit donc tenir compte d’un terme de collision
C(f) non nul au membre de droite :

of  _of Fof

11.2.3 Intégrale de collision

Afin de simplifier le probleme, on fait plusieurs hypothéses fondamentales. Les collisions sont
supposées binaires (hypothese vérifiée lorsque le milieu est suffisamment dilué), et nous nous
restreignons aux collisions élastiques (conservant 1’énergie).
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Section efficace

Considérons deux particules 1 et 2 qui entrent en collision. Le milieu étant dilué, on ne
distinguera pas les positions des centres des deux particule, considérés toutes les deux en 7.
Ces particules possedent les vitesses 07 et U2 avant le choc, et ] et o, apres le choc. On
notera v19 = v1 — U3 et v 12 = U_{ — vé les vitesses relatives. Il y a conservation de la quantité
de mouvement et de I’énergie lors du choc. On a ainsi | o 12 |=| Y12 |= vre, de sorte que
dans le référentiel du centre de masse, la collision est décrite par les angles de diffusion (6, ¢)
associés a l'angle solide 2 dans la direction de v 12, qui dépend du parametre d’impact. On
définit alors la section efficace différentielle de collision o(§2) comme le nombre de particules
diffusées par unité de temps et par élément d’angle solide df) autour de o 12 pour un flux
incident uniforme unité de particules de vitesse #15. La section efficace totale vaut :

or = /U(Q)dﬂ. (11.21)
Dans le cas de sphéres dures de diametre d, o(Q2) = %, et op = 4wo(Q) = md>.

Considérons alors la fonction de distribution & deux particules f2(v1,v3,7,t). L'intégrale de
collision s’écrit :

cu):/ﬁ@mw«nmdf%@ﬁ@ﬁ@-f%;majw. (11.22)

On suppose alors qu’il n’y a pas de corrélation entre les vitesses des particules incidentes
(hypothese fondamentale de chaos moléculaire, formulée par Boltzmann en 1872) :

P01, 05,7 t) = f1(01, 7, 8) 1 (03, 7, ). (11.23)

On obtient I’équation d’évolution suivante pour f, appelée équation de Boltzmann :

of  _of Fof [ . AL N
B U'(‘TF 9 = dv2dQo (Q)vper | f(V], T t) f(Vh, 7o t) — f(U1,7,t) f(v3,T,t)
(11.24)

La perte d’invariance par renversement du temps, introduite par I’hypothese de chaos moléculaire,
se retrouve dans cette équation, qui est ainsi apte a décrire des processus irréversibles.

11.2.4 Equations de conservation

En multipliant I’équation de Botzmann par une grandeur ¥ quelconque, puis en intégrant sur
les vitesses, on obtient, au prix de diverses intégrations par partie, I’équation d’Enskog :

Ap < >)

o +V - (p< T >)—p <D >=C(Y) (11.25)
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Le terme de droite correspond & la variation de < 1 > sous 'effet des collisions dans le volume
élémentaire dr. Cette variation vaut Ay = 1//1 + @Z/Q — 1)1 — 19 au cours d’une collision. Ainsi :

1 - -

D) = [ dosdiadsdsso(@ena [0, 7005, 70) = F(61,7, 0 (5.7,0)] Av. (11.26)
Quand 9 est une quantité qui se conserve au cours des collisions, Ay = 0 et D(¢») = 0. On
obtient alors les équations de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de
I’énergie en remplacant ¢ dans 1’équation (11.25) respectivement par m, ma et %mévQ.
Conservation de la masse
Pour ¢ = m, on retrouve 1’équation de conservation de la masse (10.4).

Conservation de la quantité de mouvement

Pour ¢ = m, on retrouve 1’équation de conservation de de la quantité de mouvement (10.5)
(équation d’Euler) si 'on définit f = F'/m et le tenseur des pressions :

Y= pm < §0® 80 > . (11.27)

Conservation de 1’énergie

Pour ¢ = %mévQ, on obtient 1’équation de conservation de 1'énergie e = p3kT'/2 :

de > = g

— =—-%:Vi-V-Jg (11.28)
dt

Au membre de droite, le premier terme décrit la génération d’énergie interne par cisaillement
du milieu (travail des contraintes). Le deuxieme terme est le flux de chaleur des régions les

plus agitées (ou ”chaudes”) vers les régions les moins agitées (ou ”froides”) :

L1 -
Jo = SPm < sv2v > . (11.29)

11.2.5 Approximations

L’équation de Boltzmann est une équation intégro-différentielle non linéaire, dont les solu-
tions sont trés complexes, (on utilise essentiellement des méthodes numériques). On est aussi
conduit a des approximations consistant a linéariser 1’équation, fondées sur une hypothese
d’équilibre local.

La méthode de Chapman et Enskog consiste a supposer que f est voisin de sa valeur
d’équilibre fy, ou les grandeurs p, i et T' dépendent de la position et du temps :
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3/2 Y
o . m m(v — u(7,t)
fo(v,7,t) = p(F,t) (M(ﬁt)) exp <_21<:T(F,t)> . (11.30)

= =
A Dordre zéro, on trouve alors les équations de conservation précédentes avec .= pkT [ et
Jo = 0. C’est 'hydrodynamique d'un fluide non visqueux, sans transport de chaleur et non
dissipatif.

Une autre méthode (approzimation du temps de relaxation) consiste a écrire que f relaxe
vers fo sur un temps de relaxation 7. On écrit alors l'intégrale de collision comme :

o(p) = 20D Z @R (11.31)

T

On en déduit, cette fois-ci a 'ordre 1 :

[~ fo—7Dfo. (11.32)

Au prix de quelques calculs, on trouve 'hydrodynamique d’un fluide visqueux (10.11) avec
transfert de chaleur, et I’expression suivante de la viscosité et de la conductivité thermique :

1 VmkT
0= 7pkT = YKL (11.33)

V3 o
_5Tpk*T 5 \/k3T/m (11.34)
- 2m 23 o '
A titre d’exemple, faisons le calcul de la conductivité électrique o. Le gaz de particules de

charge ¢ est plongé dans un champ électrique uniforme FE selon z. La densité de courant
électrique (selon z) vaut :

Jelee = Q/fvxdﬁ (1135)
On fait 'hypothese que fj est uniforme (donc p, T et @) et que 4 = 0. On a :
qTE 0 fy
~ fo— — . 11.36
I = fo T ( )
La contribution du premier terme au courant est nul par symétrie. Par ailleurs :
afO My
=— . 11.
vy kT fo (11.37)
Donc :
¢*7FE 5 . ¢ TE 9 ¢*7E pkT
Jelec = 5T fOUsz = k‘iTp < (o >= LT W (1138)

D’ou alors :
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o="1T (11.39)

C’est la formule de Drude (voir exercice 11-1).

11.2.6 Collision sur des centres diffuseurs

Dans diverses situations, les processus qui dominent l'intégrale de collision sont, non pas les
collisions entre les particules elle-mémes, mais les collisions des particules sur des centres
diffuseurs tres lourds par rapports aux particules et disposés aléatoirement. C’est ainsi le cas
des électrons dans un solide qui interagissent avec les défauts ou les vibrations du cristal,
des photons au sein d’'une étoile (voir exercice 11-2), des neutrons au sein d’un réacteur
nucléaire (voir exercice 11-3). On parle alors d’équation de Boltzmann-Lorentz (1905). La
collision d’une particule incidente sur le centre diffuseur avec une vitesse ¢ se traduit par un
changement de la direction de la vitesse qui devient ¢'. Ceci peut étre décrit par la section
efficace différentielle o(€2) du centre diffuseur. L’intégrale de collision a une forme similaire
a celle déja discutée, mais elle ne fait intervenir la fonction de distribution que la particule
incidente, et pg la densité numérique de centres diffuseurs :

cf = pd/dQU(Q)U (1@, 7.0) — f@ 7). (11.40)
On en déduit la probabilité totale de transition par unité de temps :

1
~ = paor <v>. (11.41)
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11.3 Résumé des idées essentielles

Les coefficients de transport peuvent étre estimés par des modeles élémentaires consistant a
analyser les transferts de masse, quantité de mouvement et énergie a travers un plan fictif
perpendiculaire au gradient de la grandeur considérée (concentration, vitesse ou température).

La prise en compte la distribution statistique des particules permet de retrouver a la fois les
lois de conservation et les lois de comportement, et de déterminer exactement les préfacteurs.
On introduit la fonction de distribution a une particule, notée f(¥,7,t), a partir de laquelle
on peut calculer la valeur moyenne d’une quantité ¢ (7, 7, t) quelconque :

—

1 /q,z)(a, 7 1) £(5, 7, ) dv. (11.42)

p(7,t)

En I'absence de collision, la fonction de distribution est conservée le long des trajectoires :

< Y(Ft) >=

of  _of Fof

mais les collisions sont une cause supplémentaire de modification de la vitesse @, pouvant faire
apparaitre ou disparaitre des particules dans I’élément de volume drdv. Les collisions sont
supposées binaires et élastiques. La probabilité de collision est décrite par une section efficace
différentielle de collision o(€2). L’hypothese fondamentale de chaos moléculaire conduit &
I’équation de Boltzmann :

of L 0f [ FOf [ . TR ) — (5O (5
at +U8F ma,l—)»_ vadQO—(Q)UTGZ f(vl’r’t)f(v27r7t)_f( 1, ,t)f('l} ,T,t) : (1144)

On retrouve alors les équations de conservation, avec dans la limite diluée (régime cinétique)
une expression du tenseur des contraintes :

= — —
Y=pm < v ® dv >, (11.45)

et du flux de chaleur :

L1 .
Jo = 5Pm < Sv*ov > . (11.46)

L’approximation du temps de relaxation consiste a écrire que f relaxe vers fy sur un temps
de relaxation 7. L’intégrale de collision s’écrit alors :
v, 7 t) — f(U, 7, t
C(f) = &, 7,8) — F3:7,1), (11.47)

T

On trouve alors I’hydrodynamique d’un fluide visqueux avec transfert de chaleur, et les ex-
pressions de la viscosité et de la conductivité thermique.
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Lorsque les processus qui dominent l'intégrale de collision sont, non pas les collisions entre
les particules elle-mémes, mais les collisions des particules sur des centres diffuseurs fixes, on
obtient I’équation de Boltzmann-Lorentz :

cr :pd/dQG(Q)U [f(J’,F, 1) — f(@,710)]. (11.48)

ou pg désigne la densité numérique de centre diffuseur.
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11.4 Complément : Théorie cinétique des gaz denses

L’équation de Boltzmann pour les gaz dilués a été généralisée aux gaz denses par Chapman
et Cowling dans les années 1920, et aux liquides de sphéres dures dans les années 1950. De
facon générale, les dépendances en compacité s’écrivent comme la somme de deux contribu-
tions, cinétique (régime dilué) et collisionnelle (régime dense). Dans un gaz dense, la distance
moyenne s entre particules devient comparable, voire inférieure a leur diametre d. On ap-
pelle compacité v le volume de matiere divisé par le volume total (= pm/pp). Elle devient
voisine de la compacité maximale d’empilement v,;,,. On s’attend alors naturellement a des
effets spécifiques, liés aux fortes corrélations spatiales. Si s < d, les particules sont confinées
par leurs voisines au centre d’'une cage. La relation entre s et v se trouve en écrivant qu’une
particule occupe un volume proportionnel & (s + d)? et que pour s = 0, on a v = v,. On
trouve alors :

v 1 d
— == ~ ——(Upy — V). 11.4
Vm (14 s/d)? e 3Um, (v =) (11.49)

Modeéle élémentaire

Les composantes du tenseur des contraintes sont égales a I’échange de quantité de mouvement
par unité de surface et par unité de temps. La quantité de mouvement a pour ordre de
grandeur muvy, pour P et mAyd pour S, 'unité de temps 7, ~ s/vy, et I'unité d’aire d2.

mug, mvfh

P o = P~ ApF kT 11.50
Tcd2 $d2 P (V)p ( )
yd kT
S~ % == AgF ()" (11.51)
s
VET
K= AQF(V)J, (11.52)
o
ou Apgg sont des constante sans dimension et F(v) = le_u. La fonction F(v) diverge

au voisinage de la compacité maximale, ce qui correspond a une situation de blocage de
I’écoulement, observée dans les fluides particulaires macroscopiques (matériaux granulaires,
mousses, émulsions), ou toutefois la description des interactions entre les particules ne se
résume pas & des collisions binaires non corrélées et non dissipatives!

Corrélations spatiales

On fait toujours I’hypothese de collisions binaires entre les particules. C¢ s’exprime a l'aide
de la fonction de distribution & deux particules f? dont l'intégrale

[ £ i = 20773 (11.53)
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représente le nombre de couples de particules p? (77,73, 1) d;l d;g situées dans les éléments de
volumes d?jl et d;Q respectivement centrés en 77 et 5. On distingue cette fois-ci le centre de
la particule 1 en 7 et le centre de la particule 2 en ¥+ dE, k étant le vecteur unitaire reliant
le centre de la particule 1 au centre de la particule 2. Dans une assemblée de spheres dures,
les positions de deux particules juste avant une collision ne sont pas quelconques du fait
de la contrainte de non-interpénétrabilité. Afin de tenir compte de ces corrélations a faible
distance, on introduit la fonction de corrélation de paire g(ri,73), utilisée pour caractériser
la structure des liquides, et définie comme

2/ = o
I p*(r1,73)
9(ri,73) = ————~. (11.54)
p(r1) p(r3)
Lorsque les particules sont éloignées, leurs positions ne sont pas corrélées donc
lim  g(ri,73) = 1. (11.55)

72 —ri[|—o0

Dans I’hypothese de chaos moléculaire, la fonction de distribution a deux particules s’écrit en
fonction de la fonction de corrélation de paire et de la fonction de distribution & une particule
(approximation d’Enskog) :

F201 7,03, 73) = (07.73) £ (51,77) £ (53,7%). (11.56)

Dans I’hypothese d’un milieu homogene, isotrope et a ’équilibre, la fonction de corrélation
de paire ne dépend plus que de la distance r =|| 73 — 71 || entre deux particules. Dans ce
cas, g = go(r) est appelée la fonction de distribution radiale. Pour un fluide de spheres dures,
son expression en fonction de la compacité v vaut pour une distance r = d (particules en
contact) :

(11.57)

RBPW) = {5
B8P W) = 557749

En particulier go(v) — 1 quand v — 0.

Lois de comportement

= -
Le tenseur des contraintes Y et le flux de chaleur Jg peuvent étre décomposés en deux
contributions, cinétique et collisionnelle :

=

= =
Y=Ycin + Xcol, (1158)
Jo = Jgein + JQcol- (11.59)

Les contributions cinétiques ont déja été obtenues dans le cadre de I’équation de Boltzmann
des gaz dilués :
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Sein= pm < 50® 50 >, (11.60)
. 1 -
JQcin = §pm < v2ov > . (11.61)

Les contributions collisionelles s’obtiennent en utilisant I'approximation d’Enskog pour la
fonction f2, puis une approximation de f! par rapport a sa valeur d’équilibre fy. Ainsi :

kT

P = fp(y)ﬁ, (11.62)
mkT
n= fyv) , (11.63)
o
VET
p = fo()YELm (11.64)
o
avec dans la limite diluée (cinétique) ou v — 0 :
fr(v) — v, (11.65)
fox(v) — ctes, (11.66)
et dans la limite dense (collisionelle) ot v — vy, :
fi(v) — Aigo(v). (11.67)

Les constantes intervenant dans ces expressions sont parfaitement déterminées par les calculs.
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11.5 Exercices

Ex11-1 : Transport dans les métaux : Loi de Wiedemann-Franz

Les métaux sont de tres bons conducteurs, a la fois du courant électrique et de la chaleur.
La conductivité électrique o décroit en 1/T avec la température, alors que la conductivité
thermique k varie tres peu avec 1. Par ailleurs, ces deux coefficient de transport varient
beaucoup et de paire (d'un facteur 100) d’un métal a 'autre. En 1853, Wiedemann et Franz
montrent que leur rapport vérifie une loi simple, indépendante du métal, qui porte leur nom :

K
—=1LT,
o

oll la constante de Lorentz L vaut environ 2,5 8W QK ~2. Nous proposons une démonstration
de cette loi dans le cadre du modele classique de Drude.

Peu apres la découverte de I’électron (Thomson 1897), Drude propose une description phénoménologique
de la conduction en 1900. s’agit d’'un modele d’électrons libres : chaque atome libere ses

électrons de valence qui sont confinés dans le cristal par le potentiel attractif des ions. Les

électrons sont supposés obéir a la statistique de Maxwell-Boltzmann. Drude leur aplique les

résultats de la théorie cinétique des gaz, dans sa version élémentaire.

1. Lorsque les électrons (de charge —e) sont accélérés par un champ électrique E on suppose
qu’ils sont soumis a un mécanisme de relaxation sous la forme de collisions sur les ions. Ces
collisions sont supposées suivre une loi exponentielle, ramener la vitesse ¥ a zéro, ne favoriser
aucune direction, ne dépendre ni de la position ni de la vitesse. La probabilité de collision est
supposée indépendante du temps : pendant la durée dt, la probabilité qu'un électron subisse
une collision est supposée égale a dt/7, ou T est appelé temps de relaxation. On note p(t) la
probabbilité qu'un électron n’ait pas subi de collision avant la date t et P(t) la probabilité
pour qu’un électron n’ayant pas subi de collision durant un temps ¢, en subisse une entre ¢
et ¢ + dt. Calculer p(t) et P(t). Montrer que 7 est le temps moyen entre collisions.

2. Calculer alors la vitesse moyenne d’entrainement des électrons ¥,,,y, puis la conductivité
électrique o. Estimer 7 si la conductivité est de I'ordre de 10°SI & I’ambiante.

3. Le parallélisme entre conductions électrique et thermique suggere que ’agent porteur

du courant électrique est aussi I’agent porteur de la chaleur. Utilisant l'expression de la
conductivité thermique donnée par la théorie cinétique des gaz, montrer que :

2
L:3<k>.
2 \e

Faire ’application numérique.
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Ex11-2 : Marche aléatoire des photons au cceur du Soleil !

La lumiere émise par le Soleil est due a la chaleur produite au sein du coeur par des réactions
de fusion thermonucléaire impliquant majoritairement des atomes d’hydrogene. L’énergie est
ensuite transportée vers la surface, principalement par transfert radiatif de photons, émis,
absorbés et diffusés par la matiere.

Une théorie microscopique est requise pour quantifier précisément ce phénomene. La diffusion

et la thermalisation de particules dans la matiere est décrite par une équation de Boltzmann-

Lorentz portant sur la densité particulaire dans l’espace des phases a un corps f(r,p,t) :
of

AV vi=1() (1)

Pour des photons (dont I’énergie vaut hv = ¢p), il est de coutume d’utiliser plutot la quantité

htu3
Au(r7 u7t) = ch(rvpat)

ol u = p/|p| est un vecteur unitaire codant la direction et le sens de la propagation.
L’équation cinétique (1) peut donc se réécrire

oA,

ot
Le terme Z. est le terme de collision — déja rencontré dans le cas des gaz — décrivant la
diffusion élastique ou inélastique des photons sur la matiere. Zy est le terme source associé a
I’émission atomique, tandis que Z, est un terme d’absorption par les atomes. On ne considere
aucune interaction entre photons.

+cu-VA, =1, +1s — T, (2)

1. Sachant que le Soleil est majoritairement constitué d’hydrogene et que la température de
son ceeur est de ordre de 2 x 10% K, dans quel état se trouve alors la matiére ? & votre avis,
de Z., s et Z,, quel est le terme dominant ?

2. La distribution A,(r,u,t) est proche de celle du corps noir LY. Cette différence est
néanmoins responsable de 1’établissement d’une densité de courant d’énergie J(r) pour les
photons. Montrer que

J(r,t) = /dguduuAy(r, u,t)
(Rappel : p = hv/c pour un photon.)
3. Au sein du Soleil, la matiere est completement ionisée et le principal processus radiatif
est la diffusion élastique, dite de Thomson, des photons par les particules chargées (électrons

et protons principalement). La section efficace différentielle de ce processus est isotrope et
vaut :

1. Exercice congu par P-E. Peyneau.
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dofp  off 2 ( e? )2
Amegme pc?

dw 47 3

ou les indices e et p désignent respectivement les quantités relatives aux électrons et aux pro-
tons. Pour quelle raison la diffusion induite par les protons est-elle négligeable devant celle
des électrons ?

4. On pose oy, = oTn. Montrer que

d
I. = cne/dzu' %[Ay(r,u’,t) —Ay(r,u,t)]

ou ne est la densité d’électrons.

5. Montrer qu’en remplacant A, par L9 dans le terme de gauche de I’équation (2), puis en
multipliant cette équation par u et en intégrant sur la direction de u, on obtient :

/d2u u(u-VLY) = —neaTh/dQuuA,, (3)
(Indication : on rappelle que L2 ne dépend pas de u et que i d?u = 4n, fd2uu =0.)

6. Montrer que l'intégration sur v de I’équation (3) conduit & une expression du type
c
3pK

olt uy = [d®p f(r,p)ep = L [ d*udv LY(r) = 2T [ dv LI(r) est la densité d’énergie des pho-
tons et p la densité massique de matiere. (Indication : on donne [ d?uwu; = 47d;;/3.)

J= Vuy

Le coefficient  est un coefficient de transport appelé opacité ; montrer qu’il vaut
_ 9Th
mp

et faire 'application numérique.

7. L’équation locale exprimant la conservation de 1’énergie s’écrit

)
%%+dNJ:q,

q(r) étant la densité volumique de puissance produite par les réactions thermonucléaires.
établir alors I’équation de diffusion régissant 1’évolution de w., :

Ouy c

— — —Au, =

ot 3pk e

Si 'on suppose les photons tous concentrés au centre du Soleil a 'instant ¢ = 0, comment
évolue I'écart quadratique moyen (r?) de la distribution spatiale des photons en fonction
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de t? Sachant que po = 1.4 x 103 kg.m™? et Ro = 7 x 108 m, calculer le temps mis par
(r?) pour atteindre R%. Comparer avec le temps que mettraient les photons si le Soleil était
transparent. Calculer le libre parcours moyen et le nombre moyen de collisions que subit un
photon durant son trajet entre le cceur et la surface de notre étoile.

Ex11-3 : Transport neutronique dans les réacteurs nucléaires >

La conception d’un réacteur nucléaire demande une mai trise aussi précise que possible de la
distribution spatiale et énergétique des neutrons produits par la fission du combustible (de
Puranium 235 typiquement). Un méme noyau fissile peut, par fission, engendrer de nombreux
produits finaux. La fission induite d’un noyau d’uranium 235 par un neutron conduit a la
formation d’un nombre moyen v = 2,47 de neutrons. étant donné que v > 1, on pourrait
s’attendre a ce que la fission d’un seul noyau conduise & une réaction en chal ne et donc a
la combustion nucléaire totale de toute la matiere fissile. Ce n’est pas le cas, car tous les
neutrons de fission ne sont pas en mesure de provoquer une nouvelle réaction nucléaire :
certains subiront notamment des captures radiatives (I’absorption d’un neutron donne lieu a
I’émission d’un photon) et ne fissionneront donc aucun noyau.

Dans cet exercice, nous nous plagons dans les conditions suivantes : le milieu est considéré
comme statique, les collisions des neutrons entre eux sont supposées négligeables et on ne
tient pas compte de la désintégration des neutrons (un neutron seul est en effet instable). On
désigne par f(r,p,t) la densité réduite a un corps décrivant la distribution des neutrons. Elle
satisfait a une équation de Boltzmann-Lorentz :

of B
5 Tv-Vf=C(f)

ot C(f) est un terme de ”collision” généralisé.

1. Montrer que le terme de collision s’écrit

C(f) =K — 'UUapaf + Q(I‘,p,t)

avec

K=po [ & |20 006 = ) = L f(e.p. 000’ — p)]

et @ un terme de source. o, est la section efficace d’absorption, p, la densité de centres absor-
bants, op(p’ — p) la section efficace différentielle de collision et pp la densité des diffuseurs.

En déduire I'équation d’évolution de la densité de neutrons p(r,t) = [ f(r,p,t) d3p.

2. On suppose que les neutrons sont monoénergétiques, de sorte que p = ppu = moygu ou u
est un vecteur unitaire suivant la direction de la quantité de mouvement. On pose alors

2. Exercice congu par P-E. Peyneau.
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ﬂnnﬂ=n;ﬂ@miﬁk—m)

avec € = p?/2m.

Montrer que la densité de neutrons et la densité de courant valent :

pr.t) = [ duglr,un
J(r,t) = /dgu vog(r,u,t)u
ot d?u est Pangle solide élémentaire.

En supposant que le terme de source est monoénergétique et isotrope, il vient :

Q(r,p,t) = mlmé(e — eo)ﬁQ(r,t)

De plus, en admettant que les collisions sont élastiques (les noyaux sont lourds par rapport
aux neutrons) :

1
op(p’ — p) = ];5(17 —pop(u’ — u)

écrire 1’équation d’évolution de g résultant de ces approximations.

3. Un développement limité de g au premier ordre en u s’écrit g(r,u,t) = h(r,t) + u -
H(r,t). Donner l'expression des fonctions h et H en fonction de p et J. En utilisant le
développement précédent et ’équation d’évolution de g, ainsi qu’en supposant l’isotropie des
diffusions associées aux collisions, montrer que J vérifie

10J Vo
= J=-2v
—r + (0apa + oDPD) 5 VP

(Indication : [d*u=4r, [d*uu=0et [d*uwu; = 470;;/3.)

Compte tenu des ordres de grandeur des différents termes de cette équation, on peut mon-
trer que le terme en 0J/0t est négligeable devant les deux autres. Montrer que I’équation
précédente se réduit alors a une loi de Fick et donner le coefficient de diffusion D associé.

4. En utilisant le résultat de la question 1., établir I’équation d’évolution de la densité p.

5. On se place maintenant dans une géométrie unidimensionnelle, le réacteur s’étendant
entre 0 et zg. Le terme de source est donné par :

Q(za t) = DUOUfpfp(Zv t) )
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pr étant la densité du combustible fissile et oy la section efficace de la réaction. Chercher une
solution de la forme e~ "sin(gz) & I’équation d’évolution de p(z,t), en précisant les valeurs
de ¢ et de 7 possibles. Comment se comporte p(z,t) pour ¢ grand ?

6. Le fonctionnement d’un réacteur est dit critique lorsque la production d’énergie est
stationnaire. Etablir la condition de fonctionnement critique en supposant que la densité de
neutrons est nulle aux bords du réacteur. Montrer que pour des valeurs données des densités
et des sections efficaces, un réacteur doit avoir une dimension z. minimale. Discuter.
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Chapitre 12

Surfaces

Introduction

Ce chapitre n’aborde pas un sujet de physique statistique. Il constitue en revanche une petite
introduction & la physique des surfaces, domaine important, aussi bien dans la vie quotidienne
que dans divers problémes environnementaux et applications industrielles. Les exemples de
phénomenes influencés par les surfaces sont extrémement nombreux : adsorption, catalyse,
fissuration, adhésion, frittage, corrosion, croissance... Cela concerne particulierement les mi-
lieux divisés qui présentent une grande surface spécifique (rapport surface sur volume)! : les
mousses, les émulsions (lait, vinaigrette, mayonnaise...), les poudres, les milieux poreux, les
suspensions colloidales (encre, peinture, ciment frais, boue...). Ces notions seront utiles pour
le cours Nanomatériaur de deuxieme année.

Nous commencons par introduire la notion d’énergie superficielle (Sec. 12.1). Nous décrivons
ensuite les phénomenes de capillarité (Sec. 12.2), puis les problemes de mouillage (Sec. 12.3).
Deux sujets connexes (adhésion et nucléation) sont discutés en complément.

12.1 Energie superficielle

12.1.1 Définition

Les particules (atomes, molécules) constitutives de la matiere interagissent entre elles par un
potentiel interatomique décrit au chapitre 2. Ce potentiel admet un minimum de profondeur
Vo < 0, a une distance d’équilibre r¢. Lorsque les particules se trouvent au coeur de la matiere,
il en résulte une énergie de cohésion F.,,, d’ordre —zV{ si z désigne le nombre moyen de
voisins. En revanche, pour une particule située a la surface, le nombre moyen de voisin est
divisé par 2, et il en est de méme pour ’énergie de cohésion. Les particules ”préferent” ainsi
étre dans le volume plutdt qu’a la surface. On définit alors I’énergie superficielle v comme
I’énergie de cohésion superficielle par unité de surface. L’ordre de grandeur de la surface
occupée par une particule & la surface est 73, de sorte que :

1. Pour une particule sphérique de rayon R, elle vaut 3/R.

227
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Ecoh
27“(2) '

~ R (12.1)

Remarquons que v > 0, sinon la matiere condensée serait instable.

L’énergie superficielle dépend de la nature de U'interface mise en jeu. Il sera donc nécessaire
de distinguer les interfaces liquide/solide (LS), liquide/gaz (LG) et solide/gaz (SG).

On peut estimer ~ sachant que ry ~ quelques A et E.., ~ 0,01 eV (liaisons faibles) a 1 eV
(liaisons fortes). Pour ro = 34 , on trouve v ~ quelques 0,01.J/m? & 1.J/m?.

Voici quelques valeurs de I'énergie superficielle (pour une interface avec de Iair) (en mJ/m?) :
2,3 pour I’hydrogene, 13 pour I'argon, 16 pour de 'huile (pentane), 22 pour ’éthanol, 73 pour
I’eau, 485 pour le mercure, quelques milliers pour les métaux. Une autre valeur utile est celle
de l'interface eau-huile : 50 (cette valeur peur permettre d’estimer 1’énergie nécessaire pour
fabriquer une émulsion). Notons que 1’énergie superficielle décroit avec la température (pour
I'eau, de 75 & 0°C a 59 a 100°C).

12.1.2 Exemple

A titre d’exemple, nous considérons le probleme de la flaque d’eau : on renverse un liquide
sur une surface plane. Il se forme une flaque, considérée comme circulaire (rayon R, surface
A = 7R?). 1l s’agit d’en estimer 1’épaisseur h.

Deux types d’énergies interviennent dans ce probleme : une énergie en volume F,, gravita-
tionnelle :

2

- (12.2)

h
E, = A/pgzdz = Apg
0

(o p désigne la masse volumique du liquide, et g la gravité), et une énergie de surface
E, proportionelle a la surface A et a ’énergie superficielle . Il faut distinguer trois types
d’interfaces : liquide/solide (v1.5), liquide/gaz (L) et solide/gaz (vsq), puisqu’une interface
SG a été remplacée par deux interfaces SL et LG :

Es = A(ves + v — vsa) + O(2nRhyra), (12.3)

ou le dernier terme correspond au bord, que I'on négligera (car h < R). L’énergie totale :
h2
Ero ~ A <P92 +9Ls +vLa — ’YSG) : (12.4)
On définit S = —vyrs — VL6 + Vs6-

Comme on doit raisonner a volume V = Ah fixé,
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Ero(h) ~ V (pgg - ‘2) (12.5)

La minimisation de 1’énergie donne alors I’épaisseur de la flaque :

e |22 (12.6)

pg

en supposant S < 0 (on verra plus loin que c’est la condition pour qu’une goutte se forme).

En considérant de Ieau (p = 1000 kg/m?), on trouve ainsi : h de I'ordre du mm pour
| S |~ 0,01J/m? et du cm pour | S |~ 1J/m?. L’expérience courante nous incite donc &
penser que | S |~ 0,01J/m? (liaisons faibles). De fait, dans les liquides, les liaisons sont en
général des liaisons de van der Waals ou des liaisons hydrogene.

12.2 Capillarité

Cette section concerne les situations ou les interfaces sont déformables (ménisques, bulles,
gouttes). On va alors chercher a calculer leur forme d’équilibre.

12.2.1 Tension superficielle

L’énergie superficielle apparait aussi comme le travail nécessaire pour créer une unité d’aire.
Considérons un film de savon de largeur [ et de surface A, que 'on allonge de dz (voir
Fig. 12.1). Dans ce cas, on a deux interfaces (de chaque c6té du film de savon). On définit alors
la tension superficielle comme la force F' a exercer par unité de longueur. dW = Fdx = 2vdA
et dA = ldx, d’ou v = F/(2l). Ainsi dans les liquides, 1’énergie superficielle est égale a la
tension de surface?. Ces deux grandeurs s’expriment respectivement en J/m? ou en N/m.

FIGURE 12.1 — Tension superficielle.

2. C’est faux dans les solides, car les atomes ne sont pas mobiles.
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12.2.2 Loi de Young-Laplace

Pe [ s +ds

/sn Pa

FIGURE 12.2 — Interface 2D entre deux phases.

Considérons une interface entre deux phases, tout d’abord en 2D (voir Fig. 12.2). L’interface
est une courbe repérée par une abscisse curviligne s et un repere (7, f) Considérons un élément
d’interface situé entre s et s + ds. On a g—g = %, ou R est le rayon de courbure. On note p4
et pp les pressions de part et d’autre de l'interface. Le bilan des forces s’écrit :

(b — pa)fids = A(7ls) ~ fls + ds)) = —y . (127

Ainsi, les pressions ne sont pas égales de chaque c6té d’une interface courbée! En notant
Ap = (pa — pB), il vient la loi de Young-Laplace (1805) :

Ap="L. (12.8)

La pression la plus élevée est du coté de la courbure.

En 3D, on a deux courbures principales R et R ®. On peut montrer que la courbure moyenne
C = (R% + R%) ne dépend pas du systeme de plans choisis. La loi de Young-Laplace s’écrit

alors :

11
Ap=~(—+—]. 12.9
p 7<Rl+32> (12.9)

12.2.3 Exemples
Bulles

Nous considérons une bulle de gaz sphérique de rayon R (Ry = Ry = R) dans un liquide. La
loi de Young-Laplace s’écrit alors :

3. En 3D, on peut définir le vecteur normal & une surface suffisamment réguliere. Considérons un plan
tournant autour de ’axe ainsi défini. L’intersection du plan avec la surface est une premiere courbe dont le
rayon de courbure est noté Ri, tandis que 'intersection d’un plan orthogonal au plan précédent avec la surface
est une seconde courbe dont le rayon de courbure est noté Ro.
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2y
Ap ==L 12.10
P= T ( )

ou Ap est I'écart entre les pressions p, dans la bulle et p; dans le liquide. La pression est
ainsi d’autant plus grande dans la bulle que celle-ci est petite. Ce résultat peut aussi étre
démontré par la minimisation de 1’énergie libre lors d’une variation infinitésimale du rayon
R. Ceci donne lieu a des variations dV;, = 47 R%dR et dA = 87 RdAR du volume et de I’aire de
la bulle. La minimisation de 1’énergie libre donne —pydV;, — pidV; + vdA = 0 (ou V; désigne
le volume de liquide) et la conservation du volume dV; 4+ dV; = 0. Ainsi, pour R = 1um, on
trouve Ap ~ latm.

Si I'on considere une assemblée de bulles connectées par des canaux, la pression étant la
plus grande dans les bulles les plus petites, celles-ci se vident dans les grosses et ’écart de
pression tend a s’accentuer. C’est ainsi que dans une mousse ou une certaine diffusion de gaz
est possible a travers les membranes, on observe un marissement de la mousse sous la forme
d’une augmentation du rayon moyen des bulles.

Dans le cas d’une bulle de savon, on a deux interfaces gaz/liquide (a l'intérieur et a l'extérieur
de la bulle). La loi de Young-Laplace s’écrit alors :
p=— (12.11)

ol Ap est I’écart entre les pressions dans et hors la bulle. La bulle explose donc si on la perce.

Forme d’un film de savon

Cette fois-ci, la pression est égale de part et d’autre du film de savon, de sorte que la courbure
est nulle. Les films de savon adoptent ainsi ce que ’on appelle des surfaces minimales.
Effet de la gravité

Nous considérons une bulle de gaz sphérique de rayon R plongée dans un liquide, I’ensemble
étant soumis a la gravité. Pour déterminer la forme de la bulle, on doit comparer les forces de
Laplace et d’Archimede, ce qui peut se faire au moyen d’un nombre sans dimension appelé
nombre de Bond :

B =

A" 28pgR _ <R>2 (12.12)

Apl  2v/R .

ou l'on a fait apparaitre une longueur caractéristique, appelée longueur capillaire \. :

5
Ae =] 12.13
Apg (12.13)

Ainsi, pour une interface eau/air, on trouve A. & 2, 7mm, ce qui est & comparer a I’épaisseur
de la flaque.

C
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C’est cette longueur qui définit la forme d’une goutte d’eau déposée sur un plan (voir
Fig. 12.3). Si R désigne le rayon de la goutte sphérique, alors si R < A, la goutte est
sphérique, alors que si R > A, la goutte a la forme d’un crépe plane.

FIGURE 12.3 — Forme d’un goutte soumise a la gravité.

12.3 Mouillage

Nous considérons une goutte de liquide posée sur un solide, I’ensemble étant plongé dans un
gaz. On trouve ainsi trois types d’interface : solide/liquide (SL), solide/gaz (SG) et liquide/gaz
(LG), et une ligne de séparation des trois phases (voir Fig. 12.4), ou I'interface LG est inclinée
par rapport a la surface solide d’un angle 6 appelé angle de contact. L’équilibre des forces au
niveau de cette interface s’écrit (relation de Young-Dupré) :

Ysa = st + e cos b (12.14)

Solide

Vst
FIGURE 12.4 — Angle de contact.

Cet angle de contact vaut ainsi 0° pour le couple air/eau ou air/huile, 30° pour le couple
eau/huile et 140" pour le couple air/mercure.

On définit alors le pouvoir d’étalement S = ysa¢ — vsL — VLG, tel que cosf =1 + %

— Si S >0:ily a mouillage total (la surface est hydrophile). § = 0° (I'étalement est limité
par la pression de disjonction, c’est a dire qu’il faut prendre aussi en compte les effets
d’interaction entre les deux surfaces - voir le complément sur ’adhésion).

— Si§ <0 :ilyamouillage partiel (la surface est hydrophobe).
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— Le liquide est mouillant si cos# > 0 soit 0 < 6 < 7/2 (cas de I'eau). Ceci correspond a
YSG = YSL-
— Le liquide est non mouillant si cosf < 0 soit 7/2 < 6 < 7 (cas du mercure). Ceci
correspond a vsa < YSL-
Le mouillage est favorisé par un vsg élevé et des vsr, et v faibles. C’est le cas des liaisons
fortes (verre, métal). Au contraire les solides a liaisons faibles ne seront pas mouillés.

Le controle du mouillage des surfaces peut étre réalisé au moyen d’un tapis moléculaire ou
d’une rugosité articielle (effet Lotus). On peut ainsi fabriquer des surfaces super-hydrophobes,
qui trouvent des applications dans les pare-brise d’automobile, les carlingues d’avion, les
matériaux de construction, ou encore les fibres textiles.

12.3.1 Ménisques

Dans un tube

FIGURE 12.5 — Ménisque dans un tube.

On considere un tube cylindrique de rayon r. La pression extérieure est P,;,,. Le tube contient
un liquide d’énergie superficielle v et ’angle de contact vaut 6. On s’interroge sur la forme du
ménisque (voir Fig. 12.5). On doit comparer les deux échelles de longueur r et A\.. Si r < A,
le ménisque est quasi-sphérique, et 'on peut calculer la pression dans le ménisque :

2y 2ycosf
R r

Si r > M., on observera une petite courbure pres des parois.

r=Rcos = Ap = (12.15)

Preés d’un plan

On considére une paroi plane verticale (axe z), et I'on note x 1’axe perpendiculaire & cette
paroi. On cherche la forme du ménisque z(z) (voir Fig. 12.6). La loi de Laplace donne en
chaque point du ménisque d’altitude z (ou le rayon de courbure vaut R) :
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z(x)

A

C
FIGURE 12.6 — Ménisque prés d’un plan.

% = pgz. (12.16)

Le rayon de courbure s’écrit (ot un prime désigne une dérivation par rapport a z) :

1 2"
R T (12.17)
Si 2”2 <« 1, I'équilibre s’écrit :
2" = pgz, (12.18)

dont la solution est :

T

2(x) = Zmax €Xp (_)\> . (12.19)
Un calcul complet donne :

Zmax = Aev/2(1 — sin 6). (12.20)

Ainsi pour de I'eau, avec un angle de contact 8 = 0, on trouve zpyq: = 3, 8mm.

Entre deux plans

On considere un ménisque entre deux plans distants de H. On note R le rayon du ménisque
entre les deux plans (voir Fig. 12.7). On peut alors écrire :

pour H << R. (12.21)

1 cosf 2+ cos b
(i)

R H/2 H

Ceci conduit a une force attractive si < 7 /2 :
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H

—_—

FIGURE 12.7 — Ménisque entre deuz plans.

27 cos §
F =R 7‘;;5 . (12.22)

Ainsi, pour R = 1lem, H = 5um et § = 0, on trouve F' = 10N (!).

Entre deux sphéres

FIGURE 12.8 — Ménisque entre deux spheéres.

La force capillaire entre deux sphéres de rayon R au contact vaut (voir Fig. 12.8) :

FP = 2w Ry cosf. (12.23)

Elle dépend de l'angle de contact 6, mais non du volume du ménisque (ce qui pose question
dans la limite d’un volume nul!).



236 CHAPITRE 12. SURFACES

Une application concrete est I'intensité de la cohésion dans un tas de grains humides. Modélisons
les grains comme des spheres de rayon R et de masse m = 4wpR3/3 (p est la masse volumique,
d’ordre 2500 kg/m pour la silice). La force de cohésion entre grains est F'“°?, 4 comparer au
poids d’un grain mg. L’intensité de la cohésion peut étre quantifiée par le nombre sans di-
mension 7, rapport de ces deux forces, environ égal & 3v/(2pgR?) ~ 4/R? si R est exprimé en
mm (avec Yeqy = 0,07.J/m?). Cette estimation indique que la cohésion devrait commencer &
dominer pour R < 2mm, alors que I’on s’attendrait a une taille critique beaucoup plus petite.
L’explication de ce désaccord tient a l'effet de la rugosité des grains (voir le complément sur
I'adhésion).
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12.4 Résumé des idées essentielles

L’énergie superficielle v est le travail nécessaire pour créer une unité d’aire. Son ordre de
grandeur est donné par —zV/ r% ,ou z, Vy et rg désignent la coordinence, I’énergie d’interac-
tion et la distance entre particules. Dans les liquides, elle est égale a la tension de surface.

La loi de Young-Laplace exprime la relation entre la différence de pression de part et d’autre
d’une interface de courbure C' entre deux fluides :

Ap =~C. (12.24)
En présence de gravité, il apparait une longueur caractéristique, appelée longueur capillaire :

>
Ae =4/ —. 12.25
Py ( )

Dans une situation triphasique solide/liquide/gaz, I'interface liquide/gaz est inclinée par rap-
port a la surface solide d’un angle 8 appelé angle de contact. L’équilibre des forces au niveau
de cette interface s’exprime par la relation de Young-Dupré :

YsG = YsSL + VLG cos 0. (12.26)
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12.5 Complément 1 : Adhésion

L’interaction w(r) & courte portée entre molécules est attractive, en C'/r". Elle est souvent
de type van der Waals (n = 6 et C' ~ 10~"9Jm5). On supposera ’additivité des interactions
entre molécules, et on négligera la répulsion a courte portée des nuages électroniques.

Calculons alors I’énergie potentielle d’interaction W (D) d’une molécule a la distance D d’une
surface macroscopique plane composée de molécules identiques (en densité numérique p). On
note z la direction orthogonale au plan et r la distance radiale a ’axe z passant par la
molécule :

W (D) = —QWCp/dz/MlTQ, (12.27)
(22 + 7“2)”/
D 0
2 1
S W(D) = - 27Cp (12.28)

(n—2)(n—3) D=3

On peut ensuite calculer 'interaction entre un plan d’épaisseur dz constitué de ces mémes
molécules et la surface, et 'on trouve (par unité de surface) :

21C p? dz
(n—2)(n—3) D=3’

W(D) = — (12.29)

Intégrant enfin sur z, on peut calculer le potentiel d’interaction W (D) entre deux surfaces
planes identiques a la distance D :

21C p? 1
(n—2)(n—3)(n—4) D4

La dépendance est en n—4, ce qui signifie que la portée de I'interaction effective est augmentée.

W(D) = — (12.30)

En particulier, pour l'interaction de van der Waals (n = 6), on trouve :

A
WD) =———= 12.31
(D) 127 D?’ ( )
en notant A = Cn?p? ~ 1079J (pour une distance entre molécule de 1,64), appelée
constante de Hamacker. La force correspondante est F(D) = &r%' Ainsi, si 'on crée une

surface a l'intérieur d’un solide, on obtient une estimation de 1’énergie superficielle en choi-
sissant D = 3A : v =~ 15m.J/m?.

On peut de la méme facon calculer 'interaction entre une sphere de rayon R et un plan a la

distance D : W(D) = *% et F(D) = ?TRQ, et enfin I'interaction entre deux spheres de rayon
R ala distance D : W(D) = _é% et F(D) = 1/2-%%2.

Une application concrete est 'intensité de la cohésion dans un tas de grains. On sait qu’elle
est négligeable dans un sable sec, mais forte dans une poudre fine, comme de la farine ou
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les grains tendent a se rassembler en agrégats. Modélisons les grains comme des spheres de
rayon R et de masse m = 4mpR3/3 (p est la masse volumique, d’ordre 2500 kg/m pour
la silice). La force de cohésion entre grains est F'(D) = 1’;‘%, a comparer au poids d’un
grain mg. L’intensité de la cohésion peut étre quantifiée par le nombre sans dimension 7,
rapport de ces deux forces, environ égal & A/(16mpgD?*R?) ~ 1/R? si R est exprimé en
mm, en choisissant D = 3A. Cette estimation indique que la cohésion devrait commencer &
dominer pour R < 1mm, alors que I'on s’attendrait a une taille critique beaucoup plus petite.
L’explication de ce désaccord tient a ’effet de la rugosité des grains : les surfaces ne sont pas
lisses mais recouvertes de micro-aspérités, dont la taille caractéristique est R, ~ lum. Les
forces de van der Waals agissent plutét entre ces micro-aspérités, ce qui réduit la force de
cohésion d'un facteur R,/R. On prédit alors que l'effet de la cohésion devient significatif pour
des grains rugueux de rayon inférieur a 100 microns, ce qui est plus conforme a ’observation
courante.

12.6 Complément 2 : Nucléation

Ce complément s’inspire directement d’un passage du cours Physique des états de la matiére
d’0. Coussy et F. Chevoir, Ecole des Ponts - ParisTech (2007), auquel on renvoie pour plus
de précision.

Considérons une situation d’équilibre entre deux phases 1 et 2 (liquide/solide ou gaz-liquide).
On suppose que les conditions d’équilibre permettant la coexistence des deux phases sont
remplies.

Soit Ap = g — p1 la différence de potentiel chimique entre les deux phases (appelée sursa-
turation). Lorsque Ay > 0, la phase 1 de plus faible énergie est stable. En revanche, lorsque
Ap > 0, la phase 1 de plus haute énergie devient instable. Une transition de phase peut alors
se déclencher par la formation de nmoyauz de la phase 2 au sein de la phase 1 initialement
homogene. Si ’on assimile ces noyaux a des spheres de rayon r, I’équilibre mécanique de la
surface des spheres est gouverné par la loi de Laplace :

27921

P2 —p1= (12.32)

ou 721 représente 1’énergie de surface de l'interface, p; et ps les pressions dans les phases 1 et
2. Les conditions d’équilibre thermodynamique se mettent sous la forme :

Ap = —vy(p2 —p1), (12.33)

ol vy est le volume d’une particule de la phase 2. En écrivant que les deux relations d’équilibre,
mécanique (12.32) et thermodynamique (12.33), sont simultanément satisfaites, le rayon cri-
tique 7¢ de nucléation est déterminé par la relation de Gibbs-Thomson :

272102
Ap

(12.34)

Ter = —
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Estimons maintenant le colit en énergie de la formation d’un noyau de rayon 7. Il est donné
par la différence d’enthalpie libre AG (r) entre les particules de la phase formant le noyau
et celles de la phase qui leur ont donné naissance. Elle se décompose en une contribution de
volume et une contribution de surface, et s’exprime sous la forme :

4
AG (r) = (37T’I”3/’U2> Ap + 4A7r?yey, (12.35)
qui peut se réécrire sous la forme :
r\ 2 r\?
AG(r) = AGq |3 <T> -2 <T> ] : (12.36)

ou :

167 v373,

AGCr = AG (TCI') ? A/j? .

(12.37)
AG,; est donc un maximum de la fonction AG(r) (voir Fig. 12.9). Un noyau de rayon 7, est
donc instable, car il ne peut que disparaitre (r < r¢;) ou croitre (r > 7¢). AGe, représente la
hauteur de la barriere d’énergie de nucléation et est d’autant plus faible que la sursaturation
Ap est importante.

08

0.6

04 |

0.2

AGIAG,,

-02 |

04 |

rlr,

cr

FIGURE 12.9 - AG(r).

Cependant ’analyse précédente, restreinte a la formation d’un seul noyau considérée du point
de vue énergétique, n’a pas pris en compte I’aspect entropique, qui peut favoriser la nucléation
a haute température, par un effet de mélange, qui a déja été discuté pour d’autres situations.
On doit calculer la probabilité pour que se forment a température T et sursaturation Ay
données des noyaux de taille critique r¢.. Soit ainsi n. le nombre de noyaux de taille critique
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rer €6 IV le nombre de particules restant de la phase 1. La variation totale d’enthalpie libre
AG, attachée a cet état par rapport a I’état sans noyaux a pour expression :

AG = (Ner + N)(2AGe + kT [zlnz + (1 —2)In (1 — 2)]), (12.38)
ou l'on a noté
nCI‘
S — 12.
t Ney + N ( 39)

Le terme k(ne + N) [xInz + (1 — z) Inz] du membre de droite de (12.38) correspond a ’en-
tropie de mélange des noyaux et des particules de la phase 1. La valeur £°? de x correspondant
a létat d’équilibre minimise AG. Avec z << 1, la condition d’extremum 90G/0x = 0 conduit
a la valeur d’équilibre de Boltzmann-Gibbs :

12.40
T (12.40)

Le nombre ng de noyaux critiques par unité de volume a I’équilibre s’en déduit (vq est le
volume d’une particule de la phase 1) :

N A AG (Tcr)
nol=—"e —— . 12.41
= oy (- 260 (1241
On constate que la valeur de ney demeure extrémement faible? si bien que la nucléation
homogene demeure en général peu probable. Le déclenchement des transitions de phase in-
tervient plutdt par un processus de nucléation hétérogene (en présence d’une paroi ou d’im-
puretés solides) °.

4. Ainsi, pour la transition de phase de 'eau liquide en glace, adoptant s, = 0.04J/mQ7 on trouve ngd ~
2 x 10726 /m?3 (!) pour la sursaturation correspondant & la limite de métastabilité T = —45°C' de I’eau.
5. Voir Physique des états de la matiere d’O. Coussy et F. Chevoir, Ecole des Ponts - ParisTech (2007).
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12.7 Exercices

Ex12-1 : Imbibition dans un milieux poreux

Lorsque 'on plonge un matériau poreux dans un liquide, on constate généralement que le
liquide impregne le matériau. C’est le phénomene d’imbibition capillaire. Dans la suite, on
considére un milieu poreux modele sous la forme d’un tube plongé verticalement dans un
récipient infini de liquide. On note z l'altitude (z = 0 correspond & la surface du liquide).On
note vsa et ysr, les énergies superficielles du tube sec ou mouillé. Le liquide a une densité p,
une viscosité n, une énergie superficielle v et un angle de mouillage 8. Dans les applications
numériques, on choisira le cas de I'eau : p = 1000kg/m3, n = 103 Pas, v = 73mJ/m?. La
pression extérieure est prise nulle. On note g la gravité.

1 — Faire un schéma de ’expérience.

2 — On note I = vygg — st Justifier Pappellation de parametre d’imprégnation pour I.
Exprimer I en fonction de 7y et 6 et exprimer le critere d’imprégnation en fonction de 6.

3 — Ecrire les deux contributions a I’énergie E de la colonne de liquide en fonction du rayon
r du tube et de la hauteur h de la colonne. En déduire la hauteur H de la montée capillaire
(loi de Jurin). Commenter qualitativement et quantitativement.

4 — Quelle est la condition sur r pour que le ménisque puisse étre considéré comme une
portion de sphére? Quel est son rayon de courbure? Ecrire la loi de Laplace au niveau du
ménisque. En déduire la pression P dans le liquide au niveau de I'interface. Retrouver alors
I’expression de H obtenue a la question précédente. Qui porte le poids de liquide soulevé ?

5 — On s’intéresse maintenant a la dynamique de I'ascension capillaire, c’est a dire a la va-
riation de la position du ménisque en fontion du temps h(t). On note M (t) la masse de la
colonne, V (t) = dh/dt sa vitesse. Quelles sont les forces en présence? On n’oubliera pas la
force visqueuse, dont on donne I’expression F,, = 8mnV'h (loi de Poiseuille). Ecrire I’équation
du mouvement.

6 — Considérer tout d’abord la situation limite ol la progression est tres lente, de sorte que
Iinertie peut étre négligée. On s’intéressera plus particulierement au cas ou le poids de la
colonne peut étre négligé. A quelles situations cela correspond-il 7 En déduire alors la loi h(t)
(loi de Washburn). Commenter ce résultat.

7 — Considérer ensuite la situation limite ot le ménisque s’approche lentement de sa position
d’équilibre H, de sorte que ’on négligera toujours 'inertie. En approximant la force visqueuse,
montrer que la fin de la montée est une relaxation exponentielle, dont on donnera le temps
caractéristique, que 1’on estimera.



Perspectives

Ce cours constitue une introduction a la physique statistique. Il est naturellement tres loin
d’en épuiser le sujet. Nous indiquons ici quelques prolongements possibles, dont certains se-
ront abordés en deuxiéme année (projet de méthodes de simulations numériques en Physique
Statistique du département IMI et Cours Nanomatériauz du département GMM).

Ce cours a permis d’expliciter le fondement d’un certain nombre de grandeurs fondamentales
de la thermodynamique. En revanche, nous ne nous sommes pas aventurés dans (ou n’avons
fait qu’effleurer) des sujets tels que la thermo-mécanique, la thermodynamique des mélanges,
la description macroscopique des changements d’états, ou encore la thermodynamique des
processus irréversibles.

Un autre sujet qui mériterait plus de développement est celui de la description des états de
la matiere. Nous avons beaucoup insisté sur ’étude du gaz parfait, qui constitue un modele
fondamental pour toute la physique. Nous avons un peu discuté du gaz de van der Waals, et
du gaz dense de spheres dures. Nous avons évoqué tres succinctement le cristal parfait, et fait
allusion & la présence de défauts dans les cristaux. Les macromolécules (sans interaction) et
les cristaux liquides ont constitué deux exemples de matiere molle. En revanche, nous n’avons
pas parlé des liquides, des matériaux amorphes, et d’autres états de la matiere complexe, tels
que les gels, les milieux colloidaux, les fluides particulaires (émulsions, mousses, poudres...).

Nous n’avons fait qu’effleurer le domaine des transitions de phase, tant du point de vue des
méthodes théoriques, dont certaines évoquées dans les compléments du chapitre 8, que de
celui de leur application a certains états de la matiere (colloides, transition vitreuse, percola-
tion, supraconductivité ou superfluidité...), voire & d’autres systémes complexes d’agents en
interaction, comme les réseaux de neurones, les phénomeénes de mode, les marchés financiers,
le trafic routier (embouteillages) ou les comportements collectifs d’animaux (bancs de pois-
sons, essaims d’oiseaux).
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Annexe A

Unités et constantes physiques

(d’apres les ouvrages de R. Balian, B. Diu et P. Papon)

Unités fondamentales du systéme international (SI)

— le metre (m),

le kilogramme (kg),
la seconde (s),

— l'ampere (A),

— le kelvin (K),

— la mole (mol).

Unités dérivées

— le hertz (Hz = s71),

— le newton (N = mkgs™2),

— le pascal (Pa = Nm™2),

— le joule (J = Nm),

— le watt (W = Js™1),

— le coulomb (C = As),

~levolt (V=WA™1),

~ Pohm (Q =VA~1),

— le tesla (T = Vsm™2).

Les multiples et sous-multiples sont désignés par les préfixes : déca (da = 10), hecto (h = 10?),
kilo (k = 10%), méga (M = 10%), giga (G = 10%), téra (T = 10'?), péta (P = 10%9), exa
(B = 10'8), déci (d = 1071), centi (¢ = 1072), milli (m = 1073), micro (u = 107%), nano
(n =107?), pico (p = 10712), femto (f = 1071%), atto (a = 10718).
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Equivalences

— 1A (angstrom) = 107%m

leV =1,6 10719J

1 poise = 10" Nsm ™! (unité de viscosité)

1 bar = 10°Pa

— 1 cal = 4,184J (chaleur massique de 1 g d’eau)

Constantes physiques

Constante de Planck : h = 6,626 10734 Js - h = h/27 = 1,055 10734.Js
Vitesse de la lumiere : ¢ = 299792458ms ™1 ~ 3 10%ms~!
Constantes électromagnétiques :

— po = 47107 "N A=? (définit 'ampere)
~ €0 = 1/(poc?)

— 1/(4mep) =~ 9 109Nm?>C 2

Charge élémentaire : e ~ 1,6 10~1°C

Masse de 1’électron : m ~ 9,1 10731 kg

Masse du nucléon (neutron ou proton) : my, ~ 1,67 10727kg (m,,/m ~ 1840)

Atome d’hydrogene :

— Rayon de Bohr : q¢ = % ~0,53 A
2
— Energie de Rydberg : Ey = o= m (i) ~ 13,6 eV

2ma8 = 2n2 4meg
— Magnéton de Bohr : up = eh/2m ~ 9,310~24J/T
Constante de gravitation : G ~ 6,67 10~ 'm3kg—1s—2
Accélération de la pesanteur : g ~ 9, 8ms?2
Constante de Boltzmann : k ~ 1,38 10723 JK !
Nombre d’Avogadro : N4 = 6,022 1023mol~!
Constante molaire des gaz : R = Nk ~ 8,31JK " 'mol™!

kT ~ 25meV & température ordinaire (7' ~ 300K)

Conditions normales :
— Pression : latm = 1,013 10°Pa
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— Température : 273,16 K (point triple de I’eau - définition du Kelvin)
— Volume molaire : 22,4 10™3m3mol !
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Annexe B

Notations

Notations latines

— A% : grandeur «

— b : volume exclu

— ¢ : concentration molaire de soluté

~ Cyp; Cyp : chaleur spécifique d'un gaz & volume ou pression constante

— C(N) : volume élémentaire d’un micro-état

- Cf(ﬁ) : fonction de corrélation de f

— d : distance moyenne entre particules

— dp = dpzdpydp; : élément de volume dans l'espace des quantités de mouvement

— di = dxdydz : élément de volume

— Dy : dimension fractale

— FE : énergie - E, : énergie cinétique - £, : énergie potentielle

— eq : équilibre

— f : force

— f : densité de force massique

— F : énergie libre - Fy : énergie libre de I’état ferromagnétique - F'(T',m) : énergie libre de
Landau

— g : enthalpie libre massique

— g : gravité

— G : enthalpie libre

— GP : Gaz Parfait

— h : constante de Planck

— h : champ externe - A’ : champ effectif

— hpg : humidité relative

— ¢ : numéro d’une particule ou d’un micro-état

- J=L,V,S s,W : composant : Liquide, Vapeur, Solide, soluté, eau liquide

— J : amplitude de l'interaction entre spins

— J(B, 1) : grand potentiel (équilibre thermique et osmotique)

k : constante de Boltzmann

249



250 ANNEXE B. NOTATIONS

— k : conductivité thermique

K : module de compressibilité

£ : libre parcours moyen

— m : masse

— m : aimantation moyenne

— M : masse molaire

— n : nombre de mole - nombre d’objets dans un amas

— n; : variable d’occupation d’un site ¢

— N : nombre de particules

— N4 : nombre d’Avogadro

— Na,B,Naa,BB,AB : nombre de sites, de paires

— p, P : pression - puty, : pression atmosphérique - py g : pression de vapeur saturante
— p: fraction de lien présent en percolation - p,. : fraction de lien critique
— p(?) : distribution de probabilité de la vitesse

— p; : probabilité d’un micro-état i

— p; : impulsion de la particule 4

— P : probabilité d’appartenir a ’amas infini

— @ : chaleur
— Q(N,V,T) : intégrale de configuration
—r=Cp—Cy

— rp : distance d’équilibre (Lennard-Jones)

— 75 @ position de la particule 7

— R : constante des gaz parfaits

— s : parametre caractérisant l'ordre global (Bragg-Williams)
— §; : spin

— S : entropie - A,,S : entropie de mélange

— S : surface - AS : élément de surface

— t : temps - At : intervalle de temps

— th : thermostat

— T : température - T : température de fusion - T, : température critique
— v : volume molaire

— U; : vitesse de la particule i

— wyp, : vitesse thermique

— V : volume

- V(71,...,7n) : potentiel d’interaction

— V(ri;) : potentiel d’interaction de paire

— VI (r) : potentiel de Lennard-Jones

— Vb : minimum de potentiel (Lennard-Jones)

— Verr : potentiel effectif

— Vo : volume exclu

— Vin @ potentiel moyen

— WAA,BB,AB : énergie d’interaction entre sites

— W : demi énergie de substitution d’une paire AA et d’une paire BB par deux paires AB
— W : travail



— W(N,V, E) : nombre de micro-états

x : fraction molaire - z; : fraction molaire du composant .J
— T o limite de stabilité

— z* : limite entre instabilité et métastabilité

— z : nombre de sites voisins

— 2, : fonction de partition pour la composante «

— Z : fonction de partition, fonction des multiplicateurs A%

Notations grecques

— « : composante microscopique
- B8=1/kT

— x : susceptibilité

: énergie de surface

: viscosité dynamique

: viscosité volumétrique

: longueur d’onde thermique
— A% : multiplicateur associé a la grandeur A“
— u : potentiel chimique

— v : viscosité cinématique

- v, 3,7,t : exposants critiques

: angle de mouillage

masse volumique

I
> x 3 2

|
S

p
p : densité numérique
o : parametre caractérisant 1'ordre local (Bragg-Williams)
— o : conductivité
o : section efficace de collision
Y(N,V, E) : région accessible de I'espace des phases
— 7 : temps moyen entre deux collisions
— £ : longueur de corrélation

Notations mathématiques

V : opérateur divergence

~ 4 dérivée matérielle

— 1 : tenseur identité de composantes 9;;

— < A > : valeur moyenne de la grandeur A

— A : valeur la plus probable de la grandeur A

— AA? : écart qudratique moyen de la grandeur A
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Annexe C

Mathématiques

Gaussienne

On appelle gaussienne de moyenne xg et d’écart type o la fonction

1 (:E — :UQ)2
f(z) = Voo exp( T)
Intégrales remarquables :
+oo ( )'
on —az? T _p(2n)!
/d:mc e = —a n22"n!
— 0o
“+o0o
/dxemz - /z
a
—00

Formule de Stirling

Elle donne une approximation de n! pour n > 1 :

n! ~ (n/e)"V2mn,

soit :

Inn! ~nlnn —n+1In(vV2mn) + o(1),

Les deux premiers termes suffisent :

Inn! ~nlnn —n,

(C.1)

(C.4)

(C.5)

(C.6)

avec une erreur au plus d’ordre Inn. On peut le démontrer en réalisant des encadrements de
| 1" In zdx par la méthode des rectangles et par la méthode des trapézes (avec les sécantes puis
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avec les tangentes). Pour n respectivement égal & 50, 103 et 1023, 'erreur est respectivement
de 1072, 6.10* et 10723,

Probabilités

Voir le Cours de B. Jourdain pour plus de détails.

Loi des grands nombres - Théoréme de la limite centrale

Soit Fiy = f1+ fa+ ...+ fn, ol les f; sont N exemplaires indépendants d’une méme variable
aléatoire f, de moyenne < f > et d’écart quadratique moyen Af. Alors (Fy) =N < f > et
AFy = VNAF, de sorte que AFy /(Fy) = ﬁ% On montre que, dans la limite N >> 1,
la distribution de probabilité de Fiy tend vers une gaussienne.

Loi binomiale

Si I'on prend pour f la variable aléatoire valant 1 avec probabilité p et 0 avec probabilité
g=1—p. Nl vient P(Fy =k) = C]]%pqu —F qui tend vers une gaussienne de moyenne np et
d’écart type /Npq.

Multiplicateurs de Lagrange

Soit une fonction F' de plusieurs variables x1,x2, ..., Z,. On cherche un extremum de F(Z)
vérifiant N contraintes G1(Z) = 0, Go(Z) = 0,..., Gy (&) = 0. La méthode consiste & introduire
N parametres a; (parameétres de Lagrange) et a chercher un extrémum de : (F + ) «;G;)(Z).

1
Pour cela, on écrit que toutes les dérivées partielles par rapport aux z; sont nulles :

OF 0G;
+)° 0 (C.7)

b~ (67 =
a’L‘ yi P 895 7

On se trouve donc avec un systeme de n équations avec N inconnues. Les valeurs des a; sont
obtenues a la fin du calcul.

Surface d’une hypersphere
La surface d’une hypersphere de rayon R dans un espace de dimension M est :

22p+17pp

o (C.8)

P
B(R, M) = MK (M)RM ™ avec K (2p) = " et K(2p+1) =
p:



Fonction Gamma!

I'(z) = /000 e "2* ldx (2 > 0)
Mz+1)==2(z+1)
r(1/2) = V7
I'(n+ 1) = n! pour n entier positif

Intégrales remarquables

+o00
xTL
=n! 1
/ex_ldx nlé(n+1)
0
+o00o
[ S =0 -2 e+
6:0_’_1 xr = n.c\n

0
avec £(3) ~ 1,202, £(4) ~ ©*/90.

1. extension de n! pour n non entier
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Annexe D

Bibliographie

Nous indiquons des ouvrages (dont certains, repérés par *, sont consultables a la bibliotheque
de 'Ecole des Ponts - ParisTech), des articles (A) a caractére pédagogique (dont une photo-
copie peut vous étre transmise par ’équipe enseignante), et des sites internet (I).

Aspects historiques

A. Barberousse, La mécanique statistique, de Clausius ¢ Gibbs, Belin (2002). *

J.C. Boudenot, Histoire de la physique et des physiciens, Ellipses (2001). *

Ph. Depondt, L’entropie et tout ¢a, le roman de la thermodynamique, Cassini (2001).

D. Lindley, Boltzmann’s atom (2001).

M-S. Longair, Theoretical concepts in physics, Cambridge University Press (1984). *

J. Perrin, Les atomes, Champs Flammarion (1991). *

A : M. Atten et D. Pestre, Les ondes fragiles de monsieur Hertz, La Recherche (juillet 2002).

A : A. Barberousse, Ludwig Boltzmann, les théories physiques et les atomes, Images de la
physique, CNRS (2007).

A : P. Costabel, Boltzmann, Encyclopedia Universalis.
A : G. Dannen, Les réfrigérateurs d’Einstein et de Szilard, Pour la Science (mars 1997).

A : H. Kubbinga, A tribute to Boltzmann, Europhysics News, Vol. 37, n". 6, pp. 28-29 (2006).
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A : Des corps célestes aux molécules, Pour la Science, Les génies de la science : Maxwell
(aout-novembre 2005).

A : Le démon de Mazwell, Pour la Science, Les génies de la science : Maxwell (aotit-novembre
2005).

I : http ://history.hyperjeff.net /statmech

Etats de la matiere

O. Coussy et F. Chevoir, Physique des Etats de la Matiere, Polycopié de ’Ecole des Ponts -
ParisTech (2007). *

J-M. di Meglio, Les états de la matiére, Dunod (2001).

A. Guinier, La matiére a l’état solide, Hachette (1980). *

A. Guinier, Structure de la matiére, Hachette (1987). *

P. Jensen, Entrer en matiére, Seuil (2001). *

P. Papon et J. Leblond Thermodynamique des états de la matiére, Hermann (1990). *
D. Tabor, Gases, liquids and solids, Cambridge University Press (1991). *

R. Zallen, The physics of amorphous solids, Wiley (1983).

A : E. Guyon et S. Roux, Les matériauz hétérogénes, La Recherche (sept. 1987).

Physico-chimie
P.W. Atkins, Physical chemistry, Fourth Edition, Oxford University Press (1990). *
B. Cabane et S. Hénon, Liquides, solutions, dispersions, emulsions, gels, Belin (2003). *
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F. Reif, Fundamental of statistical and thermal physics, McGraw Hill (1965). *
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A : R. Balian, Entropie, information : un concept protéiforme, Université de tous les savoirs,
Odile Jacob (2000). *
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