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1 Le champ électromagnétique

Dans cette section on rappelle les propriétés fondamentales du champ électromagnétique : les
équations de Maxwell, ’existence de champs macroscopiques, les potentiels, ’énergie et I'impulsion
associés aux champs électrique et magnétique. On suppose que ces concepts ont été vus antérieure-
ment : il ne s’agit ici que d’effectuer un rappel et d’établir la notation.

1.1 Equations de Maxwell

La théorie classique du champ électromagnétique s’est fixée dans les années 1860, lorsque Maxwell
compléta les travaux d’Ampere et de Faraday et obtint un ensemble cohérent d’équations différentiel-
les pour les champs électrique (E) et magnétique (B). Dans le systéme d’unité gaussien, ces
équations sont

V-E = drp,,, (1.1)
10B
E+-—= 1.2
VAE + prn 0 (1.2)
V-B=0 (1.3)
10E 4w
VAB - -2 = (1.4)

oll py. est la densité de charge totale et J,, la densité de courant totale. Par ‘totale’, on entend
que toutes les charges sont incluses dans ces densités, méme les charges liées en permanence aux
atomes et molécules et qui ne peuvent étre déplacées sur de longues distances par application d’un
champ électrique.

Les équations de Maxwell peuvent aussi étre exprimées sous forme intégrale, a I'aide du théoreme
de la divergence et du théoreme de Stokes. Si S est une surface orientée, nous désignerons par 9.S
sa frontiere (également orientée). Désignons par ®,[S] (flux électrique), ®5[S] (Hux magnétique)
et I[S] (courant électrique) les flux des vecteurs E, B et J a travers cette surface, c’est-a-dire les
intégrales

@E[S]z/sda.E

B (5] = /Sda-B (1.5)

I[S]:/Sda-J

D’autre part, désigons par Cy[0S] et Cp[0S] les circulations des champs E et B le long de la
frontiere 95 de cette surface. Dans cette notation, les équations de Maxwell sous forme intégrale
sont

O L[S] =47 Q0; (surface fermée)
Cyl08] = _10%4(5]
O5[S] =0 (surface fermée)
~ 10®p[S]  4m
CploS] = o T ?Itot[s]

La premiere équation est la loi de Gauss, qui stipule que le flux électrique sortant d’une surface
fermée est 4w fois la charge électrique totale a l'intérieur de la surface. La deuxiéme est la loi
d’induction de Faraday, qui stipule que la circulation du champ électrique le long d’un contour
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fermée (05), ou force électromotrice, est proportionnelle & la dérivée temporelle du flux magnétique
a travers une surface bordée par ce contour. Le signe — signifie que si le contour était un fil
conducteur, la force électromotrice induite causerait un courant électrique qui serait la source d’un
champ magnétique s’opposant a la variation du flux magnétique ®; (loi de Lenz). La troisieme
équation, qui ne porte pas de nom, stipule que le flux magnétique sortant d’une surface fermée
est toujours nul, ce qui revient a dire que les charges (ou monopoles) magnétiques n’existent pas.
Enfin, la derniere équation est la loi d’Ampere, qui stipule que la circulation du champ magnétique
le long d’un contour fermé 95 est proportionnelle au courant électrique I[S] passant au travers du
contour et a la dérivée temporelle du flux électrique a travers une surface bordée par ce contour
(dérivée aussi appelée courant de déplacement, introduit par Maxwell).

Equation d’onde

L’un des caracteres fondamentaux des équations de Maxwell est qu’elles permettent la propagation
de champs électrique et magnétique méme en ’absence de charge et de courant, ce qu’on appelle
justement des ondes électromagnétiques. Pour s’en convaincre, posons p,,, = 0 et J,, = 0 et
calculons le rotationnel de la loi de Faraday :

10 10 (10E
ANVAE) + = —VAB = E)-VE|+-= (= 1.7
VALY )+c8tv [V(V-E)-V ]+cat<08t> (L7)
ol nous avons substitué pour VAB ce que prescrit la loi d’Ampere. Comme V-E = 0 si p,, = 0,
on trouve I’équation d’onde pour chacune des composantes de E :

v?E—;— =0 (1.8)

Cette équation ne contient pas a elle-seule toutes les équations de Maxwell et ses solutions doivent
quand méme respecter la loi de Gauss V-E = 0. Une solution acceptable de cette équation est
une onde progressive de forme quelconque se propageant dans la direction k (un vecteur unité
quelconque) a la vitesse ¢ :

E(r,t) = E,f(k -r — ct) (B, -k =0) (1.9)

ou E; est un vecteur constant, perpendiculaire a k (de sorte a respecter la condition V-E = 0)
et ou f est une fonction quelconque. Une telle onde ne se disperse pas, c’est-a-dire que sa forme
ne fait que se déplacer dans ’espace, sans se modifier. Cette absence de dispersion est propre
aux solutions de I’équation d’onde et donc aux onde électromagnétiques se propageant dans le
vide. Nous verrons que, dans un matériau, I’équation d’onde n’est plus applicable et que, méme si
des ondes électromagnétiques sont encore possibles, leur vitesse dépend de la fréquence et qu’en
conséquent elle subissent une dispersion, sauf dans le cas idéal d’une onde monochromatique (c’est-
a-dire d’une fréquence parfaitement déterminée).

1.2 Potentiels électromagnétiques

Les lois (1.2) et (1.3) nous permettent d’exprimer les champs E et B en fonction du potentiel
électrique ® et du potentiel vecteur A:

E—_veo_ 194

c ot (1.10)
B = VAA
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Rappelons ici comment une telle représentation est possible. D’apres le théoréme de Helmholtz
(voir le complément A), la relation V - B = 0 entraine 'existence d’un champ vectoriel A tel que
B = VAA. Ensuite, la loi de Faraday s’écrit

10A
VA (E+Cat> =0 (1.11)

et donc, toujours d’apres le théoreme de Helmholtz, la quantité entre accolades est le gradient
d’une fonction ®, d’ou la représentation (1.10).

Les potentiels ne sont pas uniques. On peut toujours effectuer une transformation de jauge:

10¢
[() N () S A—-A+V 1.12
St 3 (1.12)
ou £(r,t) est une fonction quelconque de la position et du temps. Cet arbitraire dans les potentiels
nous permet de leur imposer des conditions particuliere appelées jauges. On utilise principalement

la jauge de Lorentz:

100
A+-—=0 1.13
VA c Ot ( )
et la jauge de Coulomb, ou jauge transverse:
V-A=0 (1.14)

1.3 Champs macroscopiques

Dans les matériaux, les équations de Maxwell microscopiques sont difficilement applicables en
pratique, car les charges liées aux atomes et aux molécules jouent un role important et difficilement
controlable. Pour surmonter cette difficulté, on introduit des champs macroscopiques (D et H) dont
les sources excluent les charges et les courants liés. Nous allons maintenant rapidement passer en
revue l'origine des ces champs macroscopiques.

Par définition, la charge liée ne peut s’étendre que sur une tres courte distance, c’est-a-dire a
I’échelle d’'un atome. L’effet de cette charge liée peut donc étre completement représenté par une
distribution de dipoles électriques et de dipdles magnétiques, qui sont soit créés par une redistri-
bution des mouvements électroniques ou un réorientation des molécules sous 'influence de champs
externes, soit présents de maniere spontanée. Le moment dipolaire électrique par unité de volume,
ou polarisation, est noté P. Le moment dipolaire magnétique par unité de volume, ou aimantation,
est noté M.

Rappelons que le potentiel électrique ®(r) causé par la présence d’un dipdle électrique ponctuel d
situé au point r’ est
d - (r—7r)

(I)(I‘) = |I' _ I./|3

(1.15)

Par superposition, le potentiel électrique résultant d’une distribution de dipoles électriques est

0= [ S = e Vg o

Il est possible d’interpréter cette formule en fonction d’une densité de charge en procédant a une
intégration par parties. L’intégration par parties en dimension trois se fait de plusieurs facons, dont
la suivante : si A est un champ vectoriel et f une fonction scalaire, on a la relation suivante :

V-(fA)=A-Vf+fV-A (1.17)
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En intégrant sur un volume V et en appliquant le théoreme de Gauss, on trouve
fA~da:/d3rA-Vf+/d3r fV-A (1.18)
oV 1% 1%

En appliquant cette relation a ’éq. (1.16), ot A — P et f — 1/|r — 1’| et ou l'intégration et les
dérivées sont prises par rapport & r’, on trouve

B(r) = _/Vdgr,V’-P(r’)Jrng da. £ (1.19)

v — 1’| -]

V désigne le volume d’intégration (le volume du matériau) et OV représente la surface du matériau,
orientée avec une normale externe. L’interprétation de ce résultat est la suivante : étant donné que
le potentiel électrique causé par une densité de charge quelconque p(r) est

B(r) = / e L) (1.20)

r—r'|

le potentiel créé par la distribution de dipoles équivaut a celui créé par une densité de charge
volumique p' = —V-P plus une densité surfacique de charge p. = P - n, ot n est la normale qui
sort de I’échantillon :

pf=-VP p.=P-n (1.21)

Donc, fondamentalement, la polarisation P se ramene a une distribution de charge liée, volumique
et surfacique. Notons que la polarisation peut aussi donner naissance a une densité de courant si
elle varie dans le temps. Ceci peut se déduire le I’équation de continuité exprimant la conservation
de la charge liée :

op'
VI+-—=0 1.22
T (1.22)
(la charge liée est conservée séparément de la charge mobile, sinon le concept de charge liée ne
serait pas tres utile). Pour que cette équation soit satisfaite avec p’ = —V-P, il faut que J’ soit

égal a OP/0t, plus une partie sans divergence qui donne naissance a ’aimantation.

D’autre part, le potentiel vecteur causé par un dipole magnétique ponctuel m situé au point r’ est

mA (r—r’)

A(I‘) = |I‘— I./|3

(1.23)

Encore une fois, par superposition, le potentiel électrique résultant d’une distribution de dipoles

magnétiques est
M(r/ —r
A(I’) — /dST,/ (I‘ ) A (I‘ I')

e P
1
= 3 M(x! ! 1.24
/Vdr (r)/\V(r_r,O (1.24)
V' A M(r) M(r')
_ 3./ _
=LY T ﬁd“\r—r/\

Encore une fois, nous avons intégré par parties pour obtenir la derniere équation. Or, rappelons
que le potentiel vecteur causé par une densité de courant quelconque J est

A(r) = 1/Vd3r’ J(r) (1.25)

v — 1’|
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A la lumiere de cette expression, on constate que ’aimantation agit comme une densité de courant
J' = ¢VAM liée au matériau, plus une densité surfacique de courant J,cM A n apparaissant a la
surface du matériau :

J =cVAM J =cMAn (1.26)

Les densités de charge liée et de courant lié sont donc

p'=-V-P J =c¢VAM + 881; (1.27)

Ecrivons maintenant les densités de charge et de courant totales comme
Prot. = P+ ¢/ Jior. =+’ (1.28)

ou p et J représentent la charge libre, tandis que p’ et J' représentent la charge liée au matériau.
En insérant cette décomposition dans les lois de Gauss (1.1) et d’Ampere (1.4), on trouve

V-E =4n(p—V-P) — V-(E + 47P) = 4mp
V/\B—iaa]fzéf(J—ch/\M—Fa;;) — V/\(B—47rM)—igt(E+47rP):4:J
De la vient 1'utilité de définir les champs suivants :
D =E+ 4P induction électrique ou déplacement électrique (1.29)
H=B-4mM champ magnétique

Pour sa part, le vecteur B sera dorénavant désigné induction magnétique et le vecteur E conserve
le nom de champ électrique.

Bien sur, dans le vide, D = E et H = B. Les champs E et B sont les champs fondamentaux, alors
que les champs D et H ne sont distincts que dans la matiere. Récrivons les équations de Maxwell,
en fonction des champs macroscopiques :

V-D =d4mp (1.30)
10B
E+-——= 1.31
VAE + ey 0 (1.31)
V-B=0 (1.32)
10D 4rx
H--—— =" 1.
VA -y c J (1.33)

La résolution des équations de Maxwell est possible en principe si on connait la relation entre
les champ D et E et entre les champs H et B, qui sont en quelque sorte des équations d’état
thermodynamiques. Dans les milieux linéaires et isotropes, ces relations sont D = cE et B = pH, ou
¢ est la constante diélectrique et 11 la perméabilité magnétique. En fait, ces ‘constantes’ dépendent
de la fréquence; nous traiterons de cette section a la section 3. On doit aussi spécifier les conditions
initiales et les conditions aux limites en nombre suffisant.
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Conditions de continuité

Rappelons les conditions de continuité des champs en présence d’une interface entre deux milieux,
notés 1 et 2. Soit n la normale a l'interface, dirigée du milieu 1 vers le milieu 2. Cette interface
peut supporter une densité surfacique de charge libre p, et une densité surfacique de courant libre
J,. La relation entre les champs immédiatement de part et d’autre de l'interface est la suivante :

(Dy = Dy) -n = 4mp,
(B,—B,) - n=0 (1.34)

4T

Ces relations se démontrent a partir des équations de Maxwell macroscopiques ci-haut (dans
le méme ordre), en les appliquant a des surfaces gaussiennes ou des contour infinitésimaux
chevauchant I'interface, comme cela a été démontré en détail dans le cours précédent du programme
(PHQ-420). En I’absence de charge ou de courant libre de surface, les composantes D, (perpen-
diculaire & I'interface) et H) (parallele & I'interface) sont donc continues, comme généralement les
composantes B | et E;. Signalons que les conditions de continuité (1.34) peuvent également s’écrire
en version microscopique, ou D est remplacé par E, H par B, et ou les densités surfaciques totales
de charge et courant apparaissent au lieu des densités li€es.

1.4 Energie et impulsion

Le champ électromagnétique comporte une certaine densité d’énergie £ et une densité d’impulsion
7r. Dans un milieu linéaire et isotrope (ou dans le vide), la densité d’énergie est

1

5_871'

(E-D+B-H) (1.35)

Le flux d’énergie du champ est donné par le vecteur de Poynting S, défini par
S= “EAH (1.36)
4

La quantité d’énergie traversant un élément de surface da par unité de temps est S-da. Considérons
un volume V', délimité par une surface S, dans lequel les particules chargées ont une énergie
cinétique K. En fonction de £ et de S, la conservation de ’énergie s’exprime comme suit :

;{K—l—/‘/d?’ré’}——]{gda-s (1.37)

Autrement dit, la dérivée temporelle de 1’énergie contenue dans V est égale a 'opposé du flux
d’énergie qui sort du méme volume. Ceci constitue le théoreme de Poynting.

Dans le vide, la densité d’impulsion est
! 5B (1.38)
T=— .
4re

et est alors proportionnelle au vecteur de Poynting S. On peut de méme définir une densité de
moment cinétique A, donnée par

A= %r/\(E/\B) (1.39)

e
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1.5 Equation de Helmholtz

Considérons, pour compléter cette section, une onde électromagnétique monochromatique de
fréquence w, sans présumer de sa dépendance spatiale. Pour cela, retournons aux équations de
Maxwell dans un milieu linéaire, sans sources, mais en supposant que tous les champs ont une
dépendance temporelle en e~“*. Celles-ci deviennent

W
o VAE - “B =0
o ]]: : : iwsc (1.40)
VB=0 " ¢\B4 C“Ezo

En prenant le rotationnel de la loi de Faraday et en substituant la loi d’Ampeére, on trouve

~ 2
VAVAE) — ZVAB = V(VE) - V’E- 2B =0 (1.41)
c c
Enfin, en substituant la loi de Gauss, on trouve
2
€W
(V2+~)E =0 v = (1.42)

Il s’agit de I’équation de Helmholtz, qui surgit naturellement dans ’étude des ondes monochroma-
tiques. Une équation identique s’obtient pour le champ magnétique.

Probleme 1.1

Une onde électromagnétique se propageant dans le vide comporte les champs électrique et magnétique suiv-
ants :

E = C) cos(kz — wt) X + Cosin(kz — wt) § B = —Cysin(kz — wt) X+ Cp cos(kz —wt) §

ou Cj et C5 sont des constantes.

a) Vérifiez que les équations de Maxwell sont satisfaites et calculez le vecteur de Poynting associé & cette
onde.

b) Trouvez une expression pour le potentiel électrique ® et le potentiel vecteur A associés & cette onde.

Probléeme 1.2

Une onde électromagnétique dans le vide comporte les champs suivants :

cos(kr — wt) _

B= rAa E=BAr

r

ol a est un vecteur constant et oll nous avons utilisé les coordonnées sphériques. Vérifiez que les équations
de Maxwell sont satisfaites aux grandes distances (kr > 1) et calculez le vecteur de Poynting associé a cette
onde. Les relations qui figurent dans 'annexe C peuvent étre utiles.
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Probléme 1.3

Une solution présumée & I’équation d’onde (1.7) — satisfaite par le champ électrique dans le vide — est celle
de d’Alembert :

E(r,t)=Eq f(k-r—ct) (Eg-k=0)

ou Eg est un vecteur constant, k un vecteur unitaire dans une direction donnée, perpendiculaire a Eg, et f
une fonction différentiable quelconque.

a) Démontrez que l’expression ci-haut constitue bel et bien une solution & I’équation d’onde (1.7), en substi-
tuant tout simplement dans 1’équation (1.7).

b) En vous servant de la loi de Faraday, trouvez une expression pour le champ magnétique correspondant.
c) Vérifiez que les trois autres équations de Maxwell sont satisfaites.

d) Calculez le vecteur de Poynting associé & cette onde.

Probléeme 1.4

Le champ électrique d’une charge ponctuelle e située a 'origine est

e
E _ £
(r) T2r

Montrez que la transformée de Fourier E(k) de ce champ est

e
Ek) = —47Tzk—2k

Note : il y a deux facons de résoudre ce probleme. La premiere procede par calcul direct de la transformée de
Fourier. Dans ce cas, il faut bien calculer toutes les composantes vectorielles de la transformée de Fourier, et
toutes les intégrales sont simples et faisables par parties quand elles sont non nulles. L’autre méthode, a la
fois plus simple et plus subtile, demande que l’on parte non pas de I'expression pour E(r), mais de la loi de
Gauss avec la densité de charge p appropriée (un fonction delta), en utilisant la représentation en transformée
de Fourier de la fonction delta. Vous pouvez utiliser la méthode de votre choix.
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2 Ondes planes dans le vide et les diélectriques

On étudie dans cette section les principales caractéristiques de la propagation des ondes électro-
magnétiques dans un milieu linéaire et isotrope, caractérisé par une constante diélectrique (w) qui
dépend de la fréquence.

2.1 Ondes planes et représentation complexe

Dans cette sous-section nous allons établir les formes possibles d’une onde électromagnétique plane
se propageant dans un milieu linéaire et isotrope. Rappelons qu’'une onde est qualifiée de plane si
elle se propage dans une direction bien définie et de monochromatique si elle possede une fréquence
bien définie. Nous désignerons par w la fréquence angulaire (en radians par seconde) d’une telle
onde et par k son vecteur d’onde. Si k est le vecteur unitaire dans la direction de propagation,
alors le vecteur d’onde s’exprime comme suit en fonction de la longueur d’onde A :

k=""k (2.1)

Soit ¥(r,t) une quantité se propageant sous la forme d’une onde monochromatique plane, comme
par exemple une composante du champ électrique ou magnétique. Une telle onde peut étre
représentée de la maniére suivante :

Y(r,t) = Re {1/10 ei(k'rWt)} (2.2)

ol 1), est un nombre complexe — souvent appelé amplitude complexe de 'onde — et ‘Re’ signifie
que 'on doit prendre la partie réelle de ce qui suit. L’utilisation des nombres complexes est ici tres
utile car elle permet d’inclure dans une seule quantité 1), a la fois 'amplitude et la phase de I’onde.
En effet, en écrivant 1, = |1),]e” (¢ est Pargument de 1)), on peut exprimer 'onde comme suit :

P(r,t) = || cos(k - r — wt + @) (2.3)

Le module de 1, décrit donc I’amplitude de I’onde et son argument ¢ est la phase de 'onde ar =0
et t=0.

Dans le cas d’une onde électromagnétique, il est pratique d’incorporer dans un méme vecteur com-
plexe E, les amplitudes complexes de toutes les composantes du champ électrique (et pareillement
pour le champ magnétique). On écrit donc

E(r,t) = Re {EO ei<k'r_Wt)}
_ (2.4)
B(r,t) = Re {Bo ez(k'rf“’t)}

Il faut cependant garder a I’esprit que les différentes composantes de E; et B, peuvent avoir des
phases différentes. Dans ce qui suit, nous allons généralement omettre le symbole ‘Re’ et il sera
implicite qu’il faut toujours considérer la partie réelle des expressions impliquant une exponentielle
oscillante et une amplitude complexe.
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Contraintes imposées par les équations de Maxwell

Les amplitudes complexes E et B, ne sont pas arbitraires : elles sont contraintes par les équations
de Maxwell. Nous allons maintenant démontrer que, dans un milieu linéaire et isotrope de constante
diélectrique ¢ et de perméabilité magnétique u, elles doivent satisfaire aux relations suivantes :

k-E,=0 B, =nkAE, (2.5)

ou n est 'indice de réfraction, défini comme suit en fonction des constantes du milieu :

n =/ (2.6)

De plus, nous allons montrer que la fréquence est déterminée par le vecteur d’onde :

C

w(k) N

k| = v, K] (2.7)

ot v, = ¢/n est la vitesse de phase de I'onde. Notons qu’'on peut utiliser indifféremment (E;, B)
ou (E,B) dans ces formules, car le facteur exponentiel oscillant est commun a E et B.

Pour démontrer tout ceci, il suffit de substituer la forme (2.4) dans les équations de Maxwell (1.30—
1.33) en Dabsence de charge libre (p = 0 et J = 0). Etant donné la linéarité de ces équations,
la restriction & la partie réelle en (2.4) est transparente. L’effet des opérateurs différentiels sur
I’exponentielle est purement multiplicatif :

V — ik gt — —iw (2.8)

On obtient donc les relations suivantes, dans le méme ordre qu’en (1.30-1.33) :

ck E, =0 (2.9a)
k AE, — %BO =0 (2.9b)
k-B,=0 (2.9¢)
1 we
Prenons le produit vectoriel de k par (2.9b) :
k/\(k/\EO)—%k/\BO:() (2.10)
Etant donné que
kA (kAE) =k(k-E)) - Ek?=-E¥k? (2.11)
en vertu de (2.9a) et que
2
w S

en vertu de (2.9d), on trouve bel et bien la relation de dispersion (2.7), qui sert en quelque
sorte de relation de compatibilité des équations (2.9). Par la suite, les relations (2.5) s’obtiennent
immédiatement de (2.9a) et (2.9b).
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Nous avons donc démontré les relations (2.5) et (2.7). Décrivons maintenant leur contenu physique.
Les relations E; - k = 0 et B, - k = 0 expriment le fait que les ondes électromagnétiques sont
transversales, c’est-a-dire que la quantité oscillante (E ou B) est perpendiculaire & la direction de
propagation (R) La relation (2.5) signifie aussi que le champ magnétique de 'onde est entierement
déterminé par le champ électrique et par l'indice de réfraction. Les trois vecteurs k, E; et B,
forment une triade orientée. Il est donc courant de se concentrer sur le champ électrique et de
n’exprimer le champ magnétique que lorsqu’absolument nécessaire. La relation (2.7) détermine la
vitesse de phase de I'onde en fonction des constantes du milieu et de la vitesse de la lumiere dans
le vide. Nous verrons bientot que les constantes € et y dépendent généralement de la fréquence, de
sorte que la vitesse de phase dépend aussi de la fréquence, ce qui cause une dispersion des ondes
non monochromatiques. L’avantage de considérer des ondes monochromatiques plutot qu’une onde
de forme arbitraire est justement que cette dépendance en fréquence des constantes du milieu
invalide I’équation d’onde (1.9) et rend nécessaire de considérer une fréquence w bien déterminée
pour simplifier la discussion. Nous verrons plus bas (sous-section 2.4) comment combiner des ondes
de fréquences différentes.

2.2 Polarisation

La polarisation d’une onde plane est la direction que prend le vecteur E dans ’espace, en particulier
en fonction du temps a un point donné. Elle est déterminée par les phases relatives des composantes
transverses de 'amplitude vectorielle E,. Choisissons 1’axe des z parallele au vecteur d’onde k. On
peut alors exprimer E; comme suit :

ou les amplitudes F, , sont complexes. Le champ électrique est alors
E(r,t) = Re {(Elx + E,9) e“k'f*wt)} (2.14)

Considérons maintenant les cas suivants :
1. Les phases de E| et FE, different par un multiple de 7: E, = €'*|E,| et E, = +e'*|E,|. Dans ce
cas, les composantes de E dans le plan perpendiculaire a k sont

E, = |E,|cos(kz — wt + ) E, = £|Ey|cos(kz — wt + ) (2.15)

La direction du champ est constante dans le temps, car le rapport E,/ E, est toujours le méme.
On qualifie cette polarisation de linéaire.

2. Les phases de E, et F, different par un multiple impair de 7/2: B, = e®|E,| et E, = +ie'®|E,|.
Dans ce cas, les composantes de E sont

E, = |E,|cos(kz —wt + «) E, = £|E,|sin(kz — wt + ) (2.16)

Si |E,| = |E,|, alors le champ E trace, en fonction du temps, un cercle dans le plan perpendic-
ulaire a k. On parle alors de polarisation circulaire. Si le champ tourne dans le sens antihoraire
pour un observateur qui voit 'onde se diriger vers lui (signe —), on dit que la polarisation est
levogyre (ou senestrogyre, ou de polarisation circulaire gauche). Dans le cas contraire (signe
+), elle est dextrogyre (ou de polarisation circulaire droite). On montre qu'une onde levo-
gyre possede un moment cinétique dans la direction du vecteur d’onde. On dit alors qu’elle
possede une hélicité positive. Dans le cas contraire (onde dextrogyre), 'hélicité est négative. Si
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|E,| # |E,|, le champ électrique trace une ellipse, dont les axes principaux sont paralleles & x
et ¥. On dit alors que la polarisation est elliptique.

3. Les phases de F, et E, sont quelconques. Dans ce cas, on montre que le champ E trace une
ellipse dans le plan perpendiculaire a k, mais les axes principaux de cette ellipse sont différents
de %X et §. Une rotation des vecteurs X et § (c’est-a-dire un choix différent des vecteurs de base)
nous ramenerait au cas précédent avec (|E,| # |E,|). La polarisation est elliptique. L’angle
que fait 'un des axes principaux de 'ellipse avec ’axe des = est tel que

|E1E2]

tan(2y) = 2172
|Ey[? = [Ef?

cos(a — 3) (2.17)
oil on a posé B, = |E,|e® et E, = |E,|e””. De plus, les demi-axes principaux a et b de cette

ellipse sont tels que
@+ B = | B[ + By (2.18)

Figure 2.1. Tracé du champ électrique sur le plan xy dans le cas général d’une polari-
sation elliptique.

Donnons ici une preuve que la polarisation générale est elliptique. Ecrivons le vecteur amplitude comme
Eq = be’?, ol la phase ¢ est choisie de maniére & ce que le carré du vecteur b soit réel. Décomposons aussi les
vecteurs Eg et b en parties réelle et imaginaire, comme suit : Eg = E, + iE; et b = b, 4 ¢b;. Il est toujours
possible de choisir ¢ de maniére & annuler la partie imaginaire de b?, car

Im b? = Im <E3e—2i¢) = 2c08(20)E, - E; — (E2 — E?) sin(2¢) (2.19)

Pour que cette expression s’annule, if suffit de choisir la phase ¢ de maniere a respecter la condition

E, - E;
tan(2¢) = 2——— 2.20
20) =255 50 (2:20)
ce qui est toujours possible pour des vecteur E, et E; donnés, car la fonction tan(x) prend toutes les valeurs
réelles. D’un autre coté, la partie imaginaire de b? est égale & 2b, - b;. Etant nulle, les deux vecteurs b, et b;
sont orthogonaux. On peut donc choisir les nouveaux axes %’ et §' le long de ces deux vecteurs. Dans cette
base, 'amplitude complexe du champ électrique est alors

E) = (b,% +ib;y) (2.21)

ou by et b; sont des constantes réelles. On retourne donc au cas (2) ci-dessus, le long d’axes différents,
cependant.
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Vecteurs de base complexes
On peut aussi choisir des vecteurs de base complexes, mieux adaptés a la description de la polari-
sation circulaire, comme suit :

€, = —(X+1y) €. =—(X—1iy) (2.22)
Une onde a polarisation circulaire droite peut alors s’écrire comme
E = Ae, /K0 (2.23)
Une onde a polarisation linéaire peut, quant a elle, toujours s’écrire de la forme suivante :
E = Ae ¢'kr—+1) (2.24)

ou € est un vecteur réel. Or, tout vecteur unitaire réel peut étre écrit comme une combinaison
linéaire de €, et de €_:
_ i —ia
e=c%€ +e e (2.25)

pour une valeur réelle donnée de a. On peut donc considérer une onde a polarisation linéaire
comme une superposition de polarisations circulaires de phases opposés. La polarisation elliptique,
par contre, est une superposition de polarisations linéaires de phases et d’amplitudes quelconques.
En général, on peut donc écrire

E,=(E. e, +E_€) (2.26)

ol les amplitudes E, sont complexes.

2.3 Densité et flux d’énergie d’une onde monochromatique

Considérons la densité d’énergie et le flux d’énergie associés a une onde monochromatique de
fréquence w se propageant dans un milieu linéaire. Décomposons 'amplitude de 1'onde en ses
parties réelle et imaginaire : E; = E, +iE;, ou E,; sont des vecteurs réels. A une position donnée,
on peut écrire '

E =Re (E, +iE))e “ = E, coswt + E, sinwt (2.27)

et de méme pour les autres vecteurs en jeu (B, H, D). La densité d’énergie dans un milieu linéaire
est

£ 1(E-D+B-H):81<5E~E+1B~B> (2.28)
L

:87T T

Dans le cas présent, elle devient

1 1
E= - {5(ET coswt + B, sinwt)? + ;(Br coswt + B, sin wt)Q} (2.29)

En développant le carré et en prenant la moyenne temporelle, on obtient

(€) = 7o (B2 + B3] + [B? + B)/1) (230)

oll nous avons utilisé les moyennes

1
(cos® wt) = (sin® wt) = 3 (sinwtcoswt) =0 (2.31)
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On peut donc exprimer la densité d’énergie comme

(€) = 16% {5\E\2 4 ;yByﬂ} (2.32)

ott la notation |E|? signifie la somme des modules carrés des composantes du vecteur E. Notons
qu’on peut utiliser E ou E; indifféremment dans cette formule puisque e ' n’est qu’un facteur de
phase.

Une formule analogue s’obtient pour le vecteur de Poynting moyen (S):

(S) = i((ET coswt + E; sinwt) A (H, coswt + H;, sinwt))
dm 2.33)
= “(E,AH, +E, AH,) -
- 871'( T T 7 7
Ce qui peut aussi s’écrire
c
S)=—Re (EAH" 2.34
(S) = SRe (BAH) (2.34)

Restreignons maintenant ces résultats au cas d’une onde plane. Dans ce cas, le champ B est donné
par nk A E et on trouve

(E-E"k = (£) k (2.35)

_cn
- 81 n

(€)= —E-E (s)

Cette derniere relation signifie que le flux d’énergie provient de la densité d’énergie £ se propageant
a la vitesse de phase ¢/n.!

2.4 Décomposition spectrale

Nous avons montré ci-haut qu’une onde plane de la forme (2.4) est une solution des équations
de Maxwell dans un milieu linéaire et isotrope, pourvu que les conditions (2.5) et (2.7) soient
respectées. Les équations de Maxwell étant linéaires, une superposition d’ondes planes monochro-
matiques en est encore une solution acceptable. Une telle superposition a la forme d’une intégrale
sur tous les vecteurs d’onde :

&3k

— " E.(k i(kr—w(k)t) 2.
(271')3 O( )e ( 36)

E(r,t) = Re /

L’amplitude E(k) est en fait la transformée de Fourier (en dimension trois) du champ électrique
au temps zéro E(r,0). Elle peut étre isolée en écrivant la transformée de Fourier inverse :

E (k) = / d*r E(r,0) e T (2.37)

1 Parce que n dépend de la fréquence, ceci n’est vrai que pour une onde parfaitement monochromatique : en

général, I'énergie se déplace a la vitesse de groupe de 'onde.
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. . . longueur
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Figure 2.2. Spectre des ondes électromagnétiques. A droite, on donne les sources typ-
iques.
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Il n’est peut-étre pas évident que ’onde décrite par (2.36) est la solution la plus générale possible aux équations
de Maxwell en I’absence de sources (p = 0 et J = 0). C’est pourtant le cas et nous allons maintenant le
démontrer. Considérons une configuration quelconque E(r,t) du champ électrique et exprimons-la en fonction
de sa transformée de Fourier en position et en temps :

3 )
E(r,t) = / (‘217’)“3% E(k,w) e'kr=et) (2.38a)
E(k,w) = / rdt B(r,t) e ikr=wt) (2.38b)

On écrit des expressions similaires pour D, B et H. Par convention, un tilde (7) désignera la transformée
de Fourier. Puisque les champs sont réels, la contrainte suivante doit étre respectée par la transformée de
Fourier :

E(-k, —w) = E*(k,w) (2.39)

ol une étoile (*) désigne la conjugaison complexe. Cette contrainte se déduit simplement de I’équation (2.38b) :

E*(k,w) = /d3rdt E(r,t) /790 — B(—k, —w) (2.40)

Ecrivons maintenant les équations de Maxwell (en I’absence de sources) en fonction des transformées de Fourier
des champs E, D, B et H. Les opérateurs différentiels deviennent multiplicatifs en fonction des transformées
de Fourier :

V — ik % — —w (2.41)

et les équations de Maxwell peuvent s’écrire

(w]
I
0
Il

k-

w
C

k-
(2.42)

(w]
Il
o o

kAH+

-
Il
(an) (e}

kAE —

SRS

Ces équations ont 'avantage d’étre plus facilement applicables aux matériaux linéaires dont la susceptibilité
(électrique ou magnétique) dépend de la fréquence (et méme du vecteur d’onde) du champ appliqué :

D(k,w) = e(w)E(k,w) B(k,w) = u(w)H(k, w) (2.43)

On retrouve donc les équations (2.9), sauf qu’elles sont satisfaites par les transformées de Fourier en vecteur

d’onde et en fréquence et non par les amplitudes complexes d’ondes planes. En procédant aux mémes manip-

ulations que dans ce qui suit les équations (2.9), on trouve les contraintes suivantes sur les transformées de

Fourier :

1. La fréquence est déterminée par le vecteur d’onde via la relation de dispersion euw? = ¢
w = +w(k), ot on a défini la fonction w(k) = c|k|/n.

2. Pour une valeur donnée de k, les vecteurs E, B et k sont orthogonaux entre eux et forment une triade
orientée : B(k,w) = kA E(k,w).

212 ou encore

Pour étre une solution des équations de Maxwell, toute transformée de Fourier E(k,w) doit donc respecter
les contraintes k - E = 0 et w = tw(k). On peut donc écrire, en toute généralité,

E(k,w) = Eg(k)70(w — w(k)) + E{ (k)70 (w + w(k)) (2.44)

(le facteur 7 est introduit pour simplifier les expressions ultérieures) ot Eg(k) -k = 0 et E{(k) -k = 0. Mais il
faut aussi que la contraite E(—k, —w) = E*(k, w) soit respectée, pour toute valeur de k et w, ce qui implique

Eo(—k)m0(w + w(k)) + Ej(—k)md(w — w(k)) = Ej(k)76(w — w(k)) + E* (k)70 (w + w(k)) (2.45)
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ce qui implique nécessairement que Ef (k) = E{(—k). On peut donc finalement écrire

Ek,w) = Ey(k)md(w — w(k)) + Ej(—k)md(w + w(k)) (2.46)
Si on substitue maintenant cette solution dans la transformée de Fourier (2.38a), on trouve

1 [ d%k ler— . (r
E(r.t) = 5 / o (Eo(k)e}(k w0 4 g (—k)el(k +w(k>f>) (2.47)

En faisant le changement de variable d’intégration k — —k dans le deuxieme terme, on trouve finalement

E(r,t) = 1 ﬂ E (k)ei(k-rfw(k)t) + E*(k)ei(*k'”"-’(k)t)
T ) erp 0 0

1 [ &3k ;
=3 / WEU(k)é(k'r""(k)t) 4+ conjugué complexe (2.48)
7r

3
— Re / ((21 ];3 Eo(k)ei(k'rfw(k)t)
™

Ceci démontre finalement que la solution (2.36) découle de la décomposition (2.38) et des équations de
Maxwell : c’est la solution générale des équations de Maxwell en I’absence de source.

2.5 Lumiere partiellement polarisée et parameétres de Stokes

Une onde monochromatique est une idéalisation, impossible a réaliser en pratique puisqu’elle doit
s’étendre sur tout l'espace et le temps, ce qui implique une énergie infinie. En réalité nous de-
vons considérer un paquet d’ondes, c’est-a-dire une superposition d’ondes monochromatiques de
fréquences voisines centrées autour d’une fréquence wy: la transformée de Fourier de ce paquet
d’ondes n’est pas une fonction delta, mais une fonction finie, ayant un pic autour de w,. Si la largeur
de ce pic en fréquences est Aw, la durée du paquet d’ondes est At ~ 1/Aw. Si la durée d’un train
d’onde est de At, la longueur du train d’onde, ou longueur de cohérence, est £, ~ cAt ~ ¢/Aw.
La longueur de cohérence d’'un faisceau lumineux dépend beaucoup du type de source utilisé :
Une source basée sur les transitions atomiques dans un gaz (une lampe a arc, par exemple) pro-
duit une longueur de cohérence de 'ordre du millimeétre ou moins. La largeur en fréquence Aw
de cette source provient de deux facteurs : (i) une largeur intrinseque, associée a la demi-vie
de I’état excité de I'atome qui retourne a I’état fondamental par un processus appelé émission
spontanée. La largeur intrinseque est typiquement de l'ordre du GHz, ce qui correspond a une
longueur de l'ordre du metre. (i) une largeur thermique, provenant de l'effet Doppler. En effet,
dans un gaz chaud, les molécules étant en mouvement rapide, les photons émis par des molécules
différentes subissent des effets Doppler différents en raison de la distribution thermique des vitesses
des molécules. L’élargissement thermique des raies qui en résulte est généralement plus important
que I'élargissement intrinseque, sauf aux températures trés basses.? Ceci fait que la longueur de
cohérence réelle d'une lampe & arc est fortement réduite (10~ — 10~3m).

Une source laser peut facilement produire une longueur de cohérence de I'ordre de 10> — 10°m.
Dans un laser, les photons sont émis par un processus appelé émission stimulée, au cours duquel
I’émission d’un photon est justement stimulée par la présence d’une onde de mémes vecteur d’onde

2 La nécéssité de construire des horloges atomiques extrémement précises, basées sur des largeurs de raies
non élargies par 'effet Doppler thermique, a suscité la construction de trappes & atomes dans lesquelles un
petit nombre d’atomes peut étre refroidi & des températures extrémement basses (~ 109K ). Le prix Nobel
de physique de 1997 a été attribués aux pionniers de cette méthode.
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et polarisation. Les photons sont émis exactement en phase avec ceux déja présents, ce qui donne
au total une onde tres cohérente. La longueur de cohérence du laser est limitée non pas par la
largeur intrinseque de la transition en émission spontanée, mais par la qualité de la cavité optique.

Une source basée sur le rayonnement du corps noir (une lampe & incandescence, ou le soleil)
produit un continuum de fréquences et ’équivalent de la largeur de raie est ici I’étendue spectrale
Aw de la source, qui est énorme. La situation peut étre améliorée en utilisant des filtres, mais

la longueur de cohérence demeure trés petite méme dans ce cas (quelques dizaines de longueurs
d’onde).

Tableau 2.1 Longueurs de cohérences typiques de diverses sources

lumiere solaire filtrée (0.4-0.8 pm) 800 nm
lample & arc (sodium) 600 pm
laser He-Ne multimode 20 cm
laser He-Ne monomode 300 m

Les trains d’onde émis par une source sont polarisés dans une direction quelconque, aléatoire et
dictée par les moments cinétiques des états initial et final de I’'atome ou de la molécule (dans le cas
de I’émission par un gaz). Une onde macroscopique est une superposition de plusieurs petits paquets
d’ondes qui ne se recouvrent pas et sont émis tour a tour a des instants aléatoires. Ces différents
paquets d’ondes ne sont pas en phase, c’est-a-dire qu’ils ne peuvent étre considérés comme faisant
partie d’une seule onde monochromatique : leurs amplitudes se superposent en moyenne pour
donner zéro. Une onde de ce type est dite incohérente. Une onde incohérente peut toutefois étre
polarisée si les polarisations de tous les paquets d’ondes sont identiques. Egalement, si les paquets
d’ondes polarisés dans une direction donnée ont été éliminés (en tout ou en partie) par un moyen
quelconque (polaroid, réflexion), 'onde résultante est qualifiée de polarisée. En résumé, une onde
cohérente est toujours polarisée de facon linéaire, circulaire ou elliptique. Une onde incohérente
(ou quasi-monochromatique) peut étre non polarisée ou polarisée a un degré quelconque. Voyons
comment caractériser cela de maniere quantitative.

Une onde quasi-monochromatique peut étre représentée comme une onde monochromatique dont
I'amplitude E, varie lentement dans le temps. Ici, ‘lentement’ réfere & une échelle de temps grande
par rapport a la fréquence inverse w™!, mais qui peut quand méme étre de I'ordre de 10~ seconde

dans le domaine optique! Pour caractériser les amplitudes moyennes, on définit le tenseur suivant :
I, =(E,E})) (a,b=1,2) (2.49)

ou (---) signifie une moyenne dans le temps et seules les composantes dans le plan perpendiculaire
au vecteur d’onde k sont incluses. La matrice I, est manifestement hermitique (I}, = I,). On
peut donc la représenter comme une combinaison linéaire des matrices de Pauli et de la matrice
identité:

_ L sy +sy sy —isy )
I(lb = 5 (81 +i82 SO _ 83 = 5(80 +s- 0') (250)
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ou s est le vecteur (s;, sy, 53). Les quatre parametres s ; , 3 sont appelés paramétres de Stokes. En
fonction des composantes E; et E,, ces parametres sont®

so = (| EA]” + | By[?)
s, = 2Re (E,EY)
sy = 2Im (E,EY)
s3 = (|E\]” — |B,/?)

(2.51)

La trace I = I}; + I,y = s, est toujours proportionnelle a I'intensité de I'onde. On définit aussi le
tenseur normalisé p,, = I,,/1. Le degré de polarisation d’une onde est relié au déterminant de ce

tenseur : )
i(-%)
=—-11-—= (2.52)
4 s3

La lumitre naturelle (ou non polarisée) est par définition telle que p,, = 30,, autrement dit s = 0.
Cela signifie que 'amplitude du champ électrique est en moyenne la méme dans toutes les directions.
Dans ce cas, le déterminant est det p = i. Par contre, la lumiere monochromatique polarisée est
caractérisée par un déterminant nul. En effet, dans ce cas, les valeurs moyennes peuvent étre omises
et

det p = L | sg+s3 s —1i8g
453 |81 +1isy Sy — 83

det(I,) = | By *| Eof* — (B E3)(E{Ey) = 0 (2.53)
Donc, dans le cas d’une onde monochromatique, on a la contrainte

st = s (onde monochromatique) (2.54)

On définit le degré de polarisation P d’une onde quasi-monochromatique comme

no

pP=

& A

ou detp=1(1-P) (2.55)

P = 1 pour une onde monochromatique (complétement polarisée) et P = 0 pour une onde non
polarisée. Pour une valeur donnée de P, I’onde peut étre polarisée de deux fagons différentes, car
il reste alors deux parametres de Stokes indépendants, disons s, et sy (car s7 = s2P — s3 — s3). Ces
parametres donnent 'importance relative des deux polarisations linéaires et des deux polarisations
circulaires dans ’onde incohérente.

Toute onde quasi-monochromatique peut étre formellement représentée comme la superposition
incohérente de deux ondes compléetement polarisées. Expliquons : par définition, lors d’une su-
perposition incohérente de deux ondes, aucune interférence n’est possible et seules les intensités
s’additionnent. Plus précisément, on additionne alors les tenseurs I, des deux ondes (ou leurs
parametres de Stokes). Or, pour une onde partiellement polarisée, ce tenseur est toujours hermi-
tique (I, = I,) et donc diagonalisable avec valeurs propres réelles. Appelons les vecteurs propres
orthonormés de ce tenseur n(!) et n® et les valeurs propres correspondantes A; et Ay. On peut

donc écrire le tenseur I, comme

I,= )xlnfll)nl(f)* + )\an)nf)* (2.56)

3 (Ces définitions sont différentes de celles de JACKSON, qui sont obtenues des notres en faisant so — s3,
s3 — §1 et s1 — S9.
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C’est le résultat annoncé: le tenseur I, est la somme (donc superposition incohérente) de deux
termes, chacun des deux termes décrivant une onde compléetement polarisée (parce que les vecteurs
n»?) sont comme le vecteur amplitude E, et donc la contrainte s? = s? est satisfaite pour chacun
d’entre eux). Maintenant, on peut toujours choisir 'orientation des axes et la phase du vecteur
propre n!) telles que n") = (by,1by), ol by et b, sont réels. En raison de 'orthogonalité n.n®* =0
et de 'arbitraire dans la phase de n®, on peut alors choisir n® = (iby, b,). Ceci signifie que les
deux ondes incohérentes sont de polarisations elliptiques de méme excentricité, mais dont les axes
principaux sont tournés de 90 degrés I'un par rapport a 'autre. Les valeurs propres A\, et\,, quant
a elles, représentent les intensités de ces deux ondes.

Probleme 2.1

Un milieu est caractérisé par une constante diélectrique £(r) qui dépend de la position; par exemple, une fibre
optique a gradient d’indice, ou méme 'atmosphere, dans laquelle I'indice de réfraction dépend de I'altitude.

a) Montrez qu’une onde monochromatique de fréquence w est alors régie par les équations suivantes :
2 2
w’e 1 w’e 1
VZE+ZE=-V(-Ve-E V’B+ —~B = —-Ve A (VAB)
c? € c? €

b) Supposons que la constante diélectrique ne varie que dans une direction (disons z). Montrez qu’une onde
plane du type

E — Eoei(kT—wt) B — Boei(kT—wt)
est impossible & réaliser (avec k constant), & moins que ¢ soit une constante. Indice : 'application d’une des
équations de Maxwell (sans dire laquelle) permet de démontrer ce fait en deux lignes.

¢) Toujours en supposant que la constante diélectrique ne varie qu’en fonction de z, montrez qu’il est possible
de poser le type de solution suivant :

E = E(2)% B = B(z)§

et obtenez les équations différentielles qui nous permettent, en principe, de déterminer les deux fonctions
E(2) et B(z). Trouvez aussi une expression pour B(z) en fonction de la dérivée de E(z), en utilisant la loi de
Faraday.

Probléeme 2.2

Etant donnée une onde plane E = Egel( , donnez une expression pour le potentiel vecteur A, dans la
jauge de Coulomb. Partez de ’hypothese que A est aussi une onde plane caractérisée par k et w.

k-r—wt)

Probleme 2.3
Démontrez les formules (2.17) et (2.18).

Probleme 2.4

Calculez les parameétres de Stokes pour les ondes monochromatiques avec les amplitudes suivantes (on suppose
A et B réels) :
(2) By = A%, (b) Bg = A(X +39), (c) Eg = AR +iBY, (d) By = A% +™/*g),

Probleme 2.5

Trouvez comment les parametres de Stokes se transforment lorsqu’on procéde a une rotation des axes X—y
d’un angle ¢.
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Probléeme 2.6

La densité d’impulsion du champ électromagnétique est proportionnelle au vecteur de Poynting : S/c? =
(1/4wc)E A B. 1l est donc naturel de s’attendre a ce que le moment cinétique associé au champ électromagné-
tique soit donné par ’expression suivante :

1
L=— [ drA(EAB)

" Adre
a) Démontrez que L peut s’écrire ainsi :
1 3
L=_— [d {E/\A—kZEi(r/\V)Al}
2

Le deuxieme terme ci-haut est interprété comme le moment cinétique orbital Ly, du champ, en raison de
la présence de I'opérateur différentiel r A V, alors que le premier représente le moment cinétique intrinseque
Lgpin., associé au spin du photon dans la théorie quantique.

Indice : exprimez B en fonction de A; utilisez la notation indicielle , avec le tenseur de Levi-Civita pour
représenter le produit vectoriel; utiliser la relation €;x€,nx = 0imdjn — dindjm pour les deux derniers tenseurs
de Levi-Civita; intégrez par parties le deuxiéme terme.

b) Montrez que la densité de moment cinétique intrinséque d’une onde plane est

1
A=——TIm (EAE"
87rwm( )

et exprimez cette quantité en fonction des parametres de Stokes pour une onde partiellement polarisée. Que
vaut A pour une onde monochromatique de polarisation (1) linéaire, (2) circulaire? Vous pouvez utiliser la
jauge de Coulomb dans ce calcul.

Probleme 2.7

Supposons qu’on exprime 'amplitude Eg du champ électrique sur la base €+ des polarisations circulaires.
Montrez que les parametres de Stokes ont les expressions suivantes :

so = |€} - Eo|* + |- - Eo|?

s1 = 2Im [(e} - Eo)" (e~ - Eo)]

sy =€} - Bol* - |€" - Byl

S3 = 2Re [(ei -EU)*(G*, E())]

En quoi l'utilisation de cette base facilite-t-elle I'interprétation physique du parametre so?



22 3. Théorie de la constante diélectrique

3 Théorie de la constante diélectrique

Dans cette section nous étudions l'origine de la constante diélectrique, en particulier de sa
dépendance en fréquence. Cette dépendance est la cause de la dispersion d’'un paquet d’onde non
monochromatique. Nous examinerons un modele classique simple pour la dépendance en fréquence
de la constante diélectrique dans divers matériaux : le modele de Drude. Il va sans dire qu’un cal-
cul sérieux de la constante diélectrique doit faire appel aux notions de la mécanique quantique et
de la mécanique statistique. Cependant, le modele de Drude nous permettra de dégager certaines
caractéristiques essentielles, surtout pour les gaz, les liquides, les métaux et les plasmas.

3.1 Polarisabilité

Les propriétés électriques d’un matériau (disons, un isolant) dépendent de la fagon précise avec
laquelle un champ électrique externe induit une polarisation P dans le matériau. Dans 'hypothese
ou le matériau est linéaire, c’est-a-dire réagit linéairement a un champ électrique appliqué, la forme
la plus générale de la polarisation P induite par un champ électrique appliqué E est la suivante :

P, (r,t) = /dt’ B’ X (' )V Ey(x — 1/t — 1) (3.1)

ou la fonction x,,(r',t') est la fonction de réponse électrique du matériau, ou susceptibilité
électrique, ou polarisabilité. x, (r',¢') est la composante a (a = z,y, z) de la polarisation causée a
r, au temps ¢, par la composante b d'un champ électrique de grandeur unité & r —r’, au temps t —t'.
C’est un tenseur dans le cas le plus général, c’est-a-dire pour un cristal a structure non cubique.
Dans les liquides, les gaz et les verres, ce tenseur a une forme isotrope x,, = d,,x- Restreignons-nous
a ce cas plus simple. On écrit alors

P(r,t) = /dt’ d*r’ x (', tE(r — v/, t —t') (3.2)

Le fait que la susceptibilité dépende de la position et du temps relatifs est crucial : il indique que
I'induction d’une polarisation a (r,t) ne se fait pas directement par le champ électrique, mais indi-
rectement, en raison de l'interaction entre les différents degrés de liberté du systeme. Considérons
par exemple un champ électrique localisé dans ’espace et le temps & (ry,t;) (ceci est bien str
impossible, méme en principe, mais il ne s’agit ici que d’un argument basé sur le principe de super-
position). Ce champ électrique a une influence directe sur le nuage électronique a ce point-la et a
ce moment-la. Ce nuage électronique est ensuite modifié & d’autres points en raison du mouvement
de I’électron et de son interaction avec ses voisins, les noyaux, etc. Il se crée donc, a des temps
ultérieurs, une polarisation au voisinage du point r;. La distance ¢ sur laquelle une polarisation
est créée autour de r; est intimement liée a la portée des interactions électron-électron dans le
matériau, ou a la distance typique que parcourt un électron. Le temps 7 au bout duquel cette
polarisation s’estompe est le temps que prend un électron pour compléter son ‘orbite’, c’est-a-dire
le temps associé a la différence des niveaux d’énergies, 7 ~ i/AE. On s’attend & ce que la fonction
x(r',t') tende vers zéro quand |v/| > et t' > 7.

La relation (3.2) est beaucoup plus simple en transformée de Fourier :
P(k,w) /dtd“ /dt ' x (¢, ) E(r — v/t —t)e ki

/dt a3 /dt B3r E(r7t)efikrﬂwtx(r/,t/)e—ik~r/+iwt/ (3.3)

,w)E(k,w)
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(les tildes sur les champs dénotent les transformées de Fourier; on utilise habituellement le méme
symbole y pour sa transformée de Fourier). Dans la deuxiéme équation, I'ordre des intégrations a
été changé et le changement de variables (r,¢) — (r + 1/, ¢t + ') a été effectué. La relation linéaire
entre polarisation et champ électrique est donc directe dans ’espace de Fourier. Autrement dit, la
polarisation est la convolution du champ électrique appliqué E(r, t) et de la susceptibilité électrique
x(r,t). Il s’ensuit que

D(k,w) = e(k,w)E(k,w) e(k,w) =1+ 4rx(k,w) (3.4)
La constante diélectrique e(k,w) dépend en général de la fréquence et du vecteur d’onde.

Absence de dépendance en vecteur d’onde de la constante diélectrique

La dépendance en vecteur d’onde de la constante diélectrique est généralement négligeable. Voici
pourquoi : nous avons vu que la fonction x(r,t) est négligeable si |r| > ¢, ou ¢ est la longueur
caractéristique du mouvement des électrons. Ceci implique que la transformée de Fourier x(k,w)
est indépendante de k quand |[k|¢ < 1.} Cette condition peut aussi s’exprimer comme << \.
Dans un isolant, la distance caractéristique £ est de I'ordre de la distance interatomique. Dans un
conducteur, £ est plutét de 'ordre du libre parcours moyen des électrons. Par contre, la longueur
d’onde (dans le domaine optique ou moins) est considérablement plus grande que cela (> 10~ "m).

Considérons, pour étre plus précis, une transition atomique. 'ordre de grandeur de la fréquence
est donnée par w ~ €?/ha,, ol a, est le rayon de Bohr. La longueur d’onde associée est alors
grosso modo 27mc/w ~ 2may(ch/e?) = 2may/a, ott a ~ 1/137 est la constante de structure fine.
En somme, les longueurs d’onde associées aux fréquences atomiques sont plus grandes que les
dimensions atomiques par un facteur a (ceci n’est qu'un ordre de grandeur). Par conséquent, la
dépendance en vecteur d’onde de £(k,w) est généralement négligeable dans le domaine k| ~ w/c
si w est une fréquence atomique.

Les exceptions a cette regle se produisent quand ¢ est beaucoup plus grand que la distance inter-
atomique. Ceci se produit dans les métaux a trés basses températures : le libre parcours moyen
devient tres grand dans un échantillon trés propre a tres basse température. La longueur car-
actéristique devient alors la longueur de de Broglie thermique des électrons

hvp

(3.5)

ol vy est la vitesse de Fermi (c’est-a-dire la vitesse des électrons au niveau de Fermi). A suffisam-
ment basse température, cette longueur est suffisamment grande pour permettre une mesure de la
dépendance en k de ¢ et une caractérisation de la surface de Fermi.? Une autre exception de choix

I Comme exemple simple illustrant cette propriété générale, considérons la fonction

(A x| < £
f(x)_{o 2| > ¢

La transformée de Fourier de cette fonction est

sin(k?)

F(k) = 2407

Or, quand kf < 1, ceci tend vers une constante 2A/.
2 En anglais, on appelle ce phénomeéne anomalous skin effect. Voir J.M. ZIMAN, Principles of the Theory
of solids, 2¢ éd., p. 282.
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est I’état supraconducteur, encore une fois dans la limite propre. La distance caractéristique est
alors la longueur de cohérence des paires de Cooper, qui est de I'ordre de 107°-10~7 m dans un
supraconducteur conventionnel de type I. Nous négligerons ces cas d’exception dans ce qui suit,
comme nous négligerons la dépendance en k de la constante diélectrique.

Relations de Kramers-Kronig

Le principe de causalité impose une condition évidente a la fonction x(r’,¢'): elle doit s’annuler si
t' < 0, car le champ électrique futur ne peut influencer la polarisation présente. Une conséquence de
cette causalité sont les relations de Kramers-Kronig, que nous démontrons dans le complément C :

1 [~ Im &(w/
Reé(w):1+/ dw'mlgiw
m W —w
o X (3.6)
1 e e} /
Im &(w) = _/ dw,M
T . W —w

Ces relations permettent d’exprimer la partie réelle de € en fonction d’une intégrale de sa partie
imaginaire et vice-versa. On remarque que la constante diélectrique ne peut pas étre toujours réelle :
sa partie imaginaire doit étre non nulle, au moins dans un certain domaine de fréquence. Nous ver-
rons plus bas que cette partie imaginaire est le reflet de I’absorption des ondes électromagnétiques
par le milieu.

Indice de réfraction complexe

Une constante diélectrique complexe signifie qu'une onde électromagnétique traversant le milieu
est atténuée, car le nombre d’onde k a une partie imaginaire (cette partie imaginaire doit étre
positive). Cette atténuation résulte bien str de la dissipation d’énergie représentée par le facteur
d’amortissement ,. La provenance de ce facteur est multiple, mais ne peut pas étre parfaitement
comprise dans le seul cadre classique. La dissipation d’énergie provient d’'un transfert d’énergie
en provenance du mouvement oscillatoire de ’électron vers d’autres formes d’excitations, telles
le rayonnement d’ondes électromagnétiques (on parle alors d’amortissement radiatif) ou d’ondes
sonores (phonons). Ce dernier mécanisme ne joue pas dans le cas des gaz, et conséquemment -~y est
plus petit dans ce cas.

-~—-

Figure 3.1. Illustration de ’amortissement d’une onde dans un milieu dissipatif, pour
trois valeurs du coefficient d’extinction k. L’onde est incidente sur le milieu en x = 0 et
possede la méme amplitude initiale dans les trois cas.

Iindice de réfraction complexe associé est 7 = V€. On le décompose en parties réelle et imaginaire
comme suit :

A =Ve=n(l+ir) (3.7)
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La relation de dispersion k = (w/c)n signifie que le nombre d’onde est complexe si la fréquence est
réelle. La dépendance spatiale d’une onde monochromatique plane est alors

’QZJ(ZL‘,t) _ ei(kxfwt) — ei(wnar/cfwt)efwnﬁm/c (38)

(1) représente une composante quelconque des champs électrique ou magnétique). L’onde est
atténuée sur une distance caractéristique c¢/(knw) = A\/2wk.On constate que k, souvent appelé
coefficient d’exctinction, est le rapport de la longueur d’onde a la distance d’atténuation. Un mi-
lieu a forte atténuation aura x > 1 et vice-versa. La vitesse de phase de 'onde est toujours reliée a
la partie réelle de I'indice de réfraction : v = ¢/n. On introduit souvent le coefficient d’atténuation
a = wnk/c, de sorte que l'atténuation de 'onde se lit e=**.

3.2 Modele de Drude

Le modele de Drude nous permet d’obtenir la forme générale de la dépendance en fréquence de
la constante diélectrique, en considérant ’atome comme un oscillateur ou comme un ensemble
d’oscillateurs. Dans ce modele, 1’électron (ou le nuage électronique) est 1ié harmoniquement au
noyau, avec une fréquence caractéristique w,. En fait, pour une espece donnée d’atome, on doit
supposer qu’il existe plusieurs oscillateurs indépendants, un pour chaque fréquence caractéristique
w, de 'atome associée a une transition possible d’énergie hw,.

Nous désirons étudier la réponse d’un tel oscillateur a I'imposition d’un champ électrique externe
oscillant & une fréquence w. Supposons que ce champ a une polarisation linéaire :

E = E, 'kt (3.9)
Ce champ exerce une force —eE sur ’électron. L’électron subit aussi une force de rappel —mw?r.
On suppose en outre qu’il existe une force de friction proportionnelle a la vitesse de 1'électron.
L’équation du mouvement pour 1’électron est donc

mi + mAt + mwir = —eE, e ! (3.10)

oll. ..

m est la masse de I’électron.

~ est le coefficient de friction par unité de masse.

wy est la fréquence d’oscillation libre (en l’absence de force externe).

La solution générale de cette équation linéaire inhomogene est la somme d’une solution parti-
culiere avec la solution générale de I’équation homogene. Cette derniére, en raison du terme
d’amortissement -, constitue un régime transitoire que nous pouvons négliger. La solution du
régime permanent est de la forme r(t) = rye ™. Substituant dans 'équation du mouvement, on

obtient E
€ 0
Ty =~ (3.11)
mwi — w? — iwy
Le mouvement oscillant de ’électron équivaut & I'induction d’un dipole oscillant de =™ oul
2 E
d=° 0 (3.12)

02 — (92 — iy
mwj — w? — iwy

Supposons maintenant qu’un milieu comporte ¢ molécules par unité de volume, NN oscillateurs par
molécule et et qu’une fraction f, de ces oscillateurs ait une fréquence caractéristique w, et un
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amortissement «,. La polarisation P étant le moment dipolaire par unité de volume, on conclut

que
2
_ e fa _
P="—EN Eang_WQ_M% (§ jfa1> (3.13)

a

La susceptibilité électrique est alors
oe?
X(w) = —T'(w) (3.14)

ou nous avons défini

Tw)=N>_ # (3.15)

2 _ 2 _
Wi —w? —iwy,

qui dépend des détails de la composition du milieu, mais non de sa densité. La constante diélectrique

est alors )
47 oe
f=14 10

T (3.16)

Comme I'(w) est complexe, la constante diélectrique ’est aussi — d’ou 'accent (*) — et un déphasage
est possible entre E et D.

Indice de réfraction dans un gaz
Dans les gaz la densité est suffisamment petite pour que € — 1 soit tres petit. On peut alors faire
I’approximation

2 2
Ve 1+ % p) (3.17)
m
Séparons les parties réelle et imaginaire :

- 27 pe? / 1
VErn1+ (' (w) +1iI"(w)) (3.18)

ol 2)

(W2 —w
=N Z _ w? + WQ”)’(%

(3.19)

F// - N Z S,

_ w? + w2,-)/2

Examinons la forme de (3.19) pour un seul type d’oscillateur avec fréquence propre w, et amor-
tissement . La partie réelle de I'indice de réfraction tend vers la valeur

oe?
0)=1+2 3.20
n(0) =1+ T (3.20)

quand w — 0. Elle augmente ensuite jusqu'a w = w; < wy, fréquence a laquelle dn/dw = 0. Dans
cette plage de fréquence la dispersion est dite normale, parce que dn/dw > 0. La lumiére bleue est
alors réfractée davantage que la lumiere rouge et la partie imaginaire nk est relativement petite.
Cette partie imaginaire est toujours positive, augmente de zéro vers un maximum a w = w, pour
ensuite diminuer. La partie réelle est égale a 1 a w = w,, pour ensuite étre < 1. Une partie réelle
< 1 signifie que la vitesse de phase est plus grande que c¢. La partie réelle atteint un minimum a
W = wy > wy, pour ensuite remonter vers 1. Dans la plage de fréquence w; < w < w, la dispersion
est dite anormale, parce que dn/dw < 0. La vitesse de phase augmente alors avec la fréquence
(dv/dw > 0) et 'absorption peut étre importante. Le milieu est alors relativement opaque.
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Figure 3.2. Parties réelle et imaginaire de I'indice de réfraction pres d’une fréquence
propre wy, en fonction de w/wy. La partie réelle est illustrée relative a n = 1.

3.3 Equation de Clausius-Mossoti

La constante diélectrique (3.16) calculée plus haut n’est applicable qu’aux milieux relativement
dilués, tel les gaz, pour la raison suivante : on a supposé que le champ local E ressenti par 1’électron
était le méme que le champ macroscopique traversant le milieu. Ceci est valable pour les gaz, car
I'effet de la polarisation d’une molécule sur sa distante voisine est négligeable. Dans les liquides ou
les solides, il faut cependant distinguer E’, le champ local en un point précis, du champ macroc-
sopique E.

Considérons par exemple un liquide, c’est-a-dire un milieu isotrope. Prélevons de ce liquide une
sphere microscopique qui contient, supposons, une seule molécule en moyenne. Si P est la polari-
sation du milieu, on démontre que le champ local a l'intérieur de cette sphere est

4
E=E+ gp (3.21)
C’est ce champ qui est appliqué aux électrons de la molécule qui s’y trouve. La relation (3.13) doit

alors étre remplacée par la relation suivante :

47 oe?

P=|E+—P|—7T 3.22

B+ 5P| L) (3.22)

Considérant que P = (¢ — 1)E /4w, on en déduit que E+ (47/3)P = 3(2+£)E et I'équation ci-haut
se réduit a )
E—1 dmoe

=——7T 3.23

G2 3w (3.23)

1l s’agit de ’équation de Clausius-Mossoti. On peut facilement isoler la constante diélectrique, mais

I’équation se présente mieux ainsi.
En fonction de l'indice de réfraction 1 = V&, 'équation de Clausius-Mossoti prend la forme

p2 —11  4mé?
n = 7% (W) = const.(w) (3.24)

2+20 3 m
Comme le membre de gauche ne dépend pas de la densité moyenne p mais uniquement du type de
molécule impliqué et de la fréquence, il est indépendant de la température.® Cette relation porte le

3 Ceci nest strictement vrai que si les molécules sont non polaires, car seule la polarisabilité électronique
est considérée ici. Cependant, aux fréquences optiques, seule la contribution électronique est importante de

toute manicre.
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nom d’équation de Lorentz-Lorenz et permet de déduire la dépendance en température de 'indice
de réfraction d’un liquide (ou d’un gaz) si on sait comment la densité dépend de la température.

Notons que ’équation de Clausius-Mossoti (ou celle de Lorentz-Lorenz) ne peut s’appliquer aux
solides en général, en raison du manque d’anisotropie au plan microscopique, qui nous empéche de
considérer une sphere comme habitacle moyen d’une molécule.

3.4 Fréquence de plasma

Un plasma est un gaz chaud d’atomes ionisés. Dans un tel milieu les charges (ions et électrons) ne
sont pas liées (w, = 0) et Pamortissement est tres faible (y ~ 0) car il provient surtout du rayon-
nement d’ondes électromagnétiques par les particules chargées. On peut facilement y appliquer le
résultat (3.16), en supposant que la seule fréquence de résonance présente est nulle (w, = 0) et que
~v = 0. On obtient dans ce cas la constante diélectrique suivante :

47 pe? w?
é:l—mjg/mzl—w’; (3.25)

ol on a défini la fréquence de plasma w,:

47 p€?

(3.26)

SEN

m

Siw > w,, la constante diélectrique est positive et l'indice de réfraction est réel : il y a propagation.
Si, au contraire, w < w,, la constante £ est réelle négative et l'indice de réfraction est imaginaire,
ce qui signifie une extinction de 'onde. Autrement dit, si w < w,, la fréquence de l'onde est
suffisamment petite pour laisser au plasma le temps de réagir face au champ E de I'onde incidente
en se réarrangeant pour annuler le champ total E,; dans le milieu. L’onde est alors amortie dans
le plasma et completement réfléchie.

La relation de dispersion d'une onde électromagnétique dans un plasma est plutot simple. Comme

w? = c?k? /&, on trouve

w? = wf, + k? (3.27)
La vitesse de phase v, est donnée par
’Up = g = Ciw (328)
k w2 — w2

alors que la vitesse de group v, est plutot donnée par

dw ko

vg—@—c;—v—p (3.29)
On constate que la vitesse de phase est toujours plus grande que ¢, tandis que la vitesse de groupe
est toujours inférieure a ¢, comme il se doit, puisque ’énergie et I'information se propagent a la
vitesse de groupe. Nous retrouverons ce type de relation de dispersion plus tard, lors de I’étude
des guides d’onde.

A ce stade une question importante se pose. Les électrons du plasma constituent-ils une charge
liée ou une charge libre, du point de vue des champs macroscopiques? Nous les avons traités
ici comme s’ils constituaient une charge liée, parce que nous avons représenté leur effet par une
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Figure 3.3. A gauche : schéma de la constante diélectrique du plasma en fonction de la
fréquence. A droite : relation de dispesion w(k) correspondante.

constante diélectrique. En fait, la distinction entre charge liée et libre est largement matiere de
convention. Il est pratique de considérer la charge d’un plasma comme étant liée et d’appliquer
a ces milieux le formalisme des champs macroscopiques et de la constante diélectrique. De toute
fagon, a fréquence non nulle, les charges en question ne se déplacent pas sur de grandes distances
et sont donc effectivement liées. L’exception se produit notablement a fréquence nulle, ou traiter
une charge physiquement libre comme si elle était liée meéne a une constante diélectrique infinie.
Cette remarque s’applique particulierement aux conducteurs (voir plus bas).

Oscillations libres d’un plasma

La fréquence w, est la fréquence a laquelle le plasma peut avoir des oscillations collectives libres.
Pour s’en convaincre, considérons une portion de plasma affectant la forme d’une plaque d’épaisseur
a et d’aire A > a®. Supposons que le nuage d’électrons dans le plasma est déplacé collectivement
d’une distance x par rapport au nuage d’ions (z < a). Comme le plasma est neutre au total, 1’effet
de ce déplacement est de créer une densité surfacique de charge p, = +pex de chaque coté de la
plaque. Le champ électrique induit entre les plaques est alors ' = 47p, et la force de rappel exercée
sur chaque électron est (on considére les composantes selon )

F = —eE = —4mpe’s = —mw;x (3.30)

Cette force est linéaire en z; le mouvement associé est donc harmonique, avec fréquence w = w,,.

Plasmons

Dans la théorie quantique, cette oscillation collective d’un plasma a la fréquence w, est quantifiée
comme pour un oscillateur harmonique. L’énergie associée a une telle oscillation est supérieure a
celle de I'état fondamental par un multiple entier de hiw,. Ces oscillations quantifiées sont appelées
plasmons, de la méme fagon qu'une onde sonore dans un solide est constituée de phonons. On peut
détecter ces excitations de plasma quand des électrons d’énergie modérée (~ 10? — 10%eV) passent
au travers d’un film métallique. On constate alors que 1’énergie perdue par ’électron au passage
est un multiple entier de hw,,; I'électron a alors cédé une partie de son énergie en créant au passage

un nombre entier de plasmons.*

4 On doit cependant distinguer les plasmons de volume des plasmons de surface; ces derniers constituent une
oscillation collective de la densité électronique surfacique et ont un comportement différent des plasmons de

volume. Mais nous laisserons ce sujet au cours de physique de 1’état solide.
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Tableau 3.1 Longueurs d’onde de plasma mesurées et calculées pour certains
métaux alcalins ou alcalino-terreux. Ici A\, = 2mc/w,.

A}()cxp.) (nm) A;théor.) (nm)
Li 155 155
Na 210 209
K 315 287
Rb 340 322

L’ionosphere

L’ionosphere, comme son nom l'indique, comporte une bonne densité de matiere ionisée. On peut
donc lui appliquer les considérations ci-haut sur les plasmas. La densité p étant beaucoup plus faible
que pour les métaux, la fréquence plasma w, est beaucoup plus petite, de sorte que la lumiere visible
est transmise sans problemes, alors que les ondes radio sont atténuées et par conséquent réfléchies
dans I'atmosphere. Ce principe est utilisé dans la communication radio : les ondes radio peuvent,
par réflexions multiples sur l'ionosphere et la surface terrestre (et les océans), se propager jusqu’aux
antipodes. Pour communiquer avec les satellites, il faut plutot utiliser des ondes dites courtes, qui
auront une fréquence supérieure a w, et pourront donc traverser l'ionosphere. En pratique, I’angle
d’incidence de I'onde sur I'ionosphere est important : méme si w > w,, il peut y avoir réflexion
totale interne de I'onde vers la Terre pour un angle d’incidence suffisamment grand. D’autre part,
la densité d’électrons libre varie selon 'activité solaire et surtout selon I’heure de la journée. Les
détails de la propagation et de la réflexion des ondes radios par 'ionosphere peuvent donc étre
relativement compliqués.

3.5 Plasma en champ magnétique : magnétosphere

L’ionosphere devient la magnétosphere lorsque le champ magnétique terrestre vient a jouer un role
non négligeable. Retournons a I’équation du mouvement d’un électron libre en présence d’une onde
électromagnétique incidente et du champ magnétique terrestre B. On négligera 'effet du champ
magnétique de I'onde incidente, qui est beaucoup plus faible que l'effet de son champ électrique,
ainsi que ’amortissement radiatif :

mi — (e/c)B AT = —eEje ™! (3.31)

La polarisation de ’onde n’avait pas d’'importance jusqu’ici. L’introduction d’un champ externe B
crée une anisotropie : on s’attend donc a une relation de dispersion qui dépendra de la direction de
l'onde par rapport a B et aussi de la polarisation. Supposons, pour simplifier les choses, que 'onde
incidente est parallele au champ magnétique, selon I’axe Z. Comme ’onde est transverse, I’électron
ne subira aucune force dans la direction z. On peut alors se concentrer sur son mouvement dans

le plan zy. L’équation ci-haut devient
mi + (eB/c)y = —eEy,e !
) (€57 )‘? S (3.32)
my — (eB/c)t = —eEy e

11 s’agit de deux équations différentielles linéaire couplées (du premier ordre en & et ). La méthode
de solution habituelle consiste a supposer une solution en régime permanent du type

(-
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En substituant dans le systeme d’équations, on trouve une équation matricielle pour les amplitudes
(79, %)
) e (E eB
w w We To) = & Oz w, = — (3.34)
W W Yo m \ Eo, mc
Nous pourrions résoudre cette équation immédiatement, mais il est préférable de diagonaliser ce

systeme matriciel. Les valeurs propres A de la matrice ci-haut et les vecteurs propres normalisés
correspondants sont

A=w+w, (1,—1)

Hg\p
[\]

(3.35)
A=w—w, : —(1,7)

>

La diagonalisation se fait a I’aide de la matrice unitaire dont les colonnes sont les vecteurs propres :

U= \}i <1Z. 1) (3.36)

Le systeme matriciel d’équations différentielles devient alors

WUt (@ e gt (o) = Syt ( B (3.37)
—W. w Yo m EOy

En définissant les combinaisons

Uy = Ty + 1Y ot Ey = Ey, +1E,

_ . - . (3.38)

on peut finalement écrire le systeme d’équation sous une forme découplée :
e (E
w<°"+‘”c 0 ><?0>:<—0> (3.39)
0 w—w, Uy m \ Ej

E E
g = SBM g _eB/m (3.40)

e tw,) ww = w)

On en déduit les relations

Il s’agit des deux solutions indépendantes du systeme d’équations différentielles (3.32). Pour les
interpréter, considérons l'inverse des relations (3.38) :

o = 5(tg + ug) ot E,= %(Eg + Ey) (3.41)
Yo = 5i(y — ) Ey = 3i(Ey — Ey)
Dans la premiere solution (u, # 0 et @, = 0), la phase relative de E, et E, est —i, ce qui

correspond a une polarisation circulaire droite. De méme, le mouvement des électrons est circulaire
droit (horaire). En présence du seul champ magnétique, un électron suivrait une orbite circulaire
gauche (antihoraire) et donc le mouvement forcé des électrons ne peut pas entrer en résonance
avec le mouvement naturel dans cette solution, ce qui se traduit par le dénominateur en w + w,
en (3.40). Par contre, dans la deuxieme solution (u, = 0 et @, # 0), les sens sont inversés et il y
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Figure 3.4. Comportement de £+ en fonction de w/w.. Sur ce graphique on a supposé
que wy = 0.7we.

a résonance 4 w = w, (en pratique, un petit terme d’amortissement intervient pour empécher la
divergence de ).

Les constantes diélectriques résultant de ces deux solutions sont réelles et correspondent a des
polarisations tournant avec le champ électrique :

e/m w]%
e, =1—dmpe—"——=1—- ——""——
ww+w,) ww+w,)
: L (3.42)
e/m w;
e =1—4mpe / =1-—r
w(w—w,) ww—w,)

Nous sommes en situation de biréfringence : la constante diélectrique — et donc I'indice de réfraction
— dépend de la polarisation de I'onde (circulaire dans le cas présent). Le comportement en fréquence
de e, est illustré sur la figure. On remarque différents régimes de fréquence :

Au-dela d’une certaine fréquence w,, les deux constantes diélectriques sont positives et les
deux polarisations se propagent, avec cependant des indices de réfraction différents. Le milieu
possede alors ce qu’on appelle une activité optique, c’est-a-dire qu’il fait tourner le plan de polar-
isation d’une onde a polarisation linéaire au fur et a mesure de sa propagation. En effet, comme
une onde a polarisation linéaire peut étre considérée comme une superposition d’ondes circulaires
et que ces deux composantes circulaires ont des vitesses de phase différentes, elles accumulent
un différence de phase proportionnelle au chemin parcouru. Cette différence de phase détermine
la direction de la polarisation linéaire résultante et cette derniere change donc de maniere uni-
forme dans le temps, d’autant plus rapidement que €, — e_ est grand. Cette biréfringence causée
par un champ magnétique s’observe aussi dans les solides et porte alors le nom d’effet Faraday.
Ce phénomene a été observé pour la premiere fois par Faraday dans le verre (avant la théorie
électromagnétique de Maxwell) et ce dernier y a vu, avec raison, un signe que la lumiére est un
phénomene électromagnétique.

Dans l'intervalle w,. < w < wy, €_ est négatif et donc seule la polarisation droite se propage.

Dans l'intervalle w; < w < w,, les deux constantes diélectriques sont positives, sauf que main-
tenant e > e, et la rotation du plan de polarisation se fait dans l'autre sens.

Siw < wy, €, est négatif et donc seule la polarisation gauche se propage. De plus, 'indice
de réfraction n_ — /" se comporte comme 1/\/w aux trés basses fréquences. Le milieu devient
alors tres fortement dispersif avec dispersion anormale : les basses fréquences se propagent plus
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lentement. Ceci contribue a expliquer les longs siflements descendants souvent entendus sur les
ondes courtes (modes siffleurs): il s’agit d’ondes électromagnétiques de basse fréquences émises
par les orages un peu partout autour du globe. Ces ondes se propagent d’'un bout a l'autre de la
planete, emprisonnées qu’elles sont par 'ionosphere. La dispersion fait que la composante a haute
fréquence de 'onde se propage plus vite avec une différence de temps de I'ordre de la seconde sur
des distances de l'ordre du millier de kilometres. Ainsi I'oreille humaine, par 'intermédiaire de la
radio, peut percevoir le délai entre hautes et basses fréquences.

Expliquons maintenant, en complément, une autre fagon de procéder a ’obtention des constantes diélectriques
(3.42). Sachant que la polarisation induite s’exprime comme P = —epr, ol r est le déplacement des électrons,
I’éq. (3.34) nous indique que cette polarisation obéit & la relation suivante :
w TWe €2Q
w PL = 77EL (343)
m

—We W

ou l'indice ‘L’ indique qu’on prend ici les composantes perpendiculaires au champ magnétique et au vecteur
d’onde. En inversant cette relation matricielle, on trouve

e2o 1 w  —iw,
p oo fe L (2 g s

—ws) \iwe w

Comme D = E + 47P, ceci nous permet d’écrire la relation D = €E sous forme matricielle :

471'962 1 w  —iWwe
DL:{I[— pa—y <Z ‘)}EL (3.45)

m  w(w? —w? we W

ou I est la matrice-unité. La constante diélectrique est donc un tenseur dans ce cas. Pour obtenir les modes
propres de propagation, c’est-a-dire ceux qui se propagent a une fréquence et un vecteur d’onde bien définis,
il faut diagonaliser cette relation, a ’aide de la matrice U introduite plus haut :

1 /1 1
U'D, = UTUU'E, U=— < > (3.46)

—i 1
ott UTeU est la matrice de la constante diélectrique diagonalisée. On trouve alors la relation diagonale suivante :

B2 L0

w—w

ot les combinaisons complexes (F, E) sont définies comme en (3.38), et pareillement pour (D, D). Cette
relation étant maintenant diagonale, on conclut que les polarisations E et F, qui sont circulaires, se propagent
avec les constantes diélectriques (3.42).

3.6 Dispersion dans les conducteurs

Un conducteur est caractérisé par la présence d’électrons libres. En fonction du modele de Drude,
cela correspond au cas d’une fréquence de résonance nulle (w, = 0). A la différence d’un plasma
cependant, on ne peut négliger les facteurs d’amortissement. Soit g la densité d’électrons libres
dans le milieu, qui peut aussi contenir des électrons liés Si on applique le résultat (3.16) a ce cas,

on trouve ) )
4 w
foo dmeefm 9 (3.48)
w? + iyw w? + iyw

ou ¢ représente la contribution des électrons liés (w, > 0), pour laquelle on a négligé les facteurs
d’amortissement. Ici 7y est la constante d’amortissement pour les électrons libres (directement liée
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a la résistivité) et w, est la ‘fréquence plasma’ associée a la densité d’électrons libres. Notons
que la distinction entre conducteur et diélectrique n’a pleinement de sens qu’a fréquence nulle.
Pour des fréquences non nulles, les phénomenes de conduction et de polarisation sont semblables,
puisque tous les deux résultent du méme mouvement périodique des électrons. La caractéristique
d’un conducteur est simplement que la partie imaginaire de la constante diélectrique diverge quand
w — 0.

Expliquons maintenant la relation qui existe entre € et la conductivité du milieu. Revenons a
I’équation du mouvement d’un électron libre en présence d’un champ oscillant :

mi + myt = —eE, e ! (3.49)
La solution s’exprime en fonction de la vitesse de 1’électron :

_ _(e/mE (3.50)
v —iw '
Si on suppose que tous les électrons du conducteur réagissent de la méme facon au champ appliqué
et que la densité d’électrons est g, La densité de courant est alors

(0e?/m)E
¥ —w

Par définition, la conductivité est la constante de proportionnalité entre la densité de courant et
le champ électrique appliqué. On définit alors une conductivité complexe :
2

gct/m _ 1 % (3.52)

a' = = — =
v—iw  Ary—iw 1 —idw/y
oll 0y = w;. /47y est la conductivité dc (c’est-a-dire & fréquence nulle). La relation J = 6E, ol 5 est
en général complexe, signifie que le courant n’est pas en phase avec le champ électrique appliqué.

Notons que dans le systeme gaussien, la conductivité a les mémes unités que la fréquence, tout
comme le facteur d’amortissement 7y et la fréquence plasma w,.

A des fréquences petites en comparaison de v — a savoir le domaine infrarouge ou moins, pour
la plupart des métaux — on peut utiliser I'approximation & ~ o0,. Dans les bons conducteurs,
l'amortissement 7 est considérablement plus faible que la fréquence plasma w,. Comme U/wp =
w), /4wy, ceci entraine que la conductivité dc o est grande devant la fréquence plasma : o > w,. Dans
le cadre du modele de Drude, il n’y a pas de différence profonde entre un plasma et un conducteur :
tout dépend du régime de fréquence considéré. Si w > v on se trouve en présence d’un authentique
plasma. Si, au contraire, w < ~, alors on se trouve en plein comportement métallique et on peut
négliger la dépendance en fréquence de la conductivité, c’est-a-dire se limiter a la conductivité dc.
Dans cette situation dite de ‘basse fréquence’, on peut écrire la constante diélectrique comme

4mio

E=c¢ (3.53)

w

ou o et ¢ sont réels. On se trouve alors a négliger I’absorption autre que par les électrons libres.
Cette forme de la conductivité sera souvent employée.

Remarquons qu’il serait illusoire d’espérer comprendre ’origine de la conductivité des métaux a
l'aide du seul modele de Drude. Ce modele est purement classique, alors qu’un métal peut étre
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considéré comme un gaz d’électrons tres dégénéré, qui ne saurait donc étre décrit sans ’aide de la
mécanique quantique. En somme, le modele de Drude permet de paramétriser les propriétés d’un
conducteur a ’aide des constantes 7 et w,, sans que 'on puisse interpréter littéralement v comme
une ‘constante de frottement’. En fait, le facteur d’amortissement v représente tout ce qui peut
altérer la course d’un électron dans un solide : les impuretés du cristal, les vibrations du cristal
(phonons) et les autres électrons.’

Indice de réfraction complexe dans un conducteur
Calculons maintenant 'indice de réfraction complexe 1 = n(1 + ix), sans utiliser ’approximation
w < v, de sorte que le résultat sera valable méme dans le domaine optique. On pose é = n? =

n?(1 — K% + 2ik) avec € tiré de (3.48). En identifiant les partie réelle et imaginaire, on trouve

w?

2 2 P
n (]. — K ) =& — 5, 9
R (3.54)
2 1 ﬂ
n =
2w w? + 2
Définissons la fréquence critique
wg = z — 72 (3.55)
On peut alors écrire
2 2
n*(1—kK?) =¢— wi +7° n’k = Lt (3.56)
w?+7? 2w w? 472

On voit que k > 1 siw < w, et vice-versa (gardons a I’esprit qu’en pratique, 7 < w, ~ wp). Le milieu
présente donc une forte atténuation aux basses fréquences, mais est relativement transparent aux
fréquences élevées (il se comporte alors comme un plasma avec w > w,). Pour les métaux alcalins,
cette fréquence critique se situe dans 'ultraviolet.

3.7 Propagation dans un conducteur

Rappelons que la relation de dispersion dans un milieu linéaire prend la forme w? = c?k?/ué (nous
restaurons, dans cette sous-section, la perméabilité magnétique). Dans un bon conducteur, & une
fréquence assez basse (w < o), on néglige la partie réelle de la constante diélectrique et cette

relation devient
B w? Amipo

k? (3.57)

2w

4 2
_/dmine -\ = TR (1 4 4) (3.58)

Le nombre d’onde associé a la fréquence (réelle) w est alors

V2T pow ) 1+
A nied hhed ;) =
1)

L’indice de réfraction est alors

(3.59)

® Contrairement & l'intuition classique, un électron se déplacant dans un réseau cristallin d’ions parfaitement

régulier ne rencontre aucune résistance, car son caractere ondulatoire lui fait traverser ce réseau sans altération
de sa quantité de mouvement (ce sont les imperfections et vibrations du réseau qui sont la source de la
résistance). Ce résultat est 'essence du théoréme de Bloch (1930) et est le point de départ d’une compréhension
sommaire des propriétés électroniques des métaux.
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ou on a défini la longueur de pénétration ¢ :

C

Le facteur exponentiel de propagation de ’onde dans le conducteur, disons, dans la direction =,
est alors

eikw—iwt — eix/é—iwte—z/(s (36]_)

L’onde est donc amortie exponentiellement sur une distance § (d’ou l'appellation longueur de
pénétration). § est la longueur caractéristique d’amortissement du champ électrique dans le con-
ducteur (cf. p. 25) et varie en gros comme la racine carrée inverse de la fréquence. Un courant de
haute fréquence se propageant dans un fil sera donc confiné a la surface de ce dernier, alors qu’un
courant de basse fréquence en remplira tout l'intérieur. A 60 Hz, la longueur de pénétration des
bons conducteurs est d’une fraction de centimetre et augmente notablement la résistance d’une
ligne de transmission a haute tension, en comparaison de la transmission dc sur la méme ligne.
Dans la technologie micro-onde, la petitesse de la longueur de pénétration permet d’utiliser des
conducteurs plutot médiocres, quitte a vaporiser sur les surfaces une mince couche d’une excellent
conducteur, car la conduction sera limitée a cette derniere.

Tableau 3.2 Conductivité de quelques substances a 295K.

Substance o (Hz) ¢/o (nm) d & 60 Hz (cm)
Argent 5,55.1017 0,54 0,83

Cuivre 5,22.10'7 0,57 0,85

Or 4,10.10%7 0,73 0,96
Aluminium 3,35.1017 0,89 1,06

eau de mer 3,6.10' 8,3.1073 32 m

Puisque B = nk A E, le champ magnétique est forcément transverse, et orthogonal au champ
électrique. Cependant, puisque n est complexe, il y a différence de phase entre les champs électrique
et magnétique. D’apres I'équation (3.58), 'argument de l'indice de réfraction est 7 /4, et les champs
électrique et magnétique sont donc déphasés de 7/4. On voit facilement qu’a un endroit donné, le
champ électrique s’annule un huitieme de période avant le champ magnétique, alors qu’a un instant
donné, il s’annule un huitieme de longueur d’onde apres le champ magnétique. Les deux champs
sont aussi tres différents en grandeur, car

. Ao
Bl = [A]|E| = B (3.62)

w

et |n| > 1 dans le régime de fréquences considéré. Le champ électrique de I'onde est donc beaucoup
plus faible que le champ magnétique.
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Probleme 3.1

Considérez 'indice de réfraction n(w) d'un gaz, dans le modele de Drude sans coefficient de dissipation
(v = 0). Supposons que les résonances se situent & une fréquence plus élevée que la plage de fréquences qui
nous intéresse. Autrement dit, on s’intéresse a la lumiére visible et on suppose que les résonances sont dans
Pultraviolet.

a) Montrez qu’on peut exprimer lindice de réfraction en une série de puissances inverses du carré de la
longueur d’onde A2, dans ce domaine de fréquences :

B C

et donnez une expression explicite des coefficients A et B en fonction des paramétres du gaz (o, €2/m, fa,
Aa = 27c/wy).

Point d’information : on écrit souvent une version tronquée de cette relation sous la forme suivante :

b
n—le(l—f—)\Q)

ou A est appelé coefficient de réfraction et b coefficient de dispersion. Cette relation s’appelle formule de
Cauchy.

b) Des mesures précises de I'indice de réfraction de I’hydrogene gazeux (& 0°C et 760 mm/Hg) donnent
—q 1 ~14
ng —1=1,360 x 10 +p1,05x10

ol A est exprimé en cm. En supposant qu’une seule résonance contribue a n dans ce cas, calculez la longueur
d’onde de résonance et constatez qu’elle se situe bien dans l'ultraviolet. Exprimez aussi la fréquence de
résonance en eV, sachant que hc ~ 197 eV.nm.

Probléeme 3.2

a) Une onde plane amortie se propage dans un milieu de conductivité o, dans la direction z. On suppose que
le milieu conducteur débute au plan z = 0, avant quoi ’onde se propage dans un milieu non dissipatif. Donnez
une expression pour le vecteur de Poynting (moyenné dans le temps) en fonction de z, de 'amplitude Eg du
champ électrique & z = 0 et des constantes du milieu (n, &, u).

b) Expliquez pourquoi la puissance dissipée par unité de volume dans le conducteur est

o0&
P=-VS§—- =
v ot

et calculez-la dans le cas présent, a partir de ’expression obtenue en (a).

Probleme 3.3

Un milieu est composé d’électrons liés a leurs atomes par une force harmonique de fréquence wy et subissant
une force de frottement m~yr. Ce milieu est placé dans un champ magnétique uniforme B = BZ. Supposez
qu'une onde électromagnétique se propage dans la direction de B: il y a deux branches a la relation de
dispersion, €4 et £_, correspondant aux polarisations horaire et anti-horaire respectivement. Donnez une
expression pour £+ et trouvez la position de la résonance pour chacune de ces branches. Montrez qu’une
onde a polarisation linéaire se propageant selon Z voit sa polarisation tourner d’un angle § = VBL quand
elle traverse une épaisseur L du milieu (effet Faraday). Exprimez la constante V' (la constante de Verdet) en
fonction de w, wy et ¢ (la densité volumique d’électrons). Faites ’approximation que v € we € w (w, est la
fréquence cyclotron) et que 4 est tres proche de 1.
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Probléeme 3.4

Un sous-marin évolue & 100 m au-dessous de la surface de I'océan. Pour qu’un signal électromagnétique ne soit
atténué que de 90% en intensité apres avoir traversé cette épaisseur d’eau, quelle fréquence doit-on utiliser?

Probleme 3.5

Considérez un plasma et une onde électromagnétique incidente de longueur d’onde A.

a) Montrez que le vecteur de Poynting moyen (S) est nul si w < wp.

b) Exprimez en fonction de A et du rayon classique de I’électron r( la densité critique g. d’électrons au-dela
de laquelle 'onde ne peut se propager.

c) La densité de matiere dans l'espace intersidéral est approximativement de un électron et un proton par

em’. A partir de quelle fréquence une onde électromagnétique peut-elle se propager dans un tel milieu? Faites
attention au systéme d’unités utilisé! Exprimez votre réponse en fonction de la longueur d’onde (en cm).

Probléeme 3.6

Dans ce probléeme nous allons étudier la propagation d’une onde électromagnétique dans un plasma avec
champ magnétique, sans nécessairement supposer que k est parallele a B. Nous allons également utiliser une
méthode de démonstration légerement différente de celle du cours.

Soit g le nombre d’électrons par unité de volume dans le plasma et v le champ de vitesse du “gaz d’électrons”,
de sorte que la densité de courant est J = —epv (e est la charge élémentaire). La densité moyenne est g, de
sorte que ¢ — p représente le nombre de charge négatives en exceés (par rapport au milieu neutre) par unité
de volume. La densité de charge électrique est donc —e(p — ).

En plus des équations de Maxwell microscopiques, nous allons considérer I'effet des champs électromagnétiques
sur le mouvement du plasma. L’application de F = ma sur un élément de plasma mene a 1’équation suivante :

ov e 1

Nous allons nous placer dans ’approximation linéaire, en ne conservant que les termes linéaires en v et en
0— 0.

Enfin, nous allons négliger l'effet du champ magnétique de I'onde sur le mouvement du plasma; en revanche,
nous supposerons 'existence d’un champ magnétique statique Bn, ol n est une direction quelconque.

a) Considérez que toutes les quantités impliquée (E, B, v et ¢ — p) sont des ondes planes, avec la méme
fréquence et le méme vecteur d’onde k (cette hypothese ne s’applique pas au champ statique Bn, bien siir).
Obtenez un ensemble d’équations gouvernant les amplitudes complexes de ces ondes.

b) Exprimez v en fonction de E. Indice: utilisez les lois d’Ampere et de Faraday. Pour alléger, exprimez la
densité g en fonction de la fréquence plasma wy,.

¢) En vous servant de I’équation (3.63), démontrez I’équation suivante :
(w? — wg —CEHE] + (W - w]%)EHlA{ + i%(wQ —AE)DE| An+ iwchHR An=0 (3.64)

ol nous avons décomposé E en composantes parallele & k (E)) et perpendiculaire a k(E)).
d) Démontrez que la fréquence et le vecteur d’onde doivent respecter la relation suivante :

w(w? — cu]%)(w2 - wf, — 2E?)? = WA (W? - 2E?) {wQ(w?‘ - wf, — K%) + wgc2(k . n)2}

Indice : choisissez un systeme d’axes tel que k = 2 et n est dans le plan zz. L’équation (3.64) est alors un
systeme homogene d’équations linéaires pour les composantes de E, qui doit posséder des solutions non nulles.
e) Supposez que n = +k. Retrouvez alors les résultats (3.43) des notes de cours pour la constante diélectrique.

f) Supposez enfin que n est perpendiculaire & k. Trouvez une expression pour la constante diélectrique € dans
ce cas et tracer son profil en supposant par exemple que we = 2wy. Dans quels domaines de fréquence y a-t-il
propagation?
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Probléeme 3.7

Nous allons étudier dans ce probleme la propagation des ondes électromagnétiques dans une catégorie de
matériaux appelés ferrites. Ces matériaux, a base d’oxyde de fer, ont la propriété remarquable d’étre a la fois
des isolants — donc de permettre la propagation des ondes électromagnétiques sans trop d’atténuation — et
de développer une aimantation considérable, en particulier en présence d’un champ magnétique constant.
Les ferrites sont utilisées dans les circuits micro-ondes, ou ils sont a la base de dispositifs qui affectent la
polarisation ou le sens de propagation, ainsi que dans certaines antennes et dans les circuits qui demandent
une grande perméabilité magnétique sans que des courants de Foucault soient induits.

D’un point de vue microscopique, les ferrites comportent des moments magnétiques atomiques m qui ont ten-
dance a s’orienter de maniere parallele entre eux et parallele & un champ magnétique appliqué. Les dispositifs
a ferrite fonctionnent généralement en présence d’un champ appliqué constant Hy. La relation microscopique
qui nous aide a comprendre le comportement des ferrites en présence d’'une onde électromagnétique est la
précession des moments magnétiques en présence d’'un champ magnétique, qui obéit a I’équation suivante :

dm
—_— = B
1 ym A

ou v est le facteur gyromagnétique associé & ce moment magnétique. Cette équation provient du fait que (i) le
moment magnétique m est associé a un moment cinétique J par la relation m = ~J, (ii) un champ magnétique
B cause un couple N = m A B sur le moment magnétique et (iii) le couple est la dérivée par rapport au temps
du moment cinétique : N = dJ/d¢. En fonction de aimantation M, la relation ci-haut devient

dM

Dans ce qui suit, nous supposerons qu'un champ statique H = HyZ est appliqué sur le matériau, qui développe
une aimantation de saturation M = MyZ en réponse a ce champ. Cette aimantation est la plus forte aiman-
tation que le matériau puisse fournir. Nous envoyons ensuite une onde électromagnétique plane de vecteur
d’onde k = kz et de fréquence w dans ce matériau. Cette onde porte un champ magnétique transverse et
cause également une aimantation transverse, de sorte que le champ et ’aimantation nets sont, a un endroit
donné,

H = Hyz + Hje ™ M = Moz + Me ™!

ou M; et H; n’ont que des composantes en z et .

a) A partir de la relation (3.65), démontrez que les composantes transverses de M obéissent a I’équation

suivante :
Hy —i M. H.
7. 0 w ) _ ~ Mo x
w  vHy M, H,

b) La relation entre B et H dans ce matériau est linéaire, mais anisotrope : on peut écrire B, = fiqHp, oul
la perméabilité p est maintenant une matrice (on considere les composantes x et y seulement). Montrez que

cette matrice est
_q Wr wyp —iw
p=t=—=">51\;
w w() w wo

wyr = —4my My wo = —7Ho

ol on a défini les fréquences

(le signe — est introduit parce que 7 est négatif pour les électrons qui portent le moment magnétique, de sorte
que wys et wo sont positifs). Le symbole I désigne la matrice identité.

c) Montrez que les ondes se propageant dans cette direction ont des vitesses différentes selon leur état de
polarisation circulaire, et qu’on peut définir deux perméabilités p4 et p—, données par

wir P
w — wy B w + wy

Py =1-

6 Les aimants sont généralement des métaux, alors que les ferrites ne sont pas des métaux.
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d) Faite un schéma de ces perméabilités en fonction de la fréquence, en indiquant bien le réle de wys et wy.
Dans quel domaine de fréquence la propagation est-elle interdite pour I'une des polarisations circulaires?

e) Une onde de fréquence w polarisée linéairement entre dans une ferrite. On suppose que la ferrite a une
constante diélectrique e a cette fréquence, en plus des perméabilités trouvées plus haut. Au bout d’une
distance d, la polarisation de cette onde aura tourné de 90 degrés. Exprimez d en fonction de p4, u— et
d’autres parametres pertinents.
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4 Réflexion et réfraction

Considérons deux milieux linéaires avec constantes diélectriques €, et €, et perméabilités i, et p,,
séparés par le plan z = 0. Les indices de réfraction sont n; = /g,f11 et ny, = ,/E;/i5. Soit une onde
plane incidente sur I'interface, en provenance du milieu 1. En général, cette onde sera partiellement
réfractée dans 'autre milieu et partiellement réfléchie. Nous trouverons ici la relation exacte qui
existe entre les ondes incidente, réfractée et réfléchie. Nous procéderons simplement en appliquant
les conditions de continuité appropriées a ces trois ondes : les quantités

E|| ) DJ_ ’ BJ_ ’ HH (41)
sont continues a 'interface. Ces conditions aux limites sont appliquées ici aux cas ot aucun courant
superficiel libre ou charge surfacique libre n’existent.

4.1 Incidence normale

Supposons pour commencer que ’onde incidente est plane et normale a l'interface, de méme que
les ondes réfractée et réfléchie. On écrit

E = % Fe'th=b) (onde incidente)
E' = % E'el7het) (onde réfléchie) (4.2)
E =% E'¢W=wh (onde réfractée)

ol les amplitudes E, E” et E’' décrivent respectivement les ondes incidente, réfléchie et réfractée.
On a supposé une polarisation linéaire suivant X. La fréquence est la méme pour les trois ondes,
mais le vecteur d’onde est différent dans les deux milieux, car la discontinuité est dans l’espace,
non dans le temps : on a posé k = wn,/c et k' = wn,/c.

A ces champs électriques correspondent les champs magnétiques suivants :

H= y iEei(k‘szt)
U
1 )
H — _y aEl/eZ(_kZ_wt) (43)
/ .1 1 i(K z—wt
H = y iE el( z UJ)
T2
ou on a défini 'impédance caractéristique 7:
[ T
==—=,/- 4.4
n= - (4.4)

Notons tout de suite que la perméabilité p est en pratique égale a 'unité dans tout le domaine
optique. En effet, la réponse magnétique d’un matériau est relativement lente et inexistante a ces
fréquences. Nous conserverons cependant le facteur p dans ce qui suit, afin que nos conclusions
puissent étre applicables & plus basse fréquence, notamment dans le domaine des micro-ondes.

L’application des conditions aux limites donne

E+ E"=FE" (continuité de E))

1 1 4.5
—(E—~E")= —E" (continuité de H)) (4.5)
™ Up)
La solution a ces contraintes est
— 2
pr="""pg =" 5 (4.6)

oyt R
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Remarques

1. Sin, > n,, alors E” est de signe opposé a E, ce qui signifie que les ondes incidente et réfléchies
sont déphasées de 7 (réflexion dure). Si, au contraire, 7, < 7,, alors les ondes incidente et
réfléchies sont en phase (réflexion molle).

2. Siny =1y, c’est-a-dire si les impédances caractéristiques sont les mémes dans les deux milieux,
alors E” =0 et E' = E, comme on s’y attend.

Le flux d’énergie incident est

c c
S)=—Re(EAH")= — B 4.7
S) = g-Re (BAHY) = 0| (17)
Les flux d’énergie réfléchi et réfracté sont respectivement
(8") = =—|E"P et (8)=——|E] (4.8)
8, 87y '

On définit le coefficient de réflexion R comme le rapport des flux réfléchi a incident :

1S (mem)’
B= @) <%+m> (4.9)

Le coefficient de transmission 1" est le rapport des flux réfracté a incident :

(S (19 +m)?

On vérifie que la somme des deux est égale a 'unité: R + T = 1, ce qui est bien sir évident en
raison de la conservation de 1’énergie.

4.2 Incidence oblique

Refaisons le méme calcul, mais avec des vecteurs d’onde incident, réfléchi et réfracté dénotés re-
spectivement k, k” et k/, ou k n’est plus nécessairement selon Z, mais a aussi une composante selon
X. Les champs électriques des trois ondes sont
E = E()ei(k.r7Wt)
; "
E/I — Egez(k ‘r—wt) (411)
E/ o E/ ei(k’-rfwt)
=Ky

et les champs magnétiques correspondants sont

1 .
H-= ﬂk VAN Eoel(kvriwt)
1
1 1M
H' = mk” A Efjel =t (4.12)
H/ _ 1 k/ A E/Oei(kl~r—wt)

B Mok’
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Lois de la réflexion et de la réfraction
Il est important que les conditions aux limites soient satisfaites partout sur I'interface. Pour ce faire
il faut que les différents champs aient la méme périodicité le long de l'interface (c.-a-d. a z = 0).
Autrement dit, les facteurs de phase expi(k - r — wt) doivent étre les mémes pour les trois ondes a
z = 0. Cette condition se traduit par

k,=k. =K et k, = kz’/ = kg'/’ (4.13)
Si on choisit I'orientation des axes z et y de maniere a ce que k, = 0, ce qui est toujours possible,
on est alors forcé d’admettre que k; et kz/// sont également nuls, ce qui signifie que les trois vecteurs
d’ondes k, k' et k” sont tous dans le méme plan (y = 0). Ce plan, perpendiculaire & l'interface, est
appelé plan d’incidence. On définit alors les angles 6, 6” et 6’ que font respectivement k, k” et k'’
avec Z dans le plan d’incidence. Ce sont respectivement les angles d’incidence, de réflexion et de
réfraction. La premiere des équations (4.13) peut ensuite s’écrire ainsi :

ksin® = ksinf” = k' sin 6’ (4.14)

Mais on sait, a partir de la relation de dispersion, que k/n, = k' /n,. Il s’ensuit que

0=20" ny sin@ = n, sin ¢’ (4.15)

La premiere équation stipule que les angles de réflexion et d’incidence sont égaux, alors que la
deuxiéme relation est la loi de Descartes' pour I'angle de réfraction.

Une onde générale peut étre considérée comme une superposition de deux polarisations : une
polarisation linéaire avec E, perpendiculaire au plan d’incidence et une autre avec E;, dans ce plan.
Nous allons traiter ces deux polarisations séparément et résoudre dans chaque cas les conditions
de continuité de E| et Hy a I'interface.

®©E

el

n| “H K’
A\

Figure 4.1. Angles de réflexion et de réfraction et orientation des champs dans la
polarisation perpendiculaire.

I Les Anglo-Saxons I'appellent Snell’s law.
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Polarisation perpendiculaire au plan d’incidence

Dans le premier cas, nous supposerons que les champs électriques des trois ondes sont perpendic-
ulaires au plan d’incidence. L’existence d’une solution aux conditions aux limites soutiendra cette
hypothese. La continuité de E; implique

E,+ Ej = E| (4.16)
alors que la continuité de H; implique
1 U 1 / /
—(Ey — Ej) cos§ = —Ecosf (4.17)
m T2

La combinaison de cette équation avec (4.16) donne

cos @ — (n,/n,) cos b’

E// —
O cosO+ (1, /n,) cos @ "
sin(0' — 0)
= WEO (g = po)
2 cos (E,) (4.18)
Ey =

E
cos 0 + (1,/n,) cos 0"

2cosf sind’

= WEO (g = po)

La deuxieme ligne de chaque équation est obtenue en utilisant la loi de Descartes pour le rapport
ny/n, et les formules d’addition trigonométriques.

®H

n E' K’

Figure 4.2. Angles de réflexion et de réfraction et orientation des champs dans la
polarisation parallele.
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Polarisation paralléle au plan d’incidence
Dans le deuxieme cas, les conditions de continuité sont

(E, — Ej) cosf = E| cost

! 1 (4.19)
—(F + E// — *El
771( 0 0) M, 0
dont la solution est?
E — cos @ — (1y/my) cos ¢’
"7 cosO+ (my/my) ot
tan(d — 0")
= tan(0' 1 6)"° (11 = 12)
2cos 0 (E)) (4.20)
By = E,
cos 0 + (1, /n,) cos 0
2cosf sin @’
= E _
sin(f + 6') cos(¢' — 0) 0 (11 = o)

Les équations (4.18) et (4.20) sont les relations de Fresnel. On vérifie que les résultats pour
I'incidence normale (6 = 6" = 0) sont reproduits, par I'une ou 'autre équation.

n=15
0.8

0.6
0.4

0.2

20 40 60 80 9

Figure 4.3. Coefficients de réflexion pour les polarisations perpendiculaire (haut) et
parallele (bas). L’indice de réfraction est 1.5.

4.3 Angle de Brewster

Supposons que ji; = ji5, comme dans la plupart des situations pratiques. L’équation (4.20) indique
que l'onde réfléchie est nulle si ' + 6 = 7/2 (la tangente devient infinie). L’angle incident qui
satisfait cette contrainte est I’angle de Brewster ou de polarisation totale 6,. On a

Ny sin 91)

— _ —tanf 4.21
ny  sin(m/2—6,) R (421)

2 Pour démontrer les relations & w1 = p2, on se sert de la loi de Descartes et des identités trigonométriques
sin(z — y) = sinzcosy — coszsiny et sinz £ siny = 2sin 1 (v £ y) cos 3 (z F y).
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Dans le cas du verre commun, n ~ 1.5 et 6, = 56°. Pour cette valeur d’angle d’incidence, seule la
polarisation normale au plan d’incidence est réfléchie : il s’agit d’une fagon simple de polariser la
lumiere.

Relation avec le rayonnement dipolaire

L’existence d’un tel angle peut étre comprise par l’argument suivant : lorsqu’une onde électroma-
gnétique est incidente sur un diélectrique, les électrons du matériau se mettent a osciller dans la
direction du champ électrique réfracté. Cette oscillation des électrons cause un rayonnement qui
produit les ondes réfractée et réfléchie. Ce rayonnement ne peut se produire dans la direction du
mouvement (il y a dépendance angulaire en sin? §). Donc il ne saurait y avoir d’onde réfléchie si
la direction de cette onde fait un angle de 90° avec celle de 'onde réfractée. Notons que 1'onde
réfractée ne peut pas étre polarisée de cette fagon.

4.4 Coeflicients de réflexion et transmission

A partir des relations de Fresnel, on trouve facilement les coefficients de réflexion et de transmission
pour les polarisations perpendiculaire (L) et parallele (||) au plan d’incidence :

CEY? sin(0' — 0)

R = =
LB T sin?(0+6) (4.22)
_ tan®(¢' —0) '
™ tan®(6 + 0")

(on a supposé que p; = u, pour alléger la notation) Les coefficients de transmission peuvent étre
calculés de méme, a partir de

(4.23)

Cependant, il suffit de se rappeler que T, + R, =1 et T) + R = 1 pour obtenir T" a partir de R
sans faire de calcul séparé. On définit le coefficient de réflexion moyen R;; = $(R, + R)), adéquat
pour une onde non polarisée. On vérifie que le flux d’énergie moyen pour une polarisation arbitraire
est justement la somme des flux moyens pour les deux polarisations considérées ici.

Comme R, > R, la lumiere réfléchie est donc toujours partiellement polarisée, si la lumiere
incidente est non polarisée (c’est-a-dire naturelle).

4.5 Réflexion totale interne

Considérons maintenant le cas n; > n,, c’est-a-dire ou le milieu incident est le plus ‘dense’. Il y
a alors un angle critique 6, au-dela duquel 'onde réfractée ne semble plus exister. Selon la loi de
Snell-Descartes, on trouve

6. =sin"'(ny/n,) (4.24)

Meéme si 'onde réfractée ne se propage pas, le champ pénetre tout de méme dans le milieu 2 sur
une certaine profondeur. En effet, en fonction de 'angle de transmission, I’'onde réfractée s’écrit
ainsi :

E' =Ejexpi(klx+ K.z — wt) (4.25)

k’2+k’2—w—2n2 kK, =k, et k2+k2—w—2n2 (4.26)
f z _CQ 2 z — x x z 2 1 .

xr
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Par conséquent, si
2 2

W™ 9 2 W oo

ce qui correspond a 6 > 6., alors k> < 0. La composante &/ étant imaginaire, il est alors préférable
de définir k. = ik’~y. L’onde réfractée se propage alors comme

E — E6 efk"yzei(kg,xfwt) (428)

c’est-a-dire que 'onde réfractée se propage le long de I'interface et est atténuée dans le milieu avec
une longueur caractéristique 1/(k"y).

Les relations de Fresnel sont encore valables dans ce cas. Il nous suffit alors d’interpréter cos ¢’
comme étant k. /k’ = iy. On trouve alors :

o cost —iy(n/ny) _cos® —iy(ny/m)
B0 = costrinim/m) P I sy P 42

On voit tout de suite que les valeurs absolues sont les mémes :

[(EG) = 1(Eo) | [(ED)y| = (B (4.30)

Ce qui confirme que le coefficient de réflexion est égal a un.

4.6 Réflexion et réfraction sur les conducteurs

Considérons maintenant la réflexion et la transmission d’une onde a 'interface entre un diélectrique
de constante ¢; et un conducteur avec constante diélectrique €, et conductivité o. Nous allons nous
limiter au cas d’incidence normale. Il n’est pas nécessaire de répéter les calculs précédents, qui sont
directement applicables ici : rien ne supposait dans ces calculs que les indices de réfraction étaient
réels. Il suffit d’appliquer les relations

M= g B2
Ny + M Ny + M

E' = E (4.31)

au cas ou 'impédance caractéristique 7, est complexe et donnée par

1
ny 2 = —(gy + dmio Jw) (4.32)
Ho
Considérons premierement le cas d’'un conducteur idéal : ¢ — oco. Dans ce cas, 1, = 0 et donc
E" = —FE et E' = 0. Il y a réflexion complete avec déphasage de 7 entre les ondes incidente et
réfléchie.

Si la conductivité o est grande sans étre infinie (0 > w), alors I'impédance caractéristique 7, est
tres petite (sans étre nulle) et on peut utiliser I’'approximation suivante :

E" _ 1-m/n %_<1_2772) (4.33)
E L+my/m M

En négligeant e, devant o/w, on trouve

Up) HoWwey Mo C Mz 2md 1( .
14~ -_— \/E = = 1 — Z) (434)
™ Amiopy  py /210, \/>
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ou § est la longueur de pénétration et A la longueur d’onde de 'onde incidente (dans le premier
milieu). Comme le rapport 7,/n, est complexe, le coefficient de réflexion est donné, a cet ordre
d’approximation, par

1)
~1—4Re 2 =1 47122 (4.35)
Uj iy A
Essentiellement, cela signifie qu'un matériau ayant une grande capacité a atténuer une onde qui
s’y propage (o élevé) réfléchira une onde incidente d’autant : une bonne absorption entraine une
bonne réflexion.

Mo — 1
My + M

Probléeme 4.1

Une onde plane est incidente a incidence normale (6 = 0) sur une plaque diélectrique d’épaisseur a et d’indice
de réfraction n. Le milieu situé devant et derriere la plaque (air) est d’indice de réfraction 1. On suppose que
1 =1 dans les deux milieux. Adoptez le systéeme de coordonnées suivant : le début de la plaque est situé sur
le plan z = 0 et la fin sur le plan z = a. L’onde incidente est polarisée selon X:

E = )A(Elei(k‘szt)

Calculez et illustrez le coefficient de transmission 7' en fonction de 1’épaisseur a. Remarque : la plaque
diélectrique donne naissance a une onde réfléchie dans l'air (Eg2) et une onde réfractée dans l'air (Ej) de
Pautre co6té de la plaque, en plus de deux ondes se propageant respectivement dans les directions +z et —z a
Pintérieur de la plaque (E3 et Ey). Il y a donc 5 amplitudes différentes dans ce probleme, reliées entre elles
par 4 conditions aux limites (2 & chacune des interfaces).

Probleme 4.2

En supposant qu’une lumiere naturelle est incidente sur un diélectrique a un angle 6, exprimez le degré de
polarisation P (défini en (2.55)) de la lumiere réfléchie en fonction des coefficients de réflexion Ry et R .

Probléeme 4.3

Dans ce probleme nous étudierons la réflexion des ondes radios par l'ionosphere. Nous supposerons que
Iindice de réfraction de 'atmosphere ionisée varie trés peu a l'intérieur d’une longueur d’onde, de sorte que
nous pourrons utiliser 'optique géométrique et considérer des faisceaux d’ondes radio se propageant suivant
une certaine trajectoire. Ici z dénote la coordonnée verticale a partir de sol (Ialtitude).

a) En premiére approximation, supposons que I'ionosphére débute subitement & une altitude h, de sorte que
la constante diélectrique est ¢ = 1 si 2 < het ¢ = 1 — (wy/w)? si z > h. Supposons que h ~ 300km.
Montrez qu’on peut profiter de la réflexion des ondes radio jusqu’a une fréquence w ~ 3.3wy, si on émet 'onde
horizontalement. Le rayon de la Terre est R ~ 6380km.

b) Supposons maintenant que la densité d’électrons libres contribuant & la fréquence plasma de I'ionosphere
est une fonction p(z) de laltitude. Montrez qu'un faisceau d’ondes courtes suit une trajectoire telle que
n(z)sinf(z) = const., ou n(z) est l'indice de réfraction en fonction de l'altitude et 6(z) l'angle que fait le
faisceau avec la verticale.

c) En pratique, la densité o(z) est une fonction qui augmente avec z jusqu’a un maximum gmax., pour ensuite
diminuer rapidement. Montrez que si un faisceau d’ondes courtes est réfléchi, il est réfléchi a une altitude
inférieure ou égale a celle ou la fréquence plasma coincide avec la fréquence de 'onde émise.

d) Supposons que la densité o(z) est proportionnelle & 22 jusqu’a zmax., apres quoi o(z) diminue. La constante
diélectrique pour z < zpmax. s’écrit alors comme

e(z) =1 - B2?
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ou [ est une constante. Montrez que la trajectoire d’un faisceau réfléchi est donnée par

(e) = zosin | %
2(z) = zpsin 5

ol z est la coordonnée horizontale et zg I’altitude maximale atteinte par le faisceau. On néglige ici la courbure
de la Terre. Quelle est la distance z;, minimum en deca de laquelle une réflexion est impossible (la limite
de la zone de silence)?. Exprimez-la en fonction de zpmax, et de 8. Dans quelles circonstances cette distance
est-elle nulle?

Indice : apres avoir exprimé sin 6(z) en fonction de la dérivée dz/dx, la relation n(z) sin §(z) = const. constitue
une équation différentielle tres simple qui se résout directement.

Probleme 4.4

Démontrez que si une onde polarisée linéairement (dans une direction quelconque) est incidente sur un métal,
alors l'onde réfléchie est en général a polarisation elliptique. Faites un graphique du déphasage v entre les
composantes parallele et perpendiculaire du champ électrique réfléchi, en fonction de I’angle d’incidence 6. 11
vous est conseillé de faire I'approximation de bonne conductivité (o > w).

Probléeme 4.5

Dans ce probleme nous allons étudier la transmission d’une onde incidente sur un réseau de Bragg, c’est-a-dire
un milieu dans lequel I'indice de réfraction varie de maniere périodique dans ’espace, comme illustré sur la
figure. Spécifiquement, on considere un milieu composé de plusieurs couches superposées dans la direction z.
Le milieu de base a un indice nj et des couches d’épaisseur a ont été aménagées avec un indice ng # nj. Ces
couches sont au nombre de N (N = 3 sur la figure) et sont régulierement espacées d’une distance L —a (L est
la période de répétition des couches dans l'espace). On suppose qu'une onde incidente & z = 0 (position de
la premiere couche) produit une onde réfléchie, et aussi une onde transmise & la sortie de la derniére couche
(z= (N —1)L +a). Le but du probleme est de calculer le coefficient de transmission 7" de 1’onde en fonction
du nombre d’onde incident k = wnq/c.

Dans chaque section du matériau, il faut supposer que deux ondes se progpagent, dans les directions +z, avec
des amplitudes a déterminer. Spécifiquement, on pose la solution suivante pour la composante en x du champ
électrique :

E, =

Apeitrz 4 B, emikrz si m—1)L<z<(n—1)L+a
Ce'** + D, e k> si (n—1)L+a<z<nL

ol on a défini le rapport r = ny/n;. En particulier, Pamplitude de l'onde incidente peut étre prise comme
Cy = 1 et Pamplitude de 'onde réfléchie est Dy. L’amplitude de ’onde transmise est C'y et, bien sur, Dy = 0.

A, B s B

Probléeme /.5

a) En appliquant les conditions de continuité & chacune des interfaces, obtenez des relations (i) entre les
coefficients (A, By) et (Cp, Dy,) et (ii) entre les coefficients (C,, Dy,) et (Ap41, Bnt1). Exprimez ces contraintes

sous forme matricielle : c N N c
)= () e (5n) = (5)
<D”) " Bn Bn+1 " Dn
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ou M,, et N,, sont des matrices d’ordre 2.

b) Démontrez la relation directe suivante :

Cn+1 _ Cn
(o) = (5)

O = 1 ie~ha (1 + r?) sin(akr) — 2ir cos(akr)] je~k2Lnta) (2 _ 1) gin(akr)
"o —ieth@Lnta) (12 _ 1) sin(akr) —ie™*@ [(1 + r?) sin(akr) + 2ir cos(akr)]

c) Obtenez la forme analytique du coefficient de transmission dans le cas d’une seule couche (N = 1) et
faites-en un schéma en fonction de k. Pour quelles valeurs de k 'onde est-elle entierement transmise?

d) Montrez que, pour une valeur générale de N, les amplitude Cy et Dy sont reliées par une expression du

(5) ()

ol  est une matrice d’ordre 2 (n’essayez-pas de la calculer explicitement). Exprimez le coefficient de trans-
mission en fonction des composantes de cette matrice Q.

e) En vous servant d’un logiciel tel Mathematica, Maple, MathCad ou ’équivalent, faite un graphique du
coefficient de transmission T en fonction de k, de k = 0 & k = ©/(ar), pour N = 1,2,10 et 20, avec les
parametres suivants : (i) L =1,a=0.5,r=1,3et (ii) L =1, a = 0.5, r = 0,7 (8 graphiques demandés).
Que remarquez-vous quand N est grand?

f) A partir de l'expression de @, en (b), montrez qu'il y a des valeurs de k pour lesquelles le coefficient de
transmission est toujours 'unité (T' = 1), quel que soit le nombre de couches.

g) (facultatif) Montrez que les matrices @y, et la matrice @ ont la forme

a p 2 2 _
(5 2) teP-ise=

et que les deux valeurs propres A; et A2 de ces matrices sont soit (i) des nombres complexes de module unité,
conjugués complexes I'un de 'autre, soit (ii) deux nombres réels dont le produit est 'unité.

Probléeme 4.6

Nous allons, dans ce probleme, étudier la propagation des ondes dans un milieu formé d’une succession
périodique de couches d’indices de réfraction différents, régulierement espacées. Il s’agit d’un réseau de Bragg,
également étudié au probleme 4.5. Considérons ici une succession infinie de deux types de matériaux : une
épaisseur a de matériau avec indice de réfraction no, suivie d’une épaisseur L —a d’un autre matériau d’indice
ny, suivie d’une autre épaisseur a d’indice ng, et ainsi de suite. Le but du probleme est de trouver les modes
et fréquences de propagation d’une onde électromagnétique dans une tel milieu, dans le cas le plus simple :
celui ou l'onde se propage dans la direction perpendiculaire aux couches (selon 'axe des z).

Mathématiquement, il s’agit d’étudier la propagation d’une onde a travers une structure périodique de période
L. Plus spécifiquement, la composante en x du champ électrique obéit a 1’équation suivante si I’onde est
monochromatique :

+ == E, =0 (4.36)

ou I'indice n(z) est une fonction périodique : n(z+ L) = n(z). Dans le cas présent, n(z) est en fait une fonction
constante par morceaux. Ce type de probleme est 'objet du théoreme de Floquet, qui stipule que I'onde a la
propriété suivante :
ikL N 7T

Ey(z4+ L) =e""E,(z) ou I <k< 7 (4.37)
Le vecteur d’onde k est donc limité a un intervalle fini, appelé zone de Brillouin. Ce théoreme s’applique aussi
a la propagation des ondes d’électrons dans les cristaux (qui sont des structures périodiques) et est appelé
dans ce contexte le théoreme de Bloch.
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a) La propriété de quasipériodicité (4.37) nous permet de ne solutionner 'onde que dans l'intervalle z € [0, L].
Montrez que la solution & 1’équation (4.36) est

YTz —iyrz
E.(z) = { Aei B + B(ii . O<z<a o v = LMot =2 (4.38)
Ce"7* + De™ a<z<L ¢ ny

A, B,C et D sont des constantes a déterminer.

b) Montrez que les conditions de continuité des champs électrique et magnétique (u = 1) aux interfaces entre
les couches, ainsi que la propriété (4.37), imposent les contraintes suivantes aux coefficients :

ei'yra efi'yra, _ei’ya _efi'ya A
Teiq/ra _Te—mm, _ei"/a e—ma, B 0 130
eikL eikL 7ei'y’L 76—1'“,'[/ C - ( )
,reik'L —TeikL _ei’yL efi'yL D

c¢) Expliquez pourquoi le déterminant de cette matrice — appelons-la M — doit étre nul, afin que la solution
(4.38) soit non triviale. Montrez que ce déterminant est

det M = 4™ {2r cos(kL) — 2r cos(yar) cos(v(L — a)) + (1 + r2) sin(yar) sin(y(L — a))}

d) Démontrez que la contrainte det M = 0 interdit la propagation dans certaines domaines de fréquence, les
bandes interdites. Vous pouvez vous aider d’un logiciel graphique et considérer des valeurs particulieres des
parametres a et r (L peut étre fixé & 1 sans perte de généralité).

e) Obtenez, dans les unités L = 1 et a aide d’un logiciel approprié, le graphique de la fréquence en fonction
du vecteur d’onde k, pour a =1/2, 7 =0,7et 0 <w < wny/c < 11.



52 5. Propagation dans un diélectrique anisotrope

5 Propagation dans un diélectrique anisotrope

Cette section se veut une introduction a I’étude de la propagation des ondes électromagnétiques
dans un milieu diélectrique linéaire, mais anisotrope. L’anisotropie peut étre intrinseque (c’est-a-
dire causée par la structure cristalline du milieu) ou extrinseque (c’est-a-dire causée par I'imposition
d’un champ électrique ou magnétique externe). Nous supposerons partout dans cette section que
le milieu est non magnétique, c’est-a-dire que H = B.

5.1 Tenseur diélectrique et systemes cristallins

Dans un milieu diélectrique linéaire anisotrope, la relation entre 'induction électrique D et le
champ électrique E est la suivante :

Da = gabEb ou D= EE (51)

ou €, est un tenseur de rang 2 appelé tenseur diélectrique. Les composantes de ce tenseur
dépendent généralement de la fréquence. On montre que ce tenseur est symétrique : €, = ¢;,.
En effet, dans un milieu linéaire, la densité d’énergie électrique est

1 1
g = gE -D = geabEaEb (52)

et donc une définition alternative du tenseur diélectrique est la suivante :

0’E
Ep =AM ——F— 5.3
o OE,0E, (5:3)
Comme les dérivées partielles secondes sont indépendantes de 'ordre de différentiation, il est man-
ifeste que €, = €.

Comme ¢, est symétrique, il est possible de le diagonaliser par une transformation orthogonale,
c’est-a-dire qu’il est possible de choisir trois axes mutuellement perpendiculaires, appelés axes
principaux, tels que le tenseur diélectrique est diagonal selon ces axes. Autrement dit, si on désigne
par x,y, z les axes principaux, le tenseur diélectrique prend la forme

e, 0 0
ep=1|0 ¢ 0 (5.4)
0 0 ¢

z

Il est en pratique difficile de calculer ¢, a partir de principes microscopiques. Cependant, les axes
principaux peuvent parfois étre déterminés par symétrie. Par exemple, si une structure cristalline
comporte un plan de symétrie (un plan par rapport auquel une réflexion laisse la structure cristalline
inchangée), alors deux deux axes principaux sont contenus dans ce plan et le troisieme y est per-
pendiculaire. Si la structure cristalline possede un axe de symétrie (un axe par rapport auquel une
rotation de 90°, 120° ou de 180° laisse la structure inchangée), alors cet axe coincide avec 1'un
des axes principaux. Le tableau 5.1 donne une liste des sept systemes cristallins possibles, leur
définition et le caractere des axes principaux du tenseur diélectrique dans chaque cas. Expliquons
les parametres figurant dans ce tableau : un systeme cristallin peut étre spécifié en donnant les
dimensions et la forme d’un prisme de base (maille élémentaire) qui est répété dans les trois dimen-
sions pour former ’ensemble du réseau cristallin. Les trois cotés de ce prisme ont des longueurs
a, b, c et les angles entre ces trois cotés sont notés «, 3,7, tel qu'indiqué sur la figure accompagnant
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Tableau 5.1 Les sept systemes cristallographiques et les propriétés des axes
principaux du tenseur diélectrique dans chaque cas.

systéme définition axes |caractere
triclinique a£bFEc,atPEy CCC |biaxe
monoclinique a£b#c,a=y=90°#£p CCF |biaxe
orthorhombique a#£b#c,a=0=v=090 FFF |biaxe
trigonal a=b=c,a=p0=v7#90° < 120° [FRR juniaxe
(rhomboédrique)

tétragonal a=b#c,a=0F=~vy=90° FRR [uniaxe
(quadratique)

hexagonal a=b#c,a=0=90",v=120° |FRR [uniaxe
cubique a=b=c,a=0=v=90° RRR fisotrope

le tableau. Il ne faut pas confondre les axes cristallographiques a, b, ¢ avec les axes principaux du
tenseur diélectrique, car ils peuvent étre tres différents. Ces derniers peuvent étre de trois types :

1.

Le type C n’est déterminé par aucune symétrie cristalline et dépend du détail des composantes
du tenseur diélectrique. Comme celles-ci dépendent en général de la fréquence, la direction
précise d’'un axe diélectrique de type C dépend aussi de la fréquence. Une telle dépendance
porte le nom de dispersion des axes.

Le type F est fixé par les symétries du cristal. Par exemple, dans le systéme orthorhombique, les
trois axes cristallins sont mutuellement perpendiculaires et chacun définit un plan de symétrie.
Les trois axes diélectriques doivent donc étre contenus chacun dans un de ses plans et par
conséquent ils coincident avec les trois axes cristallographiques, peu importe la fréquence.

Le type R est libre, ou arbitraire. Par exemple, dans la structure tétragonale (ou quadratique),
une rotation de 90° par rapport a I’axe ¢ ne change pas la structure cristallographique, ni le
tenseur diélectrique. L’un des axes diélectriques doit donc coincider avec 'axe c et est de type
F. Les deux autres sont perpendiculaires a ce dernier, mais leur orientation précise dans le plan
ab est sans importance (type R), puisque les deux constantes diélectriques associées (disons ¢,
et ey) sont identiques. Une rotation arbitraire de ces deux axes dans ce plan ne modifie pas le
tenseur diélectrique. Autrement dit, on a affaire ici & un sous-espace propre de dimension deux
du tenseur diélectrique (la valeur propre ¢, = g, est dégénérée).

On distingue trois caracteres différents de systemes cristallins selon le degré de dégénérescence du
tenseur diélectrique :
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1. Dans un cristal isotrope, tous les axes principaux sont arbitraires. Les trois valeurs propres du
tenseur diélectriques sont égales. C’est le cas du systéeme cubique seulement. Méme si un cristal
cubique n’est pas du tout isotrope dans ’espace, ses propriétés diélectriques le sont entierement,
comme si le milieu était un liquide ou un verre.

2. Dans un cristal uniaxe, deux des valeurs propres du tenseur diélectrique sont égales. Il existe un
axe de symétrie par rapport auquel une rotation des axes ne change pas le tenseur diélectrique.
Les systémes trigonal, tétragonal et hexagonal sont de ce type (axes diélectriques de type FRR).

3. Dans un cristal biaxe, les trois valeurs propres sont distinctes et le tenseur diélectrique ne
comporte aucun axe de symétrie. C’est le cas des systemes triclinique, monoclinique et or-
thorhombique.

5.2 Surface des indices

Meéme si le milieu est anistrope, il peut tout de méme étre homogéne et permettre la propagation
d’une onde plane avec un vecteur d’onde quelconque. Considérons donc une onde plane de fréquence
w et de vecteur d’onde k se propageant dans un tel milieu. Chaque champ (B, D ou E) est alors
exprimé comme une amplitude vectorielle complexe multipliée par un facteur de phase e!Kr—t),

Les équations de Maxwell appliquées a ces champs ont donc la forme suivante :

-D=0 ANE =B
n n n=Sk (5.5)
n-B=0 nA"B=-D w

Nous avons introduit le vecteur n, dont la direction est celle du vecteur d’onde et dont la grandeur

est celle de l'indice de réfraction dans une direction donnée. Des équations (5.5) on déduit les

remarques suivantes :

1. Les vecteurs n, D et B forment un triedre orienté, avec B = n A D.

2. Le champ E est bien perpendiculaire a B, mais pas a n. Il est dans le plan D-n, mais fait un
certain angle a avec le champ D.

3. Les vecteurs S = (¢/47)E A B, E et B forment un autre triedre orienté, partageant le champ
B avec le triedre précédent, mais en rotation de « par rapport a lui.

4. Le vecteur de Poynting n’étant pas parallele a k, I’énergie de 'onde ne se propage pas dans la
direction de k. Autrement dit, un paquet d’onde (ou un rayon optique) ne se propage pas dans
la direction du vecteur d’onde (voir Fig. 5.1), sauf exception.

Figure 5.1. Orientation relative des vecteurs B, E; D et S dans une onde plane de
vecteur d’onde k dans un diélectrique anisotrope.

Déterminons maintenant les relations de dispersion, c’est-a-dire la relation entre la fréquence et le
vecteur d’onde. En combinant les équations (5.5), on trouve

D=-nAMAE)=n’E—n(n-E) ou D,=c,E,=(n*,—nn,)E, (5.6)



5. Propagation dans un diélectrique anisotrope 55

ce qui revient a I’équation homogene

2 _
(n°0g — ngmy, — €4) By = 0 (5.7)
Pour que cette équation ait une solution non nulle, il faut que le déterminant associé s’annule :
2 _
det |n°d,, —n,n, —e,l =0 (5.8)
Dans le systeme des axes diélectriques principaux, I’équation ci-haut devient
2 2
E, — My — N n,mn, n,n,
2 2 _
n,n, g, — Ny —n; n,n, =0 (5.9)
2 2
n,mn, n,n, £, — Ny — Ny

Cette équation est appelée équation de Fresnel et permet de trouver, pour une direction donnée,
la valeur de l'indice n (ou du nombre d’onde k) en fonction de la fréquence w. En développant le
déterminant, on trouve

n?(e,n? + 5yn§ +e,n?) — nisw(ey +e,)— nZey(el. +e,)—n’e (e, + e,) e, =0 (5.10)

Notons que, pour une direction (6, ) donnée (en coordonnées sphériques), on peut exprimer les
composantes n, en fonction de la grandeur n et des angles (6, ¢), de sorte que 1’équation ci-haut
est du second degré en n?, ce qui donne généralement deux solutions distinctes de n?. Ainsi, &
une fréquence donnée et dans une direction donnée, il existe généralement deux nombres d’ondes
possibles. Les valeurs permises de n forment donc une une surface a deux feuillets dans I’espace,
appelée surface des indices ou surfaces des vecteurs d’ondes. Cette surface donne la grandeur
de l'indice de réfraction en fonction de la direction du vecteur d’onde (ne pas confondre avec la
direction de propagation, qui est donnée par le vecteur de Poynting).

Remarquons que, dans le cas d’un milieu isotrope, les trois valeurs propres sont égales (&, = g, =
e, =€) et "équation (5.10) se réduit a
e(n*—¢e)*=0 (5.11)

ce qui meéne aux relations habituelle n = /e et k = /ew/c.

Milieu uniaxe

Rappelons qu’'un milieu est qualifié d’uniaxe si deux des constantes diélectriques (disons ¢, et Ey)
coincident. L’axe z est alors particulier et porte le nom d’axe optique. Le milieu est symétrique par
rapport a une rotation autour de I’axe optique. Dans un tel milieu, I’équation de Fresnel (5.10) se
factorise (on pose e, =¢, =¢,) :

("~ <)) [en? 4, (02 02) —e.e,] =0 (5.12)
Cette équation se réduit a une paire d’équations du second degré:
2 2 2
n n, + n;
n*=¢, —Z 42 ¥ (5.13)
€1 €,

L’une ou l'autre de ces équations doit étre satisfaite par le vecteur n. On voit que la premiere
équation détermine une sphere de rayon /g7 et la seconde un ellipsoide dont deux des trois axes
sont de longueur /g, et le troisieme axe (dans la direction de I'axe optique) a une longueur /¢, .
Sie, < e, lasphere est contenue a l'intérieur de l’ellipsoide et le milieu est qualifié de positif. Au
contraire, si €, > €., la sphere englobe l'ellipsoide et le milieu est qualifié de négatif. La sphere
et l'ellipsoide se touchent en un point : n = (0,0, /2, ), ce qui signifie qu'une onde se propageant
le long de I'axe optique n’a qu'un seul vecteur d’onde. Ce dernier point est assez évident, puisque
dans le plan perpendiculaire a ’axe optique, le milieu est isotrope de constante diélectrique ¢, .
Comme les champs pointent dans ce plan si n est le long de ’axe optique, 'onde se comporte dans
ce cas comme si le milieu était isotrope.
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Figure 5.2. Coupe dans le plan zz de la surface des indces dans le cas d’un matériau
uniaxe négatif. On a indiqué un vecteur n particulier pour I'onde extraordinaire et le
vecteur radial s correspondant, normal & la surface des indices en ce point. On a aussi
indiqué les directions des polarisations des ondes ordinaire et extraordinaire.

Tableau 5.2 Quelques cristaux uniaxes communs.

nom n, n,

calcite 1,6584 1,4864
tourmaline 1,669 1,638
quartz 1,5443 1,5534

glace 1,309 1,313

Milieux biaxes

Dans un milieu biaxe, la surface des indices est plus complexe qu'un ensemble sphere-ellipsoide.
On peut avoir une idée de sa forme en considérant les courbes d’intersection entre cette surface
et les plans perpendiculaires aux axes principaux. Par exemple, posons n, = 0 dans 1’équation de
Fresnel (5.10). On trouve

(nf + nf/ - 52)(713;5&@ + nfley - 51,5?/) =0 (5.14)
La solution a cette équation est une courbe double : un cercle de rayon /2, dans le plan xy et
une ellipse de demi-axes (\/87/, V/Zz)- De méme, les courbes d’intersection avec les plans yz et zx
s’obtiennent par les substitutions appropriées. Supposons, en toute généralité, quee, < e, < ¢,. Ces
courbes d’intersections sont représentées sur la Fig. 5.3, dans le premier octet. La caractéristique
principale de la surface des indices est Iexistence d’un point singulier (passant par I’axe B sur la
figure) on les deux surfaces se croisent. Trois autres points singuliers du méme type existent dans
le plan zz, disposés symétriquement par rapport aux axes x et z. Ces points déterminent deux axes
(Paxe B et son image par rapport au plan zy), appelés axes optiques du matériau, ou binormales.
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Figure 5.3. Intersections de la surface des indices avec les plans perpendiculaires aux
axes principaux. Cette représentation laisse deviner la forme générale de la surface et
sa singularité le long de I'axe B, 'une des binormales.

5.3 Vecteur radial et surface des rayons

Vitesse de groupe et vecteur de Poynting
Une fois déterminée la fréquence w(k) en fonction du vecteur d’onde par résolution de I’équation
(5.10), on peut en principe calculer la vitesse de groupe du milieu :

_dw

Vg—dik

(5.15)

Cette vitesse dépend de la direction, n’est en général pas parallele a k et est la vitesse de propa-
gation de I’énergie électromagnétique et des rayons lumineux en optique géométrique. Le vecteur
de Poynting S est donc parallele a v.

Cette derniere affirmation peut étre démontrée en deux étapes. D’une part, le milieu étant linéaire, la densité
d’énergie électromagnétique a ’expression suivante :

5:i(E~D+B-B) (5.16)
8m

En substituant dans cette expression la forme de B et D tirée des équations (5.5), on trouve

Ezé(—E-(n/\B)—l—(nAE)-B)
= In (BAB) (5.17)
=%S-n

Donc, en fonction du vecteur d’onde et de la fréquence,

Ew=S"-k ou Ec=S-n (5.18)
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Autrement dit, le vecteur de Poynting, projeté sur la direction du vecteur d’onde, est la densité d’énergie
multipliée par la vitesse de phase de 'onde. D’autre part, procédons a une variation des équations (5.5) par
rapport au vecteur d’onde et a la fréquence :

ow

w w
knB=——D — JbkAB+kA/B=——D-—-06D
c c c
(5.19)
w ow w
kNE=—-B = JkAE+KkAE = —B+ —/B
c c c

Soustrayons la deuxieme de ces équations, multipliée par B, de la premiere multipliée par E. On trouve, en
permutant certains produits triples, que

—25k-(EAB)—k-5(EAB):—%‘"(D.E+B-B)

w
c

()D-E+ B-/B) (5.20)

En fonction de la densité d’énergie et du vecteur de Poynting, cette relation s’écrit

k- 68 + 20k - S = 266w + woE (5.21)

ot le caractere linéaire du milieu nous permet d’écrire!

o€ = 4i (E-5D + B JB) (5.22)
Iy

Prenons maintenant la variation de 1'éq. (5.18) :
0w+ Edw =106S-k+S-dk (5.23)
En combinant avec I’éq. (5.21), on trouve immédiatement

ow S
ok-S=Ew = e (5.24)

La vitesse de groupe est donc parallele au vecteur de Poynting :

S =¢&v, (5.25)

Vecteur radial
On appelle vecteur radial ou vecteur de rayon le vecteur s dont la direction coincide avec celle de

v, (ou de S) et dont la norme est fixée par la condition

n-s=1 (5.26)
On voit tout de suite, d’apres les égs (5.18) et (5.25), que

S v,

g = s (5.27)
Le vecteur radial est donc la vitesse de groupe, normalisée a la vitesse de la lumiere dans le vide.
Imaginons une onde provenant d’une source ponctuelle située a l'intérieur du milieu, a l'origine.
La phase de cette onde &t =0 est $ =k -r = (w/c)n - r. On conclut que les points situés sur la
surface définie par r = As (A étant une constante) ont tous la méme phase. Le vecteur s définit
donc une surface (elle aussi a deux feuillets) dont le sens physique est la forme des fronts d’onde
émanant d’un point. C’est la surface des rayons ou surface radiale.

I Ceci n’est vrai que si le milieu est non dispersif, car nous avons négligé la dépendance en fréquence des
constantes diélectriques. N’oublions pas que les variations D et B ne résultent pas de la construction
progressive de l'onde, mais d’une variation arbitraire dk du vecteur d’onde.
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Relation de dualité entre s et n
Comme s est parallele a S et que s-n = 1, on a les relations suivantes, qu’on peut comparer aux
équations (5.5):

s-E=0 s"D =B

s-B=0 s\B=-E
Les deux équations de gauche sont évidentes et celles de droite se démontrent en substituant les
expressions de B et D tirées des équations (5.5). Il existe manifestement une relation de dualité
entre les vecteurs s et n, par laquelle les vecteurs E et D sont échangés :

E<D s&n eoe! (5.29)

(5.28)

En appliquant cette relation de dualité a 1’équation de Fresnel (5.10), on trouve une équation
déterminant la surface radiale :

€ s? + %5252 + 5m5ys§) - S?E(éy +e,)— sz(sz +e,)— sz(sm + sy) +1=0 (5.30)

82(811 29

ncore une foi ur une direction donné cquation ¢ Snéralemen ux solution
Encore une fois, po e direction donnée, cette équation possede généralement deux solutions
pour s2, ce qui signifie que deux rayons de vecteurs d’onde différents peuvent se propager dans une

méme direction.

Calcul de s

En pratique, il est utile de pouvoir relier le vecteur s au vecteur n correspondant, c’est-a-dire de
savoir dans quelle direction se propage une onde de vecteur d’onde donné. Cette liaison entre s et
n est en quelque sorte le lien entre une quantité observable (la direction d’un faisceau, s) et une
quantité théorique (n) figurant dans la description mathématique de ’onde et trés importante dans
les problemes de réflexion et de réfraction en raison de son role dans les conditions aux limites. Nous
allons maintenant démontrer que le vecteur s associé a un vecteur n donné est perpendiculaire a la
surface des indices au point précis déterminé par n. En termes mathématiques, cette affirmation
est équivalente a la suivante : si la surface des indices est déterminée par I’équation implicite
f (nx,ny,nz) = 0, alors le vecteur s associé a une valeur de n est parallele au gradient 0f/0n
précisément a ce point (il est notoire que le gradient d’une fonction f est perpendiculaire aux
surfaces de valeur constante de cette fonction, comme la surface des indices). Pour démontrer
cette deuxiéme assertion, retournons a l’équation de Fresnel (5.10), qui a la forme f(n) = 0, et
exprimons-la en fonction du vecteur d’onde et de la fréquence. On obtient alors une relation de
dispersion sous forme implicite :

gk,w)=0 ou gk,w)= f(ck/w) (5.31)

La différentielle de la fonction g est évidemment nulle si on doit respecter les conditions de propa-
gation :

9y
_ 0Jg dg . dw gk
dg = Ik dk + &wa =0 = = g (5.32)
Ow
mais justement, par la regle d’enchainement,
dg cOof dg  cOof . 10f
ok won " dw Pon T Lom ™ (5:33)
Donc
of of
dw __on_ _ _on
= cg ou s= ar (5.34)
on on

Cette relation nous permet de calculer précisément s en fonction de la surface des indices.
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Milieu uniaxe : ondes ordinaire et extraordinaire

Retournons maintenant au cas d’un milieu uniaxe, pour lequel la surface des indices nous est
connue. La solution associée a la sphere de I’éq. (5.13) est appelée onde ordinaire. Pour cette onde,
I'indice n est indépendant de la direction de propagation et le milieu se comporte en quelque sorte
comme un milieu isotrope. En particulier, le vecteur radial s est toujours parallele & n: s = n/n?.
Par contraste, la solution associée a ellipsoide de 1’éq. (5.13) est appelée onde extraordinaire. Les
vecteurs s et n de I'onde extraordinaire ne sont pas paralleles, sauf quand ils coincident avec ’axe
optique ou lui sont exactement perpendiculaires. L’équation du feuillet de la surface des indices
décrivant 'onde extraordinaire est

=24 ¥ _1=0 5.35
flm) = 25 (535)
le vecteur radial est donc
10f n, Ny, n
-2 (Y 2 5.36
® T 2on (ez’sz’q) (5.36)

(le facteur % a été ajouté pour respecter la condition s-n = 1). Par exemple, considérons un
vecteur d’onde dans le plan zz, faisant un angle 6 avec I’axe optique, de sorte que tanf =n_/n,.
Le vecteur radial correspondant sera dans le méme plan 2z et fera un angle ' avec ’axe optique,

tel que
tan@ = 2z = LM _ Cliang (5.37)
s 5

Réfraction dans un milieu uniaxe

L’onde extraordinaire est appelée ainsi en raison de ses propriétés de réfraction inusitées. Les
conditions aux limites imposées dans une situation de réflexion et de réfraction menent a la con-
dition (4.13) sur les vecteurs d’ondes, valables aussi dans un milieu anisotrope. Donc les vecteurs
d’onde incident, réfléchi et réfracté sont tous dans le méme plan (le plan d’incidence). Cependant,
comme la direction de propagation de l'onde extraordinaire (déterminée par le vecteur s) n’est
pas parallele & k (sauf en des points particuliers), 'onde extraordinaire est réfractée hors du plan
d’incidence, & moins que le plan d’incidence contienne 1’axe optique ou lui soit perpendiculaire.?
Voir les problemes 5.1 et 5.2 a cet effet.

Milieux biaxes : cone de réfraction interne

Dans un milieu biaxe, la singularité de la surface des indices le long des binormales signifie que
le vecteur radial, normalement perpendiculaire a la surface des indices, est indéfini a cet endroit.
En fait, si on considére un petit voisinage de la singularité, les vecteurs radiaux correspondants
dessinent un cone dans ’espace, appelé cone de réfraction interne. Si un rayon est incident sur un
cristal biaxe dont la surface est taillée perpendiculairement a I'un de ses axes optiques, le rayon
réfracté ‘explosera’ en un cone (creux) de rayons. Ce phénomene, I'une des manifestations les plus
spectaculaires de I'optique des cristaux, a été prédit par W.R. Hamilton en 1832 et observé par
Llyod un an plus tard. Cette observation a grandement contribué a ’acceptation générale de la
théorie ondulatoire de Fresnel.

2 (e phénomene, observé la premiére fois dans le spath d’islande (calcite) au XVII® siecle, a été 'une des
premieres pierres d’achoppement de I’ancienne théorie corpusculaire de la lumiere, bien avant les expériences
de Young et Fresnel.
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5.4 Polarisations

Déterminons maintenant les polarisations possibles pour un vecteur d’onde donné. Pour ce faire,
retournons aux équations (5.5), dans un systeme d’axes différents des axes diélectriques principaux.
Fixons le vecteur n et choisissons deux axes perpendiculaires a n. Le vecteur D est dans le plan
formé par ces deux axes. L’équation D = n?E—n(n-E) devient, quand on en prend les composantes
perpendiculaires a n,

D,=n"E,=n*@")3D; (5.38)

ou les indices « et B prennent les valeurs 1 et 2 et désignent les composantes le long des deux axes
perpendiculaires a n. Cette équation peut se récrire
1 -1
et n’a des solutions non nulles que si le déterminant associé est nul. Dans ce cas, les solutions (D
et D) sont dans les directions des axes principaux du tenseur symétrique bidimensionnel (e71) ;.
L’interprétation géométrique de cette solution est la suivante : le tenseur diélectrique inverse (1),
(a,b=1,2,3) détermine un ellispoide défini par 1’équation
2 2 2
_ T z
@%m%=;+£+*=1 (5.40)

x E’y EZ

Si on coupe cet ellispoide par un plan perpendiculaire a n passant par son centre, on obtient
une ellipse. Les axes principaux de cette ellipse sont précisément les axes principaux du tenseur
bidimensionnel (¢71),; et sont les directions des deux polarisations possibles D et D’ (cf Fig. 5.4).

[

DI

Figure 5.4. Polarisations linéaires possibles de D dans une onde de vecteur d’onde

(w/c)n.

En particulier, si n est parallele a 'un des trois axes diélectriques principaux (x, y ou z), alors
les axes principaux de ellipse découpée par la construction ci-haut (et les polarisations de D
permises) sont aussi des axes diélectriques principaux. Dans ce cas, le vecteur radial est parallele
au vecteur d’onde.
En vertu de la dualité (5.29), les polarisations permises du vecteur E peuvent étre déterminées de
maniére similaire, mais cette fois en considérant l'intersection de ellipsoide tensoriel (ou ellispoide
de Fresnel

EapTaly = €,8° + ey’ +e,2° =1 (5.41)
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avec le plan perpendiculaire au vecteur radial s. Il s’agit du méme raisonnement géométrique que
ci-haut, auquel on a appliqué la relation de dualité (5.29).

Remarquons que la polarisation d’une onde électromagnétique se propageant dans un cristal
anisotrope est en général linéaire. Une polarisation elliptique ou circulaire n’est possible que si
les deux solutions a ’équation de Fresnel modifiée (5.30) associées a une direction de propagation
s ont la méme fréquence. Dans ce cas, les deux polarisations linéaires sont dégénérées et peuvent
se combiner en polarisations elliptiques. Ceci ne se produit qu’accidentellement.

Cas d’un milieu uniaxe

La discussion ci-dessus peut étre considérablement simplifiée dans le cas d’un milieu uniaxe. Dans
ce cas, le plan qui contient ’axe optique et le vecteur n est appelé section principale de n. D’apres
I’éq. (5.36), la section principale contient les vecteurs n et s. Dans le cas de l'onde extraordinaire,
les vecteurs n et s ne sont pas paralleles, sauf exception. Ils déterminent alors un plan et ce plan
doit coincider avec la section principale de n. D’autre part, d’apres la Fig. 5.1, ce plan contient
aussi les vecteurs D et E. On en conclut que la polarisation associée a I'onde extraordinaire est
contenue dans la section principale.? L’autre polarisation, perpendiculaire & la premiere et a n,
est donc perpendiculaire & la section principale et appartient & I’onde ordinaire.* Il est facile de
comprendre pourquoi la polarisation de ’onde ordinaire est perpendiculaire a 1’axe optique : le
milieu est en fait isotrope dans le plan perpendiculaire a I’axe optique. L’onde dont la polarisation
est contenue dans ce plan se comportera donc comme si le milieu était isotrope, quelle que soit la
direction du vecteur n : c¢’est 'onde ordinaire. Ces polarisations sont illustrées a la figure 5.2.

En conclusion :

1. L’onde ordinaire est polarisée perpendiculairement a la section principale. Dans ce cas les
vecteurs n et s sont paralleles, ainsi que les vecteurs E et D.

2. L’onde extraordinaire est polarisée dans la section principale, avec D perpendiculaire a n et E
perpendiculaire a s.

Prisme polariseur

Les propriétés des cristaux uniaxes permettent la mise au point de dispositifs particuliers pouvant
servir a extraire une polarisation précise d’un faisceau lumineux non polarisé ou partiellement
polarisé. L'un de ces dispositifs est le prisme de Glan-Thomson,’ illustré & la Fig. 5.5, dont le
fonctionnement est le suivant. Un cristal de calcite (a structure trigonale) est coupé selon la droite
AB et recollé en interposant une mince couche d’'un milieu d’indice intermédiaire entre 1'indice
ordinaire n, (1,66) et I'indice extraordinaire n, (1,49). le rayon ordinaire subit une réflexion totale
interne a l'interface AB et est séparé du rayon extraordinaire qui, lui, traverse le prisme en entier
en raison de la petitesse relative de n,. La polarisation du faisceau transmis est contenue dans
la section principale et est facilement identifiable par 'orientation du prisme. L’avantage de ce
dispositif sur une feuille de polaroid est ’absence de pertes et la pureté de la polarisation obtenue.

3 Dans les cas ou 'onde extraordinaire se propage perpendiculairement a 1’axe optique, on sait que n est
parallele a s. Dans ce cas, par ocntinuité, la polarisation est encore dans la section principale, ce qui signifie plus
particulierement que les champs E et D sont tous les deux paralleles & ’axe optique. On voit immédiatement
pourquoi l'indice de réfraction est /2, dans ce cas.

4 Géométriquement, ceci se manifeste de la maniére suivante : dans le cas d’un milieu uniaxe lellipsoide
de la Fig. 5.4 est symétrique par rapport aux rotations autour de l’axe optique (pointillé) et donc I'un des
axes principaux de lellipse indiquée est contenu dans la section principale. La polarisation associée (D')
est celle de 'onde extraordinaire, car alors 'induction électrique n’est pas parallele au champ électrique.
L’autre polarisation (indiquée D sur la figure) est celle de onde ordinaire et est paralléle au champ électrique
correspondant.

5 Un modele plus ancien de prisme polariseur est le prisme de Nicol, aujourd’hui beaucoup moins utilisé.
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Y

(® axeoptique

A

Figure 5.5. Schéma du prisme de Glan-Thomson. On a indiqué le rayon ordinaire
subissant une réflexion totale interne, dont la polarisation est dans le plan du schéma.
Le rayon extraordinaire, lui, traverse le prisme avec peu de déviation latérale. L’axe
optique sort du plan de la page.

Figure 5.6. Schéma de polarisation d’un faisceau émergeant d’une lame biréfringente.
L’axe optique est vertical. La droite (a) représente le parcours du champ électrique dans
le faisceau incident. En (b), les deux composantes du faisceau incident ont été déphasées
de 7/4; en (c), de 7/2; en (d), de 37/4 et en (e) de 7w (I'une des composantes a changé
de signe).

Lames minces

Des lames biréfringentes sont aussi utilisées pour modifier la polarisation d’un faisceau incident
(linéarisée au préalable par un prisme polariseur). En effet, si la polarisation du faisceau incident
n’est pas contenue dans la section principale de la lame, le faisceau se décompose en partie or-
dinaire et partie extraordinaire, les deux composantes acquérant une différence de phase relative
proportionnelle & leur parcours dans la lame (I'épaisseur ¢ de la lame). Cette différence de phase
détermine la polarisation nette du faisceau recombiné & la sortie de la lame et permet d’en changer
Porientation ou le type. Le déphasage des deux composantes du faisceau est (n, —n,)wl/c. Par ex-
emple, si ce déphasage est de 7/2 et que la polarisation incidente est orientée a 45° de I’axe optique,
on génere ainsi une onde a polarisation circulaire a partir d’'une onde a polarisation linéaire.

Probleme 5.1
Un cristal uniaxe est coupé perpendiculairement a son axe optique et un rayon passe du vide vers ce cristal.

a) Exprimez 1’angle de réfraction ¢’ en fonction de I’angle d’incidence 6, pour les rayons ordinaire et extraor-
dinaire.
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b) Indiquez la direction des polarisations associées.

Probléme 5.2

Une onde plane (dans le vide ou ’air) est incidente sur un milieu anisotrope uniaxe. Le cristal est coupé de
telle sorte que ’axe optique fait un angle o avec la normale a l'interface. Supposez que le rayon incident est
parallele & la normale (incidence normale). Montrez que I'angle de réfraction @ du rayon extraordinaire est
donné par la relation suivante :

(s —e1)sin2«

tan@' =
(ex+e1)+ (62 —e1)cos2a

Probléeme 5.3

Un cristal uniaxe est coupé de sorte que 1’axe optique est dans le plan de I'une des faces du cristal. Une onde
plane (dans le vide ou lair) est incidente sur cette face, mais le plan d’incidence ne contient pas 1’axe optique
et sous-tend un angle a avec celui-ci. Montrez que le rayon réfracté dans le cristal ne sera pas contenu dans
le plan d’incidence. Plus précisément, montrez que si on projette le rayon réfracté sur le plan de I'interface,
alors il fait un angle § avec le plan d’incidence, tel que

ex+el +(e;—e1)cos(2a)

cos B =
\/2(53 +e2) +2(e2 — %) cos(2a)

Dans quelles conditions cet angle 3 est-il nul?

Probleme 5.4

Les trois dispositifs ci-dessous portent respectivement les noms de Wollatson (A), Rochon (B) et Sénarmont(C).
Ils sont construits en raccordant deux prismes d’un cristal uniaxe (la direction de 1’axe optique étant indiquée
par des rayures (ou des points, quand il sort de la page). Ils ont tous les trois la propriété de séparer les deux
polarisation d’un faisceau incident. En supposant qu’un faisceau de lumiére non polarisée entre dans chacun
des prismes par la gauche, indiquez qualitativement dans quelle direction est déviée chacune des polarisation
en sortant du prisme. Supposez que le cristal utilisé est positif (comme le quartz), c’est-a-dire que n, < ne.
N’oubliez pas d’indiquer la direction de la polarisation de chaque faisceau sortant.

> m\ — ° >
(A) (B) ©

Probleme 5.4
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6 Guides d'onde

Les applications pratiques des ondes électromagnétiques dans le domaine des communications ou
du radar requierent souvent un guidage des ondes, a la fois pour empécher les interférences et
pour canaliser ’énergie de fagon a minimiser 'atténuation de I'onde. Ce guidage est causé par la
présence d’'une structure conductrice ou diélectrique (ou une combinaison des deux) qui permet
des modes de propagation privilégiés dans une direction. Nous allons supposer que cette structure
a une symétrie de translation dans une direction, qu’on choisit comme axe des z. On pense par
exemple a un cylindre infini, fait entierement de conducteur (ex. un fil), de diélectrique (ex. une
fibre optique) ou de diélectrique entouré de conducteur, etc. Un objet en apparence aussi banal
qu’un fil ou un ensemble de fils formant une ligne de transmission constitue en fait un guide d’onde,
tout comme un cable coaxial. En particulier et contrairement a ce qu’on pourrait penser a premiere
vue, le signal porté par un cable coaxial se propage non pas dans la partie métallique du fil mais
dans le milieu diélectrique qui sépare le fil central de ’enveloppe conductrice; en tout cas, c’est la
que se situe ’énergie en propagation.

6.1 Réduction aux composantes longitudinales

Dans cette sous-section nous allons exprimer les équations de Maxwell en séparant explicitement
les composantes paralleles & la direction du guide (E, et B,) des composantes perpendiculaires (E |
et B ) et en séparant la dépendance en z, que nous allons supposer sinusoidale, de la dépendance
en (z,y). On considére une onde monochromatique qui se propage selon Z comme une onde plane :

E (:C, y)ei(kz—wt)
BY (:L‘, y)ei(kz—wt)

&=
—~
=

~+
N

Il

(6.1)

oy
—~
=
~
~

I

Le probleme sera de résoudre les équations de Maxwell pour les amplitudes E°(z,y) et B’ (x,y)
qui dépendent des coordonnées transverses : le probleme sera réduit de 3 & 2 dimensions.

Commencons par décomposer les champs en composantes transverse et longitudinale :
E=E, +E.z B=B, +B.2 (6.2)
ol E| et B, sont perpendiculaires a Z. On définit aussi le gradient transverse

o o _ 0

VL — f(
On veut montrer ici que la composante transverse E | (z,y) est déterminée, une fois connue la
solution pour F.(z,y). Remarquons d’abord que

0
VAE=(V, +z—)AN(E, + E.2)
0z
E (6.4)
=V, AE, + iAa—; — 2AV,E,

Le premier terme est orienté suivant z, les deux autres sont transverses. Ensuite, écrivons les
équations de Maxwell appliquées a la forme (6.1), en séparant les composantes transverses et
longitudinales. Par exemple, la loi de Faraday est

10B
VAE + ot

o =ViAEL + ik:i/\EL—i/\VLEZ—%BL—Z%Bj:O (6.5)
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La séparation de cette équation en composantes donne
N iw (6.6)
c
En multipliant cette derniere équation par Z (produit vectoriel) on obtient la loi de Faraday telle

qu’exprimée dans les équations suivantes, en compagnie des autres équations de Maxwell dans un
milieu linéaire :

ikE, +i(w/c)zAB, =V E, (6.7a)
ikB, —i(cuw/c)z NE, =V B, (6.7b)
z-(V, NE|)=i(w/c)B, (6.7¢)

z-(V, AB|)=—i(euw/c)E, (6.7d)

V, E, = —ikE, (6.7¢)

V, B, = —ikB. (6.7f)

Ces équations permettent d’exprimer E, et B en fonction de E, et B,. Par exemple, on peut
prendre le produit vectoriel de Z avec 1'éq.(6.7a) et substituer (6.7b) dans le résultat. On obtient

ic w
k{ |V, B~ kB, |} - B, =27V, E 6.8
ZEMWJ_ZZJ_CJ_ZJ_Z (6.8)
En isolant B, on obtient
1 .. ) c?
BJ_ = m (ZC(.UZ A VJ_EZ + 'Lk"UQVLBZ) U2 = @ (69)
ou encore
1 jepw ) £ pw?
B, = (7” AV E. + szLBz) 7= (6.10)
En répétant 'exercice différemment, on isole E | :
1 LCW . 9
EJ_ = m <_ZWZAVLBZ+Z]€U VLE}:> (611)
ou encore
1 W, .
B = (—;zz AV B, + Zkilez) (6.12)

Evidemment, ces équations sont applicables & la fois aux champs E(r, t) et B(r,t) de la forme (6.1)
ou aux amplitudes E°(z,y) et B’(z,y) d’olt on a retiré la dépendance en z et en t.

Concentrons-nous donc sur E, et B,. Ces composantes satisfont naturellement a I’équation de
Helmholtz (1.42), comme toutes les autres composantes d’ailleurs :

(72)(5)-

En substituant la forme E, = E%(z, y)e’**, on trouve

E° £ jiw?
(V2 +7%) (BU> =0 7= 2 K (6.14)

On doit résoudre cette équation en tenant compte des conditions aux limites sur le plan zy
provenant de la présence des parois conductrices ou des frontieres entre deux milieux diélectriques.
C’est dans ce type de probleme que 1’équation de Helmholtz est particulierement utile.
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Modes TE, TM et TEM

Les ondes électromagnétiques guidées, a la différence des ondes se propageant dans le vide, ne

sont pas toujours transverses, c’est-a-dire que les champ électrique et magnétique ne sont pas

nécessairement perpendiculaires & la direction de propagation ('axe des z). Il faut considérer
différents modes de propagation pour une valeur donnée de la fréquence w. On distingue les cas
suivants :

1. Mode TEM (Transverse Electrique et Magnétique): les champ B et E sont perpendiculaires a
la direction de propagation, comme si I'onde se propageait dans le vide. On verra que ce type
de propagation est impossible dans un guide d’onde fermé.

2. Mode TM (Transverse Magnétique): le champ B est perpendiculaire & la direction de propaga-
tion, mais E, # 0. On doit alors résoudre 1'éq. (6.14) pour E,. Ce mode est aussi appelé onde
de type E (car E. est non nul).

3. Mode TE (Transverse Electrique): le champ E est perpendiculaire a la direction de propagation,
mais B, # 0. On doit alors résoudre 1'éq. (6.14) pour B,. Ce mode est aussi appelé onde de
type H (car H, est non nul).

Les modes TE et TM ont ceci de particulier que la relation entre k et w fait généralement intervenir
une fréquence de coupure w,, en dega de laquelle la propagation est impossible.

6.2 Modes TEM

Un mode de propagation dans lequel les champs E et B sont tous les deux transverses (c.-a-d.
E, = B, = 0) est dit transverse électrique et magnétique (TEM). On voit & partir de (6.7) que
I'amplitude E°(z,y) satisfait alors &

V,AE'=0 V,-E'=0 (6.15)

Ce sont les équations de I’électrostatique en deux dimensions, en ’absence de charges. Des équations
identiques sont satisfaites par 'amplitude magnétique B%(z, ). On constate, d’apres les équations
(6.10) et (6.12), que la vitesse de phase de ces modes est forcément égale a v (w = vk), puisque
E, = B, =0. D’apres les éq. (6.7b), ceci implique que
Epw . .

ou n est I'indice de réfraction du milieu. Autrement dit, les lignes du champ B sont perpendiculaires
a celles du champ E. Bref, les caractéristiques de propagation d'un mode TEM coincident avec
celle d'une ondes se propageant sans guidage.

Une autre conséquence des éq. (6.15) est quun mode TEM ne peut se propager a l'intérieur
d’un guide d’onde creux entouré de conducteur, car le champ électrostatique est toujours nul a
I'intérieur d’un conducteur. Par contre, de tels modes existent a I'extérieur d’un guide conducteur,
ou en présence de plusieurs composantes conductrices (juxtaposées ou concentriques). Si les con-
ducteurs sont parfaits, alors les conditions de continuité font que la composante normale de B et
la composante tangentielle de E doivent s’annuler & la surface des conducteurs. Ainsi, les lignes de
B entourent les conducteurs de maniere concentrique et les lignes de E émanent des conducteurs
et y aboutissent de maniere perpendiculaire a leur surface, ainsi qu’illustré a la figure 6.1.

Inductance et capacité d’un guide

Attardons-nous a 1’étude d’un guide d’onde formé de deux structures conductrices dans un milieu
linéaire. Par exemple, un cable coaxial, ou un cable de transmission a deux fils. La Fig. 6.1 illustre
un tel systeme a deux conducteurs. Nous allons montrer comment on peut définir pour un tel
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Figure 6.1. Schéma de la section d’un guide & deux conducteurs (1 et 2) avec les lignes
du champ H et du champ E.

systéme une inductance par unité de longueur L, ainsi qu'une capacité par unité de longueur C,
qui permettent de relier le courant I circulant dans ces conducteurs a la différence de potentiel V'
qui les sépare.

En raison de ’éq. (6.15), on peut exprimer le champ électrique comme le gradient transverse d’une
fonction : E = —V | ®. La tension V entre les deux conducteurs est alors naturellement définie
comme

V:—/QE-drztI)(Q)—(I)(l) (6.17)

ou l'intégrale est prise sur un chemin qui va du conducteur 1 au conducteur 2. Cette intégrale ne
dépend pas du chemin choisi pour la calculer (pourvu qu’il soit contenu entiérement dans le méme
plan perpendiculaire a z) car V, A E = 0. Cependant, la tension V dépend de z et de ¢, comme
le champ E, par un facteur oscillant ¢/(**=“%) D’autre part, le courant I que porte un conducteur
peut étre relié a la circulation du champ H autour de ce conducteur, en vertu de la loi d’Ampere :

I:cfH-dr (6.18)
47

Calculons la dérivée de la tension par rapport a z:

)% 2 (0E, OE,
_ ot 2 1
P /1 ( o dz + 5% dy) (6.19)

La loi de Faraday appliquée au mode TEM stipule que

OF, 10B, OE, 10B,
5~ oot B o (6:20)
On trouve donc )
oV 10

Si on définit un élément de longueur dr’ = (dz’,dy’) = (dy, —dz), obtenu de dr = (dz, dy) par une
rotation de 90° dans le sens horaire, on trouve

ov 10

2
Fo _cat/l (B,dz' + B,dy') (6.22)
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Or, l'intégrale n’est autre que le flux magnétique ®5 (par unité de longueur en z) traversant un
courbe qui relie les deux conducteurs (il faut supposer ici que les deux conducteurs sont en contact
a z = o0 et qu’ils forment ainsi une boucle). Comme la définition de I'inductance (dans le systéme
gaussien) est 5 = cLI, 'inductance par unité de longueur L intervient alors comme

oV ol
— =L 6.23
0z ot ( )
Calculons ensuite la dérivée par rapport a z du courant :
oI c 8HT 8Hy
Or, la loi d’Ampere appliquée au mode TEM stipule que
0H, 10D, 0H, 10D,
T _ = Yy — _ "z 6.25
0z c Ot 0z c Ot ( )
et donc o1 Lo
— = D - D, 2
% = in 5 ]{ (D,dz — D,dy) (6.26)

Cette intégrale est le flux de l'induction électrique (par unité de longueur en z) traversant une
courbe entourant compléetement le conducteur. Par le théoreme de Gauss, c’est donc la charge par
unité de longueur établie sur le conducteur, soit la capacité par unité de longueur C, fois la tension
V entre les deux conducteurs, qui doivent porter des charges opposées :

oI __ ooV

= —C5 (6.27)

Les équations (6.23) et (6.27) peuvent étre combinées et produisent une équation d’onde pour la
tension V: ) ,
o0°V o°Vv
— =LC— (6.28)
022 ot?
dont la solution est une onde se propageant a la vitesse de phase v = 1/v/LC. Comme cette vitesse
doit coincider avec la vitesse de phase dans le milieu diélectrique situé entre les conducteurs, on
trouve la relation suivante entre 'inductance L et la capacité C:

e
Le=— (6.29)

L L L L L
() ) () () GWXXD

C C| CcT @CT @CT @CT

Figure 6.2. Schéma d’une ligne de transmission constituée d’éléments discrets iden-
tiques. Chaque boucle élémentaire comporte un courant I,.
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Cette analyse est une version plus exacte de I'étude des lignes de transmission, généralement
effectuée a I’aide d’éléments de circuits discrets. Considérons a cet effet la figure 6.2. Dans la boucle
n circule un courant I, et la charge accumulée sur le condensateur no n est (),,. En appliquant les
lois de Kirchhoff, on trouve

. 1
_LIn = a(Qn - Qn—l) et Qn = In - In-H (630)
En prenant la dérivée de 1’équation de gauche et en substituant celle de droite, on trouve

LCcl, =21, ~1I,.,—1,, (6.31)
Maintenant, si on considere que les éléments discrets de la ligne de transmission deviennent de plus
en plus rapprochés, on peut considérer le courant comme une fonction continue /(z) plutdt que
comme une suite discréte. Dans ce cas, le membre de droite devient a®I”(z), otl a est la distance
séparant deux éléments. En divisant par LC, on trouve

0’1 a’ 0%1
— = (6.32)
ot2  LC 022

Or, dans ce cas, L/a et C/a sont respectivement 'inductance et la capacité par unité de longueur
et on retrouve bien I’équation différentielle ci-haut pour le courant (ou pour la tension).

6.3 Modes TE et TM dans un guide conducteur creux

Considérons maintenant un guide d’onde creux entouré complétement d’une paroi conductrice.
Dans ce cas, les modes TEM n’existent pas (comme mentionné plus haut) et seuls les modes TM et
TE sont possibles. En pratique, ces dispositifs sont utilisés dans le transport d’énergie micro-onde
et le vide (ou 'air) a l'intérieur est utile pour minimiser les pertes. Nous allons donc supposer que
€ = p =1 dans toutes les sous-sections traitant de guides creux.

Conditions aux limites

Soit n la normale (intérieure) a la paroi conductrice du guide d’onde. A travers cette paroi la com-
posante tangentielle de E doit étre continue, ainsi que la composante normale de B. En supposant
que la paroi conductrice a une conductivité tres grande, sinon infinie, on peut poser que les champs
sont nuls dans la paroi. Donc, par continuité, E A n et B - n doivent étre nuls sur le c6té intérieur
de la paroi.’ En fonction des composantes en z des champs, ceci entraine que

0B
E :0 t 2 —
i ¢ on

0 (6.33)

sur la paroi. La premiere de ces conditions est évidente. La deuxieme I’est moins; pour la démontrer,
calculons le produit scalaire de 1’éq.(6.7b) avec n:

ikB, -n—i(cpw/cn- (ZANE,)=n-V B, (6.34)

I Notons que les composantes normale de E et paralltle de B ne sont pas continues sur la paroi, car la
paroi conductrice peut porter une densité surfacique de charge ps et une densité linéaire de courant K. Or la
composante normale de E sera discontinue par 4mps, alors que la composante parallele de B sera discontinue
par (47 /c)n AN K.
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Le premier terme est nul sur la paroi, car c’est la composante de B normale a la paroi. Le produit
triple du deuxiéme terme peut aussi s’écrire comme E | - (n A Z), qui est en fait une composante de
E parallele a la paroi, et donc nul par continuité. Donc le membre de droite de ’équation, qui est la
dérivée de B, dans la direction n, doit étre nul lui-aussi, ce qui constitue précisément la deuxieme
des conditions (6.33).

Le probleme est donc de résoudre ’équation de Helmholtz (6.14) en tenant compte des conditions
aux limites ci-dessus. Celles-ci étant différentes pour E, et B., les solutions et les valeurs propres
seront en général différentes pour les modes TM et pour les modes TE.

6.4 Guide d’onde rectangulaire

Modes TE

Considérons un guide d’onde de section rectangulaire, de largeur a et de hauteur b. On suppose
que l'intérieur du guide est borné par les droites x = 0, x = a, y = 0 et y = b. Considérons tout
d’abord les modes TE. L’équation de Helmholtz s’écrit

o 0 2 0 ) _ W 2

Les conditions aux limites sont

oBY
ox

B!

=0 (6.36)
y=0,b

r=0,a

La solution s’obtient par séparation des variables. Expliquons brievement de quelle facon. On
suppose que la fonction cherchée se factorise en fonctions de = et de y :

Bl(z,y) = X(2)Y (y) (6.37)

En substituant dans I’équation de Helmholtz, on trouve

X"Y + XY" +~4*XY =0 (6.38)
En divisant par XY, on trouve
n Y/l 9
—+ = =0 6.39
~ Tyt (6.39)

Dans cette équation, le premier terme de dépend que de x, le second ne dépend que de y et le
troisieme est constant. Il faut donc que les trois termes soient en fait constants pour que ’équation
soit respectée pour toutes les valeurs de x et y. On pose donc

X" 2 Y 2 \ 2 2 2

Les solutions a ces équations sont
ik —iky _ ik, —ik,
X(z) = At 4 Aje ik Y(y) = A3e7kr/y + Ae"Y
ol A, , 3, sont des constantes. Appliquons maintenant les conditions aux limites, qui sont devenues

X'(0)=X(a)=0 et Y'(0)=Y'(b) =0 (6.41)
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Pour respecter ces conditions a z = 0 et y = 0, il faut que A, = A, et A; = A,, de maniere a
obtenir des cosinus :

X(z) = Acos(k,x) Y(y) = A'cos(k,y)

(A et A’ sont des constantes).

Pour respecter ces conditions & z = a et y = b, il faut que k, et k, soient quantifiés ainsi :

p oM
BY = B,,, cos(k,) cos(k,y) ’ n?r (6.42)
ky - T

ou B, est une constante complexe. Les relations (6.10) et (6.12) permettent de calculer les autres

composantes des champs :

ik
Bi=pm g Vb
o (6.43)
w/e w
Explicitement, on trouve
B, = —zanm sin(k,x) cos(kyy)
xRy
kk
B, = —iB,,  ——— cos(k,x)sin(k,y)
Yy mn k% + k; x Yy (6'44)
. w
T _g y
v
VoockT®

On désigne cette configuration des champs électromagnétiques par le symbole TE,,, . Notons que
les entiers (m,n) prennent toutes les valeurs positives ou nulles, sauf qu’ils ne peuvent étre tous
les deux nuls.?

2 En effet, dans le cas m = n = 0, les expressions (6.44) sont mal définies. En solutionnant ’équation de
Helmholtz directement pour les composantes transverses, ont voit que les conditions aux limites sur les parois
forcent des solutions nulles pour E| et B dans le cas ou w = vk, semblables en ce sens aux modes TEM,
qui ne peuvent exister dans un guide creux. Pourtant, I’éq. (6.7f) montre clairement qu’une valeur de B,
indépendante de = et y (comme ce serait le cas si la solution m = n = 0 avait un sens) est incompatible avec

une valeur nulle de B | . Il y a donc contradiction. Le cas m = n = 0 est donc interdit.
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Relation de dispersion
La relation de dispersion entre k et w est

2 2 2,2 o 5 . 10 m?  n?
W' =Wy, + kT ol w,, =c/k2+Ekl=cr ) + " (6.45)

On constate tout de suite que chaque mode possede une fréquence de coupure w,,, en deca de
laquelle k est imaginaire, ce qui correspond a une atténuation de I'onde dans le guide. Les modes
excités a une fréquence inférieure a leur fréquence de coupure ne se propagent donc pas, mais sont
quand méme présents sur une certaine distance & proximité du point ol le guide est excité.?

Un guide d’onde creux offre un exemple particulierement simple de propagation dispersive, sem-
blable a celle d’'un plasma (sauf pour la présence de plusieurs fréquences de coupure au lieu d’une
seule fréquence de plasma). La vitesse de phase et la vitesse de groupe sont données par

W w
vp—%—c w? — w2

dw ke (6.46)
= — =C"— = —
9 dk w v,

Comme dans un plasma, la vitesse de phase est plus grande que ¢, tandis que la vitesse de groupe
4

est inférieure & c.

Vp

W w

Figure 6.3. A gauche : Relations de dispersion pour quelques modes du guide d’onde
rectangulaire. A droite : vitesse de phase et vitesse de groupe pour un mode particulier
d’un guide d’onde rectangulaire

3 11 faut noter la ressemblance entre cette relation de dispersion et celle d’un plasma, ou méme celle des
ondes de matiére associées & des particules relativistes. Pour ces dernieres, E? = p?c? + m2¢* ou, en fonction
de la fréquence et du nombre d’onde, w? = k2 + w% , ol hwy = mc?.

4 Notons cependant que les relations ci-haut ne sont valables que pour les modes TE et TM d’un guide
d’onde a symétrie de translation selon z. On utilise aussi des guides et des cavités crénelés qui ne possedent

pas cette symétrie, mais ont plutét un profil périodique en z.
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Modes TM
Les modes TM sont obtenus de facon similaire. Cette fois, £, doit s’annuler sur les parois et donc
les sinus remplacent les cosinus :

E} = E,,, sin(k,z)sin(k,y) (6.47)
ou les constantes k, et k, prennent les mémes valeurs que pour les modes TE, avec les mémes

fréquences de coupure. Notons cependant que, dans ce cas, m et n doivent étre tous deux non nuls,
sinon la solution est triviale. D’apres les relations (6.10) et (6.12), les autres composantes sont

ikc?

E, = WTVJ_EZ
i (6.48)
we w

BJ_: %Z/\VLEZ = £Z/\E

ou, de maniere plus explicite,

. kk, .
E, = zEmnm cos(k,x) sin(k,y)
TRy

kk
E,=iE,, = +yk§ sin(k,x) cos(k,y) (6.49)
L w
r & y
W
Yy ok ®

Mode dominant

En général, une onde de fréquence w est une superposition d’ondes appartenant a des modes
différents. En fait, les solutions générales a I’équation de Helmholtz (1.42) dans le guide sont les
séries suivantes :

Bz(r) = Z B’I’ILTL Cos(kl‘r) Cos(kyy) eXp(,[:ki’HLTLZ)

m,n

m,n

(6.50)

olt w? = w2, + 2k?%,,. Les champs transverses sont ensuite obtenus en appliquant les relations
(6.44) et (6.49). Chaque mode posseéde une constante de propagation k,,, particuliere, déterminée
par la fréquence d’excitation w. Cette constante est imaginaire si la fréquence est inférieure a la
fréquence de coupure correspondante.

Si a > b, la fréquence critique la plus basse est w;, = mc/a. Le mode TE,, est alors qualifié de
dominant. Si le guide est excité a une fréquence w < w;,, aucune onde durable n’est générée. Si la
fréquence w se situe entre wy, et la fréquence de coupure suivante, alors seul le mode dominant se
propage. En pratique, on choisit les dimensions d’un guide de telle fagon que seul le mode dominant
soit présent a une fréquence choisie. L’avantage est qu’on controle alors la configuration des champs
a l'intérieur du guide et qu’on peut choisir le raccordement entre différents guides de maniere a
optimiser le transfert d’énergie. En effet, le coefficient de transmission d’une onde & la jonction de
deux guides dépend du mode particulier qui s’y propage.
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D’apres les Eqs. (6.44), les composantes des champs dans le mode dominant sont :

B, = By, cos(k,x) B, =0
) k.

) w 4

E, = ZBlog sin(k,x) k, = a

T

Le vecteur de Poynting dans ce mode est
2
(S)yg =2————sin“k,x (6.52)

On constate que 1’énergie est concentrée au centre du guide et non pres des parois.

Guides d’ondes et ondes planes
Notons que, dans les deux cas (TE et TM), les vecteurs E, B et Z ne sont pas tous orthogonaux.
La relation B = nk A E obtenue pour les ondes planes dans un milieu infini ne peut donc pas étre
appliquée ici (dans le cas présent n = 1). En fait, les modes de propagation le long d'un guide
d’onde ne sont pas des ondes planes, mais plutét des combinaisons d’ondes planes avec des vecteurs
d’onde différents. Par exemple, les modes TE,,,, et TM, ,,, sont des combinaisons de quatre vecteurs
d’ondes : - nr

k = iT}‘c + Ty + kz (6.53)

S o
Par exemple, le mode TE, , peut s’écrire ainsi :

B7(I') _ 1an {ei(mwm/(z-ﬁ—mry/b—&-kz) + ez’(—mﬂ'z/a+n7ry/b+kz) + ei(mﬂm/a—nﬂ'y/b—&-kz) + ei(—mﬂ'z/a—nﬂy/b+kz)

4
(6.54)
C’est fondamentalement pour cette raison que la relation B = nk AE nest plus applicable a ’onde
totale, méme si elle s’applique séparément a chacune des quatre ondes planes qui composent chaque
mode de propagation.

6.5 Pertes d’énergie dans les guides d’onde a parois conductrices

Une onde se propageant dans un guide est atténuée s’il y a, sur les parois de la cavité, un flux
d’énergie vers l'intérieur du matériau conducteur. Si la conductivité o de la paroi est infinie, alors
le champ électrique s’annule dans la paroi et la continuité de la composante parallele a cette paroi
force la condition EH = 0 a la surface. Par conséquent, le vecteur de Poynting n’a pas de composante
normale sur la paroi et aucune énergie n’est transmise au conducteur.

Si la conductivité est grande sans étre infinie, alors les champs sont non nuls dans le conducteur
sur une épaisseur caractéristique ¢ (la longueur de pénétration). Supposons que les dimensions du
guide sont grandes par rapport a § et appelons & la coordonnée qui mesure la distance entre un
point dans le conducteur et la surface intérieure du guide. On sait que le champ magnétique varie
en fonction de &:

H(¢) = H(0)e ¢/ (6.55)

On sait aussi que la composante de E perpendiculaire a H et tangentielle a la paroi est beaucoup
plus petite que H par un facteur \/uw/4mo et déphasée par 7/4 (voir la fig. 6.4). Le vecteur de
Poynting moyen entrant dans la paroi a donc comme valeur

c [ pw o WO |19
= — — _— H = —— H .
(8) =g\ grgHI'Mm= -7 [Hn (6.56)
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H-

guide conducteur

Figure 6.4. Pénétration des champs magnétique et électrique a l'intérieur de la paroi
conductrice d'un guide d’onde.

(ici o et p caractérisent la paroi et non le milieu & lintérieur du guide). La perte d’énergie par
unité de temps et de surface dans le guide est

dP _ wpé 2

14 = T6n (6.57)

ot B est pris sur la surface du guide (B = H a U'intérieur du guide). La quantité d’intérét ici est la
fraction de son énergie que 'onde perd a l'intérieur d’une longueur d’onde A = 27/k. Ceci s’obtient
en intégrant dP/dA sur les parois du guide sur une distance A selon l’axe z. Si on multiplie le
résultat par la période 27/w de l'onde on obtient ’énergie dissipée par les parois dans le temps
que 'onde prend a se propager sur une distance A. Si on divise par I’énergie contenue dans ’onde
sur une distance A, on obtient un rapport (sans unités), plus petit que 1, qu’on peut écrire comme
exp —A/&, ou € est une distance d’atténuation. On s’attend alors que I'amplitude de ’onde diminue
exponentiellement lors de sa propagation, avec une atténuation exp —z/2¢ (la densité d’énergie
varie comme le carré de ’amplitude).

Probleme 6.1

Considérez un cable coaxial composé d’un fil interne de rayon a, d’'un cylindre conducteur externe de rayon
b > a et rempli d’'un diélectrique de constante €. On peut supposer pour les besoins de ’exercice que les
conducteurs sont parfaits.

a) Calculez la configuration des champs électrique et magnétique dans le mode TEM; autrement dit, donnez
une expression précise pour E et B entre les deux conducteurs.

b) Calculez la capacité et I'inductance par unité de longueur et vérifiez que LC = ¢/c?.

Probléeme 6.2

On s’intéresse ici au flux d’énergie (moyenné dans le temps) dans un guide d’onde. Considérons, pour fixer
les idées, un mode TE dans un guide d’onde rectangulaire. Montrez que le vecteur de Poynting est

ct kw 9
(S) = ngLBJ z

ou z est la direction de 'axe du guide.
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Probléme 6.3

Considérez un guide d’onde rectangulaire dont les parois sont faites d’un matériau de conductivité o. Calculez
la perte d’énergie dans les parois dans une distance égale a la longueur d’onde, et ce pour les modes T Fy;
et T'My1. Supposez que o est suffisamment grand pour I'atténuation soit faible a l'intérieur d’une longueur
d’onde, de sorte que la solution non atténuée puisse étre utilisée pour calculer la perte en énergie.

Probleme 6.4

Un guide d’onde creux et rectangulaire a une section carrée de co6té a en z < 0. A z = 0, un rétrécissement
soudain se produit et le guide a les proportions a x %a en z > 0.

a) Si le guide est alimenté de la droite (z = —o0) & une fréquence w = 1,2 cr/a, quels sont les modes qui
peuvent s’y propager, au moins jusqu’a z = 07

b) Dans les conditions de (a), quelle doit étre la direction du champ E de l'onde en provenance de z = —o0
pour qu’elle soit completement réfléchie vers z = —oo 7 Expliquez bien votre raisonnement.

c) Supposons, au contraire, que I'onde provient de z = +00 et se propage vers la droite (—2z). Quel domaine
de fréquence est alors réservé au mode dominant? Est-il possible alors que 1’onde soit completement réfléchie
vers z = +o00? Expliquez.
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7 Guides A section circulaire

Dans cette section nous étudierons quelques types de propagation guidée par une structure a section
circulaire. Nous commencerons par un guide creux entouré d’un conducteur cylindrique; ensuite
nous verrons comment la densité de courant se distribue a l'intérieur d’un fil conducteur. Enfin,
nous étudierons la propagation le long d’une fibre optique & saut d’indice. Toutes ces situations ont
en commun une géométrie commune qui nécéssite I’emploi des fonctions de Bessel; c¢’est pouquoi
elles sont rassemblées ici.

7.1 Guide d’onde creux a section circulaire

Considérons un guide d’onde conducteur creux de section circulaire et de rayon a. On utilise les
coordonnées cylindriques, centrées sur ’axe du guide. L’analyse est tres similaire a celle de la
sous-section 6.4. On suppose qu’a 'intérieur du guide ¢ = u = 1.

Modes TM
Considérons tout d’abord les modes TM. L’équation de Helmholtz s’écrit
10 ( OF, 1 0°E, s W
- — E =0 = ——k 7.1
r@r(rar)+r28g02 Tk " c? (7.1)
Les conditions aux limites sont
E.(r=a,4) =0 (7.2)

La solution s’obtient par séparation des variables et implique les fonctions de Bessel (voir le
complément D):
E.(r,¢) < J,,(yr) cos(me + «) m e 7Z (7.3)

m

ol « est une phase quelconque. (nous avons exclu les fonctions de Neumann, puisqu’elles sont
singulieres & r = 0). La condition aux limites & r = a équivaut alors a

J,(ya)=0 = ~y==x,,/a, ou J (x,,)=0 (7.4)

A chaque racine z,,, des fonctions de Bessel correspond donc un mode de propagation dans le
guide d’onde. La relation de dispersion de ce mode est

W= w?,m + A2k Wy = — 2 (m>0,n>1) (7.5)
a
et on écrit alors

Modes TE
Considérons ensuite les modes TE. I.’équation de Helmholtz s’écrit de la méme maniere qu’aupara-
vant, cette fois pour B,. La condition aux limites est cependant

OBY
= =0 (7.7)

r=a

La solution est encore du type
BY o J,, (3r) cos(mep + ) (7.8)
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Figure 7.1. Racines des fonctions de Bessel et de leurs dérivées : Jp,(xmn) = 0 et

sauf que la condition & r = a équivaut maintenant a
Jn(va) =0 = y=yu./a, ol J(Y,) =0 (7.9)
ou y,,, est la n® racine de la dérivée de J,,. On écrit donc

et la relation de dispersion est

w? = w2, + Ak Wy = Ymn (m>0,n>1) (7.11)
a

Dans les deux cas (TE et TM), il y a dégénérescence double de chaque mode avec m > 0. Autrement
dit, on peut considérer des modes en cosmep (o, = B,,, = 0) ou des modes en sinmep («
By = 7/2).! Le mode dominant est TE,; (w, = 1,841¢/a), suivi de TMy, (w, = 2,405¢/a).
Les autres composantes de E et de B se calculent en principe a partir des relations (6.10) et (6.12).
On trouve

mn ~

1 10B E 1 B 10F
p =t [wldB. OF, p = L{ woB. 10E
21l cr o or vA2 c Or r 0
7 4 ’ (7.12)
1 weplOE, . 0B, 1 [ wepdE, . 10B,
B, =—q—i — + ik B,=—{i— + ik—
~2 c r dy or LY c Or r g
ou, comme plus haut,
SRy (7.13)
2 ’
Par exemple, pour le mode dominant TE,,, on trouve B, = By, J,(y;;7/a) cos ¢ et donc
a’w B . Law
E, =—-i— - Ji(yyy7/a) sing E¢ = —i— By, Ji(yy17/a) cos ¢
ka , ka® By, ) '
B, = Z?Blljl(yllr/a) cos B, = —zy—Q—Jl(yHr/a) s g
11 i1

I Cette dégénérescence se produit aussi dans le guide rectangulaire si a = b (section carrée).
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7.2 Distribution du courant dans un fil conducteur

Dans cette sous-section nous allons étudier comment la densité de courant se distribue dans un fil
conducteur de section circulaire lorsqu’un courant de haute fréquence y circule. On trouvera que
la densité de courant est maximale & la surface du fil et décroit vers l'intérieur, avec une longueur
caractéristique ¢, la longueur de pénétration (cf. Eq. (3.60)). Nous allons aussi calculer I'impédance
d’un tel fil, pour le mode de propagation le plus simple.

Considérons un mode TM (E, # 0) a l'intérieur d’un fil conducteur de rayon a et de conductivité
0. Supposons que E, ne dépend que de la coordonnée radiale r. L’éq. (6.14) devient alors

10 ([ OF 5
- z E =0 7.15
r or (T or > MRS (7.15)
Notons que, d’apres les expressions (3.53), (3.60) et (6.14), la constante 72 est
4dmio pw 27
2 _ 2 _ 2
V= —k _ﬁ_k (7.16)

(nous supposons le rapport o /w assez grand pour négliger le premier terme de (3.53)). D’autre part,
en supposant que k ~ w/c dans ce genre de structure, on peut aussi négliger k& en comparaison de
1/6 et alors v ~ \/2i /0.

La solution a I’équation différentielle est F.(r) = E_(0)J,(yr), ou J, est une fonction de Bessel.
Cependant, Pargument de cette fonction de Bessel est complexe, car 42 a une partie imaginaire.
Or, la fonction de Bessel J(z) croit avec |z| si z possede une partie imaginaire non nulle. Comme
la densité de courant est proportionnelle au champ (J, = ¢ E,), la distribution radiale de la densité
de courant dans le fil, normalisée par la valeur de J, a la périphérie du fil, est donnée par

()| _ | d(r)
J(a)| [ Jy(ya)
Notons que nous prenons le module du courant : la phase du courant varie aussi en fonction de r.
La dépendance en r de la densité de courant est illustrée sur la Fig. 7.2.

y = %(Hi) (7.17)

3
JZ(a)o.s—

0.6}

0.4+

0.2r

Figure 7.2. Dépendance en r du module de la densité de courant dans un fil conducteur
cylindrique, normalisée a sa valeur a r = a, le rayon du fil, dans le régime w < ¢ ou
kd < 1. On a illustré quatre valeurs différentes de la longueur de pénétration 4.
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Calcul de 'impédance
Le courant total circulant dans le fil est

I =27 /Oa drrJ,(r) =2nJ,(0) A“ dr rJy(yr) = 2:a<]z(0)<]1(’7a) (7.18)

ou on a utilisé la relation (z.J,(z))" = zJ,(z). Notons que cette intégrale tient compte du fait que la
phase de la densité de courant varie en fonction de r. La tension du fil, mesurée entre deux points
de la surface séparés par une distance ¢ (supposée tres courte), est

V =E.(a)f = z(ga)f = Jz(o)‘?wa)g (7.19)

Z =
2mao J)(ya

(7.20)

~—

Evaluons cette impédance dans la limite des petites fréquences — et donc pour k£ = 0. Dans ce cas,
|v] < 1 et on peut utiliser le développement en série :

Jo(x) 2 (1 _ ‘”2> (7.21)

Ji(x) =z 8

On trouve alors )
W
7 =~ — i 7.22
Talo 1202 ( )

La partie réelle est alors la résistance par unité de longueur, naturellement égale a 'inverse de la
section du fil fois 'inverse de la conductivité (la résistivité). Comme Z = R — iwL, la réactance
permet d’évaluer I'inductance par unité de longueur du fil : L = u/2c?. Cette inductance est reliée
au flux magnétique interne au fil. En général, elle est petite en comparaison du flux généré par
une boucle ou une autre structure externe au fil. Cependant, la méthode précédente permet de la
définir rigoureusement, en tant que réactance.

7.3 Fibre optique a saut d’indice

Dans cette sous-section nous étudierons les modes de propagation les plus simples dans un guide
d’onde a section circulaire composé entierement de matériau diélectrique. On supposera qu’un
cylindre infini de rayon a est fait d’'un matériau diélectrique de constante £, et qu’il est entouré
d’un milieu diélectrique de constante €, < €. On supposera que ces milieux sont non magnétiques
(= 1). Ce genre de systéeme modélise une fibre optique a saut d’indice. Le premier milieu (&)
constitue le coeur de la fibre et le deuxiéme milieu (e,) la gaine. En réalité, la gaine ne s’étend pas a
I'infini mais, pour les modes de propagation utilisés, les champs décroissent exponentiellement dans
la gaine et ont peut en pratique considérer celle-ci comme infinie car les champs sont suffisamment
faibles sur la périphérie de la gaine.

A la différence du guide d’onde entouré de conducteur, nous devons considérer a la fois les champs
dans le coeur et dans la gaine et appliquer les conditions de continuité de E,, E,, et B a I'interface
(r = a). Ces conditions de continuité sont plus complexes que pour une paroi conductrice, ce qui
fait qu’en général les modes TM et TE n’existent pas séparément, mais sont couplés en modes qu’on
appelle HE et EH (dans le premier cas, B, est dominant (B, > E,) alors que dans le deuxiéme
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cas, F, est dominant (F, > B,)). L’exception a cette régle sont les modes sans dépendance en ¢,
qui se séparent encore en modes TE et TM.

Dans chacun des deux milieux, F. et B, sont régis par I’équation de Helmholtz (6.14), mais avec
des constantes 7, et 7, différentes. Afin que les champs soient finis quand » — 0 et » — o0, les
solutions a cette équation dans les deux milieux doivent étre

{ EZ = 141Jm(rylr)eim#j

r<a : .
B. =B,J r)e'™¥
z 1 m,(’}/l ) . (723)
E, = AyH, (yor)e™?
r>a .
Bz = BQHm(f}/ZT)eZmW

Rappelons que la fonction de Hankel est la seule qui ne diverge pas a l'infini pour une valeur
complexe de 7,. Si Im 7, > 0, on choisit H (M alors que si Im vy < 0, on choisit H 2). Comme 7 et
73 sont tous les deux réels dans les diélectriques sans pertes, on doit se résoudre & choisir 7, réel
et 7, purement imaginaire. Posons donc v; = v et v, = 103, avec

2 eyw?

2

eqw
72: 12 _kQ BQZIC?—
C C

(7.24)

De cette expression on voit la nécessité d’avoir £, > £,. D’autre part, la constante de propagation
k est soumise a la condition , )
E9Ww g W

Dans ce cas, on peut utiliser la fonction de Bessel modifiée K, (fr) au lieu de HW (y,r) et écrire

{ E. = A, (yr)e"

r<a : .
B, = B,J (yr)e"?
Ez = AQKm(ﬁr)e”mp
r>a : .
B, = B, K, (Br)e"™

Ce choix assure que 'onde ne propage pas d’énergie vers 'extérieur de la fibre, car les champs
diminuent exponentiellement avec r dans la gaine.

Modes a symétrie azimutale

Concentrons-nous d’abord sur les modes de propagation sans dépendance azimutale (m = 0). Les
solutions a I’équation de Helmholtz pour £, et B, et les autre composantes des champs obtenus
des relations (7.12) sont

Ez = Al‘]()(ryr) Bz = BIJO(VT)
ik ik
r<a : b, = —;A1J1(’Y7“) B, = —;B1J1(’Y7") (7.27)
wey w
B, = _?AIJI(VT) E,= %Blth(W‘)
E. = A)Ky(pr) B, = ByK(fr)
ik ik
r>a : Er = EAQKl(ﬂT) Br = EBQKl(/gT) (728)
WEy w
B&p = %A2K1(ﬂ7”) E@ = _@32[{1(57“)
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On constate que les modes TE et TM se séparent bien dans ce cas et nous traiterons les deux
possibilités séparément.

Les conditions de continuité a r = a de B, et E, pour les modes TE meénent aux équations couplées
suivantes :

1 1
B, Jy(va) = ByKy(Ba) ;Bljl(’m) = _BBQK1(5(1) (7.29)
Pour les modes TM, la continuité de E, et B, impose plutot

€9

g

Posons A; =1 et B, = 1, ce qui équivaut a fixer la normalisation globale de 'onde. En isolant
ensuite A, et B, les conditions de continuité peuvent étre récrites ainsi :

ATy (va) = AyKy(Ba) %Almco: A,K(Ba) (7.30)

1 Ji(ya) 1 Ky(Ba)
va Jy(va) — Ba K(Ba) (e (7.31)
e Jilva) & Ki(Ba) (TM) |
va Jy(va) Pa Ky(Ba)
%0 EY
(va)®

Figure 7.3. Solution graphique des équations (7.31) et (7.32). La fonction Jy (z)/(zJy(x))
apparait en trait continu et la fonction K (y)/(yKo(y)) apparalt en trait discontinu et
A rebours, & partir de (ya)? = 35. Les intersections sont marquées d’un cercle.

Ces équations peuvent étre résolues de maniere graphique, en tenant compte de la contrainte

B4 =L e —ey) (7.32)
7= (e e .

La solution graphique se fait de la maniere suivante (cf. Fig. 7.3) dans le cas des modes TE :
on porte sur un graphique la fonction f(z) = J;(z)/(xJy(x)) en fonction de x> (x = ~ya). Sur
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le méme graphique, on trace la fonction g(y) = K,(y)/(yK,(y)) (y = Ba), en fonction de 2 =
—y?+(wa/c)(g; —&,). Les intersections des deux courbes correspondent aux solutions des équations
(7.31) et (7.32). La fonction g(y) est toujours positive et décroit rapidement avec y, avec une
asymptote a y = 0. La fonction f(z) possede des asymptotes aux racines de J,, c’est-a-dire aux
valeurs x = x,. Si w est trop petit, aucune intersection n’est possible. La premiere intersection se

produit quand

N
Il existe donc une fréquence de coupure. Immédiatement a cette fréquence, on a 3 = 0 et donc
wyy = ck/\/Ey: I'onde se propage dans la gaine comme en I'absence de guidage. Quand la fréquence
augmente au-dela de wy;, B croit beaucoup plus rapidement que vy si €, > €,, ce qui signifie que
I’'onde diminue rapidement en fonction de r dans la gaine. A chaque fois que x passe une racine de
Jy, un nouveau mode apparait, avec fréquence de coupure

wa\ 2
(7) (61 —&9) = 51331 = Wy = (7.33)

C

Cx
Won = w (734)
a El - 82

Ces modes plus élevés présentent des oscillations radiales dans le coeur de la fibre.

B:

O‘.5 1 2
r/a

Figure 7.4. Tracé de I'amplitude des champs dans le mode TEg; d'une fibre a saut
d’indice. Nous avons choisi €1 = 2, 2 = 1, wa/c = 4,472. 1l s’ensuit que ya = 3,077,
Ba = 3,245, wa/c = 4,472 et ka = 5,525. Notons que B, /dn n’est pas continu dans ce
cas, car la constante diélectrique est discontinue et I'équation (6.7b) prévoit alors une
discontinuité dans 0B, /0n.

Remarques :

1. Sila fibre est excitée a une fréquence inférieure & wy;, cela revient a dire que (3 est imaginaire.
Dans ce cas, 'onde propage de I’énergie vers l'extérieur de la fibre et celle-ci agit comme une
antenne et non comme un guide d’onde.

2. En pratique, dans une fibre optique, plusieurs modes sont excités en méme temps : & une valeur
donnée de w correspondent plusieurs valeurs de k, une pour chaque mode admis. Ces modes ont
cependant des relations de dispersion différentes, car leurs fréquences de coupure sont différentes
en général.
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Modes avec dépendance azimutale

Comme mentionné plus haut, les modes & dépendance azimutale ne se découplent pas en modes
TE et TM, mais plutét en modes hybrides (EH et HE) présentant une valeur non nulle a la fois de
B, et E,. En particulier, on montre que le mode HE,; est dominant et ne possede pas de fréquence
de coupure. Voyons cela en plus de détails. On suppose la forme suivante pour les différentes
composantes des champs :

r<a:
E :A J ( ) imep
1 .
)z ime
E, = - { BJ (yr) + iky A, J) (v )}e
L[ dwy , km im
E ) —B Jm ’I") - 7A1J77L(7r) e
7 (7.35)
B, =B,J,(v ) ime
1 walm ime
B 7 { m(’)/r) + ’[’kryBlJm( )} €
1 ZUJ€17 / km 1mep
ST AT () = T By () |
'y r
r>a:
Ez = A2Km(ﬁr)elm¢
B, = {~ B, (8r) + kB ALK (5r) ¢
r ﬁZ cr 2
1 iwf3 km i
E, = 3 {—CBszln(ﬁT) - TA2 m(ﬁf’)} e
, (7.36)
Bz = BQKm(BT)eZm(P
1 WeQm . m
B, =~ g {2 A, (Br) + ROB, K, (r) f o
1 [iweyf km im
B‘P - _? { 02 AQKTIn(/B ) - BQKrn(ﬁT)} e
Imposer la continuité de FE,, E,, B, et B, a l'interface r = a revient a imposer le systéme
d’équations linéaires suivant :
Jm(’ya) _Km(ﬁa) 0 0
0 0 T () K, (5a) | (4
M mk zﬂ / z'w 4 2 | —
zwel B

T} (va) “"%« (Ba) m’fJ( a)

2L (a) K, (5a)

,82

Pour que ce systeme d’équation posseéde une solution non triviale, le déterminant de la matrice
doit s’annuler. On montre que I’équation qui en résulte est

g J, & K/ 1 J 1 K! m2k2w?
Am g 2om ) m o _ m 7rm(—®2 (7.38)

va J, PakK, vaJ, PakK, ccatvyip
Cette équation établit une contrainte qui lie la constante de propagation k et la fréquence w. Ses
solutions fournissent donc les relations de dispersions des différents modes possibles. Une fois cette
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contrainte résolue, on peut alors exprimer les constantes A,, B; et B, en fonction de A, et trouver
I’expression explicite des composantes des champs dans chacun des modes de propagation.

Dans le cas m = 0, on retrouve bien les contraintes (7.31), car le membre de droite de 1'éq. (7.38)
est alors nul et 'un ou 'autre des deux facteurs doit s’annuler. Ceci a comme conséquence que
les modes TE et TM ne sont pas couplés, ce qui se voit aussi bien de 1’équation matricielle (7.37)
quand m = 0. Quand la différence d’indice entre le coeur et la gaine est faible, on peut négliger
(e, — €,) en premiere approximation et on se retrouve avec un ensemble d’équations similaire :

1 K, (Ba) _ 1 Jn(va) & K,(Ba) _ & J,(va)

BaK,(Ba)  yad,(va) © BaK,(Ba)  ~ad,(ya)

(7.39)

La solution graphique de ces équations ne montre aucune fréquence de coupure pour m > 1, car
J,(0) =0 si m > 0. Bien sur, l'effet du membre de droite de (7.38) négligé ici est de coupler les

solutions TM et TE, de sorte qu’on se retrouve avec des modes de type EH (ou E, > B,) et des
modes HE (ou E, < B,).

Quand la différence d’indice est faible, on montre aussi que les relations de dispersion pour m + 1
et m — 1 sont tres semblables, de sorte qu’on peut envisager de combiner les modes (m + 1,p)
et (m — 1,p) [p est un indice de mode pour un m donné] en des modes hybrides qu’on dénote
LPy,, et LPY . Ces modes hybrides, comme leur notation I'indique, sont polarisés linéairement
dans les directions transverses. C’est une caractéristique du cas €; — €5 < 1 que les composantes
transverses des champs sont beaucoup plus grandes que les composantes longitudinales, car dans
ce cas la capacité de la fibre a guider les ondes est beaucoup moins grande et les modes sont plus

semblables a ce qu’on retrouve dans I'espace indéfini.

Probléeme 7.1

Montrez que la résistance par unité de longueur d’un fil de section circulaire de rayon a et de conductivité o
est égale & R = (2rado) ! dans la limite oll § < a. Procédez en prenant la limite appropriée dans I’expression

(7.20).

Probléeme 7.2

Calculez explicitement toutes les composantes des champs dans le mode TMy; d’un guide d’onde circulaire et
illustrez les lignes de champ magnétique et électrique dans une coupe a z constant et une coupe a ¢ constant.

Probléeme 7.3

Considérez un guide d’onde creux de forme quelconque. En raison de la conductivité finie des parois, I'intensité
de I'onde diminue exponentiellement le long du guide : 1(z) = I(0)e2** ol « est le coefficient d’atténuation.

_we /.8

ck 2 2
/S“E' +[B)

o [ g signifie une intégrale (double) sur la section du guide et J: ag signifie une intégrale (simple) sur la paroi
du guide a z fixe. Ici ¢ = wpd/2c.

a) Montrez que
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b) Considérons maintenant un mode TE. Montrez que 'expression ci-haut se réduit a

e ] (B AP :

o= hudll
2
2kw /|Bz|2 c

S

Une intégration par parties est nécessaire au dénominateur, comme lors de la séance d’exercice du 3/2/98.

c¢) Calculez « dans le cas du mode TE,,,, d’un guide circulaire de rayon a, pour lequel B, = AJy,(yr) cos(mep),
ou J),(va) = 0. Réponse :

(0%

_ C,Y?C |:1+ w2 m2

kwa 292 42a2 — m?2

L’intégrale suivante est nécessaire :
/ dx 2 J2 (br) = $a% [J2,(bx) — Jp_1(bx) Ty (bz)]
ainsi que les relations

Tin-1(2) = = Jun(@) + T} (2) Tn1(2) = = Jun(@) = T} (2)

Probleme 7.4

Nous allons étudier dans ce probléme la propagation d’un mode TM dans une fibre optique a gradient d’indice,
le type de fibre le plus utilisé. Nous supposerons que l'indice de réfraction a la forme suivante :

n(r) = noy /1 — (2)2

ou a est une distance caractéristique de la fibre et ng est 'indice au centre de la fibre. Nous supposerons que
le rayon de la fibre est suffisamment grand pour négliger les effets de bord, comme s’il était infini. Dans un
milieu a indice variable, le champ électrique obéit a 1’équation suivante :

2
VE+ 2 E=-V (1% : E)
C 3

Nous allons négliger le membre de droite de cette équation; I'effet de la variation de I'indice de réfraction se
fera sentir dans le terme en w25(7") / ¢? seulement. Ceci revient & supposer que le gradient de ¢ est petit, ou
encore que a est grand en comparaison de la longueur d’onde utilisée.

a) Dans les conditions ci-haut, écrivez I’équation différentielle pour E, et séparez les variables en coordonnées
cartésiennes : '
E. = X(2)Y (y)e'h==1)
Démontrez que X et Y satisfont aux équations suivantes :
X" —uw’X +a’X =0 Y —0?Y + 52X =0 (7.40)

en fonction des variables

2ac
u=—— et v=—>= ou ===
/ l wng

et ol a et 3 sont des constantes.
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b) Démontrez que la fonction
X(u) =e /2

est une solution a I’équation ci-haut et trouvez la forme correspondante de E,(z,y). Calculez ensuite les autres
composantes de E et de B. Quelle est la relation de dispersion w(k) de ce mode de propagation? Faites-en un
schéma. Y a-t-il une fréquence de coupure?

c) Calculez le vecteur de Poynting associé & cette solution en faites un schéma de la fagon dont il varie en
fonction de 7.

d) Passons maintenant aux modes plus élevés. Démontrez que les fonctions

am 2

—U

X (u) = (—1)"10”2/2&71

sont aussi des solutions & I’équation (7.40). Pour ce faire, il vous est conseillé de suivre les étapes suivantes :
(i) démontrer que X/, = uX,;;, — X1 et que X’ = X, + v’ Xy — 2uX41 + Xoneo. (ii) démontrer que
X2 = 2uX a1 — 2(m + 1) X, en vous servant de la relation

dm+1 dam f dm+1

W(Uf) = (m+ 1)d77” +qu

pour une fonction quelconque f(u) (vous n’avez pas a démontrer cette derniere relation). (iii) substituez ces
résultats dans I’équation différentielle pour X.

Un mode plus général peut donc s’écrire comme
1% p

E, = Xm(u)Yn(v)ei(sz“’”

Trouvez pour ce mode la relation entre w et k et identifiez les fréquences de coupure wyy, s'il y a lieu.
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8 Cavités électromagnétiques

Une cavité électromagnétique est un conducteur fermé de tous les cotés dans lequel le champ
électromagnétique peut osciller a certaines fréquences. En général toute enceinte conductrice fermée
peut faire office de cavité électromagnétique. Leur propriété générale est que des ondes progressives
monochromatiques ne peuvent s’y propager : seules des ondes stationnaires existent, avec des
fréquences discretes, qu’on affuble généralement de trois indices : w,,,,. Mathématiquement, le
probleme est de trouver explicitement les fréquences propres de la cavité ainsi que la configuration
des champs constituant chaque mode d’oscillation. Ceci revient a résoudre I’équation de Helmholtz
pour une des composantes de E et de B et & utiliser une généralisation des Eqs (6.10) et (6.12)
pour trouver les autres composantes.

8.1 Cavité cylindrique générale

Concentrons-nous sur un type spécial de cavité, obtenu en ajoutant des parois planes aux deux
extrémités d’un guide d’onde creux de longueur finie. Des ondes progressives ne peuvent plus se
propager selon Z, mais seulement des ondes stationnaires. Pour une valeur donnée de la fréquence,
on doit superposer deux ondes progressives se propageant dans les directions z et —z (c.-a-d. avec
des nombres d’onde k = g et k = —q) et obtenir une onde stationnaire satisfaisant aux conditions
aux limites sur les parois situées & z =0 et & z = £ (£ est la longueur de la cavité). Ces conditions
aux limites sont B, =0 et £, = £, = 0 sur les nouvelles parois. Dans ce qui suit nous supposerons
que la cavité est vide (e = p = 1).

Considérons premierement les modes TE (E, = 0). Les équations (6.10) et (6.12) deviennent alors

.k 2 _.
B, = -"V,B, E, = ——~3AV,B, (8.1)
mn wr!Ln

Pour obtenir une onde stationnaire respectant les conditions aux limites a z = 0 et z = ¢, on doit
combiner les deux ondes suivantes :

B = Bi(w,y)e" B = Bl(z,y)e (8.2)

Notons que la fonction BY(z,y) est commune aux deux solutions (k = g et k = —¢q) car seul k* = ¢°
figure dans 1’équation de Helmholtz. En particulier, pour que B, s’annule a z = 0, on doit adopter
la combinaison

1 _ .
5 (B = BO)) = Bl(,y)sin(g2) (8.3)
Pour que B, s’annule & z = ¢, g doit étre quantifié: ¢ = r7/¢ ou r est un entier positif. Les autres

composantes sont ensuite obtenues en appliquant les relations (8.1) a Bgﬂ et Bgf) séparément et

en combinant le résultat de la méme maniere que pour B.:

1 —i .
E =~ Z;wi A VL(B?) — Bgf)) = chi AV | BY(z,y)sin gz
2t w2, w2,
e o (TB)  (8.4)
_ + - _ 0
BL - Zw?nnvL(Bz +Bz ) - %VLBZ((E,:’J)COSQZ

On remarque que E| s’annule a z = 0, comme requis.

Dans le cas des modes TM (B, = 0), on doit combiner les ondes suivantes :

EW = Bl (x,y)e' EL) = Bl(x,y)e (8.5)
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Pour respecter les conditions aux limites, on prend plutot la combinaison

1
5 (B9 + BO) = Elw,y) cos(az) (8.6)
Les autres composantes sont alors
B, = w;—ci AV | E%(z,y)cosqz
w
", (TM) (8.7)
—qc
E, = 3 YV E)(z,y)singz
w

mn
Les conditions aux limites & z = 0 et z = £ sont satisfaites, car ¢ = r7/¢ et E| s’annule a ces
endroits.

Les fréquences d’oscillation sont maintenant quantifiées. Si w,,,, est la fréquence de coupure dans
un mode (m,n) du guide d’onde correspondant ayant la méme coupe transversale que la cavité,
alors les fréquences d’oscillations permises sont

w’"l?”‘ = \/wznn + (CT(T/Z)Q (8'8)

Jusqu’ici nous avons considéré une cavité dont la section a une forme arbitraire. Concentrons-nous
maintenant sur une cavité rectangulaire de dimensions a x b x £. Dans ce cas, il est utile d’introduire
la notation suivante :

_ mmr _nr _rm e B2 L2 4 g2
k, = " ky 5 k. 7 w=c kx—l-ky—l—kz (8.9)

Dans les modes TE, on montre, a 'aide des relations ci-haut, que les différentes composantes des
champs sont les suivantes :

B, = Bcosk,x cosk,y sink,z E. =0
B WL Bsink, x cosk,y cosk.z E w Ry Bcosk ink,y sink
=— , . = —i— cosk,x sink,y sink,z
k, k w k
B =——Y%_ Bcosk.r sink, k E =i——= Bsink,x cosk,y sink,z
Y K24 k; COS K, X SNk, Y COSK, 2 Y cRE+ ’?3 v vY 2
(8.10)
ou 7 doit étre non nul, afin que B, soit aussi non nul. Dans les modes TM, on trouve plutot
B, =0 E, = Esink,z sink,y cosk,z
B, =% M gk k k E ks g cosk,a sink,y sink
= —i— sink, x cos cosk,z . = — cosk,x sink,y sink,z
x c k%, + kg T yy z x kg% 4 kg fa yy F1
w k : k, k
B, = i1 —ik% Ecosk,x sink,y cosk,z E, = 1 li{—Zk:? Esink,x cosk,y sink,z
T 1 T y
(8.11)

ou m et n doivent étre tous les deux non nuls, afin que E, soit non nul et que la solution soit non
triviale.

Evidemment, la distinction entre modes TE et TM est artificielle dans une cavité rectangulaire,
car n’importe lequel des trois axes cartésiens peut étre choisi comme axe du guide, dans ce cas.
Les modes les plus simples sont obtenus quand deux des indices (m,n,r) sont l'unité et l'autre
est nul : (1,1,0), (1,0,1) et (0,1,1). Dans chaque cas, une seule des composantes de E est non nulle
(respectivement E,, E, et E,) et la composante correspondante du champ B s’annule (le champ
B circule autour de E).
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8.2 Facteur de qualité

On définit le facteur de qualité () d’une cavité comme le rapport de I’énergie moyenne contenue
dans la cavité sur la perte d’énergie par cycle d’oscillation :

Energie

Q = w,

8.12
Puissance perdue ( )

ol wy, est la fréquence du mode d’oscillation considéré. Etant donné que ’énergie U de la cavité
(moyennée sur une fréquence) et la puissance dissipée sont toutes les deux proportionnelles au carré
de 'amplitude des champs, le facteur () ainsi défini est indépendant de ’amplitude et ne dépend
que de la forme de la cavité, du mode d’oscillation considéré et de la conductivité des parois (ou
d’autres substances contenues dans la cavité). La variation dans le temps de U est alors

o —%U = U(t) = Ujyexp —wyt/Q (8.13)

Comme D’énergie varie comme le carré du champ, ce dernier (électrique ou magnétique) ne varie
plus de maniere purement oscillatoire dans le temps, mais diminue exponentiellement :

E(t) = E, o~ w0t/2Q g —iwot (8.14)

Le spectre en fréquences correspondant s’obtient par transformation de Fourier :

E(w) = /0 dt E, e “0!/2Qeilwmwt (8.15)

Cette expression mene au spectre suivant :

9 1
IR o o T (@020 (8.16)

Il s’agit d’une courbe de type Lorentzien, dont la largeur & mi-hauteur est I' = w,/@Q. Plus le
facteur de qualité est grand, plus le spectre autour d’une fréquence propre donnée ressemble a une
fonction delta.

La perte d’énergie peut provenir de plusieurs sources : la plus évidente et la plus simple a calculer
est la dissipation ohmique dans les parois, mais ce n’est pas la plus importante. Des pertes plus
importantes sont dues aux orifices pratiqués dans la cavité, soit dans le but de lexciter (par
exemple a l'aide d’'un céble coaxial), soit dans le but précis d’émettre du rayonnement a partir de
la cavité. Des fissures non intentionnelles sont aussi une cause de dissipation d’énergie. Enfin, on
utilise des cavités en physique expérimentale dans le but de soumettre un échantillon de matériau
a des champs électrique ou magnétique de haute fréquence dans des directions bien déterminées
(résonance paramagnétique ou paraélectrique). L’échantillon qu’on introduit dans la cavité cause
alors une dissipation additionnelle d’énergie et c’est cette dissipation additionnelle qu’on désire
mesurer pour caractériser le matériau.

Pour calculer la contribution ohmique au facteur @, il faut calculer U et la perte ohmique en se
servant de la formule

1
=— [ d&r (E-E*+B-B* 1
U= [ dr( + ) (8.17)

pour U et de (6.57), intégré sur la surface de la cavité, pour la puissance dissipée P. Sans faire
un calcul détaillé, on devine que le facteur de qualité devrait étre de l'ordre de L/d, ou L est la
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dimension linéaire de la cavité et § est la longueur de pénétration. En effet, le volume dans lequel se
produit la dissipation d’énergie est de I'ordre de L6, grosso modo la surface de la paroi multipliée
par 8, alors que le volume contenant 1’énergie de la cavité est de 'ordre de L3. Si £ est la densité
d’énergie moyenne & 'intérieur de la cavité, il se dissiple une quantité d’énergie ~ £5L? dans une
période d’oscillation, alors que 1'énergie de la cavité est ~ EL?, d’ot1 Q ~ L/J.

En plus d’élargir les pics de résonance de la cavité, la dissipation produit un léger déplacement
de la fréquence propre. Ceci peut étre attribué a I’élargissement effectif de la cavité associé a une
longueur de pénétration §. Considérons par exemple une cavité cubique de c6té L. La fréquence
d’un mode particulier varie comme L~!, de sorte qu'une augmentation L — L + § de la largeur
produit un déplacement de la fréquence Aw = —wd/L ~ —w/Q. Un calcul plus détaillé (basé sur
des principes plus rigoureux) produit plutot le déplacement suivant :

Aw 1
—_— = (8.18)
w 20Q)
Une formule plus générale du déplacement de la fréquence de résonance due & une perturbation de
la cavité est due a Slater :
Aw AUy — AUy
w Usot.
ou AUy est la variation d’énergie magnétique introduite par la perturbation, AUy la variation
correspondante dans 1’énergie électrique, et U, 1'énergie totale.

Probleme 8.1

Considérez une cavité rectangulaire de dimensions a, b et ¢ dans les directions x, y et z respectivement, avec
a < b < {. Les parois de cette cavité ont une conductivité o.

a) Donnez une expression explicite pour toutes les composantes de E et B dans le mode T'Ey11. Esquissez les
ligne de champs (E et B) dans ce mode.

b) Calculez le facteur de qualité @ (supposez une longueur de prénétration ¢ a la fréquence choisie).

Probléme 8.2

Une cavité électromagnétique a la forme d’une boite de conserve : un cylindre de rayon a et de longueur d. Le
milieu & I'intérieur de la cavité est semblable au vide (¢ = p = 1). Les parois sont faites d’'un bon conducteur
(conductivité o et pu = 1). Le but de cet exercice est de calculer le facteur de qualité @ de la cavité dans le
mode TMOH.

a) Dans le mode TMy;1, la composante E, est donnée par
E,(r,p,2) = Ep1Jo(xo1r/a) cos(rz/d)

Calculez explicitement toutes les autres composantes des champs électrique et magnétique (E;, E,, By, B,
B,).

b) Calculez la puissance dissipée sur les parois de la cavité. La solution comporte la constante Ji(zg1), que
vous pouvez laisser telle quelle. L’intégrale suivante pourrait étre utile :

/dm xJ? (bx) = %xz [J,%,(bx) — Jin—1(bz) 11 (b)]

c) Calculez I'énergie emmagasinée dans la cavité et ensuite le facteur de qualité Q. Exprimez ce dernier
seulement en fonction de la longueur de pénétration § et des dimensions a et d de la cavité.
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9 Rayonnement d’'ondes électromagnétiques

Dans cette section, nous verrons comment le rayonnement des ondes électromagnétiques par une
source peut étre calculé en général. Nous nous concentrerons sur le cas ol la source du rayonnement
est une densité de courant et de charge animée d’un mouvement sinusoidal de fréquence w. Dans
tout ce qui suit, nous considérerons la propagation des ondes électromagnétiques dans le vide :
D=Ee H=B.

9.1 Potentiels retardés

Equation de Helmholtz

Nous n’avons pas jusqu’ici utilisé les potentiels électromagnétiques A et ®. C’est maintenant qu’ils
entrent en scene. Nous allons premierement démontrer que ces potentiels, dans le cas ou la jauge
de Lorentz (1.13) est imposée, obéissent a ’équation d’onde inhomogene :

V20 — %8—(1) —47p
ot?
1 9%2A 47 (0-1)
2
A_ 22 =
v cz ot? c

Pour ce faire, il suffit de substituer dans les équations de Maxwell 'expression des champs
électromagnétiques en fonction des potentiels :

10A

=-Vd—- —— B =VAA (9.2)
c Ot

La loi de Faraday et la relation V-B = 0 sont automatiquement satisfaites. La loi de Gauss et la
loi d’Ampere prennent ensuite la forme suivante :

1
Vi + SV A = —4np (9.3)
10 1 0°A 4n
A) - VA+ VP + ——— == A
V(V-A)—V°A+ 6tv e cJ (9.4)
ou on s’est servi de 'identité
VA(VAA) =V (V-A) — VA (9.5)

Les potentiels ne sont pas uniquement déterminés par les champs E et B. Il est toujours possible
de les modifier en procédant a une transformation de jauge

P —P— -—— A— A+ V¢ (9.6)

ou &(r, t) est une fonction quelconque de la position et du temps. Cet arbitraire dans les potentiels
nous permet d’imposer jauge de Lorentz (1.13) :

109
A+ -——= 1.1
V-A + T 0 (1.13)

On vérifie facilement que les équations (9.3) et (9.3) prennent la forme (9.1) lorsque la condition
(1.13) est substituée.
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Il s’agit maintenant de trouver une solution générale aux équations (9.1). Commencons par I’écrire
de maniere plus générale, en fonction d’une amplitude ¢ (r,¢) pouvant signifier ¢ ou toute com-

posante de A :
1 0%
2 _
- g otz _‘E(r>t) (97)
ou &(r, t) est une fonction quelconque de I'espace et du temps. Afin de nous débarasser de I'aspect
temporel de cette équation, nous considérons les transformées de Fourier

dw - , dw - .
viet) = [ 52 drwle ™ et = [ 52 Erwpe 98)
27 27
En substituant dans ’équation d’onde inhomogene, on trouve directement I’équation de Helmholtz :
VA + k) = —E(r) (9-9)

ou k est ici défini comme w/c. On obtient le méme résultat lorsqu’on suppose d’emblée que la
source £ et 'onde 9 oscillent & une fréquence w bien déterminée. Nous allons résoudre de maniere
générale I’équation de Helmholtz par la méthode de la fonction de Green.

Fonction de Green
On définit la fonction de Green G(r,r’) de I’équation de Helmholtz comme étant sa solution pour
une source ponctuelle située a r':

(V2 + E))G(r,x) = —6(r — 1) (9.10)

La solution précise de cette équation — et donc la forme précise de la fonction G — dépend des
conditions aux limites imposées au probléeme. La fonction de Green G(r,r’) posséde deux argu-
ments : le point d’observation r et le point de source r’. L’interprétation physique de G(r,r’) est
Iamplitude, au point r, de 'onde créée par une source monochromatique située au point r'.

Si la fonction de Green est connue, alors on peut écrire la solution générale a I’équation de Helmholtz
(9.9) en utilisant le principe de superposition :

P(r,w) = /d3r' G(r,r)e(r',w) (9.11)
En effet, en appliquant I'opérateur V2 4 k? & cette expression, on trouve

(V2 4+ E)(r,w) = /d3r' (V2 4+ E)G(r,v)E(r, w)
= —/dgr' S(r — ), w) (9.12)

- —5(1‘, w)

ce qui est bien I’équation (9.9).

Trouvons maintenant la fonction de Green dans le cas du rayonnement d’'une onde dans l’espace
infini, en I’absence d’obstacle. Dans ce cas, l'invariance par translation fait que la fonction G(r,r’)
ne dépend que de la position relative r — r’ du point d’observation par rapport a la source et
Iinvariance par rotation fait que G ne dépend que de la distance |r —r'| entre le point d’observation
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et la source. Pour trouver la forme précise de la fonction G(|r — r’|), plagons la source a ’origine
(r' = 0) et utilisons les coordonnées sphériques. Comme G ne dépend pas des angles, on trouve

1 d? 5

Sir # 0, cette équation est homogene (c’est-a-dire le membre de droite s’annule) et sa solution est

ikr —ikr
e e
+ B

r T

A (9.14)

ou A et B sont des constantes. Si on ajoute a cette solution la dépendance temporelle, qui se traduit
par un facteur oscillant e =%, on constate que le premier terme représente une onde sortante, c’est-
a~dire qui s’éloigne de la source, alors que le deuxieme terme représente une onde rentrante. Le
bon sens commande donc de rejeter le deuxieme terme : les conditions aux limites du rayonnement
sont justement que ’onde s’éloigne de la source et non qu’elle s’en approche.

Jusqu’ici, la fonction delta n’a joué aucun réle. En fait, elle fixe la normalisation de G :la constante
A. On peut déterminer cette constante en demandant que la fonction de Green prenne la valeur
statique bien connue 1/47r dans la limite £ — 0. On trouve ainsi A = 1/47. Une démonstration
plus complete de la valeur de A consiste & intégrer ’équation (9.10) a I'intérieur d’une sphere de
rayon infinitésimal a centrée & 'origine. La solution trouvée ci-haut devient alors G — A/r, car
kr — 0. En utilisant le théoreme de Gauss et cette expression limite de G, on trouve

(Aﬁﬂ+HXMO L@avawyumﬁﬁavﬂam

= —471A + 2w AK%a?

(9.15)

Comme a — 0, le deuxiéme terme disparait. D’autre part, l'intégrale de I’éq. (9.10) dans cette
sphere donne —1 en raison de la fonction delta du membre de droite. On en conclut que A = 1/4m,
comme anticipé. En bref, la fonction de Green recherchée est

1 expik|r —r'|

/
= 1
G(r,r') I r—v| (9.16)
La solution générale a I’équation (9.9) est donc
~ 5, 1 expiklr —1'| -
3
Y(r,w) = /d T’ﬂwf(r/aw) (9.17)

Potentiels retardés
Rétablissons maintenant la dépendance temporelle en calculant la transformée de Fourier, c’est-a-
dire en passant de ¥(r,w) a ¢ (r,t) :

1 d , ) _ iwlr—r'|/c
wlrt) = o [ oo [ e

T 4r ) on |r —1/|
1 1 dw . ’ ~

I d3 / - 7zw(t7\r7r |/(") / 918
47 T|r—r’|/27re ¢r'sw) ( )
U G, e

e |r —1/| c
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Appliquons ce résultat aux potentiels électromagnétiques. Dans le cas du potentiel électrique, £ =
47p, alors que dans le cas de la composante A* du potentiel vecteur (a = 1,2,3), £ = 4wJ*/c. On
trouve donc la solution générale a 1’équation d’onde (9.1) pour les potentiels électromagnétiques :

@@@:/&ﬂMﬂw

|r —r/| , r —r
1 J(r',t) b=t- c
A(r,t) = /d?’r' —

c |r — 1/

’

(9.19)

Les potentiels ainsi obtenus portent le nom de potentiels retardés. Ils ont la méme forme
qu’en électrostatique ou en magnétostatique, sauf que les sources contribuent non pas au temps
d’observation ¢, mais au temps antérieur t' = ¢ — |r —r’|/c. La différence entre les deux est le temps
qu’il faut & un signal se propageant & la vitesse de la lumiere pour aller de r’ vers r.

9.2 Rayonnement par une source monochromatique

Dans cette section nous étudions le rayonnement par une source monochromatique quelconque,
dans l'approximation ou la distance r au point d’observation est beaucoup plus grande que la
longueur d’onde du rayonnement ou que la taille des sources. Considérons un systéeme de charges
et de courants tel que les densités p et J ont une dépendance harmonique dans le temps :

p(r,t) = p(r)e ™! J(r,t) = J(r)e ™! (9.20)

Ceci n’est pas un restriction véritable, car une densité quelconque, qui ne respecte généralement pas
ce critere, peut toujours étre exprimée comme une transformée de Fourier dans le temps, et chaque
composante de Fourier respecte alors séparément cette condition. Il suffirait alors de déterminer le
rayonnement par une source monochromatique pour ensuite, par transformée inverse de Fourier,
obtenir le rayonnement produit par la source originale.

Concentrons-nous sur la densité de courant et le potentiel vecteur. Le champ magnétique est alors
obtenu par B = VAA et le champ électrique par la loi d’Ampere-Maxwell : E = (i/k)VAB ou
k =w/c. D’apres I'éq. (9.19), le potentiel vecteur retardé est

/ _ R
Amwzl/fwunt|rrV@

c |r —1/|

e—iwt . eik|r—r’\
= — /ddr' J(x')

c |r — 1/

(9.21)

et l'intégration est prise sur la région qui contient les charges en mouvement.

Il y a ici deux longueurs caractéristiques : la dimension ¢ du systéme radiant (la longueur d’une
antenne, par exemple) et la longueur d’onde A = 27/k du rayonnement. Nous allons supposer que
le point d’observation est tres éloigné: » > ¢ et r > A. On dit alors que l'observateur se situe
dans la zone de rayonnement. Se restreindre a la zone de rayonnement équivaut a ’approximation
de Fraunhofer dans la théorie de la diffraction.! Prenons l'origine des coordonnées au centre de la

1 On définie aussi la zone statique par la condition £ < r < \. Dans cette zone effet du retard est négligeable

et on obtient la méme expression pour A que dans le cas statique, sauf pour une dépendance harmonique
dans le temps. Cette zone n’existe bien stir que pour des systémes petits par rapport a la longueur d’onde
(< N).
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source des courants. Si T est la normale a partir de l'origine et r la distance a l’origine, on peut
faire I'approximation suivante suffisamment loin des sources :

r—r|~r—%-1 (9.22)
On utilise donc ’expression approchée suivante de la fonction de Green :

1 expiklr —x'| elkr (9.23)

dr fe—1| " dmr

ol on a introduit le vecteur d’onde k = kt. Il s’agit du premier terme d’un double développement
en 7/ /r et en \/r. Les termes négligés décroissent comme 1/r? aux grandes distances et n’auront
pas de conséquence sur le rayonnement comme tel. On peut finalement écrire

eikr

A(r) = —N(k) N(k) = / B J(@') ek (9.24)

le vecteur N(k), qui ne dépend que de la direction du point d’observation, est appelé vecteur de
rayonnement. Notons que, dans les cas ou la distribution de courant est portée par un fil dont on
peut négliger 1’épaisseur, on peut remplacer I’élément de courant d*rJ par Idl, ot I est le courant
porté par le fil et d1 ’élément vectoriel de circuit (I’élément de longueur du circuit, dans la direction
du fil). On trouve alors 'expression équivalente

N(k) =1 / dl e~k (9.25)

ol 'intégrale est prise le long du circuit, r’ étant la coordonnée de 1’élément dl’.

Une expression semblable existe pour le potentiel électrique :

el -
o(r) = < (k) pa = [ pla') e (9.26)

On constate que les potentiels sont des ondes sortantes e*” /r, modulées selon les directions par la

transformée de Fourier de la distribution de courant ou de charge (selon le cas) au vecteur d’onde
k = k. Notons que ’équation de continuité nous permet d’exprimer p en fonction de N. En effet,

v.J_,_@:v.J_iwp:o — p:jV-J (9.27)
ot w

et donc ‘
plk) = / d3r V- J(r) e kT
w

=2 /d37“ J(r) - Ve 'kr
w

L / d*r J(r) - ke

w

1

,
=-1-N(k
i N(k)

(9.28)
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Calculons maintenant les champs, en commengant par le champ magnétique :

] ikr
B(r) = VAA = V(e Jer) AN(K) + ecr VAN (k) (9.29)
Cependant,
ikr
ikr (s € .
V(™ [er) = (ikr — 1)0?1‘ (9.30)

Dans la zone de rayonnement, le premier terme de la parenthése domine et on peut négliger le
deuxiéme. De méme, on néglige VAN (k) car la partie angulaire du gradient comporte une puissance
de 1/r. On peut donc écrire, dans la zone de rayonnement,

ik eikr

B = £ A N(K) (9.31)

c r

Le champ électrique s’obtient de fagon similaire :

. eikr ~ R 1
~ ik " —p(k)t + EN (9.32)

ou l'approximation est valable dans la zone de rayonnement (kr > 1). Cette relation peut aussi
s’écrire

E=BAf (9.33)

et est toute naturelle si on considere que ’onde sphérique devient pratiquement une onde plane se
propageant dans la direction T lorsque kr > 1.

Le vecteur de Poynting moyenné dans le temps est, quant a lui,
(S) = “Re (EAB*) = — |B[*# (9.34)
8 8T

Il est important que le vecteur de Poynting décroisse comme 1/72, car ceci permet au flux d’énergie
associé de s’échapper a 'infini. En effet, le flux d’énergie a travers une sphere de rayon R tres grand
est alors indépendant de R et équivaut a la puissance totale rayonnée par le systeme. La quantité
d’intérét ici est la puissance rayonnée par angle solide:

AP . . K ,

Si le vecteur N est réel (plus précisément, si toutes les composantes de N ont la méme phase),
alors cette relation peut s’écrire

apP

dr _ b
o - -

QS‘A
(8- 1) 8me

12N (K)|? sin? y (9.36)

ou 7y est 'angle entre f et N(k).
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Il est souvent utile dans ce contexte de décomposer le vecteur de rayonnement en composantes
sphériques : A
N(k) = N, + N0 + N,¢ (9.37)

En fonction de ces composantes, on voit immédiatement que

ik eikr R ik eikr R )
B=— (Nyp — N,0) E=— (N + N,p) (9.38)
cr cr
La puissance rayonnée est alors
dP k?
— = — (|N,* +|N,|? 9.39
s = o (N +IN,P?) (939)

9.3 Rayonnement dipolaire électrique

Le vecteur de rayonnement IN (k) s’obtient en évaluant explicitement ’expression (9.24), lorsque la
distribution de courant est connue. Cependant, méme pour une distribution compliquée, on peut
arriver a certaines conclusions générales lorsque la taille £ de la distribution de courant est petite
en comparaison avec la longueur d’onde du systeéme. Dans ce cas, 'exposant k-r’ est toujours petit
et on a avantage a développer I’exponentielle de (9.24) en série. Le terme d’ordre m est donné par

(=ik)"

m!

N(m) (k) _

/ &' I - v (9.40)

On voit que ce terme est de l'ordre de (k¢)™. En supposant que k¢ < 1, seul le premier terme non
nul apportera une contribution appréciable.

Le terme m = 0 s’écrit
NO(k) = / a*r’ J(r') (9.41)
Dans une situation statique, cette expression est nulle, car dans ce cas V-J = 0 et les lignes de

densité de courant sont toujours fermées. Au contraire, dans une situation dynamique, on calcule
que

‘ ‘ 0
/djr Jip(r) = /d3r J;(0;x;,) = —/djr (0;J;)z), = g /d3r p(r)z;, (9.42)
Rappelons que le moment dipolaire électrique d d’une distribution a ’expression suivante :

d= /d3r rp(r) (9.43)

On peut donc écrire

d
N (k) = ?% = —iked (9.44)

Calculons maintenant les champs. Selon (9.31) et (9.32), on a

B=#i2S #Ad E=BA# (9.45)

Le vecteur E se situe donc dans le plan formé par t et d.
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Selon (9.35), la dépendance angulaire de l'intensité du rayonnement est

dj B ck*d?
dQ 8«

sin? ¢ (9.46)

ou l'angle 0 sépare ¥ de d. Aucun rayonnement n’est émis dans la direction du dipole (6 = 0) et
le rayonnement est maximal dans le plan perpendiculaire au dipdle (6 = 90°). La puissance totale
rayonnée est

c ck?
P=_—k'd /dQ sin = —d* 9.47
8 3 ( )
Notons que, en posant d = dz, les composantes sphériques du vecteur de rayonnement sont

Ny = ikcdsin @ N,=0

et donc les relations ci-haut peuvent s’exprimer comme

ikr ikr
 sind 3 E = —k2dS

T r

B = —k%d sinf 6 (9.48)

,
\\\||Illl,,,
Z2i

il
W72
\l 1)

Figure 9.1. Patron de rayonnement dipolaire : projection a angle ¢ fixe et vue tridi-
mensionnelle
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Particule en oscillation et rayonnement dipolaire
Considérons maintenant une particule de charge e en oscillation linéaire a une fréquence w et
d’amplitude A autour de l'origine. Une telle particule possede un moment dipolaire oscillant
d’amplitude d = eA et une accélération oscillante d’amplitude a = w?A. Il n’est pas évident
que la formule (9.46) soit applicable ici, puisque les distributions de charge et de courant associées
a cette particule ponctuelle en oscillation ne dépendent pas du temps de maniere harmonique si on
se place a une position r bien précise, contrairement & ’hypothese (9.20). Néanmoins, si on utilise
la relation (9.46), on trouve
dP  é%a®
dQ  8ne3

sin? 4 (9.49)
Comme I’accélération quadratique moyenne de la particule en oscillation est en fait (a?) = %aQ, on
peut écrire
dP  2e*(a?)
dQ  8me3
Nous retrouverons cette relation, de maniere plus rigoureuse et sans la valeur moyenne, dans la
section 13 (cf. éq. (13.25)).

sin® 6 (9.50)

9.4 Rayonnement dipolaire magnétique

Considérons maintenant le terme m = 1 dans ’éq.(9.40):
N (k) = —ik / &' I()i - (9.51)

Utilisons ensuite la décomposition suivante, qu’on démontre simplement en développant le double

produit vectoriel :

(£-1)T = ~((&- DY + (F 1)) + %(r' AT) A (9.52)

Le second terme est égal a ¢cM A T, ou M est 'aimantation associée a la distribution de courant,
définie par
1
M(r') = 2—1" AJ(r") (9.53)
c

En intégrant, on trouve cm A £, ol m est le moment dipolaire magnétique de la distribution :
m = /d?’r’ M(r') (9.54)

On écrit donc
Ny, (k) = —ikem A T (9.55)

Nous verrons plus tard quelle est la contribution du premier terme. Rappelons que le moment
dipolaire magnétique produit par une boucle plane de courant I est perpendiculaire a la boucle et
que sa grandeur est I/c fois I'aire de la boucle.

Les champs correspondant aux potentiel dipolaire magnétique se calculent exactement comme ceux
du potentiel dipolaire électrique ci-haut : il suffit de remplacer d par m A

ikr ikr

B=i" tA(mAf) E=Fk"
T T

m A f (9.56)
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Dans ce cas, le champ électrique est perpendiculaire au plan formé par ¥ et m. Notons que B =
—E A £. On passe donc du rayonnement dipolaire électrique au rayonnement dipolaire magnétique
en faisant la substitution E — B, B - —E et d — m.

En posant m = mz, les composantes sphériques du vecteur de rayonnement sont

N, = —ikemsind Ny=0 (9.57)

et donc les relations ci-haut peuvent s’exprimer comme

ikr ikr
B = —k*m—sinf 6 E=k>mS— sing %) (9.58)
r r
La puissance rayonnée est
dP k*m?
E = € 8m Sin2 0 (959)
T

9.5 Rayonnement quadrupolaire électrique

Considérons maintenant le premier terme de (9.52):

n;(Jizy, + Jpz;) = ni (i 0z, + Jpxy)
=n;0(Jywx;) — n0 Sy, (9.60)

= n,0)(Jiwpx;) — iwpnizy;

En intégrant le tout, on obtient la contribution quadrupolaire électrique :

N, (k) = —%Cki’ / B o) (- 1) (9.61)

On peut aussi écrire cette derniere comme

Nok) = —5ekn @y Qu= [ &rpe)eay (9.62)

Pour établir la relation précise avec les moments quadrupolaires, il faut d’abord calculer les champs
(kr > 1):
- eikr R ~ 3 eikr N

B = —ik 5t A(QF) ou B;=—ik Wsijkn'ijlnl (9.63)
La notation Qf signifie un produit de type matriciel : le résultat est un vecteur. On peut man-
ifestement ajouter & @, un terme proportionnel & §;; sans changer le résultat, car Opi€jTiTy =
g;ixM;ny, = 0 en raison de l'antisymétrie de ¢;;;. Donc on peut remplacer Q) par %le, ol @y, est
le tenseur quadrupolaire :

Qu = [ & pl) @ - 5% (9.64)
On écrit ensuite le champ :
eikr eikr
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Le champ électrique est alors E = B A #. Le vecteur de Poynting est toujours (S) = (c¢/87)|B|*t,
ol

k‘6
|B|2 = wgijkeianlenrnjnlnmnr (966)
en utilisant la formule €;;1.€;,,, = 0,05, — 0;,,0,,, €t le fait que n;n; =1 on obtient
dP ck®
ET) = 2881 (lerinlnr - (anj’rn'r)2) (9.67)

En notation matricielle, on écrit

— = (f'(QQ)f* — (f'Qf')Q) (9.68)

;\
3N
%
N2 22
CRTAAARESSSKS
AT
N R
,ﬁ%‘i}iﬁ,ﬁi{?&%\
IR

3\
@0“;;0"“\\‘\\?‘

Figure 9.2. Patron de rayonnement quadrupolaire avec symétrie azimutale : projection
a angle ¢ fixe et vue tridimensionnelle

Esquissons maintenant le calcul de la puissance rayonnée totale : il faut pour cela utiliser les
intégrales suivantes :

4
e (9.69)
/dQ ;NN = T5(5ij5kl + ;05 + ;6;1.)

On montre alors sans peine que

kS
P=_—— E Qi .
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Distribution & symétrie azimutale
Considérons le cas plus simple d’une distribution a symétrie azimutale par rapport aux axes prin-

cipaux. Alors Q,, = Q,, = —%Q et )., = Q. En coordonnées polaires, on écrit n, = sin @ cos ¢,
n, = sinfsinp et n, = cosf. On démontre alors facilement que #(Q)F = Q(—3 sin” 0 + cos? 0) et
£(Q?)F = Q*(4 sin” 6 + cos? ). Donc
dpP K°Q* (1 1
0= 02886727 (4 sin® @ + cos? 6 — (cos? 0 — 3 sin? 9)2)
6()2
= Clkng sin? f cos? 0 (9.71)
™
/{76 2
- 6512% sin?(20)

La distribution angulaire coupée sur un plan contenant Z a alors la forme d’une rosace.

Probleme 9.1

Une coquille sphérique uniformément chargée est en oscillation radiale, c.-a-d., son rayon oscille dans le temps
avec une fréquence w. Démontrez, entre autres par des arguments de symétrie, qu'un tel systéme n’émet aucun
rayonnement.

Probléeme 9.2

Un électron non relativiste est en orbite circulaire de rayon R & une fréquence w (c.-a-d. une période 27 /w)
dans le plan zy. On suppose que R < A, ou A est la longueur d’onde du rayonnement émis.

a) Montrez qu’on peut caractériser ce mouvement par un moment dipolaire de ™! d’amplitude complexe
d =eR(X+1i¥)

b) Montrez que le patron de rayonnement est

2p2, 4
ap/dn = C

W(l + C052 0)

c) Calculez la puissance rayonnée totale P et montrez que le résultat coincide avec celui obtenu a l'aide de la
formule de Larmor non relativiste.

Probléeme 9.3

Une antenne dipolaire magnétique consiste en une boucle de rayon a, située dans le plan xy et centrée a
Porigine. Un courant alternatif Iy circule dans cette boucle. On suppose que le courant a la méme valeur
partout le long de la boucle a un instant donné et que a < A.

a) En partant de la définition générale de 'amplitude N, montrez, en faisant les approximations nécessaires
dans l'intégrale, que

N(k) = —irlpka®sin 6 @,
ou on utilise les coordonnées sphériques et les vecteurs-unité associés. Indice: la densité de courant n’est non
nulle que le long de la boucle; I'intégrale sur r’ se réduit donc a une intégrale le long de la boucle.

b) En comparant & la théorie générale du rayonnement dipolaire magnétique, quelle est la valeur du moment
dipolaire magnétique m de cette antenne?

c) Calculez la résistance de rayonnement de cette antenne.
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10 Antennes

Dans cette section on s’intéresse au calcul du rayonnement produit par une ou plusieurs antennes
linéaires. En général, la dimension des antennes peut étre comparable a la longueur d’onde et donc
on ne peut pas utiliser le développement multipolaire.

10.1 Antenne linéaire

Considérons une antenne faite d’une tige conductrice de hauteur totale £. On suppose que le courant
circulant dans I’antenne est sinusoidal en ¢ et varie d’une certaine fagon en z. La densité de courant
correspondante est alors

J(r) =6(x)0(y)I(z)z (10.1)
Le potentiel vecteur correspondant dans la zone de rayonnement est
ikr
A(r) = S-N(k) (10.2)

cr
N(k) = / d*r’ J(x') e
(10.3)
:Z/dz I(Z) e—ikzcosé’

ou # est 'angle entre la point d’observation et ’axe Z.

Avant de continuer, nous devons connaitre la distribution I(z) du courant dans ’antenne. On peut
supposer que le courant est le résultat d’une onde se propageant dans un guide et que sa dépendance
spatiale dans l’antenne est sinusoidale en z avec nombre d’onde k = w/c. Ceci est intuitivement
raisonnable, mais pas tout-a-fait évident. En réalité, cette supposition est correcte uniquement
dans la limite ou ’antenne est infiniment fine. Dans le cas d’un diametre fini, il faut solutionner
un difficile probleme aux limites. Nous nous limiterons ici & I’approximation sinusoidale.

Supposons maintenant que I'antenne est alimentée en courant en son milieu, par un cable coaxial.
Le courant sera donc nul aux extrémités. On écrit alors

I(2) = I, sin(%kﬂ —k2)) (10.4)

La valeur absolue est essentielle : le courant doit étre symétrique par rapport a z = 0, car les deux
conducteurs coaxiaux du cable d’alimentation doivent avoir des courants opposés en tout temps.
En substituant dans la formule (10.3), on obtient
/2
Nk) =1,z dz sin($k¢ — k|z|) g ikzcost
—t)2

(/2
= 2[02/ dz sin(3k¢ — kz) cos(kz cos®)
0

02
= IOZ/ dz {sin [3k¢ — kz(1 — cos )] + sin [kl — kz(1 + cos§)] }
0

. [COS [%k:f — kz(1 — cos 9)] cos [%M — k(1 + cos 9)] ] /2
= 4o

k(1 — cosf) k(14 cos0) .
o cos(3klcos§) — cos(3kl)  cos(3klcos ) — cos(3kl)
0 k(1 — cos ) k(14 cosf)
21, . cos(3kl cos ) — cos(3kl)

N>

ko sin? 6
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ol nous avons appliqué I'identité trigonométrique
1 1
sinacos = 3 sin(a+ 5) + 5 sin(a — ) (10.5)

en passant de la deuxieme & la troisieme ligne.

1(2) I(2) 1(2) (2

k=01  K=m K=2m k=3
(x16)

Figure 10.1. Graphique du courant I(z) en fonction de z pour une antenne alimentée
en son milieu, pour quatre valeurs de k¢. On remarque la symétrie z — —z.

Les champs sont obtenus de cette expression comme précédemment. La dépendance angulaire de

I'intensité du rayonnement est
dP 1
— = —|kAN(K)]?
dQ2 87rc| ()l

1
= —k*N(k)|*sin® 0
5ok IN(k)["sin (10.6)

I3 <cos(%k€cos€)—cos(ék€)>2

2me sin 0

La valeur de %k( influence énormément la distribution angulaire du rayonnement. Considérons
quelques cas.
1. Antenne courte : k¢ < 1. Dans ce cas

1 1 1
cos( 3 cos0) — cos(he) ~ 5 (KO(1 — cos?6) (107
ce qui mene a
dP 1
a9~ 128rc " 10s)

Ceci concorde avec le rayonnement d'un dipole de grandeur d = [¢*/4c.
2. Si kl =7, c’est-a-dire si £ = ;)\ (antenne demi-onde), on a

dP 1% cos’(3mcosf)

= _ 2 10.9
dQ)  2me sin” § ( )
On constate que la puissance rayonnée chute comme 6? quand 6 est petit.
3. Si kf =27, c’est-a-dire si £ = A, on a
1
dP  Ij (cos(mcosf) + 1) _ 27180054(57r cos6) ‘ (10.10)

dQ  27e sin? 6 me sin? 6
Le rayonnement est encore plus directionnel dans ce cas que pour ’antenne demi-onde.



10. Antennes 107

Figure 10.2. Dépendance angulaire du rayonnement pour un dipéle, une antenne %)\ et
une antenne A, dans l'ordre du moins directionnel au plus directionnel. La figure n’est
pas a l’échelle pour I'intensité du rayonnement : en réalité, la puissance rayonnée est
beaucoup plus grande pour 'antenne A et beaucoup plus petite pour le dipdle.

Remarques

1. Nous avons négligé la résistance ohmique de l’antenne, ce qui meéne a une exagération du
courant circulant pres des extrémités. Le courant étant réduit a mesure qu’on s’éloigne du point
d’alimentation, le patron de rayonnement en est certainement affecté.

2. Nous avons supposé que ’antenne est isolée. En réalité, le sol est un conducteur et un traitement
plus correct inclut une image de I’antenne qu’on place au-dessous du sol et qui interfere avec
I’antenne principale.

3. On appelle le gain g(6, p) de Pantenne la dépendance angulaire de la puissance rayonnée, nor-
malisée a 'unité:

1dP

g(0,¢) = P aa /dQ g(0,p) =1 (10.11)

10.2 Résistance de rayonnement

La puissance rayonnée totale dans le cas de antenne /2 est

2(1 0 2
cos” (5 cos 6) %2,44170
2c

b B
sin’ @

= dpdf sin 6 10.12
o [ ae (1012)
L’intégrale peut se faire par fonctions spéciales ou tout simplement par intégration numérique.
Cette puissance (moyennée dans le temps) varie comme le carré du courant. On définit la résistance

radiative R, par analogie avec la loi d’Ohm pour les courants alternatifs :
|
pP= §ero (10.13)

Le facteur % provient de la dépendance sinusoidale du courant dans le temps : la moyenne temporelle
de I? sin” wt est $13. Dans le cas de 'antenne demi-onde, on voit que la résistance radiative est
R, = 2,44/c (dans le systeme CGS, la résistance a la dimension de I'inverse de la vitesse). Si on
convertit se résultat en unités SI, on obtient ~ 732.

Dans le cas de 'antenne A, on calcule (numériquement) que la résistance radiative est R, =~ 6,64/c,
ou environ 200€2. L’antenne A, a courant constant, est donc un radiateur plus efficace que I'antenne
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A/2. Cependant, en pratique, on doit aussi considérer le raccordement d’impédance entre le guide
d’onde qui alimente ’antenne et cette derniere. L’antenne peut étre considérée comme une charge
qu’on ajoute en série avec le circuit du guide d’onde (ou du cable de transmission) et la puissance
rayonnée en fonction de la tension d’entrée du cable dépend de la résistance de rayonnement et de
I'impédance caractéristique du cable.

10.3 Antennes réceptrices

Bien entendu, une antenne peut servir a la fois d’émetteur et de récepteur d’ondes électromagné-
tiques. La situation de récepteur est a priori assez différente de celle d’'un émetteur : au lieu d’un
transfert d’énergie de I’antenne vers l'extérieur via une onde émise radialement, on assiste plutot a
un transfert d’énergie d’une onde plane incidente vers le circuit de I'antenne. De la méme maniere
que ’émission par une antenne se fait préférablement dans certaines directions, la réception par
une antenne est meilleure pour des ondes incidentes a partir de certaines directions, les mémes
d’ailleurs que pour I’émission.

Figure 10.3. Représentation schématique d’'une antenne réceptrice comme élément de
circuit.

La puissance transmise a un circuit par une antenne dépend beaucoup de la charge (load) de ce
circuit. Nous avons vu plus haut qu’'une antenne, dans un mode d’émission particulier, peut étre
caractérisée par une résistance de rayonnement R,. En fait, la relation entre la tension alternative
de fréquence w qui alimente ’antenne & ses bornes et le courant qui y circule peut étre pleinement
qualifiée par une impédance d’entrée Z, dont la partie réelle est précisément la résistance de
rayonnement. Du point de vue de la théorie des circuits, on peut simplement remplacer I'antenne
par une impédance équivalente Z;. Lors de la réception d’un signal, maintenant, on observe une
tension V' aux bornes de ’antenne et son impédance d’entrée devient ici une impédance interne.
La puissance communiquée a la charge du circuit est maximale lorsque I'impédance Z, de la charge
est la conjuguée complexe de I'impédance de 'antenne Z; : Z, = Z;. Notons que le calcul précis de
la réactance de I'antenne est assez difficile, alors que sa résistance est pratiquement donnée par la
résistance de rayonnement.

Nous allons maintenant énoncer, sans le démontrer, un théoreme sur la puissance absorbée P,
par la charge d’une antenne dans le cas ou Z, = Z, quand une onde plane est incidente de la
direction k, = (6, ¢,): ,

A

P = 59(907 ©0)Sole€g - Er(ko)’2 (10.14)

ou A est la longueur d’onde, g(6,,¢,) est le gain de 'antenne (en émission) dans la direction
de k, S, est le flux d’énergie (vecteur de Poynting) associé a 'onde incidente, €, est le vecteur
de polarisation de l'onde incidente et €,(k,) est le vecteur de polarisation de l'onde qui serait
émise par I’antenne dans la direction RO. On voit que non seulement ’onde incidente doit parvenir
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d’une direction de fort gain de ’antenne, mais avec la polarisation adéquate pour une réception
optimale. Notons que la quantité g(6,, ¢,)\? /47 joue en quelque sorte le role de la surface efficace
de 'antenne.

10.4 Réseaux d’antennes

Il est souvent utile de disposer des antennes en réseau, afin de mieux controler la dépendance
angulaire du rayonnement, en particulier par un controle du déphasage des différentes antennes.

Considérons un ensemble de N antennes identiques, disposées & des positions r; (j = 1,2,...,N)
et alimentées avec des courants de méme formes, mais de valeurs différentes I; = I;y;, ou I, est une
valeur typique du courant.; le facteur 7; peut représenter une grandeur et une phase relative du
courant de ’antenne j par rapport a une valeur de référence. Soit N, 'amplitude du rayonnement
produit par une antenne située a l’origine et alimentée par un courant /. La méme antenne, située
a la position r; et alimentée par un courant I;7y; résultant d’une densité de courant Jv;, produirait
une amplitude

N; =7, /d3r’ J(r' —r;) e kT — ’yje*ik'rfNO (10.15)
L’amplitude totale provenant des N antennes est donc
N
N =N, Y e ™ (10.16)
j=1

Notez qu’il n’est pas nécessaire que les antennes soient linéaires. Cette relation vaut pour toute
collection de systemes rayonnants identiques.

AN

Figure 10.4. Réseau d’antennes disposées linéairement le long de 1'axe des z.

Considérons maintenant N antennes également espacées le long de ’axe des z, avec une distance
a séparant deux antennes consécutives. Les positions des antennes sont alors r; = jaX. Supposons
de plus qu’elles sont toutes alimentées en phase, avec des courants de méme amplitude (7j =1).
On trouve alors

N N

N=N;) e =N > e (10.17)
j=1 j=1

ol a = ak - X = aksin 6 cos p. La somme est géométrique et se fait immédiatement : comme
N
. 1 =gV

Z 7 =q q (10.18)
= L-a

on trouve

N —iaN 1
Ze—ija _ e—ml_ei__ _ e—i(N+1)a/ZSH'1(N7a/2) (10.19)
= 1 —e i sin(a/2)
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L’amplitude du rayonnement est alors

N=N e—i(N—l)a/2M (10.20)
0 sin(a/2) '

et la dépendance angulaire du rayonnement est

dP  dP]| sin’*(Na/2)
— = —| ——F= 10.21
dQ  dQ|, sin*(a/2) ( )

ou le préfacteur est la dépendance angulaire du rayonnement pour une seule antenne. Le dernier
facteur module en quelque sorte le patron de rayonnement d’une antenne simple.
La fonction ,
sin® Nz
(@) = —=— (10.22)
sin® x

revient a chaque fois qu’un réseau linéaire d’antennes ou de systémes rayonnants identiques est
considéré. C’est une fonction de période 7 en z. Plus N est grand, plus cette fonction est piquée
autour des valeurs x = nm (n un entier). Le premier zéro de cette fonction est & = /N et donc
les pics ont une largeur ax = 27/N. Si N est grand mais x petit, fy(z) est approximativement
égale & sin?(Nx)/z?. Comme

lim — (Sian>2 = d(z) (10.23)

On a la correspondance avec un “peigne de Dirac” :

. 1 sin®? Nz
nez
- 0 m

Figure 10.5. Graphique de la fonction sin? Nz/ sin? z pour N = 6. Quand N — 0, la
fonction devient proportionnelle a un peigne de Dirac.

Supposons mainteant que le rayonnement d’une antenne isolée soit maximal sur I'équateur (6 =
m/2). Le rayonnement du réseau d’antennes, lui, sera maximal dans les direction telles que o = 2n,
ou n est un entier, ou encore

ak cos p = 2nm (10.25)

Si ak < 2w, la seule solution est a p = :t%ﬂ', correspondant a n = 0. Sinon, d’autres maximums
peuvent survenir. Plus N est grand, plus le rayonnement est directionnel. Un arrangement linéaire
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Figure 10.6. Distribution angulaire de la puissance rayonnée par trois antennes ali-
mentées en phase (y; = 1) et séparées par une distance a = A\/4 (en haut) et a = \/2
(en bas). On remarque que le rayonnement est principalement dirigé le long de I'axe y.

d’antennes permet donc de diriger le rayonnement plus efficacement dans un direction donnée. La
largeur du maximum a ¢ = %77 est 20, ou 0 est déterminé par

27 1 2ma A

Probléeme 10.1

Quatre antennes demi-ondes sont placées aux quatres coins d’un carré de coté a, aux positions (:l:%a, :i:%a, 0)
en coordonnées cartésiennes. Les courants des 4 antennes sont égaux en valeur absolue, mais ceux des deux
antennes placées a :I:(%a, —%a,O) sont déphasés de m par rapport aux courants des deux autres antennes.
Calculez la dépendance angulaire du rayonnement (en fonction des angles ¢ et 8 en coordonnées sphériques)
pour toutes valeurs de a. Considérez ensuite la limite a < A et illustrez le patron de rayonnement dans ce

cas.
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Probléeme 10.2

Calculez le patron de rayonnement d’une antenne linéaire de hauteur ¢ alimentée par son extrémité inférieure.
Note : la forme de I(z) est légerement différente du cas ot 'antenne est alimentée en son milieu. Aussi, le

vecteur N est maintenant complexe. Illustrez le patron de rayonnement pour ¢ = %)\ et £ =\

Probléeme 10.3

Considérez une antenne linéaire verticale de hauteur ¢, mais dont la partie radiante est alimentée par une
onde de courant progressive et non stationnaire. En pratique, on peut réaliser un tel dispositif en aménageant
un retour pour le courant par un dispositif non radiatif & partir du haut de ’antenne (ex. une résistance mise
a terre). Bref, on suppose que le courant en fonction de la hauteur est donné par I(z) = Ipe'd?, olt ¢ n’est pas
nécessairement égal a k = w/c.

a) Calculez le gain g(Q) de cette antenne, & un facteur multiplicatif pres. Tracez-le en fonction de 6 pour

q=Fk et k{ = 50.

b) Montrez que, dans le cas k¢ > 1, le rayonnement est maximal & un angle polaire § déterminé par g et k.

Probleme 10.4

a) Considérez une antenne linéaire de longueur ¢, orientée selon un axe e arbitraire et alimentée par une onde
de courant progressive : si s mesure la distance le long de ’antenne a partir de son extrémité, le courant qui
y circule est I(s) = Ipe' . Démontrez que le vecteur de rayonnement N associé & cette antenne est

N(n) = Ipl¢(a) e
ou la fonction ¢ et la variable « sont définies comme

eZOt

g(oz):;sina a=1kli(l-n-e)

b) Considérez ensuite 'antenne en ‘V’, constituée de deux antennes linéaires comme en (a), partageant une
méme extrémité d’ou provient le courant, et formant un ‘V’ disposé horizontalement, & un angle 8 de part et
d’autre de ’axe des z. Les courants des deux antennes sont en antiphase. Si N1 et Ny désignent les vecteurs de
rayonnement de ces deux antennes prises séparément, calculez les composantes f1 g, f1,,, f2,6 €t fo,,. Exprimez
votre résultat en fonction de {(cv) et £(az), ol o 2 sont associés aux deux bras de ’antenne, respectivement,
selon la définition donnée en (a).

c) Calculez dP/d) pour la combinaison des deux antennes linéaires (c’est-a-dire pour I'antenne en ‘V’ elle-
méme). Ne donnez pas de longue expression explicite : contentez-vous d’en donner une expression en fonction
des quantités calculées en (b). Faites un graphique polaire de la dépendance angulaire du rayonnement, en
fonction de ¢, dans le plan xy. Utilisez pour cela les parametres § = 16° et k¢ = 127 et aidez-vous d’un
logiciel graphique ou symbolique (Maple, Mathematica, MathCad, etc.).

Probléeme 10./
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11 Diffraction

La diffraction de la lumiere est un phénomene connu depuis la fin du XVIle siecle. Son explication
par la théorie corpusculaire de Newton était impossible, mais la théorie ondulatoire de Huygens,
quoique beaucoup plus prometteuse, ne pouvait non plus lui donner une explication solide avant
que les progres de 'analyse mathématique ne permettent & A. Fresnel d’en donner une théorie
mathématique (du moins pour la diffraction scalaire). Les travaux de Fresnel et les observations
associées confirmerent la validité de la théorie ondulatoire de la lumiere au début du XIXe siecle.

La diffraction représente ’essence méme du comportement ondulatoire. Cependant, la théorie de la
diffraction des ondes électromagnétiques présente une difficulté particuliere du fait que 'onde est,
dans ce cas, une quantité vectorielle. Nous commencerons néanmoins par 1’étude de la diffraction
scalaire, plus simple, avant de tenir compte de la nature vectorielle des ondes électromagnétiques. La
situation pratique qui nous intéressera est celle d’'une onde plane incidente sur un écran plat, dans
lequel une ouverture a été pratiquée. Le but de la théorie de la diffraction est alors de déterminer
ensuite 'amplitude de ’onde de 'autre coté de 1’écran.

11.1 Diffraction scalaire

Principe de Huygens

La théorie ondulatoire de Huygens repose sur un principe intuitif, selon lequel une onde se propage
par fronts d’ondes successifs; chaque point d’un front d’onde agit comme une source qui émet
une onde secondaire sphérique et les ondes secondaires des différents points sur le front d’onde se
superposent linéairement. Un instant plus tard, le nouveau front d’onde est simplement ’enveloppe
des ondes secondaires sphériques émises précédemment. Cette prescription porte le nom de principe
de Huygens.

Figure 11.1. Tllustration du principe de Huygens a 'ccuvre dans l’explication de la
réfraction des rayons lumineux.

Ce principe nous permet d’avoir une vision approximative du phénomene de diffraction, expliquée
dans les cours plus élémentaires, mais qu’il est bon de résumer ici. Considérons une onde scalaire
plane ¥ (r) = 1, incidente sur un écran dans lequel une ouverture a été pratiquée. On suppose
que ’écran occupe une partie du plan z = 0; le rayon de ’onde incidente fait un angle 6, avec I’axe
des z, et on utilise les angles polaires habituels (0, ¢) pour décrire les directions a droite de 1’écran.

Il semble raisonnable de supposer que ’onde transmise de 'autre coté de I’écran sera la superposi-
tion des ondes secondaires émises par I’ouverture seulement et que chacune de ces ondes secondaires
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Figure 11.2. Schéma de la diffraction par une ouverture. L’écran 1 est I’écran principal,
dans lequel 'ouverture est pratiquée. L’écran 2 est I’écran d’observation, qu’on suppose
suffisamment éloigné de I’écran 1. Les angles (6, ) sont définis comme en coordonnées
sphériques.

se propagera de maniere sphérique, avec comme phase initiale la phase de I’onde incidente en chaque
point de l'ouverture. D’apres ce raisonnement, I’onde ¢ (r) de 'autre co6té de 1’écran devrait étre

ik|r—r'|

P(r) = %/ da' -5 ¢iko (11.1)

4m|r — 1|

ol nous avons utilisé la forme habituelle de la fonction de Green pour représenter les ondes
sphériques. L’intégrale sur r’ est effectuée sur l'ouverture seulement. Dans le but de simpli-
fier cette expression, plagons-nous dans le zone de rayonnement, de sorte qu’on puisse utiliser
I'approximation’
e ! ‘1o
ezk\r r'| ikr

~ € —ik-r’
‘I‘ — I‘/| ~ 76 (112)

ou k est le vecteur de gandeur k dans la direction de r (k = kn). On écrit donc

eikr

br) =y — / da’ e~ilko)r’ (11.3)

En somme, 'amplitude de I'onde diffractée est déterminée par la transformée de Fourier d’une
fonction f(2',y') égale a 1 dans 'ouverture et nulle en dehors. Cette fonction est appelée fonction
d’ouverture et sa transformée de Fourier est notée I(q) :

I(q) :/ da’ e~ (11.4)

Bref, le patron de diffraction permet de mesurer le module au carré de la transformée de Fourier
de la fonction d’ouverture.

Iy s’agit de I'approximation de Fraunhofer, que nous rencontrerons plus loin.
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Formule intégrale de Kirchhoff

La théorie ci-haut est tout-a-fait intuitive, mais donne des résultats a peu pres corrects. Le physicien
allemand G. Kirchhoff tenta de lui donner une base théorique plus solide et arriva a la conclusion
qu’il fallait la modifier de la maniére suivante :

ikr

P(r) = —iky, © (cos 6, + cos 9)/ da/ e~ilkko) v’ (11.5)

Arr ouv.

ou 0, est 'angle que fait le rayon incident par rapport a la normale a I’ouverture. Voyons comment
cette formule peut étre démontrée.

Revenons sur la fonction de Green de I’équation de Helmholtz, discutée a la section 9.1. Considérons
maintenant une onde  produite non seulement par des sources situées dans un volume, mais
aussi par des sources situées dans une paroi conductrice ou diélectrique (I’écran, dans le cas de la
diffraction). Dans ce cas, la source du rayonnement sur la paroi est spécifiée par la valeur méme
du champ 1 sur la paroi et les conditions aux limites sur cette paroi jouent un role essentiel. On
considere donc une fonction G(r,r’') obéissant a 1'éq. (9.10) dans un volume V, limité par une
surface fermée S. On suppose que le champ v et/ou sa dérivée normale 0v)/dn sont connus sur
la surface S. Rappelons l'identité de Green, valable pour deux fonctions ¢ et 1 différentiables

quelconques :
_ o 09

ou 0¢/On = n- Vi, n étant la normale extérieure au volume V. Supposons maintenant que ¢ = G
(considéré comme fonction de r') et que v est la fonction recherchée, obéissant a 1’équation de
Helmholtz. On trouve

/ N2 / N2 N ! rr 87 — (! i rr
[ @ (6w - sty vraea) = fad {owan 3 v e} o

(les primes signifient qu’on inteégre sur les points de source). En substituant I’équation de Helmholtz
et 'éq. (9.10), on trouve

oy

P(r) = /Vd3r' G(r,r')é(x') + % da’ {G(r,r’)an/ - (r’)aan/G(r, r')} (11.8)

S

Kirchhoff supposa simplement que la fonction de Green est la méme dans ce cas que dans l'espace
infini, c’est-a-dire G(r,r’) = "l /47|r — v/, et appliqua la formule (11.8) au cas £ = 0, c’est-a-
dire lorsque les sources de 'onde sont uniquement sur la surface S. Techniquement, cette surface
doit étre fermée et donc représente 1’écran, I'ouverture et un hémisphere de rayon infini englobant
la région d’observation a droite de I’écran. On suppose que cet hémisphere est suffisamment éloigné
que Pamplitude de I'onde y soit nulle.? Kirchhoff supposa ensuite que I’onde 1) et sa dérivée sont
nulles partout sur la surface S sauf dans l'ouverture méme. Comme 0/0n’ = —0/0%', on trouve
facilement que

oc o0
o ik,G = ikG cos o

On arrive ensuite immédiatement a 'expression (11.5).

= —iky,p = —iky cos b, (11.9)

2 Si Ponde incidente est parfaitement plane, ceci est impossible. On doit en fait remplacer I'onde incidente
par un train d’onde quasi-monochromatique, pour pouvoir supposer que ’onde est nulle a I'infini.
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La principale différence entre 1’équation de Kirchhoff (11.5) et la relation (11.3) est le préfacteur
cos B,+cos 6. Ce facteur interdit la rétrodiffraction (6 = 6,+), c’est-a-dire que ’onde secondaire du
principe de Huygens n’est pas émise vers l'arriere, mais uniquement vers l'avant, ce qui n’apparait
pas dans la formulation précédente. On considere donc la relation (11.5) comme une expression
plus précise du principe de Huygens appliquée au cas de la diffraction par une ouverture.

Cependant, et quoique qu’elle soit couramment utilisée dans les manuels, 1’expression (11.5) est

inexacte. L’erreur de Kirchhoff est de supposer que 'amplitude de 'onde 1) et sa dérivée 9v/on

sont nulles simultanément sur ’écran, en dehors de l'ouverture.> En réalité, on doit porter une

attention particuliere aux conditions aux limites sur la surface, et la forme de la fonction de Green

n’est alors pas la méme que dans ’espace infini. Considérons les deux cas principaux :

1. Conditions aux limites de Dirichlet. Dans ce cas, on connait ¢ sur la paroi. On définit alors
la fonction de Green G, telle que G, = 0 sur la paroi et alors

6t = [ @ Golrrete) - f o v G2 (11.10)

2. Conditions aux limites de Neumann. Dans ce cas, on connait la dérivée normale de v sur la
paroi. On définit alors la fonction de Green Gy telle que OG y/dn = 0 sur la paroi et alors

P(r) = /vd?’r’ Gy (r, (') + 7{ da' G y(r, r')g:f/ (11.11)

S

Ces relations permettent donc de calculer le champ v dans le volume V' en fonction des sources
situées dans ce volume et de la valeur de ¢ ou de 91/9n sur la paroi qui borne le volume V.

Trouver les fonctions de Green appropriées n’est pas une tache facile, sauf si la paroi a une géométrie
suffisamment simple, comme un plan. D’autre part, la formule de Kirchhoff ne vaut que pour une
onde scalaire, alors que les ondes électromagnétiques sont vectorielles. Nous verrons comment
formuler exactement le probleme de la diffraction, avec la bonne fonction de Green, dans la section
suivante.

11.2 Diffraction vectorielle

Considérons la situation suivante : une onde plane de fréquence w et de vecteur d’onde k; est
incidente sur un plan conducteur situé a z = 0, dans lequel est pratiquée une ouverture de forme
quelconque. Désignons par E(©) le champ électrique associé & cette onde incidente. Cette onde cause
dans la paroi des charges et courants induits qui émettent a leur tour une onde secondaire, qu’on
désignera par E’. Cette onde secondaire se superpose a 'onde incidente et produit un effet des
deux c6tés du plan z = 0. On suppose que l'onde incidente provient du coté négatif (z < 0) de
I’écran. Du c6té positif (z > 0), Ponde secondaire interfere avec E°) pour produire une figure de
diffraction. Le probleme est ici de calculer le champ électrique total E du coté positif et le but de
cette sous-section est de démontrer que ce champ total est donné par la formule suivante :

1 ik|r—r'|
E(r) = 5-VA | dd (2AE()) ° (11.12)

ouv. ’I‘ - I‘l‘

3 On peut montrer que si une solution & équation d’Helmholtz (ou de Laplace) et sa dérivée sont nulles
dans un domaine fini de la surface, alors la fonction doit étre nulle partout a l'intérieur de cette surface!
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ou lintégrale sur r’ est effectuée sur 'ouverture. La formule (11.12) sera appelée formule de
Kirchhoff-Smythe : cette généralisation de la formule scalaire de Kirchhoff est attribuée a Smythe
(1947). Elle permet de calculer 'onde diffractée a partir de la valeur de 'onde dans I'ouverture.

La démonstration de la formule (11.12) se fait en plusieurs étapes. En fait, cette formule vaut aussi
pour le champ magnétique et c’est cette version que nous allons démontrer :

1 ik|r—1'|
B(r) = 27TVA/ da’ (Z/\B(r’))e (11.13)

v — |

Premiérement, il faut utiliser I'équation de Helmholtz (9.9) qui régit le potentiel vecteur A et se
servir de la fonction de Green associée aux conditions aux limites de Neumann sur la paroi (la
dérivée de A nous est connue sur la paroi : ¢’est le champ magnétique B):

A(r) :7{ da’ GN(r,r')gA/ (11.14)
' n

ou la surface fermée S’ englobe complétement la région d’intérét (z > 0) et ou la normale est
extérieure a cette surface. Le premier terme du membre de droite de 1’éq. (11.11) est absent, car
aucune source n’existe dans le volume V. Nous prendrons comme surface le plan z = 0, plus une
surface située a l'infini ol les champs s’annulent et ne contribuent pas a l'intégrale. La normale
extérieure est —z et donc 9/0n’ = —0/02'. Enfin, comme 'onde secondaire (primée) satisfait
séparément a I’équation de Kirchhoff, nous écrirons

A’(r):—/ da’ GN(r,r')aaA,(r’) (11.15)
2=0 z

(les coordonnées du domaine d’intégration sont primées : ce sont les coordonnées du point de
source).

Il nous faut ensuite calculer la fonction de Green G, . Rappelons que cette fonction est ’amplitude
de 'onde au point r produite par une source ponctuelle au point r’ et respectant la condition que
la dérivée de I'onde s’annule sur la paroi. En I’absence de paroi, la fonction de Green est donnée
par l'expression (9.16). Pour obtenir une fonction de Green satisfaisant aux conditions aux limites
dans le domaine z > 0, on peut utiliser la méthode des images, c’est-a-dire ajouter a la source
située & r’ une autre source, d’'intensité égale et située au point v’ = (2,3, —2'), a 'extérieur du
domaine physique d’intérét. L’onde produite par cette image satisfait a ’équation de Helmholtz
homogéne dans le domaine z > 0, puisque l'image est située en z < 0. Son ajout a la fonction
de Green (9.16) ne modifie donc rien a 1’éq. (9.10), mais permet de satisfaire aux conditions aux
limites a z = 0. En effet, on a

1 eik\rfr’\ 1 eik\rfr”\

Gy(r, 1) (11.16)

C A4m|r—r| * 4 |r —r”|
La dérivée du deuxieme terme par rapport a z’ est 'opposé de la dérivée du premier terme sur le
plan 2’ = 0, donc dG /92" = 0 sur S. Ceci est completement analogue & la méthode des images
utilisée en électrostatique, sauf que I'image a ici le méme signe que la source, car c’est la dérivée
de la fonction de Green qui doit s’annuler a z = 0 et non la fonction de Green elle-méme. Sur le
plan 2’ = 0, comme 'image coincide avec le point de source, on trouve

1 eik|r—r’\

Gy (r, 1) (' =0) (11.17)

:%\r—rﬂ
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Examinons ici les propriétés de symétries des champs E’ et B’. Les courants qui sont la source
physique de A’ dans la paroi n’ont pas de composante en z, mais uniquement dans le plan de la
paroi. Donc la composante A, est nulle partout, comme indiqué par la solution générale (9.19). Plus
généralement, comme la situation des sources est entierement symétrique par rapport a une inver-
sion z — —z, les champs A/, A; et @’ sont des fonctions paires de z. Par conséquent, les composantes
E., B}, et B; sont impaires en z et les composantes B, ) et Ej sont paires en z. Cependant,
les composantes E., B! et B,; ne sont pas continues a z = 0 en présence de I’écran métallique,
en raison des charges et courants induits. Elles sont cependant continues dans 'ouverture. On en
conclut que E’, B! et B?'J sont nuls dans 'ouverture, parce que ce sont des fonctions impaires et
continues a cet endroit.

Ensuite, il faut calculer le le rotationnel pour obtenir le champ magnétique :

1 eik\rfr’| OA/
B’ = ——VA da’ ! 11.18
(x) 27Tv /2_0 ¢ lr — /| 02/ ( )
Cependant, comme A, =0, on a
0A 0A OA’
Bl =——Y e B =-—=% — =-zAB 11.19
* 82 °© Y 0z - 0z z ( )
On écrit donc -
1 e’L r—r
B'(r) = — da’ z \B'(r' 11.2
0) =5V [l @ B ) (11.20)

Notons que U'intégrale peut étre restreinte a la partie métallique (I’écran) du plan z = 0 car B, et
B; s’annulent dans ’ouverture.

La formule précédente n’est pas tout-a-fait la formule (11.13), car l'intégrale est prise sur toute
la surface et non pas seulement sur l'ouverture. D’autre part, elle implique le champ secondaire
B’ et non pas le champ total B() + B’. Pour remédier & cette situation, utilisons le principe de
superposition encore une fois et écrivons B’ = B + B”, ott B serait le champ produit par
un écran complet a z = 0 (c’est-a-dire sans ouverture) et —B” serait le champ produit par un
plan conducteur ayant la forme précise de 'ouverture (une anti-ouverture, pour ainsi dire). Il est
évident que BW + B = 0 si z > 0, car un écran complet empéche tout onde de le traverser et
le champ total serait nul en z > 0. D’autre part, B() et B” ont séparément toutes les propriétés
de symétrie par inversion z — —z que B’ posséde. De méme, par principe de superposition, la
formule (11.20) est valable pour B() et B” séparément, dans leur domaines respectifs (I’écran et
Pouverture, respectivement). On peut donc écrire

ik|r—r'|

B'(r) = ;Ww/ dd’ (z AB"(r')) (11.21)

ouv. ’I‘ - I‘/’

Mais comme B + B0 = 0 sur ’écran et du co6té z > 0 de celui-ci, le champ total coincide avec
B’ dans ce domaine et la formule de Kirchhoff (11.13) s’ensuit. Etant donné la symétrie B < E en
P’absence de sources, la méme formule s’applique au champ électrique (Eq. (11.12)). On peut bien
str démontrer cette derniere formule directement, tout aussi facilement que la formule précédente
pour B.

Rappelons finalement 1’hypothese qui a été faite pour arriver au résultats (11.12) et (11.13) : (i)
on a supposé que les courants induits dans ’écran, qui sont la source des champs secondaires E’
et B’, ne circulent que le long du plan (leur composante en z s’annule); (ii) on a aussi supposé
qu’un écran complet masque tout, c’est-a-dire que BY) = —B), Si I'une de ces deux hypotheses
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est relaxée, le champ diffracté en sera strement affecté. Si I’écran est fait d’un bon conducteur,
ces hypotheses sont excellentes, car les courants induits le sont a la surface, sur une épaisseur de
Pordre de la longueur de pénétration § et leur composante en z est donc négligeable. Si ’écran est
fait d’'une bonne épaisseur de diélectrique, c’est moins évident et il est difficile de se prononcer sur
les fines différences que cela causerait dans le patron de diffraction.

11.3 Approximation de Fraunhofer

Dans le probleme de diffraction, trois échelles de grandeur entrent en jeu : la taille d de 'ouverture,
la distance r au point d’observation (distance a la figure de diffraction) et la longueur d’onde
A = 27 /k. On supposera toujours que r >> d. Cependant, le traitement mathématique est beaucoup
simplifié si on suppose en plus que d> < A, ce qui constitue ’approximation de Fraunhofer. Cette
approximation, qui équivaut a kd?/r < 1, est toujours correcte si on observe la diffraction & une
distance suffisamment grande. Elle équivaut a se placer dans la zone de rayonnement et nous permet
de conserver les deux premiers termes seulement dans le développement suivant :

k:|r—r/|:kr—k‘f'-r’jtz—kr(T’Q—(f-r’)2)+--- (11.22)

Notons qu’en pratique, ’approximation de Fraunhofer peut étre rendue exacte en insérant I’ouverture
entre deux lentilles convergentes qui repoussent effectivement la source et I'observateur a I'infini.

Nous ferons donc I'approximation suivante pour la fonction de Green qui figure dans la formule
(11.12):
eik\rfr/\ olkr

—ik-r’
— =~ 11.23
|r — 1| r o ( )

ou k est le vecteur de gandeur k dans la direction de r (k = kn). On écrit donc

eikr

E(r) = —VA { . / da’ (2 A E(r’))e—ik'r’} (11.24)

Le calcul du rotationnel se fait comme en 1’éq. (9.31) et on trouve enfin

- ikr
E(r) = ier k A / dd’ (2 AE(r))e (11.25)

Considérons maintenant une onde plane de vecteur d’onde k; et de polarisation &, (c’est-a-dire
E, = E,8,) incidente sur I'ouverture. Faisons aussi 'approximation que E ~ E(®) dans 'ouverture
(la validité de cette approximation augmente avec la taille de 'ouverture par rapport a la longueur
d’onde). D’apres la formule (11.25), on trouve

iEO eikr R R
E(r) = 5 (kA (2N &)k —k) (11.26)
ou on a défini I'intégrale
I(q) = / da/ e~ia™ (11.27)

qui ne dépend que de la différence de vecteur d’onde q = k — k, entre 'onde diffractée et I'onde
incidente. I(q) est la transformée de Fourier de la fonction d’ouverture. Comme cette transformée



120 11. Diffraction

de Fourier est effectuée a 2’ = 0, seules comptent les composantes ¢, et q,- La puissance diffractée
moyenne par unité d’angle solide se calcule facilement :

@ _ ¢ ’Eo‘?
dQ  8r (27)?

kA (2 A &) (k — k) ? (11.28)

Considérons le facteur qui dépend de la polarisation. Supposons premierement une incidence nor-
male, soit k; = kZ. Le vecteur de polarisation est alors dans le plan zy : &, = Xcosvy + ¥ sine, ou
1) est un angle quelconque. On trouve alors

kA (zZAN8&) =k(zZcost +%xsinfcosy + §sinfsiny) A (§cosyp — Xsin)

R . . . (11.29)
=k{—%Xcosfcosty —§cosfsiny + zsinfcos(y) — )}

donc
[k A (2 A &)|* = k*(cos? 6 + sin? @ cos? (1 — ¢)) (11.30)

Si on fait de cette expression une moyenne sur les différentes polarisations possibles, c’est-a-dire
une moyenne sur 1, le facteur cos?(1) — @) est alors remplacé par % et on obtient %kQ(l + cos? 0).
On trouve donc la section différentielle non polarisée suivante :

ap
dQ

¢ |Eo|2
m)?

k2(1 + cos® 0)|I(k)|?

non pol

6 (2
e mp (11.31)
- 8 (27)?

E2(1 - Lsin®0)|1(k)[?

On laisse en exercice le soin de généraliser ce résultat au cas d’un angle d’incidence non nul. On
obtient alors
Y kA (2 A& = 3k (cos® 0+ cos®0y) + sk - (2 A K)) (11.32)

pol.

ou 6 et 6, sont les angles que font respectivement k et k, avec ’axe des z. On trouve alors

ap
dQ2

c B
1671'( )?

{k*(cos® 0 + cos® 6y) + Sk - (2 A ky)*} [I(k — k) |? (11.33)

41
2

non pol.
Si l'ouverture est grande en comparaison de la longueur d’onde, la fonction |I(k)|* est fortement
concentrée autour des faibles angles (§ < 1) et, dans ce domaine, le préfacteur impliquant la polar-
isation varie tres peu, de sorte qu’on peut le considérer approximativement comme une constante.
Comme la différence principale entre les théories vectorielle et scalaire réside dans ce facteur, on
comprend pourquoi la théorie scalaire peut étre couramment utilisée sans causer d’erreur impor-
tante.

Coefficient de transmission
Dans le contexte de la diffraction par une ouverture, on définit le coefficient de transmission 7’
comme la puissance totale diffractée, divisée par la puissance incidente sur I'ouverture. Si A est
laire de I'ouverture et 6, I’angle d’incidence de I'onde plane frappant 'ouverture, la puissance
incidente sur I'ouverture est

P, = §|EO|2A cos 6, (11.34)
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car c’est le produit scalaire du vecteur de Poynting incident avec la normale a l'ouverture qui
détermine le flux de puissance par unité de surface dans la direction Z. Dans une polarisation
donnée &, le coefficient de transmission est alors

1 /2 o
T = Aeosbom) i kA (3 A &) Pl (k — ko) ? 11.
e e [ deln@n e Pl i) (11.35)

On peut aussi en définir une version non polarisée, moyennée sur les polarisations initiales. Dans
le cas particulier d’une onde non polarisée & incidence normale, le coefficient de transmission est

k2 /2 ) 27 L ,
T e [ s [ do (1= bsinto)lrc—k) (11.36)

11.4 Diffraction par une ouverture circulaire

Comme application de la théorie présentée ci-haut, calculons le patron de diffraction produit par
une ouverture circulaire, dans 'approximation de Fraunhofer. Nous supposerons, pour simplifier les
calculs, que 'onde incidente est normale & I’écran (k, = kZ). Dans ce cas, la fonction I(k) dépend
des angles polaires (6, p) spécifiant la direction de k. Nous allons paramétriser la position r’ dans
louverture par les coordonnées polaires planes (', ¢'), ou 7’ va de 0 & a (le rayon de I'ouverture)
et ¢’ de 0 a 27. On trouve donc, d’apres 1’éq. (11.27),

a 2m
I1(6,9) = / dr’ 7“'/ dy’ exp {—ikr'sinf cos(p — ')} (11.37)
0 0
L’intégrale sur ¢’ donne une fonction de Bessel, car
2m )
/ de "% = 21J) () (11.38)
0
(voir la formule (D.16)). Il reste 1a intégrer sur r':
1(0,¢) = 271/ dr’ 7' Jy(kr' sin 6) (11.39)

0

Comme (xJ,(x)) = xJy(x), on trouve

J,(kasin @)
1(0,¢) = 2ma® L —— = 11.40
(6,¢) = 2ma kasin @ ( )
La puissance diffractée, moyennée sur les polarisations de I’onde incidente, est alors
dpP c ) J, (kasin ) |*
— — —|E12a?(ka)?(1 — Lsin2g) | 222227/
dQ |00 pol 87r| ol"@” (ka)"(1 = 5 sin"0) ka sin 6
' , ( ) ) (11.41)
(ka) 1 . o | Ji(kasing
=P 1—5 _
O (1= 3sin°6) kasin@

olt P, est la puissance incidente sur 'ouverture, c’est-a-dire c|E,|* /8 fois I'aire wa® de I'ouverture.
On voit que l'intensité est maximale a § = 0 et qu’elle s’annule aux racines z,, de J;, dont la
premiere est x; = 3,832, ce qui correspond a un angle

3,832 A

sin 6, = =0,61= (11.42)
a
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Figure 11.3. Tllustration de la fonction Ji(z)/x, intervenant dans la diffraction par une
ouverture circulaire.

Le coefficient de transmission (11.36) a, dans le cas d’une ouverture circulaire, l’expression suivante :

u 7T/2 ]{7 2 k? 3 0 2
r= [ av ] desinf)(“)u—;smw)‘w‘

0 0 T

/2

kasin@
(11.43)
2
= / 0 ( - sin@) J:(kasin )
0 sin 6
On montre que cette derniere expression est égale a
1 2ka
T=1—— Jy(t)dt 11.44
s . b (11.44)
Cette intégrale s’exprime a l’aide d’une fonction hypergéométrique :
T= 1_1F2(%7{1a%}7_(ka)2) (1145)
Dans la limite d’une grande ouverture (ka > 1), on trouve T' = 1: toute I’énergie incidente

est transmise. Ceci n’est vrai que si I'onde incidente est normale a I’écran. Si, au contraire, le
vecteur d’onde incident k, fait un angle 6, avec 'axe des z, on trouve plutét 7' — cosf, dans
la limite ka — oco. Dans la limite contraire (ka — 0), on constate d’apres l'expression (11.44)
que T' — 0. Rappelons-nous cependant que nos calculs ne sont pas valables dans cette limite, car
nous avons supposée E ~ E©) dans Pouverture. Ceci dit, il est quand méme vrai que le coefficient
de transmission tend vers zéro dans cette limite. Ceci implique qu'un grillage dont les mailles
sont considérablement plus petites que la longueur d’onde peut réfléchir parfaitement une onde
électromagnétique.* Enfin, on remarque des oscillation de 7" en fonction de ka, sorte de phénomene
de résonance : la transmission est plus prononcée lorsque le diametre de I’ouverture est un multiple
entier de la longueur d’onde.

Critere de Rayleigh

La diffraction par une ouverture circulaire nous permet de justifier le critere de Rayleigh, utilisé
pour définir la limite de résolution d’un instrument d’observation comme le télescope. Considérons
deux sources ponctuelles tres rapprochées 1'une de 'autre (par exemple, deux étoiles) dont le
rayonnement parvient jusqu’a un télescope dont ’objectif est de rayon a. Les rayons en provenance

4 La grille d’observation sur la porte d’un four a micro-ondes en est un exemple; beaucoup d’antennes
paraboliques commerciales sont aussi des grilles, ce qui permet de les alléger.
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Figure 11.4. Coeflicient de transmission pour une ouverture circulaire, en fonction de
ka. On remarque les résonances lorsque ka est approximativement un multiple entier de
m. Le coefficient T' tend vers zéro lorsque ka — 0.

de chacune des deux sources sont diffractés par 'objectif et les images correspondantes acquiérent
donc une certain largeur que Rayleigh a défini raisonnablement comme étant la largeur du pic
central de diffraction, qui est de rayon angulaire 0,61\ /a. Les deux sources n’étant pas superposées
dans I’espace, leurs rayons sont caractérisés par des vecteurs d’onde kél) et kéz) tres voisins. Or, la
position de I'image sur I’écran se définit par rapport a k, (c’est k —k; qui intervient dans le patron
de diffraction). Donc, les deux images seront séparées angulairement comme k(()l) et k((f) le sont.
Cependant, les deux images ayant une certaine largeur angulaire (méme pour un objet ponctuel)
elles ne pourront étre raisonnablement distinguées I'une de ’autre si leur séparation angulaire est
inférieure & 0,61\ /a. En effet, dans ce cas, le maximum de l'intensité d’une image coincide avec
le minimum de ’autre et I'intensité totale montre a peine une structure a deux bosses qui permet
de distinguer deux objets. L’avantage d’un télescope de fort diametre n’est donc pas seulement la
récolte d’'une plus grande intensité lumineuse, mais aussi une résolution supérieure permettant de
distinguer des objets plus éloignés de nous.

6
ka sin

Figure 11.5. Tllustration du critere de Rayleigh. Les deux sources sont ici séparées
angulairement de 0,61\ /a et peuvent tout juste étre distinguées.
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11.5 Principe de Babinet

Considérons une ouverture pratiquée dans un écran conducteur a z = 0. Appelons ’écran S, et
I’ouverture .Sy, de sorte que 'union S,US; donne le plan z = 0 en son entier. Le principe de Babinet
établit une correspondance entre la diffraction par 'ouverture S, et la diffraction par le systeme
inverse (ou complément), ot I’écran est maintenant S, et 'ouverture S,. Le systéme inverse est
aussi défini par une rotation de la polarisation de I'onde incidente : autrement dit,

EY —B©® o BY—_EO (11.46)

c

(Pindice ¢ sur les champs signifie qu’ils réferent au systéme inverse). L’expression précise du principe
de Babinet est la suivante : du c6té positif de 'écran (z > 0),

E.=BY _-B B,=E-E© (11.47)

Démontrons cette relation.

Rappelons les relation (11.20), appliquée au systeme inverse et (11.12) appliqué au systeme direct :

1 eik|r—r'\
B.(r) = 2V/\/ da’ (z ABL(r"))
T Sy

r—r/
1 | N 1 (11.48)
el r—r
E(r) = — / 2 NE(r
(r) 27rV/\ 5 da ]r—r’\(Z/\ (r')

Dans les deux cas, I'intégrale est prise sur la surface S, qui est I'ouverture dans le cas direct et
I’écran dans le cas inverse. On constate que les deux quantités B/, et E satisfont a la méme équation
intégrale. De plus, les deux quantités ont aussi les mémes conditions aux limites. En effet, dans
I’approximation ot I'ouverture est beaucoup plus grande que la longueur d’onde A, le champ E est
égal & E) dans I'ouverture, alors que le champ B, est nul tout juste derriere ’écran (z = 07);
donc B + B” =0 et B, = —B!” = EO. Conclusion : les deux quantités B/, et E obéissent a la
meéme équation intégrale et aux méme conditions aux limites et sont par conséquent identiques :
B, = E. Donc B, = B, + BY —E - E©, tel qu’annoncé. La solution B’ = E nous permet aussi

d’écrire E, = —B, & cause de la dualité électrique-magnétique dans le vide. On peut donc écrire
—BO® IR _gO
B,=B,'+B.=E-E (11.49)
E.=EY +E =B"” _-B

C’est la I’expression précise du principe de Babinet.

Comme application du principe de Babinet, considérons une fente mince pratiquée dans un écran
conducteur infini. Supposons que la polarisation de 'onde incidente est linéaire, avec le champ
magnétique dans la direction de la fente. D’apres le principe de Babinet, le champ B diffracté
par cette fente est identique au champ E émis par une antenne linéaire de la méme forme que la
fente : B = —E.. Notons cependant que cette antenne équivalente n’est pas de méme nature que
les antennes considérées précédemment : le courant équivalent qui y circule n’est pas sinusoidal et
I’antenne a une certaine largeur effective, pas toujours négligeable en comparaison de la longueur
d’onde. On peut construire I’équivalent d’un réseau d’antennes en aménageant une suite de fentes
le long d'un guide d’onde, par exemple. Bien siir, un guide d’onde n’est pas un plan infini, mais
I'effet est qualitativement le méme.
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11.6 Formule de Stratton-Chu

A 1a sous-section 11.2, nous avons démontrer comment la connaissance du champ électrique sur le
plan z = 0 pouvait nous permettre de calculer le champ électrique partout dans ’espace z > 0.
Nous allons ici démontrer une relation plus générale que la formule (11.12) et qui peut en principe
permettre de calculer le champ rayonné par une ouverture pratiquée dans une surface non plane,
comme par exemple un guide d’onde. On considere une surface fermée S avec coordonnées r’ et on
s’intéresse au champ E a un point r situé dans le volume bornée par la surface S. On suppose que
ce volume ne contient aucune source de champ électromagnétique. La généralisation de la formule
de Kirchhoff, appelée formule de Stratton-Chu, est la suivante :

B(r) = fé da’ {ik(n' AB)G + (0 AE) AV'G + (0 - E)V'G} (11.50)

ol 'intégrale des champs est prise sur S, le vecteur n’ est la normale intérieure a la surface S et
G(r,r’) est la fonction de Green appropriée aux conditions aux limites choisies sur S.

Démontrons maintenant la relation (11.50). Premiérement, comme chaque composante de E obéit
a I’équation de Kirchhoff, on peut exprimer chaque composante comme en 1’éq. (11.8):

E(r) = ?gda/ {E(n’-V'G) - G(n' - V'E)} (11.51)

L’ennui avec cette relation, c¢’est qu’elle contient la dérivée du champ sur la surface; il est préférable
d’exprimer ce résultat seulement en fonction des champs E et B. A cette fin, introduisons une
deuxiéme surface S’, infinitésimale, autour du point r, avec une normale extéricure. La surface
S* = S U S’ ne contient alors plus le point r, et on trouve naturellement

0= jf dd (B -V'G) — G - VE)}
- 7{ dd' (2E(n’ - V'G) — n'V' - (GE)} (11.52)
= 7{ dd’ 2E(n’ - V'G) —I—/ d*r' V*(GE)
! v

ol nous avons utilisé le théoreme de Gauss pour le deuxieme terme. L’utilisation de ce theoreme est
justifiée puisque l'intégrant est partout régulier dans le volume V' contenu entre les deux surfaces
S et §'. C’est d’ailleurs pourquoi nous avons effectué la décomposition S = S* — S’. Mais

V*GE) =V (V- (GE)) = V' A (V' A (GE)) (11.53)

On peut ensuite remettre l'intégrale sur V' en forme d’intégrale de surface en utilisant les relations
suivantes :

/ d*r' V'¢ = —/ da’ n'¢ / d*r’ V' AF = —7{ dd’ (0’ AF) (11.54)
Vv * 174 *
ol ¢ et F sont une fonction et un champ vectoriel quelconques. On obtient alors

0= 7{ dd {2E(n’ - V'G) — (V' - (GE)) + 1’ A (V' A (GE))} (11.55)
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Ensuite, on développe les deux derniers termes :
V- (GE)=V'G-E+GV'-E V' ANGE)=GV' NE+V'GAE (11.56)

Comme V'-E =0 et V' AE = ikB, on trouve
0= 7{ da’ {2E(n’-V'G) — 10/ (V'G-E)+n' A (V'GAE) +ik(n' AB)G} (11.57)
Sf‘#

puisque
n' A (V'GAE)=V'G(n'-E)—E(n'-V'G) (11.58)

il y a compensation de deux termes et on peut regrouper ce qui reste précisément comme en
Iéq. (11.50):

0= f da' {ik(n' AB)G + (0 AE)AV'G+ (0 - E)V'G) (11.59)

Calculons maintenant la portion de cette intégrale évaluée sur S’, qu’on prend comme une sphere
de rayon € — 0 centrée sur r. Premierement, Méme si G est en général une fonction comportant
plusieurs termes (en raison des conditions aux limites), tous les termes sauf (9.16) sont réguliers a
r' = r et ont une contribution nulle. On peut aussi considérer E comme constant sur la surface S’
dans la limite € — 0. Enfin, seuls les termes en VG contribuent a U'intégrale dans cette limite. On
trouve alors

dd {E(n’-V'G)+EA (0 AV'G)} (11.60)

SI

Le deuxieme terme s’annule et le premier donne —E. Nous avons donc démontré la formule (11.50).

On montre que la formule (11.50) est valable méme quand la surface S n’est pas fermée, mais
qu’elle s’étend vers l'infini. Cette formule peut donc étre utilisée comme point de départ de tous les
problemes de diffraction ou de rayonnement par une ouverture. Le probleme est alors de trouver
la forme la plus utile de G. On utilise aussi la formule (11.50) dans la théorie de la diffusion des
ondes électromagnétiques par des conducteurs.

Probleme 11.1

Ce probleme consiste a calculer quelques patrons de diffraction simples, dans I’approximation de Fraunhofer.
Nous supposerons partout que la lumiere incidente est non polarisée.

a) Calculez le patron de diffraction dP/d2 d’une ouverture rectangulaire de largeur a (direction x) et de
hauteur b (direction y).

b) Que devient le patron trouvé en (a) dans la limite d’une fente de largeur a, c’est-a-dire quand b — co?
¢) Montrez explicitement que le coefficient de transmission 7" est égal & 1 quand ka > 1 et kb > 1.

d) Calculez le patron de diffraction produit par deux fentes de largeur a, séparées par une distance d (centre
a centre). Faite un graphique du résultat pour ka = 20 et kd = 100, en fonction de I'angle 6.

Indice : en (b) et (d), il est utile d’utiliser la représentation suivante de la fonction delta de Dirac :

- <sin(act)>2 ()

t—oo t x
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Probléeme 11.2

La diffraction par une ouverture petite en comparaison de la longueur d’onde peut étre traitée dans
I’approximation dipolaire. A partir de la formule de Kirchhoff-Smythe (11.12), démontrez que la diffrac-
tion par une petite ouverture de forme quelconque pratiquée dans un écran plan (& z = 0) peut étre attribuée
a la superposition de rayonnements dipolaire électrique et dipolaire magnétique, dont les moments d et m

sont donnés par
1 1

d:—i/ dd' v - E(r/ m = - / dd' 7z ANE(r
47T ouv. ( ) 27le. ouv. ( )

Indice : Placez-vous dans la zone de rayonnement et développez 1’exponentielle de la formule (11.25) en ne
conservant que les deux premiers termes. Des intégrations par partie sont nécessaire pour la partie dipolaire
électrique et on doit supposer que Z A E = 0 sur la périphérie de 'ouverture (pourquoi?).

Probléeme 11.3

Considérons un écran (et non une ouverture) circulaire de rayon a, dans le plan z = 0. Une onde plane de
vecteur d’onde kZ est incidente sur cet écran. Nous allons étudier 'amplitude de I'onde le long de ’axe des
z (x =y = 0), derriere ’écran, en allant au-dela de 'approximation de Fraunhofer. Pour profiter pleinement
de la symétrie azimutale, nous allons supposer que 1’onde incidente est a polarisation circulaire :

EO) (r) = Eye e
Le point de départ du calcul est la formule de Kirchhoff-Smythe :

otklr—r’|

1 L k]
E(r) = 2WV/\/OHV da’ (z NE(r')) T

a) Calculez le champ électrique diffractée le long de Paxe des z.
b) Que vaut-il quand z — oo? Expliquez comment retrouver cette derniére limite & partir du principe de
Babinet et de la diffraction par une ouverture circulaire. Que vaut-il quand z — 0?7 Est-ce attendu?

c¢) Pourquoi ne peut-on pas attaquer directement ce probléme dans I'approximation de Fraunhofer, en posant
que ouverture est le plan z = 0 moins le disque?

Probléeme 11.4

Une antenne consiste en un céable coaxial sectionné, dont 'enveloppe conductrice externe (de rayon b) est
soudée & un plan conducteur infini, alors que la tige centrale (de rayon a < b) est laissée libre. Le cable coaxial
porte un signal de fréquence w dans un mode TEM. Le champ électrique a 'intérieur du cable est, comme on
peut facilement le démontrer, E, = o/p, oli p est la coordonnée cylindrique radiale, et @ < p < b et « est une
constante proportionnelle a la tension du signal. En dehors de cette région diélectrique, le champ est nul.

a) En partant de I’éq. de Kirchhoff-Smythe dans 'approximation de Fraunhofer (11.25), montrez que le champ
électrique rayonné par cette antenne est

ikr
Rab & b b (kb sin 6)

E=—
2T r

ou la fonction F'(u) est définie par une double intégrale :
1 2m ) ,
F(u) = z/ dt / dy’ cos@leutcos¢
a/b 0

b) Montrez que, si u < 1,
2
a
F(u)~ <1 - b2> u

et déduisez-en la forme du champ diffracté et de l'intensité diffractée dans l'approximation des grandes
longueurs d’onde (kb < 1).

c) Calculez numériquement F'(u) dans le cas a/b = 1/4, faites-en un graphique, et commentez sur le patron
de diffraction résultant, quand b n’est pas petit par rapport a la longueur d’onde.
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Probléme 11.

Probléeme 11.5

La propriété fondamentale d’une antenne parabolique avec une source située au foyer F de la parabole est
que l'onde est réfléchie dans la direction de 'axe de I’antenne avec une phase uniforme (tous les point du plan
A ont la méme phase) parce que les parcours de tous les rayons du foyer F au plan A sont les mémes. Donc,
I’antenne parabolique de rayon a se comporte exactement comme une ouverture circulaire de méme rayon,
pratiquée dans un écran infini.

Probleme 11.5

a) Supposez qu'un satellite de télécommunications soit muni d’un antenne parabolique de rayon a = 1m. Le
satellite suit une orbite géostationnaire dont le rayon est R =36 000 km et vise a désservir les Etats-Unis
seulement, donc une région circulaire de rayon L ~ 2 000km sur Terre. Quelle doit étre la relation entre la
longueur d’onde A utilisée et les dimensions a, L, R pour que presque toute la puissance émise par le satellite
soit dirigée vers le cercle visé. Approximativement quelle longueur d’onde doit-on utiliser (en cm)?

b) Dans les conditions de (a) et sachant que des antennes paraboliques de rayon b = 2m sont utilisées au sol
pour recevoir le signal émis par le satellite, quelle doit étre (tres approximativement) la puissance émise par

le satellite pour que chaque antenne sur Terre dispose du minimum de signal requis (soit 0, 5.10712 Watt)?

c¢) Les antennes paraboliques sont aussi utilisées en radio-astronomie. Pour augmenter la résolution angulaire,
on place ces antennes en réseau. Supposez qu’on ait disposé N antennes paraboliques en ligne droite (le long
de I'axe des z), chacune étant séparée de sa voisine par une distance d. Chaque antenne individuellement
est caractérisée par un gain gj(k), maximum vers I’axe de 'antenne. Démontrez que le gain g(k) du réseau
d’antennes est, a une constante multiplicative pres,

sin?(Nk,d/2)

g(k) = cst. x g1(k) S (Frd)2)
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ol ky est la composante en  du vecteur d’onde de 'onde émise (ou regue).

d) Pour simplifier, supposez que 'objet astronomique visé est au zénith (direction z) et qu’on veuille connaitre
la taille angulaire de ’objet dans le plan zz. Exprimez la résolution angulaire de I'instrument dans cette
direction en fonction de N, d et de la longueur d’onde A. On suppose bien sir que les signaux détectés par
ces antennes sont adéquatement traités et redirigés vers un noeud central ou ils arrivent simultanément.

Probléeme 11.6

Montrez comment les relations (11.50) et (11.12) sont compatibles.

Probleme 11.7

Démontrez la relation suivante concernant la somme sur les polarisations dans I’approximation de Fraunhofer :

3D kA (2A8)* = 3k (cos® 0+ cos® ) + 5[k - (2 A ko)]?
pol.
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12 Diffusion de la lumiere

Par définition, le phénomene de diffusion se produit lorsqu’une onde plane incidente sur un milieu
génere des ondes secondaires dans pratiquement toutes les directions. Ce phénomene est étroitement
lié a 'inhomogénéité du milieu. En effet, dans un milieu parfaitement homogene — au moins a une
échelle de longueur comparable a la longueur d’onde du rayonnement — 'invariance par translation
fait qu'une onde plane perpétuelle est forcément une solution aux équations de Maxwell et donc
toute diffusion serait en contradiction avec les principes de 1’électromagnétisme. Par contre, en
présence d’inhomogénéités (impuretés, défauts, fluctuations dans la densité du milieu, etc.), une
onde plane de vecteur d’onde bien précis perdra progressivement de son amplitude au profit d’ondes
secondaires émises par ces inhomogénéités en réaction au passage de ’onde plane. Une bonne partie
de la physique de la diffusion repose sur une comparaison entre la dimension caractéristique des
inhomogénéités et la longueur d’onde.

Nous allons commencer (section 12.1) par étudier la diffusion par un seul électron ou atome, dans
le cadre du modele de Drude (la présence d'un seul atome dans une région de l'espace constitue
une inhomogénéité évidente). Cependant, la diffusion de la lumiére par un milieu macroscopique
nécessite une étude plus générale que la diffusion par un seul atome. C’est ce que nous ferons dans
la section 12.2. Les fluctuations thermiques dans la densité d’un fluide constituent un exemple
particulierement intéressant d’inhomogénéité. Ces fluctuations deviennent considérables lorsqu’on
s’approche d’un point critique, ce qui donne lieu au phénomene d’opalescence critique, que nous
étudierons a la section 12.4.

12.1 Diffusion par un électron

Dans cette section nous allons étudier la diffusion d’ondes électromagnétiques par des électrons
libres ou liés. Nous allons pour cela utilier le modele classique d’un électron lié harmoniquement a
un atome ou une molécule.!

Supposons qu'une onde plane & polarisation linéaire
E = E, ¢/**=+) (12.1)

est incidente sur un électron lié dans un atome autour d’une position d’équilibre. L’atome développe
un moment dipolaire oscillant en réponse a cette onde (cf. éq.(3.12)) :
62 fa

d=E,—T T =N
Om (W) (w) ;wz —OJ2 _ZW')/a

(12.2)

ou N est le nombre de résonances a considérer dans I’atome ou la molécule et f, est la fraction
de résonances ayant une fréquence w, et un amortissement 7,. Un tel dipole oscillant émet un
rayonnement électromagnétique dont la forme nous est connue :
dpP c
— = —k*d|?sin®
dQ 8« d] 7
474
ce*k
= E\[*[T'(w)/’ sin®
By P (w) P sin®
ou « est 'angle entre la polarisation de I'onde incidente et la direction d’observation . En fait,
une partie de I’énergie de I'onde incidente est absorbée par le mouvement de I’électron et réémise
en rayonnement.

(12.3)

I Rappelons que dans la théorie quantique, la fréquence de l'oscillateur correspond  la fréquence d’une
transition atomique ou moléculaire entre un état excité et le niveau fondamental.
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Section différentielle de diffusion

La quantité la plus utile pour décrire le processus de diffusion n’est pas dP/df2, mais la section
différentielle de diffusion, notée do/d). Par définition, il s’agit de la puissance émise dans une
direction donnée, par unité d’angle solide et par unité de flux d’énergie incident (moyennés dans
le temps):

do dP/d)

— = 12.4

dQ flux incident ( )
Dans le cas qui nous occupe, le flux incident est (S) = (¢|E,|?/87). On écrit donc

do ekt 9 . 9

a0 = gz Tw)lsinty (12.5)

= r2w!|T(w)|? sin® y

olt nous avons substitué k¥ = w/c et la définition du rayon classique de I’électron r, = e*/mc?
(2.82.107 Bcm).

Cette section différentielle est dite “polarisée”, car elle correspond & une onde incidente polarisée.
En pratique, a moins de controler ’onde incidente, on s’intéresse le plus souvent a une moyenne
sur les polarisations. A cette fin, prenons l'axe des x tel que T soit dans le plan xz. Le vecteur
de polarisation &, de 'onde est contenu dans le plan zy; soit ¢ I’angle que fait &, avec ’axe des
x. Si 0 est l'angle que fait ¥ avec z ('angle de diffusion) et 7 l'angle que fait & avec &,, on a
I =xXsinf + Zcosf et &, = Xcosy + ysiny; donc cosy =1 - € = cosysiné, ou

sin?y =1 — cos® ¢ sin’ @ (12.6)
La section différentielle non polarisée se calcule donc en faisant la moyenne des polarisations sur
le plan zy, c’est-a-dire la moyenne sur 1. Comme la valeur moyenne de cos® 1) est %, on trouve que

(sin) =1 — %sinQH = %(1 + cos® 0) (12.7)

On peut donc écrire la section différentielle suivante :

1
j—g = ir%wﬂf(w)]z(l + cos? 0) (12.8)

non pol.

Figure 12.1. Dépendance angulaire de la section différentielle de diffusion par un dipoéle
électrique induit, comme un atome, une molécule, ou un électron seul. On suppose que
l’onde est incidente horizontalement, le long de I’axe des z, et qu’elle n’est pas polarisée
(une moyenne sur les polarisations a été faite). La dépendance angulaire est en 14-cos? 6.
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Section efficace et interprétation géométrique
La section efficace de diffusion est définie comme l'intégrale sur les directions de la section

différentielle :
do
= [ dQ —
? / a0

_ 87r7"§
3

(12.9)
Wi (W)

Notons que la section efficace, tout comme la section différentielle, a la dimension d’une surface.

Dans le but de comprendre la signification géométrique de la section efficace, il est bon de considérer
le probleme de la diffusion de particules ponctuelles par un obstacle, dans une perspective classique.
Supposons que nous ayons un flux de ® particules par unité de temps et unité de surface qui se
dirige dans une direction bien précise (disons z). Chaque particule peut interagir avec un objet
situé a l'origine (le diffuseur) et étre déviée dans une direction particuliere (6, ). On supposera
que le diffuseur est infiniment massif en comparaison des particules ponctuelles et qu’il n’est pas
affecté par les collisions. En principe, la direction de diffusion (6, ) est uniquement déterminée
par la position (x,y) de la particule incidente par rapport a I’axe z et par la forme précise de son
interaction avec I’objet diffuseur. La section différentielle de diffusion est alors définie comme

do  # de particules diffusées vers (0, ¢)

— = 12.1
dQ2 flux incident x angle solide df2 ( 0)

Notons que cette définition est compatible avec celle utilisée pour la diffusion des ondes électroma-
gnétiques, car le nombre de particules par unité de temps correspond alors au nombre de photons
par unité de temps. Le flux d’énergie s’obtient alors en multipliant le flux de photons par hw.
Comme ce facteur hw apparait a la fois au numérateur et au dénominateur, la section différentielle
est la méme, que 'on compte les photons ou 1’énergie.

La section efficace o est alors le nombre de particules déviées par unité de temps, divisé par le
flux incident. Autrement dit, le nombre de particules déviées par unité de temps est c®. Or, dans
le cas d’une interaction de contact entre les particules ponctuelles et le diffuseur, ces dernieres ne
sont diffusées que si elles entrent en contact direct avec ’objet. Le nombre de particules dans cette
situation (par unité de temps) est précisément ® multiplié par laire transversale A de l'objet.
Donc, dans ce cas, on trouve o = A, d’ou le nom de section efficace. En somme, dans un probleme
plus général (sans interaction de contact), la section efficace nous indique la capacité d’un diffuseur
a dévier les particules incidentes, en donnant la superficie équivalente d’un objet qui diffuserait
uniquement par contact.

Diffusion Thomson et Rayleigh

Revenons au résultat (12.8) et examinons-le dans deux limites :

1. Dans le cas d’une fréquence élevée en comparaison des fréquences de résonance w,, on peut
essentiellement négliger les facteurs w, et «, dans les dénominateurs de I'(w) et on trouve
simplement I'(w) ~ N/w?. Dans ce cas, la section efficace devient indépendante de la fréquence :

8 2
o= %NQ = N20.665.10 *'cm? = N20.665 barn (12.11)
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Il s’agit de la section efficace de Thomson, donnée approximativement par l'aire associée au
rayon classique de 1’électron, fois le carré du nombre d’électrons dans la molécule.? L’approxima-
tion w > w, revient en fait & considérer des électrons libres.

2. Au contraire, dans le cas d'une fréquence petite en comparaison des fréquences de résonance w,,
la fonction T'(w) tend vers une constante que nous désignerons par N/w? (si F' ne comportait
qu’une seule fréquence de résonance w,, ce serait le résultat attendu, avec N = 1). Disons que
1/w? est la valeur moyenne de 1/w?. On retrouve donc le résultat suivant :

87rd w\*
0 A2
o= N 12.12

o

Il s’agit de la section efficace de Rayleigh. Sa caractéristique essentielle est la dépendance en
w? ou en 1/X\%. Cela signifie que les petites longueurs d’ondes (ex. le bleu) sont beaucoup plus
diffusées que les grandes longueurs d’ondes (ex. le rouge).

Notons que dans chaque cas (Thomson ou Rayleigh), la section différentielle non polarisée a la
méme forme en (1 + cos?#).? Dans des deux cas (Thomson et Rayleigh), nous avons supposé
naturellement que 'onde diffusée a la méme fréquence que 'onde incidente. Ceci est tout-a-fait
naturel, considérant le mécanisme classique invoqué pour le rayonnement : induction d’'un moment
dipolaire oscillant et réémission a la méme fréquence. Cependant, ceci cesse d’étre vrai quand
la fréquence de 'onde incidente devient comparable & mc?/h, o mc? est I'énergie au repos de
I’électron. Dans ce régime de hautes énergies, la nature corpusculaire de la lumiere se manifeste
de plus en plus et le photon incident peut céder une partie appréciable de son énergie a ’électron
qui le diffuse. L’énergie ainsi cédée a 1’électron est perdue pour le photon diffusé et la fréquence
associée est plus petite (w' < w). La diffusion Thomson devient alors la diffusion Compton.

Un autre processus de diffusion essentiellement quantique est la diffusion Raman, au cours de
laquelle le photon perd de I’énergie en excitant I’atome (ou le solide) sur lequel il diffuse. On dit
par conséquent qu’il s’agit d’un processus inélastique. Ce processus est au coeur d’une branche
importante de la spectroscopie et permet de déterminer les niveaux d’énergie dans les atomes, les
molécules et les solides.

Explication du ciel bleu...

La diffusion Rayleigh explique en gros la couleur bleue du ciel : la lumiére en provenance du soleil
est un mélange de diverses fréquences. La lumieére en provenance de I’atmosphere est le résultat
de la diffusion de la lumiere solaire par les molécules de 'atmosphere. Comme la plupart des
électrons des molécules de 'atmosphere sont fortement liés (fréquences ultraviolettes ou X) la
condition w < w, s’applique pour les fréquences optiques et on en conclut que la composante bleue
du spectre solaire est diffusée plus efficacement que la composante rouge. La contrepartie de cet
argument est que la lumiere qui nous provient directement du soleil au niveau de la mer a une
composante rouge d’autant plus prononcée qu’elle a effectué un trajet plus long dans I’atmosphere :
une section efficace constante résulte en une atténuation exponentielle de la lumiere. C’est ainsi que
les couchers de soleil sont rougeatres; vu d’'un véhicule en orbite ils le sont encore plus puisque le

2 Dans le modele de Drude, on associe une résonance a chaque état aotmique occupé par un électron et le
nombre N de résonances correspond en effet au nombre d’électrons dans I’atome ou la molécule. Cependant,
il faudrait plutét considérer le nombre d’électrons situés dans une fraction de la longueur d’onde de la lumiere
incidente, car tous ces électrons pourront émettre un rayonnement secondaire en phase, de maniere cohérente.
Un traitement plus général de la diffusion, qui inclut cette possibilité, est exposé a la sous-section suivante.

3 Cette dépendance angulaire est correcte méme dans un traitement quantique du probléme. Dans un tel
traitement, c’est le préfacteur qui devient plus compliqué : il dépend du détail des états quantiques de ’atome.
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trajet atmosphérique de la lumiére est deux fois plus long. Ajoutons tout de suite que cet argument
est incomplet : ’'atmosphere ne diffuse la lumiere que parce que sa densité fluctue sur une échelle de
longueur comparable a la longueur d’onde de la lumiére, comme expliqué par la théorie cinétique
des gaz. Si 'atmosphere était un milieu uniforme, elle ne pourrait que réfracter la lumiere et non
la diffuser.

...et des nuages blancs

Le facteur N? dans la section efficace de Thomson et de Rayleigh est trés important. Il provient
du fait que les différents électrons d’une méme molécule diffusent la lumiere de maniere cohérente,
c’est-a-dire qu’on doit ajouter les amplitudes des onde diffusées par chacun des électrons et non
leurs intensités. L’intensité de I’onde diffusée totale contient donc ce facteur N? et non simplement
N. En fait, ce facteur IV fait référence non pas au nombre d’électrons dans une molécule, mais au
nombre d’électrons dans un volume dont les dimensions linéaires sont de ’ordre d’une fraction de
la longueur d’onde de la lumiere incidente. C’est alors sur un objet de charge Ne que ’onde diffuse,
et non sur un électron en particulier. Etant donné un nombre fixe de molécules dans une enceinte,
la diffusion sera donc plus importante si ces molécules sont regroupées en gouttelettes trés espacées
plutot qu’en molécules individuelles relativement moins espacées : dans le premier cas, il y a plus
d’électrons diffusant de maniere cohérente. Ceci explique la couleur blanche des nuages : les nuages
sont en effet constitués de gouttelettes d’eau microscopiques et non de vapeur d’eau. La diffusion
par ces gouttelettes est complete; toute la lumiere du spectre visible est diffusée, peu importe la
longueur d’onde et c’est pourquoi les nuages apparaissent blancs. La vapeur d’eau, quant a elle, se
comporte comme tout autre gaz atmosphérique.

Coefficient d’atténuation
On définit le coefficient d’absorption ou d’atténuation « par la relation

a = oo (12.13)

ol o est la densité des diffuseurs (nombre par unité de volume). Apres avoir traversé une épaisseur
dx d’un milieu comportant des diffuseurs, la fraction restante de flux lumineux sera godz. On peut
le voir comme suit : considérons une aire A transversale au flux incident. Dans le volume délimité
par cette aire et par I’épaisseur dx il y a pAdz diffuseurs. La probabilité que la lumiere soit diffusée
par un diffuseur en particulier en passant dans cette aire A est o/A. Donc la probabilité qu’elle soit
diffusée par I'un des diffuseurs présent est podxr = adx. L’intensité du faisceau décroit en rapport
avec la proportion de particules diffusées entre les positions z et = + dx :

[(o+d2) = I(z) — [(w)ads  — 1EF dj; — @) _ 12)a (12.14)

Il s’ensuit que l'intensité du faisceau incident diminuera de fagon exponentielle en fonction de z:
I(x) =I,e " (12.15)

On peut aussi décrire cette atténuation par une longueur caractéristique &,,, = 1/a, apres laquelle
Iintensité du faisceau diminue d’un facteur e. Dans ’atmosphere, cette longueur varie de 30 km a
200 km quand on passe du violet au rouge.

Le raisonnement ci-haut sur le coeflicient d’atténuation suppose bien stur que les ondes diffusées
par les diffuseurs différents se superposent de maniere incohérente, c’est-a-dire qu’on additionne
les intensités — ou les sections efficaces — et non pas les amplitudes.
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12.2 Théorie générale de la diffusion

Nous allons ici considérer la diffusion de la lumieére causée par une inhomogénéité du milieu dans
lequel la lumiere se propage. Ceci inclut comme cas particulier la diffusion par un seul électron,
tel qu’étudié dans la section précédente. Dans un milieu linéaire inhomogene, la propagation des
ondes électromagnétiques est régie par I’équation différentielle suivante (voir l’exercice 2.1):

2 1
V’E + %E =-V (6% : E) (12.16)

Supposons maintenant que la constante diélectrique & comporte des inhomogénéités, mais qu’elle
conserve une valeur moyenne €, de sorte qu’on puisse écrire € = £+de(r) ou, par hypothese, je < &.
On peut récrire I’équation d’onde ci-haut comme

1 de
V’E+k’E= -V (E Vée) - —k’E (12.17)
€ €
ot k? = &w?/c? et ot seuls les termes linéaires en Je ont été conservés. Il s’agit de 1’équation de

Helmholtz inhomogene, dont la solution nous est connue :

iklr—r’
E(r) = E,(r) + 1/d37n/ et {V'(E-V'ée) + 6ck’E} (12.18)
e Ir — /|

ou V' est le gradient par rapport & r’. Le premier terme est une solution & I’équation de Helmholtz
homogene et décrit 'onde incidente. Le deuxieéme terme décrit 'onde diffusée. 11 s’agit d’une
équation intégrale, en général difficile a résoudre exactement. Cependant, nous allons supposer
que l'onde diffusée est de faible amplitude en comparaison de ’onde incidente, de sorte qu’en
premiere approximation on peut remplacer E par E; dans l'intégrale (approximation de Born).
L’onde diffusée devient alors

£y / a {v’ (éo - V'oe e“”’) + ck?8, e“”’} (12.19)

dif. = Are lr —r/|

oil nous avons substitué la forme explicite de E, = F,&, e'**.

Plagons-nous maintenant dans la zone de rayonnement :
ikr
E, e

 AxE 7

/

(12.20)

Egg. /dgr’ {V' (éo -V'de eikz') + 5€k2é0e"'kz/} ik

Il s’agit maintenant d’intégrer le premier terme par parties autant de fois que nécessaire pour
éliminer les opérateurs différentiels qui figurent dans I'intégrale :

/d3,r/ v/ (é() . v/(s5 eikZ’) efik{” — _(_Zk) /d3r/ <é0 X v156 eik‘z') e*ik-l‘l
= (~ik) / ay’ oee, - V' [ e ] (12.21)
=-k / 1’ e &y - (k — kz)et ek

ol nous avons supposé que le champ s’annule suffisamment rapidement a l’infini pour que tous les
termes de surface s’annulent. Comme & - Z = 0, on trouve simplement, en combinant avec I’autre
terme,

[k*&, — (k- &)K] /dgr’ de(r')eiar (12.22)
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o q = k(f — Z) est la différence de vecteur d’onde entre I'onde incidente et 'onde diffusée. En
langage quantique, il s’agit du transfert d’impulsion donné au photon. Notons que z - &, = 0 et
que E s est bel et bien perpendiculaire a k, comme il se doit : [k2é0 — (k- éo)k] est la projection
(multipliée par k%) du vecteur &, dans le plan perpendiculaire a k.

La section différentielle de diffusion est proportionnelle & |E 4 |*. Ce carré implique I’expression
(K28, — (k- &)k]” = k' [1 — (& - #)?] (12.23)
dont la moyenne sur les polarisations incidentes est
k:%(l + cos® 6) (12.24)

La section différentielle de diffusion (non polarisée) est donc

do 1/ k2
4re

2
0= 3 ) (1 + cos® 0)|6&(q)/|? (12.25)

ou 0é(q) est la transformée de Fourier de la fonction de(r), évaluée a q = k(¥ — z). En somme,
la diffusion nous permet de sonder la transformée de Fourier des inhomogénéités du milieu, donc
d’en déterminer la forme.

Notons cependant que le traitement ci-haut suppose que les différents points du systemes dif-
fusent de maniere cohérente, c’est-a-dire que les amplitudes sont additionnées et non les intensités
(d’ou la transformée de Fourier §&(q), qui incorpore les interférences possibles entre des diffuseurs
différents). Il nous reste a considérer quelques exemples.

12.3 Facteur de forme

Considérons maintenant la diffusion par un atome ou une molécule, comme dans la section

préliminaire. D’apres 1’expression (3.16), 'inhomogénéité que représente une telle particule pour
la constante diélectrique prend la forme suivante :
4me?

de(r) = [(w)d(r) (12.26)

m

car la densité p est dans ce cas une fonction delta centrée sur la position de I'atome, qu’on sup-
pose étre a origine. La transformée de Fourier 0£(q) de cette inhomogénéité est une constante
indépendante de q:

4me?

m

dé(q) = I(w) (12.27)

En appliquant la formule (12.25) on retrouve précisément la section différentielle de Thomson ou
de Rayleigh, selon le cas.

Supposons maintenant que la lumiere incidente soit diffusée sur un ensemble de plusieurs particules
identiques situées a des positions r;. On écrit alors

4re?

m

de(r) I'(w) Z 5(r—r;) (12.28)

et la transformée de Fourier devient

5(q) = —T(w)F(q) (12.29)
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ol on a définit le facteur de forme*

F(q) = Z e iam (12.30)

L’appellation facteur de forme vient du fait que F'(q) est la transformée de Fourier de la densité
des diffuseurs.

Considérons maintenant deux cas extrémes. Dans le premier cas, on suppose que les N diffuseurs
sont distribués de maniere aléatoire dans ’espace, sans qu’il y ait corrélation statistique entre les
positions des différents diffuseurs. Ce serait le cas d’'un gaz parfait. On peut alors exprimer le carré
du facteur de forme comme suit :

N
[F(q) =) e it (12.31)

m,n

Séparons la contribution de m = n des autres :

|F(@)P =N+2) coslq-(r, —r,)] (12.32)

m<n

Comme il n’y a aucune corrélation entre les différentes positions, la somme des cosinus est nulle.
Il reste donc |F(q)|> = N. Donc, bien que les différents diffuseurs aient la possibilité de diffuser de
maniére cohérente, le désordre de leurs positions relatives annule 'effet de cohérence et ne produit
qu’un facteur NV dans la section efficace.

Dans le deuxieme cas, on suppose au contraire que les positions des différents diffuseurs sont
extrémement corrélées, comme dans un cristal parfait. Il est bien connu alors que le facteur de
forme n’est non nul que si q est un vecteur du réseau cristallin réciproque. Pour obtenir une
amplitude de diffusion appréciable, il faut donc que la longueur d’onde soit de 'ordre des distances
interatomiques, soit dans le régime des rayons X. En revanche, dans le domaine optique, la diffusion
par des cristaux isolants n’est causée que par les impuretés et les défauts cristallins.

12.4 Fluctuations de densité

Considérons maintenant la diffusion causée par les fluctuations dans la densité de particules d’un
gaz ou d'un liquide. Imaginons que le volume V du liquide soit divisé en cellules de dimensions
petites en comparaison de la longueur d’onde de la lumiere. Chaque cellule a un volume v et
comporte en moyenne pv particules, ot ¢ est le nombre de particules par unité de volume. Soit
ON; la différence entre le nombre réel de particules dans la cellule j & un instant donné et la valeur
moyenne pv. On suppose que cette fluctuation est d’origine thermique et est influencée par les
interactions existant entre les différentes molécules du liquide. La constante diélectrique associée a
la cellule j sera par conséquent légerement modifiée, menant & une variation

de; = —do; §o. = —2 (12.33)

J 8 0 J

olt dp; est la fluctuation de la densité des particules dans la cellule j. Comme nous traitons d’un
liquide, I’éq. (3.16) n’est pas applicable; il faut plutot utiliser I’équation de Clausius-Mossoti (3.23) :

e=1_ dmge
e+2 3 m

I'(w) (12.34)

4 Dans certains ouvrages, dont celui de JACKSON, on appelle facteur de forme le module carré |F(q)|?.
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La différentielle de cette équation donne

1 e—1 47 de? e—1do
— de = — T = — 12.35
e+2 (e+2)? ‘T3 m (@) e+2p ( )
d’ou on tire que
-1 2
de = Mdg (12.36)
30
ou, appliqué a une cellule, en fonction d’une variation dp; de sa densité :
E-1)(E+2)

La section efficace de diffusion est donnée par I'expression (12.25), avec la transformée de Fourier

dé(q) = (6__1;;54—2) Z U(nge*iq'rf (12.38)

ol r; est la position de la cellule j. Le module carré de cette transformée est

- 2)
5”) ZUQ(SQL(SQJ (xi-1))

<<
(Y5 oo
<(

)
30 o (12.39)
ESE22) [ sapoteye

B <(€—1)(€+2)
=\,

0(q)/?

)2 VT(a)

ou I'(q) est la transformée de Fourier de la fonction de corrélation de la densité:

I'(q) = / d*r (0(0)o(r)).e~""

(
(0(0)o(r)), = (e(0)o(r)) — (0(0))(o(r))
= (00(0)do(r))

La fonction de corrélation (o(0)o(r)),. diminue généralement avec la distance de fagon exponentielle,
avec une longueur caractéristique appelée longueur de corrélation et notée &:

(12.40)

(0(0)o(r)), ~ exp —|§r| (12.41)

Typiquement, la transformée de Fourier de la fonction de corrélation prend la forme suivant, dite
de Ornstein-Zernicke : A

I'(q) =

ou A est une constante.
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Supposons ici que la longueur de corrélation est plus petite que la longeur d’onde de la lumiere
(£ < A). On peut alors négliger 'exponentielle complexe dans (12.40) et la remplacer par 1'unité.
La fonction de corrélation devient alors

D(a) ~T(0) = [ &' (o(0)o(o)),
= (o(0)),
= (V) — (V)
_ AN
Vv

ou AN? est la variance du nombre de particules dans le volume V. On montre en mécanique
statistique que la variance AN?, est reliée a la compressibilité isotherme x du milieu :

AN 1 [0V

(12.43)

D’autre part, I'(0) est aussi égal & A¢? dans la forme d’Ornstein-Zernicke, ce qui permet d’écrire
cette derniere comme

I'(q) = 2+€7292kBT/<L (12.45)
qui doit étre combiné a ’expression suivante de la section différentielle de diffusion :
do KE-1)E+2))
- 3(1 4 cos® 0) ( ( 1273; )) VI(q) (12.46)
Dans le cas ¢g¢ < 1, on trouve
d KE-1)E+2))
é = 1(1+ cos?6) < (¢ 12?3;2 )> 0*Viy Tk (12.47)

En intégrant sur les angles et en sommant sur les polarisations, on trouve

L (f>4 <(5_ 1)(”2))2‘/1%% (12.48)

o= — ~
6m \c 3é

La quantité d’intérét est ici le coefficient d’atténuation «. Il faut cependant se poser la question
suivante : quelle est la densité des diffuseurs? Il ne s’agit pas ici de la densité o des particules, car
ce ne sont pas les particules qui diffusent la lumieére mais les fluctuations de densité. On doit plutot
considérer qu’il n’y a qu'un seul diffuseur dans tout le systeme, c.-a-d. le systéme lui-méme, et que
la densité appropriée est simplement 1/V. La coefficient d’atténuation est donc

. (f)4 (MMY@M (12.49)

:67 c 3¢

C’est la formule d’Einstein-Smoluchowski. On retrouve la diffusion Rayleigh dans le cas d’un gaz
dilué (pkpTk = 1 et € — 1 <« 1). Lorsqu’on approche d’un point critique dans les transitions
liquide-gaz, la compressibilité devient infinie et le coefficient d’atténuation diverge : c’est ce qu’on
appelle I'opalescence critique. Il faut cependant noter que cette formule ne s’applique pas si on
s’approche trop du point critique, car la longueur de corrélation ¢ diverge a l'approche de ce
point et I'approximation & < A n’est plus valable. Il faut alors avoir recours a la formule plus
complete (12.46).
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pression

point critique
SOLIDE
LIQUIDE

GAZ

point triple

température

Figure 12.2. Diagramme de phase typique d’un fluide. On peut passer de maniere
continue de la phase liquide a la phase gazeuse si on contourne le point critique. Quand
on s’approche du point critique, la longueur de corrélation augmente indéfiniment.

Probleme 12.1

Considérez la diffusion de la lumiere sur un réseau cristallin cubique comportant Ny plans dans la direction
z, No dans la direction y et N3 dans la direction z.

Montrez que le facteur de forme F(q) est tel que :

sinz(%quma) sing(%Ngqya) Sing(%Nnga)

sinQ(%qxa) sinQ(%qya) sinQ(%qza)

2
[F(a)l” =
ol @ est le pas de réseau. Interprétez ce résultat dans la limite thermodynamique (N; — 00).

Probléeme 12.2

Nous allons étudier dans ce probleme la diffusion des ondes électromagnétiques par une sphere parfaitement
conductrice de rayon a, dans deux cas limites : a > A et a < .

a) Dans le premier cas (a > )), la spheére agit comme un miroir parfait et on peut utiliser 'optique géométrique
pour calculer la section différentielle de diffusion, comme si la lumiere était composée de particules ponctuelles
obéissant & une loi de réflexion spéculaire sur la surface de la sphere. Démontrez que, dans ce cas,

do 1 4
-~ _Za
dQ 4
C’est-a-dire une constante indépendante des angles. Le résultat correspondant pour la section efficace o est-il
évident?
Indice : Placez la sphere a 'origine et supposez que le faisceau est dirigé selon ’axe des z. Considérez comment
une particule incidente a une distance b < a de I'axe des z est déviée par la sphere et quelle proportion des
particules est déviée vers un angle polaire 6, en supposant que le flux de particules incidentes est uniformément
distribué dans le plan zy.

b) Dans le deuxieme cas (a < )), on doit travailler un peu plus. On doit premi¢rement se rappeler® quune
sphere conductrice soumise a un champ électrique uniforme E se voit induire un moment dipolaire électrique
d = ¢®E. De plus, un champ magnétique uniforme B induit un moment magnétique m = —%a‘?'B dans
une sphere parfaitement diamagnétique (supraconductrice). Les champs d’une onde plane de longueur d’onde

% Voir les notes de cours de PHQ-420, page 24 et page 67 (Probleme 2.7).
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A > a varient suffisamment lentement dans l’espace pour qu’on puisse les considérer comme uniformes a
I'intérieur de la sphere et varient suffisamment rapidement dans le temps pour que les courants de Foucault
ne se dissipent pas et écrantent le champ magnétique completement, de sorte que les dipoles induits cités plus
haut peuvent étre utilisés. Calculez la section différentielle de diffusion & partir des résultats connus sur le
rayonnement dipolaire électrique et dipolaire magnétique. Calculez ensuite la section efficace.

Indice : n’oubliez pas qu’il faut faire la superposition cohérente des amplitudes des rayonnements dipolaires
électrique et magnétique et que les champs E et B de 'onde ne sont pas dans la méme direction. La section
efficace est donnée par o = %ﬂ'aQ(ka)zl.

Probléme 12.3

Une facon de caractériser I'atomicité de la matiére est d’évaluer la constante de Boltzmann kg, qui devrait
étre nulle si la matiere était continue (ou, inversement, si le nombre d’Avogadro était infini, car ce dernier est
No = R/kp, ou R est la constante (mesurée) des gaz parfaits). Historiquement, 1'une des premieéres évaluations
de 'ordre de grandeur de kp nous est venue de la diffusion Rayleigh par un gaz. Considérez un gaz parfait
dont les molécules possedent une série de résonances dans le modele de Drude et sont caractérisées par une
fonction I'(w) comme en (3.15). Supposons que I'on puisse mesurer le coefficient d’atténuation « de la lumiere
dans ce gaz et que l'atténuation soit attribuable entierement a la diffusion Rayleigh de la lumieére par les
molécules individuelles. Supposons qu’on puisse aussi mesurer Uindice de réfraction (sa partie réelle) n—1, en
principe aussi déterminé par le modele de Drude. Montrez que le nombre de molécules par unité de volume
o peut alors s’exprimer comme

32 51 (n—1)2
—3T N 4
ol A est la longueur d’onde de la lumiere étudiée. Ensuite, expliquez comment la constante de Boltzmann kg
peut étre dérivée de cette mesure a partir de la loi des gaz parfaits et de quantités facilement mesurables.

1%

Probléeme 12.4

On s’intéresse ici a la diffusion d’une onde plane par une sphere diélectrique de rayon a. La constante
diélectrique a l'intérieur de la sphere est la méme partout et peu différente de celle du milieu environnant, de
sorte que de est petit.

a) Démontrez que la section différentielle de diffusion non polarisée est

do
dQ

(—gacos(ga) + sin(ga))”
(qa)’

1 1 20 2
= 5(ka)"a 5—2(1—1—003 0)

ol ¢ = |q| = |k — k2] est la grandeur du transfert de vecteur d’onde et 6 est 'angle polaire, égal ici & l'angle
de diffusion.

b) Placez-vous dans la limite des grandes longueurs d’onde (ka < 1) et calculez la section efficace. Comment
auriez-vous pu la calculer sans partir du résultat de (a)?

¢) Placez-vous dans la limite des petites longueurs d’onde (ka > 1) et montrez que do/dS2 est dominé par
les petits angles de diffusion 6. Montrez ensuite que la section efficace, dans cette limite, est proportionnelle
A w? et non A w?, comme dans Pautre limite.
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13 Rayonnement par des charges ponctuelles

Dans cette section nous nous intéressons au rayonnement produit par une charge ponctuelle
accélérée. Nous allons premierement calculer les champs électrique et magnétique produits par
cette charge.Nous discuterons ensuite de cas particuliers : particule en mouvement uniforme, en
accélération linéaire, en accélération circulaire.

13.1 Champs produits par une charge en mouvement

Considérons une charge e en mouvement quelconque, dont la position en fonction du temps est
une fonction s(t) (nous la désignons par s pour éviter toute confusion entre cette fonction et la
coordonnée r du point d’observation). Le probleme est ici de calculer les champs électrique et
magnétique produits par cette charge en mouvement.

Figure 13.1. Charge en mouvement quelconque et effet du retard : le signal regu par
un observateur en r au temps t a été émis alors que la particule chargée était au point
s(t).

Pour effectuer ce calcul, on peut utiliser ’expression générale des potentiels retardés (9.19). Les
densités de charge et de courant correspondantes sont

p(r,t) = ed(r — s(t)) I(r,t) = es(t)5(r — s(t)) (13.1)

Les potentiel produits par ce mouvement sont
P(r,t) = e/d3r’

. s(t—|r—1
Ar,t) = 6/0137«' S = 21/) 5w — st — e — 'l /)

c |r —1/|

‘I‘ — I'/| (5(1'/ - S(t - ‘I‘ - r’\/c))
(13.2)

En pratique, il est préférable d’insérer une fonction delta supplémentaire et d’écrire les potentiels

comine
e

5(t—t' —R/c)d(x' —s(t'))

d(r,t) = /d3r’dt’ P

= /dt’ %5(1&— Y — R/c)
st (13.3)
A(r,t) = /d r'dt Mé(t —t' — R/e)é(x' —s(t))

= /dt’ Eﬁ(t’)é(t—t’ — R/c)
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ol nous avons défini

R=r—s() R=|R| 8= z (13.4)
Pour obtenir les champs, il suffit ensuite d’appliquer les relations
10A
E=-Vo - 10A et B=VAA (13.5)
c Ot

Donnons d’abord le résultat de ce calcul :
(n—0) L€ nA((n—pB)Aa)

VER2(1-B-n)?] -

B = [nAE]

E=c¢

ret. (13.6)

ret.

ouy =1/4/1— (2 et ou la notation [-- -], signifie que 'argument est évalué au temps retardé ¢’

défini par I’équation implicite
1 R
t'=t—-r—s(t)|=t—= 13.7
- s(t)| =t - (13.7)

Remarques

1. Dans la limite non relativiste (3 ~ 0, a/c ~ 0) on obtient E = en/R? et B = 0.

2. en fonction de la distance de la source, on note des termes qui décroissent comme 1/R? et
d’autres comme 1/R. Seuls les termes en 1/R contribuent au rayonnement, car leur contribution
au vecteur de Poynting décroit comme 1/R?. Ces termes impliquent I’accélération de la particule.
On en conclut que seule une particule accélérée peut émettre un rayonnement.

Détails du calcul
Démontrer explicitement I’expression (13.6) a partir des expressions (13.3) est relativement sim-
ple, mais fastidieux. Dans le but de mener a bien le calcul des dérivées, signalons les propriétés
suivantes :

_of R

VIR =5g% B=7% (13.8)
VAf(R)B)=VfAB

Commencons par calculer le champ électrique. On trouve

VP — —e/dt’ {—];5(75 — ¥ —RJe) - %5/@ iy R/c)} n

10A

oA e [l ga
S = C/dtRﬂé(t v~ R/e)

(13.9)

L’intégration des fonctions delta se fait plus facilement en procédant a un changement de variables :

on définit u =t —t' — R/c et
%_i t—t'—E
v av c

1dR
- T LAy (13.10)
B 1dR OR

cdt’ OR
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Par conséquent,

E - e/m dul_;n {;25@) + %(n - ﬂ)é’(u)}

B en n e d n—pz
C|R21-Bn) 1-B-nd! \cR(1-B-n)/]|,..
ou nous avons intégré par parties pour éliminer la dérivée de la fonction delta. Notons que 1 —3-n

est toujours positif, car B est un vecteur de longueur inférieure a un. Apres I'intégration par parties,
I'intégrant est simplement évalué a u = 0, c’est-a-dire au temps retardé.

Pour continuer, nous avons besoin des dérivées suivantes :

td1_ 145
cdt/ R R?
1d 1
——n=x(nmn-g8)-06)
cdt R 13.12
1dg 1 13:12)
car” T 2
1d 1 _ 1 a-n ﬁjJr(ﬂ-n)?
cd/1-8-n (1-8-n)2 | ¢ R R
On calcule ensuite la dérivée suivante :
all — .B8)(2 —n- —B(1 - —
dr <cR(1 -B- n)) R*(1-B-n)’ ((0-B)2—n-Bn - B(1 - ) - 'n) (13.13)
L nA(m=p) a) '
Rc*(1 — B - n)?
En combinant tous les termes correctement, on trouve le résultat annoncé (13.6).
Le champ magnétique se calcule de maniere analogue :
1 1
B(r,t) = e/dt' mABMH)—=0t—t —R/c)— —=8§({t—t —R/c) (13.14)
R? cR
Apres le changement de variable de ¢ & u, on trouve
B(r,t) = —e/du n A B(t) b i5(u) + i5’(u)
T 1—-8-n | R? cR
nApg d nApg
_ _4(__nhe 13.1
|G shm) -~ (=) 1)

[t ) e (e L

En combinant toutes ces expressions a ’aide des dérivées (13.12), nous arrivons a l’expression finale
suivante :

BAn 1
FR(1— B RA(T— B n)?

{(a-n)(,@ An)+(aAn)(l—g- n)}] (13.16)

ret.

B(r,t):e[

On constate que B = [n A E] , , comme annoncé plus haut.

ret.?
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13.2 Charge en mouvement uniforme

Supposons ici que a = 0. Le champ électrique est alors donné par (13.6):

(n—B) (R — RyB)
E=c¢ ‘ =e - 13.17
PEA-B0p ), (R~ B Ry 117
ou Ry = [R],, . Exprimons ce résultat non pas en fonction du temps retardé t', mais du temps
présent ¢. En raison du mouvement uniforme, on a R = Ry — B¢(t — ). Puisque R, = c(t — '),
ceci s’écrit

ce qui démontre immédiatement que le champ électrique est radial en fonction de la position de la

particule au temps présent :

R
E = R AR (13.19)

Reste a exprimer le dénominateur en fonction de R. En mettant ce dernier au carré, on trouve

R* = Ri(1+ 0°) — 2Ry(B - Ry) (13.20)
Puisque Ry AB=RAB,ona (RyAB)2=(RAB)? ou
R38® - (B-Ry)* = R°3* — (B-R)’ (13.21)
FEn soustrayant cette équation de la précédente, on conclut que
R2(1—B-ny)* = R*(1 — 3*sin?0) (13.22)
ou 6 est 'angle séparant 3 de R. Le champ électrique est alors

n(l - )
R2(1 — 32sin? 0)3/2

E=c (13.23)

Le plus étonnant dans ce résultat est que le champ électrique est dans la direction radiale instan-
tanée, et non retardée. On retrouve le résultat statique dans la limite non relativiste (8 — 0).
Autrement, le champ est renforcé dans la direction perpendiculaire a la vitesse, et diminué dans
la direction parallele. Dans la limite ultra-relativiste, la distribution angulaire du champ affecte la
forme d’une crépe. Bien siir, comme le champ décroit comme 1/R?, aucun rayonnement n’est émis,
ce qui est naturel puisque la charge n’est pas accélérée.

Le champ magnétique est, quant a lui,

R
B=n,ANE ou n,=p03+ no- (13.24)
0

Donc, dans ce cas précis,
B=8AE (13.25)
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Figure 13.2. Charge en mouvement uniforme et effet du retard.

13.3 Rayonnement non relativiste

Examinons maintenant le rayonnement émis par une particule accélérée se déplacant a des vitesses
faibles par rapport & c¢. En négligeant 3 et le retard, la formule (13.6) devient

enA(nAa) e

E=——"""4+—n 13.26

c? R R? ( )
Soit E, la partie de E qui dépend de 'accélération et décroit comme 1/R (idem pour B). Comme
E, est perpendiculaire a n et que B, = n A E_, le rayonnement émis est transverse et le vecteur
de Poynting (dans la limite R — o) est

c cE?
S=—(E,NB,) =—*° 13.27
47T ( a ll) 47T n ( )
Si 0 est angle que fait n avec a, on a E, = easin/Rc* et donc
e?a’sin” 0
S= ———— 13.28
mER ( )
Le flux d’énergie par angle solide est donc donné par
dP  e*a’sin®6
_— = 13.29
dQ 4red ( )
La puissance rayonnée totale se trouve en intégrant sur d{2:
2e2a?
= 13.30
3c3 ( )

Ceci est la formule de Larmor pour la puissance du rayonnement émis par une particule non
relativiste accélérée. Notons que le rayonnement émis est de méme nature que celui émis par un
dipole électrique oscillant dans la direction de a, sauf qu’ici il s’agit d’un rayonnement instantané
et non d’un rayonnement monochromatique.
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13.4 Cas ou la vitesse est parallele a ’accélération

Dans ce cas le champ électrique contribuant au rayonnement est
e [ nA(nAa)
E == |—7—= 13.31
‘ CZ{U-—B'HPR}WL 1530
La différence d’avec le cas précédent est la présence du facteur 1 — 3-n =1 — Fcosf, ou 0 est
I’angle que fait R avec la vitesse. Le calcul ci-haut peut étre répété et on obtient
dP e?a’sin’ 0 dt

- — 13.32
dQ  4wc3(1 — Beos ) d (13.32)

Le facteur dt/dt’ provient du fait qu’on s’intéresse ici a la dépendance angulaire du rayonnement
émis et non du rayonnement recu; c¢’est pourquoi on calcule I’énergie perdue en rayonnement par
unité de temps d’émission. C’est uniquement en considérant cette quantité que la puissance totale
émise P a un sens. On calcule facilement que

dt 1dR
On obtient donc
P 2.2 (32
diz e“a”sin“ 6 r (13.34)
dQ  4wcd(1 — Beosh)d
L’intégration de ce résultat sur les angles donne
2e%a®
= 13.35
! ( )

Il est remarquable que cette puissance devient infinie si la vitesse de la particule atteint ¢, la vitesse
de la lumiere. Il s’agit d’une démonstration physique et indirecte du fait qu’on ne peut pas accélérer
une particule chargée a une vitesse égale ou supérieure a c: une puissance infinie serait requise et
un rayonnement infini en découlerait.

3=0.2

Figure 13.3. Patron de rayonnement dans le cas d’une accélération parallele a la vitesse,
pour 3 =02, 3=05¢et 3=0.7
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Le cas non relativiste est évidemment retrouvé quand 3 — 0. La différence est un accroissement
du rayonnement quand 3 — 1, en particulier dans la direction de la vitesse.

Dans le cas d’une particule tres relativiste (v > 1), on montre facilement que l'angle 6 .. pour
lequel le rayonnement est maximum est 6, = 1/2v. Plus la vitesse de la particule se rapproche
de ¢, plus le rayonnement est dirigé vers ’avant. En effet, en posant u = cos 6, la dérivée du patron
de rayonnement par rapport a u est

ddpP e?a’ —2u(1 — fu) +58(1 — u?)
dudQ  4ncd (1 — Bu)b

Cette dérivée s’annule au maximum directionnel du rayonnement, soit a une valeur de u telle que

2u

=532

(13.36)

Dans le cas ultrarelativiste, 'angle 0 est petit et 3 est trés proche de 'unité. On peut alors procéder
a approximation suivante :

um1— 16 B = 1—7—%1—— (13.37)

En substituant dans la condition (13.36), on trouve

192
1 1-10

~ 2

ci qui meéne effectivement & la relation 6 ~ 1/(27).

13.5 Cas d’une orbite circulaire

Considérons une particule chargée en orbite circulaire uniforme avec pulsation w. Dans ce cas a
et B sont perpendiculaires. Plagons l'origine a la position instantanée de la particule, le plan de
I'orbite parallele a xz et la vitesse instantanée selon z. L’accélération est alors a = aX. soit ¢ I’angle
que fait la projection du rayon vecteur R sur le plan zy avec l'axe des x. Définissons le vecteur
b = n — 3. Le champ électrique provenant de 'accélération est alors

= H—A ,éb- ﬁ;H 53

Ce qui nous intéresse ici est la dépendance angulaire de la puissance rayonnée. Celle-ci est propor-
tionnelle & E2. Pour calculer cette quantité nous avons besoin de

nA(bAa)=b(n-a)—a(n-b)

, (13.40)
= basinfcosp — a(l — Fcosb)

et donc

In A (b Aa)|* = b%a?sin® 0 cos® ¢ + a*(1 — Bcosh)? — 2(a- b)asinf cos (1 — Fcosb)
= (1+ (% —2Bcosf)a’sin® 0 cos® p + a*(1 — B cos)* — 2a” sin® § cos® p (1 — Bcosh)

=a’[(1— Bcosh)® — (1 — 3%)sin® 0 cos® ]
(13.41)
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B=05

P @D N
=
I
o

Figure 13.4. Patron de rayonnement dans le cas d’une orbite circulaire (8 = 0.5).
Le graphique du haut représente deux coupes, & ¢ = 0 et ¢ = 7/2 et pour § =
0,5. Le graphique du bas est une vue tridimensionnelle de la dépendance angulaire du
rayonnement, pour 3 = 0,2. Le rayonnement est principalement dirigé dans le plan
perpendiculaire a ’accélération et vers ’avant.

On peut des lors répéter le méme calcul que ci-haut pour trouver que

ar e2a® (1 — Bcosh)? — (1 — B%)sin? O cos?
dQ  4ncd (1 = Bcosh)’

(13.42)

Le patron de rayonnement comporte alors deux lobes, dont le lobe frontal est le plus important,
sauf si 6 = 0. Dans le plan ¢ = 0, 'expression se simplifie comme suit :

(1 —Bcosh)? — (1 —(%)sin? 0 = cos®§ — 2B cosf + * = (cos ) — 3)? (13.43)
et donc

ar e?a® (3 — cosf)?
dQ  4nc3 (1 — Bcosh)?

(p=0) (13.44)

Le rayonnement s’annule donc dans la direction ¢ = 0 et § = 6., ou cosf, = (. Dans le cas
d’une particule ultrarelativiste (v > 1), 'essentiel du rayonnement est alors contenu dans un cone
d’angle §, = arccos 3, en raison du dénominateur en (1 — B cos@)®. Dans ce cas, 3 ~ 1 et donc
I’angle d’annulation 6, est tres petit et alors cosf. ~ 1 — %93 D’autre part,

L = S =(1-A0+H) ~21-p) (13.45)

TR gl
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et donc
1

P
d’out le fait que 6, ~ 1/v : le rayonnement est en gros contenu dans un cone étroit de largeur
angulaire 1/7.

Brl-— (13.46)

La puissance rayonnée totale se calcule facilement :

2¢%a? 2e’riwt

ou r est le rayon du cercle et v =1/4/1 — 3%

13.6 Formule de Larmor relativiste
Pour une vitesse et une accélération quelconques, la formule de Larmor prend la forme suivante :

2¢* 61 o 2
P = 337 [a® — (B A a)?] (13.48)

On vérifie facilement qu’on retrouve les cas a 1 3 et a || B a partir de cette formule. On peut
démontrer cette formule par un argument d’invariance relativiste : considérons une particule de
vitesse v et d’accélération a quelconques, dans un référentiel S. Soit S’ le référentiel dans lequel la
particule est instantanément au repos (S’ se déplace & une vitesse v par rapport a S). La puissance
rayonnée P par la particule est un invariant, c’est-a-dire la méme dans tous les référentiels. En
effet, il s’agit d’une énergie émise par unité de temps. L’énergie et le temps sont tous les deux
les composantes temporelles de quadrivecteurs : le quadrivecteur énergie-impulsion (E/c,p) et le
quadrivecteur position (ct,r). Lors d’une transformation de Lorentz, ces quantités se transforment
comme suit :

E =~(E" - fcp)) t=n(t' - pa'/c) (13.49)
La particule étant au repose dans S’, sa quantité de mouvement est nulle (p!. = 0) et le temps ¢’
est le temps propre de la particule (donc dt = ydt’). Donc, la dérivée dE/dt se transforme comme

_dE _dE_dE

P=_—— — - -
At ydt’  dt

(13.50)

Dans le référentiel S’ on peut utiliser la formule de Larmor non relativiste car la particule est
momentanément au repos. Dans S, on doit cependant utiliser pour P une expression qui est un
invariant et qui se ramene a la forme non relativiste quand la vitesse est nulle. La solution est
d’utiliser I'invariant a*a,, ou a* est le quadrivecteur accélération de la particule. Rappelons que

H’
a* est défini comme gt g
a' = % et que ut = % (13.51)
Comme dt/dr = 7, on trouve explicitement
dxt
=y = (1, B) (13.52)
dt
Etant donné que cdy/dt = v*(a - 3), on trouve ensuite que
du*
14 — P 4 . 1 2 0

= (y'a- B, va+~'(a- 8)8)
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Enfin, I'invariant a*a, est
) i

0y2 1\2 212 32 8o a2l a2 2 A2
(@) — (@' — (@) - (@) =+ B) {1 5 72} ,
)2

a
=—'a-8

i (13.54)
= —[a’ — (B a)’]
Aux basses vitesses, cet invariant se réduit & —a?. On pose donc
2¢?
P = —@a“au (1355)

soit la formule (13.48).

Remarquons qu’a une vitesse et une accélération données, la particule en orbite circulaire rayonne
moins que la particule en trajectoire linéaire. Cependant, il est plus pratique de considérer le cas
ou la force est fixe. la force exercée sur une particule relativiste est

dp
f=—
dt
13.56
= (mv) (13:56)
= may +my* (8- a)B
On voit que
f2 = m?a’y? al
=y (alh) (13.57)
ff=m7a™y"  (a] B)
En fonction de la force f agissant sur la particule, la puissance rayonnée totale est donc
2 2
P=_""f (alp)
37;2203 (13.58)
_ O
P=s3 (all B)

11 est donc beaucoup plus difficile d’accélérer une particule tres relativiste (7 > 1) en orbite circu-
laire qu’en trajectoire linéaire. Dans un cas comme dans ['autre, la majeure partie du rayonnement
est émise vers 'avant, c’est-a-dire dans la direction approximative de la vitesse.

13.7 Rayonnement synchrotron

Le rayonnement émis par une particule en orbite circulaire est qualifié de rayonnement synchrotron.
Un synchrotron est une machine tres complexe faite d'un assemblage d’électro-aimants en série avec
des cavités électromagnétiques, dont la fonction est d’accélérer des particules chargées (électrons,
protons et leurs antiparticules) & des vitesses trés proches de ¢, sur des orbites quasi-circulaires.
Etant donné que Iénergie cinétique d’une particule relativiste est mc?y, la valeur de v & une
énergie donnée sera ~ 2000 fois plus grande pour un électron que pour un proton. La puissance
rayonnée par I'électron sera alors environ 10 fois plus grande que pour un proton. Dans les
faits, la puissance rayonnée constitue la majeure partie du cott énergétique d’opération d’un gros
accélérateur d’électrons. Le rayonnement produit est toutefois tres utile pour ses appliquations a
la physique des matériaux et la physique médicale : des machines spéciales sont méme construites
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a cette seule fin. Par contre, le rayonnement synchrotron produit par un accélérateur de protons
est si faible qu’il n’a jamais été détecté.

Le spectre en fréquences du rayonnement synchrotron peut étre étudié. Si le mouvement circulaire
de I’électron est non relativiste, alors on s’attend naturellement a ce que le rayonnement émis soit
a la fréquence de révolution w, de ’électron sur son orbite (cf Probleme 9.2). Avec un appareil de
quelques centaines de metres de diametre, ce rayonnement ne pourrait que produire des ondes ra-
dio. Or, on produit des rayons X avec un tel appareil. Il faut donc expliquer ce paradoxe apparent.
La clé de sa résolution réside dans 'effet Doppler et dans la grande directivité du rayonnement
dans le régime ultrarelativiste. On sait que le rayonnement émis par 1’électron est dirigé princi-
palement vers I'avant, & un angle 6, ~ 1/+. Pour un observateur situé a proximité du synchrotron,
I’électron émet une courte impulsion de rayonnement a chaque tour, un peu comme une voiture
roulant & grande vitesse sur un circuit circulaire et dont les phares sont treés directionnels, d’ou
I’expression “effet phare”. Si la durée de cette impulsion est de I'ordre de A7, alors la densité spec-
trale correspondante diminuera rapidement au-dela de w, ~ 1/AT. Etant donné I’angle restreint
de rayonnement vers ’avant, le rayonnement ne sera émis vers I’observateur que sur une distance
d ~ 10, ~ r/~ parcourue par I’électron. Le temps At que dure cette émission de rayonnement est

At~ — (13.59)

YU
(v = Bc est la vitesse de I’électron). Cepdendant, il ne s’agit pas la de la durée de I'impulsion regue
par l'observateur, car la queue de I'impulsion a été émise alors que I’électron était plus proche de
I'observateur que la téte de I'impulsion (effet Doppler). La longueur réelle de I'impulsion (dans
lespace) est plutot

1 r r
L= c—vAt:<—1>~ 13.60
de sorte que la durée réelle de I'impulsion est
L 1
Ar=Zn = — (13.61)
c e wyy
La fréquence maximale w, du rayonnement synchrotron est donc
E\?
3 _
We ™~ WY =W <mcg> (13.62)

ou I/ est I'énergie de I’électron. Il s’agit en fait d’une fréquence pres de laquelle le spectre de
puissance dI/dw sera maximum. Pour une machine de 10 GeV et une rayon d’un centaine de
metres, on obtient facilement des rayons X de 'ordre de 10 keV.

Outre son application pratique a la production de rayons X, le rayonnement synchrotron est aussi
un phénomene naturel important en astrophysique, quoique dans un domaine de fréquences moins
élevées. Des particules chargées en orbite circulaire (ou hélicoidale) autour des lignes du champ
magnétique produit par une étoile émettent un rayonnement radio; ce rayonnement est détectable
par les radiotélescopes terrestres. Dans le cas d’un objet plus vaste comme la nébuleuse du Crabe,
ce rayonnement s’étire jusque dans le domaine optique et on peut en observer la polarisation et
de la déduire 'orientation approximative du champ magnétique dans la nébuleuse. Enfin, si ’astre
produisant le champ magnétique est en rotation rapide sur lui-méme et que ’axe magnétique ne
correspond pas a ’axe de rotation, le rayonnement synchrotron est masqué par une partie de
l'astre une fois par période. Chez certains objets appelés pulsars, cette variation d’intensité est
extrémement marquée et rapide (les périodes observées vont de 8 s & 1,5 ms). On croit que les
pulsars sont des étoiles a neutrons, tres compactes (un rayon d’environ 10 km) et animées d’un
mouvement de rotation extrémement rapide.
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Caractere négligeable du rayonnement produit par un accélérateur linéaire

Cependant, le rayonnement émis par une particule en accélération linéaire est si faible qu’il n’a
jamais été observé. Il est facile de comprendre pourquoi par un calcul simple : en fonction de
I’énergie E de la particule accélérée linéairement dans la direction x, la force s’exprime comme
f =dFE/dx. Le rapport de la puissance rayonnée a la puissance donnée & la particule par la force

accélératrice (dF/dt) est
p 22 (dE\® 1
S ( ) (13.63)

dE/dt ~ 3m2c \dz ) dEdx
dx dt

Dans le cas d’une particule tres relativiste (dx/dt ~ ¢), ceci devient
P 2¢ dE 2 ry, dE

— ——_Z_ 0 == 13.64
dE/dt  3m?c*dxr 3 mc? dx ( )
ol 7, est le rayon classique de I’électron. Pour que le rayonnement soit important, il faudrait que
la puissance rayonnée soit du méme ordre que la puissance donnée a la particule, ce qui implique

dE  mc®
—_—~— (13.65)
dx Ty
Autrement dit, il faudrait que ’énergie donnée a la particule sur une distance tres courte (le rayon
classique de 1’électron) soit de I'ordre de son énergie de masse, soit environ 10* MeV/m ! En

pratique, le plus gros accélérateur linéaire produit plutot 15 MeV /m. ..

Probleme 13.1

Dans un modeéle naif de ’atome d’hydrogene, ’électron est en orbite circulaire autour du proton. On sait cepen-
dant que le rayonnement de cet électron accéléré lui fait perdre de ’énergie et qu’il devrait donc s’effondrer
sur le proton & un moment donné. Si le rayon de cette orbite est ag (le rayon de Bohr) au temps ¢t = 0,
calculez l'instant tg ou ’électron tombe sur le noyau, en faisant I’approximation que la vitesse de 1’électron
est toujours petite par rapport a c et que sa trajectoire est toujours approximativement circulaire.

Réponse: tg = %ao / cat,ona~1 /137 est la constante de structure fine. Notez que ceci est en fait un bon ordre
de grandeur pour I’émission spontanée, c’est-a-dire le temps de vie d’un état excité de ’atome d’hydrogene.

Probléeme 13.2

Un électron de vitesse ug est ralenti par son interaction avec un matériau quelconque. En supposant que sa
décélération soit constante, et parallele a chaque instant a sa vitesse, calculez ’énergie totale rayonnée par
I’électron jusqu’a ce qu'’il parvienne a ’état de repos. La vitesse initiale ug n’est pas nécéssairement petite par
rapport a c.

Probleme 13.3

Une particule de charge e de basse énergie (8 < 1) se dirige radialement vers un noyau de charge Ze. La
particule est décélérée par ce potentiel répulsif jusqu’a une certaine distance du noyau, pour ensuite étre
accélérée dans la direction contraire : la particule retourne sur ses pas. L’accélération de la particule lui a
colité une certaine énergie qu'elle a perdu par rayonnement. Si ug est la vitesse initiale (a l'infini) de la
particule et u sa vitesse finale (aussi & I'infini), montrez qu’en premieére approximation on a

1 5 1 16u}
P (1 T 45263

(il faut supposer ici que le rayonnement émis est une perturbation mineure sur le mouvement de la particule : le
rayonnement peut alors étre calculé en utilisant une trajectoire de la particule elle-méme calculée en négligeant
le rayonnement).
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Probléeme 13.4

Une particule relativiste de masse m et de charge e est en orbite circulaire dans un champ magnétique uniforme
B.

a) Exprimez la puissance rayonnée totale en fonction de B.

b) Montrez que I'énergie E(t) de la particule en fonction du temps est

E(t)  Eo4md + (Ey —mc?)e 27 3m3c
= T = —————
me2 By +me? — (By — me2)e /7 2¢* B2

c) Montrez que, dans le cas non relativiste, la vitesse de la particule diminue exponentiellement, avec un
temps caractéristique 7 tel que défini en (b).
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Annexe A
Théoreme de Helmholtz

Le théoréme de Helmholtz stipule que tout champ vectoriel F continu qui s’annule suffisamment
rapidement a l'infini peut étre exprimé comme la somme d’un gradient et d’un rotationnel :

F=V¢+VAG (A.1)

ou V¢ est appelé la partie longitudinale de F et VAG la partie transverse. La démonstration de
ce théoreme est simple : on définit premierement le champ vectoriel

W(r) = 1 /dgr’ F(r)

T 4w r—1/| "

En vertu de la relation

1
2 Py = —4rd(r —1') ,

on voit immédiatement que
V*W(r) = —F(r) . (A.2)

Comme V2W = V(V-W) — VA(VAW), il suffit donc de poser
p=—-V-W et A=VAW (A.3)

pour que (A.1) soit démontré de maniére constructive. Notons que F(r) doit s’annuler suffisamment
rapidement a l'infini pour que le champ W soit bien défini.

L’expression (A.3) de ¢ et G peut étre rendue plus explicite :

o) = —— [a@r L EE)
4 |r — 1/ (A4)
1 [ 4, VAR '
G(r)—m/dr 7‘r_r/|

Ces expressions se démontrent en appliquant 'opérateur différentiel sur I'intégrant, en notant que

1 , 1
S Vi A5
lr —1/| lr —r/| (A-5)
et en intégrant par parties pour que l'opérateur différentiel s’applique sur le champ F. Remarquons
toutefois que I'expression ci-haut de ¢ et de G n’est pas unique : on peut ajouter a ¢ une constante
et a G le gradient d’une fonction sans affecter F.

Il ressort de la relation (A.4) que :

1. si F est irrotationnel, alors F est le gradient d’une fonction, autrement dit, purement longitu-
dinal.

2. si F est sans divergence, alors F est le rotationnel d’une fonction, autrement dit, purement
transverse.

Pouquoi ces qualificatifs de transverse et de longitudinal? Considérons la transformée de Fourier
F(k) du champ F(r). Dans I'espace des vecteurs d’onde, VAF correspond & ik A F(k) et V-F &
ik-F(k). Un champ est donc qualifié de longitudinal si F(k) est parallele & k (c’est-a-dire VAF = 0)
et de transverse si F(k) est perpendiculaire & k (c’est-a-dire V-F = 0).



156 B. Dispersion d’un paquet d’ondes

Annexe B
Dispersion d'un paquet d'ondes

Dans ce complément on analyse comment un indice de réfraction qui dépend de la fréquence affecte
la propagation d’une onde non monochromatique, en particulier d’un paquet d’onde gaussien.

Considérons un paquet d’onde, c’est-a-dire une superposition continue d’ondes planes avec un
spectre en nombres d’ondes A(k). Pour simplifier la discussion, on supposera que 'onde est plane
(c.-a-d. ne dépend que de z et t) et nous noterons son amplitude 1, cette amplitude pouvant étre
une composante arbitraire du champ électrique ou magnétique :
dk -~ <
wlait) = [ 55 Alkjotie= (B.1)
T

Si la dispersion est inexistante, la fréquence est une fonction linéaire du nombre d’onde : w = kv,
ol v est une vitesse de phase constante. Si on définit la variable £ = x — vt, on trouve

wlant) = [ 55 Ale™ = 4() = vlx — ot,0) (B.2)

ot A est la transformée de Fourier inverse de A. L’onde est alors une fonction de la variable
& = x — vt, ce qui est bien sir en accord avec la solution de d’Alembert pour I’équation d’onde :
la forme A(x) du paquet d’onde a ¢ = 0 n’est pas altérée par la propagation, mais simplement
translatée.

Si, au contraire, la fréquence w(k) est une fonction non linéaire de k, cela ne tient plus. On définit
toujours la vitesse de phase v = w/k, mais ce rapport est fonction de la fréquence. Supposons
que le spectre fl(k) est assez localisé autour d’'un nombre d’onde central £, auquel correspond une
fréquence wy. Si la relation de dispersion w(k) varie doucement autour de k, on peut l’approximer
par un développement au deuxieme ordre :

1
w(k) ~ wy +v,(k —ky) + ia(k — kp)? (B.3)
ou on a définit la vitesse de groupe:
dw
v, = — (B.4)
7 dk

Dans un premier temps, nous allons négliger le facteur dispersif a. Cela ne signifie pas que la
fonction w(k) est linéaire partout; seulement, elle peut étre approximativement linéaire dans un
certain régime. Si on définit la variable { = x — v,t I'analyse ci-haut donne

dk - ,
1/1(=T,t)—/27r A(F)e™ exp —i(wy — vyky)t

— A(€) exp —i(wy — v ky )t

= (x —v,t,0) exp —i(wy — v, ko)t

(B.5)

Donc, mis-a-part un facteur oscillant dans le temps, on retrouve un paquet d’onde qui se propage
a la vitesse de groupe. Cette derniere est donc la véritable vitesse de transmission de I'information.
Ceci est d’autant plus important que la vitesse de groupe est toujours plus petite que la vitesse de
la lumiere dans le vide (c¢) alors que la vitesse de phase v = w/k peut parfois étre plus grande que
¢ (cf. la relation de dispersion pour le guides d’ondes rectangulaire).
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Supposons maintenant que le facteur dispersif a est petit, mais non nul. Prenons comme paquet
d’onde initial (¢ = 0) une courbe gaussienne de largeur A:

W(x,0) = e /2 gilor (B.6)

Sa transformée de Fourier donne la densité spectrale A:

~ 1
Alk) = gA exp — S A% (k — k)’ (B.7)
Aux temps ultérieurs 'onde a 'allure suivante :
m [ dk —A2(k—ko)?/2 Jiké —iat(k—ko)?/2 .
P(z,t) = A 5/ 3. ¢ e e exp(—i(wy —v,kg)t) (B.8)

La transformée inverse se fait aisément, en remplacant = par & et A% par A%2+iat. Le paquet d’onde
a alors la forme
—&§%/2

Pla, 1) oc exp <A2 +iat

) RS exp(—i(wy — vgko)t) (B.9)

Il s’agit du produit d’une gaussienne par une onde progressive par un facteur oscillant dans le
temps. La gaussienne s’obtient en prenant la partie réelle du premier exposant :

_ 2A2
exp (M) (B.10)

Cette gaussienne a une largeur effective
A(t) = A1+ (at/A?)? (B.11)

Cette largeur augmente avec le temps, soit vers le passé ou vers I’avenir. Le paquet d’onde avait
donc sa largeur minimum a ¢ = 0.
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Annexe C
Relations de Kramers-Kronig

Le théoreme de Kramers-Kronig établit une relation entre les parties réelle et imaginaire de la

constante diélectrique :
1 [ Im &(u/
Resw) =1+ [ iG]
T J_oo w —w
1 [ ,Reé(w)

Im é(w) = —/ do’

T 00

(C.1)

Cette relation ce démontre de la maniere suivante. Considérons premierement la susceptibilité
électrique x(t). Cette fonction est nulle si ¢ < 0, par le principe de causalité. La conséquence de
cela sur sa transformée de Fourier

f(w) = / at (1) (C.2)

est que cette derniére est toujours bien définie dans le demi-plan complexe supérieur (c’est-a-dire
si Im w > 0), car alors l'intégrale sur ¢ ne peut que converger parce que lintégrant diminue
exponentiellement (la fonction x(t) elleeméme ne peut pas avoir de comportement singulier et
doit diminuer avec le temps). De plus, on voit que la fonction x(w) doit tendre vers zéro lorsque
|w| — 0.

Figure C.1. Contour utilisé pour démontrer le théoreme de Kramers-Kronig, dans le
plan w’' complexe. Le rayon du demi-cercle extérieur C doit tendre vers I'infini, alors
que celui du demi-cercle intérieur D, centré en w, doit tendre vers zéro.

Considérons ensuite l'intégrale complexe suivante, le long du contour illustré :

ﬂ{ do X&) (C.3)

w—w

Par le théoreme des résidus, cette intégrale doit s’annuler, car le contour ne contient aucun pole de
I'intégrant (le demi-cercle D est l1a justement pour éviter de rencontrer le point w’ = w). D’autre
part, la contribution du demi-cercle C a I'intégrale s’annule dans la limite ot son rayon tend vers
I'infini, car la fonction Y(w’) tend vers zéro quand |w'| — oo. Dans la limite ou le rayon ¢ du
demi-cercle D tend vers zéro, sa contribution a l’intégrale est dictée par le théoreme des résidus :

/de'M = —imx(w) (C.4)

w—w
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(le signe négatif apparait parce que D est décrit dans le sens horaire). Enfin, la contribution de
I'axe réel, dans la limite § — 0, est par définition la valeur principale

V.P. / dw/ X :lim{ / s {CON /w " X&) } (C.5)

w —w 6—0 o w —w ) W —w

On écrit donc

V.P. dwligfl " (C.6)

En décomposant y en parties réelle et imaginaire : ¥ = Y’ + ix”, on peut scinder cette relation
complexe en deux relations réelles :

ﬂm:iVR/VW” ywprivp/ywq )

w —w w —w

On peut enfin exprimer ces relations en fonction de la constance diélectrique € = 1+4my, en posant
que
e =1+4ny

A ! N/
E=¢ +1ie et donc que
q {6// — 47_[_)2//

et sachant que

VR/ L o (C.8)

w—w

On obtient alors les relations (C.1), ou les valeurs principales sont implicites.
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Annexe D
Fonctions de Bessel

D.1 Définitions

Ce complément est consacré aux fonctions de Bessel, tres importantes dans tous les problemes im-
pliquant I’équation de Laplace ou de Helmholtz en géométrie cylindrique. Pour fins de motivation,
considérons premierement 1’équation de Helmholtz en deux dimensions spatiales, en coordonnées
cylindriques, pour une fonction 1, pouvant représenter, par exemple, une composante du champ

électromagnétique :
1 2
V2 4 k4p = = — L N k*y = (D.1)
ror \ Or %

Ecrivons maintenant la solution (7, ¢) comme un produit (séparation des variables): ¢ (r, p) =
R(r)®(y), en supposant que la fonction ® a une dépendance sinusoidale : ®(p) = €"?, m € Z. En
substituant dans I’équation de Helmholtz, on trouve

2 2
8R+18R+<k2—m)R:o (D.2)

10

or2 ror r2
Définissons maintenant la variable x = kr. En considérant maintenant R comme une fonction de
x, on trouve ’équation différentielle suivante, dite équation de Bessel:

!/ 1 / V2
RP+-R+(1-—=5)R=0 (D.3)
x x
Le prime ' symbolise une dérivée par rapport a x et l'indice v est égal & m dans le cas ci-haut.

Dans ce qui suit on supposera que v est un réel quelconque.

L’équation de Bessel est linéaire du deuxieme ordre et donc admet deux solutions linéairement
indépendantes. On peut utiliser la méthode de Frobénius (substitution d’un développement en
série) pour en trouver les solution : on pose

oo
R(z) = a2 Za]—xj (D.4)
=0
Apres substitution dans I’équation (D.3), on trouve @ = +v. Les deux solutions linéairement

,(x) (fonction de Bessel de premiere espece) et N, (z) (fonction de
Neumann, ou fonction de Bessel de deuxieme espece). Ces fonctions sont définies de la maniere

suivante : ‘
T\ (—1) T\ 2
o= (55 s ()
J,(z)cosvm — J_,(x)
sinvm
Dans le cas ol v est un entier, on trouve J_, () = (—1)".J,,(x) et donc la définition de N,,(z) doit

se faire en prenant la limite v — m. On définit aussi les fonctions de Bessel de troisieme espece,
ou fonctions de Hankel

indépendantes sont appelées J

N, (z) =

v

(D.6)

HWY =J +iN, H® =], —iN, (D.7)
qui ne sont que des combinaisons linéaires des fonctions de Bessel et de Neumann et non de
nouvelles solutions indépendantes de I’équation de Bessel.

On suppose généralement que 'argument des fonctions de Bessel est positif- en pratique, cet argu-
ment est proportionnel a la coordonnée radiale r et ne peut étre négatif.
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Figure D.1. Tracé des fonctions de Bessel Jy, Ji et Jo.

D.2 Propriétés

Comportement asymptotique
Pour z petit et  grand, le fonctions de Bessel et de Neumann se comportent de la maniére suivante :

r <1 J,(z) =~ _ <£>y

Mv+1)\2
% [In (z/2) — 0.5772.. ] (v=0)
N,(z) = v
_FET“) (i) (v #0) (D.8)
2

z>1 J,(x) — 4/ —cos(x —vm/2 —7/4)
T

N, (z) — isim(a:—mr/2—7r/4)

v T

Les fonctions J, (v > 0) sont régulieres quand = — 0, alors que les fonctions N, tendent vers
I'infini. Pour = grand, les deux types de fonctions ont un comportement oscillant trigonométrique,
fois une facteur décroissant comme z~ /2.

Les fonctions de Hankel se comportent de la maniere suivante a l'infini :
eiz
H(l)(z) 2 2
wz/2
e—iz
mz/2

(D.9)
H(?) (Z) N _,L~m+1/2

L’utilité des fonctions de Hankel tient & ce que I'une d’entre elles (HV) est réguliere & l'infini si
Im z > 0 pendant que l'autre (H (2)) diverge, alors que le contraire se produit si Im z < 0. Dans les
applications pratiques, ’argument z est soit imaginaire ou comporte une partie imaginaire, aussi
petite soit elle.
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Relations de récurrence
Les fonctions de Bessel obéissent a des relations de récurrence :

0, 1(2) + O,y (2) = 220, (2)

d (D.10)
QV71($) - QV+1(‘/E) = Q@Qu(:ﬂ)
ott le symbole § signifie J, N, HY ou H®?,
Racines et orthogonalité
La n¢ racine de la fonction J,(z) est notée z,,:
J,(z,,) =0 n=123,... z,, >0 (D.11)
On montre dans la théorie de Sturm-Liouville que I’ensemble des fonctions
fulr) = J(x,,r/a) (D.12)
est orthogonal dans l'intervalle [0, a]:
a’ 2
dr Tfn(T)f7n(T) = 5mn? [‘]erl(xun)] (D13)

On peut alors développer une fonction quelconque f(r) dans cet intervalle en série de Fourier-
Bessel:

Fr) =) A0, (2,,r/a) (D.14)

n=1

Les coefficient A,,, peuvent alors étre déterminés par la relation d’orthogonalité (D.13).

vn

Représentation intégrale

A T’aide de la théorie des fonctions d’une variable complexe, on peut démontrer la représentation
intégrale suivante des fonctions de Bessel :

(2/2)" / o
J,(2) = ————F"— dy sin™ p e ¢®? D.15
=) Vrl'(v + %) 0 4 4 ( )

Dans le cas v = 0, on trouve

1 (7 2 cos
Jo(z) = 7T/0 dp %% (D.16)
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Figure D.2. Tracé logarithmique des fonctions de Bessel modifiées Iy 12 et Ko 12

D.3 Fonctions de Bessel modifiées

Il arrive que I'on doive considérer I’équation de Helmholtz avec une valeur négative de k? (c’est-a-
dire une valeur imaginaire de k):

O*’R  10R ,  m?
87’2+r€97"_<k +>R:O (D.17)

Or, en introduisant la variable y = iz dans cette équation, on retrouve 1’équation de Bessel (D.3),
ot cependant le prime " signifie une dérivée par rapport a y. Les solution a cette équation sont donc
les fonctions de Bessel avec argument imaginaire y = ix. Ce sont les fonctions de Bessel modifiées,
définies de la maniére suivante :

b= (D.18)
K, =3 Lo P HW (i) '
Le comportement asymptotique de ces fonctions est
r<1 I,(x) N$(£)U
AT T +1) \2
—[In(z/2) +0.5772.. ] (v=0)
K (z) =~ T(w) [2)"
2 (az) (v #0) (D.19)
1
z>1 I(x) — —e "1+ 0(1/x)]

*\f 14 0(1/2)]
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Annexe E

Conversion Sl-gaussien

E. Conversion SI-gaussien

Quantité SI gaussien
longueur 1 metre 10? centimetre
temps 1 seconde 1 seconde
masse 1 kilogramme 103 gramme
force 1 newton 10° dyne
énergie 1 joule 107 erg
puissance 1 watt 107 erg/s
charge électrique 1 coulomb 3.10° statcoulomb
potentiel électrique 1 volt 1/300 statvolt
champ électrique E 1 volt/m (1/3).10* statvolt/m
polarisation 1 coulomb,/m? 3 x 4m.10° statcoulomb/cm?
résistance 1 ohm (1/3)2.107!! statohm
conductivité 1 mho/m (3)%.10° 1/sec
capacité 1 farad (3)2.101 statfarad
induction magnétique B 1 weber/m? 104 gauss
champ magnétique H 1 ampere/m (47).107%  oersted
aimantation 1 weber/m? (1/47).10*  gauss
inductance 1 henry (1/3).107! stathenry

Note : le chiffre 3 apparaissant dans la troisieme colonne signifie en fait la valeur numérique de la
vitesse de la lumiere (divisé par 10%), & savoir 2,99792.

Donnons maintenant la correspondance entre les principales définitions et les équations de Maxwell
dans les deux systemes :

Quantité ST gaussien
D eE+P E + 47P
H iB -M B — 47M

Ho
V-D p 4dp
V-B 0 0 )

0B 10B

A
VAH J+ a5 p (471'.] + 325)
F q(E+v AB) q E+V/\B>
S EAH “EAH
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Annexe F
Formulaire

analyse vectorielle :
—0;,0

n”jim

gijkgmnk = dim 5jn

AANBAC)=B(A-C)-C(A-B)

165

(AAB)- (CAD)=(A-C)(B-D)- (A -D)B-C)

VA(VAA) = V(V-A) — V2A
V-(fA)=A-Vf+[VA
VA(fA)=VfAA+ fVAA
V- (AANB)=B:-(VAA) - A-(VAB)

VA(AAB)=A(V-B)—B(V-A)+ (B-V)A—(A-V)B

théoremes intégraux :

/dng-A: dan-A
1% 1%

/d?’rVAA: danAA
1% 1%
/ dBrVy=¢ dany
14 oV

dl- A

/dan-V/\A:
S a8

coordonnées cartésiennes :
V-3 0 I 0 P 0
= X* _ Zi
oz Yoy %oz

(Gauss)

(Stokes)

0A, 0A, 0A
A = i Y z
v Oz + oy + 0z
0A, 0A 0A 0A 0A, O0A
A = z _ _"Y\)s T z ~ Ty T N
VA (&y 3Z>X+<8z 8x>Y+(8$ 8y>z
coordonnées cylindriques :
es? G100
- or r dp 0z
10 10A, 0A,
VA= T8 Tes
VAA — 16142_814? - 04, 0A, A+} Q(A)_GAT .
|r Op 0z 0z or rars e Op z
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coordonnées sphériques :

= =Xxsinfcosp + ysinfsinp + zcos b
6 = X cosfcosp+ §cosfsinp — zsinb
@ = —Xsinp + ycosy
5(:fsin@coscp—i—écos@coscp—c,bsingp
y:fsianin@—I—écosGsin(p—i—gbcosgo
7 =rfcosf — Osind
0 A10 1 0
V=f—4+0-—4¢ g
or r80+cprsin98<p
10 1 0 1 O0A
V-A=—=—(r? 0A e
7“287‘( ) 7“5111989(8111 o)+ rsinf dyp

1 9 . . 1 04, 10 1[0 0A, 1 .
VAA = rsinf [(‘99(Sm9A )= Ogo} T [rsin@ 0y r@r( rA )] 6+ {OT(TA‘)) 00 ]

VQ(I)_lQ aq) +;g S 98(1) +$82£
2 or or r2sin 6 00 n 00 r2 sin? 6 Op?
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