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Chapitre 1

Eléments fondamentaux de la

thermodynamique

1.1 Introduction

La thermodynamique étudie les propriétés des systemes macroscopiques de la matiere,
tels que gaz, liquides, solides. Historiquement, la thermodynamique classique, qui s’est no-
tamment développée au cours des 18°t 19°siecles, a essayé de mettre en évidence, a partir
d’études expérimentales, des lois empiriques et éventuellement certains principes généraux.
Mais des le milieu du 19°siecle, la nécessité de décrire la matiere macroscopique a par-
tir de constituants corpusculaires microscopiques semblait s'imposer. La théorie cinétique
des gaz, développée par Maxwell (1859) est un premier pas dans ce sens. La méthode
générale qui décrit les systemes macroscopiques a partir de constituants microscopiques
est celle de la physique statistique. Elle essaie de donner une explication rationnelle des
lois des systemes macroscopiques en analysant les propriétés de leurs constituants micro-
scopiques. La physique statistique fut développée par Boltzmann (1872) et Gibbs (1900).
La confirmation définitive du bien-fondé de ’approche statistique de la thermodynamique
ne fut acquise qu’au début du 20°siecle apres les observations expérimentales prouvant
I'existence des atomes et des électrons. De par sa généralité, la physique statistique a au-
jourd’hui de nombreux domaines d’applications; on peut citer la physique de la matiere
condensée, la physique des plasmas, la physique nucléaire, I'astrophysique, la mécanique

quantique, etc.. Dans ce cours, nous présenterons les fondements de la physique statis-
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tique et ses applications a la thermodynamique classique. Notre présentation utilisera la

formulation développée par Boltzmann.

1.2 Variables d’état. Agitation thermique.
Température

La densité des constituants microscopiques (molécules, atomes, ions, électrons, etc.)
d’un échantillon macroscopique de matiere est extréemement élevée en comparaison de
I'unité. Un ordre de grandeur est donné par le nombre d’Avogadro N y,., qui représente le
nombre d’atomes contenu dans une mole ou 1 atome-gramme de matiere (22,4 1 de gaz

dans les conditions normales, 1 g d’hydrogene 'H, 12 g de carbone 2C, etc.) :
Nyp. = 6,02 x 10% mol . (1.1)

Il est donc pratiquement impossible de décrire les propriétés et I’évolution d’un systeme
macroscopique a partir de I’évolution individuelle de ses constituants microscopiques :
sur le plan mathématique, on devrait résoudre des équations dont le nombre serait au
moins égal au nombre d’Avogadro, et sur le plan expérimental, on devrait suivre a chaque
instant les déplacements simultanés de N4, particules et ceci sans les confondre. La phy-
sique statistique, en abandonnant toute référence a l'identité individuelle des particules,
essaie de déterminer la distribution du nombre des particules suivant les états possibles
permis dans le systeme. En particulier, elle conduit a une description globale du systeme
macroscopique, a partir des valeurs moyennes de quantités physiques observables ou me-
surables.

Le nombre des variables qui permettent une description globale du systéme macro-
scopique est en général fini. Ces variables sont appelées variables d’état. Ainsi, ’énergie
totale du systeme, le volume, la densité, la pression, la température, etc., font partie des
variables d’état usuelles.

On dit que le systeme macroscopique est en équilibre lorsque toutes les variables d’état
le décrivant restent constantes au cours du temps. Dans une telle situation, le systeme ma-
croscopique apparait immobile et aucun mouvement d’écoulement global interne n’est per-
ceptible. Toutefois, une observation détaillée du systeme au niveau microscopique montre

que ses constituants microscopiques ne sont pas immobiles et ont un mouvement continuel
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désordonné ou chaotique. Dans les fluides (gaz et liquides), ce mouvement envahit tout le
volume occupé par le fluide. Dans les solides il est fait d’oscillations autour des positions
d’équilibre des molécules. Ce mouvement des molécules et des atomes est appelé agitation
thermique.

Il est naturel de mesurer le degré d’agitation thermique du fluide ou du solide par
la valeur moyenne de I’énergie cinétique des atomes. Celle-ci est donnée par la somme
des énergies cinétiques individuelles divisée par le nombre total N des particules. Nous
considérons ici un gaz monoatomique, dont les molécules ou les atomes n’ont pas de
mouvement interne de rotation et de vibration. Dans ce cas, I’énergie cinétique se réduit a

celle du mouvement des centres d’inertie des atomes. L’énergie cinétique totale est ainsi :

N
1
ECT = E Eci> Eci = §mV12 (12)
=1

La valeur moyenne de I'énergie cinétique par particule est :

_ 1 E.
E, = <Ec>:§m<v2>: NT
1
= im(v*y, (1.3)

ou v* représente une valeur moyenne (en module) de la vitesse d’agitation thermique
correspondante.

Historiquement, la température a été introduite pour décrire quantitativement la sen-
sation de chaleur ou de froid qu’on éprouve au toucher des corps. En physique statistique,
la température est introduite pour décrire le degré d’agitation thermique des molécules de
ce corps. Par conséquent, elle devrait étre une fonction croissante de I’énergie cinétique
moyenne qu’on vient de calculer. On définit la température absolue par la relation sui-
vante :

B = ng, (1.4)
ou k est une constante universelle, appelée constante de Boltzmann. Le facteur multipli-
catif 3 devant T est relié aux trois degrés de liberté de I'atome dans son mouvement le

long des axes Ox, Oy et Oz dans I'espace. T est mesurée en kelvin, noté K. La valeur

numérique de la constante de Boltzmann, exprimée en joule par kelvin, est :

k=1,38x 10722 J K™% (1.5)
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La relation de la température absolue T avec la température Celsius t est :
T =273,15+1. (1.6)

Ainsi 0 °C est égal a 273,15 K. Comme [’énergie cinétique est une quantité positive ou
nulle, I’énergie cinétique moyenne F, est nécessairement positive ou nulle. Il en est de

meéme de la température absolue :

E.>0=T2>0. (1.7)

A titre d’exemple, calculons la vitesse moyenne d’agitation thermique des atomes

d’argon (A) & la température normale (T = 273 K). D’aprés les Eqs. (1.3)-(1.4), elle est

v = \/? (1.8)

La masse de 'atome d’argon est donné par m = My /Na,., ot My = 40 x 1073 kg est la

donnée par la formule :

1 ce qui donne une idée de 'ordre

masse d'un atome-gramme. On trouve v* = 412 m s~
de grandeur des vitesses tres élevées des atomes en agitation thermique.

Considérons maintenant un systeme isolé en équilibre, constitué d'un gaz de masse
totale M, occupant le volume V' d’un récipient et contenant N molécules avec une énergie
cinétique totale E.r. Le systeme étant isolé de toute influence extérieure (généralement
ceci est une approximation) et le volume V' étant suffisamment grand (les effets de bord
du récipient deviennent alors négligeables) toutes les directions spatiales doivent étre
équivalentes (isotropie de I’espace) et tous les points de 'espace occupé par le gaz doivent
aussi étre équivalents (homogénéité de 1'espace) dans 1'état d’équilibre. En particulier,
la densité des particules doit étre la méme partout dans le gaz (densité uniforme) et
égale a n = N/V. On en déduit aussi l'uniformité de la masse spécifique : p = M/V.
De méme, la température doit étre la méme partout dans le gaz. Si elle était différente
d’une partie (macroscopique) a lautre du gaz, ceci signifierait que 1'énergie cinétique
moyenne y est aussi différente, ce qui impliquerait I'existence de différences entre les
vitesses quadratiques moyennes, ce qui a son tour provoquerait ’apparition de courants
macroscopiques et des phénomenes d’écoulement global, qui ne devraient pas se produire
dans un état d’équilibre. Supposons alors qu’on divise (mentalement ou par une procédure
expérimentale appropriée) le volume V' en deux volumes distincts, Vy et V5 (Vi 4V, = V),

sans modifier les conditions d’équilibre précédentes dans chacune des parties. Dans ce
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cas, la densité des particules reste la méme dans les deux sous-systemes, n; = ny =
n, ainsi que la masse spécifique, p; = py = p, et la température, 77 = T, = T. En
ce qui concerne le nombre des particules, la masse et ’énergie cinétique, on en déduit
les relations suivantes : Ny = nVy, Ny = nV,, Ny + Ny = N, My = pVi, My = pVs,
My + My = M, Ecpy = %leT, E.gy = %NQkT, E.1 + E.r9 = Eqp. Contrairement a
la densité, la masse spécifique et la température, ces grandeurs apparaissent comme des
quantités additives lorsqu’on juxtapose ou associe deux systemes d’un méme gaz dans des
conditions d’équilibre similaires.

Plus généralement, lorsqu’on modifie le volume d’un gaz par un facteur multiplicatif
A, tout en maintenant les mémes conditions d’équilibre, on a les transformations suivantes

pour les diverses grandeurs rencontrées plus haut :

V= AV =
n—mn, p—p, T—=T,

N — AN, M — M, E.qg— AE.. (1.9)

Les grandeurs, telles que la densité, la masse spécifique et la température, qui ne sont
pas modifiées par cette transformation, sont appelées grandeurs intensives. Les gran-
deurs, telles que le nombre des particules, la masse totale et I'énergie cinétique totale,
qui sont modifiées proportionnellement au volume, sont appelées grandeurs eztensives. 11
est évident que les valeurs moyennes par particule de grandeurs extensives sont des gran-
deurs intensives. Il est souvent plus intéressant de décrire les propriétés physiques d’un
systeme en équilibre par des grandeurs intensives, car elles ne dépendent pas de la valeur
particuliere du volume total occupé par le systeme, ou de la quantité de matiere totale

présente.

1.3 Approximation des gaz parfaits

Les molécules ou les atomes des gaz ont des interactions mutuelles, qui résultent
généralement des forces électromagnétiques que les particules exercent les unes sur les
autres. En général, ces forces s’annulent rapidement lorsque la distance entre les parti-
cules augmente suffisamment. Certaines de ces forces peuvent étre modélisées par une

représentation des particules en spheres de rayon non nul, I'interaction se produisant
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uniquement par contact des spheres. Ces interactions influent sur le mouvement des
particules. Pour tenir compte de leur effet au niveau théorique, il faut introduire, dans
I’évaluation de I’énergie totale du systeme, les énergies potentielles qu’elles créent.

Dans les conditions ou le gaz est assez dilué (par exemple, avec des densités corres-
pondant au nombre d’Avogadro, n ~ 10! cm™3), les distances mutuelles moyennes entre
les particules restent relativement grandes (de I'ordre de 1077 ¢cm) en comparaison aux
distances moyennes typiques des interactions (de 'ordre de 1071 — 1078 cm) ; les énergies
potentielles d’interaction correspondantes restent alors assez faibles devant les énergies
cinétiques moyennes des particules aux températures ordinaires. L’approximation des gaz
parfaits consiste a négliger, dans ces circonstances, les interactions mutuelles des particules
et a traiter celles-ci comme des particules libres.

A T'quilibre, I’énergie totale du systeme, qui est appelée aussi énergie interne, notée
U, devient égale a 1’énergie cinétique totale du gaz :

N
U=Eaq=> E;Ww). (1.10)
i=1

Lorsque le gaz n’est pas isolé, étant placé dans le champ d’une force extérieure (pe-
santeur, champ électrique, etc.), chaque particule acquiert une énergie potentielle E,;(r;),
dépendant généralement de sa position, qui s’ajoute a son énergie cinétique. L’énergie

mécanique d’une particule sera :
Ez' = ECZ'(VZ') + Em'(rz-), (111)

et I'énergie interne du systeme a 1’équilibre sera égale a la somme des énergies indivi-

duelles :
N

U= EcT + EpT = iEz = Z (Ecz(vz> + Em(rz)) (112)

=1 =1

L’approximation des gaz parfaits, lorsque les conditions physiques du probleme la
justifient, permet de simplifier considérablement I’étude théorique des propriétés thermo-
dynamiques des sytemes. On peut améliorer 'approximation en traitant dans une seconde

étape les interactions mutuelles comme une perturbation.

1.4 Libre parcours moyen

Pour tenir compte d’une facon approchée de l'effet des interactions entre les atomes

ou les molécules, on peut modéliser ceux-ci par des spheres dures de rayon non nul. Ainsi,
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au cours de leur mouvement les atomes auront une probabilité non nulle d’entrer en
collision. L’effet de la collision est de faire dévier les atomes de leur trajectoire initiale.
Dans ce modele, les atomes décrivent des trajectoires linéaires libres entre deux collisions
successives. La distance moyenne parcourue par un atomes entre deux collisions successives
est appelée libre parcours moyen. Il est évident que celui-ci dépend essentiellement du
rayon de la sphere représentative des atomes : plus le rayon est grand, plus la probabilité
de collision augmente et le libre parcours moyen diminue.

On peut évaluer le libre parcours moyen par des considérations élémentaires. Plagons-
nous dans le cas le plus simple d'un gaz constitué d’un seul type d’atomes (ou de molé-
cules). On désigne par a le rayon de la sphere correspondante. Considérons le processus
de collision de deux atomes. Soit v leur vitesse relative. En se plagant dans le référentiel
ou I'un des atomes est au repos, I'autre atome s’approche du premier avec la vitesse v

(voir Fig. 1.1).

F1G. 1.1 — Collision de deux atomes.

Tracons des axes paralleles & v passant par les centres respectifs A et A’ des deux
atomes. Soit D la distance entre ces deux axes. Il est clair que pour qu’il y ait collision, il
faut d’abord que v soit dirigé de I'atome mobile vers 'atome fixe (dans le référentiel ou
ce dernier est fixe), autrement dit que les deux atomes se rapprochent I'un de l'autre, et

d’autre part que la distance D soit inférieure a la somme des rayons des deux spheres :
D < 2a. (1.13)

Ce qui intervient dans le processus de collision, c’est la projection des spheres sur le
plan orthogonal a la direction de la vitesse relative v. Chacune des projections représente
un disque de rayon a. Dans le référentiel ou I'un des atomes est fixe, on peut représenter

le processus de collision par I'approche vers le centre de celui-ci d'un disque de rayon 2a
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avec une vitesse v, le disque étant orthogonal a v. Pour qu’il y ait collision, il faut qu’au
moment de son passage le disque passe par le centre de I'atome fixe, ce qui équivaut a

imposer la condition (1.13). Soit o l'aire de ce disque. Sa valeur est :
o = 7(2a)’. (1.14)

Cette aire est appelée section efficace de collision entre les deux atomes.
Soit n la densité volumique ou concentration des atomes (nombre des atomes par unité
de volume). Le produit de n avec un volume donné détermine le nombre des atomes dans

ce volume. Le volume moyen V) dans lequel il y a un seul atome est donné par I’équation

nV® =1, (1.15)
ce qui conduit a
1
v — 2 1.16
. (1.16)

Soit v, le module de la vitesse relative des deux atomes (v, = |v|). Le disque d’aire o

[Eq. (1.14)] balaie pendant un temps ¢ un volume cylindrique V; dont la valeur est :
V, = ou,t. (1.17)

Pour qu’il y ait une collision pendant le temps ¢, il faut que le volume V; précédent

n ' ’

Le temps t correspondant est appelé temps de libre parcours moyen et est noté 7. L’'inverse

de 7 représente le nombre de collisions par unité de temps. L’Eq. (1.18) s’écrit :

1
P 1.19
ov, T - ( )
d’ou :
_ (1.20)
T = — )

On voit que le temps de libre parcours moyen est inversement proportionnel a . Lorsque
o tend vers zéro (c’est-a-dire lorsque le rayon des spheres tend vers zéro) 7 tend vers

I'infini ; la probabilité de collision tend alors vers zéro.
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Le libre parcours moyen est la distance moyenne parcourue par chaque atome entre
deux collisions successives dans le référentiel ou le récipient enfermant le gaz est fixe. Soit

v* la vitesse moyenne d’un atome dans ce dernier référentiel. Le libre parcours moyen est :
v* 1
A=0v'T=——. (1.21)
Ur NO
Le rapport v* /v, peut se calculer assez facilement. Soient vy et vy les vitesses vecto-
rielles des deux atomes entrant en collision dans le référentiel ou le récipient est fixe. La

vitesse relative est :

V=V — Vs. (1.22)
En prenant le carré de cette relation on obtient :
v = v+ Vi - 2vi.vy. (1.23)

En désignant par le symbole < A > la valeur moyenne d’'une grandeur A (moyennée sur
un grand nombre d’atomes a un instant donné ou sur un temps assez long sur un atome),

on obtient pour la valeur moyenne de I'équation précédente :
<VIs>=<VvI> 4 <VE> - <2vivy > . (1.24)

Or < 2vy.vy > fait intervenir 'angle formé par les deux vecteurs v et vo. En supposant
que la répartition des atomes est isotrope dans l'espace et qu’il en est de méme de la
répartition de leurs vitesses, la moyenne de ’angle entre deux vitesses est nulle, aucune
direction de la vitesse n’étant privilégiée par rapport a d’autres. Dans ce cas on a <

2vy. vy >= 0. Les atomes étant identiques, on a aussi < v >=< v2 >. D’ol finalement :

<vi>=2<vi>. (1.25)

2

En identifiant < v > & v et < v? > & (v*)?, on en déduit :

v? = 2(v*)?, (1.26)

ou v, = v/2v*. L’expression du libre parcours moyen devient :
1
\/§na'

En utilisant I'approximation des gaz parfaits on peut avoir une estimation de la concen-

A

(1.27)

tration n en fonction de la température et de la pression. L’équation d’état des gaz parfaits
s’écrit :

PV = NkT, (1.28)
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ot V est le volume du récipient et N le nombre total des atomes (cf. Ch. 4). Or, n = N/V/,

d’ou on obtient :

P =nkT (1.29)
et
kT
A= . 1.30
V2Po ( )

Dans les conditions usuelles, on a : T ~300 K, P ~1 atm~ 10° Pa. La portée effective
des interactions entre les molécules est de 'ordre de 107! m, ce qui suggere de prendre
a~ 1071 m; on en déduit o ~ 12x1072° m2. On trouve pour le libre parcours moyen \ ~
2 x 107" m. L’équation (1.29) nous permet aussi de calculer la valeur de la concentration
n et a partir de ’éq. (1.16) le volume moyen dans lequel se trouve un seul atome. A
partir de celui-ci on déduit la distance moyenne d entre deux atomes voisins; on trouve
d ~ 107 m. D’autre part, la valeur de la vitesse moyenne d'une molécule monoatomique
est calculable a partir de I’Eq. (1.8) ; pour I'argon on a v* ~ 4 x 10> m s1. On en déduit la
valeur du temps de libre parcours moyen, 7 = A\/v* ~ 5 x 107'% s. Le nombre de collisions
par seconde est donné par I'inverse de 7; on trouve 7! ~ 10° collisions par seconde.

D’apres les résultats numériques précédents, on voit que le libre parcours moyen est

beaucoup plus grand que la portée effective des interactions :
A > a. (1.31)

Il en est de méme de la distance moyenne entre deux atomes voisins, qui reste beaucoup

plus grande que la portée effective des interactions :
d>a. (1.32)

C’est cette derniere inégalité qui justifie I'utilisation de I'approximation des gaz parfaits,
dans laquelle les interactions ou les collisions entre atomes sont négligées, ce qui se produit
lorsque le gaz est suffisamment dilué. De méme, lorsque le gaz est dilué la concentration
n est faible et d’apres I'Eq. (1.27) le libre parcours moyen est grand.

On a aussi I'inégalité

A>d, (1.33)

ce qui signifie qu'un atome au cours de son mouvement dépasse une dizaine d’autres

d’atomes avant d’avoir une collision avec un autre atome.
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Les calculs précédents peuvent aussi s’appliquer au cas plus général ou le gaz est un
mélange de gaz de types différents. Mais ici certaines complications apparaissent des faits
qu’il faut associer a chaque type de molécule un rayon différent et qu’il faut distinguer
les types de molécules qui entrent en collision, ce qui fait intervenir a son tour les concen-
trations des divers types de molécules. Un cas particulier important de cette situation
est celui d'un gaz composé d’électrons libres et d’ions ou de molécules. Dans ce cas on
peut négliger le rayon des électrons en comparaison du rayon des ions ou des molécules;
les électrons seront ainsi traités comme des particules ponctuelles. D’autre part, les ions
ou les molécules étant des objets beaucoup plus massifs que les électrons (deux mille
fois plus massifs pour l'atome le plus léger, I'hydrogene), on peut négliger leur vitesse
de déplacement devant celle des électrons et les supposer fixes dans 'espace. Dans cette
approximation, seuls les électrons ponctuels se déplacent et entrent en collision avec les
ions ou les molécules fixes, qui sont représentés comme précédemment par des spheres de

rayon a. (Voir Fig. 1.2).

Fi1a. 1.2 — Collision d’un électron avec un ion ou une molécule.

On peut alors appliquer les relations déja obtenues précédemment avec quelques mo-
difiactions. Soit D la distance entre la direction de la vitesse de 1’électron et I’axe parallele
passant par le centre de Iion; pour qu’il y ait collision, il faut qu’on ait maintenant la
condition

D < a, (1.34)

au lieu de 'inégalité (1.13). La section efficae de collision est maintenant
o = ma’. (1.35)

La probabilité de collision va dépendre de la concentration n des ions. Par le méme

raisonnement que précédemment on aboutit de nouveau a la relation (1.20) pour le temps



12 CHAPITRE 1. ELEMENTS FONDAMENTAUX

de libre parcours moyen. Dans cette formule v, représente le module de la valeur moyenne
de la vitesse relative de ’électron et de I'ion. Or, les ions étant fixes, la vitesse relative de
I’électron et de I'ion se réduit ici a la vitesse de I'électron. La valeur moyenne de v, n’est
autre que la valeur moyenne v* du module de la vitesse des électrons. La formule du libre
parcours moyen (1.21) devient :

A= —, (1.36)

no

ou n est la densité volumique des ions et o la section efficace de collision (1.35).

1.5 Premier principe de la thermodynamique

On sait que dans un systéme mécanique isolé ’énergie mécanique totale (somme
des énergies cinétiques et potentielles) est conservée au cours du temps. C’est la loi de
conservation de I’énergie. Dans les systemes thermodynamiques, d’autres formes d’énergie
entrent aussi en jeu : énergies thermique, chimique, nucléaire, de masse, etc.. Lorsque ces
systemes sont isolés, la loi de conservation de I'énergie totale reste valable, a condition
d’inclure additivement dans celle-ci toutes les formes d’énergie qui participent a leurs
transformations ou a leur évolution. C’est le contenu du premier principe de la thermody-
namique, qui représente une généralisation de la loi de conservation de 1’énergie mécanique
des sytemes mécaniques.

D’une fagon plus générale, la variation de I’énergie interne d’un systeme non isolé sera
égale a la somme (algébrique) de toutes les quantités d’énergies diverses que le systéeme
aura regues du milieu extérieur pendant l'intervalle de temps considéré, 1’énergie totale
du syteme et du milieu extérieur restant constante.

L’énergie d’un systeme ou d’une particule est définie a une constante additive pres,
qui dépend du choix de l'origine de I’échelle d’énergie. On peut uniquement mesurer des
différences ou des variations d’énergie lors des transformations des systemes, ce qui fait
disparaitre cette constante additive arbitraire. De méme, les équations du mouvement de
la mécanique et les autres équations dynamiques de la physique font intervenir uniquement
des dérivées de I'énergie (nous rappelons par exemple que le vecteur force est égal & moins
le vecteur gradient de I’énergie potentielle), ce qui fait disparaitre toute trace de constante
additive. Par conséquent, si certaines formes d’énergie, telles que ’énergie de masse ou

I’énergie nucléaire, n’interviennent pas au cours des transformations du systeme, elles
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peuvent étre incorporées dans la constante addidive et ignorées.

L’énergie étant une quantité additive par rapport aux contributions des divers consti-
tuants du systeme, on en déduit que I’énergie interne (ou totale) est une grandeur ez-
tensive (cf. fin Sect. 1.2). Lorsque le volume du systeme en équilibre est dilaté par un
facteur A, sans que les conditions d’équilibre soient changées, 1’énergie interne subit la
méme dilatation :

VoAV = U= U (1.37)

1.6 Transferts d’énergie

La loi de conservation de I’énergie totale n’est pas suffisante pour déterminer complete-
ment 1’évolution d’un systeme complexe au cours du temps. Les énergies des sous-systemes
composant le systeme total ne sont pas en général conservées si ceux-ci ne sont pas isolés
les uns des autres. Au cours du temps, les sous-systemes, en interagissant, échangent
mutuellement de ’énergie. Il y a ainsi transfert d’énergie d’un sous-systeme a 'autre. Ce
phénomene détermine en grande partie le type d’évolution que le systeme total aura au
cours du temps. Nous étudierons dans cette section les formes importantes de transferts

d’énergie qu’on peut rencontrer dans les systemes thermodynamiques.

1.6.1 Collisions élastiques

Lorsqu’une particule interagit avec une autre particule ou avec un champ de force
elle subit I'influence de la force d’interaction qui donne naissance a une accélération (cf.
I’équation du mouvement ou l’équation de Newton). Celle-ci fait modifier, généralement
en module et en direction, la vitesse initiale de la particule, qui décrit ainsi une trajec-
toire courbée. On dit que la particule a diffusé par rapport au centre de force. Lorsque la
portée de l'interaction est assez faible, on peut modéliser celle-ci en représentant les par-
ticules par des spheres de rayons comparables a la portée de l'interaction. Dans ce cas, le
phénomene de la diffusion, qui est un processus continu, est remplacé par un phénomene
discontinu, se produisant lors du choc entre deux particules. On dit alors qu’il y a col-
lision entre les particules. Apres la collision, les vitesses des particules auront subi des
changements (en module et en direction) et un résultat comparable & celui de la diffu-

sion sera obtenu. Une collision est élastique lorsqu’apres le choc entre deux particules
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on retrouve comme produit de la collision les mémes particules, mais généralement avec
des vitesses modifiées. La collision est dite inélastique lorsque le produit de la collision
contient de nouvelles particules ou des photons, qui représentent des états quantiques
des ondes électromagnétiques. On sait d’apres la théorie de la relativité qu’une énergie
disponible sous toute forme peut se transformer en une énergie de masse et créer ainsi de
nouvelles particules. Dans le domaine des énergies ultra-relativistes, lors d’une collision,
les particules entrant en collision peuvent méme disparaitre completement et donner nais-
sance a des particules nouvelles. Mais pour les domaines d’énergie que nous considérons
ici les énergies disponibles ne seront pas suffisantes pour créer de nouveaux électrons ou
de nouveaux ions. Les seules créations possibles concerneront les photons (qui ont une
masse nulle) ou les ondes électromagnétiques.

Nous considérons d’abord le cas des collisions élastiques. Supposons qu’une particule
avec une vitesse vi entre en collision avec une particule avec une vitesse vo, dont le
module est assez petit relativement a celui de la premiere. Pour simplifier I’analyse, nous
supposons que vy = 0 (particule 2 fixe). Apres la collision élastique les deux particules

auront respectivement des vitesses v} et vi (voir Fig. 1.3).

Fi1G. 1.3 — Collision élastique entre deux particules, dont I'une est fixe.

Lorsque la portée des interactions est faible, ce que nous supposons ici, les deux par-
ticules qui interagissent mutuellement au cours de la collision peuvent étre supposées, au
moment de la collision, sans interaction avec les autres particules du gaz ou du milieu. Par
conséquent, le sous-systeme constitué des deux particules au moment de la collision peut
étre considéré comme isolé du reste du systeme et on peut alors lui appliquer les lois de
conservation de la mécanique. Ce qui intervient ici, ce sont les lois de conservation de la

quantité de mouvement et de I’énergie. Or, dans le modele que nous considérons, 1’énergie
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de chaque particule se réduit a son énergie cinétique. Ces deux lois de conservation nous

donnent :

mvy + mvy = mvy + mvsy, (1.38)
1 1 1 1
§mvf + imvg = va’f + vaf. (1.39)

L'Eq. (1.38) montre que les quatre vecteurs vy, va, v} et v, sont dans un méme plan (pour
vy = 0). On peut ainsi choisir le plan Oxy par exemple comme le plan des vitesses et
décomposer celles-ci sur les axes Ox et Oy, en choisissant v, suivant Ox. Les vecteurs v et
vy étant donnés, v et v} sont inconnus, impliquant ainsi quatre composantes inconnues.
Le nombre des équations scalaires résultant des Eqs. (1.38)-(1.39) étant trois, on en déduit
que les vitesses sortantes ne seront pas entierement déterminées. On trouve que l'angle o
entre les deux vitesses sortantes est en général égal a 7/2. En faisant varier par exemple
|vl,| entre O et |v1,| on peut déterminer les valeurs des autres composantes des vitesses
sortantes. On a en général v, # 0, donc E., > 0, alors que E5 = 0. Comme 1'énergie
totale initiale est égale a E.q, on déduit de I’Eq. (1.39) que E!; < E.. 11y a eu transfert
d’énergie de la particule 1 a la particule 2, c’est-a-dire que la particule la plus énergétique
a cédé une partie de son énergie a la particule la moins énergétique.

Cette conclusion peut-elle étre généralisée a I’ensemble du systeme ? La réponse immé-
diate est non. Car les lois de la mécanique, et de la physique en général, sont invariantes
par rapport au renversement du sens du temps. Autrement dit, lorsqu’un processus est
possible, le processus inverse, ou on aura interchangé les états initial et final et renversé
le sens des vitesses, est aussi possible. Par conséquent, I'inverse de la collision qu’on a

considérée est aussi réalisable (voir Fig 1.4).

!
—Vi

—V1

—V2:O

—vh

F1a. 1.4 — Processus inverse de celui de la Fig. 1.3.
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Dans ce processus, deux particules d’énergies cinétiques voisines entrent en collision
et a la sortie I'une des particule a une énergie nulle et I'autre une énergie maximale. Le
transfert d’énergie s’effectue ainsi dans le sens d’'une augmentation de ’écart des énergies

entre les deux particules.

Si les deux processus précédents s’opéraient avec égale probabilité dans le gaz, leur
effet moyen serait nul et en tout cas indétectable ou faible. Mais en fait, leurs probabilités
de réalisation ne sont pas égales et leurs effets apparaissent dans le gaz sous une forme

dissymétrique.

Pour comprendre la raison de I'inégalité entre les probabilités de réalisation des deux
processus, considérons d’abord les conditions de réalisation du premier processus. Pour
que celui-ci ait lieu, il suffit que les vitesses initiales des deux particules soient alignées.
(Nous considérons le cas un peu plus général ou la deuxieme particule a aussi une vitesse
non nulle, mais de module faible.) On a affaire a une collision frontale (Fig. 1.5) : peu

importent dans ce cas les points et les instants de départ des deux particules.

Fi1c. 1.5 — Collision frontale.

Dans le cas du deuxieme processus (Fig. 1.4), il faut d’abord que les directions des
deux vitesses soient ajustées suivant un angle bien défini. Mais cette condition n’est pas
suffisante. Il faut en plus que les instants de départ soient ajustés suivant la position initiale
des deux particules, sinon elles n’arriveraient pas au point de rencontre au méme instant.
Ce processus exige donc pour sa réalisation la convergence de conditions plus nombreuses
que le premier processus. Dans le gaz de particules ou les vitesses sont réparties d’une
fagon incohérente, la probabilité de réalisation du premier type de processus s’avere étre
plus élevée. Au bout d’un certain temps, les processus du premier type, ou les transferts
d’énergie réduisent les écarts d’énergie entre les particules, I'emportent en nombre. On
peut conclure a ce niveau que les collisions élastiques entre les particules favorisent dans

leur ensemble la réduction des écarts d’énergie.
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1.6.2 Rayonnement. Collisions inélastiques

Les interactions électromagnétiques sont décrites par les équations de Maxwell. Elles
montrent que lorsqu’'une particule chargée (électron, ion) est accélérée (ou décélérée) elle
émet de I'énergie électromagnétique qui se propage sous la forme d’ondes électromagné-
tiques. Ce phénomene est appelé rayonnement. L’énergie rayonnée représente pour la
particule qui rayonne une perte d’énergie qui se traduit par une diminution de son énergie
cinétique. Inversement, une particule chargée en accélération, placée en présence d’ondes
électromagnétiques, peut absorber de I’énergie électromagnétique. Ce phénomene repré-
sente alors pour la particule un gain d’énergie qui se traduit par une augmentation de son
énergie cinétique.

Les ondes électromagnétiques ont une pulsation w ou une fréquence v (w = 27wv). Sui-
vant les valeurs de la fréquence, on distingue plusieurs types d’ondes électromagnétiques :
ondes de radiodiffusion, v ~ 1 — 10® Hz; micro-ondes, v ~ 10° — 3 x 10* Hz; infra-
rouges, v ~ 3 x 10'' — 4 x 10" Hz; lumiere visible, v ~ 4 x 10'* — 7,7 x 10" Hz;
ultraviolettes, v ~ 8 x 10* — 3,4 x 10'6 Hz: rayons X, v ~ 2,4 x 106 — 5 x 10! Hz;
rayons 7, v ~ 102 — 10?2 Hz. Les ondes des domaines de I'infrarouge, des micro-ondes et
de fréquences plus basses, sont produites par des sources chaudes (feu, lampes, etc.) et
peuvent étre senties physiologiquement par la sensation de chaleur.

Les particules du gaz, au cours des chocs contre les parois du récipient, ou au cours
des collisions avec d’autres particules, subissent des changements de vitesses, donc sont
accélérées (ou décélérées) et rayonnent, généralement avec des fréquences v < 10'° Hz.
Les collisions entre particules accompagnées de rayonnement, sont appelées collisions
in€lastiques. L’énergie rayonnée au moment des chocs contre les parois du récipient varie
comme le carré de la vitesse de la particule percutant la paroi. Par conséquent, les parti-
cules les plus énergétiques perdent plus d’énergie par rayonnement que les particules moins
énergétiques. Parallelement, I’énergie rayonnée est réabsorbée en partie par les particules
du gaz. Les particules les moins énergétiques ont tendance a absorber plus d’énergie.

Les processus inverses des processus précédents sont aussi permis par les équations de
I’électromagnétisme. Mais comme dans le cas des collisions élastiques, leurs probabilités
de réalisation dans un gaz de particules avec une répartition incohérente des vitesses sont
beaucoup plus faibles. Par exemple, nous avons représenté sur la Fig. 1.6 un processus

inélastique de rayonnement (a) et le processus inverse (b). Les conditions de réalisation
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du processus (a), ou une onde électromagnétique sphérique est émise, sont presque les
mémes que dans le cas d’'une collision frontale (Fig. 1.5), c’est a dire peu nombreuses.
Dans le processus inverse (b), ou une onde électromagnétique sphérique convergente est
absorbée pour produire une particule tres énergétique, les conditions de réalisation sont
plus nombreuses; il faudrait que les vitesses initiales des deux particules et de 1'onde
¢électromagnétique soient ajustées de telle sorte qu’elles arrivent au méme point au méme
instant. Le processus (a) a ainsi plus de probabilité de réalisation que le processus (b).
De méme, au moment du choc d’une particule contre une paroi, une onde électromagné-
tique pourrait arriver au point du choc pour se faire absorber et augmenter 1’énergie de
la particule, mais la probabilité de réalisation d’un tel processus, permis par les équations

de I’électromagnétisme, est extrémement faible comparée a celle du rayonnement.

(a) (b)

F1a. 1.6 — Collision inélastique (a) et le processus inverse (b).

Il s’ensuit qu’au cours des processus de rayonnement et d’absorption d’énergie élecro-
magnétique, un transfert graduel d’énergie a lieu des particules les plus énergétiques
vers les particules moins énergétiques. Ce processus se poursuit jusqu’a ce qu’un état
d’équilibre soit atteint, caractérisé par un écart d’énergie assez faible entre les particules.
Ce type d’énergie transférée (par ondes électromagnétiques de faible fréquence et aussi
par collisions) est appelé énergie thermique, car il provoque au niveau macroscopique la
sensation de chaleur (le milieu est chauffé).

Dans les milieux solides, ou la densité des particules est tres élevée, I’énergie thermique
peut aussi se propager par contact entre les molécules. Celles-ci commencent a vibrer
fortement et par contact ou par couplage elles mettent en vibration d’autres molécules

voisines et ainsi de suite. L’énergie thermique est transformée en énergie vibratoire et se
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propage de proche en proche dans la matiere.

L’interaction thermique existe méme pour les gaz parfaits, pour lesquels les phéno-
menes de collision sont négligés. Elle résulte du rayonnement émis au moment du choc
des particules contre les parois. C’est elle qui explique pourquoi un gaz parfait isolé,
dans lequel les interactions mutuelles entre les particules sont supposées étre absentes,
peut subir des transformations a partir d’un état initial hors d’équilibre jusqu’a ce qu’elle
atteigne un état d’équilibre.

Planck (1900) a montré que I’énergie thermique et 1'énergie électromagnétique en
général sont constituées de quantas élémentaires appelés photons. Si 'onde électromagné-

tique a une pulsation w, le photon a une énergie
E, = hw, (1.40)
ou h est une constante universelle, appelée constante de Planck ; sa valeur numérique est :
h=1,05x10"* Js. (1.41)

La constante de Planck fixe I’échelle d’énergie de la physique quantique. Aux grandes
fréquences (ultraviolettes, X, ), le photon se comporte comme une particule relativiste
de masse nulle et un traitement quantique de ses effets s’avere alors nécessaire.

Si on n’est pas intéressé par les propriétés détaillées du rayonnement (par exemple par
son spectre d’énergie en fonction de la fréquence), on peut ignorer la présence explicite des
ondes électromagnétiques ou des photons dans le gaz. En revanche, il faut tenir compte
globalement de ’énergie thermique échangée par le systeme avec le milieu extérieur pour
pouvoir appliquer correctement la loi de conservation de I’énergie (premier principe de la
thermodynamique).

Si le systeme est isolé du monde extérieur (parois étanches a la chaleur), 1'énergie
thermique reste a I'intérieur du systeme et est simplement transférée des particules éner-
gétiques vers les particules moins énergétiques. A I’quilibre, ses effets macroscopiques
disparaissent. Son role a été de conduire le systeme vers un état d’équilibre.

Si le systeme n’est pas completement isolé (parois perméables a la chaleur), il peut
interagir avec le milieu extérieur par l'intermédiaire du rayonnement et les transferts
d’énergie thermique. Si sa température est supérieure a la température du milieu ambiant,

il perd de I’énergie thermique par rayonnement ou par contact, et au cours du temps
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sa température baisse jusqu’a ce qu’elle atteigne la température du milieu ambiant. Si
sa température est inférieure a la température du milieu ambiant, c’est le phénomene
inverse qui se produit : le systeme récupere de 1’énergie et sa température augmente. Pour
déterminer les propriétés du systeme dans I'état final, il est nécessaire de connaitre la
valeur de I’énergie thermique échangée avec le milieu extérieur.

A titre d’exemple, si on jette un morceau de métal chaud dans de 'eau froide, on
constate que le métal refroidit et que 'eau chauffe légerement. Le processus inverse ne
se produit pas; le métal chaud aurait pu chauffer encore plus et 'eau aurait pu refroidir
davantage. Ou encore, personne ne pense a chauffer un plat en le mettant dans de I’eau
froide. Ces processus sont permis par les lois de la mécanique ou de I’électromagnétisme,
mais les phénomenes de transfert d’énergie thermique ont lieu dans un sens bien déterminé,
car certains processus microscopiques sous-jacents sont plus favorisés par les conditions

de réalisation de I'expérience que leurs processus inverses.

1.6.3 Densité énergétique

Afin de représenter quantitativement la distribution des particules d’'un gaz parfait
suivant leur énergie, on définit la densité énergétique ng des particules, qui représente
le nombre des particules par unité d’énergie; en général ng n’est pas une constante et
dépend de la valeur de I’énergie autour de laquelle on la mesure. Le nombre des particules

possédant une énergie se trouvant dans une bande étroite AE entourant la valeur Eq est :

Le nombre total N des particules étant trés grand en général (de l'ordre du nombre
d’Avogadro), on peut le considérer comme une variable continue et traiter ses petites
variations comme des variations infinitésimales, représentées par des différentielles. La

forme infinitésimale de I’équation précédente est :
dN(E) =ng(E)dE. (1.43)
(On a remplacé Ey par E.) L'énergie totale des AN particules est approximativement :
ABEr(Ey, AN) = E,AN(Ey) = np(Eo) EoAE, (1.44)
et sous forme infinitésimale (qui devient une équation exacte) :

dE7(E,dN) = EAN(E) = Eng(E)dE. (1.45)
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Le nombre total des particules est donné par la somme des AN(FE) ou l'intégrale de
ng(E) étendues a toutes les valeurs possibles de I’énergie, qu’on prend ici entre 0 et co
(énergie cinétique) :

N:/dN(E) :/OOOnE(E)dE. (1.46)

L’énergie totale est donnée par la somme des EAN(FE) ou l'intégrale de ng(E)E :
Er— / dEr = / EdN(E) = / Enp(E)dE. (1.47)
0

L’énergie moyenne par particule est obtenue en divisant 1’énergie totale par le nombre

total des particules :
po L _ o Ens(B)dE (1.48)
N o ne(E)dE

ng

F1G. 1.7 — Distribution de 1'énergie dans 1’état initial d’'un systéme. E représente la valeur

moyenne de I’énergie par particule.

A titre d’exemple, supposons que ng(F) ait a un instant donné, la forme indiquée
sur la Fig. 1.7; les particules sont essentiellement réparties en deux groupes énergétiques
distincts, 'un d’énergie faible, I'autre d’énergie élevée. D’apres les propriétés des proces-

sus de transfert d’énergie qu'on a vues plus haut, on prévoit qu’au cours du temps le



29 CHAPITRE 1. ELEMENTS FONDAMENTAUX

nombre des particules avec énergie élevée va diminuer puisqu’elles perdent par rayonne-
ment et collisions une partie de leur énergie. Le nombre des particules avec énergie faible
va aussi légerement diminuer, puisqu’elles récuperent 1'énergie perdue par les particules
énergétiques et deviennent ainsi un peu plus énergétiques. Lorsque I'état d’équilibre est
atteint, la distribution de I'’énergie sera concentrée autour de la valeur moyenne £, avec
une prépondérance pour les valeurs inférieures & E. Une allure typique de ng(E) dans
I'état final (état d’équilibre) est représenté sur la Fig. 1.8. Puisque le systéme est isolé,
le nombre total des particules, I'énergie totale et la valeur moyenne de ’énergie restent

inchangés.

ng

Fic. 1.8 — Distribution de I’énergie dans ’état final d’équilibre. E représente la valeur

moyenne de I'énergie par particule.

1.7 Phénomenes irréversibles

Nous avons vu que les phénomenes de transfert d’énergie, diis aux interactions mu-
tuelles des particules et surtout au rayonnement électromagnétique, font évoluer les sys-
temes a grand nombre de particules vers des états d’équilibre caractérisés par une réduc-

tion des écarts d’énergie entre les particules. Au niveau macroscopique, cette évolution se
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fait toujours dans le méme sens. On dit qu’on a affaire a des processus irréversibles, dans
la mesure ol les processus inverses ne se réalisent pas spontanément (toujours au niveau
macroscopique). Les phénomenes irréversibles se manifestent aussi dans la distribution
spatiale des particules. Nous étudierons dans cette section ce dernier aspect du probleme.

Considérons 'expérience suivante (Fig. 1.9). Un gaz est enfermé, a I’équilibre, dans
un volume V7, lequel est séparé par une cloison d'un autre volume V5 dans lequel on a
fait le vide. Les deux volumes font partie d’'un méme récipient. On ouvre ou on enleve la
cloison. Le gaz se répand au bout d’un certain temps dans tout le récipient. Le systeme
atteint un état ou la densité des molécules du gaz est uniforme dans le volume total V'
(on néglige les petites variations de la densité suivant la verticale dues aux effets de la
pesanteur). Cet état, une fois atteint, reste inchangé au cours du temps; c¢’est donc un

état d’équilibre.
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Fi1G. 1.9 — Détente d'un gaz dans un volume plus grand.

Si on réalisait I'expérience inverse, avec le gaz remplissant a 1’état initial le volume total
V', on ne verrait jamais le gaz se rassembler dans le volume V;. Le processus inverse de
la détente du gaz n’est donc pas réalisable au niveau macroscopique. Il s’agit bien, dans
le cas de la détente du gaz, d'un processus irréversible. Cette expérience est d’ailleurs
vérifiée facilement dans la vie courante. Il suffit de placer dans I'un des coins d’une salle
un flacon contenant un parfum. On ouvre le flacon. Au bout d’un certain temps 'odeur
du parfum se répand dans toute la salle.

Les raisons de l'irréversibilité de la détente du gaz se comprennent assez facilement.
Premierement, le phénomene de la détente n’aurait jamais pu avoir lieu si les molécules
du gaz n’avaient pas de vitesse d’agitation thermique. Or, a une température absolue non
nulle, les molécules possedent nécessairement une vitesse moyenne différente de zéro (en

module). Deuxiemement, les vitesses des molécules sont réparties d’une fagon aléatoire,
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notamment en direction. Si on pouvait ajuster les vitesses de toutes les molécules du gaz a
I’état initial suivant la direction verticale et si on pouvait enlever la cloison sans perturber
le systeme, les molécules continueraient & avoir un mouvement vertical (en supposant des
réflexions parfaites sur les parois) et le gaz resterait dans le volume initial Vi. Un tel
processus n’est pas interdit par les lois de la mécanique. De méme, si on pouvait choisir
toutes les vitesses suivant une direction horizontale paralléle aux parois latérales, avec
des modules appropriés, on pourrait avoir un mouvement périodique, ou, périodiquement,
le gaz se retrouverait entierement dans le volume Vj. Mais, a cause de la répartition
aléatoire des vitesses, les molécules vont dans toutes les directions et finissent par occuper
constamment avec une densité uniforme tout le volume V du récipient. Concernant le
processus inverse, si on pouvait ajuster toutes les vitesses des molécules du volume V
d’une facon appropriée et précise, on pourrait retrouver tout le gaz a un instant donné
rassemblé dans le volume V;. Mais un tel ajustement est expérimentalement impossible
a réaliser. La répartition des vitesses étant incohérente, il est extrémement peu probable
qu’il existe, a I’échelle expérimentale, un instant ou toutes les molécules se retrouvent

dans V;.

Les observations macroscopiques nous montrent que 1’état d’équilibre atteint dans le
volume V' reste inchangé, méme si les molécules bougent au niveau microscopique. Si en
moyenne AN molécules quittent a un instant donné un petit volume AV, il y en a autant
qui y arrivent au méme instant. Donc, en moyenne, tout semble statique. Si on avait pu
ajuster les vitesses suivant une direction déterminée, ce phénomene n’aurait pas pu se

produire.

L’expérience précédente peut se généraliser au cas de deux gaz (Fig. 1.10). A I'état
initial, on a dans le volume V; un gaz en équilibre a la température T} et dans le volume
V5 un autre gaz en équilibre a la température 75 (les deux gaz pouvant étre différents ou
identiques), avec, par exemple, T5 < T7. On enleve la cloison. Les deux gaz se mélangent
et au bout d'un certain temps un état d’équilibre est atteint, avec une densité de gaz
uniforme et une température 7' uniforme, telle que Ty < T < T;. L’expérience inverse
n’est pas réalisable. Les deux gaz, une fois mélangés, ne se séparent plus dans des volumes

différents.

L’explication microscopique de ce processus découle des conclusions obtenues précé-

demment. Le phénomene du mélange des deux gaz est une généralisation du phénomene
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Fi1G. 1.10 — Mélange de deux gaz.

de la détente d'un seul gaz, la propriété de répartition aléatoire des vitesses des molécules
étant valable pour les deux gaz séparément. Le fait que la température finale soit comprise
entre les deux températures initiales peut étre expliqué a partir des processus de transfert
d’énergie appliqués maintenant aux deux gaz. Méme si les deux gaz n’interagissent pas di-
rectement (approximation des gaz parfaits), le phénomeéne du rayonnement du aux chocs
des molécules contre les parois continue d’exister et le transfert d’énergie des molécules
les plus énergétiques (quelle que soit leur nature) vers les molécules moins énergétiques
s'opere. A la fin, un état d’équilibre est atteint ou les énergies se concentrent autour
d’une valeur moyenne représentée par la température 7. D’apres les propriétés des va-
leurs moyennes des quantités positives (les énergies cinétiques), celle-ci est nécessairement

comprise entre les deux températures initiales.

En conclusion, I’évolution des systemes macroscopiques est représentée par des pro-
cessus irréversibles, caractérisés par la détente des gaz et les transferts d’énergie al-
lant dans le sens d'une concentration des énergies dans un domaine couvrant la valeur
moyenne et des valeurs inférieures. L’irréversibilité de ces processus n’est pas due a une
irréversibilité inhérente aux lois fondamentales de la physique, mais provient d’une part
de la répartition aléatoire des vitesses de I'agitation thermique et d’autre part de la pro-
babilité de réalisation expérimentale plus élevée qu’ont certains types de processus micro-

scopiques par rapport a d’autres.

Or, ces processus macroscopiques irréversibles ne sont pas prédits par la seule loi de
conservation de I’énergie (ou par le premier principe de la thermodynamique) ; il faudrait
introduire un principe supplémentaire tenant compte de tous ces mécanismes d’évolution
pour pouvoir les décrire et déterminer avec précision les états d’équilibre des systemes.

Ce role est joué par le deuxieme principe de la thermodynamique, que nous essaierons de
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formuler dans le cadre de la physique statistique.



Chapitre 2

Deuxieme principe de la

thermodynamique

2.1 Introduction

Nous avons vu au chapitre 1 que les systemes a tres grand nombre de particules
évoluent suivant des processus irréversibles vers des états d’équilibre macroscopique. Ces
processus irréversibles sont dus d’une part a la répartition désordonnée des vitesses des
particules (agitation thermique) et d’autre part aux transferts d’énergie au cours des
collisions et du rayonnement des particules. Notre but dans ce chapitre est de formuler le
principe physique qui gere ces transformations. Nous utiliserons pour cela le cadre de la
physique statistique, qui permet de décrire les systemes macroscopiques a partir de leurs

constituants microscopiques.

2.2 Espace des phases. Microétats et macroétats

En mécanique classique, I’évolution des particules ponctuelles est décrite par la donnée
simultanée de leurs vecteurs position et vitesse, r et v. Ainsi, la seule donnée du vecteur
position a un instant ¢ n’est pas suffisante pour décrire 1’évolution ultérieure ; il faut aussi
connaitre le vecteur vitesse. De méme, lorsque deux particules se trouvent, a l'instant
t, a la méme position mais ont des vitesses différentes a cet instant, elles vont évoluer

differemment (dans les mémes conditions physiques). La nécessité d'une connaissance

27
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simultanée des vecteurs position et vitesse est une conséquence du fait que I'équation
fondamentale de la mécanique (I’équation de Newton) est une équation différentielle de
deuxieme ordre, dont la solution générale dépend du choix des conditions initiales concer-
nant le vecteur position et sa premiere dérivée par rapport au temps, le vecteur vitesse.
L’évolution de chaque particule ponctuelle est décrite par six variables, z, y, 2, vz, vy, v,
composantes des vecteurs r et v. L’espace formé par {r, v} est appelé espace des phases.

Mais, généralement, r et v ne sont pas connus ou mesurés d’'une fagon exacte. Les
limitations des instruments de mesure introduisent des incertitudes dans leurs valeurs.
A un couple (z, v,) donné, il faut associer des incertitudes Az et Av,. Des incertitudes
théoriques sont aussi imposées par la mécanique quantique. Ainsi, le principe d’incertitude

de Heisenberg stipule que Az et Av, ne peuvent étre nulles et doivent vérifier 'inégalité
mAzxAv, > h, (2.1)

oll m est la masse de la particule et 71 la constante de Planck [Eq. (1.41)] qui définit Iéchelle
de grandeur des phénomenes quantiques. Toutefois, les incertitudes des instruments de
mesure classique sont beaucoup plus grandes que celles imposées par la mécanique quan-
tique et dans la suite de notre étude, limitée en général aux phénomenes classiques, nous
supposerons que le produit mAxAw, est largement supérieur, de plusieurs ordres de gran-
deur, a h.

En tenant compte de ces faits, une description statistique d’un systeme de parti-
cules se fait en divisant ’espace des phases en petits volumes ou cases, de dimensions
AxAyAzAv,AvyAv,, de 'ordre de grandeur des incertitudes expérimentales. Les centres
de ces cases peuvent étre considérés comme les points représentatifs de ’espace des phases
discrétisé.

A titre d’exemple, nous avons représenté sur la Fig. 2.1 I'espace des phases discrétisé
dans le cas d’'un mouvement unidimensionnel suivant I'axe Ox.

L’état d’'une particule est spécifié en indiquant la case ou elle se trouve. Sur la figure,
une premiere particule se trouve dans la case entourant la position z; et la vitesse v,1. Une
deuxieme particule se trouve dans la case (x2, v,2). Une troisieme particule se trouve a
la méme position que la premiere particule, mais a une vitesse différente. Une quatrieme
particule a la meéme vitesse que la deuxieme particule, mais se trouve a une position

différente, etc..
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F1G. 2.1 — Espace des phases discrétisé.

On appelle configuration une répartition donnée de particules dans les cases de ’espace
des phases (au méme instant).

En mécanique classique, lorsque le nombre des particules est petit, on peut distinguer
celles-ci les unes des autres (méme si elles sont semblables et ponctuelles) et suivre indi-
viduellement leur évolution. On peut ainsi les numéroter ou leur associer des lettres ou
des noms. Lorsque le nombre des particules devient tres grand, cette possibilité est vite
perdue sur le plan expérimental. On ne peut plus distinguer les particules semblables (de
méme type) d’un instant a l'autre de leur évolution. L’identité individuelle des particules
est perdue au niveau macroscopique. Il y a de ce fait une perte d’information par le pas-
sage du niveau microscopique au niveau macroscopique dont il faudra tenir compte lors
de la formulation théorique de la description du systeme.

Toutefois, dans un premier temps, pour faciliter la description du systeme, on a intérét
a continuer a distinguer, au niveau microscopique, les particules les unes des autres en les
numérotant. On appelle microétat une configuration donnée de ’espace des phases dans
laquelle on distingue les particules les unes des autres en les numérotant. Un microétat
détermine completement 1’état du systeme a un instant donné, puisqu’il spécifie pour

chaque particule sa position et sa vitesse a cet instant (avec les incertitudes Az, Av,, etc.,
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associées). Puisque les dimensions de chaque case de l'espace des phases sont associées
aux incertitudes sur la position et la vitesse, il n’est pas possible de spécifier avec plus
de précision les valeurs de r et v a l'intérieur d’une case. Plusieurs particules peuvent
apparaitre dans une meéme case, mais ’emplacement relatif de ces particules n’a aucune
importance. Si on pouvait distinguer leurs emplacements relatifs, ceci signifierait que la
précision expérimentale est plus grande que celle admise au début. Sur la Fig. 2.2, on
considere I'exemple schématique de trois particules, numérotées 1, 2, 3, placées dans un
espace des phases a quatre cases, et quelques microétats typiques. Les microétats (a) et

(c) sont identiques et devraient étre comptés une fois.

1,2 3 2.1

3,1 3,2,1

2 2,1 3

(d) (e) (f)

Fi1G. 2.2 — Espace des phases avec quatre cases occupé par trois particules.

On a ainsi sur la figure cinq microétats distincts. D’autres microétats existent aussi.
En fait le nombre total des microétats possibles est 4> = 64, puisque chaque particule
peut étre placée, indépendamment des autres, de 4 facons différentes. Plus généralement,
si 'espace des phases contient p cases et le nombre des particules est IV, le nombre total

S ey N,
des microétats, désigné par Q,Eot P ), sera :

Qo =p". (2.2)

Les conditions physiques d’un probleme imposent des contraintes sur les microétats

possibles. Par exemple, les dimensions du récipient ou se trouve le gaz limitent les valeurs



2.2. ESPACE DES PHASES. MICROETATS ET MACROETATS 31

possibles de x, y, z. La donnée de la valeur de ’énergie cinétique totale des molécules
place une borne supérieure au module de la vitesse de chaque particule. Les microétats
qui vérifient les conditions physiques du probleme sont appelés microétats accessibles.

Lorsqu’on passe a la description ou a ’observation macroscopique du systeme, 1’iden-
tité individuelle des particules est perdue (impossibilité pratique de distinguer les parti-
cules). Ce qu’on observe macroscopiquement c’est le nombre des partcules dans chaque
case de l'espace des phases, sans tenir compte de leur identité (nombre des particules oc-
cupant a un instant donné telle position de ’espace ou ayant telle vitesse ou telle énergie,
etc.). Par exemple, lorsqu’on mesure la densité volumique d’un gaz ou d’un liquide, en
répétant, pour améliorer la précision de la mesure, plusieurs fois la méme expérience, sou-
vent avec des échantillons différents, on ne spécifie pas l'identité des atomes du gaz ou
du liquide. Certainement, a chaque expérience les atomes changent. Ce qu’on mesure en
fait, c’est le nombre des atomes, indépendamment de leur identité, par unité de volume.
De méme, au cours de la mesure de la pression d'un gaz, on compte, entre autres, le
nombre des atomes percutant une surface-test par unité de temps, sans se préoccuper de
leur identité. On appelle macroétat une configuration donnée de I'espace des phases dans
laquelle on ne spécifie pas l'identité individuelle des particules, seul leur nombre par case
étant spécifié.

A titre d’exemple, considérons un espace des phases a deux cases dans lesquelles sont

placées deux particules (Fig. 2.3).

(a) (b) ()

Fi1G. 2.3 — Espace des phases a deux cases occupé par deux particules.

Au niveau microscopiques, les deux microétats (a) et (b) sont distincts puisque dans
les deux cas les particules 1 et 2 occupent des cases différentes (donc ont des positions et
des vitesses différentes). Au niveau macroscopique, ces deux microétats correspondent au
méme macroétat (c), dans lequel les particules ont perdu leur identité et sont de ce fait

représentées par des croix indistinctes. Si au cours d’une série d’expériences on observe les
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configurations correspondant aux deux microétats (a) et (b), chacune une fois, elles seront
considérées comme correspondant au méme macroétat (c¢), qui aura été ainsi observé deuz
fois. Par conséquent, a cause de la perte d’identité des particules au niveau macroscopique,
un macroétat peut englober plusieurs microétats, qui se distinguent uniquement par les
permutations des particules appartenant a des cases différentes dans une configuration
donnée et qui contribuent ainsi de la méme facon au cours de I'observation macroscopique

du systeme.

2.3 Postulat fondamental de la physique statistique

Le fait qu'un macroétat englobe plusieurs microétats, qui deviennent indistincts au
niveau macroscopique, permet de donner une interprétation probabiliste aux phénomenes
observés a I’équilibre des systemes.

Pour mettre en évidence cette propriété, considérons ’exemple le plus simple d'un es-
pace des phases composé de deux cases avec deux particules. C’est une situation simplifiée
de l'expérience de la Fig. 1.9; les deux volumes V; et V5 sont supposés ici étre égaux. En
principe, les cases de l’espace des phases ont des dimensions infinitésimales, mais, par
souci de simplification, nous levons ici cette restriction. Le petit nombre des particules
permet aussi une meilleure compréhension des principes mis en jeu. On suppose que les
deux particules ont des énergies cinétiques égales (donc des modules de vitesses égaux)
et sont sans interaction mutuelle. L’espace des phases envisagé peut ainsi étre considéré
comme correspondant a 'espace des positions. (On ne s’intéresse pas dans ce probleme
aux directions des vitesses.)

Chaque particule peut étre placée dans les cases de deux facons différentes, soit dans
la premiere case, soit dans la deuxieme, indépendamment de I'autre particule. Le nombre
total des microétats est donc [Eq (2.2)] : Qﬁf) = 22 = 4. Ces microétats sont représentés
sur la Fig. 2.4.

En passant a la description macroscopique, les particules perdent leur identité et on
obtient trois macroétats, représentés sur la Fig. 2.5, ot on a indiqué au-dessous de chaque
macroétat le nombre de microétats qu’il contient.

Nous constatons que le macroétat ou les particules sont réparties uniformément dans

les deux cases contient deux fois plus de microétats que les autres macroétats, ou les
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1,2 1| 2 2 |1 1,2

Fi1G. 2.4 — Les quatre microétats de l'espace des phases a deux cases occupé par deux

particules.

Fi1G. 2.5 — Les trois macroétats de l’espace des phases a deux cases occupé par deux
particules; au-dessous de chaque macroétat est indiqué le nombre des microétats qu’il

contient.

particules sont regroupées dans une seule case. Or, expérimentalement, on avait constaté,
qu’a I'équilibre, c’était justement la situation qui était observée : les particules du gaz
étaient réparties uniformément dans les deux volumes du récipient.

Afin d’établir une corrélation entre les macroétats et les états macroscopiques observés
sur les systemes physiques, il est nécessaire d’associer un poids statistique ou une pro-
babilité a chaque microétat du systeme. Dans le dernier exemple considéré il est naturel
de considérer les quatre microétats a pied d’égalité, en associant a chacun d’eux le méme
poids statistique, un sur quatre, car aucune raison physique ne semble favoriser I'un d’eux
par rapport aux autres. Dans ce cas, le macroétat avec deux microétats a le poids sta-
tistique le plus élevé, deux sur quatre, et pourrait naturellement étre associé a ’équilibre
du systeme dans la mesure ou il posséderait la plus grande probabilité d’apparition ou
d’observation, 1/2, comparée a celle des deux autres macroétats (probabilité de 1/4 pour
chacun). La décision d’associer des probabilités égales a tous les microétats peut aussi se
comprendre au niveau physique. Le systéme étant isolé (les effets de bord du récipient
et les forces extérieures au systeme étant négligés), la particule 1, par exemple, au cours
de son mouvement chaotique, n’a aucune raison physique de préférer la premiere ou la

deuxieme case. Sa vitesse initiale étant arbitraire, et a cause des chocs contre les parois,
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elle passe au cours du temps d’'une case a ’autre ; en moyenne, elle passe autant de temps
dans la case 1 que dans la case 2. Il en est de méme de la particule 2. En combinant les
mouvements des deux particules, on voit ainsi que le systeme passe des temps égaux dans
chaque microétat.

On peut aussi convertir en langage probabiliste le phénomene précédent. Chaque mi-
croétat est occupé au cours du temps avec égale probabilité. Si, par exemple, on prenait
40 photographies a des instants différents, on constaterait, dans le cas ot on distinguait
les deux particules, que chaque microétat apparait 10 fois sur ces photographies. Mais les
observations physiques se font au niveau des macroétats. En perdant la distinction entre
les particules 1 et 2, on verrait sur les 40 photographies précédentes le macroétat 2 vingt
fois et les macroétats 1 et 3 dix fois chacun.

Dans 'exemple précédent nous avons ignoré I'influence des forces extérieures (et géné-
ralement des forces d’interactions mutuelles). La présence de telles forces invalide 'argu-
ment utilisé précédemment concernant 1'égalité des chances de chaque case lors des dép-
lacements des particules, dans la mesure ou ces forces, par le jeu des attractions ou
des répulsions exercées sur les particules pourraient favoriser certaines cases par rapport
a d’autres. Il faut cependant ne pas confondre I’égalité des probabilités des microétats
avec celle des cases, seule la premiere jouant un role fondamental. En présence de forces
extérieures il devient nécessaire de tenir compte du role joué par I'énergie totale du systeme
dans la répartition des particules dans les cases de ’espace des phases.

A chaque case de 'espace des phases est associée une valeur d’énergie, notée ¢; pour
la case 7, déterminée par les valeurs des vecteurs vitesse et position de la case : la valeur
du vecteur vitesse v; dans la case i fixe celle de ’énergie cinétique, FE.; = %mv?, et la
valeur du vecteur position r; fixe celle de I'énergie potentielle, E,; = E,(r;). L'énergie ¢,
d’une particule dans la case ¢ sera donnée par la somme de son énergie cinétique et de

son énergie potentielle :

1
g, = Ecz' + Epi = imvf + Ep(ri). (23)

Soit B I'énergie totale des particules a un instant donné. L’existence d’un état d’équilibre
macroscopique du systeme signifie que E7, qui est une grandeur physique observable au
niveau macroscopique, doit étre constante au cours du temps (loi de conservation de
I'énergie totale). Les forces extérieures, si elles existent, devraient étre statiques dans ce

cas. Toute répartition des particules dans les cases de I'espace des phases (a un instant
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donné) devrait respecter la contrainte de I’énergie totale signifiant que la somme totale des
énergies individuelles devrait toujours étre égale a Ep. Cette contrainte élimine un certain
nombre de microétats, qui deviennent de ce fait inaccessibles. Ainsi, a titre d’exemple,
on ne peut jamais avoir un microétat ou deux particules seraient simultanément placées
dans la case dont ’énergie ¢ est égale a Ep, car la somme des énergies des deux particules
serait 2FE7, dépassant la valeur maximale permise Er. (On suppose pour simplifier que les
énergies des cases sont positives ou nulles.) Les microétats qui respectent la contrainte de
I’énergie totale appartiennent justement a la catégorie des microétats accessibles définis

précédemment.

La présence de forces extérieures réduit ainsi, par I'intermédiaire de la contrainte de
I’énergie totale et éventuellement par d’autres contraintes, le nombre des microétats ac-
cessibles. Une fois les microétats accessibles répertoriés, aucune autre contrainte physique
ne peut plus étre invoquée, ce qui place de nouveau les microétats (accessibles) a pied
d’égalité. Ainsi, le microétat pour lequel la particule 1 est placée dans la case d’énergie
e = FEr et toutes les autres particules dans la case d’énergie nulle est aussi probable
que le microétat ou les particules 1 et 2 sont interchangées ou le microétat ou toutes
les particules (de nombre N) sont placées dans la case d’énergie Er/N. Au cours du
temps, et a cause de 'agitation thermique, des collisions, des chocs contre les parois et
du rayonement, tous les microétats accessibles seront occupés ou visités avec égale proba-
bilité ou avec égale périodicité. (Nous supposons que le systéme est isolé, en ce sens qu’il
n’échange pas d’énergie avec le monde extérieur au cours du temps. Comme les forces
extérieures statiques respectent la loi de conservation de I’énergie, la notion de systeme
isolé peut étre élargie en y incorporant aussi le cas ou ces forces sont présentes.) Ces
considérations montrent que la propriété d’équiprobabilité de tous les microétats acces-
sibles est un phénomene général, valable pour toutes les situations, qu’il faut admettre au
cours de nos analyses comme un postulat. Ce postulat est connu sous le nom de “postulat

fondamental de la physique statistique”.

Postulat fondamental : Dans un systeme isolé a l’équilibre, tous les microétats

accessibles sont également probables.

Ce postulat permet ainsi do donner une interprétation statistique ou probabiliste aux
observations macroscopiques. Au niveau macroscopique, seuls les macroétats sont obser-

vables. Dans ce cas, la probabilité d’observation d’'un macroétat, appelé aussi probabilité
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thermodynamique, sera égale a la somme des probabilités des microétats qu’il contient,
c’est-a-dire, au rapport du nombre des microétats qu’il contient sur le nombre total des
microétats accessibles du systeme. Il devient aussi évident que le macroétat contenant
le plus grand nombre de microétats sera le plus probablement observé a I’équilibre du
systeme.

En revenant au cas de ’espace des phases avec deux cases et deux particules, considéré
au début de cette section, on pourrait objecter, a la lumiere de ces considérations, que
dans 'expérience de la Fig. 1.9 on n’a jamais pu observer de nouveau le systeme dans
la case 1 ou la case 2 (le gaz ne se regroupe plus dans une seule case), alors que les
macroétats ou les deux particules sont dans une méme case ont une probabilité de 1/4,
fraction non négligeable devant 1/2 (probabilité du macroétat le plus probable). Cette
contradiction quantitative est cependant due au petit nombre (deux) des particules que
nous avons considérées. En augmentant le nombre des particules, I’écart entre la probabi-
lité du macroétat le plus probable et celle des autres macroétats augmente parallelement.
La section suivante est consacrée au comptage des microétats dans plusieurs cas typiques

et a ’étude de ce phénomene.

2.4 Comptage des microétats

Dans cette section, nous essaierons d’établir les regles générales de comptage des mi-
croétats lorsque les nombres de cases et de particules deviennent quelconques et d’étudier
Ieffet de 'augmentation du nombre des particules sur les probabilités thermodynamiques.

Nous revenons a la simplification considérée dans la section précédente, en ignorant
de nouveau le role de 1’énergie, en supposant par exemple que toutes les particules ont
approximativement la méme énergie, et en limitant I’espace des phases au sous-espace des
positions.

Comme premiere généralisation de 'exemple étudié dans la section précédente, nous
considérons le cas de 4 particules placées dans un espace des phases a deux cases. Le
nombre total des microétats est Qgif) = 2% = 16. Les macroétats correspondants sont
représentés sur la Fig. 2.6 avec 'indication du nombre des microétats correspondants; la
représentation de ceux-ci est laissée comme exercice.

De nouveau, le macroétat ayant une distribution uniforme dans les deux cases a le plus
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X X X X X X X X
X X X

F1G. 2.6 — Les cinq macroétats de 'espace des phases a deux cases occupé par quatre
particules; au-dessous de chaque macroétat est indiqué le nombre des microétats qu’il

contient.

grand nombre de microétats, tandis que la probabilité thermodynamique du macroétat
ou toutes les particules sont dans la méme case est maintenant 1/16, au lieu du 1/4 de
I’exemple de la section précédente.

Nous considérons maintenant le cas plus général ou le nombre des particules est N
et le nombre de cases 2. Le nombre total des microétats est Q,Esz) = 2%, Nous voulons
calculer le nombre de microétats contenus dans le macroétat ou n particules se trouvent
dans la case 1 et (N —n) particules dans la case 2 (0 < n < N). Pour faire le calcul, nous
supposons d’abord qu’a l'intérieur de chaque case on tient compte de 'ordre de placement
des particules. Pour cela, on subdivise la case 1 en n sous-cases et la case 2 en (N — n)
sous-cases. On a au total N sous-cases. Chaque particule est placée dans une sous-case
différente. On a N! possibilités distinctes de placer les N particules dans les N sous-cases
(correspondant au nombre de leurs permutations). Il faut ensuite enlever les permutations
internes a chaque case. Dans la case 1 on peut faire n! permutations entre les n particules.
De méme, dans la case 2 on peut faire (N —n)! permutations entre les (N —n) particules.

Le nombre de microétats distincts est donc :

N!
QW2 _ ‘ 2.4
n,N—n n'(N—n)' ( )

[A noter que 0! = 1. Le fait que les permutations internes doivent diviser N! et non étre
soustraites de N! peut étre le mieux compris a partir de la relation inverse. Etant donné
un microétat du macroétat considéré, on peut faire n! permutations indépendantes entre
les particules de la case 1 et (N — n)! permutations indépendantes dans la case 2, donc
au total n!(N —n)! permutations dans les deux cases sans modifier le microétat. On peut
répéter la méme opération avec chacun des Q,SN]\?Z” microétats du macroétat considéré. Le
produit de n!(N —n)! avec QiN]\?ln doit étre égal au nombre total des permutations entre

les N particules qui est N!.]
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On peut chercher maintenant le macroétat contenant le nombre maximal de mi-
croétats. Dans les problemes physiques N est tres grand, de l'ordre du nombre d’Avo-
gadro (~ 10%). D’autre part, lorsque n ou (N — n) sont petits (de l'ordre de 1), Q est
tres petit et ne pourrait correspondre au maximum. Celui-ci se trouve dans les domaines
oun et (N —n) sont aussi tres grands. On peut alors utiliser pour la fonction factorielle

le développement de Stirling :

1 1
Nl — /—27TN€(N1nN—N)(1 + o O(W))' (2.5)

En négligeant aussi le terme en 1/N, cette relation peut se réécrire sous la forme :

1

In(N!) = NInN — N+%ln(27TN) +O(N).

(2.6)

Finalement, pour N tres grand, on peut aussi négliger le dernier terme et on obtient ainsi
I’approximation de Stirling :

In(N!) ~ Nln N — N. (2.7)
Pour chercher le maximum de Q [Eq. (2.4)], on utilisera cette dernidre approximation :

O~ NIDN —nlnn— (N —n)In(N —n) (2.8)

Pour N et n grands, on peut traiter n comme une variable continue et calculer la

dérivée de €2 par rapport a n :

a—n:an

n

La dérivée s’annule pour N — n = n, soit pour n = N/2. On retrouve ainsi le méme
résultat que dans les cas particuliers vus précédemment. Le maximum est obtenu pour la
distribution uniforme des particules dans les deux cases.

On peut calculer la probabilité thermodynamique du macroétat avec un nombre maxi-
mal de microétats et de ses états voisins, en posant n = % +m, ol |m| est trés petit devant

N/2, en utilisant les approximations (2.5) et In(1 + ) ~ x — %, pour |z| < 1:

(N.2) _ 1 hw _ 2 —om?/N,y L[ 2 —om?/N
Primgon = v mmsgn = | 73° = 0w = ax - (210

C’est une fonction gaussienne de m, qui est piquée a 'origine et s’annule rapidement avec

les |m| croissants (voir Fig. 2.7).
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P(N72)

N
7 tm,5—m

=
5t
3

F1G. 2.7 — Probabilité thermodynamique des macroétats autour du maximum.

La valeur du maximum est P(ﬂ]\’fﬁ) ~ /2/(mN). C’est une valeur relativement faible
comparée a 1 (N ~ 10%). ToutefoQis,2 expérimentalement, ce n’est pas une valeur pointue
de n qu’on mesure, mais plutot une valeur entourée d’'un intervalle An tenant compte
des incertitudes expérimentales. Un tel intervalle peut étre représenté par m = +yv/N /2,
c’est-a-dire par

+v—=, (2.11)

ou v est de 'ordre de quelques unités (1 < v < 10). Dans un tel intervalle, la variation
relative de n est (yWN/2)/(N/2) = v/VN ~ 1072, valeur extrémement faible, tres
inférieure aux incertitudes expérimentales courantes. La probabilité thermodynamique de

I’ensemble des macroétats contenus dans cet intervalle sera la somme des probabilités

correspondantes :
+7VN/2
V) _ WZ Py / o dy| 2207 /N (2.12)
%7%7An:’7\/ﬁ %—i—m,%—m N _VW/2 TN 7 .

m=—~vVN/2
ou on a réintroduit la variable m en la traitant comme une variable continue et en

remplgant la somme discrete par une intégrale. L’'intégrale s’exprime en fonction de la
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fonction erf (fonction d’erreur) définie comme suit :

erf(x) = % /Ox due_uz. (2.13)

C’est une fonction impaire de z, erf(—x) = —erf(x), croissante pour les = croissants,

tendant rapidement, pour x positif, vers la valeur asymptotique erf(co) = 1. On a ainsi :

PYY o = erf(7/V2), (2.14)

T3 An=y

La fonction erf se calcule numériquement. On trouve dans la Table 2.1 les valeurs de

(N,2) (N,2) .
P%%’An:%/ﬁ et de 1 — ng,An:y\/N pour les premieres valeurs de .
y 1 2 3 4 5 6
(NV,2)
PN/Q,N/Z,Anz'y\/N 0,683 0,955 0,997 1,000 1,000 1,000
(N,2) . . i
1-Py ON/2.Ane /N 0,3173 10,0455 0,0027 6,3 x 10 5,7 x 10 2,0 x 10

(V,2)
P N/2,N/2,An=vvN

nombre maximal de microétats avec son voisinage d’intervalle yv/ N, suivant les valeurs

TaB. 2.1 — La probabilité thermodynamique du macroétat ayant le

de 7.

Ainsi, le domaine autour du maximum retient la majeure partie de la probabilité ther-
modynamique. Au-deld de |m| = 64/N /2, la fonction gaussienne est pratiquement nulle.
En particulier, la probabilité thermodynamique du macroétat avec n = 0 (ou avec n = N),
oll toutes les particules sont rassemblées dans une seule case est 1/2V ~ 2723 (d’apres
IEq. (2.4)), chiffre microscopique. Une telle configuration ne pourrait étre observée en
pratique, ce qui confirme le constat fait dans I'expérience de la la Fig. 1.9. Il faudrait un
temps extrémement long (presque infini a I’échelle expérimentale) pour que le systéeme
retrouve sa configuration initiale.

Ces considérations peuvent aussi étre facilement généralisées au cas d'un grand nombre
de cases. Soit le cas de p cases, avec N; particules dans la case 1, Ny dans la case 2, N; dans
la case i, ..., N, dans la case p, avec la condition }-5_; N; = N. (On admet que p < N.) Le
nombre total des microétats est p”. Le comptage des microétats du macroétat considéré
se fait de la méme facon que dans le cas p = 2. On divise d’abord chaque case en sous-cases
(N; sous-cases pour la case i), en plagant chaque particule dans une sous-case différente. Le

nombre total de répartitions possibles est N!, nombre des permutations des N particules
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placées dans les NV sous-cases. Il faut ensuite enlever les permutations internes a chaque

case (V;! dans la case 7). On trouve :

(N.p) _ Nt
QNl,NQ,...,Np - N]_'NQ' L Np' . (215)

Le maximum de cette fonction est obtenue pour une répartition uniforme des particules

dans toutes les cases, c’est-a-dire pour Ny = Ny = ... = N, = N/p (en supposant que
N est un multiple entier de p). Au-dela du voisinage immédiat du maximum (dans un
intervalle de 'ordre de \/m pour les N;) la probabilité thermodynamique des autres
macroétats est pratiquement nulle.

Dans les calculs précédents, nous n’avons pas tenu compte du role de 'énergie, en
supposant que toutes les particules avaient la méme énergie et avons limité I'espace des
phases a son sous-espace des positions. Nous avons vu dans la section précédente que
I'incorporation de I’énergie rendait I’analyse du probleme plus compliquée, car la loi de
conservation de ’énergie (contrainte de ’énergie totale) impose des restrictions sur le
nombre des microétats accessibles. Nous considérons ici un exemple simple illustrant ce
phénomene.

Soit un systeme de 3 particules et un espace des phases avec 4 cases, rangées suivant

les valeurs croissantes de 1’énergie, 0, €, 2¢, 3¢, I’énergie totale du systeme étant Er = 3¢ :

3
> & =Er =3¢, (2.16)

i=1
€1, €9, €3 étant les énergies des trois particules. Les macroétats accessibles sont représentés
sur la Fig. 2.8, avec, au-dessous, le nombre des microétats correspondants, qui se calcule
toujours suivant la formule (2.15).

Le macroétat ayant la probabilité thermodynamique maximale (6/10) correspond a
une configuration ou les particules sont rassemblées dans les cases de faible énergie en-
tourant la case de valeur moyenne € = Er/3 = e. Cette situation correspond bien a la
conclusion obtenue a partir des considérations de transfert d’énergie au cours des proces-
sus de rayonnement et de collisions (Ch. 1). Nous n’avons cependant pas une répartition
uniforme d’énergie (¢; = ¢, ¢ = 1, 2, 3), car cela signifierait que toutes les particules
sont dans la méme case d’énergie; une telle configuration aurait une probabilité ther-
modynamique tres faible (1/10). Comme dans les exemples précédents, ces constatations
qualitatives s’accentuent lorsqu’on augmente le nombre des particules. La distribution de

I’énergie dans I'état d’équilibre d’'un gaz est montrée sur la Fig. 1.8.
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Xl b Lo LX
CoaX XX 1X CXL
X1 Lo LX)
0 e 2¢ 3¢
3 6 1

F1G. 2.8 — Macroétats accessibles pour un systeme de trois particules dont 1’énergie totale

est Bpr = 3e.

2.5 Deuxieme principe de la thermodynamique

Nous pouvons maintenant résumer les diverses étapes de notre étude précédente. La
notion de microétat nous permet de décrire la répartition, a un instant donné, des parti-
cules (supposées discernables) dans l'espace des phases (positions et vitesses). Dans cette
répartition, nous devons tenir compte des diverses contraintes physiques appliquées au
systeme, concernant notamment le volume spatial total, le nombre total des particules et
I’énergie totale du systeme. Ceci nous conduit a introduire la notion de microétats acces-
sibles, constitués des microétats vérifiant les contraintes imposées au systeme. Une fois
les microétats accessibles répertoriés, le postulat fondamental de la physique statistique
stipule, qu’a I’équilibre, tous les microétats accessibles ont des probabilités d’accessibilité
égales par les particules du systeme au cours de leurs mouvements. Cependant, 'indiscer-
nabilité des particules au niveau macroscopique fait que les microétats qui ont les mémes
nombres de particules dans les cases de I’espace des phases ne seront pas considérés comme
distincts lors des observations expérimentales macroscopiques. Dans ce cas, 'ingrédient
physique qui donne 'indication sur la répartition des particules est le macroétat, qui est
constitué de tous les microétats ayant la méme configuration dans ’espace des phases sans
tenir compte de 'identité des particules. L’application du postulat fondamental de la phy-
sique statistique montre alors que la probabilité thermodynamique des macroétats est sim-
plement proportionnelle au nombre des microétats qu’ils contiennent. Par conséquent, les
macroétats ayant les plus grands nombres de microétats seront les plus observés au niveau
expérimental a 1’équilibre, ’observation étant faite soit par la répétition de I'expérience

un grand nombre de fois dans les mémes conditions physiques, soit par 1’étalement d’une



2.5. DEUXIEME PRINCIPE 43

méme expérience sur un temps suffisamment long. Mais, 1’étude quantitative des probabi-
lités thermodynamiques montre que lorsque le systeme contient un tres grand nombre de
particules (de l'ordre du nombre d’Avogadro), le macroétat ayant le plus grand nombre
de microétats et son voisinage immédiat obtiennent ensemble une probabilité thermody-
namique pratiquement égale a 1, ce qui signifie qu’a I’équilibre seul un état macroscopique
sera observé, celui du macroétat ayant le plus grand nombre de microétats.

Ce résulatat peut étre formulé globalement sous la forme d’un principe, connu sous le

nom du deuxieme principe de la thermodynamique.

Deuxieme principe de la thermodynamique : Un systeme isolé subit en général
des transformations irréversibles et évolue vers un état d’équilibre stable, correspondant

au macroétat possédant le nombre mazximal de microétats accessibles.

Plusieurs points sont utiles d’étre soulignés ici. Premierement, le deuxieme principe
de la thermodynamique ne donne pas d’explication concernant les mécanismes physiques
qui lui ont donné naissance. Nous avons vu au chapitre 1 que ceux-ci résultent d’une part
de l'agitation thermique des particules et d’autre part des transferts d’énergie dus aux
phénomenes de rayonnement et de collisions des particules. Le postulat fondamental de la
physique statistique, tel qu’il est formulé, tient compte correctement des effets résultant

de ces mécanismes physiques.

Deuxiemement, le deuxieéme principe dépend crucialement du fait que le nombre des
particules du systéme macroscopique considéré est tres élevé (de 'ordre du nombre d’Avo-
gadro). Que se passe-t-il lorsqu’on observe des systémes avec un nombre moins élevé de
particules ( par exemple N ~ 10'° au lieu de 10?*, correspondant a des sous-systémes d’'un
grand systeme) ? Dans ce cas, le calcul quantitatif des probabilités thermodynamiques des
divers macroétats montre que certains macroétats, autres que celui ayant la probabilité
thermodynamique maximale, commencent a avoir des probabilités thermodynamiques non
négligeables, de 1'ordre de 1073 & 1072, Ceci signifie que ces macroétats pourront aussi
étre observés a I'équilibre avec un poids statistique proportionnel a leur probabilité ther-
modynamique. L’état d’équilibre ne sera plus représenté par un seul état macroscopique
immuable, mais par plusieurs états, dominés cependant par le macroétat ayant le maxi-
mum de microétats. Expérimentalement, on décele ainsi des fluctuations autour de I’état
d’équilibre principal. Ce phénomene est désigné par les termes de fluctuations statistiques

(que nous n’étudierons pas dans ce cours). Manifestement, le deuxieme principe, tel que
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formulé plus haut, ne peut étre appliqué dans une telle situation. Sa formulation devrait
alors etre élargie en y incorporant la notion de probabilité thermodynamique découlant
de la définition des macroétats et du postulat fondamental de la physique statistique.
Plusieurs formulations du deuxieme principe ont été présentées au dix-neuvieme siecle
dans le cadre de la thermodynamique classique (Kelvin, Clausius, etc.). La présente for-
mulation, due a Boltzmann, relie ce principe a la nature corpusculaire de la matiere et
a la dynamique des constituants microscopiques. De ce fait, elle donne une explication

rationnelle de I'origine de ce principe.

2.6 Entropie

Le nombre de microétats n’est pas la grandeur la plus appropriée pour analyser d'une
facon simple les conséquences du deuxieme principe de la thermodynamique. Pour s’en
rendre compte, considérons deux systemes indépendants 1 et 2, avec un nombre total de
microétats accessibles 2 et {2, respectivement. Le systeme total formé par la juxtaposition
de ces deux systemes a un nombre total de microétats accessibles égal a 2 = Q,(,. En
effet, pour un microétat donné du systeme 2, on a §2; microétats dans le systeme 1. Pour
un deuxieme microétat du systeme 2, on a encore ); microétats dans le systeme 1. En
faisant la somme de tous les microétats du systeme 2, {2; se factorise et se trouve ainsi
multiplié par le nombre total des microétats du systeme 2, d’ou le résultat précédent.

On constate ainsi que le nombre total des microétats n’est pas une grandeur additive
ou extensive. Sa loi de composition est multiplicative. Il est en général plus simple de
travailler avec des grandeurs extensives, comme c’est le cas de I'énergie, du volume ou
du nombre des particules. Par conséquent il est préférable d’utiliser comme grandeur une
fonction du nombre des microétats qui possede la propriété d’additivité ou d’extensivité.
Seule la fonction logarithme possede cette propriété. Cette grandeur est appelée entropie
et est notée par la lettre S ; elle est définie, pour un systeme donné, par la relation suivante

avec le nombre des microétats €2 :

S=knQ, (2.17)

ou k est une constante universelle qu’on peut choisir arbitrairement. Mais pour des raisons
de simplicité, on la choisit égale a la constante de Boltzmann, qui fut déja introduite dans

la définition de la température [Eqs. (1.4)-(1.5)]. La formule précédente fut proposée par
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Planck en 1900.

En revenant a I'exemple des deux systemes indépendants, on a :
Sl = ]{Zanl, SQ :kang. (218)
Le systeme total a pour entropie :

S = kan:kln(Qlﬂg):kanl+kang
= S+ S, (2.19)

L’entropie est donc une quantité additive (extensive) et il devient préférable de I'utiliser a
la place du nombre des microétats. D’autre part, il existe une correspondance biunivoque

entre S et Q. Connaissant S, on peut retrouver {2 par inversion de la relation (2.17) :
Q= ek, (2.20)

Il est donc équivalent sur le plan physique d’utiliser S ou 2.

D’autre part, S est une fonction monotone croissante de 2. Comme au cours de
I’évolution des systemes ) augmente et tend vers sa valeur maximale a 1’équilibre, il
en est de méme de S. Donc, d’apres le deuxieme principe, [’entropie augmente au cours
des transformations irréversibles et atteint sa valeur maximale a [’équilibre.

On associe généralement ’entropie ou le nombre de microétats contenus dans un ma-
croétat a la notion de désordre. En effet, lorsque le nombre des microétats est grand, les
particules du systeme ont des possibilités plus nombreuses de se déplacer et de visiter
de nouveaux sites. L’agitation des particules augmente, ce qui signifie que le désordre du
systeme augmente. C’est pourquoi, on pourrait aussi interpréter le deuxieéme principe de
la thermodynamique en affirmant que les processus irréversibles tendent a augmenter le
désordre du systeme et 1’équilibre n’est atteint que lorsque le désordre atteint son état
extréeme. Inversement, dans un systeme ou le nombre des microétats ou I’entropie sont
petits, le désordre est faible. Dans le cas extréme ou on a un seul microétat, Q2 = 1, le

systeme est figé et S = 0.
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Chapitre 3

La fonction de partition

3.1 Introduction

Le deuxieme principe de la thermodynamique nous permet de déterminer le sens
d’évolution des systémes avec grand nombre de particules (gaz) et leur état d’équilibre
final. Pour étudier les propriétés d'un état d’équilibre, il faut connaitre le macroétat qui
contient le nombre maximal de microétats accessibles. Nous avons déja déterminé dans
plusieurs cas, dans le chapitre précédent, cet état et étudié ses propriétés; toutefois, ces
calculs ne représentent pas encore le cas général, car nous n’avons pas tenu compte, dans
la majorité des cas, de la condition provenant de la loi de conservation de 1’énergie to-
tale; nous nous sommes tout simplement intéressés a la distribution des particules dans
I’espace des positions, alors que l’espace des phases contient aussi ’espace des vitesses.
Nous considérons maintenant le cas général ou la contrainte de 1’énergie totale sera aussi

considérée.

3.2 Le macroétat avec un nombre maximal

de microétats

On considere un gaz de N particules (atomes, molécules, électrons, ions, etc.) et I'es-
pace des phases correspondant (Sect. 2.2). On se place dans 'approximation ou I'interac-
tion mutuelle directe entre les particules est négligée. Cette approximation est valable dans

le cas des gaz parfaits, le cas ol un gaz parfait est placé en présence de forces extérieures
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statiques (pesanteur, champ électrique, etc.) et le cas ou les interactions mutuelles des
particules sont remplacées par un champ moyen statique agissant sur chaque particule
et dépendant uniquement des coordonnées de celle-ci et de celles d’un point origine (ap-
proximation du champ moyen). L’intérét de ces approximations est que chaque case i de
I’espace des phases spécifiant la valeur des vecteurs position et vitesse de chaque particule
qui s’y trouve détermine en méme temps la valeur de son énergie €;, puisque celle-ci est
la somme de I’énergie cinétique et de I’énergie potentielle :

1
£ = §mvi2 + Ep(r;), (3.1)

r; et v; étant les valeurs que les vecteurs position et vitesse prennent dans la case 1.

L’espace des phases est divisé en p cases (nombre généralement tres grand). Chaque
case est ainsi caractérisée en particulier par la valeur de son énergie, que nous désignons
par g; (i =1,...,p). A cause de la présence éventuelle d'un champ extérieur ou moyen,
plusieurs cases peuvent avoir la méme énergie ; on dit dans ce cas qu’il y a dégénérescence
d’énergie ; mais la présence de tels cas ne modifiera pas les calculs ultérieurs que nous
effectuerons. On suppose que dans la case 1 il y a N; particules, dans la case 2, N,
particules, ..., dans la case p, IV, particules. Le nombre de microétats correspondant a
cette répartition est donnée par la formule (2.15) :

(N.p) _ N!
NiNaesNy = NINGT NI (3:2)

A cette équation on doit ajouter les contraintes concernant le nombre total des parti-

cules et 'énergie totale du systeme. Le nombre total des particules étant N, on a :

Ny +Ng+---+N,=N. (3.3)

’

L’énergie totale du systéme, qu’on appelle aussi énergie interne, désignée par U [Eq.
(1.12)], est égale a la somme des énergies individuelles (absence d’énergies d’interactions
mutuelles) ; il y a Ny particules avec énergie e;, Ny particules avec énergie €q, ..., N,

particules avec énergie ¢, ce qui donne :
Nig1+ Nagg + ...+ Nye, = UL (3.4)

Nous devons trouver la configuration qui produit le maximum de la fonction €2, en te-

nant compte des contraintes (3.3)-(3.4). Ces contraintes signifient que toutes les variables
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Ni, Ny, ..., N, ne sont pas indépendantes; deux d’entre elles dépendent des autres. La
méthode naturelle consisterait a éliminer deux variables parmi les N; en fonction des autres
a partir des Eqs. (3.3)-(3.4). Mais cette procédure introduit des complications énormes en
créant des dissymétries entre les IV; et rend la résolution du probleme extrémement com-
pliquée. On dispose cependant en mathématiques d’une méthode générale pour aborder
ce genre de probleme, appelée “méthode des multiplicateurs de Lagrange”, qui consiste a
traiter toutes les variables du probleme comme indépendantes et d’'une fagon symétrique
au prix de 'introduction dans le probleme de variables ou de parametres supplémentaires,
appelés multiplicateurs de Lagrange. Nous allons brievement présenter cette méthode dans

la section suivante.

3.3 Meéthode des multiplicateurs de Lagrange

Soit une fonction f de n variables indépendantes x1, xs, ..., T, :

f=flz, 2, z0). (3.5)

On cherche un extréemum de cette fonction. En ce point, la variation premiere de f,
notée df, doit étre nulle. Celle-ci est la somme des contributions provenant des variations
indépendantes dx; (i = 1,...,n), chacune étant multipliée par la dérivée partielle de f

par rapport au x; correspondant :

“ 0
df =
2

Xz

f‘ dr; = 0. (3.6)

(Nous rappelons que chaque dérivée partielle est calculée en maintenant les autres va-
riables fixes.) Cette formule est la généralisation au cas de plusieurs variables de celle bien
connue dans le cas d’une seule variable, reliant la différentielle a la dérivée, df = f'(x)dx,
f étant ici une fonction de la seule variable x ; dans ce cas, les extréma de f sont donnés
tout simplement par les points ou la dérivée f’(z) s’annule.

Revenant a la formule générale (3.6), puisque toutes les variables z; sont indépen-
dantes, il en est de méme de leurs variations ou différentielles dz,. Par conséquent, 'Eq.
(3.6) implique les n équations indépendantes :

of
al’i N

0, i=1,...,n (3.7)
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L’extrémum de f est donné par la solution de ces n équations aux dérivées partielles.

Supposons maintenant que les variables x; vérifient une contrainte (par exemple les
vecteurs x a n dimensions devant se déplacer sur une surface a (n — 1) dimensions)
représentée par I’équation

Wz, ... 2,) = 0. (3.8)

Le raisonnement qui a mené aux équations (3.7) n’est plus valable, puisque toutes les
différentielles dz; ne sont plus indépendantes. Elles doivent respecter la contrainte (3.8).

En différentiant celle-ci, on trouve :
- 8h
dh = Z (3.9)
Cette équation nous permet d’exprimer I'une des différentielles, dz, par exemple, en

fonction des autres et de la reporter dans I'Eq. (3.6) :

nlah

1
dzn, = — 5~ (3.10)

() &

oh df 1 B
df = }: (axl axzaxn-—-)‘h% 0. (3.11)

Les (n — 1) différentielles dz; restantes étant maintenat indépendantes, nous obtenons les
(n — 1) équations :

of Oh B of Oh
Ox; Ox,,  Ox, 0x;

=0, i=1,...,n—1, (3.12)

qui remplacent les Eqs. (3.7). Dans ces équations, il faut aussi éliminer la variable z,, en
fonction des autres variables.

A titre d’exemple, considérons une fonction de deux variables, que nous noterons z =
z(z,y). Cette fonction décrit une surface bidimensionnelle dans l'espace tridimensionnelle
(x,y, 2). On peut considérer z comme représentant 'altitude d’un point de cette surface
par rapport au plan (xy). Une telle surface pourrait représenter la topographie d'une
région. Il est clair que la valeur la plus grande de z correspond au point se trouvant au
sommet de la colline (ou de la montagne) la plus élevée de la région. Considérons une

représentation simplifiée d’une telle colline par la surface d’un paraboloide d’équation

z=z—(r—a)?—(y—a)’, 2>0,a>0, |z <24, |yl <2a. (3.13)
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Les équations (3.7), qui donnent la position du maximum de la valeur de z, deviennet
avec les identifications f =z, x1 =z, 20 =y :

0z 0z
e —2(x —a) =0, 9y —2(y —a) =0. (3.14)

La solution de ces équations est représentée par le point avec coordonnées

Ty = a, yum = a, (3.15)

qui correspond bien au sommet du paraboloide. La valeur correspondante de z est obtenue

en remplacant = par z et y par yy dans IEq. (3.13) :

Supposons maintenant qu’on parcourt la région considérée en empruntant un chemin

bien défini, décrit sur la surface précédente par I’équation suivante reliant x et y :
y = bx. (3.17)

Ce chemin ne passe pas par le sommet de la colline si b # 1; en effet, pour x = a, on a
y = ba # a si b # 1. On pourrait étre intéressé de connaitre le point le plus élevé sur le
chemin qu’on emprunte. Pour cela, la méthode la plus simple est d’éliminer y en fonction

de z & partir de I'Eq. (3.17) et de le remplacer dans I'Eq. (3.13). On obtient :
2=z — (v —a)? — (bv — a)? (3.18)
qui représente maintenant une fonction d’une seule variable, x. Le maximum de z est

donné par ’équation

0z

pr —2(x —a) — 2b(bx —a) =0, (3.19)
dont la solution est :
a(b+1)
== 7 2
M e (3.20)
La valeur correspondante de y est, d’apres I’Eq. (3.17)
ab(b+1)
= —". 3.21
Ym 0211 ( )

L’altitude la plus élevée est, d’apres I’Eq. (3.18) :

o (b—1)
(2 +1)

=20 — (3.22)
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Ce point est manifestement distinct du sommet de la colline trouvée précédemment sans
tenir compte de la contrainte du chemin emprunté.
Ces résultats auraient pu aussi étre obtenus en appliquant les formules générales (3.8),

(3.12). Dans ce cas, la contrainte (3.8) est représentée par 1'équation
h(z,y) =y —bxr =0. (3.23)

Avec les identifications f = z, vy = z, 9 = z, = vy, les Eqs. (3.12) se réduisent a une

seule équation :

0z 0h 0z 0h
qui donne :

—2(x —a)—2(y—a)b =0, (3.25)

qui est équivalente a I'Eq. (3.19), apres remplacement de y en fonction de x [Eq (3.17)].

La méthode qu’on vient de décrire devient vite impraticable lorsque le nombre des
variables augmente, ou lorsque les relations entre les variables sont difficiles a démeéler.
Dans de tels cas, il devient plus avantageux de ne pas éliminer I'une des variables et de
les décrire par l'intermédiaire d’'un parametre commun, maintenant ainsi la symétrie des
diverses expressions par rapport a toutes les variables. Un exemple simple d’un tel procédé
est donné par le cas d'un point décrivant dans le plan (z,y) un cercle de rayon R; les
coordonnées z et y vérifient I’équation z? + y? = R?. L’élimination de y en fonction de
z se fait par I'équation y = ++/R? — 22, qui détruit la symétrie entre z et y. Au lieu
d’éliminer z ou y, on peut les maintenir en introduisant un parametre supplémentaire,
représenté par la variable angulaire 6, et en décrivant x et y en fonction de 6 : x = R cos @,
y = Rsin 6. De nombreuses courbes, telles que la cycloide, la trochoide, etc., sont en fait
décrites par des représentations paramétriques.

Dans la méthode des multiplicateurs de Lagrange, on introduit, parallelement a la
contrainte existante, un parametre supplémentaire, appelé multiplicateur de Lagrange,

qu’on notera A, et on redéfinit la fonction initiale f en lui ajoutant le terme Ah :

f =17+ (3.26)

’

Puisque la contrainte h doit étre nulle [Eq. (3.8)], la valeur de la fonction f ne change pas

par cette opération. On a maintenant (n+ 1) variables indépendantes, les x; (1 = 1,...,n)
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et A\. On reprend ensuite la méthode décrite au début de la section avec la nouvelle fonction

f:

h
d d)\ dz; + hdX = 0. 3.27
/= Z Z <6xl &Ei) it (8:27)
Toutes les variables étant mdependantes on obtient les (n + 1) équations :
0 f .
=1,...
al’z 8x2 07 ? ) y 1y
h = 0. (3.28)

La derniere équation n’est autre que I’équation de contrainte (3.8) qu’on retrouve d’une
fagon naturelle.

Si on élimine A par la n® des équations (3.28), on trouve : A = E)xn/(a%) en
remplagant cette valeur dans les (n—1) premieres équations, on retrouve les Eqgs. (3.12), ce
qui montre I'équivalence de la méthode de Lagrange avec la méthode plus conventionnelle
décrite au début de la section. Cependant, I'intérét de la méthode de Lagrange consiste a
ne pas éliminer \ d’une fagon dissymétrique, mais plutot a 1'utiliser pour décrire toutes les
variables en respectant les symétries du probleme. Dans ce cas, la recherche des solutions
du probleme devient beaucoup plus aisée. C’est cette méthode que nous allons appliquer

pour la résolution du probleme des microétats.

3.4 La fonction de partition

Ecrivons les contraintes (3.3)-(3.4) sous une forme analogue & 'Eq. (3.8) :

hiy=Ni+Not--+N,— N =0, (3.29)
hy = Nigqy + Noga + ...+ Npe, —U = 0. (3.30)

D’autre part, au lieu de chercher le maximum du nombre des microétats, nous chercherons
le maximum de l’entropie correspondante, puisque les deux quantités sont équivalentes

[Bq. (2.17)] :
g p
= InQ = In(N!) = > In(N;). (3.31)
i=1
Comme N et les V; sont des quantités grandes, on peut utiliser pour la quantité In(n!)

I'approximation de Stirling (2.7) :

p
%:NlnN—N—Z(NilnNi—Ni). (3.32)
=1
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On introduit deux multiplicateurs de Lagrange, qu'on désignera par Ina et —f3 et qui

multiplient h; et hy. La nouvelle fonction a maximiser est, d’apres I’Eq. (3.26) :

% — %+(1no¢)h1—ﬁh2
— NlnN—N—i(NilnNi—Ni)+(1na)(iNi—N)—6(iNisi—U).
i=1 =1 =1
(3.33)

En tenant compte du fait que N et U sont des constantes, les Eqs. (3.27) s’écrivent :

d(g) S i (InN; —Ina + Be;)dN; + (iN ~ N)d(lna) - (iNg ~U)dp
_ o - - (3.34)

d’olt on obtient les p équations

InN;,—Ina+8e=0, i=1,...,p, (3.35)

et les deux équations de contrainte (3.29)-(3.30).

Les Eqs. (3.35) donnent les valeurs des N;, exprimées en fonction de «, 3 et ¢; :

N; = ae P8, (3.36)

’

L’expression de a peut étre obtenue en notant que la somme des N; est égale a N [Eq.
(3.29)] :

p p

> N;=N= aZe_ﬁgi,
i=1 i=1
N

La constante «, entrant dans I'un des multiplicateurs de Lagrange, a ainsi été déterminée
d’une fagon completement symétrique par rapport aux indices 1.

Le dénominateur dans ’expression de « est désigné par le symbole Z :
Z =X e P (3.38)

Cette quantité fait intervenir une somme par rapport aux points de ’espace des phases.
Elle est appelée somme des états ou plus communément fonction de partition d’une parti-
cule. Elle joue un role fondamental en physique statistique, car, comme on le verra, toutes

les grandeurs physiques a I’équilibre se calculent par son intermédiaire.
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Le nombre des particules dans la case i est donné par l'expression (3.36) :

e — Ee—ﬁ&

N=N—f_—
e Z

(3.39)

Le multiplicateur de Lagrange (3 sera déterminé dans la section 3.6 ; son signe devrait
étre positif afin que le nombre des particules N; soit une fonction décroissante pour les
grandes valeurs de I’énergie. En effet, dans le spectre d’énergie des particules, ce sont
les faibles valeurs de ’énergie qui sont favorisées (beaucoup plus de particules avec une
énergie faible), phénomene que nous avions souligné dans les chapitres 1 (Sect. 1.6) et 2

(fin Sect. 2.4).

3.5 Valeurs moyennes, entropie, énergie interne

Considérons maintenant une quantité physique additive A (vecteur position, vecteur
vitesse, énergie, moment cinétique, etc.). Supposons que A, relativement a une particule,
prend une valeur bien déterminée dans chacune des cases de ’espace des phases, sa valeur
étant A; dans la case i. La valeur moyenne par particule de A dans le gaz, que nous
désignons par < A > ou A, est égale a la somme de toutes ses valeurs prises par chacune
des particules du gaz divisée par le nombre total des particules. Ainsi, dans la case 11l y
a N; particules et la valeur de A y est égale a A;; par conséquent, la valeur totale de A
dans la case 1 est égale a N1 A;. Dans la case 2, sa valeur totale est Ny A,, etc.. La valeur
totale de A dans le gaz est N1A; + NoAy - -+ N,A,. Sa valeur moyenne est obtenue en

divisant cette somme par le nombre total N des particules :
_ 12
i=1

En remplacant V; par son expression (3.39), on trouve :

> Age e

A>=A=
< > Zjeﬂej

1
= Z Age P (3.41)

La fonction de partition apparailt ainsi dans tous les calculs de valeur moyenne.
En utilisant I'expression des N; dans I’Eq. (3.32), on peut en déduire la valeur de

I’entropie :
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= NInN =Y NjIn(Nz le %)
= NnN-Y N(InN-InZ - 3z)

= NInN—(InN-Z)Y N+ 8 Ne:. (3.42)
Mais, 3, N; = N et 3, Nig; = U [Eqgs. (3.3)-(3.4)], d’otr :
S = NklnZ + BkU. (3.43)

Le nombre des microétats €2 (correspondant a I’équilibre) est donné par la relation
(3.31) :
Q=27 (3.44)

L’énergie interne se calcule a partir de la relation (3.4), en y remplacant les N; par

leur expression (3.39) :

U = ZNZ@ = Z ge_ﬁaiei = gzgie_ﬁ”
N 0 N 0 N (07
_ " o BE T 7 —Bes _ _ " | ZZ 4
Z;@ﬁe 793 Z'e Z(@ﬁ)v‘ (3.45)

Dans les calculs précédents, nous avons utilisé le fait que les énergies ¢; sont indépen-
dantes du parametre (3, lequel ne dépend pas des indices 7, ce qui nous a permis de
sortir la dérivation par rapport a g a l'extérieur de la somme. L’indice V placé dans
la derniere expression signifie que la dérivation par rapport a [ doit se faire a volume
(spatial) constant ; bien que dans l'expression (3.38) de la fonction de partition le volume
n’apparait pas explicitement (& cause de la sommation par rapport & un indice discret),
il est évident que la sommation par rapport aux variables de position doit se faire a

I'intérieur du volume V ot le gaz se trouve enfermé ; au cours de la dérivation par rapport

0z
a8

représente la dérivée du logarithme de Z, on peut écrire I'expression de U sous la forme

a (3, ce volume ne doit pas subir de modification. Finalement, en notant le fait que Z !

suivante :

0
U=-N <% In Z)V . (3.46)

Les expresions de S [Eq. (3.43)] et de U [Eq. (3.46)] nous permettent aussi de trouver

des relations plus détaillées entre elles. Calculons la dérivée de S par rapport a § a volume
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08 0 ou
<%>V = Nk <%an>v+kU+ﬁk: (%>V

oU
— kU + kU + 8k [ S
f <65>V
oU

- (%) s
|4

En passant aux différentielles & volume constant, on obtient :

(dS)V = Bk (dU)V. (3.48)

(On a supposé qu’a volume constant, ainsi qu’a nombre de particules constant, il n’y a

constant :

pas d’autre parametre que 3 qui puisse subir des variations.) En divisant dS par dU, ou

inversement, on en déduit les relations suivantes :

(g%) o= k3, (3.49)

(%)v _ % (3.50)

Elles nous donnent les lois de variations relatives de ’entropie et de I'énergie interne, a
volume constant, en fonction du parametre 3. Leur signification ne pourra étre clarifiée
que lorsque celle de 3 est élucidée.

Afin de déterminer le parametre § en fonction de quantités physiques, nous calculerons
la valeur moyenne de I’énergie cinétique des particules du systeme, qui est liée a I'agitation

thermique microscopique du gaz.

3.6 Identification de la température

On veut calculer la valeur moyenne de I’énergie cinétique des particules du gaz. Celle-

ci est déterminée a partir de la quantité %mv2, qui sera moyennée par rapport a tous

les points de I'espace des phases. En utilisant la formule des valeurs moyennes (3.41), on

trouve :
_ 1 1
Eo=—=——Y —mvie 5 3.51
> e ; 2 (351
les sommations étant étendues a tous les points de 'espace des phases. Or, pour une

particule d’énergie ¢;, nous avons la formule (3.1) :

1
g = émvf + E,(r;), (3.52)
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ou E,(r;) est 'énergie potentielle de la particule a la position r;. (Elle est nulle dans le
cas d'un gaz parfait isolé.)

D’autre part, le volume de chaque case de I'espace des phases est six-dimensionnel et
est égal a AVAV, = AzAyAzAv, Av,Av, (section 2.2). Multiplions le numérateur et le
dénominateur de Iexpression (3.51) par ce volume élémentaire :

T _ > ArAyAzAv, Av,Av, L 2mv e e

X ArAyAzAv, AvyAv,e (3.53)

Puisque ce volume élémentaire est extréemement petit, on peut prendre la limite du
continuum, en le faisant tendre vers zéro. Dans ce cas, les sommations discretes par rapport

a i ou j tendent vers des intégrales six-dimensionnelles par rapport a z, y, 2, v, v, et v, :

T - J dwdydzdvxdvydvz%mvze_ﬁ%m"z—ﬁEp(r)
[ dxdydzdv,dv,dv,e? 3mv>—BEp(r)
dedydze BB [ du,dv,dv,imviePamv’
Y y 5

- : 3.54
fdxdydze—ﬁEp(r) fdymdvydvze—ﬁ%mv2 ( )

Le domaine d’intégration des variables x, y et z est le volume spatial total V' du récipient
ou se trouve le gaz. Les variables v,, v, et v, sont généralement intégrées de —oo a +00. On
constate que les intégrales dans ’espace des positions et dans 1’espace des vitesses se sont
factorisées. Les intégrales dans 1'espace des positions étant les mémes au numérateur et au
dénominateur se simplifient. (Si E, = 0, I'intégrale correspondante donne tout simplement

le volume spatial V' du récipient ot se trouve le gaz.) L’expression de F, devient :

T - fdvrdvydvzémv%_ﬁ%mv2 (3.55)
‘ falvgcalvyalvze_ﬂém"2 ' '

Or, v? = ¢? —i—v +v? et de nouveau des factorisations apparaissent (e~ Bamv? — e=Bzmul
e~B3muy x e=Bym Z) :
1
f_ dvge™ Ama? f d'Uy Bimu? f dv,e” BEmv?

x{/ dvm—mvge_ﬁim%/ dvye_ﬁim”y/ alvze_ﬂ%m”g
—0oQ 2 — 00 — o0
o o o
—l—/ dvylmv%_ﬁ%m@/ dvze_ﬁ%m“g/ alvze_ﬁ%m“g
1
/ dvz mule” 2"”’/ dvge” Bgmuy / dvye” 2"”’3}

= dv mv 2, =Byms
f—oo dvme—ﬂ§m1}2 / x

E. =

2
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1
+
T duye 75
. 1
I, dv,ePame

o 1 2 —Bime2
X dv,—muie P2™%
92 Yy
— 00

o0 1 1
X / dvz§mv§e_ﬁ5mvg. (3.56)

Les intégrales par rapport a v,, v, et v, donnent les mémes contributions; c’est une
conséquence de l'isotropie de l’espace des vitesses ou aucune direction particuliere n’est
privilégiée. (L’énergie potentielle ne contient pas de termes dépendant du vecteur vitesse.)
Les variables v,, v, et v, apparaissant dans ces intégrales étant des variables muettes et les
bornes d’intégration étant les mémes partout, il suffit de faire les changements de variable

Uy — U, vy — U, U, — v. On obtient :

— 1 © 1
E. = 3 — ></ dv=muv’e Pz
ffooo dve_ﬂimv ) 2

3 0 o0 —3Llmp?
= = %/_Oo dve=PEm. (3.57)

2

On constate a ce niveau la nécessité d’avoir un signe positif pour [, sinon chacune des
intégrales serait une quantité divergente tendant vers I'infini. En effectuant dans I'intégrale

le changement de variable v = u, /ﬁlm, on trouve :

— 3 0 2 o0 2
E. = — X | =51/ 50— due™™
,/ﬁlm [, due—v? <85 ﬂm) /—00
3

- % (3.58)

(Nous n’avons pas eu besoin de calculer explicitement l'intégrale; celle-ci est appelée

intégrale gaussienne et se calcule par diverses méthodes; sa valeur est /7.)

Le parametre ( est ainsi directement relié a la valeur moyenne par particule de I’énergie
cinétique du gaz, qui est une grandeur positive. Or, pour désigner cette quantité, on avait
introduit un autre parametre, appelé température [Eq (1.4)]. En comparant les deux

formules on trouve (le gaz étant monoatomique) :
= 3
E.=—= Qk:T, (3.59)

d’ot :
1
f=1z (3.60)

Le parametre (3 est donc inversement proportionnel a la température 7.
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La méthode des multiplicateurs de Lagrange nous a permis de résoudre entierement le
probleme de la détermination de I’état d’équilibre du systeme en maintenant la symétrie
entre les variables de toutes les particules, la température étant le parametre permettant
la description correspondante du systeme.

En revenant aux Egs. (3.48), (3.49) et (3.50), elles deviennent, apres avoir remplacé 3

en fonction de T :

(as), = %(dU)V, (3.61)
(as) 1

=1 = = (3.62)
U T

<8U>V =T (3.63)
as ), ‘

Ces équations nous donnent la loi de variation de I’entropie lorsqu’on fait varier I’énergie
interne a volume constant. Une telle variation est généralement obtenue en apportant
de Iénergie thermique externe au systeme, c’est-a-dire en le chauffant, ce qui tend a
augmenter sa température. Puisque T est positif, les équations précédentes montrent
qu’une augmentation de ’énergie interne a volume constant entraine une augmentation de
I’entropie ; ce résultat est naturel, puisqu'une augmentation de I’énergie interne a volume
constant signifie une augmentation de I’agitation thermique et donc de ’entropie. On peut
aussi exprimer I’Eq. (3.61) en fonction du nombre des microétats. En utilisant la relation

entre 'entropie et le nombre des microétats, S = kInQ [Eq. (2.17)], on obtient :
(d2) = iQ(dU) . (3.64)
v kT 1%
Puisque Q/(kT) est positif, (d2)y est positif pour (dU)y positif; donc, le nombre des
microétats est une fonction croissante de I’énergie interne a volume constant.
Dans le cas d'un gaz parfait isolé, I’énergie potentielle (externe) est nulle et 'énergie
interne U devient identique a 1’énergie cinétique totale du gaz. Or, celle-ci est égale,
d’apres la définition de la valeur moyenne par particule, £, = E.r/N, et la définition de

la température [Eq (3.59)] pour un gaz monoatomique, a :

— 3
Eqo=NE.= §NkT, (3.65)

dott :
3
U = INKT. (3.66)
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On constate, d’apres le dernier résultat, que pour un gaz parfait isolé I’énergie interne
est une fonction croissante de la température et ne dépend pas du volume occupé par le
gaz. On en déduit :

3
dU = (dU) = 5 VkdT (3.67)

et en revenant aux Eqs. (3.61)-(3.64), on obtient :
3 .dT

(dS)V = SNk, (3.68)
3 dT
(a2), = SV (3.69)

Ces relations montrent encore une fois que I’entropie et le nombre des microétats aug-

mentent avec la température a volume constant.

En exprimant le parametre 3 en fonction de la température et en notant que % =
g—ga% = —kT?Z la relation (3.46) entre I'énergie interne et la fonction de partition
devient :

0
U=NkT*| —=InZ| . (3.70)
oT v
La relation (3.43) entre I'entropie, 1’énergie interne et la fonction de partition s’écrit :
U
S:Nk;an—i—?. (3.71)

Une grandeur qui joue un role important en physique statistique et en thermodyna-

mique est [’énergie libre ou la fonction de Helmholtz, notée F et définie comme suit :
F=U-TS. (3.72)

D’apres la relation (3.71), elle s’exprime simplement en fonction de la température et de
la fonction de partition :

F=-NkThhZ. (3.73)

3.7 Exemples

Nous considérons dans cette section deux exemples simples illustrant le calcul de la
fonction de partition.
Comme premier exemple, considérons un systeme a 1’équilibre a la température T et

ou toutes les cases de I'espace des phases ont la méme énergie : €] =gy =---=¢, =¢. 1l
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correspond en fait a la plupart des cas que nous avons considérés au chapitre 2, section
2.4, ou, en général, nous avons ignoré la présence de I’énergie. La fonction de partition

(3.38) devient :

P

P
Z=> e =e>Y"1=pe . (3.74)
i=1

i=1
Le nombre des particules dans la case ¢ est donné par I’Eq. (3.39), ou N représente le

nombre total des particules du systeme :

Ne# N
=00 (3.75)

N,
ope e p

qui est indépendant de i et signifie une distribution uniforme dans ’espace des phases,
résultat déja obtenu au chapitre 2.

L’énergie interne du systeme est, d’apres 'Eq. (3.46) :

0 0
U——N%IHZ——N%(—ﬁE—I—Inp)—Ns, (3.76)

qui aurait pu aussi étre obtenu ici & partir de la définition U = ¥3; Nie; [Eq. (3.45)].
L’entropie est, d’apres I'Eq. (3.43) :

S=NklnZ+ kU = Nk(Inp — Be) + Nkfe = NkInp. (3.77)
En utilisant la relation (2.20), on en déduit le nombre des microétats a I’équilibre :
Q= ek =pN, (3.78)

qui est égal, dans le cas de cet exemple particulier et a cause de 'approximation de Stirling
(2.7) utilisée pour 'obtention des formules générales, au nombre total des microétats. No-
tons aussi que, dans cet exemple, I’énergie interne, ’entropie et le nombre des microétats
sont indépendants de la température.

L’énergie libre [Egs. (3.72)-(3.73)] est
F=U-TS=—-NkI'mZ = Ne — NkT Inp. (3.79)

Comme deuxieme exemple, considérons un espace des phases a trois cases. Ce genre
de situation peut apparaitre en mécanique quantique, ou I’énergie est souvent quantifiée
(c’est-a-dire prend des valeurs discretes). Certains phénomenes physiques peuvent aussi

produire des perturbations quantifiées dans les valeurs de 'énergie; (le phénomene du



3.7. EXEMPLES 63

paramagnétisme, qu’on étudiera dans la section suivante, en est une illustration;) dans
de tels cas, on peut se limiter a I’étude du sous-espace des perturbations de I’énergie. En
mécanique quantique, les cases de I'espace des phases correspondant aux diverses valeurs
de I’énergie ou de ses perturbations sont aussi appelés états.

On suppose que les trois valeurs de I'énergie sont €1 = 0, g9 = ¢, €3 = 2¢ (¢ > 0). Le

systeme étant en équilibre a la température 7', la fonction de partition est :
Z =1+ e s/T) 4 o=2/(RT) (3.80)

La quantité £/k a la dimension d’une température et définit I’échelle de température du

probleme; elle est appelée température caractéristique. On pose :

0 = (3.81)

€.
k”
Z devient :

Z=1+e T W7 (3.82)

Le nombre total des particules étant N, les nombres des particules dans les trois cases

sont, respectivement :

N
M= 1+ e 0/T & ¢—20/T"
N —6/T
N2 = - ’
14 e 0T 4 e=20/T
N —20/T
Ny = c (3.83)

14 e=0/T 4 e=20/T"

A des températures beaucoup plus faibles que 6, T < 0, les exponentielles e 7 et
e=2/T tendent vers zéro et on obtient Ny ~ N, Ny ~ 0, N3 >~ 0; toutes les particules se
trouvent dans la case (ou I’état) de plus faible énergie. A des températures beaucoup plus
grandes que 0, T > 6, les exponentielles tendent vers 1 et on obtient Ny ~ Ny ~ N3 ~
N/3; les particules sont distribuées uniformément dans les trois cases (ou états).

L’énergie interne est, d’apres les Egs. (3.45) ou (3.70) :

e—0/T 4 9p—20/T

U= Ne g 4 o7y (3.84)

L’entropie est, d’apres 'Eq. (3.71) :

(e—O/T + 26—2€/T>

0
T (1+e0/T 4 e=26/T) ) (3.85)

S = Nk:{ In (1 40T 6—20/T) I
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L’énergie libre est, d’apres IEq. (3.73) :
F==NETIn (1+¢ 9" +¢72/7), (3.86)

A basses températures, U, S et F' tendent vers 0. A hautes températures, U tend vers

Ne, S tend vers NkIn3 et F tend vers —NKkT In 3.

3.8 Paramagnétisme

Nous étudions dans cette section une application de la fonction de partition, relative
au phénomene du paramagnétisme.

Lorsqu’une particule chargée de masse m et de charge g décrit, sous l'effet d’une force
extérieure, un mouvement de rotation circulaire, elle acquiert un moment magnétique u,

défini par la relation

4,
2m
ou L est le moment (cinétique) orbital de la particule dans son mouvement de rotation

on= (3.87)
et défini par L = mr A v, r étant le vecteur position de la particule, calculé a partir du
centre du cercle, et v sa vitesse.

Lorsque le systeme précédent se trouve placé dans un champ d’induction magnétique
extérieur B, le moment magnétique de la particule interagit avec B et donne lieu a une

énergie potentielle effective égale a
E,=—-pn.B, (3.88)

qui contribue ainsi a l’énergie totale de la particule. Cette situation est couramment
reproduite au niveau des atomes, dans lesquels les électrons décrivent, approximativement,
des trajectoires circulaires autour des noyaux (Fig. 3.1).

Mais en plus de son moment orbital L, I’électron possede aussi un moment cinétique
interne, qu’on pourrait comprendre comme étant da a la rotation de 1’électron, représenté
comme une sphere de rayon non nul, autour d’'un de ses axes. Ce moment cinétique interne
est appelé spin et représenté par le vecteur S.

En choisissant le champ B uniforme et dirigé suivant 'axe Oz, B = Be,, B > 0, et te-
nant compte de I'interaction complete de I’électron avec le champ d’induction magnétique,

on trouve pour la projection de p sur 'axe Oz 'expression

€ €2B
o Qm(l; +28S,) im (x* +y°), (3.89)
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FiG. 3.1 — Electron d'un atome tournant autour du noyau sous l'effet de la force
électrostatique coulombienne, I’ensemble étant placé en présence d’un champ d’induction

magnétique extérieur B.

ou z et y sont les coordonnées de 1’électron dans le plan Ozy, 'origine étant choisie a la
position, supposée fixe, du noyau de 'atome, la charge de I’électron étant d’autre part
q=—e,e>0.

On peut facilement comprendre 'origine des divers termes dans I'expression (3.89).
Le premier terme, proportionnel a L., provient du mouvement de rotation de 1’électron
autour du noyau avec une trajectoire circulaire de rayon R = /2% + 2 et une pulsation
wo (reliée a L,); c’est la projection sur 'axe Oz de la formule (3.87). Le deuxieéme terme,
proportionnel a S,, est une contribution similaire provenant de la rotation de 1’électron
autour de lui-méme, faisant ainsi apparaitre son spin S; le coefficient 2 est prédit par
I'équation du mouvement relativiste de 1’électron (équation de Dirac). Le troisieme terme,
proportionnel & R? = 22 + y?, provient de 'apparition d’un courant induit par le champ
B qui s’ajoute au courant déja existant du a la rotation de I’électron autour du noyau. Le
champ B exerce, d’apres la loi de Laplace, une force magnétique sur I’électron et le fait
tourner circulairement avec la pulsation

Aw = —B. (3.90)

2m

Le mouvement de 1’électron crée ainsi un courant induit par le champ B. Si I’électron a
déja un mouvement circulaire, ce qui est le cas ici a cause de sa rotation autour du noyau,
le courant induit s’ajoute (algébriquement) au courant existant. Le sens du courant induit
peut étre trouvé soit par la résolution directe de 1’équation du mouvement de 1’électron en

présence de la force de Laplace, soit en invoquant la loi de Lenz : le courant induit s’oppose
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a la cause qui lui a donné naissance; il crée a son tour un champ d’induction magnétique
B,,q dont le sens sera 'opposé de celui de B. On voit facilement que le courant induit
doit tourner dans le sens négatif (I'opposé du sens trigonométrique) pour B choisi suivant
I’axe Oz positif. L’électron ayant une charge négative, sa vitesse de rotation induite sera
dans le sens opposé a celui du courant, donc dans le sens positif, et égale a v;,g = RAw =
5=B+/2? + y?; le moment orbital correspondant est Ling = mRjng = eB(2® + y*)/2 et
en reportant cette valeur dans la formule (3.87), ot ¢ = —e, on trouve le troisieme terme
de Iexpression de p. [Eq. (3.89)].

La particularité de ce troisieme terme, appelé aussi moment magnétique induit, est son
signe négatif. Si les deux premiers termes de 'expression (3.89) étaient nuls, le moment
magnétique résultant serait négatif, ¢’est-a-dire opposé au champ d’induction magnétique
B. Les substances qui vérifient une telle propriété sont appelées diamagnétiques. Mais,
en général, pour la majeure partie des substances, la somme des deux premiers termes
de lexpression (3.89) est différente de zéro. Il s’avere que quantitativement, lorsqu’elle
est différente de zéro, elle est beaucoup plus importante que le terme diamagnétique
négatif. Dans ce cas, on peut négliger le terme diamagnétique et étudier uniquement la
contribution des deux premiers termes de I’expression (3.89). On considere désormais cette
situation.

Pour évaluer la contribution des termes en L, et S,, on doit avoir recours a la
mécanique quantique, qui régit les lois de la dynamique au niveau atomique. Au niveau
quantique, le moment orbital et le spin sont des quantités quantifiées. L, est un multiple

entier de %, constante de Planck [Eq. (1.41)] et S, est égal & +5h/2 :

L. = W, 0. —0,41,42, ..
1
S, = hs,, szzi-i. (3.91)

Lorsque le champ d’induction magnétique B est établi, le systeme, apres un court
intervalle de temps correspondant au régime de transition, tend vers un état d’équilibre
correspondant au régime stationnaire ou permanent. Pour un systéme mécanique pur,
I’état d’équilibre stable correspond au minimum de ’énergie potentielle, pour lequel la
somme des forces appliquées est nulle et pour tout petit écart a partir de la position
d’équilibre les forces qui apparaissent sont attractives vers la position d’équilibre, d’ou la

stabilité de cette derniere. En se référant a 1’énergie potentielle (3.88), qui s’écrit mainte-
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nant

E, = —u.B, (3.92)

on constate que son minimum correspond au cas ou g, > 0 (le moment magnétique est
essentiellement aligné suivant le sens de B). Les substances pour lesquelles les moments
magnétiques (en moyenne) sont alignés suivant la méme direction que B sont appelées
paramagnétiques.

Si les atomes du gaz ou du solide étaient figés a leur position spatiale initiale, le champ
d’induction magnétique B aurait ainsi tendance a aligner tous les moments magnétiques
de la substance suivant sa direction. Mais, en général, les atomes du gaz ou du solide ont
un mouvement d’agitation thermique dont 'effet est de déstabiliser la position d’équilibre
mécanique. Il apparait ainsi une compétition entre le champ d’induction magnétique B,
qui tend a instaurer un ordre mécanique dans le systeme, et 'agitation thermique, qui
tend a instaurer le maximum de désordre. Par conséquent, un certain nombre d’atomes
continueront a avoir un moment magnétique dirigé suivant la direction opposée a celle de
B. Il est clair que 'effet de ’agitation thermique augmente avec la température. On peut
prédire sans faire de calculs qu’a basse température la majorité des atomes auront un mo-
ment magnétique aligné suivant B et qu’a haute température l'ordre aura completement
disparu, donc la moitié des atomes auront un moment magnétique aligné suivant B et
I’autre moitié auront un moment magnétique aligné suivant la direction opposée a B. La
physique statistique nous permet de calculer avec précision, a une température donnée, le
pourcetage d’atomes qui auront leur moment magnétique dirigé suivant B ou suivant sa
direction opposée.

L’énergie ¢ d'un atome est composé essentiellement de quatre termes : I'énergie cinéti-
que de translation de son centre d’inertie, F.(v); I’énergie potentielle de I'atome due & la
présence d'un champ extérieur, tel que la pesanteur ou un champ électrique, dépendant
de la position r du centre d’inertie, E,(r) ; I'énergie interne de 'atome, due au mouvement
de 'électron autour du noyau et de leur interaction mutuelle, F;,;; I'énergie potentielle

d’interaction avec le champ d’induction magnétique (3.92), £, = —u,B. On a ainsi :
e=FE.(v)+E,(r)+ Eni + E,. (3.93)
L’énergie interne du gaz est I’énergie totale de tous les atomes du systeme :

U = ECT + EpT + Eint,T + EuTa
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= U+ Uy + Uy + U, (3.94)

La fonction de partition (3.38) d’un atome se calcule en sommant I’exponentielle e~
par rapport a toutes les valeurs possibles de 1'énergie €, ce qui revient a sommer ou a
intégrer par rapport aux diverses variables, qui entrent dans son expression (3.93), dans le
domaine accessible de I'espace des phases. Or a cause du caractere additivement séparable
de I'expression de € en plusieurs termes, dépendant chacun de variables indépendantes,
I'exponentielle e~% se factorise en plusieurs exponentielles indépendantes, chacune étant
concernée par une sommation ou une intégration indépendante des autres. De ce fait, la
fonction de partition se factorise a son tour en plusieurs facteurs indépendants, chacun

recevant des contributions d'un type particulier d’énergie :
2 = Lo Ly Liy 2y, (3.95)

les indices dans le deuxiéme membre correspondant & ceux de I'Eq. (3.93).
De méme, d’apres les relations (3.71), (3.94) et (3.95), on voit facilement que ’entropie

se sépare a son tour additivement en plusieurs termes indépendants :
S =5.+ Sy + Sint + Sy (3.96)
Une séparation analogue s’opére aussi pour énergie libre F [Egs. (3.72)-(3.73)] :
F=F+F,+ Fy + F,. (3.97)

Ces propriétés générales de séparation additive ou de factorisation permettent de
réduire 'étude du systeme au sous-espace de 'espace des phases relatif aux variables
qui nous intéressent particulierement, tout en maintenant les mémes relations entre les
diverses grandeurs, telles que 1’énergie interne, la fonction de partition, ’entropie, I’énergie
libre, etc., toutes réduites a ce sous-espace. Ainsi, nous sommes intéressés dans le présent
probleme aux propriétés des atomes relatives au moment magnétique, indépendamment
des autres variables. En calculant la valeur moyenne du moment magnétique d’apres la
formule (3.41), les exponentielles correspondant aux autres variables se simplifient du
numérateur et du dénominateur et tout se passe comme si la fonction de partition de
I'atome était composée uniquement du facteur Z,, de l'expression (3.95). Parallelement,
Iénergie interne correspondante sera U, I'entropie, S, et I'énergie interne, F),. Des sim-

plifications similaires avaient aussi été rencontrées lors du calcul de la valeur moyenne
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de I"énergie cinétique (section 3.6), I'énergie potentielle et les variables de position ayant
disparu au cours du calcul. Dans la mesure ou aucune confusion ne peut en résulter, nous
omettrons dans la suite du probleme 'indice p de toutes les grandeurs précédentes.

Dans la suite du probleme, nous nous limiterons au cas des atomes pour lesquels
le moment orbital est nul (L, = 0). Dans ce cas, le moment magnétique ., ne peut
prendre que deux valeurs possibles [Eqs. (3.89) et (3.91)] (nous rappelons que le terme
diamagnétique est négligé) :

eh

== (3.98)

Mo = fle = E£p,  p

[y, qui est positif, correspond a un moment magnétique aligné suivant la direction de B;
i_, qui est négatif, correspond a un moment magnétique ayant une direction opposée a

celle de B. Les valeurs correspondantes de I'énergie sont [Eq. (3.92)] :
e, =—pu.B=—-uB, . =-—pu_B=uB. (3.99)

La fonction de partition (réduite au sous-espace du moment magnétique) contient une

somme sur deux états possibles de 1'énergie, €, et €_ :

7 = e P+ pehe

= efPuB | o=PuB, (3.100)
Il est avantageux de définir la variable sans dimension

_gup = 1B
x = fuB = T (3.101)

Le nombre d’atomes se trouvant dans chacun des états précédents est [Eq. (3.39)] :

e—CC

Ny=N—— N.=N—7— (3.102)
On en déduit :
N.
N—j =¥ > 1. (3.103)

Par conséquent, le nombre des atomes avec moment magnétique aligné suivant B est
supérieur a celui des atomes avec moment magnétique aligné suivant la direction opposée
a celle de B. Ce résultat est naturel, car la configuration avec moment magnétique g,

a une énergie inférieure a celle ou le moment magnétique est u_ (¢4 < 0 < ;) et nous
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savons, d’apres la formule (3.39), que les énergies les plus faibles (algébriquement) sont les
plus favorisées dans la répartition des particules dans I’espace des phases. Nous déduisons
que le gaz (ou la substance, en général) est paramagnétique, quelle que soit la température.

La valeur moyenne du moment magnétique est [Eqs. (3.40)-(3.41)] :

1 1 T —x
<y >=p = N(N+M++N—M—):m(ﬂe — pe")
= ptanhuw. (3.104)

On définit [’aimantation du gaz, notée M, comme la somme des moments magnétiques

des atomes par unité de volume :

1
M = v > N, (3.105)
ou N; représente le nombre des atomes avec moment magnétique p,. Dans le cas présent,
on trouve :
1 N
M, = M= —(N +N_pu_)=—=nu
V( +H+ ) VM
= np, (3.106)
ol on a introduit la densité volumique (spatiale) des atomes :
N
= —. 3.107
n=1 (3.107)
On a tracé sur la figure 3.2 les valeurs des rapports N, /N et N_/N suivant les valeurs
B
de v = L=,

On constate qu’aux hautes températures ou pour les petites valeurs de B, N, ~ N_ ~
N/2, tandis qu’aux basses températures ou pour les grandes valeurs de B, N, ~ N,

N_~0.

— kB

On a tracé sur la figure 3.3 la variation de 7i/u suivant x = 2.

Les comportements asymptotiques des diverses quantités peuvent aussi étre étudiées
analytiquement, en faisant des développements limités des fonctions exponentielles. Pour

x petit, on a :

1
et ~ l1+z+ 5332 + ey
Ny 1 uB N_ 1 uB
o (122 oo (1222
N 2( sz)’ N 2( kT)’
’B ’B
oo~ E M=nt2 (3.108)
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FIG. 3.2 — Variations de N, /N et de N_/N suivant z = &2

kT "

1 .......................................
I
“w
0.5 -
0 ! ! ! !
0 1 2 3 4
uB
kT

wB

F1G. 3.3 — Variation de i/ suivant z = £=.

71



72 CHAPITRE 3. FONCTION DE PARTITION

Pour x grand, on a :

1 1 1

- 1 = ~—(l—e
€ < ) eT + e % ex(]_ + 6—2x> ex( € >’
N N_
WJF ~ 1 e 2B/ = ¢~ 2B/ (KT)
i~ (1= 27PN M (1 — 2e7 2B/, (3.109)

On note qu’aux hautes températures ou pour les faibles valeurs de B, i et M sont pro-
portionnels a B. On définit dans ce cas la susceptibilité magnétique, notée x,,, par la
relation

M = v, H, (3.110)

ot H est le champ magnétique, B = poH, o étant la perméabilité du vide (2 = 107

USI). On déduit de I'Eq. (3.108) :

X :nM2M0
" kT

(3.111)

La dépendance de y,, en 1/T (les hautes températures correspondant en fait a la
température ambiante) fut découverte expérimentalement par Pierre Curie en 1895 pour
un vaste ensemble de substances. Elle est connue sous le nom de la loi de Curie.

Aux basses températures ou pour les grandes valeurs de B, la valeur moyenne du
moment magnétique tend vers une limite constante (& — p), appelée limite de saturation,
indépendante de B et de T'.

Ces résultats sont conformes a ’analyse qualitative initiale. Aux basses températures,
les atomes ont des vitesses d’agitation thermique faibles, donc sont presqu’immobiles. Le
champ B réussit a aligner les moments magnétiques de la plupart des atomes suivant
sa direction, d’ou le résultat T ~ pu. Aux températures élevées, l'agitation thermique
augmente et I’alignement complet est détruit ; la valeur moyenne 7, tout en restant positif,
diminue.

L’application des calculs précédents aux atomes et molécules connus demande quelques
généralisations. En effet, les atomes et les molécules ont en général plusieurs électrons
tournant autour du noyau. En premier lieu, il faudrait tenir compte de la présence de tous
ces électrons. En deuxieme lieu, le principe d’exclusion de Pauli, valable en mécanique
quantique, implique que certains électrons auront des valeurs de /¢, différents de 0, ce qui

fait augmenter le nombre des états d’énergie a considérer. La méthode de calcul reste
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cependant la méme. En particulier, aux hautes températures (souvent correspondant a
la température ambiante) les fonctions exponentielles présentes auront le méme type de
développement limité que dans les Eqgs. (3.108) et la susceptibilité magnétique y,, aura
toujours une forme analogue a celle de I’Eq. (3.111), avec un coefficient multiplicatif
supplémentaire tenant compte des effets correctifs précédents. La prédiction théorique
apparait alors en accord avec les valeurs expérimentales observées. Pour les gaz (tel que
I'oxygeéne) X, est de 'ordre de 107¢. Pour les solides (tels que le magnésium, I’aluminium,
le tungstene, le titane, le platine) y,, est de ordre de 107° — 10~%. En ce qui concerne
les substances diamagnétiques, pour lesquelles la valeur moyenne du terme (L, + 285,)
est nulle dans lexpression (3.89) de ., on a les ordres de grandeur suivants : Pour
les gaz (hydrogene, hélium, azote) |xm,| ~ 107?; pour les solides et liquides (sodium,
cuivre, bismuth, diamant, mercure) |x,,| & 107% —1075. Donc généralement, comme on le
prédit théoriquement, les substances paramagnétiques ont une susceptibilité magnétique

supérieure a celle (en module) des substances diamagnétiques.
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Chapitre 4

Pression et équation d’état

4.1 Pression

Nous introduisons dans ce chapitre une nouvelle variable d’état, appelée pression, qui
fait partie de I’ensemble des variables macroscopiques servant a décrire les propriétés des

fluides.

Considérons une force appliquée sur une surface plane suivant une aire S par l'in-

L

| |
EEREREE
S

termédiaire d’un piston (Fig. 4.1).

F1G. 4.1 — Piston exercant une force sur une surface plane.

Si la force exercée est uniformément répartie sur S, on peut en déduire la force ap-

pliquée par unité de surface (ou densité surfacique de force), appelée aussi pression :
F

P = 5 (4.1)

La pression a la dimension d’une force par surface, ou, d’une facon équivalente, d'une

énergie par volume, donc d’une densité volumique d’énergie :
[F] _ [F][L] _ [E]
S Sl R == (4.2)
=S T mm W)

75
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L’unité utilisée pour mesurer la pression dans le systeme d’unités internationales est le
pascal, noté Pa : 1 Pa= 1 N m~2. D’autres unités utilisées sont 1’atmosphere, noté atm, le
bar, noté bar et le centimetre de mercure, noté cmHg : 1 atm=1,013x10° Pa, 1 bar=10°
Pa, 1 atm=76 cmHg.

Si la force n’est pas uniformément répartie sur la surface, il faut décomposer celle-ci
en éléments infinitésimaux dS et calculer la pression a partir de la force infinitésimale dF’

s’exercant sur dS :

dF
P=— 4.
ou,
dF = PdS. (4.4)

Dans ce cas, la pression sera une fonction dépendant des points ot elle s’applique.

Il est évident d’apres les définitions et propriétés précédentes que la pression est une
grandeur intensive (Ch. 1, Sect. 1.2).

La pression apparait aussi dans les milieux fluides (gaz et liquides). Au niveau mi-
croscopique, les atomes (ou molécules), a cause de leur agitation thermique, viennent
constamment percuter les parois du récipient ou ils se trouvent et exercent ainsi une force
continuelle sur elles; par conséquent, au niveau macroscopique, le fluide exerce une pres-
sion sur les parois du récipient. Mais celle-ci peut aussi étre définie a 'intérieur du fluide.
11 suffit de plonger une surface-test d’aire AS a l'intérieur du fluide et de constater par
mesure qu’'une pression s’exerce sur elle. En faisant tendre la valeur de AS vers zéro, on
constate que la force AF' qui s’exerce sur elle tend aussi vers zéro, mais le rapport AF/AS,
qui définit la pression, reste différent de zéro. On peut admettre ainsi 'existence de la
pression a l'intérieur des fluides, indépendamment de la présence d’une surface-test. Si, a
’équilibre, un manometre (appareil de mesure de la pression) est placé en un point donné
du fluide, la pression mesurée ne change pas si on change son orientation. La pression
est donc, a I’équilibre, une quantité scalaire, qui dépend uniquement du point ou elle est
considérée. D’autre part, a I’équilibre, la pression ne dépend pas du temps, comme toutes
les autres grandeurs macroscopiques. On a ainsi P = P(z,y,2) = P(r). La dépendance
éventuelle de P de r ou d'une de ses composantes apparait lorsque le fluide est placé en
présence d’un champ extérieur. Par exemple, sous l'effet de la pesanteur, P varie suivant
la hauteur z considérée (mais souvent cet effet est négligé en premiére approximation).

Nous voulons maintenant obtenir une définition de la pression a partir des autres
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grandeurs physiques déja rencontrées. Pour cela, nous considérons un fluide a 1’équilibre,
enfermé dans un récipient dont 1'une des parois, de surface S, peut se déplacer suivant 1’axe

Oz, le mouvement étant éventuellement réglable par I'intermédiare d’un piston extérieur

(Fig. 4.2).

F1G. 4.2 — Paroi mobile sous 'effet de la pression.

Le fluide exerce, a 1’équilibre, une pression P sur la paroi et par conséquent une force
F = PS. (On suppose que la pression ne varie pas sur la paroi.) Si on laisse la paroi
mobile, celle-ci se déplace sous l'effet global de la pression interne du fluide et de la
pression externe du piston (qui ne sont pas en général égales). Apres un déplacement

élémentaire dz, la force due au fluide aura accompli un travail 07 donné par la relation
07T = Fdx. (4.5)

(07 est algébrique; dx est négatif si la pression extérieure est supérieure a la pression du
fluide.) Cette relation nous permettrait de relier la pression du fluide au travail exécuté
par celui-ci et par la a la variation de 'énergie interne du fluide. Toutefois, plusieurs
conditions doivent étre réunies avant d’aboutir au résultat souhaité.

Il faut souligner en premier lieu le fait que la force et la pression exercées sur la paroi,
qui entrent dans le calcul du travail effectué, doivent étre mesurées dans le référentiel ot
la paroi est fixe. Si v est la composante suivant I’axe des x de la vitesse d’un atome qui se
dirige vers la paroi, mesurée dans le référentiel ou le récipient est fixe mais la paroi mobile,
et V la vitesse (algébrique) de déplacement de la paroi (V' > 0 pour un déplacement vers
la droite), la composante de la vitesse de 'atome suivant 'axe des x dans le référentiel ot
la paroi est fixe est donnée par la loi de composition des vitesses : v' = v— V. Il est évident
que lorsque la vitesse de déplacement de la paroi (vers la droite) augmente, la vitesse de

rapprochement de ’atome vers la paroi diminue dans le référentiel ou celle-ci est fixe. Or,
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la pression exercée par les atomes sur la paroi dépend de leur vitesse de percussion de la
paroi dans ce méme référentiel ; il en sera de méme du travail accompli par la force de
pression correspondante. Si on veut que celui-ci nous renseigne sur la pression a ’équilibre
du fluide, il est nécessaire quon ait v’ ~ v, c’est-a-dire que |V| < |v|. Autrement dit, la
paroi doit se déplacer avec une vitesse négligeable devant la vitesse d’agitation thermique.
Pour réaliser cette condition, il est nécessaire de contrebalacer a chaque instant la pression
interne du fluide exercée sur la paroi par une pression externe (d’ou la nécessité du piston)
qui ne laisse déplacer la paroi qu’avec une vitesse tres faible, de telle sorte qu’on puisse
supposer le fluide constamment en équilibre; apres un déplacement infinitésimal dz le
fluide a alors le temps de se retrouver en équilibre. Une telle transformation du systeme

est appelée quasi-statique.

Définition. Transformation quasi-statique : Une transformation qui correspond a une suc-

cession d’états d’équilibre infiniment voisins.

Lorsqu’une transformation quasi-statique permet aussi au systeme de pouvoir subir
la transformation inverse, en repassant par les mémes étapes et états antérieurs, toutes
les grandeurs physiques retrouvant les mémes valeurs que lors des étapes de la premiere
transformation, elle est appelée réversible. (Une condition nécessaire évidente pour une

transformation réversible est qu’il n’y ait pas de perte d’énergie par frottement.)

Définition. Transformation réversible : Une transformation quasi-statique qui peut aussi

avoir lieu en sens inverse en repassant par les mémes €étapes et états antérieurs.

En revenant au travail élémentaire accompli, Eq. (4.5), nous adopterons pour la suite
de notre étude la convention opposée, en introduisant la notion de travail recu, quantité

algébrique, qui est 'opposé du travail effectué :
oW = —07 = —Fdzx. (4.6)

Ainsi, si le systeme accomplit un travail positif, le travail recu sera compté négativement.

Nous venons de voir que lorsque la vitesse de déplacement de la paroi est tres faible
(comparativement & la vitesse moyenne d’agitation thermique) la force exercée par le
fluide sur la paroi dans le référentiel ou celle-ci est fixe est presque la méme que celle
calculée dans le référentiel ou le récipient est fixe; dans ce cas, on peut utiliser la relation

(4.1) entre la force F et la pression P, cette derniere étant la pression d’équilibre du fluide
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a 'instant considéré. On obtient ainsi :

Fdx = PSdx. (4.7)

Or, Sdx représente la variation dV' du volume du fluide due au déplacement de la paroi :

Sdx = dV. (4.8)

La transformation précédente vérifie les conditions d’une transformation quasi-statique,
que nous supposerons aussi réversible. La relation (4.6) devient :

(6w)  =—Pav. (4.9)

revsb

L’analyse précédente peut aussi s’applique dans le cas ou une force extérieure, par
I'intermédiare du piston, pousse la paroi vers lintérieur du fluide. Pour effectuer ce
déplacement, la pression extérieure, P,.;, exercée par le piston, doit étre supérieure ou
égale a la pression interne du fluide : P,,; > P. Le travail recu par le fluide pour un
déplacement (algébrique) dx de la paroi sera (en négligeant ’énergie perdue par les effets

de frottement et de dissipation) :
oW = —Fextdx = —PextSd.fl'f = —Pexth 2 —PdV, (410)

I'inégalité résultant des faits que P.,; > P et dV < 0. L’égalité n’a lieu que si la pression
extérieure exercée par le piston est égale a chaque instant a la pression interne du fluide, de
telle sorte qu’on puisse maintenir la paroi presqu’en équilibre au cours de son déplacement.
Dans ce cas, on retrouve les conditions de réalisation d’une transformation quasi-statique
ou réversible et par conséquent la relation (4.9).

L’Eq. (4.9) n’est cependant pas encore la forme finale de la relation cherchée entre la
pression et d’autres grandeurs physiques. La raison en est qu’il n’existe pas de fonction
d’état, c’est-a-dire une fonction explicite des variables d’état, appelée “travail”, qui a son
tour permettrait de définir la pression comme une de ses dérivées partielles. Le travail
n’est défini que par I'intermédiaire de variations ou de différences entre un état initial et
un état final, lesquelles dépendent aussi du chemin suivi entre les deux états considérés.
Cest la raison de la représentation du travail recu élémentaire dans les Eqs. (4.6) et (4.9)
par le symbole 6W et non dW, le symbole d étant réservé aux différentielles totales ou

exactes. La variation d’une différentielle totale df entre un état initial et un état final
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ne dépend pas du chemein suivi, mais seulement de la différence entre les valeurs que
prend la fonction f dans les états final et initial. L’existence d’'une différentielle total df
est équivalente a l'existence d’une fonction f qui représente en fait dans notre cas une
fonction d’état. Le travail recu entre un état initial et un état final dépendant du chemin
suivi (la démonstration mathématique de cette assertion sera donnée dans le chapitre 6,
Sect. 6.6), on en déduit que le travail ne peut étre une fonction d’état. Parmi les grandeurs
physiques ayant la dimension de I’énergie, 1’énergie interne U est une fonction d’état; il
est donc naturel de relier le premier membre de I'Eq. (4.9) & énergie interne.

Au cours de la transformation d’un systeme, la variation de 1’énergie interne se dé-
compose en général en deux parties : le travail recu par le systeme et I'énergie thermique
ou la quantité de chaleur regue par le méme systeme. Nous représenterons une quantité
infinitésimale d’énergie thermique regue par le symbole Q). (Nous rappelons que 1'ori-
gine et les mécanismes de transfert de ’énergie thermique, qui provient du rayonnement
d’ondes électromagnétiques de faible fréquence et des collisions entre atomes, furent ana-
lysés dans le chapitre 1, section 1.6.2.) Comme le travail, la quantité de chaleur non plus
n’est pas une fonction d’état et ses variations infinitésimales ne sont pas représentées par

des différentielles totales. Nous avons ainsi 1’égalité :
dU = 6Q + oW, (4.11)

qui traduit quantitativement le contenu du premier principe de la thermodynamique (Ch.
1, Sect. 1.5) concernant le systeme a I'étude.

Nous constatons que W s’identifie a dU lorsque 6Q) = 0, autrement dit, lorsque le
systeme n’échange pas de chaleur avec le milieu extérieur. Une transformation vérifiant
cette propriété est appelée adiabatique.

Définition. Transformation adiabatique : Une transformation au cours de laquelle le sys-
teme n’échange pas de chaleur avec le milieu extérieur.

Dans ce cas on a les égalités :

(5Q)ad = 0, (4.12)
(av) = ow. (4.13)

Pour qu’il n’y ait pas d’échange de chaleur avec le milieu extérieur, il est nécessaire que

le systeme soit thermiquement isolé (parois étanches a la chaleur).



4.1. PRESSION 81

Si, en plus, la transformation que subit le systeme est réversible, il peut étre considéré
a chaque instant comme étant en équilibre et en meéme temps completement isolé du
milieu extérieur, dans la mesure otu il n’échange pas de chaleur avec celui-ci. Dans cette
situation, on peut appliquer le deuxieme principe de la thermodynamique : le systeme
étant isolé et en équilibre, son entropie reste constante. Une telle transformation est
appelée isentropique.

Propriété. Transformation adiabatique et réversible = Transformation a entropie constan-
te (isentropique).

Il est important de noter le role de la transformation adiabatique dans le résultat
précédent. Dans la mesure ou lors d'une transformation réversible le systeme peut étre
considéré comme étant a chaque instant en équilibre, ne pourrait-on pas appliquer direc-
tement le deuxieme principe de la thermodynamique sans avoir recours a 'adiabaticité ?
La réponse est négative, car le deuxieme principe s’applique a la totalité d'un systeme.
Si le systeme en question échange de la chaleur avec le milieu extérieur, ceci signifie qu’il
n’est pas isolé. Le deuxieme principe pourra toujours étre appliqué, mais seulement au
systeme total, composé du systeme a 1’étude et du milieu extérieur. En revanche, lorsque
la transformation est adiabatique, le systeme a I’étude peut étre considéré comme isolé,
a condition de tenir compte de I’énergie mécanique recue sous forme de travail.

Concernant 1’énergie interne, le résultat précédent implique 1’égalité suivante :

(dU) ad+revsb - (dU) s’ (4 14)

ou l'indice S dans le deuxieme membre signifie a entropie constante.
D’autre part, lors d’une transformation réversible, 6\ est donnée par I’Eq. (4.9),

laquelle, combinée a I'Eq. (4.11) donne :
(dU)msb = 6Q — PdV. (4.15)

Dans le cas d'une transformation réversible et adiabatique, on peut en plus utiliser
I'Eq. (4.12), ce qui donne :
(dv) = —PdV. (4.16)
ad+revsb

Finalement, en utilisant le résultat (4.14), on obtient :

(av), = —Pav, (4.17)
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qui est la relation cherchée entre la pression et la fonction d’état énergie interne. Cette

relation peut aussi s’écrire sous la forme d’une dérivée partielle a entropie constante :

ou
P (). am

La pression est donc donnée par la variation de 1’énergie interne due a la variation
du volume du fluide a entropie constante. D’autre part, nous avions aussi trouvé au
chapitre 3, Sect. 3.6, l'expression de la variation de l’énergie interne due a la varia-
tion de Ientropie lorsque le volume est maintenu fixe [Eqs. (3.61), (3.62), (3.63)]. On
peut supposer que ’énergie interne du fluide est une fonction de trois variables d’état
indépendantes : le nombre total N des atomes du systeme, I'entropie S et le volume V
occupé par le fluide. Une variation générale de 1’énergie interne est obtenue lorsque ces
trois variables subissent des variations indépendantes. Mais, dans la majeure partie de
notre étude nous considérerons uniquement des transformations ou le nombre des atomes
du systeme ne change pas. Dans ce cas, la variation de I’énergie interne sera due aux

variations indépendantes de ’entropie et du volume. Nous pouvons ainsi écrire :
dU = (aU)  + (dU), (4.19)

ou l'indice V signifie que la variation se fait a volume constant et 'indice S que la variation
se fait a entropie constante. Or, (dU)V = (‘g—g)v ds et (dU)s = (g—g)s dV, et I'équation
précédente s’écrit :

w= () s () -
En remplgant les dérivées partielles par leurs expressions respectives (3.63) et (4.18), I'Eq.

(4.19) devient :
dU = TdS — PdV. (4.21)

Cette relation, appelée aussi identité thermodynamique, donne la variation de ’énergie
interne d’'un systeme lorsque l’entropie et le volume varient d’une fagon arbitraire, la
transformation pouvant étre réversible ou irréversible. Elle joue un role important en ther-
modynamique, car elle permet d’étudier I’évolution des systeémes lorsque ceux-ci passent
d’un état d’équilibre a 'autre. L’autre intérét de cette relation est qu’elle ne fait plus
appel explicitement a la fonction de partition et donne les lois de variation directement

entre les grandeurs physiques.
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Une conséquence immédiate de I’Eq. (4.21) est obtenue lorsque la transformation est

réversible. Dans ce cas on a :
(dU) revsb - T(ds)revsb — Pdv. (422)

En comparant cette équation a I'Eq. (4.15), valable pour les transformations réversibles,

on obtient :

(ds)mb - % (4.23)

Par conséquent, lors d’une transformation réversible, la variation de ’entropie d’un syste-
me non isolé est entierement due a la quantité de chaleur regue par le systeme. Si 0Q) > 0,
le systeme recevant effectivement de la chaleur, I'entropie augmente, ce qui est naturel,
car 'apport de chaleur fait augmenter 1’énergie interne et ’agitation thermique, et par la
le nombre des microétats accessibles. En revanche, si 6¢Q) < 0, ’entropie diminue ; comme
nous l'avons déja souligné, ceci n’est pas en contradiction avec le deuxieme principe de la
thermodynamique, car le systeme en question n’est pas isolé ; seule I'entropie totale d’un
systeme isolé ne peut décroitre. Lorsque la transformation est adiabatique, 6¢) = 0 et la

variation de I’entropie du systeme s’annule :

(dS) revsb+ad =0. (424)

Ce résultat reste valable pour chaque sous-systeme faisant partie d’un systeme total et
ayant des interactions adiabatiques réversibles avec les autres sous-systemes. C’est un
résultat particulier important, car nous avons vu que ’entropie d’un sous-systéeme n’est
pas conservée en général meéme si sa transformation est réversible. Il est directement lié a
I'hypothese que lors d’une transformation adiabatique un systéme (ou un sous-systéme)
peut étre considéré comme isolé.

Si la transformation n’est pas réversible, la relation (4.23) n’est plus valable. Dans le
cas extréme ol le systéme ne regoit pas d’énergie thermique, on aura 6¢) = 0, mais dS # 0
a cause de l'irréversibilité. L’exemple le plus simple d’un tel processus est 1’expérience de
la détente d’un gaz isolé dans une enceinte, que nous avons vue au chapitre 1, Sect. 1.7
(Fig. 1.9). Le systeme n’effectue aucun travail et ne regoit pas de I’énergie thermique du
milieu extérieur ; par conséquent, d’apres le premier principe de la thermodynamique [Eq

(4.11)] dU = 0. En utilisant I'identité thermodynamique (4.21), on en déduit :

dU = TdS — PdV = 0, (4.25)
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ce qui implique :

P
ds = ZdV. (4.26)

Comme la température et la pression sont des quantités positives, on constate qu’une
augmentation du volume du gaz (dV > 0), qui se produit effectivement lors de la détente,
entraine une augmentation de I’entropie, ce qui est bien conforme a la nature irréversible
de la transformation. Au niveau microscopique, I’augmentation du volume du gaz s’accom-
pagne d'une augmentation du volume de I’espace des phases et du nombre des microétats
accessibles.

L’identité thermodynamique (4.21) nous permet aussi de calculer la pression a partir
de la fonction de partition. Pour cela, considérons la fonction énergie libre, définie par I’Eq.

(3.72), F = U — TS, et déterminons sa variation générale en calculant sa différentielle :
dF = dU — d(TS) = dU — TdS — SdT. (4.27)
En utilisant I'identité thermodynamique (4.21), on obtient :
dF = —S8dT — PdV. (4.28)

Cette équation nous suggere de considérer F' comme une fonction des deux variables
indépendantes T" et V' (le nombre total N des atomes restant constant), S et P devant
alors étre exprimées en fonction de N, T et V.

On considére maintenant une transformation du systeme a température constante,
appelée aussi isotherme.
Définition. Transformation isotherme : Transformation a température constante.

Lors d’une telle transformation d7' = 0 et I'Eq. (4.28) devient :
(aF), = —Pav. (4.29)

La variation de I’énergie libre au cours d’une transformation isotherme devient ainsi iden-
tique a la quantité de travail recu par le systeme au cours d’une transformation réversible

[Bq. (4.9)] (d’ot Pappellation “énergie libre”, signifiant énergie mécanique). On déduit de

PEq. (4.29) la relation
OF
P=—-—] . 4.30
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En remplacant F par son expression en fonction de la fonction de partition [Eq. (3.73)],

on obtient :

P = NkKT <% In Z)T. (4.31)

Si la fonction de partition est calculée et exprimée en fonction des deux variables
indépendantes T et V (N restant constant), I'Eq. (4.31) nous permet de calculer P en
fonction de N, V et T et par conséquent d’avoir une relation entre P, V', T et N. Une telle

relation est appelée équation d’état. La section suivante sera consacrée a la détermination

de ’équation d’état des gaz parfaits.

4.2 Equation d’état des gaz parfaits

Nous voulons calculer la pression d'un gaz parfait a 1’équilibre, isolé de l'influence
de forces extérieures. Pour appliquer la formule (4.31), nous avons besoin de connaitre
I’expression de la fonction de partition, calculée dans les mémes conditions. Or, le calcul de
celle-ci fut déja effectuée en partie dans la section 3.6 lors du calcul de la valeur moyenne
par particule de I'énergie cinétique. Nous rappelons d’abord brievement les étapes suivies.

On introduit les notations AV = AzAyAz, AV, = Av,Av,Av,, pour les volumes
élémentaires des cases de l'espace des positions et de I'espace des vitesses. La fonction de

partition d’une particule s’écrit :

1
z=3 e~ei/(KT) — AUAT > AV AV, e/ D), (4.32)

ou la sommation est faite par rapport a toutes les cases accessibles de ’espace des phases
et ou g; représente 1’énergie d'une particule dans la case i. En prenant dans le numérateur
les limites du continuum, AV — 0, AV, — 0, on peut remplacer la sommation discréte
par rapport aux cases ¢ par une sommation continue, c¢’est-a-dire par une intégration par

rapport aux variables z, y, 2, v, vy, v, :
1
7 = W/dxdydzdvxdvydvz6_8(1""’)/(”), (4.33)

avec £(r,v) représentant 1’énergie de la particule se trouvant a la position r et ayant la
vitesse v. En général, lorsque les interactions mutuelles directes entre les particules sont

négligées, ce qui correspond au cas des gaz parfaits, (r,v) est la somme de ’énergie
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cinétique et de I’énergie potentielle due a la force extérieure :
L
g(r,v) = 5mv + E,(r). (4.34)

Dans le cas présent, le systeme étant isolé des forces extérieures (telles que pesanteur,

champ électrique, etc.), 'énergie potentielle est nulle, £, =0 :

1
e(r,v) =¢(v) = §mv2. (4.35)
L’expression de Z devient :
1 too — Linw2/(kT)
Z = W/dedydz /_Oo dvmdvydvze 2 . (436)

Les intégrations par rapport aux variables de position et de vitesse se sont factorisées
(propriété qui était aussi vraie en présence de E,, cf. Ch. 3, Sect. 3.6). Or, I'intégration
par rapport aux variables de position donne le volume spatial V' du récipient ou est

enfermé le gaz :
1 too 1
Z= sV [ dvadvdv.e 0D, (4.37)

2

En tenant compte du fait que v? = v2 + vi + v2, Pexponentielle se factorise de nouveau

en un produit de trois exponentielles. En effectuant les changements de variables du type

Uy = Ugy/ 577, ON trouve un produit de trois intégrales identiques :

1 T\ [ [t _\®
Z_AVA%V<m> (/_OO due ) . (4.38)

u

L’intégrale gaussienne [7°° due* est égale & /7 et Z prend la forme suivante :

Z ! <2”kT> V. (4.39)

T AVAV, \ m

C’est la fonction de partition d’une particule de masse m d’un gaz parfait isolé, enfermé
dans un volume V' a la température d’équilibre 7. AV AV, représente le volume (six-
dimensionnel) d’une case de l'espace des phases; ce volume élémentaire est indépendant
du volume total du récipient ou est enfermé le gaz et de sa température T, laquelle
dépend de la répartition des particules dans les cases de l’espace des phases; on peut

donc le considérer comme une constante (pour un nombre fixe des particules).
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En revenant au calcul de la pression [Eq. (4.31)], on obtient :

V 1 27kT\2
InZ = 1n(A—V)+1n<A—VU( - )) (4.40)
0 NET

La derniere équation nous donne la pression en fonction du nombre des particules, du

volume et de la température du gaz. Elle s’écrit aussi :
PV = NET. (4.42)

C’est I’équation d’état des gaz parfaits.
Si on introduit la densité volumique (spatiale) des particules,

N
= — 4.43
n ‘77 ( )

on obtient :

P = nkT. (4.44)

Nous notons ici le fait que I’'équation d’état a été obtenue sans faire appel a une analyse
détaillée du mécanisme des chocs des particules contre les parois du récipient, méthode
utilisée en théorie cinétique des gaz. La définition générale de la pression en fonction de
la fonction de partition a été suffisante pour obtenir le résultat.

La propriété principale de I’équation d’état (4.42) est qu’elle ne dépend pas du type
de gaz considéré. La constante de Boltzmann k, telle qu’elle a été introduite dans les
définitions de Dentropie [Eq. (2.17)] et de la température [Eq. (3.59)], est une constante
universelle indépendante du type de gaz considéré. (Dans le cas contraire, ’entropie et la
température n’auraient aucune signification générale.) Par conséquent, divers gaz parfaits,
considérés a la méme pression P et a la méme température T' et occupant le méme volume
V', doivent contenir le méme nombre N d’atomes ou de molécules :

PV
N="]1. 4.45
T (4.45)

C’est une propriété non-triviale, vérifiée expérimentalement aux températures peu élevées,
T <600 K, et aux faibles pressions, P < 10 atm.
Historiquement, I’équation d’état des gaz parfaits avait été établie empiriquement sous

la forme

PV =T, (4.46)
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connue comme étant la loi de Boyle-Mariotte (1660), la constante r ne dépendant pas
du type de gaz considéré. Or V est une grandeur extensive (cf. Ch 1, Sect. 1.2); comme
la pression et la température sont des grandeurs intensives, la cohérence de I’Eq. (4.46)
implique que le coefficient r soit aussi une grandeur extensive. Or, la seule grandeur
extensive différente du volume qui pouvait étre proposée, a I'époque ou les atomes et les
molécules n’étaient pas connus, était la masse du gaz considérée. Ainsi, une augmentation
du volume du gaz dans les mémes conditions de pression et de température pourrait étre
compensée dans le deuxiéme membre de I'Eq. (4.46) par une augmentation proportionnelle
de la masse du gaz contenu dans le volume considéré. Mais une telle éventualité contredit
manifestement la propriété principale de r d’étre indépendant du type de gaz considéré.
Une dépendance de r de la masse du gaz ferait immédiatement apparaitre une dépendance
du type de gaz. C’est Avogadro, au début du dix-neuvieme siecle (1811), qui donna la
solution théorique de ce probleme. Pour lui, seule la nature corpusculaire (atomes et
molécules) de la matiere pouvait lever la contradiction. Dans ce cas, le coefficient r serait
proportionnel non pas a la masse du gaz, mais au nombre de molécules contenues dans le
volume, qui devait étre le méme pour tous les gaz. C’est bien sur cette hypothese qui est
vérifiée par 'équation (4.45). [La théorie atomique et moléculaire de la matiere fut aussi
développée a la méme époque par le chimiste et physicien anglais Dalton. ]

On désigne par mole la quantité de matiere ayant la masse d’'un atome-gramme (12 g
pour le 12C') ou de gaz contenue dans un volume de 22,4 1 dans les conditions normales de
température et de pression (7' = 273,15 K et P = 1 atm=1,013x10° Pa). Le nombre de
molécules contenues dans une mole est appelé nombre d’Avogadro et est désigné par N 4,.
Si la substance considérée contient n,,, moles, le nombre total N des molécules vérifie la

relation

N = nmolNAU. (447)

La constante des gaz parfaits R est reliée a la constante de Boltzmann et au nombre
d’Avogadro par la relation

R = Nak. (4.48)

La loi des des gaz parfaits peut aussi s’écrire
PV =n,,RT. (4.49)

La théorie d’Avogadro fut longtemps combattue du fait que la théorie atomique de la
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matiere n’était pas alors établie expérimentalement. Les premieres mesures expérimentales
du nombre d’Avogadro n’eurent lieu qu’au début du vingtieme siecle. Sa valeur actuelle
est :

Ny = 6,02 x 10% mol ™. (4.50)

On en déduit la valeur de R :
R=8,31JK ! mol™". (4.51)

Un sort similaire fut réservé aussi a la formulation statistique de la thermodynamique
de Boltzmann. Les expériences de Perrin (1908) et de Millikan (1909) apporteérent la
confirmation définitive de la nature corpusculaire de la matiere.

L’énergie interne d’un gaz parfait isolé s’obtient immédiatement a partir de I’énergie
cinétique moyenne des particules. On avait défini la température pour les gaz monoato-
miques (pour lesquels les énergies internes de rotation et de vibration des molécules sont
négligées) par la relation [Eqs. (1.4) et (3.59)] :

E. = ng. (4.52)
D’apres la définition de la valeur moyenne, E, = E.;/N, I'énergie cinétique totale du gaz
est
3

Eer = 5NAT. (4.53)

Or, pour un gaz parfait isolé, I’énergie interne est égale a son énergie cinétique totale.

Dol :
3
U = SNKT. (4.54)

Ainsi, I’énergie interne d'un gaz parfait isolé ne dépend que du nombre des particules et
de la température (cf. aussi Eqs. (3.65)-(3.66)). Ce résultat pouvait aussi étre obtenu en
utilisant la relation générale entre I’énergie interne et la fonction de partition [Eqs. (3.46)
et (3.70)]. En utilisant par exemple I'Eq. (3.70) et Pexpression (4.40) de In Z, on trouve :

9 3
= 2 _ = —
U= NKT ( o7 o Z)V ST, (4.55)

résultat qui coincide avec celui de I'Eq. (4.54).
Dans le cas ol on tient compte de I'interaction mutuelle des atomes ou des molécules ou

de l'interaction du systeme avec des forces extérieures, I’équation d’état (4.42) n’est plus
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valable et des contributions supplémentaires y apparaissent. Toutefois, lorsque le systeme
est constitué d’un gaz parfait placé sous I'influence d’une force extérieure statique (c’est-a-
dire indépendante du temps), telle que la pesanteur ou une force électrostatique, la forme
de I’équation d’état peut étre obtenue par une généralisation de I’équation (4.44). A I'état
d’équilibre, la température doit étre la méme partout dans le fluide (I'une des conditions
de I’équilibre). L'effet des forces extérieures statiques est de modifier la concentration des
particules suivant leurs positions spatiales. Autrement dit, la densité spatiale (volumique)

n des particules ne sera plus uniforme :
n = n(r). (4.56)

On peut appliquer les considérations sur la pression a l'intérieur de volumes élémen-
taires dans lesquels on peut supposer que n reste approximativement constante. Dans ce
cas, on obtient I’équation d’état des gaz parfaits sous forme locale, c¢’est-a-dire I’équation
(4.44), dans laquelle n est maintenant une fonction de r et par conséquent la pression 1est
aussi :

P(r) = n(r)kT. (4.57)

La forme explicite de n(r) dépend de Iénergie potentielle E,(r) [Eq. (4.34)] présente dans
la fonction de partition et sa détermination nécessite le calcul de celle-ci. Nous verrons au

chapitre suivant ’exemple d’un tel calcul dans le cas de la pesanteur.

4.3 Entropie des gaz parfaits

L’entropie d’un gaz parfait isolé se calcule directement a partir de la formule générale

(3.71) et 'expression (4.40) de In Z. On trouve :

U
= NklnZ+ —
S n —|—T

1% 1 27kT\3\ 3
_ Nk[ln(A—V)Hn(AVU( - ) >+§1. (4.58)
On peut aussi obtenir facilement expression de énergie libre [Eqs. (3.72)-(3.73)]
V 1 27kT\3

Jusqu’a présent, nous avons considéré le volume AV AV, d'une case de l'espace des

phases comme une constante, étant indépendante du volume total du récipient ou est
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enfermé le gaz et de sa température. Généralement, cette quantité indéterminée disparait
des expressions des grandeurs physiques mesurables, telles que la pression [Eq (4.41)],
Dénergie cinétique moyenne par particule [Eq. (4.52)], I'énergie interne [Eq. (4.54)], ainsi
que des expressions des valeurs moyennes de toute grandeur physique. [Lors du cal-
cul des valeurs moyennes dans la limite du continuum des positions et des vitesses, le
facteur AV AV, est lui-méme incorporé dans une intégrale comme volume élémentaire
d’intégration ; voir par exemple le calcul de la valeur moyenne de ’énergie cinétique, Ch.
3, Sect. 3.6.] Toutefois, ce volume apparait explicitement dans l’expression de l'entro-
pie d'un gaz parfait [Eq (4.58)]. 11 est cependant évident que si on calcule la différence
d’entropie d'un méme gaz au cours de son évolution (le nombre des molécules restant
constant), ce volume disparait de nouveau (a cause de sa présence dans une fonction loga-
rithme). Si on désigne par S(N,V,T) l'entropie d'un gaz parfait contenant N molécules,
enfermé dans un récipient de volume V' et a la température 7' ('expression (4.58)), et
si on considere 1’évolution du gaz entre un état initial ¢ correspondant a un nombre N
de molécules, un volume V; et une température 77 et un état final f correspondant au
méme nombre N de molécules, a un volume V5 et a une température 15, la variation de

I’entropie du gaz sera donnée par la relation

AS = S;—8;=5(N,Va,Ty) — S(N, V1, Ty)

Vo 3. [Ty

— Nk [m () +5m (ﬁ)] , (4.60)

de laquelle le volume AV AV, a disparu.

Le probleme change cependant si on considere des situations ou le nombre des molé-
cules du gaz peut changer au cours du temps, par exemple a cause d’une fuite a travers un
trou sur une paroi du récipient, ou a cause du mélange du contenu de plusieurs récipients.
Il est nécessaire dans ce cas de spécifier la dépendance éventuelle de AV AV, du nombre

total N des molécules.

Pour étudier ce probleme, nous aurons recours a la propriété d’extensivité de la fonc-
tion entropie (cf. Ch. 1, Sect. 1.2, Ch. 2, Sect. 2.6). Si, en maintenant les mémes conditions
d’équilibre (méme température et méme pression), on augmente la quantité de matiere
présente d’'un facteur multiplicatif A, les grandeurs extensives, telles que le volume, le

nombre des molécules, I'énergie interne, I’entropie, etc., doivent augmenter avec le méme
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facteur multiplicatif A :

V=XV, N-—=AN, U= §S—\S,
T—-T, P—P (4.61)

Avec la notation S(N,V,T), cette condition s’écrit :
S(AN, AV, T) = AS(N, V, T). (4.62)

En utilisant expression (4.58) de S on obtient :

S(AN, \V,T) = ANk lln ( A‘A/‘(/A)) +n (Avim (27;le)> n g] : (4.63)

ol nous avons supposé que les volumes élémentaires AV et AV, pourraient éventuellement
dépendre de \. On voit que I’Eq. (4.62) sera satisfaite si AV, est indépendante de \ et si
AV est proportionnel a A. Or, une dépendance de AV de A ne peut provenir qu’a travers

une dépendance de N. On doit donc avoir :
AV = NAV, (4.64)

ou AV est un nouveau volume spatial élémentaire, indépendant de N et de V.
En tenant compte de cette dépendance du volume d’une case de ’espace des phases
de N, les expressions de la fonction de partition, de 'entropie et de I’énergie libre d'un

gaz parfait monoatomique [Egs. (4.39), (4.40), (4.58) et (4.59)] deviennent :

Z(N,V.T) — %—VlAVU (27;’jT>2, (4.65)
InZ(N,V,T) = ln(N%A_V)—i—ln (Alv(%;le)) (4.66)
S(N,V,T) = Nk lln(NX_V)—l—ln (A;J(QﬁT)a +g] (4.67)
F(N,V,T) = —NkT lln(NLW)—Hn (ﬁ QiT)gﬂ. (4.68)

Ces expressions nous permettent de traiter correctement les problemes ou le nombre
des particules d'un systeme ou d’un sous-systeme changent au cours d’'une transforma-
tion. A titre d’illustration, considérons I'expérience suivante (Fig. 4.3). Deux gaz parfaits

monoatomiques sont enfermés dans deux enceintes séparées par une cloison étanche au
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transfert thermique. Ils contiennent respectivement N; et N, atomes, occupent des vo-
lumes Vi et V5, ont des températures 717 et T5. Le systéme total est isolé des influences
extérieures. On enleve (sans introduire de perturbations notables) la cloison. Les deux gaz
se mélangent, en occupant le volume total V; + V5 et, apres un certain temps, un nouvel

état d’équilibre est atteint avec une température 7'

Xxxxioooo x o2 x9
x 10O e N e * 0o

X X ! 0 x O Ox @)
X O O O

*xx | O O *o x x O x

N, Vi, T} No, Va, To N=Ni+ N2, V=V1+V2, T

Fia. 4.3 — Mélange de deux gaz parfaits.

A Tétat initial 7, I’énergie interne et l’entropie totale du systeme sont égales a la
somme des énergies internes et des entropies des deux gaz. En utilisant les formules (4.54)
et (4.67), on obtient :

3 3
Ui - U(Nl,Tl) + U(Ng, TQ) - éleTl + §N2]€T2, (469)

Si = SNy, Vi, Th) 4+ S(Ng, Vo, T3). (4.70)

Apres le mélange, les deux gaz interagissent indirectement par l'intermédiaire du rayon-
nement et des transferts d’énergie thermique, jusqu’a ce que la température d’équilibre T’
soit atteinte. Celle-ci est obtenue par le calcul de 1’énergie interne totale de 1’état final f,
qui est conservée, le systeme total étant isolé. Celle-ci est aussi donnée par la somme des

énergies internes des deux gaz, calculées a la température 7' :

U = UN,T)+U(Ny,T) = gle‘T + gNng, (4.71)
NT + NoT,

T = ——— =, 4.73

N T, (4.73)

Pour calculer 'entropie finale, il faut distinguer deux cas, selon que les deux gaz sont
distincts ou non. Dans le cas ou les deux gaz sont distincts, chaque gaz, apres le mélange,

évolue en conservant son identité. Par conséquent, on pourra toujours définir son entropie
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indépendamment de I’entropie de 'autre gaz. L’entropie totale du systeme sera égale a la
somme des entropies des deux gaz, en tenant compte des conditions de I’état final (le gaz
1 contient Ny atomes et occupe a la température 7' le volume V; + V5 ; le gaz 2 contient

Ny atomes et occupe a la température T' le volume Vi + V5) :
Sp=S(Ni, Vi + Vo, T) 4+ S(Na, Vi + V3, T). (4.74)

La transformation subie par le systeme précédent est manifestement irréversible. Une fois
la cloison enlevée, ’état initial ne représente plus un état d’équilibre et chaque gaz su-
bit une détente vers le volume total, en diffusant dans 'autre gaz. Dans ces conditions,
I’entropie totale du systeme doit augmenter d’apres le deuxieme principe de la thermody-
namique. On peut vérifier explicitement par une étude analytique de Sy — S; que Sy est

strictement supérieure a S; :

Dans le cas ou les deux gaz sont identiques, apres 'enlevement de la cloison on est en
présence d'un seul gaz ayant N7 + Ny atomes et occupant le volume Vi + V5, qui évolue
vers un état d’équilibre final a la température T'. Son entropie est donnée par la formule
(4.67) :

Sp=S(Ny+ No, Vi + V5, T). (4.76)

On peut vérifier que la valeur de cette entropie differe de celle du mélange des deux gaz
distincts [Bq. (4.74))].

Dans les expressions et les calculs précédents la pression des gaz n’apparait pas expli-
citement. On pourrait cependant l'introduire par I'intermédiaire de ’équation d’état, en
éliminant par exemple le volume en fonction du nombre des atomes, de la pression et de
la température.

La différence de traitement des cas de gaz distincts et identiques permet la résolution
d’une contradiction apparente de la thermodynamique classique, connue sous le nom du
paradoze de Gibbs. On reprend la méme expérience décrite plus haut, mais en choisissant
des conditions initiales particulieres qui permettent une simplification de l'analyse du
processus physique. On choisit les températures et les pressions des deux gaz a 1'état
initial égales (T = Ty et P, = P,). On peut vérifier facilement, & aide de I'Eq. (4.73) et

de I'équation d’état (4.42), qu’apres avoir enlevé la cloison et permis le mélange des deux



4.3. ENTROPIE 95

gaz, la température et la pression finales du mélange seront les mémes qu’a I’état initial
(T=T1=Thyet P=P =P,).

Lorsque les deux gaz sont distincts, apres avoir enlevé la cloison, et malgré 1'égalité
de leurs températures et de leurs pressions, ils commencent a diffuser I'un dans 'autre,
de telle sorte que chaque gaz tend a occuper tout le volume du récipient. On a toujours
affaire a un processus irréversible et le calcul détaillé de I'entropie du mélange a 1’état
final [Eq. (4.74)] montre que I'inégalité stricte (4.75) est bien respectée. Lorsque les deux
gaz sont identiques, apres avoir enlevé la cloison on se trouve en présence d'un seul gaz
qui a partout la méme température et la méme pression. Par conséquent, il se trouve
déja a I'état initial dans un état d’équilibre. Aucune évolution macroscopique ne devrait
plus avoir lieu. En particulier, I’entropie du gaz devrait rester inchangée, puisque celui-ci
est dans un état d’équilibre. Si, a ce niveau, on ne tenait pas compte de l'identité des
deux gaz a I’état initial et on utilisait sans discernement la formule (4.74), on aboutirait a
I'inégalité (4.75), ce qui contredit le fait que 'entropie du mélange devrait rester inchangée.
C’est cette contradiction qui est appelée paradoxe de Gibbs. Mais on comprend facilement
I'origine de la contradiction. Il faut tenir compte de I'identité des deux gaz et considérer
leur mélange comme un seul gaz en utilisant la formule (4.76). En tenant compte des
conditions initiales de température et de pression, on vérifie que 'entropie finale est égale
a l'entropie initiale (Sy = 5;), conformément a I'analyse du processus physique.

En conclusion, la propriété d’extensivité de I’entropie, qui a été utilisée pour déterminer
la dépendance du volume d’une case de l'espace des phases du nombre total des atomes,
nous permet de traiter correctement les problemes ot des variations du nombre des atomes

ou des mélanges de gaz peuvent apparaitre.
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Chapitre 5

Fonction de distribution de

Maxwell-Boltzmann

5.1 Introduction

La fonction de partition, obtenue par la théorie de la physique statistique développée
par Boltzmann, permet le calcul, en principe, de toutes les grandeurs physiques d’un
systeme en équilibre, si on connait les degrés de liberté du systeme et les interactions
élémentaires qui y sont présents. Elle est aussi applicable, avec quelques modifications,
aux systemes ol les interactions mutuelles des particules ne sont pas négligées et aux
systemes quantiques, ou certains domaines de ’énergie sont représentés par des valeurs

discretes.

Dans le cas des gaz parfaits, la fonction de partition prend une forme particulierement
simple due a l'absence d’interactions mutuelles. Maxwell (1859), bien avant Boltzmann
(1872), avait déja construit la fonction de partition des gaz parfaits, a partir de la théorie
cinétique des gaz, sans avoir recours a la théorie générale de la physique statistique.
L’intégrant qui apparait dans I'intégrale de la fonction de partition (calculée dans la limite
du continuum), est appelée fonction de distribution. Ce chapitre est consacré a une étude
plus détaillée de la fonction de partition des gaz parfaits et de la fonction de distribution
correspondante. La connaissance de la fonction de distribution est suffisante pour calculer
des valeurs moyennes de grandeurs physiques ou pour connaitre le spectre de distribu-

tion des particules dans ’espace des phases. Toutefois, pour le calcul d’autres grandeurs

97
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fondamentales de la thermodynamique, telle que I'entropie, elle devient insuffisante et le

recours au formalisme général de la physique statistique devient nécessaire.

5.2 Fonction de distribution de Maxwell-Boltzmann

La fonction de partition d’une particule d'un gaz parfait, isolé ou en présence de forces

extérieures statiques, est donnée par 1'Eq. (4.33) :

Z = ﬁmfv /dVdVve_g(r’V)/(kT), (5.1)

o AV AV, est le volume d’une case de 'espace des phases, dV = dzdydz, dV,, = dv,dv,dv,
et e(r, v) est 'énergie de la particule se trouvant a la position r avec la vitesse v (somme

de I'énergie cinétique et de I’énergie potentielle) :
1
e(r,v) = §mv2 + E,(r). (5.2)

Soit N le nombre total des particules du gaz. Le nombre de particules se trouvant autour
de la position r avec une vitesse voisine de v, ayant un écart volumique ne dépassant
pas le volume AV AV, d’une case de I'espace des phases, est, d’apres I’Eq. (3.39), N; =
Ne=si/®T) /7.

1
f dVd‘/ve—a(r,v)/(kT) )

(L’indice discret 7 est maintenant remplacé par les variables continues (r,v).) Or, AV

N(r,v) = NAVAV,e € v)/(RT) (5.3)

et AV, étant des quantités infinitésimales et devant étre remplacées dans la limite du
continuum par les éléments infinitésimaux dV' = dxdydz et dV, = dv,dv,dv,, on déduit
de I'Eq. (5.3) que N(r,v) est aussi une quantité infinitésimale, d’ordre six, et devrait étre
remplacée dans la limite du continuum par d®N(r,v). Dans la limite du continuum, I’Eq.

(5.3) devient :
dvdv,
f dVd‘/ve—e(r,v)/(kT) ’

On vérifie que l'intégrale six-dimensionnelle de d°N redonne le nombre total N des par-

N (r,v) = Ne € V)/(kT) (5.4)

ticules :
/ dN = N. (5.5)

La quantité d®P = d°N/N, donnée par

d°N —e(r,v)/(kT) dVdV
6p — _ —e(r,v v
TP="§y=¢ [dVdV,e—=V)/GT)’ (5:6)
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peut aussi étre interprétée comme étant la probabilité de trouver une particule dans un
volume infinitésimal dV'dV, entourant le point (r,v) de I'espace des phases. La somme

totale des probabilités étant égale a 1, on vérifie que

/d6P ~1. (5.7)

La fonction
1

f dVdV;,€_E(r7v)/(kT)

est appelée fonction de distribution dans [’espace des phases; elle nous montre comment

f(r,v)= e_g(r7V)/(kT)

(5.8)

sont distribuées les particules dans cet espace. Elle représente aussi la densité de probabilité

(probabilité par unité de volume six-dimensionnel) de trouver une particule au point (r, v).

D’aprés les Eqs. (5.6)-(5.7), on a :

/dVdV;,f(r,v) ~1. (5.9)
La quantité
d°N
Vv, Nf(r,v) (5.10)

représente la densité volumique des particules dans l'espace des phases (six-dimensionnel).

Si on est uniquement intéressé par la distribution des particules dans l'espace des
positions ou l'espace des vitesses, on peut définir des fonctions de distribution partielles
en intégrant par rapport aux variables restantes, puisque la fonction exponentielle se

factorise en un produit d’une fonction dépendant de r et d’'une fonction dépendant de v.

Ainsi :
_ 1
f(r) = /d%f(nv) . Ep(r)/(k:T)dee_Ep(r)/(kT), (5.11)
Lo s
—= kT 1
folv) = /de(r,v) =€ 2" /t )fdl/;,e‘%m"Q/(kT)' (5.12)
Les quantités ,
d’N(r)
T Nf, (5.13)
et ,
d ;\‘f/iv) = Nf, (5.14)

nous donnent les densités volumiques des particules dans chacun de ces espaces.
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Nous considérerons désormais le cas ou le gaz parfait est isolé de toute influence
extérieure. Dans ce cas, E,(r) = 0 et la distribution des particules dans l'espace des
positions est uniforme, puisque f,.(r) est une constante. (Un exemple ou E,, est différente de
zéro sera étudié dans la section 5.6.) Il suffit alors de restreindre I’étude de la distribution
des particules a ’espace des vitesses en intégrant immédiatement par rapport aux variables
spatiales. Le sous-espace restant est ainsi tridimensionnel. En omettant désormais I'indice

v de f,, on a: .
——mv?/(kT 1
fv) = fulv)=e 2" ! >fdvye_%mv2/(kT)' (5.15)

L’intégrale du dénominateur, qui s’étend a ’espace de toutes les vitesses possibles, est en

fait égale au triple produit d’intégrales par rapport a v, vy, v., qui se factorisent et qui

ont été calculées au chapitre 4 (Sect. 4.2, Eqs. (4.37)-(4.39)). On a :

1,
/dvve_ﬁmv [(RT) _ <27;§T> , (5.16)
et f devient :
m N3 —=mv/ (kT
f(v) = <27rkT> e / ), (5.17)
/dV;f(v) ~1. (5.18)

Le nombre des molécules ayant une vitesse voisine de v avec un écart volumique ne
dépassant pas dV,, est

d*N(v) = Nf(v)dV,. (5.19)

Comme v? = v2 + vj + v, on peut aussi définir f comme le produit de trois fonctions

de distribution, respectivement en v, vy, v, :

f(V) - g(”x).g(vy)g(vz)7 (520)
1 1
——mv2/(kT) 1 m \i —=muvs/(kT)
e = 2 [ dvye smA /) <27rkT> ¢ » (5:21)
/_:o g(vg)dv, = 1. (5.22)

Le nombre des particules qui se trouvent dans le volume dv,dv,dv, autour du point

(vg, vy, v;) est donné par

d*N(vg, vy, v.) = Ng(vs)g(v,)g(v.)dv,dv,duv,. (5.23)
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(Voir Fig. 5.1.)

Uz

Vg

F1G. 5.1 — Volume élémentaire de I'espace des vitesses, autour du point de coordonnées

(Vg Vy, V).

Pour connaitre le nombre des particules se trouvant dans la bande d’épaisseur dv,
entourant la valeur v,, il suffit d’intégrer I'Eq. (5.23) par rapport a v, et v,, en tenant

compte des conditions de normalisation du type de I’Eq. (5.22) :

dN(v;) = Ng(v,)dv,. (5.24)

5.3 Valeurs moyennes

Les fonctions g et f sont des fonctions gaussiennes qui s’annullent rapidement avec les
vitesses croissantes (en module). Autrement dit, le nombre des particules qui possédent
des vitesses élevées est faible. L’allure de la fonction g est représentée sur la Fig. 5.2, pour
deux valeurs distinctes de la température, T et Ty, T7 < T5. On remarque que la courbe
s’étale lorsque la température augmente. Ceci signifie que le nombre des particules avec
vitesses élevées augmente avec I'augmentation de la température, ce qui est conforme au

phénomene de 'agitation thermique.
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La valeur moyenne (par particule) d’une grandeur physique A dépendant uniquement
de v,, ou dans laquelle on aura effectué 'intégration des autres variables, est donnée,

d’apres 'Eq. (3.40), par

A 1 +oo AN A +ooA y )
<A>= N~/—oo (v2)A(vy) = /_OO (v2)g(vz)dvy. (5.25)
9(%) T1 < T2
Ty
1
0 Vs

F1G. 5.2 — La fonction de distribution unidimensionnelle g(v,) pour deux valeurs distinctes

de la température, avec T} < T5.

Mais la seule connaissance de la valeur moyenne d'une grandeur physique ne nous
donne pas une idée précise de la distribution des vitesses des particules. Ainsi, la valeur
moyenne de v, est nulle d’apres la symétrie de la fonction g par rapport a 'opération de

réflexion v, — —v, :

“+oo
< Uy >= / v9(vg)dv, = 0. (5.26)

Pour avoir une idée, au niveau expérimental, de la distribution des vitesses, on mesure les
écarts de la grandeur A a partir de sa valeur moyenne.

Si on considere ’écart linéaire AA = A— < A >, on constate immédiatement que sa
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valeur moyenne est nulle. En effet :
CAA>=< (A—<A>)>=<A> - << A>>=<A>-<A>=0. (5.27)

(La valeur moyenne < A > étant un nombre constant sort a l'extérieur de I'intégrale
[ < A > gdv,.) Ce n’est donc pas une grandeur physique intéressante. En revanche, la va-

leur moyenne du carré de ’écart AA joue un role important dans les mesures statistiques.
On a :
<(AAP > = <(A-<A>)P>=<A?-2A<A>+<A>*>
= <A>-2<A><A>+<AS?
= <A?>-—-<A>%. (5.28)
Cette quantité est toujours positive ou nulle, & cause de la positivité de (A— < A >)2

Elle nous renseigne, a partir des mesures expérimentales, sur le degré de resserrement ou

de dispersion des résultats autour de la valeur moyenne. On définit [’écart quadratique

o4 =1/< (AA?2 >=V< A2 > — < A >2 (5.29)

qui a la dimension de A.

moyen par

En appliquant ces calculs a la vitesse v,, on trouve :

400 T
< v >= / g(v,)dv, = k— (5.30)
m

(Le calcul fut effectué au chapitre 3, Sect. 3.6.) L’écart quadratique moyen est :

3 kT
oy, = (< V2> — <, >2)2 =/ —. (5.31)
m

On voit bien que lorsque T" augmente, ’écart quadratique moyen augmente, ce qui est
une indication de I’étalement de la fonction de distribution (Fig. 5.2).

Le nombre de particules dN(v,) contenu dans la bande dv, entourant la valeur v, est
donné par I’Eq. (5.24). Le nombre des particules ayant une composante v, de la vitesse

comprise entre v, et vy (Uzo > V1) est obtenu en intégrant dN(v,) entre v,y et v, :

N = / dN(v,) = N / g(v2)dvs. (5.32)
V1

Le nombre des particules ayant la composante v, de la vitesse inférieure en module a |v,|

est obtenu en choisissant dans ’équation précédente v, = —|v,0| €t Vi = |vg0]

ool ool
Newa = [ dN(u) =28 [ g(o,)du. (5.33)

—|vao]
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Le nombre des particules avec une composante v, de la vitesse supérieure en module a

|vgo| est obtenu en intégrant dN(v,) entre —oo et —|v,| et entre |v,g| et 0o :

Nejveo] = 2 ‘ IdN(Uz) =2N | ‘g(vx)dvz. (5.34)
Vx0 Vz0
On vérifie que
Nijvgol + Nojoge) = N. (5.35)

La fonction d’erreur erf(z) fut introduite au chapitre 2, Sect. 2.4, Eq. (2.13) :

ert(r) = == / = (5.36)

C’est une fonction impaire, croissante avec les x croissants, qui tend rapidement vers 1.

Quelques valeurs numériques de cette fonction sont données dans la table 5.1.

z |0 02 0,4 1,0 1,6 2,0 28 o0
erf(z) | 00,2227 0,4284 0,8427 09763 0,9953 0,9999 1

TAB. 5.1 — Quelques valeurs numériques de la fonction erf(x).

Les nombres N,

Vz1,Vz2)

Nju,o] €6 Nsjy,|, calculés plus haut, peuvent aussi s’exprimer

en fonction de la fonction erf :

N m m
Noproy = 5 [erf(, / 2/<;TUI2) erf(y/ 2]{;TUI1)}
N<|vz()‘ - Nerf(v 2]{ZT|U$0|)

Noppo| = N[l—erf( (5.37)

9 kT|%o|)]

Le plus souvent, on est intéressé par la distribution des particules suivant le module
de la vitesse dans l'espace tridimensionnel des vitesses. Dans ce cas, il faut revenir a la
fonction de distribution f. Une valeur fixe du module de la vitesse, v = \/m,
définit la surface d'une sphere dans l'espace tridimensionnel (v,,v,,v,). Les particules
ayant des vitesses de module v compris entre v — d2—” et v+ d—” (dv > 0) se trouvent dans
le volume contenu entre les deux spheres de rayons v — —“ et v 4+ €. Pour les calculs

correspondants, il convient d’utiliser les coordonnées sphériques. v étant le module de v,

on a (Fig. 5.3) :

vy, = vsinfcosp, v, =vsinfsing, v, =vcosl,

0<p<2or, 0<0<m v>0. (5.38)
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Uz

Vg

F1G. 5.3 — Coordonnées sphériques dans ’espace des vitesses.

L’élément de volume dV,, a pour expression
dV, = dv,dv,dv, = v*dvdQ = v*dv sin d0dp. (5.39)

(d€2 est I'angle solide élémentaire entourant le point M, vu de l'origine.)

Le nombre de particules ayant des vitesses représentées par des points se trouvant
dans un volume infinitésimal dV,, entourant le point M de coordonnées (v, 0, ¢) est [Eq
(5.14)] :

d*N(v) = Nf(v)dV, = N f(v)v*dvdS, (5.40)

ol nous avons tenu compte du fait que la fonction de distribution f(v) [Eq. (5.17)] dépend
en fait uniquement du module de la vitesse v.

Si on n’est pas intéressé par la répartition des vitesses suivant des directions parti-
culieres dans I'espace, on peut intégrer d® /N par rapport aux angles 0 et ¢, f ne dépendant
pas des angles, ce qui nous donne le facteur multiplicatif 47, égal a I'angle solide total de

Pespace ([ dQ = 47). L'Eq. (5.40) devient :
dN (v) = N4r f(v)v?dv. (5.41)

Le probleme est redevenu unidimensionnel, mais avec les modifications suivantes par rap-

port au probleme étudié avec la seule variable cartésienne v, : 1) v prend uniquement des
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valeurs positives ou nulles; 2) par rapport a v, on a une fonction de distribution effective

donnée par 47 f(v)v? On définit ainsi la nouvelle fonction de distribution f(v) :

1
~ m \3 , —=mv*/(kT
f(v) = 4nf(v)v? = 4 <27Tk;T> vie 2 / ) (5.42)

Elle vérifie la condition de normalisation

/OOO f(v)dv = 1. (5.43)
.]F(U> T < T
T
15
//
0
0
v

F1G. 5.4 — La fonction de distribution f (v) pour deux valeurs différentes de la température,

avec 11 < Ts.

L’allure de la fonction f est représentée en fonction de v sur la figure 5.4 pour deux
valeurs différentes de la température, 17 et Ty, avec T < Th. On retrouve de nouveau
le phénomene de 'étalement de la fonction de distribution avec l'augmentation de la
température.

La valeur moyenne d'une grandeur physique dépendant uniquement de v est donnée

par la relation

< A>= /0 " A) (o) do. (5.44)
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Pour le calcul de < A >, on a souvent besoin de calculer les valeurs moyennes de v™ pour
diverses valeurs de n. La table 5.2 donne les valeurs de quelques intégrales utiles, ou I, (a)
est définie par ’équation

I,(a) = /OOO U"e_aUde, a > 0. (5.45)

La formule générale de I,,(a) est, suivant la parité de n :

2p)!
In(a> = M? n:2p7p:071727"'7
p!22p+lap+§

p!
In(a) = s =W+l p=012.. . (5.46)

On trouve pour la valeur moyenne du module de la vitesse :

2kT
T=<v>=2{|—. (5.47)
mm
La valeur moyenne de v? est :
3kT
<vP>=—r) (5.48)
m

ce qui nous donne pour sa racine carrée, appelée vitesse quadratique moyenne :

kT
vt=V<ur> = 3— (5.49)

m
Lécart quadratique moyen [Eq. (5.29)] est
3 3kT 8\3
2 22 2
y= (<> —<v> =4/—(1—-=—)". 5.50
ov= (<> = <v>?)t =T (1- ) (550
n 0 1 2 3 4 ) 6 7
L) |35 % /e @ 3E & w/E =

2
TAB. 5.2 — Les intégrales I,,(a) = [;°v"e™ % dv, a > 0, pour les premicres valeurs de n.

Une quantité intéressante est la valeur de la vitesse pour laquelle il y a le maximum
de particules. Elle correspond au maximum de la fonction de distribution f [Fig. 5.4]. Sa
valeur est déterminée par la condition

oF

- = 0. (5.51)

V=Um,
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On trouve :

m =\ —— 5.52
o= (552

L’emplacement des trois valeurs v,,, T et v* est indiqué sur la figure 5.5, représentant

la courbe de la fonction f. On a v, <7 < v*. (& = 1,128, ;’—m =1,224.)

Um

Fi1G. 5.5 — L’emplacement des trois valeurs v,,, U et v*.

Finalement, on peut aussi représenter la distribution des particules suivant leur énergie

cinétique. En utilisant les faits que E. = %va et dE. = mvdv, on peut écrire I’Eq. (5.41)
sous la forme :
41

f(E.) représentant f(v) dans laquelle v a été remplacé en fonction de F.. En introduisant

la fonction de distribution de 1’énergie,

FUE) = o fE R, = o Pl OT) B, 550

I’équation précédente devient :

AN(E,) = NF(E.)dE,, (5.55)
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la fonction de distribution F'(E,) vérifiant la condition de normalisation

/000 F(E)dE. = 1. (5.56)

E.

F1G. 5.6 — Allure de la fonction de distribution F(E,), avec 'emplacement du maximum,

a la valeur E.,, et de la valeur moyenne de I’énergie cinétique, E..

La fonction NF(E,) n’est autre que la densité énergétique ng(F) des particules intro-
duite au chapitre 1, Sect. 1.6.3 [Eq. (1.43)]. La courbe de variation de F(E,) a la méme
allure que celle de ng(F) et est représentée sur la figure 5.6. Le maximum de F(E,) cor-
respond a la valeur E.,, = %kT. La valeur moyenne de E, est E, = %kT, résultat déja

établi a partir de < v* > (cf. aussi Ch. 3, Sect. 3.6).

5.4 Vérification expérimentale de la loi de

distribution de Maxwell-Boltzmann

La loi de distribution des vitesses de Maxwell-Boltzmann a été vérifiée expérimen-

talement, en mesurant la distribution des vitesses des atomes quittant une enceinte a
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travers un trou. Pour cela, il est nécessaire de relier la distribution des vitesses des atomes
sortants a celles des atomes du gaz enfermé dans ’enceinte.
On considere un trou circulaire délimitant un disque d’aire S sur 1'une des parois

verticales du récipient (Fig. 5.7).

F1Gc. 5.7 — Atomes quittant I’enceinte a travers un trou se trouvant sur I'une des parois

verticales.

On repere les composantes des vitesses des atomes arrivant sur le trou par les coor-
données sphériques d’origine O centrée sur le trou, le plan Ozy contenant la paroi verticale.
La loi de distribution des vitesses est donnée par 1’Eq. (5.40), ou N est le nombre total,
a I'instant ¢, des atomes :

d*N = N f(v)v’dvdQ. (5.57)

Si V est le volume total du récipient, la densité volumique spatiale (uniforme) des atomes
est :
N

n= (5.58)

Le nombre des atomes par unité de volume, ayant une vitesse se trouvant dans un volume
infinitésimal entourant la valeur v est obtenu en divisant les deux membres de 'Eq. (5.57)
par V :

d*n = nf(v)vidvsin 0dfdp. (5.59)
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Les atomes qui ont une vitesse de module v dirigée suivant la direction définie par les
angles (0, ¢) se trouvent dans le cylindre d’aire de section transverse S cos f d’axe parallele
a cette direction. Les atomes qui arrivent sur S pendant un temps dt sont ceux contenus
dans le cylindre du type précédent de longueur vdt, dont le volume est dV = S cos fvdt.

Le nombre des atomes qui arrivent sur S pendant le temps dt a travers ce cylindre est :
= |a’n =nf(v)v’avsS cos b sin pdt. .
d*N d*ndV f 3dvS cos 6 sin Bdfdpd 5.60

Le nombre total des atomes dont le module de la vitesse est v, avec une bande d’in-
certitude dv, et qui traversent le trou pendant un temps dt est obtenu en intégrant I’Eq.
(5.60) par rapport a l’angle ¢ entre 0 et 27 et par rapport a l'angle 6 entre 0 et 7/2, la
région /2 < 6 < 7 correspondant a l'extérieur du récipient ou a des atomes s’éloignant

du trou tout en restant a l'intérieur du récipient. On trouve :
|d*N,| = nrf(v)v*Sdvdt. (5.61)

Si on suppose qu’en traversant le trou les atomes ne sont pas notablement déviés de
leur direction initiale, la distribution de leurs vitesses a l'extérieur sera aussi donnée par
IEq. (5.60). On peut ainsi étudier la distribution de leurs vitesses suivant une direction
particuliere. Par unité d’angle solide, la direction normale a la paroi (f ~ 0) contient
le plus grand nombre de particules. En placant apres le trou des fentes paralleles a la
paroi contenant le trou suivant la normale a la paroi, on peut sélectionner un faisceau
d’atomes sortant suivant la direction orthogonale a la paroi. Ces atomes sont envoyés
vers un cylindre tournant C', sur lequel ils se déposent et noircissent une plaque collée au
cylindre (Fig. 5.8). Les fentes sont fermées apres un temps At.

Or, les atomes les plus rapides d'un jet arrivent les premiers sur le cylindre et noir-
cissent la partie droite de la plaque qui est en train de tourner. Les atomes les plus lents
arrivent les derniers sur le cylindre et noircissent la partie gauche de la plaque. Le noircis-
sement de la plaque en un point donné est proportionnel au nombre d’atomes qui arrivent
au méme instant en ce point, c¢’est-a-dire au nombre d’atomes ayant une méme vitesse v.
La mesure (par un microphotometre) du noircissement de la plaque du cylindre tournant
en chacun de ses points permet ainsi de reconstituer expérimentalement la fonction de
distribution des vitesses des atomes et de la comparer a I'expression théorique (5.60), on

f(v) est donnée par I'Eq. (5.17). Les premieres expériences ont eu lieu durant les années
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F b

/‘/

F1G. 5.8 — Faisceau d’atomes sélectionné par les fentes se dirigeant vers le cylindre tournant

C.

1930-1934 par Zartman et Ko. La loi de distribution de Maxwell-Boltzmann a été trouvée
en tres bon accord avec les résultats expérimentaux.

L’Eq. (5.61) nous donne aussi la loi de diminution au cours du temps du nombre des
atomes du récipient troué. Le nombre total des atomes qui sortent par le trou pendant
un temps dt est obtenu en intégrant I’Eq. (5.61) par rapport a v (a l'aide des formules
(5.45)-(5.46) ou de la table 5.2) :

N(t)

AN@)| = s /0 ~ fo)tdo

NS [2kT

Comme il s’agit d'une diminution de particules dans le volume fixe V', dN est négatif :

AN(t) = —N(t)%,/%f—:dt. (5.63)

On pose
S |2kT
-1
= —\[— 5.64
’ 2V mm’ (564)
qui a la dimension inverse d’'un temps (7 a la dimension d’'un temps). L'Eq. (5.63) s’écrit :
N(t

() = N0 g (5.65)

T



5.5. EQUIPARTITION DE L’ENERGIE 113
Sa solution est une fonction exponentielle :
_ —t/T
N(t) = Noe : (5.66)

Le parametre 7, qui représente le temps caractéristique de décroissance du nombre des
atomes du récipient, dépend de plusieurs facteurs, S, V., T, m. En particulier, lorsque
les dimensions du trou diminuent (S diminue), 7 augmente; la sortie des atomes se fait
plus lentement avec un trou plus petit. En revanche, lorsque la température augmente, 7
diminue; a cause de 'augmentation de l'agitation thermique, les atomes arrivent sur le

trou plus fréquemment, ce qui augmente leur probabilité de sortie.

5.5 Equipartition de I’énergie

Le calcul de la valeur moyenne de v2 [Eq. (5.30)], égale & kT /m pour un gaz parfait,
nous permet d’en déduire immédiatement celle de 1’énergie cinétique par molécule pour

un mouvement unidimensionnel suivant 'axe Oz :
1
E.. = ikT' (5.67)

Or, les autres directions spatiales Oy et Oz étant équivalentes a celle de Oz a cause de
I'isotropie de l'espace des vitesses (résultant de I’absence de forces extérieures dépendant

de la vitesse), on en déduit aussi :

|
Eer = Eoy = Bex = 5kT. (5.68)

La valeur moyenne par molécule de I'énergie cinétique complete est alors

3

B =Bt B+ Boe = SHT. (5.69)

+

On déduit de ces résultats que chaque degré de liberté, qui correspond a une direction
indépendante de mouvement possible, contribue, dans le cas des gaz parfaits, avec une
égale contribution, %k‘T , a la valeur moyenne de 1’énergie cinétique des molécules. Le
facteur 3 qui apparait dans E. compte ainsi le nombre de degrés de liberté présents dans
le mouvement de la molécule.

Dans les calculs effectués jusqu’a présent nous avons toujours supposé que les molécules

étaient des particules ponctuelles ayant seulement un mouvement de translation dans



114 CHAPITRE 5. FONCTION DE DISTRIBUTION

I'espace; c’est le cas des molécules monoatomiques, constituées d’un seul atome. Or,
généralement, les molécules ont une structure plus complexe et sont constituées de plu-
sieurs atomes. En plus de leur mouvement de translation dans l’espace, représenté par
le déplacement de leur centre d’inertie, elles peuvent aussi avoir un mouvement interne
autour de leur centre d’inertie.

Considérons le cas d'une molécule diatomique (ou biatomique), représentée sur la figure
5.9, ou l'origine O des coordonnées a été choisie au centre d’inertie du systeme et l'axe

Oz suivant la droite joignant les deux atomes A et B.

F1G. 5.9 — Molécule diatomique.

La molécule peut ainsi avoir autour de son centre d’inertie un mouvement de rotation,
représenté par les deux rotations indépendantes autour des axes Oy et Oz, une rotation
autour de Oz laissant le systeme inchangé. Par conséquent, ce type de mouvement in-
troduit deux degrés de liberté supplémentaires, qui pourront étre décrits par les vitesses
angulaires de rotation respectives w, et w,. Les énergies cinétiques correspondantes sont

1.5 1.5 2 2
Eey = QIwy, E.. = ilwz, I =mi Ry +moR5, (5.70)
ou I est le moment d’inertie du systeme par rapport aux axes Oy et Oz, mi et my les
masses des deux atomes, R; et Ry leurs distances au centre d’inertie. (En général, les
moments d’inertie d’un systeme composé relativement aux axes Oy et Oz sont différents,
mais pour le systéme actuel, il existe une symétrie entre ces deux axes.) Pour tenir compte

de la contribution de ce mouvement a la dynamique du systeme, il faut élargir ’espace



5.5. EQUIPARTITION DE L’ENERGIE 115

des phases, en y incluant aussi les variables de vitesses angulaires de rotation w, et w;,
et en intégrant pour le calcul de la fonction de partition par rapport a ces variables. La
contribution des énergies cinétiques correspondantes s’ajoute a celle de I’énergie cinétique
de translation déja considérée, %mvz, et fait apparaitre dans la fonction de distribution le
terme exp{—FE.,/(kT) — E,,./(kT)}. Ce terme factorise les autres termes déja considérés
dans la fonction de distribution et de ce fait pour le calcul des valeurs moyennes il peut
étre traité indépendamment. A son tour, il se factorise en deux termes indépendants.
Ainsi, ’énergie cinétique moyenne due a la rotation autour de 'axe Oy sera donnée par

la formule o
[ dw, e S

cry T 1

(5.71)

En effectuant le changement de variable w, = uy/2kT/1, on retrouve les intégrales gaus-

siennes déja rencontrées dans les sections 3.6 et 5.3 et le résultat est :

— 1

Eey = ikT' (5.72)
De méme on trouve :

— 1

E.,, = §kT. (5.73)

Ainsi, chacun des nouveaux degrés de liberté a contribué a la valeur moyenne de
I’énergie cinétique par le facteur %k;T. La valeur moyenne par molécule de l'énergie
cinétique est maintenant la somme de la valeur moyenne de 1’énergie cinétique de transla-

tion (5.69) et de la valeur moyenne de I'énergie cinétique de rotation interne (5.72)-(5.73) :
— — 3 1 1 D
E.=Bu+Bo = SkT + SKT + kT = ST, (5.74)

Dans le cas d’une molécule triatomique, représentée sur la figure 5.10, trois mouvements
de rotation indépendants sont possibles, faisant intervenir trois degrés de liberté, par
exemple les trois vitesses angulaires de rotation autour des axes Ox, Oy et Oz. Un calcul
similaire au cas des molécules diatomiques montre que chaque mouvement de rotation
indépendant contribue par un facteur additif %kT a la valeur moyenne par molécule de
I’énergie cinétique, de telle sorte que la valeur moyenne complete de I’énergie cinétique,
due aux mouvements de translation et de rotation interne, avec au total six degrés de
liberté, devient :

- = 3 3 6
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A C

Fi1G. 5.10 — Molécule triatomique.

Lorsque la température augmente, les molécules composées peuvent aussi avoir un
type de mouvement supplémentaire, représenté par la vibration des atomes autour de
leur position d’équilibre. Si on représente, dans le cas de la molécule diatomique, par u
I’écart de la distance relative des deux atomes a partir de leur distance relative d’équilibre,
I’énergie de vibration correspondante s’écrit :

1 1
Eyipr = 5:1“)2 + §KU2, (576)

ou p est la masse réduite des deux atomes, u = myms/(my + ma), v, la vitesse suivant u
et K la constante de rappel du mouvement vibratoire. Ce type de mouvement introduit
deux degrés de liberté supplémentaires représentés par les variables v,, et u. L’'introduction
de E,;,. dans la fonction de partition et l'intégration par rapport aux variables v, et u,

qui se fait comme dans les cas précédents, donne pour les valeurs moyennes le résultat :

1 = 1

u

La valeur moyenne de I'énergie vibratoire d’'une molécule diatomique est ainsi

2
Buitr = Bu, + Bu = 5kT. (5.78)

La valeur moyenne complete de 1’énergie cinétique de la molécule devient :

3
2

7

- = — 2 2
E.=FE4+E.,+ Eyp, = kT + §kT + §kT = §k‘T. (5.79)

Ce résultat traduit une propriété générale des gaz parfaits (et des gaz non-parfaits
dont les énergies potentielles d’interaction ne dépendent pas des vitesses) connue sous
le nom du théoréeme de I’équipartition de [’énergie. Pour un gaz parfait, chaque degré de

liberté de I’énergie cinétique contribue par un facteur %k‘T a la valeur moyenne de ’énergie
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cinétique d’une molécule. Si on désigne, a une température donnée, par f le nombre de
degrés de liberté des molécules contribuant a 1'énergie cinétique, la valeur moyenne de

celle-ci par molécule est :

E.= ng. (5.80)
L’énergie cinétique totale du gaz constitué de N molécules est :
E.g =NE, = Ngk:T. (5.81)

Dans le cas d'un gaz parfait isolé, I’énergie cinétique totale se confond avec l’énergie

interne ; dans ce cas on a :

_/
2

Il faut noter que f dépend de la température. Aux basses températures (7' < 250 K),

f

U= SNKT = Sn, RT. (5.82)

seuls les degrés de liberté de translation sont présents. A des températures plus élevées
(température ambiante) les degrés de liberté de rotation interne apparaissent. Finalement,
a des températures encore plus élevées (T' ~ 1000 K) les degrés de liberté de vibration
interne apparaissent aussi. Pour les gaz monoatomiques, f = 3 a toute température. Les
transitions entre ces différents régimes sont produites par les phénomenes quantiques.

En revanche, I’équation d’état des gaz parfaits [Eq (4.42)] est la méme pour tous les
types de molécules, car la pression du gaz dépend uniquement des degrés de liberté de
translation spatiale (chocs contre les parois du récipient) et non des degrés de liberté
interne des molécules :

PV = NkT = n,,RT. (5.83)

Le théoreme de I’équipartition de I’énergie ne s’applique qu’a I’énergie cinétique des
gaz parfaits. Lorsque le gaz est placé en présence d'un champ de force extérieur, la valeur
moyenne de 1’énergie potentielle correspondante pour une molécule dépend des propriétés
détaillées de la force extérieure. Ainsi, dans le cas de la force de la pesanteur (qu’on
traitera dans la section 5.6) ou il y a un degré de liberté actif (la variable z), on peut
calculer la valeur moyenne par molécule de I’énergie potentielle de la pesanteur; on trouve
E, =< mgz >= kT, qui differe d'un facteur 2 du résultat prédit par le théoreme de
I’équipartition de I’énergie. La raison en est que 1’énergie potentielle précédente est une
fonction linéaire de z, alors que toutes les fonctions rencontrées lors de la démonstration

du théoreme de I’équipartition de ’énergie étaient des fonctions quadratiques de leurs

variables.
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5.6 L’équation barométrique

Nous considérons dans cette section le cas d'un gaz parfait pour lequel on tient compte
des effets du champ de force de la pesanteur, qui représente un exemple de force extérieure
statique. En prenant I’axe des z suivant la verticale, avec le sens positif dirigé vers le haut,
et I'origine des coordonnées a la surface de la terre, I’énergie potentielle correspondant a

une masse m s’écrit :

Ey(2) = mgz, (5.84)

g ¢étant 'accélération de la pesanteur. Les constantes additives dans 1’énergie potentielle
peuvent étre ignorées, car seules des différences d’énergie sont mesurables, dans lesquelles
elles disparaissent ; elles contribuent aussi par des constantes multiplicatives globales a la
fonction de partition et disparaissent ainsi de toutes les quantités physiques mesurables.

Nous considérerons ici le cas de ’atmosphere terrestre. La particule constituante du
gaz sera représentée par la “molécule” d’air, correspondant en fait a un état moyen entre
la molécule d’azote (78% de fraction molaire ou volumique), la molécule d’oxygene (21%)
et la molécule d’argon (1%). La masse m qui apparait dans I’Eq. (5.84) représente ainsi
la valeur moyenne pondérée entre les masses des trois types de molécules précédentes
(masse molaire moyenne : 29 g mol™!). On fait aussi 'approximation d’une atmosphere
terrestre a 1’équilibre, s’étendant de la surface de la terre vers une hauteur infinie, avec
une température 7' uniforme, la méme a toutes les hauteurs. (En réalité, la température
diminue de 6 K par kilometre d’élévation dans la premiere couche de ’atmosphere, la
troposphere, ayant une épaisseur de quelques dizaines de kilometres.) Le systeme considéré
sera la quantité d’air contenue dans un cylindre vertical d’aire de section transverse S et
de hauteur infinie.

Les molécules d’azote et d’oxygene étant diatomiques et la molécule d’argon mono-
atomique, la molécule d’air est a 99% diatomique. On peut donc la considérer en bonne
approximation comme diatomique. Dans ce cas, il faut aussi tenir compte des deux degrés
de liberté internes correspondant aux rotations de la molécule, représentée par un segment
de droite joignant les deux atomes (Fig. 5.9), autour des directions orthogonales & son
axe (cf. Sect. 5.5). En désignant par w; et wy les deux vitesses angulaires correspondantes,

Pénergie cinétique de rotation interne d’une molécule s’écrit [Eq. (5.70)] :

1
E, = 51@3 + w3), (5.85)
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ou I représente le moment d’inertie de la molécule par rapport a ’axe de rotation et a
son centre d’inertie; dans le cas présent, I = imRQ, ou m est la masse de la molécule et
R la distance entre les deux atomes. A cause de la présence des deux degrés de liberté
supplémentaires, il faut aussi élargir I’espace des phases six-dimensionnel vers un espace
des phases huit-dimensionnel, en y incorporant le sous-espace des vitesses angulaires w.
L’élément de volume élémentaire d’une case dans ce sous-espace a deux dimensions sera
désigné par AV, avec AV, = Aw;Awy. Dans le cas infinitésimal (passage a la limite
continue) on aura dV,, = dwidws

L’énergie d'une molécule est égale a la somme de son énergie cinétique, elle-méme
composée de la somme de 1’énergie cinétique de translation et de 1’énergie cinétique de

rotation interne, et de son énergie potentielle :

1 1
e(r,v,w) = §mv2 + 5[(@0% + w?) + mgz. (5.86)

La fonction de partition est donnée par I’Eq. (5.1) élargie a l'espace des phases huit-

dimensionnel :
1 2 1 2 2
1 ——mv?/(kT) —=I(wi 4+ w3)/(kT) _
I 9 2 mgz/(KT)
2= XVAV AT / AV dV,dV,e e e . (5.87)

Les intégrations par rapport au volume spatial et au volume des vitesses (de trans-
lation et de rotation interne) se font indépendamment a cause de la factorisation de la
fonction exponentielle. L’intégration par rapport au volume des vitesses de translation fut
déja effectuée dans la section 5.2 [Eq. (5.16)]. L’intégration par rapport aux vitesses angu-
laires de rotation (entre —oo et +00) se fait d’une fagon similaire, a I’aide de changements
de variables et des formules (5.45)-(5.46) et la table 5.2 (pour n pair et avec un fac-
teur 2 multiplicatif supplémentaire a cause de la différence dans les bornes d’intégration).
L’intégration par rapport aux variables spatiales x et y donne I'aire S de la section trans-

kT

verse du cylindre. L’intégration par rapport a z, de 0 a l'infini, donne mg" On obtient

finalement pour la fonction de partition, qu’on notera Zj :

1 KT\ [27kT\? [21kT
L - . .
0 AVAVUAVWS (mg) < m ) ( I ) (5.88)

On notera que les trois degrés de liberté de la vitesse de translation se manifestent par la

présence de la puissance 3/2 du terme (27kT/m), alors que les deux degrés de liberté de

la vitesse de rotation interne se manifestent par la puissance 2/2=1 du terme (27kT/1).
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Le nombre de molécules contenues dans le cylindre de section S et de hauteur infinie
est désigné par Ny. Le nombre de molécules se trouvant autour du point de I'espace des
phases de coordonnées (r,v,w) dans un volume infinitésimal dV dV,dV,, est donné par la
formule (3.39), N; = Noe™=/*T) /7 ol dans I'expression (5.88) de Z on remplace 1’élément
de volume AV AV,AV,, par le volume infinitésimal dVdV,dV,, et ou 'indice discret ¢ est
remplacé par les variables continues (r,v,w), le nombre de molécules N; de la case i

devenant maintenant le nombre infinitésimal huit-dimensionnel d®N :

Ny mg)( m )%( I >€—%mv2/(k:T) —%I(w%jtwg)/(kT)

8 — J— <
EN(rv,w) = S(kT 20kT) \2xkT ‘

xe~ M9z (KT) gy qv, qv,. (5.89)

Pour obtenir la distribution des molécules suivant la variable z, il suffit d’intégrer I’Eq.

(5.89) par rapport aux autres variables. On trouve :

dN(z) = N, (%) e—m9z/(kT) g (5.90)

dN(z) représente le nombre de molécules dans un cylindre de section S et de hauteur dz
placé a l'altitude z. Cette équation nous permet de comparer les nombres de molécules

contenues dans le cylindre précédent placé a deux altitudes différentes, z1 et 25 :

dN(z) o—mg(z2 — 21)/(KT) (5.91)

dN(Zl)

Le nombre des molécules diminue exponentiellement suivant I’altitude.

La densité volumique (concentration) des molécules est :

_dN(z)_ldN(z)_No mg\ —maz/(kT
U _F<ﬁ>e 92/, (5.92)

La comparaison des concentrations moléculaires a des altitudes différentes vérifie la méme

loi que I'Eq. (5.91) :

n(z1)

Pour calculer la pression de l'air et déterminer 1’équation d’état, nous considérons

nz2) _ —mg(z — 21)/(kT) (5.93)

un sous-systeme du systeme précédent, constitué d’un cylindre de section S s’étendant
de la surface terrestre (z = 0) jusqu’a une altitude arbitraire z. Dans la mesure ou le
systeme total (’atmosphere) est en état d’équilibre, on peut aussi considérér ce sous-

systeme comme étant un systeme indépendant en état d’équilibre. En effet, méme si les
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molécules d’air ont au niveau microscopique un mouvement d’agitation thermique les
faisant déplacer d’'une hauteur a I'autre, toutes les grandeurs physiques macroscopiques
restent statiques (invariantes au cours du temps) a cause de 'état d’équilibre global ; ainsi,
le nombre total des molécules d’air contenu dans le sous-systeme reste a son tour constant
au cours du temps, malgré les déplacements microscopiques des molécules. (Autrement
dit, le flux des molécules sortant est constamment compensé par un flux entrant.)

Le nombre de molécules contenues dans le sous-systeme est obtenu en intégrant I’Eq.

(5.90) de 0 & z :

N(z) = /OZ dN(Z') = /OZ No (%) e~ mgz [(KT) g

= No(1—e~m9?/(KT)), (5.94)

La fonction de partition correspondante Z(z) s’obtient en limitant dans I'Eq. (5.87) le

domaine d’intégration de z entre 0 et z :

v —%I(w% +w3)/(KT)

1
/d%dee 2 e

AV AV,AV,,
X /dedy /OZ dz'e=mg? [ (KT), (5.95)

Z(z) =

En factorisant dans le résultat I’expression Z; de la fonction de partition du systeme total
[Eq. (5.88)], on obtient :
2(2) = Zo(1— =M%/ (KT)), (5.96)

On notera que dans la limite z — oo, N(2) et Z(z) tendent respectivement vers Ny et Zy,
grandeurs relatives au systeme total.
L’énergie libre du sous-systéme est donné par la formule (3.73), dans laquelle N est

remplacé par N(z) et Z par Z(z) :
F(z) = =N(2)kT'In Z(2). (5.97)

La pression a l'altitude z se calcule a partir de I’Eq. (4.30). Il faut cependant noter que
la dérivation par rapport au volume du sous-systeme se fait a température et a nombre de
particules constants; le sous-systeme sera supposé enfermé dans un récipient de volume
V = Sz; la pression a 'altitude z se mesure en laissant la paroi du récipient se trouvant a

I’altitude z se déplacer réversiblement ; pendant ce déplacement, le nombre des particules
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a 'intérieur du récipient reste constant. En notant aussi que dV = Sdz, on obtient :

_ OF (2) 1 (9F(2)
P(z) = _<av(z)>m(z)__§< 0z )TMZ)
NRET 1 ,0Z(z2)
(S Z(z)( 6,(2 )T,N(z)' (5.98)

En utilisant 'expression (5.96) de Z(z) et en notant que Zy ne dépend pas de z, on trouve :

—mgz/(kT)

N(2)ET /m e
P(z) = (S> (k—ﬁ) (m) (5.99)

Finalement, en remplagant N(z) par son expression (5.94), on obtient :

P(2) = %e—mgd(ﬂ). (5.100)

La pression atmosphérique décroit ainsi exponentiellement avec ’altitude.

La pression a la surface de la terre, notée Py, est égale a P(0) :

_Nomg
=5

P, = P(0) (5.101)

qui n’est autre que le poids total par unité de surface transverse des molécules d’air
présentes dans le cylindre de hauteur infinie.

L'Eq. (5.100) s’écrit aussi :
P(z) = Bye~ 9%/ (KT, (5.102)

Cette équation est connue sous le nom de la loi de ’atmosphére ou de [’équation ba-
romeétrique.
Pour obtenir 'équation d’état, il suffit d’éliminer dans 'Eq. (5.100) la fonction expo-

nentielle en faveur de la densité volumique n(z) [Eq. (5.92)] :
P(z) = n(2)kT. (5.103)

On vérifie que 'équation d’état a la forme (4.44) prédite par des considérations générales a
partir de I’équation d’état des gaz parfaits qui ne sont pas soumis a des forces extérieures.

La quantité h = kT/(mg) = RT/(M09), qui apparait dans I'argument de la fonction
exponentielle, détermine 'ordre de grandeur des distances pour lesquelles la pression et
la concentration des molécules diminuent notablement. Pour des températures de ’ordre

de 300 K et avec une masse molaire M,,,; = 29 g, h ~ 8 km. Pour de petites variations de
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z au voisinage de la surface de la terre (z < h), on peut utiliser un développement limité

de I'Eq. (5.102) :

P(z) = Po(1 - ”;§2+%(”;§Z)2+~-). (5.104)

L’énergie interne du sous-systeme s’étendant jusqu’a l'altitude z, se calcule a partir

de la formule (3.46) (en remplagant dans les diverses expressions 1/(kT’) par (3) :

U(z) = —N(z )a%(an( ), =—N() <aﬁ(an0) +aﬁ(1n(1—e—mgz/<m))v>
maze—m9% (kT)
~ N(2) EkT— - e_mgz/(m} (5.105)

Les molécules d’air étant diatomiques, leur énergie cinétique moyenne résulte de cing
degrés de liberté (trois pour les translations dans 'espace et deux pour les rotations
internes). L’énergie cinétique moyenne par molécule est donc [Eq (5.74)] :

_ 5
E. = JkT. (5.106)

L’énergie cinétique totale du sous-systeme est obtenue en multipliant cette valeur par
N(z) :
5
E.(2)=N(2)E.= N(z )§sz. (5.107)

L’énergie potentielle totale du sous-systéme est obtenue en retranchant E.p(z) de U(z) :

(5.108)

mgze—mgz/(kT)
EpT(Z) = U(Z) - EcT(Z> = N(Z) |]€T - 1 — e—myz/(kT)

L’énergie potentielle moyenne par molécule est obtenue en divisant ’énergie potentielle

totale par le nombre des molécules :

—mgz/(kT)
mg=e ] (5.109)

By = En(/N(:) = [k - T2

Ce résultat aurait pu aussi étre obtenue en calculant directement la valeur moyenne de
Dénergie potentielle mgz & I'aide de la fonction de partition Z(z) [Eq. (5.96)).

Aux faibles altitudes, vérifiant la condition mgz/(kT) < 1, on peut utiliser un dévelop-

pement limité de la fonction exponentielle, comme dans I’Eq. (5.104). Dans cette approxi-

mation, les expressions de 'énergie potentielle totale (5.108) du sous-systéme correspon-

dant et du nombre des molécules (5.94) deviennent a leur ordre dominant :

1
Enr(z) =~ N(z)émgz, (5.110)
mgz

N(z) Tk

12

Ny—— (5.111)
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En comparant les énergies potentielle [Eq. (5.110)] et cinétique [Eq. (5.107)], on trouve :

E,r(z) _ mgz
ECT(Z> 5T

< 1. (5.112)

Par conséquent, aux faibles altitudes, I'effet de la pesanteur est négligeable devant celui de
I'agitation thermique dans la distribution des molécules dans 1’espace des phases. [Avec
notre choix de lorigine de 1'énergie potentielle [Eq. (5.84)], E,r(z) correspond en fait &
la différence d’énergie potentielle E,r(z) — E,7(0).]

En prenant dans les Eqs. (5.94), (5.105), (5.107), (5.108) la limite z — oo, on trouve

les valeurs correspondantes du systeme total s’étendant a des altitudes tres élevées :

Uy = NO;kT, E.rg = Nong, E,ro = NokT. (5.113)
Nous remarquons que 1’énergie potentielle totale de la pesanteur, qui correspond a un degré
de liberté (la variable z), contribue avec le facteur kT = 2T, au lieu de $kT qui résulterait
de l'application du théoreme de 1’équipartition de 1'énergie (Sect. 5.5). Ce théoreme n’est
donc pas applicable pour le cas de la pesanteur, car son énergie potentielle est une fonction
linéaire de z, au lieu d’en étre une fonction quadratique (condition nécessaire de son
applicabilité).

En revenant a la concentration des molécules d’air dans l’espace, nous remarquons,
d’apres I’Eq. (5.93), que la comparaison des concentraions des molécules d’air a des alti-
tudes différentes nous permet d’avoir une détermination expérimentale de la valeur de la
constante de Boltzmann. Celle-ci, a travers sa relation avec la constante des gaz parfaits,
R = Nk [Eq (4.48)], qui est déterminée indépendamment sur le plan expérimental a
partir de la loi des gaz parfaits (4.49), permet a son tour d’avoir une mesure expérimentale
du nombre d’Avogadro Ny,. C’est cette méthode qu’utilisa Jean Perrin en 1909 pour me-
surer le nombre d’Avogadro. Mais l'utilisation de I'Eq. (5.93) avec les molécules d’air de
I'atmosphére nécessiterait la montée a des altitudes élevées (de plusieurs kilometres, cf.
la discussion précédant le développement limité (5.104) de la pression), qui était diffi-
cile a I’époque. Perrin utilisa a la place des molécules d’air de I'atmosphere terrestre des
particules microscopiques (sphérules) suspendues dans un liquide de densité légeérement
plus faible pour atténuer l'effet de la pesanteur (dans la mesure ol la masse des sphérules
est beaucoup plus grande que la masse des molécules), la pression du liquide agissant

en sens opposé. 1l put ainsi vérifier les lois exponentielles (5.92) et (5.102) des variations
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de la concentration et de la pression suivant l’altitude et obtenir a la fin une estimation
quantitative du nombre d’Avogadro de l'ordre de (6,5-7,2)x10%* mol~!. Plus tard, des
méthodes expérmeinatales différentes (électrolyse, diffusion de rayons X par des cristaux)

permirent 'obtention d’une valeur plus précise de Ny,, soit 6,02x10% mol~! [Eq. (1.1)].
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Chapitre 6

Transformations des systemes

6.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude des transformations des systemes lorsque les condi-
tions assurant 1’état d’équilibre sont modifiées. Dans ce cas, le systeme considéré ne
se trouve plus dans un état d’équilibre et, d’apres le deuxieme principe de la thermo-
dynamique, évolue vers un nouvel état d’équilibre. La transformation sera en général
irréversible si les changements intervenus se sont faits d’une facon brutale ou rapide, mais
par une intervention extérieure on peut aussi réaliser des transformations quasi-statiques
ou réversibles en maintenant le systeme a 1’état de quasi-équilibre a chaque instant.

Nous avons déja rencontré dans le chapitre 4 la plupart des transformations impor-
tantes qui apparaissent en thermodynamique. Nous complétons ici leur étude en analysant
certains aspects nouveaux.

D’une facon générale, I’étude des transformations des systemes peut se faire a I’aide de

I'identité thermodynamique [Eq (4.21)], qui est valable pour tout type de transformation.

6.2 Transformations réversibles

Ce sont des transformations qui se font par une succession d’états d’équilibre infiniment
voisins. Les états intermédiaires entre 1’état initial et 1'état final sont ainsi des états
d’équilibre. Ces transformations sont réalisées tres lentement afin de laisser au systeme le

temps de retrouver un état d’équilibre a chaque instant.

127
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Un exemple d’une transformation réversible est donné par 'expérience suivante (Fig.

6.1).

P
! p)

(a) (b)

FIG. 6.1 — Enfoncement réversible d'un piston. (a) Etat d’équilibre initial. (b) Etat in-

termédiaire d’équilibre.

Une enceinte contenant un gaz est fermée par le haut par un piston mobile de masse
négligeable et d’aire S, pouvant se déplacer sans frottement. Une masse m; se trouve sur
le piston qui est a I’état d’équilibre. La pression atmosphérique étant Py, la pression du

gaz, qui est en état d’équilibre, est alors

mig

P =P 4+ —Z 6.1
1 O+Sa ( )

g étant 'accélération de la pesanteur. On ajoute successivement sur le piston des masses
infinitésimales dm. Apres chaque opération de placement d’'une masse dm on attend un
certain temps; le piston s’enfonce légerement et s’immobilise a une nouvelle hauteur
infiniment voisine de la précédente; on ajoute alors une nouvelle masse dm et ainsi de
suite. Apres i opérations, la pression du gaz sera :

(mq +idm)g

P9 = p,
0+ 5

(6.2)

A la fin de cette série d’opérations, la masse totale placée (en dehors de m;) est mo. Dans
I’état d’équilibre final, la pression du gaz est :

(my 4+ ma)g

P2:P0+ S

(6.3)
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Pour compléter I’étude de cette transformation, on reprend I’expérience en sens inverse.
On enléve successivement, mais lentement, les masses dm. Les frottements étant absents,
on vérifie qu’apres chaque opération le piston retrouve la méme hauteur a laquelle il s’était
immobilisé durant la premiere phase de I’expérience. Ainsi, si sur le piston il reste ¢ masses
om, la hauteur h; d’équilibre du piston sera la méme durant la phase de remontée que
durant la phase d’enfoncement. Cette propriété nous garantit que la transformation du
systeme est effectivement réversible. Si le piston ne retrouvait pas durant la remontée les
mémes hauteurs d’équilibre que durant la descente (dans les mémes conditions, ¢’est-a-dire
avec les mémes masses), ceci signifierait que la transformation est irréversible.

Nous avons déja vu que dans une transformation réversible le travail infinitésimal 6W
requ par le systéme est égal & —PdV [Eq. (4.9)], olt dV est la variation infinitésimale du
volume du systeme :

oW = —PdV. (6.4)
Pour calculer le travail recu par le systeme entre I'état initial, ou le volume est Vi, et 1’état
final, ou le volume est V5, il suffit d’intégrer cette équation entre ces deux états :

2 Va
W= / oW =— [ Pav. (6.5)
1 1%

Cette intégrale ne peut cependant étre calculée tant que I'expression de P en fonction de
V n’est pas précisée. La seule utilisation de I’équation d’état ne saurait étre suffisante, car
dans ce cas P serait éliminée en fonction du volume et de la température et c’est cette
derniere qui resterait inconnue. Il est donc nécessaire de préciser le chemin d’évolution du
systeme, ou, d'une fagon équivalente, le type de transformation considérée. Par exemple,
nous avons déja rencontré au chapitre 4 les transformations isothermes, pour lesquelles la
température reste constante, les transformations adiabatiques, pour lesquelles le systeme
n’échange pas de chaleur avec le milieu extérieur, etc.. Chacune de ces transformations
détermine, avec I’équation d’état, la variation de P en fonction de V. Dans ce cas, on pour-
rait éliminer dans I'intégrant de 'Eq. (6.5) P en fonction de V et procéder a l'intégration.
Le calcul du travail regu a aussi une interprétation graphique simple. Pour cela, on
considere le plan des variables V' et P, appelé diagramme de Clapeyron (Fig. 6.2).
Supposons que le type de transformation (réversible) soit connu; dans ce cas, P est
une fonction connue de V' et est représentée dans ce diagramme par une courbe allant

du point A, d’abscisse Vi, au point B, d’abscisse V5 (Vo > V; sur la figure). D’apres la
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I N+

Wi Va v

Fi1G. 6.2 — Diagramme de Clapeyron.

définition des intégrales, I'intégrale f“/f PdV n’est autre que laire de la surface délimitée

par la courbe AB et le segment V;15. On a donc :

W = —Aire(V,ABVA). (6.6)

Il est a noter que l'aire est définie ici au sens algébrique : elle est négative si Vo < V.
On voit d’apres les Egs. (6.5)-(6.6) que si le gaz se détend, Vo > Vi, le travail requ
sera négatif, le gaz perdant de I'énergie en poussant le piston; en revanche si le gaz est
comprimé, Vo < Vi, le travail regu sera positif, le gaz gagnant de ’énergie externe fournie

par I'enfoncement du piston.

La transformation considérée étant réversible, ’entropie du systeme total, composé
du systeme (gaz dans I'enceinte) et du milieu extérieur, reste conservée ; mais en général,
suivant le type plus détaillé de la transformation réversible, I’entropie du systeme lui-méme
(gaz dans I’enceinte) peut varier dans un sens ou dans I'autre. Ainsi, si la transformation
est isotherme, le systeme continue d’échanger de la chaleur avec le milieu extérieur et
dans ce cas la variation de son entropie est proportionnelle a la quantité de chaleur recue,
(dS)revss = 0Q/T [Eq. (4.23)]. Si en revanche la transformation est adiabatique, le systéme
n’échange pas de la chaleur avec le milieu extérieur et dans ce cas son entropie reste

constante.
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6.3 Transformations irréversibles

Ce sont des transformations au cours desquelles 1’équilibre du systeme est rompu a cer-
tains instants ou durant des intervalles finis de temps. Les raisons de la perte d’équilibre
peuvent étre d’origine mécanique, par exemple apres la libération ou la rupture de cer-
taines contraintes qui assuraient 1’équilibre mécanique du systeme ou I'immobilité de cer-
taines parois du récipient qui enferme le gaz, ou thermique, par exemple lors des échanges
de chaleur avec le milieu ambiant se traduisant par des pertes d’énergie irrécupérables.

Des exemples typiques de transformations irréversibles sont donnés par les expériences
de détente d'un gaz et de mélange de deux gaz, étudiées dans le chapitre 1, Sect. 1.7, et
dans le chapitre 4, Sects. 4.1 et 4.3. Au cours d’une transformation irréversible, la quantité
—PdV, ou P est la pression du gaz, ne représente plus en général le travail infinitésimal

OW regu par le systeme :

(5W) irrevsb 7& —PdV. (67)

Dans des cas extrémes, le systeme peut ne recevoir aucun travail, bien que son volume
varie. C’est le cas de la détente d'un gaz parfait isolé (Fig. 6.3), analysée dans la section 4.1.
En se détendant, le gaz n’effectue aucun travail et ne regoit aucune énergie thermique ; par
conséquent son énergie interne ne varie pas. En revanche, la quantité —PdV est différente
de zéro, puisque dV > 0 (le volume du gaz augmente). On a montré dans la Sect. 4.1, en
utilisant l'identité thermodynamique (4.21), que I'entropie du gaz augmente au cours de
cette transformation [Eqs. (4.25)-(4.26)], ceci étant dit & Paugmentation du nombre des

microétats accessibles dans ’espace des phases.

i Va \%4
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F1G. 6.3 — Détente d’un gaz parfait isolé.

Nous avons aussi une situation analogue dans le cas du mélange de deux gaz parfaits,

analysée dans la section 4.3, la transformation étant irréversible. On montre aussi que
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Pentropie totale augmente [Eq. (4.75)].

A titre d’exemple, on peut analyser I'expérience de I’enfoncement du piston dans le cas
d’une transformation irréversible. Pour simplifier I’analyse et mettre en relief certains faits
saillants de l'irréversibilité, on éliminera les causes triviales de l'irréversibilité ; pour cela
on supposera que les frottements sont négligeables et que le systeme est thermiquement
isolé, la transformation étant alors adiabatique. On reprend 'expérience de la figure 6.1,
ou dans I’état initial le piston, sur lequel est placée la masse my, est immobile. On ajoute

alors en une seule fois la masse my (Fig. 6.4).

ma PO

[ I R

(a) (b)

FIG. 6.4 — Enfoncement irréversible du piston. (a) Etat d’équilibre initial. (b) La masse

mo est ajoutée en une seule fois.

Le piston s’enfonce rapidement, puis commence a avoir des oscillations autour de
sa nouvelle position d’équilibre et finalement s’immobilise a cette position. Dans 1'état
initial, la pression du gaz est donnée par I'Eq. (6.1) et dans ’état final, par I'Eq. (6.3).
Ces deux valeurs sont les mémes que dans 'expérience avec une transformation réversible.
On constate cependant que I’enfoncement du piston dans le cas présent est plus faible que
dans le cas réversible (adiabatique); le volume occupé par le gaz est donc plus grand.
Dans la mesure ol la pression est la méme dans les deux cas [Eq. (6.3)], P'équation d’état
des gaz parfaits implique que la température finale du gaz dans 'expérience présente est
supérieure a celle du cas réversible. En nous référant a la formule donnant 1’entropie d’un

gaz parfait, Eqs. (4.60) et (4.67), nous constatons quun gaz possédant un plus grand
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volume et une plus grande température qu'un autre (de méme nature) a une entropie plus
élevée. On en déduit que I'entropie du gaz dans 'expérience actuelle a augmenté, ce qui
est le signe de l'irréversibilité. Celle-ci est due a la rapidité de la transformation, qui fait

augmenter subitement le nombre des microétats accessibles de 'espace des phases.

On reprend maintenant I’expérience en sens inverse, en enlevant en une seule fois la
masse msy. Le piston remonte rapidement, a des oscillations autour de sa nouvelle position
d’équilibre, puis s'immobilise a cette position. La nouvelle pression du gaz est donnée par
I’Eq. (6.1). On constate cependant que le piston est remonté plus haut que sa position
initiale avant I’enfoncement. Ceci ne peut s’expliquer que par une température plus élevée
que dans I’état initial (avant I'enfoncement), phénomene lié a ’augmentation de I’entropie.
Au cours de la premiere phase de 'expérience, le systeme a recu un travail mécanique
du milieu extérieur, qui a été transféré a son énergie interne. Dans la deuxieme phase de
I'expérience, le systeme n’a pas restitué au milieu extérieur tout le travail mécanique recu

lors de la premiere phase de 'expérience, d’ou la température plus élevée a 1’état final.

En général, pour décider si une transformation est réversible ou non il faut calculer la
variation de I'entropie du systéme total en considération. Seule la conservation de 1’entro-
pie totale est une condition nécessaire et suffisante de la réversibilité d'une transformation.
Mais souvent on utilise I'approximation de réversibilité au niveau d’un sous-systeme d’un
systeme total, sans que cela implique la réversibilité au niveau global si le sous-systeme en
question n’est pas isolé. La situation se simplifie cependant dans le cas des transformations
adiabatiques. Dans ce cas, les divers sous-systemes ne s’échangent pas d’énergie thermique,
leurs interactions mutuelles étant essentiellement d’origine mécanique. Nous avons vu au
chapitre 4 [Eq. (4.23)] que lors d’'une transformation réversible la variation d’entropie
d’un systeme est proportionnelle a la quantité de chaleur recue : (dS)m)Sb = 0Q/T. Si

en outre la transformation est adiabatique, 6QQ = 0, on a (dS) =0 [Eq (4.24)).

revsb+ad
Ce résultat est valable pour chacun des sous-systemes du systeme total considéré. Par
conséquent, lors d’'une transformation adiabatique, la variation éventuelle de I'entropie
d’un sous-systeme est un signe direct d’irréversibilité (dans ce cas, on a nécessairement
dS > 0); il n’est pas alors nécessaire d’additionner les variations d’entropie des autres
. . , . . : . ,
sous-systemes du systeme total. C’est effectivement la situation dans I'expérience qu’on

vient de décrire. La nature irréversible de la transformation adiabatique considérée im-

plique une augmentation de 'entropie du gaz; celle-ci se traduit par les augmentations
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de volume et de température relativement a la situation de la transformation réversible

et aussi entre ’état final (apres enfoncement et remontée du piston) et ’état initial.

6.4 Transformations isothermes

Au cours de ces transformations, le systeme garde une température constante. Ceci
n’est possible, en général, que si le systeme échange de 1’énergie thermique avec le milieu
extérieur.

Si le gaz est parfait, son énergie interne, dans le cas ou il ne subit pas 'influence de
forces extérieures, dépend uniquement de la température [Eq (5.82)]. Par conséquent, au

cours d’une transformation isotherme, son énergie interne ne varie pas :
dU = 0. (6.8)
En tenant compte de la loi de conservation de I'énergie [Eq. (4.11)], on en déduit :
0Q + oW =0. (6.9)

Ceci signifie que si au cours de la transformation le gaz recoit du travail, il doit aussi
recevoir (avec un signe opposé) de la chaleur. Ainsi, si on reprend l'expérience de la
transformation réversible de la section 6.2 (I’enfoncement du piston) dans des conditions
isothermes, le gaz recoit durant I’enfoncement un travail positif, car 6W = —PdV, avec
dV < 0 durant Uenfoncement. Donc, d’apres I'Eq. (6.9), il cede de la chaleur au milieu
extérieur afin de maintenir constante sa température. Durant la phase de remontée, dV >
0 et 6W < 0; dans ce cas, le gaz recoit de la chaleur du milieu extérieur.

On peut calculer le travail recu par le systeme au cours d'une transformation réversible
isotherme si on connait 'équation d’état du gaz considéré. Pour cela, on utilise 'Eq. (6.5).
La pression P peut étre en général exprimée en fonction du volume et de la température
par l'intermédiaire de I’équation d’état. Comme la température reste constante au cours
de la transformation, la variable T" sort a l'extérieur de l'intégrale et on reste avec un ou
plusieurs intégrants dépendant uniquement de V', qu’on peut, en principe, intégrer. Cette
procédure générale se simplifie considérablement dans le cas des gaz parfaits et le résultat
peut étre obtenu sous une forme explicite. En utilisant I’Eq. d’état (5.83), la pression peut

étre éliminée en fonction du volume et de la température :

T
P =n,R—=; 6.10
nfts (610
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I'intégrale (6.5) devient :

\% \% \%
W= 2Pdv:—/Qnmli’Td—V:—nml’i’T v
Vi Vi V i V

(6.11)

ou, dans la derniere expression, on a utilisé le fait que T reste constante au cours de la
transformation. La derniere intégrale se calcule facilement et on trouve :

W = —n,RT In (%) (6.12)
1

On vérifie que lorsque Vo > V) (détente) le travail requ est négatif, ce qui signifie que le
gaz en poussant le piston ou les parois du récipient effectue un travail.
Dans le cas des gaz parfaits, la transformation isotherme est représentée dans le dia-

gramme de Clapeyron par la courbe de variation de P en fonction de V', donnée par I’Eq.

(6.10), qui est une hyperbole (Fig. 6.5).

F1G. 6.5 — Transformation isotherme.

D’apres le résultat (6.6), le travail calculé par la formule (6.12) n’est autre que l'aire
de la surface V; ABV,; multipliée par un signe moins.
Une quantité intéressante souvent utilisée lors des transformations isothermes est le

coefficient de compressibilité isotherme, qui est noté y, et défini comme suit :

170V
xr=-(55), (6.13)

Il représente le taux de variation relative du volume de la substance par rapport a la

variation de la pression a température constante. Dans le cas des gaz parfaits, I'expression
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de x, s’obtient facilement en utilisant I’équation d’état; on trouve :

1
= —. 6.14
XT P ( )

On note que y, n’est pas une constante, mais généralement est une fonction des variables

d’état.

6.5 Transformations adiabatiques. Loi de Laplace

Au cours de ces transformations le systeme n’échange pas de chaleur avec le milieu

extérieur :

5Q = 0. (6.15)

Dans ce cas, la variation de I’énergie interne du systeme est entierement donnée par le
travail recu :

AU = §W. (6.16)

L’énergie interne étant une fonction d’état et dU étant une différentielle totale (cf. Sect.
4.1), il s’ensuit que lors d’une transformation adiabatique dW devient aussi une diffé-
rentielle totale et sa variation finie dépend uniquement de I’état initial et de I’état final,
indépendamment du chemin suivi.

Lorsqu’en outre la transformation adiabatique se fait d’une fagon réversible, elle de-
vient isentropique, c¢’est-a-dire conserve l'entropie du systéme, méme si celui-ci fait par-
tie d’un systeme total plus grand (cf. Sects. 4.1 et 6.3). Au cours d’une transformation

réversible le travail recu élémentaire prend la forme (6.4), d’ott I'Eq. (6.16) devient :
dU = —PdV. (6.17)

Or, pour un gaz parfait isolé avec f degrés de liberté, I’énergie interne est donnée par

IEq. (5.82) :

U= gnmRT, (6.18)
d’oll on obtient :
dU = gndeT. (6.19)

Or, la température peut étre exprimée en fonction de la pression et du volume par 'in-

termédiaire de 'équation d’état [Eq. (5.83)] :

nmRT = PV, (6.20)
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ce qui nous donne 'expression de la variation d7' en fonction des variations de V' et de
P
Ny RAT = PdV + VdP. (6.21)

En égalisant les deux expressions (6.17) et (6.19) de dU, on obtient :

—PdV = g(PdV + VdP) (6.22)
ou
2
[/ ; ) pav + ngP — 0. (6.23)
On représente généralement le rapport (f + 2)/f par le symbole ~ :
2
L= U+2) (6.24)
f
L’Eq. (6.23) devient :
dP av
— — = 0. 6.25
AT (6.25)

C’est une équation difffentielle aux variables séparées, qui peut étre immédiatement
intégrée. On l'intégrera entre un état initial et un état final caractérisés par les valeurs

(Vo, By) et (V, P) respectivement :

P dp’ (A%
=0 6.26
Y (6.26)
ce qui donne :
P % P Vv
On en déduit la relation
PV = BV = const. . (6.28)

Elle nous donne la loi d’évolution de la pression en fonction du volume lors d’une trans-
formation adiabatique réversible. Elle est connue sous le nom de la loi de Laplace.
En utilisant I’équation d’état, on peut éliminer la pression en fonction de la tempéra-

ture et du volume et obtenir une autre forme de la loi de Laplace :
TV =TyVy ™" = const. . (6.29)
On peut aussi éliminer V' en fonction de P et de T', ce qui donne :

P'TY = Py T = const. . (6.30)
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La loi de Laplace (6.28) peut étre représentée dans le diagramme de Clapeyron par
une courbe donnant la variation de P en fonction de V' : P = const./V7. 1l est utile de
comparer cette courbe a celle qu’on aurait dans le cas d’une transformation isotherme

[Eq. (6.10)]. Or, le coefficient -, défini par I'Eq. (6.24), est toujours supérieur a 1 :
7> 1 (6.31)

Ceci signifie que la pente (en module) de la courbe adiabatique réversible est toujours plus
forte que celle de I'isotherme réversible. Si on part d’un état initial A dans le diagramme
de Clapeyron, dans le cas d'une détente la courbe adiabatique se trouvera au-dessous de
la courbe isotherme; le systeme effectue donc un travail plus petit que lors d’une trans-
formation isotherme. En revanche, dans le cas d’'une compression, la courbe adiabatique
se trouve au-dessus de la courbe isotherme; le systeme recoit alors un travail plus grand
que lors d'une transformation isotherme. Les deux courbes précédentes sont représentées

sur la figure 6.6.

F1a. 6.6 — Transformation adiabatique (courbe en traits pleins) et transformation iso-
therme (courbe en traits pointillés). L’état initial correspond au point A. Les lignes AB
et AB’ représentent respectivement des détentes adiabatique et isotherme. Les lignes AC'

et AC" représentent respectivement des compressions adiabatique et isotherme.

Le travail recu par le systeme au cours d’une transformation adiabatique réversible

(ou isentropique) se calcule en utilisant 'Eq. (6.5) et la loi de Laplace (6.28). On le calcule
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entre les états initial (V1, Py) et final (Va, ) :

V Vo dV Va dV/
W - 2PdV:— QWPIVYJ:_Pl‘/lW QW
Vi Vi 1%
(v—1) v (Y =D\ '
1 VY1 y—1
= ——PW((=) -1
(v—1) 11/1((‘/2) )
1

= —(RVk-PNV) =

-1 naR(Ty = Th) = (U2 = U1) = AU.  (6.32)

On vérifie que pour V5 > V) (détente), le travail requ est négatif.

D’autre part, la relation infinitésimale (6.16) devient sous forme finie (entre ’état

initial et 1’état final) :
W = AU, (6.33)

vérifiée aussi avec 1'Eq. (6.32). La transformation étant isentropique (adiabatique et

réversible), on a aussi dS = 0, d’ou sous forme finie :
AS =0. (6.34)

Le coefficient de compressibilité adiabatique, noté x, est défini comme son analogue

isotherme (6.13) :

170V

Lorsqu’en outre la transformation est réversible, elle devient isentropique (a entropie

constante, cf. Sect. 4.1); on définit alors le coefficient de compressibilité isentropique

Xs -

170V
(),

Dans le cas des gaz parfaits, on peut utiliser la loi de Laplace (6.28) pour calculer yg; on

trouve :

qui est a comparer au coefficient correspondant isotherme (6.14). On a ainsi xg < X7
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6.6 Transformations cycliques. Fonctions d’état
et différentielles totales

Au cours de ces transformations, le systeme passe par plusieurs états et revient a
son état initial; autrement dit, I’état final de la transformation est identique a 1'état
initial. Pour que cette identification soit possible, il faut que toutes les variables d’état
décrivant le systeme retrouvent leur valeur initiale. La figure 6.7 décrit dans le diagramme
de Clapeyron une transformation cyclique; ’état initial du systéme est représenté par le
point A; le systeme évolue en passant par I'état B, puis C et D et finalement revient
a l'état A, donc retrouve les mémes valeurs initiales de volume et de pression; comme
I'équation d’état détermine la température en fonction du volume et de la pression (nous
supposons qu’au cours de la transformation le nombre des molécules ne change pas), le

systeme retrouve aussi dans I’état final sa température initiale.

Fi1G. 6.7 — Transformation cyclique.

On peut calculer le travail recu par le systeme au cours d’une transformation cy-
clique réversible. Pour cela, il suffit d’utiliser le résultat (6.6). Le travail recu pendant la

transformation ABC est :

Wapc = —Aire(HABCI). (6.38)

Le travail recu pendant la tansformation C'DA est :

Wepa = —Aire(ICDAH) = +Aire(HADCI). (6.39)
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Le travail total recu est :

Wiot = Wapcpa = Wape +Wepa
—  Aire(HADCI) — Aire(HABCT)
— Aire(ADCBA) = —Aire(ABCDA). (6.40)

C’est donc l'opposée de l'aire algébrique de la surface délimitée par le contour fermé
ABCDA représentant le chemin suivi dans le diagramme de Clapeyron. D’apres le sens
emprunté par le systeme sur la figure 6.7, le travail total regu est positif. Si le systeme
avait emprunté le chemin inverse, c’est-a-dire la courbe ADCBA, le travail recu serait
négatif, les aires étant calculées algébriquement.

Nous constatons d’apres le résultat précédent, que le travail total regu par le systeme au
cours d’une transformation cyclique n’est pas nul et dépend du chemin suivi. Ce résultat
illustre la propriété que nous avions soulignée dans le chapitre 4, Sect. 4.1, que le travail
n’est pas une fonction d’état. Une fonction d’état, est, par définition, une fonction explicite
des variables d’état. Dans une transformation cyclique, les variables d’état retrouvant
dans I’état final leur valeur initiale, il s’ensuit que la fonction d’état retrouve aussi sa
valeur initiale. Par conséquent, la variation totale d’une fonction d’état au cours d’une
transformation cyclique est nulle quel que soit le chemin suivi. Ce résultat est indépendant
en particulier de la nature réversible ou irréversible de la transformation.

Un exemple d'une fonction d’état est I’énergie interne U. Celle-ci est en général une
fonction du nombre des molécules, du volume et de la température : U = U(N,V,T).
Dans le cas des gaz parfaits isolés, U ne dépend pas du volume : U = U(N,T) = gN kT
pour un gaz avec f degrés de liberté [Eq. (5.82)]. On a ainsi entre 'état initial (i) et I'état

final (f) d'une transformation cyclique :
AU:@—MngMD—sz (6.41)

puisque Ty = T;. D’une facon plus générale AU est 'intégrale entre I’état initial et 1'état
final de dU :
U
AU = [ =Us - Ui =0 (6.42)
U;

(pour une transformation cyclique). Ce résultat a été possible a cause du fait que dU est
une différentielle totale ou exacte; son intégrale est U prise aux deux valeurs Uy et U;

et leur différence ne dépend pas du chemin suivi par le systeme pour passer de 1’état i a
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I’état f. Dans le cas du travail, la quantité infinitésimale 01 n’est pas une différentielle
totale et par conséquent son intégrale entre un état initial et un état final dépend du
chemin suivi.

Nous allons préciser maintenant les conditions mathématiques qui nous permettent
de reconnaitre si une quantité infinitésimale de plusieurs variables est une différentielle
totale ou non. Nous considérerons pour simplifier la présentation le cas de deux variables,
la généralisation a un nombre plus élevé de variables étant immédiate. Soit f une fonction
des variables indépendantes = et y : f = f(z,y). Sa différentielle totale est obtenue en

sommant les contributions provenant des variations infinitésimales indépendantes dx et

dy -
a—fdx + a—fd

af = Ox oy v

(6.43)

(Voir aussi les Eqs. (3.5)-(3.6).) Par conséquent, toute forme infinitésimale, pour qu’elle
représente une différentielle totale, c’est-a-dire pour qu’elle soit la différentielle d’une
fonction, doit posséder la structure précédente. Pour mettre en évidence les éléments de
comparaison, considérons une quantité infinitésimale d¢g ayant la décomposition générale

suivante :

0g = a(z,y)dz + b(z,y)dy, (6.44)

ou a et b sont des fonctions explicites de x et de y. Si dg est une différentielle totale, on
doit avoir dg = dg, dg étant la différentielle totale d’une fonction g et ayant la structure

donnée par I'Eq. (6.43) :
dg dg
dg axdx—i— ayaly (6.45)

La comparaison des Eqs. (6.44) et (6.45) nous permet de déduire les deux égalités :

g _ dg _

En dérivant la premiere égalité par rapport a y et la seconde par rapport a x, on obtient :

9’9 Oa 9’9 b (6.47)
oydxr Oy’ oxrdy Oz’ ‘
Les dérivations par rapport a z et a y étant commutatives, on a a‘?;‘]x = 8‘128931, d’ou on
déduit :
da  0b
= (6.48)

dy Oz
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C’est la condition nécessaire et suffisante pour que la fonction g existe. C’est une condition
non-triviale qui n’est pas satisfaite en général si les fonctions a et b sont arbitraires. En
effet, la fonction g doit satsfaire aux deux équations différentielles indépendantes (6.46) ;
en général, une méme fonction ne peut pas satisfaire a plusieurs équations différentielles
indépendantes, sauf si des conditions de compatibilité existent entre ces équations, se
traduisant par des relations entre certains des coefficients ou fonctions y apparaissant.
Les conditions du type de I’Eq. (6.48) représentent ainsi les conditions de compatibilité,
appelées aussi conditions d’intégrabilité des Eqs. (6.46). A titre d’exemples, on peut vérifier
que la quantité infinitésimale 6g = 2?dx — xydy n’est pas une différentielle totale, tandis
que 6g = y3dx + 2zydy est une différentielle totale, a partir de laquelle on peut aussi
déterminer la fonction g(x,y) correspondante.

Appliquons maintenant la condition précédente au travail infinitésimal requ par le
systeme. Si on considere le travail infinitésimal regu comme une fonction du volume et de

la pression, on aurait en général, par analogie avec 1'Eq. (6.44) :
SW = a(V, P)dV + b(V, P)dP, (6.49)
avec les identifications suivantes a partir de l'expression (6.4) de W :
a=-P,  b=0 (6.50)

L’application de la condition (6.48) donne :
Oa i ob

P ) v 0. (6.51)
Manifestement, la condition (6.48) n’est pas satisfaite, d’ott on déduit que dW n’est pas
une différentielle totale et qu’il n’existe pas une fonction d’état W.

En nous reportant a la loi de conservation de I'énergie, dU = 0Q + dW [Eq (4.11)],
on déduit aussi que 0Q) non plus n’est pas une différentielle totale, sinon la combinaison
dU — 0@Q) = 6W serait une différentielle totale, en contradiction avec le résultat précédent.
Par conséquent, il n’existe pas de fonction d’état ().

Parmi les autres fonctions d’état que nous avons rencontrées, on peut citer ’entropie,
S, et énergie libre, F', dont les expressions générales ont été calculées a partir de la
fonction de partition [Eqs. (3.71), (3.73), (4.67), (4.68)].

Notons finalement la propriété suivante des fonctions d’état : si on considere la trans-

formation d’un systéeme entre un état initial et un état final, la variation d’une fonction
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d’état au cours de cette transformation peut aussi étre calculée en utilisant un autre che-
min qui conviendrait mieux pour les calculs, puisque le résultat ne devrait pas dépendre
du chemin suivi. Par exemple, si un systeme subit une transformation irréversible, la
variation de son entropie pourrait aussi étre calculée en imaginant une transformation
quasi-statique ou réversible qui ramenerait le systeme au méme état final. Le fait que
la transformation alternative soit réversible ne contredit pas ’existence d’une variation
de 'entropie, puisque le systéeme ne serait pas isolé dans ce cas; il pourrait par exemple

échanger de la chaleur avec le milieu extérieur.

6.7 Coefficients calorimétriques

Lorsque le systeme étudié est un gaz parfait, on connait explicitement 1’équation
d’état et généralement 1’énergie interne (dont ’expression dépend de la présence de forces
extérieures) et la plupart des grandeurs physiques peuvent étre calculées a partir des va-
riables d’état ou de leurs variations. Mais, en général, les gaz parfaits représentent une
idéalisation des gaz réels, dont ’équation d’état et 1’énergie interne ne coincident pas
exactement avec celles des gaz parfaits. De méme, dans le cas des liquides et des so-
lides, I’équation d’état et 1'énergie interne sont souvent mal connues. Dans ces conditions,
il devient utile d’introduire des coefficients ou des parametres pour décrire d’une fagon
générale les propriétés de certaines grandeurs physiques et déterminer leurs valeurs ou
propriétés pour chaque substance a partir des données expérimentales. Cette procédure
est notamment utilisée pour décrire la quantité de chaleur regue par un systeme. Les
coefficients introduits pour cette description sont appelés coefficients calorimétriques.

Pour introduire ces coefficients, nous allons considérer la variation de I’énergie interne
d’un systeme. Nous supposons que celui-ci vérifie une certaine équation d’état (qui peut
ne pas étre connue explicitement) permettant de considérer deux des trois variables d’état
(P,V,T) comme indépendantes. Considérons comme variables indépendantes 7" et V. La
variation infinitésimale de ’énergie interne est donnée par sa différentielle totale, qui
s’exprime par une formule analogue a I’Eq. (6.43) (nous suuposons que le nombre total

N des molécules ne change pas au cours de la transformation considérée) :

oU oU
AU = <a—T>VdT + <W>Tdv, (6.52)
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ol les indices V' ou T signifient que lors du calcul de la dérivée partielle correspondante
V ou T sont considérées comme des constantes. Nous supposons que la transformation
considérée est quasi-statique ou réversible. Dans ce cas, la variation de ’énergie interne

s'exprime en fonction de la chaleur et du travail recus selon I'Eq. (4.15) :
dU = 6Q 4+ oW = 0Q — PdV. (6.53)

En remplagant dU par son expression générale (6.52), on obtient I’expression correspon-

dante de 6Q) :

ou ou
0Q = <6—T>VdT + KW)T + P] dv. (6.54)
En posant
ou
o - (1) o5
ou
¢ = <W>T+P, (6.56)
0@ s’écrit :
0Q) = CydT + (dV. (6.57)

Les coefficients Cy et ¢ mesurent le taux de variation de la chaleur regue lorsque la
température et le volume du systeme varient respectivement de d7" et de dV'. Ils ne sont
pas en général des constantes. Le coefficient C'y, a en outre une définition liée directement a
I'énergie interne. D’apres la relation (6.55), Cy représente le taux de variation de I'énergie
interne en fonction de la température a volume constant. Il est appelé capacité calorifique
ou thermique a volume constant.

On pourrait aussi décrire la variation de la quantité de chaleur recue en fonction des
variations de température et de pression, en considérant celle-ci comme les deux variables

indépendantes. Pour cela, on introduit deux autres coefficients, notés Cp et h :
0Q = CpdT + hdP. (6.58)

Finalement, en considérant la pression et le volume comme les deux variables indépendan-
tes et en introduisant deux nouveaux coefficients, notés A et u, on obtient une troisieme
expression de 0(Q) :

5Q = \P + udV. (6.59)
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Les six coefficients calorimétriques C'y, ¢, C'p, h, X et u ne sont pas tous indépendants.

Seuls deux d’entre eux peuvent étre considérés comme indépendants, les quatre autres
. , - s . )l .

pouvant étre calculés, en principe, avec I’équation d’état en fonction des deux. Pour trou-

ver ces relations, supposons que I’équation d’état nous permette d’exprimer la température

en fonction du volume et de la pression :
T=T(V,P). (6.60)

La variation de la température peut ainsi étre calculée en fonction des variations de volume
et de pression a partir de la formule (6.43) :

or oT
T=(2 =\ apr. 61
d <8V>Pdv+<ap>vd (6.61)

En remplacant cette expression de dT' dans les Eqs. (6.57) et (6.58) et en égalisant les

trois expressions de d(), on trouve :

aT oT

Cy <—aP>VdP + [C\/ <—6V>P + 4 dV = XdP + pdV, (6.62)
orT or

lCP <6—P>V + h] dP + Cp <W>Pdv = AdP + pdV. (6.63)

En égalisant les coefficients des variations indépendantes, on trouve :

oT oT
o), emelm),
oT oT
{ = (Cp—Ch) (—) . h=—(Cp—Cy) (—) . (6.64)
v ), oP ),

Ces relations montrent que les quatre coefficients A, u, ¢ et h sont calculables ou me-
surables a partir des deux coefficients restants Cy et Cp. Le choix des deux coefficients
indépendants reste cependant arbitraire; on aurait pu aussi exprimer par les relations
précédentes Cy et Cp en fonction de deux autres et les éliminer dans les relations res-
tantes. Cependant, les coefficients calorimétriques les plus utilisés sont C'y et C'p a cause de
leur signification physique simple. Nous avons déja vu la signification de Cy, qui découle
de sa relation avec énergie interne [Eq. (6.55)]. La relation de Cp avec 'énergie interne
est moins transparente ; pour mettre en évidence sa signification, on doit avoir recours a
une nouvelle fonction d’état, appelée enthalpie.

La fonction d’état enthalpie, notée H, est définie a partir de 1’énergie interne par la

relation suivante :

H=U+PV. (6.65)
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Le role du terme additif PV a U est d’interchanger dans H les roles de V' et de P. En
effet, en calculant la différentielle des deux membres de 1’Eq. (6.65) et en remplacant dU

par son expression (6.53), on trouve :
dH = dU + d(PV) = 6Q — PdV + PdV + VdP = 6Q + VdP. (6.66)

En comparant cette équation a 1’Eq. (6.53), on constate bien un échange des réles de V' et
de P :le terme —PdV de dU a été remplacé par le terme +V dP dans dH. Ce résultat nous
suggere de considérer ’enthalpie comme une fonction des deux variables indépendantes T’

et P. Dans ce cas, la forme générale de sa différentielle totale sera, d’apres I'Eq. (6.43) :

OH OH
dH = | — | dT — | dP. 6.67
(&), (5%), 07
En remplacant dH par cette expression dans I'Eq. (6.66), on obtient :
OH OH
0Q = <8—T>PdT + [(8—P>T — V} dP. (6.68)

En comparant cette expression de 6Q a celle de 1’Eq. (6.58), on déduit les relations

OH
Cp = <6T>P’ (6.69)
OH

Le coefficient calorimétrique C'p représente ainsi le taux de variation de I’enthalpie en
fonction de la température a pression constante. La relation (6.69) est la symétrique de
la relation (6.55) dans ’échange de U et de H d'une part et de V' et de P d’autre part.
Le coefficient C'p est appelé capacité calorifique ou thermique a pression constante.

La fonction enthalpie joue un role important chaque fois qu’on a des transformations
a pression constante, appelées aussi transformations isobares, car dans ce cas les diverses
relations exprimées en fonction de ’enthalpie prennent des formes plus simples que lors-
qu’elles sont exprimées en fonction de I’énergie interne.

A partir des coefficients calorimétriques Cy et C'p, on définit aussi les capacités calo-
rifiques ou thermiques molaires, en les divisant par le nombre de moles de la substance

considérée :
Cy Cp
= C’Pm - .

M Nm

Cym (6.71)
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Les capacités calorifiques massiques ou chaleurs massiques sont définies a partir de C'y et

de C'p en les divisant par la masse de la substance considérée :

C Cvm C Cpm
v X cp = MP = MP . (6.72)
mol

B M B Mmol7

Cy

Les coefficients calorimétriques se calculent explicitement dans le cas des gaz parfaits
isolés. L’énergie interne d'un gaz parfait avec f degrés de liberté est donnée par I’Eq.

(6.18). L’expression de la fonction enthalpie est :

H = gnmRT + PV = gnmRT + n,, RT = @nmRT (6.73)
On a alors :
_ (9U) _f _/
CV = <6T>V = 27’LmR, Cvm = 2R, (674)
_(0H) _(f+2) _(+?

On en déduit la relation

Cpm — Cym = R, (6.76)

appelée relation de Mayer. Elle montre que la différence Cp,, — Cy,, ne dépend pas du
nombre des degrés de liberté du gaz.

Le rapport Cp/Cy est :
Cp  (f+2)

o f

Or, cette méme fonction du nombre des degrés de liberté est aussi apparue dans la

(6.77)

définition du coefficient v de la loi de Laplace, relative aux transformations adiabatiques
[Eq. (6.24)]. On en déduit ainsi la relation

- & (6.78)

g

La loi de Laplace pourrait d’ailleurs étre obtenue en utilisant I'expression (6.59) de 0@,
en y remplacant les coefficients A et u en fonction des coefficients Cp et Cy [Eqs. (6.64)],
en utilisant ’équation d’état des gaz parfaits, puis en imposant la condition d’adiabaticité
0Q = 0.

Les résultats obtenus pour les coefficients C'y,, et Cp,, et pour le rapport v dans le cas
des gaz parfaits peuvent étre comparés aux données expérimentales. On constate, dans les

conditions normales de température et de pression, un tres bon accord, avec des déviations
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ne dépassant pas un centieme, dans le cas des gaz monoatomiques (f = 3, tels que hélium,
argon) et biatomiques (f = 5, tels que hydrogene, oxygene, azote). Dans le cas des gaz
triatomoques (f = 6, tel que dioxyde de carbone) les déviations sont plus importantes,
étant de l'ordre de 10% et tendant a favoriser des valeurs fractionnaires de f, comprises
entre 6 et 7; elles soulignent le fait qu’il est plus difficile de tenir compte correctement de

tous les degrés de liberté des molécules a structure complexe.
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Chapitre 7

Identité thermodynamique

7.1 Introduction

Au cours de notre étude des systemes thermodynamiques, nous avons pu établir une
relation fondamentale entre plusieurs grandeurs physiques, appelée identité thermodyna-

mique [Ch. 4, Eq. (4.21)], qui s’écrit :
dU = TdS — PdV. (7.1)

Elle fut établie de la facon suivante. Premierement, les relations de définition reliant
I’énergie interne et 'entropie a la fonction de partition, et a travers elle a la température,

nous ont permis d’obtenir Péquation [Ch. 3, Eq. (3.63)] :

T = @—g)v . (7.2)

Deuxiemement, la relation de définition de la pression au travail recu, et a travers celui-ci

a la variation de I’énergie interne a entropie constante, nous a permis d’obtenir 1’équation

[Ch. 4, Eq. (4.18)] : .
P () o3

L’Eq. (7.1) n’est autre que la combinaison de ces deux résultats sous forme différentielle
a l'aide de I’équation générale (6.43).

L’intérét de IEq. (7.1) est triple. En premier lieu, elle est générale (& condition que le
nombre total des molécules du systéme reste constant) et valable en toutes circonstances.

Elle permet ainsi ’étude de 1’évolution des systemes pour tout type de transformation.

151
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En deuxieme lieu, elle ne fait plus appel a la fonction de partition et donne une relation
directe entre les variations de grandeurs physiques. En troisieme lieu, elle est valable pour
tout type de gaz, c’est-a-dire aussi pour des gaz qui ne sont pas des gaz parfaits.

Nous étudierons dans ce chapitre quelques unes des applications de I'identité thermo-
dynamique.

Signalons enfin un aspect mathématique de lidentité thermodynamique. L'Eq. (7.1)
nous suggere de considérer 1’énergie interne comme une fonction de I’entropie et du volume,
auxquels il faut adjoindre aussi le nombre total N des molécules qu’on a considéré comme

constant :

U=U(N,S,V). (7.4)

1l s’ensuit, d’apres les Egs. (7.2)-(7.3), que la température et la pression aussi peuvent étre

considérées comme des fonctions du nombre des molécules, de 'entropie et du volume :

T = T(N,SV), (7.5)
P = P(N,S,V). (7.6)

En éliminant S entre ces deux équations, on trouve une relation entre la pression, la
température, le nombre des molécules et le volume, qui n’est autre que [’équation d’état
du gaz considéré :

P=P(N,V,T), (7.7)

qui peut aussi s’écrire sous la forme plus générale f(N,V, P,T) = 0.

7.2 Conditions de I’équilibre entre systemes

Nous avons admis dans les chapitres 1 et 2, d’apres les analyses fondées sur les
phénomenes du rayonnement et des transferts d’énergie et sur les processus irréversibles,
que dans un systeme isolé a 1’équilibre 'énergie devrait étre répartie uniformément entre
les diverses parties du systeme, ce qui signifie aussi une distribution uniforme de la
température. Une distribution non-uniforme de température dans un systeme isolé est
synonyme d’état hors d’équilibre; dans ce cas, des transferts d’énergie sont encore pos-
sibles d’une région a 'autre, ce qui se manifesterait au niveau macroscopique par 'exis-
tence de courants d’énergie, qui ne disparaitraient que lorsque ’état d’équilibre avec une

température uniforme est atteint. De méme, dans un systeéme isolé (en ’absence de forces
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extérieures), la pression devrait aussi étre uniformément répartie a ’équilibre, sinon, les
différences de pression créeraient des forces, dont ’existence est synonyme de déséquilibre.
Celui-ci ne disparait que lorsque la pression s’uniformise.

Ces résultats peuvent aussi étre obtenus d’une facon explicite a partir de 'identité
thermodynamique. Pour cela nous allons considérer le cas le plus simple d'un systeme
composé de deux sous-systemes constitués de gaz occupant les deux compartiments de
volumes respectifs V7 et V5 d’un récipient, de volume total V' = V; + V4 fixe, séparés par
une cloison mobile, avec des températures et des pressions respectives 11, Ty, Pi, P, (Fig.

7.1). Nous nous proposons de déterminer 1'état d’équilibre du systéme.

x x "0 O O
X | O
X 10 O
X X : O
X O O
XXX O O

‘/17 T17 Pl V27 T27 P2

F1G. 7.1 — Deux gaz séparés par une cloison.

Nous supposons que les interactions mutuelles directes entre les deux gaz sont négli-
geables (ce qui implique I’absence d’énergie potentielle d’interaction entre eux). Soient U
et Uy les énergies internes des deux gaz. L’énergie interne du systeme total est alors la

somme des énergies internes individuelles :
U=U,+U,. (7.8)

Il en est de méme de 'entropie S du systeme total, qui est égale a la somme des entropies
individuelles S; et Sy :
S =5+ 9. (7.9)

Le systeme total étant isolé, son énergie interne est conservée au cours du temps, ce qui
implique

dU = dU, + dUy = 0. (7.10)

Concernant la variation de 'entropie totale, on déduit de I’Eq. (7.9)

dS = dS; + dS. (7.11)
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Les deux sous-systemes étant séparés, on peut appliquer a chacun d’eux l'identité

thermodynamique (7.1). Pour cela, on écrit cette derniere sous la forme :
1 P
dS = =dU + =dV, 7.12
7dU + =dV, (7.12)

puis on 'applique séparément aux sous-systemes 1 et 2 :

1 P,
s, = —d —Lq
S, T U1+T1 Vi,

1 P,
s, = —d 24V, 1
Sy T Uy + T Va (7.13)

En remplacant dS; et dSs par ces expressions dans I’Eq. (7.11), on en déduit I'expression
générale de la variation de ’entropie du systeme total :

P
T

1 P
dVi + dU, + —2dV;. (7.14)
2

1
s = TldUl + T

Il est a noter qu’on ne pouvait directement appliquer I’Eq. (7.12) au systeme total, car
celui-ci n’est pas caractérisé dans 1’état initial par une température unique 7', ni par une
pression unique P.

Puisque l'entropie est une fonction d’état, on peut étudier sa variation entre 1'état
initial et I’état d’équilibre final en choisissant le chemin le plus approprié, le résultat ne
dépendant pas du chemin suivi (cf. Ch. 6, fin Sect. 6.6). Pour cela, nous supposons que,
dans une premiere étape, la cloison reste fixe, mais permet les échanges de chaleur entre
les deux gaz. Dans ce cas, V] et V5 sont fixes et on en déduit que dV; = dV, = 0. En
tenant compte aussi de I'Eq. (7.10), 'Eq. (7.14) devient :

1 1

D’apres le deuxieme principe de la thermodynamique, le systeme, laissé isolé, va subir des
transformations irréversibles jusqu’a ce qu’il trouve un état d’équilibre. Pendant ce temps
son entropie augmente; donc dS > 0 en général et I'Eq. (7.15) implique :

1 1
(L Do an

Si Ty > T5 (le systeme 1 est plus chaud que le systeme 2), on en déduit que dU; < 0 et donc
dUy > 0. L’énergie interne du systeme 1 diminue, tandis que celle du systeme 2 augmente ;

il y a transfert d’énergie du systeme 1 vers le systeme 2. Si, en revanche, T} < T5, le
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transfert d’énergie se fera du systeme 2 vers le systeme 1. Donc, en général il y a transfert
d’énergie du systeme chaud vers le systeme froid. Ce résultat confirme la conclusion qu’on
avait obtenue a partir de I’étude du phénomene de rayonnement des particules subissant
des accélérations et des transferts d’énergie qui en résultent (Ch. 1). Or, le transfert
d’énergie thermique du systeme chaud vers le systeme froid, fait graduellemnt diminuer la
température du systeme chaud et augmenter celle du systeme froid. Les deux températures
se rapprochent ainsi au cours du temps.

L’état d’équilibre du systeme sera atteint, lorsque I'entropie atteint sa valeur maximale.
Dans ce cas toutes les dérivées partielles de ’entropie par rapport aux diverses variables du
systéme doivent étre nulles (cf. Egs. (3.5)-(3.7)). Avec les conditions actuelles du probleme

(volumes fixes), seule la variable U; est restée comme variable indépendante. On déduit

de I'Eq. (7.15) que

oS ( 1 1 )
el =(=——-—=)=0, 717
(), = (7 17
ce qui signifie que
T =1Ts. (7.18)

L’état d’équilibre est atteint lorsque les deux températures deviennent égales; autrement
dit, la température du systeme total s’uniformise et devient la méme partout. C’est la
condition d’équilibre thermique des systemes. Ce résultat est conforme au sens d’évolution
des températures de chacun des sous-systemes qu’on avait mis en évidence plus haut.
Supposons maintenant qu’apres cette premiere phase de contact thermique entre les
deux systemes ’équilibre thermique soit atteint. On a désormais T = Ty = T =const.,
ce qui implique que d7} = dT5 = 0. On libere maintenant la cloison de sa contrainte
d’immobilité et on cherche sa nouvelle position d’équilibre. Dans ce cas, dV; # 0 et

dVy # 0, le volume total V' du récipient restant fixe. Nous avons ainsi les conditions
V=WV+V, dV = dVi +dVy = 0. (7.19)
L'Eq. (7.14) devient :
ds — %(dUl +dUy) + %(P1 PV, = %(P1 — p)dn. (7.20)

(On a utilisé I'Eq. (7.10).) Le systéme va de nouveau subir des transformations irréversibles

avec une augmentation de ’entropie, ce qui implique :

(Py — Py)dV;y > 0. (7.21)
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Supposons que P; > P,. Dans ce cas on a dV; > 0. Ceci signifie que le gaz avec une plus
grande pression pousse la cloison et son volume augmente, tandis que le volume du gaz
avec une pression plus faible diminue. Ceci est conforme aux lois de la mécanique. Mais,
une augmentation du volume du gaz avec pression élevée tend a diminuer graduellement
celle-ci, tandis qu'une compression du gaz avec pression faible tend a augmenter celle-ci.
Avec le déplacement de la cloison, les deux pressions commencent donc a se rapprocher.

L’état d’équilibre du systeme sera atteint lorsque ’entropie atteint sa valeur maximale.
Dans ce cas, la dérivée partielle de 'entropie par rapport au volume Vi, seule variable

indépendante restante, sera nulle :

08 1
<ﬁﬁ%%_ﬁa_gy@ (7.22)

ce qui signifie que

P, =P, (7.23)

A Téquilibre, les deux pressions deviennent égales. La pression du systeme s’est ainsi
uniformisée dans tout le volume.

L’analyse précédente peut aussi étre appliquée a des systemes plus complexes, possé-
dant plusieurs sous-systemes, non nécessairement séparés par des cloisons. Le résultat final
reste le méme : I’état d’équilibre n’est atteint que lorsque la température et la pression
s'uniformisent partout. Ces résultats peuvent cependant changer lorsque le systeme n’est
plus isolé et subit I'influence de forces extérieures. Par exemple, nous avons vu dans le
chapitre 5, Sect. 5.6, que la force de la pesanteur fait varier la pression suivant ’altitude.
Des courants verticaux de molécules d’air font aussi varier la température atmosphérique

suivant 'altitude (diminution de 6 K par km d’élévation).

7.3 Meélange de gaz parfaits

Nous étudions dans cette section le probleme du mélange de deux gaz parfaits. Il
fut déja considéré dans le chapitre 4, Sect. 4.3, en utilisant les expressions explicites de
I’énergie interne et de l'entropie. Ici, nous utiliserons plutét l'identité thermodynamique
pour calculer la variation de ’entropie au cours de la transformation.

Nous reprenons 'expérience de la section 4.3 ; deux gaz parfaits sont enfermés dans

les deux compartiments d’un récipient, de volumes respectifs V; et V5. Les deux gaz
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contiennent respectivemnet n,,; et n,,» moles de molécules ayant f; et fo degrés de liberté ;
les températures et les pressions respectives sont T3 et Ty, P et P,. La cloison qui sépare
les deux gaz est enlevée sans introduire de perturbations notables a I’état du systeme. Les
deux gaz commencent a se mélanger. Il s’agit de déterminer les propriétés de 1’état final

d’équilibre du systeme. (Voir Fig. 7.2.)

x “x 10 0 © x o, 9  x9.
b o © 0 _ o X 0
x x 10 o x O O O
! X
XX XX i O O O O O X O X X O X
Vl, Tl, Pl VQ, Tg, P2 N1+N2y V1+V2, T7 P
N17 fl N27 f2

Fi1G. 7.2 — Mélange de deux gaz parfaits.

Dans I’état initial 7, I’énergie interne du systeme est donnée par la somme des énergies

internes des deux gaz :

Ui = ﬁnmlRTl, Uy = éanRTm
2 2
Ui = Uli + U27; = %nmlRTl + %nngTg. (724)

Dans I’état final f, nous avons un mélange de deux gaz parfaits; ceux-ci continuent
a contribuer additivement a 1’énergie interne, dans la mesure ou l'interaction mutuelle
directe est négligée dans 'approximation des gaz parfaits (absence d’énergie potentielle
d’interaction mutuelle). Soit T" la température de I’état final d’équilibre du mélange. Nous

avons :

Uy = ﬁnmlRT, Uy = énmRT,

2 2
Uf = U1f + sz = %nmlRT + %anRT (725)
La loi de conservation de I'énergie implique 1'égalité :
Uy =U,, (7.26)

d’ou on obtient :
i Ty + fonmaTo

T = 7.27
flnml + f2nm2 ( )
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On déduit facilement de ce résultat que si T} > Ts, on a 77 > T > Ty, autrement dit, la
température finale d’équilibre est comprise entre les températures initiales des deux gaz.
Ce résultat est conforme aux conclusions obtenues dans la section précédente sur 1’état
d’équilibre entre systemes; le gaz chaud cede de 1’énergie thermique au gaz froid et sa
température baisse, tandis que le gaz froid absorbe cette méme énergie thermique et sa
température augmente, jusqu’a ce que les deux températures s’égalisent.

La pression finale d’équilibre du mélange se calcule a partir de ’équation d’état des
gaz parfaits. Le mélange final est aussi un gaz parfait, composé de (7,1 + ny2) moles (la
nature du gaz n’intervenant pas dans 1’équation d’état) et occupant a la température T'
le volume V =V, + V5 :

P(Vi+ V) = (N1 + Numa) RT, (7.28)

d’ou on obtient :
(nm1 —+ nmg)RT

(Vi +V2)

Dans le cas d'un mélange de gaz parfaits, on introduit aussi la notion de pression

pP= (7.29)

partielle d'un gaz faisant partie du mélange : c¢’est la pression que le gaz aurait s’il occupait
seul tout le volume a la méme température du mélange. Pour déterminer la pression
partielle d'un gaz, il suffit d’écrire son équation d’état avec cette pression. Ainsi, si on
désigne par Py et Pyy les pressions partielles des deux gaz du mélange précédent, on peut

écrire les deux équations d’état :
Piy(Vi+ Vo) = nuRT,  Poy(Vi +Va) = n,uoRT, (7.30)

a partir desquelles et en combinaison avec I’équation d’état du mélange (7.28) on obtient :
Nm1 Nm2

Pu= (M Vg (M g ra1

1f N1 + Mm2 2 Nyn1 + Nn2 ( )

On vérifie que :

Py + Py = P. (7.32)

Pour calculer la variation de I'entropie du systeme, on peut utiliser I'expression ex-
plicite de 'entropie des gaz parfaits [Eq (4.67) et évaluer la différence entre I’état initial
et I'état final. Ce calcul fut effectué dans le chapitre 4, Sect. 4.3. Nous allons utiliser
ici une deuxieme méthode, fondée sur I'utilisation de I'identité thermodynamique, qui a
I’avantage de ne pas nécessiter la connaissance de I'expression explicite de I'entropie. No-

tons cependant le point suivant concernant la premiere méthode. Les diverses expressions
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obtenues dans la section 4.3, concernent les gaz monoatomiques. Nous avons vu dans
le chapitre 5, Sects. 5.5 et 5.6, que pour les molécules polyatomiques des contributions
supplémentaires, dues aux degrés de liberté additionnels, apparaissent dans la fonction de
partition et les autres grandeurs physiques. Celles-ci se manifestent essentiellement par
la modification de la puissance de la température dans les diverses formules : mises a
part 'apparition de certaines constantes inessentielles pour les variations des grandeurs
physiques (moment d’inertie, constante de rappel, etc.) la fonction 7%? est maintenant
remplacée par la fonction T7//2, ou f est le nombre de degrés de liberté du gaz parfait
[Eqs. (4.65)-(4.68)]. Le nombre des degrés de liberté, une fois retenu dans Uexpression de
I’énergie interne, se retrouve aussi d’une facon naturelle dans I’expression de la variation
de I'entropie obtenue a partir de 'identité thermodynamique.

Nous allons déterminer d’abord l'expression de la variation de l’entropie d'un gaz
parfait en fonction des variations de volume et de température. Pour cela, on considere
'identité thermodynamique sous sa forme (7.12). On utilise pour dU I'expression gndeT

[Bq. (6.19)] et pour P 'équation d’état P = n,, RT/V [Eq. (6.20)]; on obtient :

v . J d—T). (7.33)

dS =n,R(— + =

" ( vV 2T
La variation de l’entropie entre un état initial ¢, caractérisé par un volume V;, une
température T; et une pression P;, et un état final f, caractérisé par un volume V7,

une température Ty et une pression Py, est obtenue en intégrant 1’équation précédente
Sy av - f Ty dT
AS = [1ds=8;—Si=nuR / —+—/ &
5 fomem ( vi V. 2y T

_ nmR[ln(“//]g) + gln(%)] (7.34)

entre ces deux états :

On peut aussi remplacer le nombre de degrés de liberté f en fonction du coefficient v des

transformations adiabatiques, v = (f +2)/f [Eqgs. (6.24) et (6.78)], en obtenant :

AS:Sf—Si:nmR[ln(‘g)+7illn(?)} (7.35)

On note d’apres I’Eq. 7.34) que lorsque V; > V; et Ty > T;, alors AS > 0. Des
f f
augmentations simulatanées de volume et de température font augmenter ’entropie. (Cf.

la discussion de la Sect. 6.3 sur les effets de 'irréversibilité.)
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On peut aussi exprimer la variation de ’entropie en fonction de la pression et de la
température des états initial et final. Pour cela, il suffit d’éliminer le volume a partir de

I’équation d’état. On trouve :

AS = nmR[ —1In (%) + % In (%)} (7.36)

On peut maintenant appliquer la formule (7.34) au probleme du mélange de deux gaz
parfaits, que nous supposons disticts. Chaque gaz parfait évoluant indépendamment de
l'autre (mis a part les échanges thermiques), la variation de I’entropie du systeme total
est donnée par la somme des variations de l’entropie de chaque gaz. Cette affirmation,
qui découle naturellement de la signification physique de l’entropie (proportionnelle au
logarithme du nombre des microétats), de sa propriété d’additivité et de la nature parfaite
des gaz, est connue sous le nom du théoreme de Gibbs. En revenant aux conditions des
états initial et final de I'expérience du mélange, on obtient :

V1+V2)+ S (_)]

ASl = TLmlR[lH (

Vi 2 T1

En fonction de la pression et de la température, ces variations s’écrivent :

AS, = nmlR[ 1n(P1f)+ n ln(Tﬂ

P, n—1 T
N ng Y2 T
AS, — nng[ in () + - ln(ﬂ)} (7.38)

I1 est & noter que ce sont les pressions partielles (7.31) qui apparaissent dans les contri-
butions de I’état final.
La variation de I’entropie du systeme est donnée par la somme des variations indivi-

duelles (7.37) :

AS = nmlR{ln(Vl;lVé) —l—%ln (%)}

+nng[ln (Vl;/;V?) + ];2 (i)] (7.39)

On peut distinguer dans cette variation deux types de contributions : I'une provenant

de la variation des volumes, les températures restant fixes, 'autre provenant de la va-
riation des températures, les volumes restant fixes. On désignera ces deux contributions

respectivement par (AS)r et (AS)y

AS = (AS), +(AS),. (7.40)
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On note que le volume final du mélange, (V; + V3), étant supérieur au volume initial de

chacun des gaz, V; ou V4, la variation correspondante de I'entropie, (AS)r, est positive :
(AS)r > 0. (7.41)

Le signe de (AS)y n’est cependant pas évident, dans la mesure ot I'un des gaz subit une
augmentation de température et 'autre une diminution [Eq (7.27)]. Nous étudierons plus

en détail ce signe. (AS)y peut aussi étre écrite sous la forme

(AS)y = 5 [(%)"”“ﬁ (%)””2f2]. (7.42)
En posant
a="nmfi, b=npmafe, x= % (7.43)
et en tenant compte de expression de T', Eq. (7.27), I’Eq. (7.42) devient :
a b
(AS)y = glny, Y- <“:ff) <"fjbb> | (7.44)

Il suffit donc d’étudier le signe de la fonction z = Iny en fonction de x. La dérivée de z

par rapport a x est :

Or ar+b

Elle est négative pour x < 1 et positive pour x > 1 et s’annule pour z = 1, qui représente

0z ab 1
(1 x) (7.45)
ainsi un minimum pour la fonction z, qui s’annule en ce point. Celle-ci tend vers +oo
lorsque z tend vers 0 ou vers +oco. L’allure de la fonction z est représentée sur la figure
7.3. On constate que z est toujours positive, sauf au point x = 1 ou elle s’annule et qui
correspond a T} = T, c’est-dire a un équilibre thermique initial.
On a ainsi

(AS)y >0, (7.46)

quelles que soient les températures initiales. Cette inégalité, associée a celle de I’Eq. (7.41),
donne, d’apres I'Eq. (7.40) :
AS =85;-5,>0. (7.47)

L’entropie du systeme total augmente, conformément a la nature irréversible du processus
de mélange des deux gaz.
Lorsque les deux gaz sont identiques, 'analyse précédente ne s’applique plus de la

méme fagon, du fait que dans I’état final le mélange ne représente plus deux gaz différents
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F1a. 7.3 — Allure de la fonction z = 2(AS)y /R en fonction de x =T} /T5.

mais un seul gaz. Dans ce cas, il est plus approprié de travailler directement avec 1'ex-
pression explicite (4.67) de l'entropie (avec les facteurs 3/2 remplacés par f/2 dans le cas
général des molécules polyatomiques). Cette étude fut déja effectuée au chapitre 4, Sect.

4.3.

L’entropie étant une fonction d’état, le probleme du mélange de deux gaz (distincts ou
identiques) peut aussi étre étudié en procédant par étapes. Dans un premier temps, sans
enlever la cloison, on met les deux gaz en contact thermique, jusqu’a ce que I'équilibre
thermique avec la température T [Eq. (7.27)] soit atteint. Dans ce cas, la variation de
Pentropie sera donnée par (AS)y [Eq. (7.42)]. Dans un deuxiéme temps, on rend la cloison
mobile, sans I’enlever. La cloison se déplace pour s'immobiliser a la position pour laquelle
les pressions des deux gaz sont égales (Sect. 7.2). Les volumes correspondants VY et V3 des
deux gaz se calculent a partir de ’équation d’état des gaz parfaits, avec la température
T, et les deux conditions que les pressions sont égales et que la somme des deux volumes
est égale a Vi + V5. La variation correspondante de I'entropie est donnée par (AS)r en
tenant compte de la valeur du volume final de chaque gaz (V/ et V3). Dans un troisieme
temps, on enleve la cloison. Si les deux gaz sont distincts, ils diffusent 'un dans I'autre,

tout en étant en équilibre thermique. L’augmentation correspondante de ’entropie sera



7.4. POTENTIELS THERMODYNAMIQUES 163

aussi du type (AS)7, calculée entre les volumes initiaux V' et V; et le volume final V; 4 V5.
La somme des trois variations précédentes de ’entropie doit coincider avec la variation
calculée directement par I’Eq. (7.39). Si les deux gaz sont identiques, il ne doit pas y
avoir de variation d’entropie dans la troisieme étape, puisque le gaz est déja a 1’équilibre
avant d’enlever la cloison (méme température et méme pression partout); il n’y a pas
de phénomene macroscopique de diffusion d’'un gaz en lui-méme lorsqu’il est en état
d’équilibre. La variation totale de ’entropie sera donnée dans ce cas par la somme des

variations enregistrées lors des deux premieres étapes.

7.4 Fonctions et potentiels thermodynamiques

L’identité thermodynamique permet d’associer des couples de variables a travers leur
role physique dans I’évolution des systemes et leur état d’équilibre. Ainsi, la température
est associée & l'entropie par I'Eq. (7.2) et la pression au volume par I’Eq. (7.3). Cette
association se manifeste aussi explicitement dans l'identité thermodynamique (7.1) : la
température est le coefficient multiplicatif de la variation de l’entropie, tandis que la
pression est le coefficient multiplicatif de la variation du volume. Les variables qui sont
ainsi associées dans l'identité thermodynamique sont appelées variables conjuguées. 11 faut
aussi noter que dans chaque couple de variables conjuguées, 1'une est extensive (S ou V)
et 'autre intensive (T ou P).

Nous avons vu d’autre part dans le chapitre 6 qu’a partir de ’énergie interne on
pouvait définir une nouvelle fonction d’état, appelée enthalpie [Eq (6.65)], dans laquelle
les roles des variables conjuguées P et V' étaient interchangés. La méthode utilisée pour
la construction de la fonction enthalpie a partir de la fonction énergie interne est en fait
générale et est connue sous le nom de transformation de Legendre. Elle consiste a ajouter
(ou a retrancher suivant le signe) a une fonction d’état le produit de deux variables
conjuguées et a définir ainsi une nouvelle fonction d’état dans laquelle les roles de ces
deux variables conjuguées seront interchangés. La nouvelle fonction d’état peut ainsi avoir
des propriétés plus appropriées dans certains types de problemes. Nous allons maintenant
appliquer d’'une fagon systématique cette méthode a la fonction d’état énergie interne avec
tous les couples de variables conjuguées.

En choisissant d’abord le couple de variables conjuguées (P, V'), on définit la fonction
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d’état enthalpie :
H=U+ PV. (7.48)

Sa différentielle s’écrit, en utilisant l'identité thermodynamique (7.1) :
dH =TdS + VdP. (7.49)

Cette équation est équivalente a identité thermodynamique (7.1) dans laquelle les roles
de P et de V ont été interchangés. Alors que l'identité thermodynamique nous suggere
de considérer ’énergie interne comme une fonction de N (nombre total des molécules du

systéme qu’on suppose fixe au cours des transformations du systeme), de S et de V/,
U=U(N,S,V), (7.50)

I'Eq. (7.49) nous suggere de considérer I’enthalpie comme une fonction de N, de S et de
P
H = H(N,S, P). (7.51)

En choisissant le couple de variables conjuguées (7, .5), on définit la fonction d’état

énergie libre ou fonction de Helmholtz :
F=U-TS. (7.52)

Sa différentielle s’écrit :

dF = —=SdT — PdV. (7.53)
Elle nous suggere de considérer 1’énergie libre comme une fonction de N, de T et de V :
F=F(N,T,V). (7.54)

En choisissant encore comme couple de variables conjuguées (7', .5), on définit & partir

de 'enthalpie une fonction d’état appelée enthalpie libre ou fonction de Gibbs :
G=H-TS=U+PV-TS. (7.55)

Sa différentielle s’écrit :

dG = —SdT + VdP. (7.56)

Elle nous suggere de considérer I’enthalpie libre comme une fonction de N, de T et de P :

G = G(N,T, P). (7.57)
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Ces diverses fonctions d’état sont aussi appelées potentiels thermodynamiques, car elles
permettent de définir par des opérations de dérivation partielle, comme dans les Eqs. (7.2)-
(7.3), certaines variables d’état a partir des variations de leurs variables conjuguées. Ces
relations sont similaires a celle définissant la force a partir de I’énergie potentielle, par la
dérivation partielle de celle-ci par rapport au vecteur position r.

L’utilité de ces fonctions apparait lorsqu’on considere des transformations de systemes
vérifiant des propriétés particulieres. Par exemple, dans une transformation ou le nombre
des molécules et la température restent constants, il est plus intéressant d’utiliser les
fonctions énergie libre ou enthalpie libre, qui dépendent dans ce cas d’une seule variable

indépendante.

7.5 Potentiel chimique

Nous avons supposé jusqu’a présent que le nombre des molécules du systeme considéré
restait fixe au cours de ses transformations. C’est en général le cas lorsque le systeme
est enfermé seul dans un récipient clos. Mais il existe aussi des situations ou le nombre
des molécules varie au cours du temps. C’est le cas par exemple lorsque le récipient est
troué et une fuite de gaz se produit ; ou lorsque plusieurs substances entrent en réaction
chimique ou nucléaire et se transforment en d’autres substances ; ou lorsqu’une substance
est radioactive et se désintegre au cours du temps.

Un autre cas fréquent de modification du nombre des molécules d’une substance se pro-
duit lorsque celle-ci subit une transformation appelée changement de phase. Généralement,
chaque substance peut exister, suivant les conditions extérieures de température, de pres-
sion et de volume, sous trois formes distinctes : gazeuse, liquide et solide. Ces diverses
formes d’existence sont appelées les phases de la substance. Sous l'effet des conditions
extérieures, il peut y avoir une transformation de la substance par passage d’une phase a
I’autre. Au cours d’une telle transformation, le nombre des molécules d’une phase donnée
varie au cours du temps. Par exemple, sous 'effet de la chaleur, I’eau liquide s’évapore et
se transforme completement ou partiellement en vapeur d’eau. Inversement, le refroidis-
sement conduit a la condensation de la vapeur d’eau en eau liquide, puis, éventuellement,
a la solidification en glace.

Pour décrire tous ces types de transformations, il est nécessaire de tenir compte de la
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variation du nombre des molécules de la substance considérée. Dans ce cas, en désignant
par dN la variation infinitésimale du nombre N des molécules de la substance, la variation
infinitésimale de Iénergie interne (7.4) s’écrit, par généralisation de I'Eq. (6.43), sous la

forme

ar=(29) as+ () av+ (YY) aw. (7.58)
95 )y x V) gn ON )¢,

(Le nombre N étant tres grand, de 'ordre du nombre d’Avogadro, peut étre traité comme
une variable continue.) Les dérivées partielles de U par rapport a S et a V ont été
identifiées respectivement avec la température et la pression [Eqs. (7.2)-(7.3)]. La dérivée
partielle par rapport a NV sera identifiée avec une grandeur qu’on appelle potentiel chimique
(en connexion avec les réactions chimiques, dans lesquelles le nombre des molécules d’un

type donné change), désigné par p :

= <§—%>Sy. (7.59)

Comme U et N sont des grandeurs extensives (cf. Ch. 1, Sect. 1.2), leur rapport est
une grandeur intensive ; par conséquent, le potentiel chimique est une grandeur intensive.

L’identité thermodynamique (7.1) se généralise a son tour et devient
dU =TdS — PdV + pdN. (7.60)

Le potentiel chimique a une relation trés simple avec I’enthalpie libre G [Eq (7.55)].
Pour la mettre en évidence, calculons sa variation infinitésimale dG en utilisant cette fois

pour dU l'expression (7.60). On trouve :
dG = —SdT + VdP + pdN. (7.61)

On déduit de cette équation la relation

= (g—]i)m. (7.62)

L’enthalpie libre est une grandeur extensive, ce qui est visible a partir de sa définition
(7.55) ou de sa forme différentielle (7.61). En outre, c’est une fonction de N, de T" et de
P [Eq. (7.57)]. Lorsque N est remplacé par AN dans les mémes conditions d’équilibre,
les grandeurs intensives T' et P ne changent pas, tandis que la grandeur extensive G est

remplacée par A\G [Eqs. (1.9)] ; on en déduit I’équation

G(AN,T,P) = A\G(N, T, P). (7.63)
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C’est une équation qui peut étre résolue de plusieurs fagons. La méthode la plus directe
est de développer G en une série entiere par rapport a N et de la remplacer, avec les
arguments correspondants, dans les deux membres de I’équation. On constate que seule

une dépendance linéaire en N résoud 1’équation. D’ou la solution
G(N,T,P) = Ng(T,P), (7.64)

ou g(T, P) est une fonction ne dépendant que des variables intensives T" et P. En utilisant

la relation (7.62), on déduit que

p=g(T,P),
G(N,T,P) = Nu(T, P). (7.65)

Le potentiel chimique est donc uniquement une fonction de la température et de la pression

(deux autres grandeurs intensives) et représente l’enthalpie libre par molécule :

= % (7.66)
Généralement, au lieu de travailler avec le nombre des molécules, on utilise le nombre de
moles n,, = N/Ng4,.. Dans ce cas, on définit le potentiel chimique molaire par la relation
fm = Nao i €t I’Eq. (7.66) devient :

P (7.67)

Nm
I est égal ainsi a I’enthalpie libre molaire.
Dans le cas des gaz parfaits, la relation (7.55) nous permet de trouver I’expression
explicite du potentiel chimique. Remplacant U par son expression (5.82) et en utilisant

I’équation d’état (5.83), on trouve :

mn:—T<£%—f%£+1D, M:—T(%—%{£+1D. (7.68)

(L’expression de S est donnée par I'Eq. (4.67) dans laquelle les facteurs 3/2 sont remplacés
par f/2 pour les gaz avec f degrés de liberté; voir aussi commentaire dans la section 7.3.)

L’identité thermodynamique (7.60) peut étre utilisée pour trouver les conditions de
I’équilibre entre systemes concernant le potentiel chimique. Pour cela, on reprend 1'expé-
rience décrite dans la section 7.2. On considere maintenant une cloison poreuse, qui laisse

passer les molécules d’'un compartiment a ’autre. Ce processus commence a mélanger les
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gaz dans les deux compartiments. Pour simplifier I’étude, on peut supposer qu’on a affaire
au méme type de gaz dans les deux compartiments. La variation de ’entropie est, d’apres
IEq. (7.60) :
1 P W
dS = =dU + —=dV — =dN. 7.69
T * T T (7.69)

Cette formule est appliquée a chacun des systemes 1 et 2, puis la condition d’additivité

de I'entropie [Eq. (7.11)] utilisée. On trouve :

dS = dS; + dS, = TildU1 + %dvl - ’%le + T%dUQ + %dVQ - %ng. (7.70)
On suppose que les équilibres thermique et de pression sont atteints entre les deux
systemes, ce qui signifie que T3 = T, = T et P, = P, = P. L’équation précédente
devient :

1 P 1
En tenant compte de la conservation de I’énergie totale, Eq. (7.10), et du fait que le
volume total du récipient est fixe, Eq. (7.19), cette équation devient :

1
dsS = _T(Mlle + ung2). (772)

Le récipient étant fermé, le nombre total des molécules reste conservé :
N = Ny + N, dN = dN; + dNy = 0. (7.73)

On en déduit :

1
dS = _f(ﬂl — p2)dNy. (7.74)

Le deuxieme principe de la thermodynamique stipule que lorsque le systéeme est hors
d’équilibre, I'entropie augmente, dS > 0, ce qui entraine :

1
—f(ﬂl — p2)dNy > 0. (7.75)

Il s’ensuit que lorsque gy > pe, dN7 < 0. Le mouvement des molécules se fait du gaz ayant
le potentiel chimique le plus élevé vers le gaz ayant le potentiel chimique le moins élevé.
Ce résultat rappelle une loi analogue en mécanique, ou les particules, en présence de forces
extérieures, se déplacent des régions avec énergie potentielle élevée vers les régions avec
énergie potentielle plus faible. Ainsi, sous 'effet de la pesanteur, les particules tombent

vers le bas, allant vers les régions ou I’énergie potentielle est la plus faible. Ce mouvement
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des molécules tend a modifier graduellement les potentiels chimiques dans chacun des
compartiments, en les rapprochant I'un de 'autre. A I’équilibre, I’entropie aura atteint sa

valeur maximale et sa dérivée par rapport a /N7 sera nulle :

oS 1
<8—M>T,P =~ —p2) =0, (7.76)

ce qui signifie que

A I’équilibre, les deux potentiels chimiques doivent donc étre égaux. Ce résultat généralise
les conditions d’équilibre similaires trouvées avec les autres variables intensives, la tem-
pérature et la pression [Eqs. (7.18) et (7.23)].

Pour comprendre la signification physique du potentiel chimique, il suffit de se re-
porter a son expression (7.68) et d’y remplacer 1'entropie S par son expression (4.67).
En définissant la concentration n des molécules d'un gaz comme étant le nombre des

molécules par unité de volume,

n=—, 7.78

> (779
on trouve qu’a température fixe 1 est une fonction croissante de n. Par conséquent, lorsque
le gaz 1 a un potentiel chimique p; plus élevé que celui du gaz 2, s, ceci signifie que sa

concentration en molécules, ny, est plus élevée que celle du gaz 2, ny :
H1 > o <= N1 > No. (779)

Dans l'expérience précédente, le mouvement des molécules se fait du milieu le plus con-
centré vers le milieu le moins concentré, jusqu’a ce que 1’égalité des concentrations soit
atteinte.

A titre d’illustration, nous allons appliquer la condition (7.77) au systéeme formé de
I'eau liquide surmontée de sa vapeur. Sous l'effet de la chaleur, I’eau liquide s’évapore
graduellement. Mais, lorsque celle-ci est enfermée dans un récipient clos, I’évaporation de
I’eau est limitée et au bout d’'un certain temps un état d’équilibre, appelé état de satura-
tion, s’instaure, ou 'eau liquide et sa vapeur coexistent. La pression commune d’équilibre
(en négligeant les effets de la pesanteur) est appelée pression de vapeur saturante. La
figure 7.4 représente une telle situation.

Nous désignerons par l'indice L les quantités relatives a 1'eau liquide et par l'indice

V' celles relatives a sa vapeur. Nous utiliserons le nombre de moles pour le comptage du
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F1Gc. 7.4 — Eau liquide, surmontée de sa vapeur.

nombre des molécules et désignerons par l'indice m les quantités molaires, c¢’est-a-dire

mesurées par unité de mole. Le systeme étant en état d’équilibre, I’Eq. (7.77) s’applique :
porm (T, P) = pym (T, P). (7.80)

Cette équation est valable quelles que soient la température et la pression, respectant
la condition d’équilibre et, a travers les équations d’état, les conditions que le volume
total du récipient et le nombre total des molécules d’eau (sous forme liquide ou gazeuse)
sont fixes. Les variations infinitésimales des potentiels chimiques a I’état d’équilibre (7.80)

donnent :

dirm(T, P) = dpiym(T, P). (7.81)

D’autre part, le potentiel chimique molaire n’est autre que l’enthalpie libre molaire, Eq.
(7.67). D’apres l'identité thermodynamique (7.61) et I'Eq. (7.67), on déduit I'expression

de la différentielle du potentiel chimique molaire :

dityy — d<£> e G, = L (= SAT+ VAP + pding) — 22 dn,,

N N n2, N, m
S \%

= ——dT + —dP. (7.82)
N N

En introduisant I’entropie et le volume molaires,

Tim Nm

la différentielle du potentiel chimique molaire devient :

djy = — S, dT + Vi, d P, (7.84)
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En utilisant cette formule séparément pour la phase liquide et la phase gazeuse, I’Eq.
(7.81) s’écrit :
—S1mdT + VidP = =Sy, dT + Vi, dP. (7.85)

En divisant par d7T', on obtient :

(Svm = Stm) = VW — Vim) <Z—§) (7.86)
La dérivée de la pression par rapport a la température doit étre calculée ou mesurée dans
les conditions respectant 1’équilibre entre le liquide et la vapeur.

La différence (Sy,, — Sm) représente la variation d’entropie nécessaire pour une mole
d’eau liquide pour s’évaporer. Puisque la situation considérée est un état d’équilibre entre
les deux phases liquide et vapeur, on peut supposer que la transformation se fait d’une
facon réversible. Dans ce cas, la variation infinitésimale de I’entropie est proportionnelle
4 la quantité de chaleur recue par le systéme [Eq. (4.23)] : dS = 6Q/T. Comme la
transformation se fait a température constante T, lors du calcul de la variation finie de
S par intégration, 1/7T sort a l'extérieur de l'intégrale et on obtient AS = @Q/T, ou
AS = (Sym — Spm)- On obtient ainsi :

T(Sym = Sm) = (Q@m) , = (AHn) , = Lvm, (7.87)

ou on a aussi indiqué par l'indice P que la transformation se fait a pression constante,
ce qui permet P'utilisation de la relation entre la chaleur recue et Penthalpie [Eq. (6.66)].
Cette quantité de chaleur recue, qui sert a évaporer une mole d’eau liquide, a température
et a pression contantes, est appelée chaleur latente de vaporisation molaire de [’eau et est
désignée par Ly,,. En revenant & I'Eq. (7.86), on en déduit :

dP

Lym =T (Vym — Vim) - (7.88)

Cette relation est appelée relation de Clausius—Clapeyron. En général, une augmentation
de la température du systeme entraine une augmentation de la pression, ce qui qui signifie

que la dérivée 22 est positive. D’autre part, le volume occupé par une mole de vapeur

dr

d’eau est beaucoup plus grand que le volume occupé par une mole d’eau liquide, ce
qui signifie que (Vi, — Vi) > 0. On en déduit que Ly, > 0, ce qui est conforme a
I’observation : il faut fournir de la chaleur a ’eau liquide pour la faire évaporer, tandis

que la condensation en liquide de la vapeur d’eau dégage de la chaleur. La positivité
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de Ly,, peut aussi étre comprise au niveau microscopique. Dans la phase liquide, les
molécules d’eau se trouvent confinées a des distances tres faibles les unes des autres,
ce qui confere un aspect dense a la substance. La chaleur latente de vaporisation est
I’énergie nécessaire qu’il faut fournir a 'eau liquide pour dissocier les molécules les unes
des autres et les ramener a un état individuel, avec des distances mutuelles suffisamment
grandes, ce qui confere a la substance son aspect gazeux. Il est aussi évident que I'agitation
thermique des molécules est beaucoup plus grande dans la phase gazeuse que dans la phase
liquide, donc le phénomene d’évaporation s’accompagne d’une augmentation d’entropie.
La chaleur latente de vaporisation n’est pas une constante et dépend généralement de la
température. La formule empirique de Regnault donne une idée de cette dépendance :
Ly, = 60,04 — 0,0537 (kJ mol™').

L’équation (7.88) peut étre intégrée avec certaines approximations. On peut d’abord
négliger Vp,, devant Vy,,,. Pour Ly, on peut aussi négliger sur des intervalles faibles sa
dépendance en température et la considérer comme une constante. L'Eq. (7.88) devient :

AP Ly,

T (7.89)

En supposant que la vapeur d’eau est un gaz parfait, on peut calculer Vi, en utilisant

I'équation d’état des gaz parfaits : Vi, = RT/P. L’équation précédente devient :

1dP Ly,
—— = . 7.90
PdT  RT? ( )
Elle peut étre intégrée par séparation des variables :
1 Ly,
—dP = ——dT. 7.91
P RT? ( )
La solution de cette équation est :
P = Pye Lvm/(BD) (7.92)

P, étant une constante. Elle donne la pression de vapeur saturante comme fonction de la
température. Aux températures de l'ordre de quelques centaines de degrés Celsius, Ly,
qui est de l'ordre de quelques dizaines de kJ mol™!, reste beaucoup plus grande que RT,
qui est de l'ordre de 3-4 kJ mol~!. C’est une fonction rapidement croissante de 7' et sa
dérivée seconde par rapport a 1" est positive. L’allure de la courbe de P en fonction de T

est représentée sur la figure 7.5. Cette courbe représente la frontiere entre les deux phases
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liquide (la région a gauche de la courbe) et gazeuse (la région a droite de la courbe) et
est appelée courbe de saturation. La constante Py est fixée par la condition qu’a 100 °C,
P =1 atm (température d’ébullition de 'eau & 1 atm). Une approximation de I'Eq. (7.92)
est donnée par la formule empirique de Duperray, P = (£/100)%, ot ¢ est la température

en °C et P est en atm.

Fi1G. 7.5 — Courbe de la pression de vapeur saturante de I’eau. Le domaine de la phase

liquide est représenté par la lettre L, celui de la phase gazeuse (vapeur) par la lettre V.

L’étude précédente se généralise aussi au cas ou l'eau liquide se trouve en présence
d’un gaz inerte, comme l'air par exemple. Dans ce cas, ce qui intervient dans le potentiel
chimique de la phase gazeuse est la pression partielle de la vapeur d’eau dans l'air, tandis
que le potentiel chimique de l'eau liquide est calculé avec la pression totale de 'air et
de la vapeur d’eau. Toutefois, la solution de la pression de vapeur saturante (7.92) reste
la méme. La présence de l'air a pour effet de ralentir le phénomene d’évaporation, qui a
cependant toujours lieu.

On peut maintenant analyser les aspects physiques du phénomene de vaporisation de
I’eau. L’eau liquide, placée dans les conditions normales a ’air libre, ne se trouve pas
dans un état d’équilibre stable, car son potentiel chimique est supérieur a celui de la

vapeur d’eau calculé avec la méme température et une pression partielle presque nulle.
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L’eau commence donc a s’évaporer graduellement. Le phénomene d’évaporation nécessite
un apport de chaleur (la chaleur latente de vaporisation de I’eau étant positive, voir plus
haut) que 'eau puise au milieu ambiant. Si I'eau est enfermée dans un volume fini, une
salle fermée par exemple, le phénomene d’évaporation s’arréte des que la pression partielle
de la vapeur d’eau atteint la valeur de la pression saturante a la température considérée.
On se trouve alors dans un état d’équilibre entre les deux phases liquide et gazeuse. Dans
cette perspective, on définit 'humidité relative de ’air comme le rapport de la pression
partielle de la vapeur d’eau présente dans I'air a la pression de vapeur saturante. L’état
d’équilibre est ainsi atteint lorsque I’humidité relative de Dair est de 100%. Si 'eau est
placée en plein air (non enfermée dans un volume fini) le volume que la vapeur d’eau peut
occuper est presqu’infini ; par conséquent, sa pression partielle dans ’air restera presque
nulle ; ’évaporation de I’eau ne peut s’arréter et le liquide disparait au bout d’un certain
temps. Seule la présence d’'une humidité préexistante dans ’air, due par exemple a des
nuages, a la pluie ou a une végétation environnante dense, pourrait ralentir ou arréter ce

processus.

En revanche, si on enferme de la vapeur d’eau dans un volume fini, seul ou en présence
d’air, le phénomene inverse de condensation en eau liquide ne peut se réaliser spon-
tanément dans les conditions normales, bien que ce processus soit favorisé énergétique-
ment : la chaleur latente de condensation de la vapeur d’eau est négative (c’est 'opposée
de la chaleur latente de vaporisation). C’est le deuxiéme principe de la thermodynamique,
manifesté par 'inégalité (7.75), qui empéche le déclenchement du processus : le potentiel
chimique de la vapeur d’eau (appelée aussi vapeur seche) est inférieur, dans les conditions
envisagées, a celui de ’eau liquide et dN; ne peut étre négatif. Pour liquéfier partiellement
la vapeur, on peut agir sur la température ambiante, en la faisant baisser graduellement.
Dans ces conditions, la pression de la vapeur d’eau, celle-ci étant assimilée a un gaz parfait,
diminue proportionnelement ; donc la fonction P(T") (& volume et & nombre de molécules
constant) représente une droite a pente positive. Dans le diagramme de la figure 7.5, I’état
initial est représenté par un point de la région notée V. En diminuant la température,
ce point se déplace le long d’une droite avec une pente positive qui coupe la courbe de
saturation en un point donné. Pour une température suffisamment basse, le point arrive
ainsi sur la courbe de saturation, auquel cas les potentiels chimiques de la vapeur et du

liquide sont égaux. A ce moment, les premieres gouttes d’eau liquide commencent & ap-
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paraitre. Une diminution ultérieure de la température ambiante fait désormais déplacer le
point sur la courbe de saturation, qui est la courbe d’équilibre entre les deux phases. La
quantité d’eau liquide apparue peut étre calculée en tenant compte de la conservation du
nombre total des molécules d’eau et du volume total du récipient, ainsi que des valeurs
de la pression de vapeur saturante et de la température correspondante.

Nous terminons cette section par la remarque générale suivante. En dehors des va-
riables d’état déja rencontrées, les systemes peuvent aussi dépendre, suivant les conditions
physiques du probleme, d’autres variables : par exemple, de la charge d’'un condensateur,
de la tension d’un fil, des parametres de champs de forces extérieures, etc.. Ces variables
devraient aussi étre incorporées par leur contribution dans I’énergie interne du systeme.
Si on désigne ces variables supplémentaires par x1, o, ..., x,, 'énergie interne sera une

fonction de toutes ces variables :
U=U(N,S T, xq,...,20). (7.93)

La différentielle de U, qui conduit a l'identité thermodynamique, prend alors la forme

suivante :

0
dU = TdS — PdV + pdN + Y X,du;, (7.94)

i=1

ou X; est la variable conjuguée de x;, définie comme suit :

. <8U

S i=1,... L (7.95)

Oz ) S\V,N,z;(j#i)

Ces nouvelles variables se répercutent aussi sur les expressions des autres fonctions d’état.

7.6 Sources de chaleur

Une source de chaleur est un systeme de tres grande masse, qui, au cours des échanges
de chaleur avec d’autres systemes, garde, en tres bonne approximation, la méme tempé-
rature. Des exemples de sources de chaleur sont l'air atmosphérique, les bassins d’eau,
les lacs, les chaudieres, etc.. Une source de chaleur dont on peut régler la température
a volonté d’une facon continue est appelée thermostat ou réservoir de chaleur. L’intérét
d’un thermostat est de pouvoir maintenir les échanges de chaleur avec d’autres systemes

sous une forme quasi-statique ou réversible.
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On peut voir facilement pourquoi la grande masse de la source de chaleur maintient
presque constante sa température. Supposons que la source de chaleur est constituée d’un
gaz parfait 1 a f; degrés de liberté, avec n,,; moles, a la température T7. Si celui-ci est
mis en contact thermique avec un autre gaz parfait 2, la température finale d’équilibre du
systeme total est donnée par I’Eq. (7.27). En divisant le numérateur et le dénominateur

par n,,1 f1, on obtient :

T + (nm2f2/(nmlfl))T2
T = )
1+ (nm2f2/(nm1fl))

La source de chaleur ayant une masse beaucoup plus grande que le systeme 2, il en est de

(7.96)

méme du nombre de moles correspondant, ce qui signifie que n,,5/n,1 < 1. L'Eq. (7.96)
se réduit approximativement a :

La température finale reste ainsi tres proche de celle de la source de chaleur. On peut
donc considérer que la température de la source de chaleur reste inchangée.

Le résultat précédent reste aussi vrai si la source de chaleur n’est pas un gaz parfait,
mais est par exemple un gaz non-parfait (gaz réel) ou un liquide ou un solide. Dans ce
cas il suffit d’utiliser les chaleurs massiques des systemes [Eq (6.72)]. On suppose que
la quantité de chaleur échangée entre la source de chaleur et le systeme est entierement
conservée sous forme de chaleur. Dans ce cas, on a I’équation de conservation de la chaleur
échangée :

Q1+ Q2=0, (7.98)

ou () est la quantité de chaleur recue par la source de chaleur et ()5 celle recue par le
systeme 2, le systeme total 142 étant isolé. En supposant que 1’échange de chaleur se
fait a pression constante et en introduisant les chaleurs massiques, I’équation précédente
s’écrit :

mlcplATl + mQCPQATQ = O, (799)

avec

AT, =T — 1Ty, AT, =T —Ts. (7.100)
On en déduit la valeur de la température finale 7" :

miepi Ty +macp Ty Ti+ (m2CP2/(m1CP1))T2 T (7.101)
— — — 41, :

T
micp1 + MaCpa 14 (m20p2/(mlcp1))
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puisque my K my.

Lorsqu’un systeme interagit avec une source de chaleur, des résultats simples peuvent
étre obtenus concernant sa variation d’entropie et la quantité de chaleur regue. Supposons
qu’un systeme soit en interaction avec une source de chaleur. Le systeme total, composé
du systeme et de la source de chaleur, est supposé isolé. La variation infinitésimale de
I’entropie du systeme total est la somme des variations d’entropie du systeme et de la
source de chaleur :

S, = dS + dS,., (7.102)

I'indice sc se rapportant a la source de chaleur. Le fait que la température de la source
de chaleur ne varie presque pas justifie I'hypothese qu’au niveau de la source de chaleur
la transformation (ou ’évolution au cours du temps) se fait de fagon quasi-statique (Ch.

4, Sect. 4.1). On peut alors appliquer pour le calcul de dS;. la formule (4.23), dSs. =

6Qsc/Tsc :
0Qsc
Tsc '

La variation finie de I'entropie totale entre un état initial et un état final est donnée par

dStot - dS + (7103)

I'intégrale des variations infinitésimales (7.103) :

0Qsc 1 _
= AS 4 o /5Qsc — AS+

QSC
TSC ’

ASpps = AS + / (7.104)

ou on a utilisé le fait que la température T;. de la source de chaleur est une constante et
peut ainsi sortir a 'extérieur de 'intégrale. Q4. représente la quantité de chaleur (finie)
recue par la source de chaleur durant son interaction avec le systeme. Le systeme total
étant isolé, on suppose aussi que les transferts d’énergie entre la source de chaleur et le
systeme se font sans perte d’énergie par frottement ou dissipation. Ceci signifie que la
quantité de chaleur fournie par la source de chaleur au systeme est entierement recue sous
forme de chaleur par celui-ci; donc la quantité de chaleur recue par la source de chaleur

est 'opposée de la quantité de chaleur recue par le systeme :

CQsc = _Q7 (7105)

(@) étant la quantité de chaleur regue par le systeme (voir aussi I'Eq. (7.98)). De méme, si
la source de chaleur effectue un travail, celui-ci est supposé étre entierement recu par le
systeme. L'Eq. (7.104) devient :

AStOt = AS - Q (7106)

TS C
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D’apres le deuxieme principe de la thermodynamique, I'entropie totale augmente au cours

de la transformation des systemes : AS;,; > 0, ce qui implique 'inégalité

Ass> 2 (7.107)

T
Cette inégalité est connue sous le nom de 'inégalité de Carnot—Clausius.

Supposons que le systéeme, apres avoir interagi avec la source de chaleur précédente,
interagisse avec une deuxieme source de chaleur, puis avec une troisieme, etc.. Lors de
chacune de ces interactions, une inégalité du type de (7.107) sera valable, ot un indice
supplémentaire doit étre placé pour distinguer les diverses sources de chaleur. En désignant
@; la quantité de chaleur regue par le systeme a partir de la ¢ source de chaleur, dont
la température est T.;, et par AS; la variation de 'entropie du systeme pendant cette

interaction, I'inégalité (7.107) est remplacée maintenant par I'inégalité suivante :

Qi
Tscn’ '

Si le nombre total des sources de chaleur est n, la variation complete AS de 'entropie du

AS; >

(7.108)

systeme apres avoir interagi avec toutes les sources de chaleur sera égale a la somme des

variations AS; et vérifiera I'inégalité générale suivante :

AS=3"AS >N i

i=1 i=1 Tsc,i

(7.109)

Si, en dehors de ses interactions avec les sources de chaleur, le systeme, resté isolé, subit
aussi des transformations supplémentaires, son entropie continuera d’augmenter, donc
AS recevra des contributions positives dont l'incorporation dans le premier membre de
I'inégalité précédente ne modifiera pas le sens de I'inégalité. L’inégalité (7.109) est donc
valable méme si le systeme reste isolé pendant un certain temps en dehors de ses périodes
d’interaction avec les sources de chaleur.

Un cas particulier important de 'inégalité de Carnot—Clausius est celui ou le systeme
subit une transformation cyclique, c’est-a-dire revient a la fin de sa transformation a
son état initial. Dans ce cas, AS = 0, car S est une fonction d’état (Ch. 6, Sect. 6.6).

L’inégalité (7.109) devient :

n .
> Qs <0. (7.110)
i=1 Tic,i

Cette inégalité a des applications importantes dans la conception des machines ther-

miques, qui ont contribué a l’avenement de la révolution industrielle du dix-neuvieme

siecle. Nous les étudierons dans le chapitre suivant.
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L’inégalité de Carnot—Clausius (7.107) peut aussi étre transcrite en fonction d’autres
fonctions thermodynamiques dans un cadre un peu plus général. Supposons qu’'un systeme
interagisse avec une source de chaleur (ou le milieu extérieur), constituée d'un gaz, avec
laquelle il peut aussi échanger du travail mécanique. Nous continuons a admettre que les
quantités de chaleur et de travail échangées entre la source de chaleur et le systeme sont
transférées séparément sans perte d’énergie. Nous désignerons désormais par l'indice 0
les quantités relatives a la source de chaleur. Nous supposons qu’au cours de 1’échange
d’énergie le volume du systeme total, égal a la somme du volume du systeme et du volume

de la source de chaleur, reste constant : V' 4 V{; =const.. Par conséquent
dV +dVy = 0. (7.111)

Appliquons l'identité thermodynamique, sous la forme de I’Eq. (7.12), a la source de
chaleur :
By

1
dSy = —d —dV,. 112
So T U0+T0 Vo (7 )

Comme la température, la pression interne de la source de chaleur aussi peut étre considé-

rée comme une constante au cours de la transformation :
Ty ~ const., Py ~ const. . (7.113)
En utilisant la loi de conservation de I’énergie totale, on a :
dU + dU, = 0, (7.114)

ce qui donne, avec I'Eq. (7.112), pour dS :

1 Py
Sy = ——dU — =2dV. 11
So =~ dU = 2V (7.115)

En revenant a I’Eq. (7.102) et en utilisant pour I'entropie totale le deuxiéme principe de

la thermodynamique, dS;,; > 0, on obtient :

1 B
dS — —dU — —dV >0 7.116
U = 2V >0, (7.116)
soit
dU — TydS < —FydV. (7.117)

La quantité PydV représente le travail effectué par la source de chaleur en faisant modifier

le volume du systeme d’'une quantité dV. D’apres nos hypotheses faites plus haut, ce
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travail est entierement regu par le systéme; par conséquent le travail regu par le systeme

est OW = —PydV. L’'inégalité (7.117) devient :
dU — TpdS < W. (7.118)

Il est a noter que si la transformation est irréversible, 6W # —PdV', ou P est la pression
du systeme [Eq. (6.7)].

On suppose maintenant que lors de la transformation au contact de la source de
chaleur le systeme reste en équilibre thermique avec celle-ci, c’est-a-dire que T' = T, la
transformation étant isotherme. On peut alors réécrire le premier membre de 'inégalité

précédente sous la forme suivante :
dU — TodS = d(U — TpS) = d(U — TS) = dF. (7.119)

L’inégalité (7.118) devient :
dF < §W. (7.120)

Lors d’une transformation isotherme, la variation de 1’énergie libre du systeme reste
inférieure ou égale au travail recu. Si le systeme effectue un travail, dans ce cas 6W < 0

et I'inégalité précédente peut étre inversée :
—0W < —dF. (7.121)

Le travail fourni par le systeme lors d’une transformation isotherme reste inférieur ou égal
a la diminution (en module) de 'énergie libre.
Dans le cas ou la transformation du systeme s’effectue a volume constant, on a dV = 0
et par conséquent 6WW = 0. D’ou :
dF <0. (7.122)

Lorsqu’un systeme au contact d’une source de chaleur subit une transformation a tempé-
rature et a volume constants (transformation isotherme et isochore), son énergie libre
diminue. L’état d’équilibre est atteint lorsque F' prend sa valeur minimale.

Revenant au cas ou le volume varie, supposons maintenant que la pression du systeme
reste en équilibre avec la pression de la source de chaleur : P = P,. La transformation du
systeme se fait ainsi a température et a pression constantes : elle est isotherme et isobare.

L’inégalité (7.118), écrite sous la forme

dU — TydS + PydV <0, (7.123)



7.6. SOURCES DE CHALEUR 181
peut étre transformée en réécrivant différemment le premier membre :
dU — TodS + PydV =d(U — ToS + P)V) =d(U — TS + PV) = dG. (7.124)

Dol :
dG < 0. (7.125)

Lorsqu’un systeme au contact d’une source de chaleur subit une transformation a tempé-
rature et a pression constantes (transformation isotherme et isobare), son enthalpie libre
diminue. L’état d’équilibre est atteint lorsque G prend sa valeur minimale.

Dans les inégalités (7.122) et (7.125), les fonctions F' et G jouent un role analogue a
celui de I’énergie potentielle en mécanique. On sait que la 1’équilibre est atteint lorsque
I’énergie potentielle prend sa valeur minimale.

Finalement, il faut noter le fait que les inégalités (7.122) et (7.125) ne présentent
un intéret particulier que si le systeme dépend, en plus des variables d’état usuelles, T',
V, P, d’autres variables ou parametres indépendants telles que décrites a la fin de la
section 7.5 (cf. notamment I'Eq. (7.94)). En effet, si F et G dépendaient uniquement
de ces variables (en supposant que le nombre des molécules reste constant), l'identité
thermodynamique impliquerait les formes différentielles (7.53) et (7.56), d’ott on déduirait
que lors des transformations précédentes dF' et dG sont trivialement nulles. Ceci est di
au fait que dans ce cas, I’égalité des températures, a volumes constants, assure a elle seule
I’équilibre entre les deux systemes; il en est de méme, lorsqu’on a, a volumes variables,

I’égalité des températures et des pressions (cf. Sect. 7.2).
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Chapitre 8

Machines thermiques

8.1 Principe des machines thermiques

L’une des applications importantes de la thermodynamique classique est la construc-
tion de machines produisant un travail en utilisant de la chaleur. Toutefois, le mode de
fonctionnement de ces machines, qui sont appelées machines thermiques, doit respecter le
deuxieme principe de la thermodynamique qui limite considérablement leurs possibilités
de production et leur rendement.

Le principe de fonctionnement des machines thermiques est fondé sur I'inégalité de
Carnot-Clausius que nous avons démontré dans le chapitre 7 [Eq. (7.110)]. Si un systeme
(la machine) interagit successivement avec n sources de chaleur suivant une transformation
cyclique, les quantités de chaleur recues par le systeme doivent vérifier I'inégalité de

Carnot—Clausius :

2 o o

ol ; est la quantité de chaleur recue par cycle a partir de la i® source de chaleur, dont
la température est T;. L’égalité est réalisée lors des transformations réversibles. Cette
inégalité a souvent été utilisée au dix-neuvieme siecle comme une formulation du deuxieme
principe de la thermodynamique, inspirée des travaux de Carnot.

Sur le plan historique, Clausius avait observé que, lors des transformations réversibles,
la quantité Q) /T avait les propriétés d’une différentielle totale ; en particulier, lors d'une
transformation cyclique réversible son intégrale devrait s’annuler. Il déduisait alors I'exis-

tence d’une nouvelle fonction d’état, I'entropie, dont I'introduction allait révolutionner la

183
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formulation de la thermodynamique classique.

On peut citer ici deux énoncés équivalents du deuxieme principe diis respectivement
a Kelvin et a Clausius :

Enoncé de Kelvin : 11 n'exite pas de processus dont le seul effet serait le transfert de
la chaleur a partir d’'une seule source de chaleur a un moteur fonctionnant de maniere
cyclique et produisant un travail équivalent en énergie.

Enoncé de Clausius : 11 nexiste pas de processus dont le seul effet serait le transfert
d’une quantité de chaleur d’'une source froide a une source chaude.

On peut vérifier facilement la validité de 1’énoncé de Kelvin a partir de I'inégalité
(8.1). Supposons qu’un moteur interagisse d’une fagon cyclique avec une seule source de

chaleur. L’inégalité (8.1) contient maintenant un seul terme :

Q

= < 2

“<o (52
ce qui signifie que

Q <0. (8.3)

La quantité de chaleur absorbée par le systeme étant négative, le systeme cede de la
chaleur a la source de chaleur. D’autre part, la loi de conservation de 1’énergie (premier

principe de la thermodynamique) stipule :
AU=W+Q =0, (8.4)

ol le fait que AU = 0 résulte de la nature cyclique de la transformation, I’énergie interne

étant une fonction d’état. On déduit d’apres I'inégalité (8.3) :
W=-Qz>0. (8.5)

W > 0 signifie que le systeme recoit du travail, donc il ne pourrait en fournir. Par
conséquent, aucun moteur ne peut fonctionner en puisant de la chaleur a partir d’une
seule source de chaleur et en fournissant un travail.

Il faut cependant noter ici le role joué par la nature cyclique du fonctionnement du
moteur. Le deuxieme principe de la thermodynamique n’interdit pas la production de
travail non-cyclique a partir d’une seule source de chaleur. Ainsi, en chauffant 1’eau et la
vapeur d’eau d’une marmite, ou le gaz d’un récipient, on provoque une augmentation de

la pression interne du systeme pouvant conduire au soulevement d’'un couvercle mobile.
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En attachant des objets ou des poids au couvercle, on peut ainsi les soulever et produire
un travail. Toutefois, celui-ci est produit une seule fois. Si on voulait répéter I'expérience
pour soulever d’autres objets, il faudrait refroidir la marmite, donc la mettre au contact
d’une source froide, qui serait ici le milieu ambiant. C’est dans la nature répétitive du
fonctionnement des moteurs que réside leur intéret économique, d’ou I'importance dans
les applications pratiques de I'inégalité de Carnot—Clausius.

Concernant 1’énoncé de Clausius du deuxieme principe de la thermodynamique, nous
avions déja noté, dans le chapitre 1, Sects. 1.6 et 1.7, d’apres les propriétés des phénomenes
du rayonnement et des collisions, que les transferts d’énergie s’effectuaient des particules
les plus énergétiques aux particules les moins énergétiques. Ceci se traduit, au niveau ma-
croscopique, par des transferts d’énergie des systemes chauds vers les systemes froids (voir
aussi Ch. 7, Sect. 7.2). L’énoncé de Clausius n’est donc quune formulation particuliere de
cette propriété. Toutefois, on peut vérifier sa validité directement a partir de 'inégalité
(8.1). Considérons une machine thermique interagissant avec deux sources de chaleur,
I'une froide, avec une température T3, Uautre chaude, avec une température Ty (17 < T5).
Supposons que le seul effet de cette interaction soit un transfert d’énergie thermique de
la source froide vers la source chaude. Dans ce cas, la machine regoit de la source froide
la quantité de chaleur ) par cycle, avec (); > 0. Elle transfere ensuite cette énergie a la

source chaude. On a alors

Q2 =—C1 <0. (8.6)
L’inégalité (8.1) s’écrit :
Q1 Q2
— 4+ =2<0. 8.7
T, * T, — (87)
En éliminant, d’apres I’Eq. (8.6), @1 en fonction de @)y, on trouve :
1 1
— - — <0. 8.8
(7 —7)@: < (8.5)

Or, cette inégalité ne peut étre satisfaite, car Q3 < 0 [Eq (8.6)] et T} < T3. Le fonction-
nement envisagé n’est donc pas réalisable.

En résumé, I'inégalité de Carnot—Clausius stipule qu’une machine thermique fonction-
nant comme un moteur (producteur de travail) doit entrer en contact avec au moins une
source chaude et une source froide, recevant de la chaleur de la source chaude et cédant de
la chaleur a la source froide. Le nombre des sources de chaleur peut étre plus élevé, et peut

méme étre représenté par un continuum de sources; dans ce cas il faut pouvoir séparer
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I’ensemble des sources en deux catégories, la premiere rassemblant les sources chaudes et

la seconde rassemblant les sources froides.

8.2 Cycle de Carnot

Le cycle de Carnot représente le cycle le plus simple qu’on puisse envisager pour
permettre le fonctionnement d’un moteur. On considere ici une machine thermique fonc-
tionnant réversiblement entre deux sources de chaleur, de températures respectives T et
Ty, avec Ty < Ty. A cause de la réversibilité de la transformation, I'inégalité (8.7) devient
une égalité :

Q1 @

— + = =0. 8.9
T1+T2 (8.9)

Le systeme (la machine) recoit la quantité de chaleur Q2 a partir de la source chaude,
dont la température est T,. L’échange de chaleur entre le systeme et la source de chaleur se
faisant réversiblement, tous les deux sont en équilibre thermique mutuel a la température
T,. La transformation considérée est donc isotherme. De méme, le systeme cede la quantité
de chaleur —@Q); a la source froide, restant pendant 1’échange de chaleur en équilibre
thermique avec elle a la température 7. La transformation considérée est donc aussi
isotherme. Les deux transformations isothermes précédentes sont reliées entre elles par
deux transformations adiabatiques (pas d’échange de chaleur). Ainsi, apres avoir regu la
quantité de chaleur () de la source chaude, le systeme est isolé et subit alors une détente
(expansion volumique) adiabatique, qui a pour effet une diminution de sa température. La
détente est ajustée de telle sorte que la température finale soit T, température de la source
froide. Le systeme est mis alors en contact avec la source froide, a laquelle elle cede la
quantité de chaleur —Q; (ou en regoit @1). A la fin de I'opération le systeme est de nouveau
isolé et subit une compression adiabatique, qui a pour effet une augmentation de sa
température. L’opération s’arréte lorsque la température atteint la valeur 75, température
de la source chaude. Le systeme est alors mis en contact avec la source chaude et le cycle
précédnet recommence. Ce cycle est représenté dans le diagramme de Clapeyron (figure
8.1) par deux courbes isothermes (AB et C'D) et deux courbes adiabatiques (BC et DA).
(Pour la comparaison entre les pentes des courbes isothermes et adiabatiques voir Sect.
6.5.)

Le travail requ par le systeme par cycle, est égal, d’apres les résultats (6.6) et (6.40),
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T

Fic. 8.1 — Cycle de Carnot.

a 'opposée de 'aire algébrique de la surface délimitée par le chemin emprunté ABCDA :
W=(W), . =—Aire(ABCDA). (8.10)

Le chemin étant décrit dans le sens négatif (opposé au sens trigonométrique), 'aire de la
surface (ABCDA) est positive, par conséquent W < 0; le travail recu étant négatif, le
systeme effectue un travail. Le sens de parcours précédent est appelé aussi sens moteur.
Il est évident que si le parcours était effectué dans le sens positif (sens trigonométrique),
le travail recu serait positif. La machine ne fonctionne plus dans ce cas comme un moteur
(producteur de travail).

La variation de 1’énergie interne par cycle étant nulle, nous avons comme équation de

conservation de I’énergie 1’équation suivante :

(AU)ABCDA - (Q)ABCDA +W=0 (8.11)

La quantité de chaleur regue par le systeme par cycle peut étre décomposée en plusieurs

parties suivant les diverses branches du cycle :

(@) apepn = (@ (Q) o + (@) + (@) (8.12)

Or, le long de BC' et de DA la transformation étant adiabatique, on a :

(@ = (@), =0 19
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Sur les branches isothermes on a les identifications

(@Q),,=@ (Q),,=@a. (8.14)

L'Eq. (8.11) devient :
W4+Q1+Q2=0. (8.15)

On définit le rendement de la machine par le rapport du travail effectué par la machine
a la quantité de chaleur recue a partir de la source chaude. Il faut noter que les deux
sources de chaleur sont des systemes indépendants et la quantité de chaleur cédée a la
source froide n’est pas récupérée en général par la source chaude; il s’agit souvent de gaz
émis dans ’atmosphere ou de la chaleur cédée a une riviere qui passe, etc.; c¢’est donc
de I’énergie perdue. Le travail effectué par la machine en valeur absolue étant —W et la

quantité de chaleur recue a partir de la source chaude étant ()5, le rendement, noté r,

s’écrit :
-W
r= . (8.16)
Q2
En éliminant W & partir de I’équation de conservation de 1’énergie (8.15), on obtient :
Q1+ Q2 Q1
r— =14+ > 8.17
e @ (817)

D’autre part, les deux quantités de chaleur ()1 et () sont reliées 'une a I’autre par 1’égalité
de Carnot—Clausius (8.9), ce qui nous permet de les éliminer en fonction des températures

des sources de chaleur :

T
@ - (8.18)
Q2 Ty
d’ou :
T
=1-—. 8.19
r=1-o (319
T, étant supérieure a 17, on vérifie que
0<r<l. (8.20)

Ce rendement est le rendement théorique idéal qu’une machine thermique aurait si
elle utilisait le cycle de Carnot réversible. Nous n’avons pas tenu compte ici des pertes
éventuelles provenant de la réalisation technique de la machine, comme les pertes par
frottement, dissipation, fuites, irréversibilité, etc.. En général, le rendement effectif de la

machine sera divisé par un facteur d’ordre deux.
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Si le cycle est réalisé d'une facon irréversible, il faut utiliser, a la place de 1’égalité
(8.9), I'inégalité (8.7); dans ce cas, on obtient
T}
@ —-1 (8.21)
Q2 Ty
la division par Qs > 0 ne changeant pas le sens de l'inégalité. D’apres 1'Eq. (8.17), le

rendement vérifiera 'inégalité suivante :
r<l——. (8.22)

A titre d’exemple, si T} = 300 K (température ambiante) et 75 = 600 K, on obtient,
d’apres I'inégalité (8.22), r < 0, 5. Des pertes supplémentaires en rendement peuvent aussi
provenir d’'une transformation ultérieure du travail fourni en électricité. Le rendement
effectif de la machine ne dépassera pas la moitié du chiffre obtenu. D’apres le résultat
(8.19), on voit que le rendement augmente lorsque I’écart de température entre la source
chaude et la source froide augmente. Mais ici, des questions de réalisation technique
limitent les possibilités d'une augmentation arbitraire de I’écart de température.

Comparé a d’autres cycles, le cycle de Carnot est celui qui donne, sur le plan théorique,
le meilleur rendement. C’est pourquoi, quelle que soit la machine a construire, on peut
considérer le rendement de Carnot (8.19) comme un rendement de référence qu’on ne
pourra de toute facon dépasser. Malgré son avantage théorique, le cycle de Carnot peut
ne pas étre toujours le mieux adapté sur le plan technique. Ainsi, dans les moteurs a
explosion, utilisés dans les voitures, la température maximale atteinte par 'explosion
d’un gaz combustible a partir d'une étincelle est de l'ordre de quelques milliers de degrés.
Il serait extréemement difficile de maintenir en permanence dans la voiture une source
chaude a cette température. C’est pourquoi, le cycle utilisé par les moteurs a explosion
est composé de deux transformations adiabatiques et de deux transformations isochores (a
volume constant). Dans ce cas, la température maximale est atteinte pendant une fraction
de seconde a la fin de 'explosion du gaz combustible dans une enceinte a volume constant.

Généralement, c’est le contact avec la source froide qui est a l'origine des méfaits
écologiques des machines thermiques. L’utilisation de I'air atmosphérique comme source
froide a pour conséquence le rejet des gaz brulés dans la machine (voitures, usines) dans
I’air environnant. Dans les centrales nucléaires, on utilise comme source froide une riviere.

La quantité de chaleur cédée a la riviere peut faire augmenter sa température, suivant le
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cas, de quelques diziemes de degrés a quelques degrés. Cette élévation de température,
apparemment minime, peut avoir des effets néfastes sur la vie des especes aquatiques

animales et végétales.

8.3 Machines frigorifiques et pompes a chaleur

Les machines thermiques peuvent aussi étre utilisées pour refroidir ou chauffer une
piece. Dans ce cas, la machine recoit du travail du milieu extérieur, généralement sous
forme électrique, et 'utilise ensuite pour le refroidissement ou le chauffage de la piece. Il
est évident qu’ici le cycle doit étre décrit dans le sens positif (sens trigonométrique) afin
que le travail reu soit positif (voir figure 6.7 et Eq. (6.40)).

Sur le plan technique, pour produire des écarts sensibles de température sans pour
autant avoir recours a des chaudieres, on utilise les propriétés de changement de phase des
substances : les gaz, en se liquéfiant, dégagent de la chaleur et les liquides, en s’évaporant,
absorbent de la chaleur (cf. Ch. 7, Sect. 7.5). Ainsi, la liquéfaction d'un gaz dans une
source chaude cede de la chaleur a la source chaude, tandis que 1’évaporation dun liquide
dans une source froide absorbe de la chaleur de la source froide. Le cycle utilisé peut
étre décrit schématiquement de la fagon suivante. Un gaz est fortement comprimé dans
un compresseur. Il est ensuite envoyé vers un condenseur, qui joue aussi le role d’une
source chaude, ou il est liquéfié ; la chaleur dégagée par la liquéfaction est absorbée par la
source chaude. Le liquide est alors envoyé vers un vaporiseur, qui joue aussi le role d'une
source froide, ou il est vaporisé. En s’évaporant, il absorbe de la chaleur a la source froide.
Finalement, le gaz résultant est renvoyé au compresseur et le cycle recommence. Celui-ci
est représenté sur la figure 8.2.

Suivant ’emplacement de la source froide ou de la source chaude, la machine fonctionne
comme un systeme refroidissant ou chauffant. Ainsi, si on veut refroidir un réfrigérateur
ou une piece, on place la source froide a l'intérieur du réfrigérateur ou de la piece et la
source chaude a l'extérieur. Si on veut chauffer une piece, la source chaude est placée a
I'intérieur de la piece et la source froide a l'extérieur. Le fonctionnement de la machine
pendant un temps suffisamment long conduit a ’abaissement de la température de la
source froide dans le premier cas, et donc par répercussion du réfrigérateur ou de la piece,

et a I’élévation de la température de la source chaude dans le deuxieme cas et donc de la
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FiG. 8.2 — Cycle emprunté pour le refroidissement et le chauffage. C' : compression; L :

liquéfaction (source chaude); V : vaporisation (source froide).

piece.

Le fait que les températures des sources de chaleur subissent des variations n’est pas
en contradiction avec leur propriété généralement admise d’avoir une température presque
constante (cf. Ch. 7, Sect. 7.6). Cette derniere propriété reste valable pendant des inter-
valles de temps assez courts, notamment pendant la période d’un cycle effectué par la
machine thermique. Lorsque le contact de la source de chaleur avec d’autres systemes
dure longtemps, la quantité de chaleur échangée peut atteindre des valeurs suffisamment
grandes pour pouvoir influer sur la valeur de la température de la source. On peut ainsi
considérer dans ces situations la température de la source de chaleur comme une fonction
lentement variable au cours du temps, les variations correspondantes étant négligeables

par cycle.

Sur le plan du principe de fonctionnement, nous avons vu que les machines utilisées
pour refroidissement ou chauffage prélevent de la chaleur a une source froide et cedent de
la chaleur & une source chaude. Apparemment ce mécanisme semble étre en contradiction
avec I'énoncé de Clausius du deuxieme principe de la thermodynamique (Sect. 8.1). En
fait, ce qui permet d’éviter la contradiction est la présence du travail recu du milieu
extérieur : on doit fournir un travail a la machine pour réaliser le transfert d’énergie de

la source froide a la source chaude.

Dans le cas des machines frigorifiques, on définit le coefficient d’efficacité ou de per-
formance comme le rapport de la quantité de chaleur enlevée a la source froide au travail

fourni & la machine :

n= % (8.23)
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D’apres la loi de conservation de I'énergie (8.15) on obtient :

& e (8.24)

17 = —— =
Q1+ Q2 1+ %
En supposant que les transformations soient réversibles, on peut utiliser I'égalité de

Carnot—Clausius (8.9) ; on obtient :

T, =T

0 (8.25)

Pour un réfrigérateur, on peut avoir les valeurs suivantes pour les températures :
T, = 300 K (température ambiante), 73 = 265 K. On trouve n = 7,5. Généralement,
le coefficient d’efficacité est un nombre supérieur a 1, mais sa signification ne devrait
pas étre confondue avec celle du rendement des moteurs. Le coefficient d’efficacité peut
méme tendre vers l'infini si W tend vers zéro (travail fourni pratiquement nul); mais
dans ce cas, la quantité absolue de chaleur enlevée a la source froide reste tres faible et
I’abaissement correspondant de température est minime. En fait, les comparaisons entre
diverses machines devraient se faire a températures 17 et T, fixes, la machine la plus
rentable étant celle possédant le coefficient d’efficacité le plus élevé.

Dans le cas des pompes a chaleur, le coefficient d’efficacité ou de performance est défini

comme le rapport de la quantité de chaleur cédée a la source chaude au travail fourni a

la machine :
—@
= ) 8.26
= (8.26)
En utilisant la loi de conservation de I’énergie (8.15), on obtient :
Q2 1

=0+ 0, 1+%§ (8:27)

En supposant que les transformations soient réversibles, on peut utiliser I'égalité de
Carnot—Clausius (8.9) ; on obtient :

T, —-T

n (8.28)

Si, par exemple, la pompe a chaleur chauffe une piece en ramenant sa température de
273 K (température extérieure) a 293 K, son coefficient d’efficacité sera n = 14,5. Il est
utile de comparer le coefficient d’efficaité d’une pompe a chaleur a celui d’'un radiateur

électrique. Ce dernier transforme, dans le meilleur des cas, le travail recu sous forme
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électrique en une égale quantité de chaleur. Son coefficient d’efficacité est donc 1. La pompe
a chaleur est ainsi une dizaine de fois plus économique sur le plan du fonctionnement
qu'un radiateur électrique (elle produit une quantité de chaleur supérieure au travail
requ). Toutefois, pour évaluer sa rentabilité globale on doit aussi tenir compte du cott de
sa construction qui est beaucoup plus élevé que celle d'un radiateur électrique.
Remarquons aussi que, contrairement au cas des moteurs, le cycle de Carnot n’est
pas nécessairement le plus efficace dans le cas des machines frigorifiques et des pompes a

chaleur. D’autres types de cycles peuvent avoir une efficacité meilleure.



