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Mécanique de Lagrange

A Equations de Lagrange

1.A.1 Coordonnées généralisées

Considérons un systéme mécanique comportant N particules évoluant en trois dimensions. Les po-
sitions de ces particules seront notées r; (i = 1,2,...,N). Chaque vecteur position comportant trois
composantes, il faut 3N coordonnées pour spécifier la configuration du systéme dans son entier. Sup-
posons en outre que ces 3N coordonnées ne sont pas indépendantes, c’est-a-dire qu’elles ne sont pas
libres d’évoluer indépendamment, mais qu’elles sont reliées par un certain nombre K de contraintes,
qui pourraient s’exprimer comme un ensemble de relations mathématiques explicites :

Cy(ty,....1,0)=0 (a=1,2,...,K) (1.1)

Par exemple, deux particules de positions r; et r, pourraient étre contraintes de maniére a ce que leur
distance relative soit constante. Dans ce cas, il n’y a qu'une seule contrainte (K = 1) qui s’exprime
comme Suit :

|r; —1r5] —d =0 (1.2)

Un autre exemple est celui du pendule simple contraint d’osciller dans le plan xy, et suspendu a
l'origine par une tige infiniment mince et rigide de longueur [. Il y a alors deux contraintes (K = 2)
imposées sur la coordonnée r de la masse du pendule :

r|—1=0 et r-z=0 (1.3)

En général, on suppose que les contraintes peuvent aussi dépendre explicitement du temps. Ce serait
le cas, par exemple, si le point de suspension d'un pendule oscillait de maniére bien définie par rap-
port a une position moyenne, en raison d'un mécanisme externe au systeme étudié. Les contraintes
qui peuvent s’exprimer comme une relation fonctionnelle explicite (1.1) sont qualifiées d’holonomes.

L'imposition de contraintes sur les positions des particules rend I'utilisation des coordonnées r; beau-
coup moins pratique. Il est alors éminemment souhaitable de procéder a un changement de variables
et d’introduire un autre ensemble de 3N variables, qu’on décomposera en deux groupes : un groupe
de n = 3N —K variables qu’on notera q, (¢ = 1,2,...,n) et un autre groupe de K variables qu’on



notera précisément C, (a = 1,...,K). Ces 3N variables sont en principe des fonctions connues des
coordonnées des particules et, accessoirement, du temps :

Qo =qq(ry,...,0n, 1) (@=1,2,...,n)

1.4
Ca:Ca(rl,...,l‘N,t) (a=1,2,...,K) ( )

Elles sont indépendantes, ce qui signifie que les coordonnées peuvent en retour s’exprimer en fonction
de ces variables :

= ri(qaa Ca: t) (15)

Ce qui rend ces variables utiles est que les K contraintes sont exprimées simplement par la relation
C, = 0, alors que les n autres variables g, ne sont pas contraintes et donc libres de varier indé-
pendamment les unes des autres. On appelle n = 3N —K le nombre de degrés de liberté du systeme
mécanique étudié. Les n variables g, sont appelées coordonnées généralisées. L'espace défini par ces
n variables contient toutes les configurations possibles du systéme respectant les contraintes et est
appelé espace des configurations. Comme les K variables C, sont toujours nulles, on peut simplement
considérer les 3N coordonnées comme des fonctions seulement des coordonnées généralisées et du
temps (la dépendance explicite en t n’est pas obligatoire et n’intervient que dans certaines situations
seulement) :

r; =1;(q,,t) (1.6)

La mécanique de Lagrange est une prescription générale qui permet d’obtenir directement des équa-
tions différentielles pour les coordonnées généralisées q,, a partir d’'une expression des énergies
cinétique et potentielle en fonction des coordonnées généralisées.

FIGURE 1.1
Le pendule simple (& gauche) et le
pendule double (a droite).

Exemple 1.1 Pendule simple

Considérons une masse m suspendue a un point P, qu'on prend comme origine, par une tige
rigide de longueur [ et de masse négligeable. Supposons en outre que cette tige est suspendue de
maniére & empécher tout mouvement hors du plan xy. Ces deux contraintes réduisent le nombre
de degrés de liberté a un seul. On peut choisir 'angle ¢ des coordonnées cylindriques comme
coordonnée généralisée. Les trois variables g, et C, sont alors

g, = ¢ = arctan(x/y) 1.7
Ci=4x2+y2-1 1.8
CZ =2z (19)

et les 2 contraintes imposées au systeme sont C; =0 et C, = 0.
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Exemple 1.2 Le pendule double dans un plan

Comme extension de 'exemple précédent, ajoutons une deuxieéme masse (m,), suspendue a la
masse m; du pendule simple par une autre tige rigide de masse négligeable et de longueur [,,
elle aussi contrainte de pivoter dans le plan xy seulement. Désignons par ¢, I'angle que fait
la deuxieme tige par rapport a la verticale (contre ¢, pour la premiere tige, de longueur ;).
Désignons par (x1,Y1,21) et (x5, ¥5,29) les coordonnées cartésiennes des deux masses. Les six
variables g, et C, sont alors

Qg =p1= arctan(ﬁ) (1.10)
Y1

qy=tpy = arctan(u) (1.11)
Yo—W1

Cr=4/xi+yi-1, (1.12)

Co= /(X3 —x1 )2+ (Y2 —y1)2 — 1y (1.13)

CG=2 (1.14)

Ci=2 (1.15)

et les 4 contraintes sont C; = C, =C3 =C4, =0.

1.A.2 Forces de contrainte et déplacements virtuels

Les contraintes C,(r;,t) =0 (a = 1,...,K) s’exercant sur les 3N particules du systéme sont imposées
par des forces, dont la valeur précise dépend généralement du mouvement suivi par les particules. Il
est utile d’'imaginer ces contraintes comme provenant d’une force de rappel extrémement forte, qui
ramene toujours les particules sur la surface C,(r;, t) = 0. Supposons que cette force de rappel pro-
vienne d’un potentiel extrémement serré, qu’on notera V(r;). Ce potentiel a la propriété essentielle
qu'on pourrait I'exprimer seulement en fonction des variables C, (c’est-a-dire qu’il serait indépen-
dant des q,) et que son minimum serait situé au point C, = 0. La force de contrainte agissant sur la
particule i est alors

g OV §8VEOC, Z

£ = — = 1.16
! or; — 9C, Br ( )

ol les constantes A, sont a priori inconnues, mais peuvent étre obtenues une fois connue la solu-
tion des équations du mouvement r;(t). Ceci est vrai méme si 'équation de la contrainte dépend
explicitement du temps.

Un déplacement infinitésimal dr; de la particule i qui respecte les contraintes, pendant un temps dt,
peut donc s’écrire

or; or;
dri:Zaq; dqq + ' dt (1.17)

a
Le premier groupe de termes correspond a un déplacement virtuel, c’est-a-dire une variation de la
position, compatible avec les contraintes & un moment donné, mais qui ne correspond pas a une
véritable évolution dans le temps. Le deuxiéme terme ajoute a ce déplacement virtuel ce qu’il faut
pour obtenir un déplacement réel, qui tient compte de I'’évolution explicite des contraintes en fonction
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du temps. Dans le cas ou toutes les contraintes sont indépendantes du temps, les deux types de
déplacements (réel et virtuel) sont équivalents. Comme les variables C, sont indépendantes des
coordonnées généralisées g,, on peut écrire la relation suivante, par une application de la regle

d’enchalnement :
dC, O0r;

aqa ari aqa

(1.18)

En combinant les relations (1.16) et (1.18), on obt1ent
oC, 0r; or;
0= A, —2. L = £, 2L 1.19

Cette relation signifie que les forces de contrainte ne font aucun travail sous un déplacement virtuel
(ou aucun ‘travail virtuel’) ; elle nous sera utile plus bas.

1.A.3 Equations de Lagrange

La force totale s’exercant sur la particule i est la somme d’une force appliquée f(l.a), associée par
exemple & une certaine énergie potentielle V, et d’une force de contrainte. On peut donc écrire la
deuxiéme loi de Newton comme

i — 99 =0 (1.20)

Appliquons maintenant la relation (1.19), en sommant sur les particules :

Z(mifi—ff“))-aa—; =0 (1.21)

i

Concentrons-nous sur le premier terme de cette équation :

.. or; d Jr;
Zmil‘i _— _Z(dt ( T)—mivi . aaqa) (122)

a

Les vitesses v; peuvent étre exprimées en fonction des coordonnées généralisées q,,, de leurs dérivées
par rapport au temps et, accessoirement, du temps :

or; or;
;= — 1.23
viT Z 2. " 3t (1.23)
Il ressort de cette équation que
ov;, 0r;
Vi 2 (1.24)
4o 99a

et ceci sera utile dans le traitement du premier terme de (1.22). L'expression figurant dans le dernier
terme de (1.22) peut s’exprimer comme suit :

ial‘ _Z . + 32ri
dt dq, 8qa8qﬁ 2q,0t
_ ﬁvi
94q

(1.25)
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oll nous avons utilisé 1'éq. (1.23) dans la derniére égalité. Donc ’expression (1.22) peut étre récrite

comme 5 q p p
S g, - 2 zz(_(mivi.l)_mm.l)
- 94, —\ dt 24, 24,
A 1

_d 3T 0T (1.26)
~dtdq, aq,
ol T désigne I'énergie cinétique :
T=> 1mv? (1.27)
A

L'énergie cinétique T peut étre exprimée en fonction des coordonnées généralisées q,,, de leurs déri-
vées g, et du temps : T(q,, g4, t)-

L'équation du mouvement de Newton peut donc étre récrite ainsi :

ia_T_a_T_ngw.ﬁ:o (1.28)

Supposons en outre que les forces appliquées fga) peuvent étre dérivées d’une énergie potentielle :

ov
£ =22 1.29
; or, ( )
L’équation du mouvement devient alors
d T 0OT ov Or; d T JT 0oV
a0 2, 9l 90 9V (1.30)
dt aqot aqct i ari aqa dt aqoc 8qot aqa
Définissons alors la fonction de Lagrange ou lagrangien
L(qa: Qa’ t) = T(qa: qa: t) _V(qa: t) (131)

Les équations du mouvement de Newton sont alors équivalentes a 'ensemble d’équations suivantes,
appelées équations de Lagrange :
d L JL _
dt dq, 2q,

(1.32)

Forces non conservatives

Dans certains cas, la force appliquée n’est pas totalement conservative et contient une partie fl(nc) qui
ne dérive pas d’un potentiel :

(0 = _ov {9 (1.33)

or;

Dans ce cas, 'équation du mouvement prend la forme

d T _ oT n ov —ngnc)-ﬁ

— =0 1.3
424, oa. | 74, (139

13



On définit alors la force généralisée comme

nc d i
Qu= D £ ).a_;a (1.35)

i

de sorte qu’on écrit une version plus générale des équations de Lagrange comme

d JL 0L
- = 1.36
dtdq, dq, Q (1.36)

La méthode de Lagrange, mise de I'avant en 1788 dans son célébre traité La mécanique analytique, a
pour but d’établir de maniere systématique les équations différentielles déterminant le mouvement
du systéme mécanique étudié, en fonction des coordonnées généralisées, a partir simplement de
I'expression de I'énergie cinétique et de I'énergie potentielle. En un sens, elle schématise au maximum
I’étude des problémes mécaniques en offrant le chemin le plus court et le plus s{ir vers les équations
du mouvement. Lagrange se vantait que son traité ne contenait aucune illustration ou schéma et que
la méthode qu’il proposait était purement analytique, par opposition a géométrique (voir figure 1.2).

Applications élémentaires

Dans cette section nous donnerons quelques exemples d’applications de la méthode de Lagrange pour
obtenir les équations du mouvement. Il est bien siir beaucoup plus simple d’obtenir ces équations
différentielles que de les résoudre !

Exemple 1.3 Pendule simple
Considérons le pendule simple de ’exemple 1.1 ci-dessus. Les coordonnées (x, y,z) du pendule
s’expriment ainsi en fonction de la coordonnée généralisée ¢ :

x =lsingp y=1Llcosyp z2=0 (1.37)

Notez que y est défini positif vers le bas. Donc les composantes de la vitesse dépendent de ¢ et
¢ de la maniere suivante :

x =Llgcosy y=—lgsinp 2=0 (1.38)
et 'énergie cinétique prend la forme
T= %mv2 = %mlngz(cos2 @ +sin? p) = %mlznpz (1.39)
L'énergie potentielle gravitationnelle est, quant a elle,
V=—mgy =—mglcosy (1.40)
Le lagrangien est donc
L= %m12¢2+mglcos<p (1.41)

14
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ANALITIQUE:

Par M. DE L4 GRANGE s de D Académie des Sciences de Paris
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Chapitre 1. Mécanique de Lagrange

et 'équation de Lagrange prend alors la forme suivante :

oL oL d JL OL
ﬁz—mglsingo , a—¢=mlz¢ == aa—gb—%:mlz¢+mglsingozo (1.42)
ou encore
¢+ w?sing =0 ou wE\/% (1.43)

C’est ’équation bien connue qui gouverne l'oscillation d’'un pendule. Sa solution ne peut pas
s’exprimer par fonctions élémentaires, sauf dans ’approximation des petites oscillations (¢ < 1),
ou I'équation devient

G+ w?e =0 = @(t) =Acos(wt + &) (1.44)

les constantes A et & étant fixées par les valeurs initiales ¢ (0) et p(0).

Exemple 1.4 Machine d’Atwood

/—\ Considérons deux masses m; et m, reliées par une corde inextensible
de masse négligeable, qui passe autour d’'une poulie (voir figure). Les
deux coordonnées verticales y et y’, positives vers le bas, ne sont pas

\_/ indépendantes, mais reliées par la contrainte y + y’ = [, ot [ est une

constante. Les vitesses sont donc contraintes par la relation

y
L'énergie potentielle peut s’exprimer uniquement en fonction de y :
m, _ ’_
V=-—migy —mygy’ =—(m; —my)gy —mygl (1.46)
15 et 'énergie cinétique s’exprime comme suit :

T=3my )%+ 2myy’* = 1(my + my)y? (1.47)

Le lagrangien est alors
L=T-V= %(ml+m2)y2+(m1—m2)gy+m2gl (1.48)

et 'équation de Lagrange est

2—(m —my) ﬂ—(m +m)‘=i£—@—(m +my)y —(my—my)g =0
3y_ 1 2)8 8)’/_ 1 2)Y dcdy o =l 2)Y 1 2)8 =
(1.49)
Donc l'accélération (constante) de la masse m; vers le bas est
. mp—m
j=—>= (1.50)
my +my
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Exemple 1.5 Pendule forcé

Revenons au pendule simple, et supposons maintenant que le point d’attache P est en mouve-
ment et que sa hauteur y, soit une fonction y,(t) connue a I'avance. Trouvons les équations de
Lagrange dans ce cas. Les coordonnées de la masse sont

x=lsing Yy =Llcosp +y,(t) (1.51)

et les vitesses sont
x =1lpcose y=—lgsing +y,(t) (1.52)

et 'énergie cinétique prend la forme

T = 3mv® = +ml?$?(cos® p +sin® p) + %myi —mly,¢sing

(1.53)
= gml*¢? + gmy? —mly,¢sinp
L'énergie potentielle gravitationnelle est, quant a elle,
V=—mgy =—mglcosp —mgy, (1.54)
Le lagrangien est donc
L= %m12¢2+%myi—mlyp(psinnp+mglcos<p+mgyp (1.55)
Les termes de I'’équation de Lagrange sont
oL . o
—— =—mglsing —mly,¢ cosp
de
oL 5 . .
—— =ml*¢ —mly,sing (1.56)
¢
4oL =ml?p —mly, sin —mly,p cos
dtog 2 Ypsing Yppcose
Finalement, 'équation de Lagrange est
m12¢+mglsincp—mlyp sing =0 (1.57)

La seule différence d’avec 1’équation (1.44) du pendule simple est le dernier terme, qu’on peut
facilement interpréter : y, étant 'accélération (vers le bas) du point d’attache et ¥, sin ¢ la pro-
jection de cette accélération dans la direction du mouvement du pendule (la direction azimutale),
ce terme n’est que la projection sur cette direction de la force transmise a la masse du pendule
par le point d’attache en accélération. En outre, ce terme supplémentaire peut étre obtenu de
Péquation du pendule a pivot fixe en procédant a la substitution g — g — ¥,, Cest-a-dire en
remplagant le champ gravitationnel constant par un champ variable dans le temps, ce qui est
entierement compréhensible si on se place dans le référentiel accéléré du pivot et qu’on applique
le principe d’équivalence.
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Chapitre 1. Mécanique de Lagrange

Exemple 1.6 Pendule double
Le lagrangien du pendule double (exemple 1.2 ci-haut) dépend des deux angles ¢; et ¢, et de
leurs dérivées. Les coordonnées des deux masses sont :

x1 =1lysinp, y1 =1 cos (1.58)
Xy = l58in @y + X1 Yo =15c05 05 + ¥y '
et leurs vitesses sont
X1 =11p1 08¢, y1=—lLipysing; (1.59)
Xg = lypy COS g + X4 Yo =—lypysingy + y;

De sorte que 'énergie cinétique prend la forme
T= %ml‘/'% + %mlvg = %(ml + mz)l%(p% + %mzlg(p% + mzlll2¢1 (pz COS((,Ol —_ (,02) (1.60)
et 'énergie potentielle la forme

V=—g(myy; + myy,) = —(my + my)gly cosp; —mygly cos g, (1.61)

Donc

L= %(m1 + mzﬂ%@% + %mzlng% +myly 159195 cos(py —py) +(my +my)gly cos gy +mygly cos p,

Les termes de '’équation de Lagrange sont

oL . L
Fr —(my +my)gly sinpy —myly Ly 95 sin(pq — 3) (1.62)
$1
oL . ...
FI e —mygly sin @y + mylyly 1 $o sin(pr — ¢2) (1.63)
P2
JL . )
W =(m; + mz)lf(Pl + mylyly 9, cos(p1 — @3) (1.64)
1
JL . .
= = mz@@z"‘mzlﬂz% cos(p1 — p2) (1.65)
0¥,
d JL .. .. .. . .
aw =(m; + mz)lf‘Pl + mylyly$9 cos(pq — pa) — malily g sin(pg — w2)(Y1 — ¢2)  (1.66)
1
d JL .. .. .. . .
aa—% = mzlg‘Pz + mylyly$4 cos(pq — pa)malily 9 sin(g — 92)(91 — 92) (1.67)

Les équations de Lagrange pour les deux coordonnées généralisées sont donc

(my +mp)l§¢1 + mylyly s cos(i01 — p3) + myly 15 sin(pq — @) + (Mg +my)gly singpy =0
mzlé% +mylyl ¢y cos(r — ) — mzlllzipf sin(p; — p2) + myglysing, =0
(1.68)
11 s’agit d’un systeme de deux équations différentielles du deuxieme ordre couplées, dont la solu-
tion est bien évidemment impossible. Une simplification importante intervient si on suppose que
les angles ¢; et (, sont petits. Dans ce cas, on peut se limiter aux termes du premier ordre en
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1,2 et en leurs dérivées. On peut également remplacer sin ¢, , par ¢, 5 et cos ¢ 5 par 1. Dans
cette approximation, on obtient donc '’équivalent de deux oscillateurs harmoniques couplés et
les équations du mouvement deviennent alors

(m; + mz)lfﬁﬁl +mylyly ¢y + (my +my)glyp; =0

9. i (1.69)
myl5Po + mulylypq +maglaps =0

On peut récrire ce systeme sous forme matricielle :

((ml +my)l} mzlllz) (851) _ _((ml +my)gl 0 ) (901) (1.70)
mylyl, myl2 |\ ¢o 0 mygly ) \ 2

On peut résoudre ce systeme de la maniere habituelle : on part de 'hypothese que le mouvement
est harmonique de fréquence w, de sorte que (p; puisse étre remplacé par —w?¢; et de méme
pour ¢,. En substituant, on trouve

(U)z(ml + mz)l% —(my + my)gh w?mylyly ) (‘Pl) 0

1.71
C()zmzlllz O)Zmzlg_mZg’lz @ ( )

Pour que cette équation matricielle ait une solution non nulle, il faut absolument que la matrice
soit singuliere, c’est-a-dire que son déterminant soit nul. Nous ne donnerons ici que les solutions
particuliéres associées aux valeurs m; =my, =metl; =1, =1:

_ g
w = (2:l:1/§)l (1.72)

On peut montrer que le signe 4+ donne une fréquence plus élevée correspondant a un mouvement
alterné des deux pendules (mode antisymétrique), alors que le signe — donne une fréquence plus
basse correspondant a un mouvement solidaire des deux pendules (mode symétrique).

Exemple 1.7
Coordonnées sphériques Ecrivons le lagrangien d'une particule en coordonnées sphériques. Les
coordonnées cartésiennes sont reliées aux coordonnées sphériques par les relations suivantes :

x =rsinf cos
y =rsinfsingp (1.73)
z =rcos6
Donc les composantes de la vitesse sont
% = sin 6 cos @ + ro cos B cos ¢ — r¢ sin O sin
y =7sin@sing + ro cos O sin p + r¢ sin 6 cos (1.74)
% =7rcosO —rBsinb
Le lagrangien prend donc la forme suivante (apres quelques simplifications élémentaires) :

L= %m{f‘2+r292+rzsinzﬂgbz}—V(r) (1.75)
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Notez que si le potentiel V ne dépend que de la coordonnée radiale r, alors le lagrangien ne
dépend pas de ¢ et donc la quantité suivante est conservée dans le temps :

— =mr?sin?6 ¢ (1.76)
¢

On montrera en page 45 comment cette quantité est reliée au moment cinétique.

C Principe de la moindre action

Nous allons démontrer dans cette section que les équations de Lagrange peuvent aussi étre considé-
rées comme la conséquence d’un principe fondamental, appelé le plus souvent principe de la moindre
action. Ce principe est logiquement équivalent aux lois de Newton.

1.C.1 Enoncé et démonstration

Considérons un systéme mécanique décrit par des coordonnées généralisées q,. Un mouvement défini
entre les temps t = t; et t = t; correspond alors a un ensemble de n fonctions q,(t). Nous utiliserons
souvent la notation q pour désigner 'ensemble des coordonnées généralisées q,. Cette notation est
I'analogue dans I'espace des configurations de la notation vectorielle (nous réserverons les caractéres
gras habituels, comme q, aux vecteurs dans ’espace a trois dimensions). Considérons ’ensemble des
mouvements ayant des valeurs données de la configuration initiale q(t;) et de la configuration finale
q(ty). Le principe de la moindre action stipule que, de tous ces mouvements, celui qui sera effecti-
vement suivi par le systéme et qui donc respecte les équations de Lagrange, est celui qui minimise
I'intégrale suivante, appelée action :

ty
S= f dtL(q,q,t) 1.77)
t;

L’action est une fonctionnelle, c’est-a-dire une fonction dont le domaine est lui-méme un ensemble de
fonctions. Pour distinguer les fonctionnelles des fonctions courantes, on utilise des crochets ([---])
pour encadrer leur argument. Par exemple, ’action associée a un mouvement q(t) sera notée S[q(t)].

Procédons maintenant a la démonstration des équations de Lagrange a partir du principe de la
moindre action. A cette fin, supposons que le mouvement q(t) minimise l'action S. Cela signifie
qu'un mouvement qui differe de q(t) par une fonction infinitésimale du temps 6q(t) aurait une
valeur égale de I'action, au premier ordre en 6q :

S[q+6q]=S[q]l+ 0(59°) (1.78)
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C. Principe de la moindre action

11 s’agit simplement d’une généralisation du critére qui définit le minimum d’une fonction ordinaire :
si la fonction f(x) admet un minimum a x = x,, alors, pour une variation infinitésimale dx, on
trouve

fxo+8x) = f(x0) + 0(5x?) (1.79)

En effet, en supposant que la fonction est différentiable et en appliquant un développement de Taylor
limité, on trouve
f(xg+8x)=f(x0) + f/(x0)8x + 3£ (3x0)8x* + -~ (1.80)

La valeur x, correspond effectivement a un minimum si le terme linéaire en dx s’annule, ce qui
implique 'annulation de la premiére dérivée : f'(x,) = 0.

q(t)

FIGURE 1.3 q
Mouvement réel q(t) et mouvement varié q(t) + 6q(t).

?

q(t) +0oq(t)

t; t t,

Le développement limité peut aussi étre appliqué a 'action, car cette derniére s’exprime par une
fonction connue des coordonnées q et de leurs dérivées g :

Slq+6q] =J dtL(q+6q,q+064,t)

dL

JL
S {L(q,q,t)+—~6q+—.-5q}
aq aq

Jq dt

[ 4L d [4L d JL
=S[ql+ | dt=—-6q+ | dt{—|=-6q|-—=—"6
al+ | degg o J t{dt[aq q d 4 af

[ oL d dL oL tf
_ oL _douy, o, 1.81
S[q]+J dt{aq P aq} 6q+[aq Sq]ti (1.81)

[ L L
=S[q]+J dtg—-5q+fdta—_-i5q
q

Nous avons utilisé le fait que

d
0q=—0o 1.82
9= 409 (1.82)

et nous avons intégré par parties a la quatriéme ligne. La notation du produit scalaire est utilisée
pour désigner une somme sur I'indice a ; ainsi,

oL oL
dq Za: 94,
Comme le principe de la moindre action stipule que les mouvements considérés ont tous la méme

valeur de q a t = t; et t = ty, la variation 6q doit s’annuler a ces points : 6q(t;) = 6q(t;) =0 (voir
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fig. 1.3). Le dernier terme de la derniere équation est donc nul et le principe de la moindre action

stipule donc que
f dt{%—ia—]f}-éq(t)=0 (1.84)

ou le lagrangien L et ses dérivées sont évalués au mouvement q(t). Cette expression doit s’annuler,
quelle que soit la variation 6q(t). En particulier, on pourrait choisir une variation 6q(t) qui est nulle
partout sauf dans un intervalle temporel At aussi petit que 'on veut autour d’'un temps ¢ quelconque,
tout en étant infiniment différentiable. La seule facon d’annuler I'intégrale ci-haut dans ces conditions
est que I'expression entre accolades soit identiquement nulle :

———==0 (1.85)

Il s’agit bien siir des équations de Lagrange. Nous avons donc démontré que le principe de la moindre
action est équivalent aux équations de Lagrange. '

Remarques:

4 En fait, nous n’avons pas démontré que I’action est véritablement un minimum a la trajectoire
physique q(t); uniquement qu’elle est un point stationnaire. Mais c’est tout ce qui compte au
fond, et le principe devrait plus correctement s’appeler principe de Uaction stationnaire.

4 La démonstration suppose que tous les mouvements considérés, incluant les variations arbi-
traires 6q, sont des fonctions différentiables de t. Nous avons en plus affirmé qu’on pouvait
choisir la variation comme étant nulle partout sauf dans un intervalle At aussi petit que I'on
veut autour d'un temps t quelconque. Ce point mérite d’étre étayé. Considérons a cet effet la
fonction

exp ((1/a2) —(1/a? —xz)) —a<x<a

0 autrement

flx)= (1.86)
Cette fonction est nulle en dehors de lintervalle [—a,a] et est infiniment différentiable et
positive partout dans cet intervalle, avec un maximum de 1 a x = 0. En translatant cette
fonction comme on veut et prenant a aussi petit qu’on veut, et en 'appliquant a la variable g,
qu'on désire, on obtient une variation qui obéit aux critéres que nous avons posés ci-haut.

4 La démonstration repose sur 'hypothese que les coordonnées généralisées sont vraiment in-
dépendantes les unes des autres, c’est-a-dire qu’elles ne sont pas reliées par des contraintes
supplémentaires. Sinon, les variations 6q, ne sont pas indépendantes et on ne peut conclure
que I'intégrant de (1.84) doit s’annuler pour chaque valeur de a séparée.

4 Nous allons dorénavant considérer que le principe de la moindre action est fondamental, et
qu’il constitue un point de départ aussi valable que la deuxiéme loi de Newton a I'étude de la
mécanique.

1.C.2 La brachistochrone

Le principe de la moindre action est une application particuliére d'une méthode plus générale appelée
calcul des variations, qui vise a trouver les points stationnaires d’une fonctionnelle. Historiquement,

1. Il est évident que si les équations de Lagrange sont satisfaites, alors le principe de moindre action s’applique.
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C. Principe de la moindre action

ce type de probléme tire son origine d’un défi lancé a la communauté des mathématiciens en 1696
par Jean Bernoulli, et auquel répondirent les plus grands mathématiciens de cette époque (Jean et
Jacques Bernoulli, Newton, L’'Hopital, Leibniz et Tschirnhaus). Ce probléme est celui de la brachisto-
chrone, c’est-a-dire de la courbe de moindre temps.

FIGURE 1.4 2
La courbe brachistochrone

A
y

Expliquons : supposons qu'un point matériel, relaché de l'origine, soit contraint de se mouvoir sur
une courbe descendante fixe, tout en étant soumis a un champ gravitationnel constant. Le probleme
est de déterminer la courbe qui minimise le temps de parcours entre I'origine et un point A donné
(en rouge sur la fig. 1.4).

Cette courbe peut étre décrite a I'aide de deux fonctions x(¢) et y(¢) d’'un parametre ¢. Le temps
pris pour parcourir un arc infinitésimal ds de cette courbe est

dt = ds (1.87)
v

ol v est la vitesse du point matériel a cet endroit de la courbe. En fonction des dérivées paramétriques

d
=3 =W (1.88)

d¢ d¢
la longueur d’arc est

= /%2 +y2 d¢ (1.89)

et le temps total de descente est I'intégrale

d VX2 + y2
=f_3=f—y d (1.90)
12 v
La vitesse, par conservation de I’énergie, s'obtient de la hauteur du point par rapport au point de
départ :
%v2=gy = v=14/2gY (1.91)

ol y est positif vers le bas. L'intégrale a minimiser est donc

st J ”X2+y dp = fF(y,x 7)dé (1.92)

La variation de cette intégrale meéne aux équations de Lagrange, cette fois exprimées en fonction de

F:
d JF 3F_ d JF OF

d oF _OF _ daoF oF 1.93
dp dx  dx dp dy dy (1.93)

23



Comme F ne dépend pas explicitement de x, 'expression

Py = oF _ X ! (1.94)
T0% /R Hy2 /28y '
est indépendante de ¢. La deuxieme des équations (1.93) peut donc s’écrire
i( Y ! )+”5€2+5/2—0 (1.95)
9\ Vi vaey ) 2 vaer |
ou encore, en utilisant la conservation de p,,
d y) X
— | = |+——==0 1.96
d¢ (x 4p38y? (1:20)

Avant d’aller plus loin, nous devons considérer les conditions aux limites, ainsi que l'allure générale
de la courbe. Considérons encore la fig. 1.4. Si la premiére réaction est de penser que la courbe
recherchée est une droite allant de l'origine au point A, on se détrompe rapidement en réalisant
que ce n’est pas la distance qu’il faut minimiser, mais le temps de parcours, et que pour ce faire
on a avantage a infléchir la courbe vers le bas au début de la descente de maniére a faire gagner
rapidement de la vitesse a la particule, afin qu’elle puisse parcourir le reste de la courbe plus vite,
méme si la longueur est aussi plus grande.

Nous allons maintenant introduire une constante a telle que

1
v4ga

Il ressort de I'expression de p, que 2a est la valeur de y quand y = 0, ce qui correspond a la hauteur
de la courbe a son minimum (voir fig. 1.4), si elle a un minimum. 2 L’équation différentielle devient

donc, dans cette notation,
d [y ax
—(L)+Z =0 (1.98)
dp \x/J = y?
Une autre propriété de cette équation différentielle est qu’elle est indépendante de la maniere dont
on paramétre la courbe : si on procéde a un changement de variable ¢ — ¢’ et que la courbe est
maintenant décrite par une fonction y(¢’), 'équation (1.98) demeure inchangée, mais cette fois
exprimée en fonction de la variable ¢’. On appelle cela Uinvariance par reparamétrisation. Ceci nous

donne une certaine liberté qui nous permet en retour d'imposer certaines conditions (qu’on pourrait
appeler conditions de jauge par analogie avec I'électromagnétisme).

Dx = (1.97)

En particulier, nous imposerons la condition suivante :
x=y (1.99)

11 est toujours possible d'imposer cette condition en choisissant une paramétrisation particuliere. De
méme, on pourrait décider, par exemple, d’utiliser x comme parameétre décrivant la courbe, ce qui

2. Sila courbe de comporte pas de minimum (du moins avant le point A), cette définition est quand méme valable : ce
n’est qu'un changement de parametre. Nous verrons plus loin que la courbe aura un minimum de toute maniére, qui peut
étre situé soit avant ou apres le point A.
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meénerait a x = 1. Mais la condition ci-haut est plus utile, comme on le verra. L’équation (1.98) s’écrit
alors

d (y) a d? a
—|=]+—=0 ouencore —Iny+—=0 (1.100)
dp \y/ ¥ d¢? y
Posons alors u = In y. L’équation devient

i+ae =0 (1.101)

On multiplie ensuite par le facteur intégrant i :

lHi4+aue V=0 = ——@W?)—a—e“=0 1.102
uii + att 2d¢(u) P ( )
dont la solution est
2 ¥\ _ 2a
u*=2ae"+C ou (—) =—+C (1.103)
Y y

On peut déterminer la constante C en posant que y = 0 en méme temps que y = 2a, ce qui est
nécessairement le cas d’apres la définition de la constante a. Ceci fixe C = —1. Il reste donc

du
t=42ae%—-1 ou —=d (1.104)
v2aeu—1 ¢

En intégrant et en choisissant une constante d’intégration nulle (ce qui revient a choisir 'origine des
¢), on trouve

b= [ du

J v2aet—-1

B [ dy
J V2ay—y?

B [ dy
J Va?—(y—a)?

= arccos y —a (1.105)

Donc
y=a+acos¢ ou y=a—acos¢ (1.106)

Le choix entre ces deux possibilités est arbitraire. En choisissant la solution de droite, 'origine de la
courbe correspond a ¢ = 0. Comme x = y = a —acos ¢, il s'ensuit que x = a¢ —asin¢ + cte, la
constante d’intégration étant nulle si la courbe débute a 'origine. La solution est donc

X =a¢ —asin
¢ ¢ (1.107)
y=a—acos¢

Il s’agit de I'’équation paramétrique bien connue de la cycloide de rayon a, qui est précisément illustrée
ala fig. 1.4. Selon la position du point A, c’est-a-dire le rapport entre x, et y,, la bille parviendra au
minimum de la courbe avant le point A (si x, > my,/2) ou apres le point A (si x5 < Tya/2).

25



1.C.3 Méthode des multiplicateurs de Lagrange

Supposons que les coordonnées généralisées q, soient sujettes a M contraintes supplémentaires.
Ces contraintes peuvent étre holonomes, dans lequel cas il serait possible de réduire le nombre de
coordonnées généralisées, ou elles peuvent étre semi-holonomes, c’est-a-dire qu’elles peuvent étre
exprimées par une relation entre les coordonnées généralisées et les vitesses généralisées :

fala,9)=0 (a=1,2,...,M) (1.108)

Un exemple de contrainte semi-holonome est la contrainte de roulement, qui implique une relation
entre la vitesse de translation et la vitesse de rotation d’un objet. Dans un cas simple de roulement,
on pourrait intégrer la contrainte et la transformer en contrainte holonome entre les coordonnées
seulement, sans faire intervenir les vitesses, mais pas dans tous les cas.

Une maniere élégante de tenir compte de ces contraintes semi-holonomes est la méthode des multi-
plicateurs de Lagrange. On ajoute au lagrangien une combinaison linéaire des contraintes :

M
L(0,6,6) > L(q, 6, )+ D Aofo(@, 6, 1) (1.109)

a=1

ol on considére les M parameétres A, comme des parametres variationnels, au méme titre que le
mouvement q(t). En appliquant le principe de moindre action

M
5J dt(L+ZAafa)=O (1.110)
a=1

ol a la fois g et A, sont sujets a une variation, on obtient les équations suivantes :

M

dob ol S (U 40k 0n)

dt dq Jdq o dq dt 9q a2q (1.11D)
fa(@,4)=0

Cet ensemble d’équations comporte M équations supplémentaires (les équations de contrainte), qui
permettent donc de réduire résoudre le mouvement complétement. Noter ici qu'au sens des varia-
tions, les coordonnées généralisées sont considérées comme indépendantes, ce qui est rendu possible
par l'introduction des parametres A,,.

Exemple 1.8 Minimisation d’une fonction simple avec contraintes

Pour comprendre un peu mieux comment fonctionne la méthode des multiplicateurs de Lagrange,
considérons un probleme de minimisation ordinaire. Par exemple, soit la fonction a deux va-
riables f (x, y) = x2+y?, ot les variables x et y sont sujettes a la contrainte x+y = 1. La stratégie
la plus directe pour trouver le minimum de f sujet a cette contrainte est d’éliminer la variable y,
ce qui méne a 'expression suivante de f en fonction de x seul : f (x) = x2+(1—x)? = 2x2—2x+1.
En appliquant la condition de dérivée nulle, on trouve

4x—2=0=> x=4 etdonc y=1—3=71 (1.112)
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Par contre, la méthode des multiplicateurs de Lagrange, dans ce cas, nous amene a considérer la
fonction a trois variables x, y, A

L)+ Ax+y—1D=x2+y?>+Ax+y—1) (1.113)

La condition de dérivée nulle sur chacune des trois variables nous donne

2x+A=0
2y +1=0 (1.114)
x+y—1=0
et qui posséde la solution suivante :
x=3 y=3 A=-1 (1.115)

La méthode semble superflue ici, mais illustre que la symétrie entre x et y n’est pas brisée par
la méthode. Par contre, la méthode des multiplicateurs de Lagrange peut étre trés utile dans des
exemples plus complexes, ot ’élimination d’'une variable n’est pas possible.

Exemple 1.9
Objet roulant sur un plan incliné

Considérons un objet de rayon R en roulement sur un
plan incliné d’un angle a. La distance entre le point de
contact du cylindre sur le plan et le haut du plan défi-
nit une premiere coordonnée généralisée x. I'angle de
rotation de l'objet par rapport a la verticale est 6. La
contrainte de roulement est par nature semi-holonome,
et relie la vitesse x 4 la vitesse angulaire 0 :

xsina

RO=x = f(x,x,0,0)=x%x—R0 (1.116)
L'énergie cinétique est ici la somme de I'énergie cinétique de translation %ma’cz et de I'énergie
cinétique de rotation %192, ol I est le moment d’inertie de I'objet. L'énergie potentielle est V =
—mgx sin a. Donc le lagrangien, plus la fonction de contrainte, devient

L+ Af = 2mi® + 3102 + mgx sina + A(x —RO) (1.117)

Les équations du mouvement (1.111) sont alors

mx —mgsina = —2
16 = AR (1.118)
x =RO

La derniere équation peut étre utilisée pour éliminer 6, notamment en la dérivant par rapport
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au temps : ¥ = RA. On obtient alors

mxX —mgsina =—2
I. . (1.119)
—X=RA
R

et donc, en combinant ces deux équations,
. . . 0 Y. . 1.120
mx—mgsma+§x— - m+§ X =mgsina (1.120)

Si k désigne le rayon de giration de l'objet, alors I = mk? et I'équation ci-haut se réduit a

gsina

X=— 1.121
1+k2/R2 ( )
On en déduit aussi que
. mgk?sina
=— 1.122
R2 + k2 ( )

On voit d’aprés la premiére des éq. (1.119) que A est la force de contrainte appliquée vers le
haut du plan. L'un des avantages de la méthode des multiplicateurs de Lagrange est précisément
qu’elle donne accés a la valeur des forces de contraintes.

D Application aux petites oscillations

1.D.1 Systéeme masses-ressorts

Considérons un systéeme formé de n masses différentes reliées par des ressorts, comme illustré a la
figure 1.5. Les ressorts ont des constantes et des longueurs a I’équilibre différentes. Désignons par r;
la position de la particule no i par rapport a sa position d’équilibre. Obtenons une expression pour
le lagrangien de ce systeme.

L'énergie cinétique de ce systeme sera bien évidlemment donnée par

T=3> mi? (1.123)
i

ol m; est la masse de la particule no i, alors que 1’énergie potentielle élastique est
2
V= %Zkij (lri_rj|_eij) (1.124)
i<j

ol k;; est la constante du ressort qui relie les masses i et j et {;; est sa longueur a I'équilibre (la
somme est effectuée sur toutes les paires distinctes de particules). Autrement dit, 'énergie potentielle
élastique résidant dans chaque ressort est proportionnelle au carré de la déviation de sa longueur
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FIGURE 1.5

par rapport a sa longueur d’équilibre £;;. Nous pourrions en plus supposer que chaque masse est
reliée par un autre ressort, de constante k; et de longueur a I'équilibre ¢;, a un point d’attache fixe
de position R;, de sorte qu'un terme supplémentaire de la forme suivante serait ajouté a I'énergie
potentielle :

%Zki(lri—Ril—ﬁi)z (1.125)

Au total, nous avons une expression relativement complexe de I’énergie potentielle V(ry,...,r,;) en
fonction des n coordonnées r;.

Lutilisation des ressorts ne vise qu’a véhiculer une certaine intuition du systéme et n’est absolument
pas nécessaire. De maniere plus réaliste, on pourrait considérer que ces n masses sont en fait n
atomes qui forment une molécule polyatomique avec un état fondamental dont '’énergie dépend de
la position des n noyaux atomiques.

Nous allons maintenant supposer qu'’il existe une configuration a I'équilibre r; de ce systéme, c’est-a-
dire une configuration dans laquelle toutes les forces sont nulles. Le gradient de I'énergie potentielle
est donc nul en ce point :
2—: =0 (1.126)
LT
Désignons par u; la déviation de chaque particule par rapport a cette position d’équilibre : r; = t;+u;.
En fait, introduisons plutot un ensemble de 3N coordonnées généralisées q,, qui sont les composantes
cartésiennes des vecteurs u;, de sorte que q; = Uyy, g3 = Uyy, 43 = Uy, G4 = Ugy, €tC...L'énergie po-
tentielle est maintenant une fonction V(q) dont le gradient s’annule a I'origine (q, = 0). En effectuant
un développement de Taylor de I’énergie potentielle par rapport a la configuration d’équilibre, on
obtient, au deuxiéme ordre,
2
V@=vo+1S -2V
a,p q

doqp + - (1.127)

Le terme proportionnel aux dérivées premieres qui devraient apparaitre dans cette expression est
nul en raison de 'annulation du gradient de V.a q = 0.
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L'énergie cinétique de ce systéme aurait la forme
T=) im,g? (1.128)
a

ou m, est la masse associée a la coordonnée q,. Nous allons poser, plus généralement, que I'énergie
cinétique est de la forme
1 ..
T= EZMaﬁqaqﬁ (1129)
af
ol M est une matrice symétrique, qui serait diagonale dans le cas d’'un systeme masses-ressorts. En
introduisant la matrice symétrique K définie par

Kyp = oV (1.130)
944945 |4 '
on peut écrire le lagrangien de la maniére suivante :
L=T-V= %ZMaﬁqaqﬁ_%ZKaﬁqaqﬁ = %an_%aKq (1.131)

a,/5 a’ﬁ

Notons que cette expression est une approximation, obtenue en développant I’énergie potentielle
au deuxiéme ordre par rapport a la configuration d’équilibre. Nous devons donc supposer que les
déviations par rapport a ’équilibre sont petites afin que ce lagrangien approximatif représente adé-
quatement le systeme physique étudié.

1.D.2 Modes propres

Obtenons I'équation de Lagrange provenant du lagrangien (1.131). Pour commencer,

oL . .
3aq. %ZMaﬁ‘Sarqﬁ + %ZM“ﬁqaaﬁY
b up wp
1 . 1 .
= EZMmqﬁ +t3 ZMayqa (1.132)
ﬁ a

= ;Mmqﬂ

ol on a utilisé la symétrie de la matrice M : M,5 = Mp,. De la méme maniére, on voit que

JdL
2a. =—> K,p (1.133)
B
L'équation de Lagrange est donc
d . ..
EZMMNZKM/& =2 (M, +Kypqp) =0 (1.134)
B B B

En notation matricielle, cette équation s’écrit comme suit :

Mg + Kq=0 (1.135)
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Cette équation matricielle constitue un systéeme d’équations différentielles linéaires a coefficients
constants. La facon classique de trouver les solutions a ce type d’équation est de supposer une solution
oscillante :

q(t) =ucos(wt + &) (1.136)

ol w est la fréquence d’oscillation, u est un vecteur constant et & une phase déterminée par les
conditions initiales. En substituant dans ’équation différentielle, sachant que § = —w?q, on trouve
— w?Mucos(wt + &)+ Kucos(wt + &) =0 (1.137)

Comme cette équation est valable en tout temps, on peut simplifier le cosinus et on se retrouve avec
une équation aux valeurs propres généralisées :

Ku = AMu A= w? (1.138)

Il existe plusieurs solutions distinctes a I'équation (1.138); elles seront notées w, et u, (r =
1,2,...,3N). Notons aussi que la matrice M est définie positive, c’est-a-dire que 1’énergie cinétique
%an est toujours positive. Comme démontré dans 'annexe A, il s’ensuit que les différentes va-

leurs propres A. = w? sont nécessairement réelles (et donc w, est soit purement réel ou purement
r r r

imaginaire) et que les différents vecteurs propres u, sont orthogonaux via la matrice M :
A €R uMu, =0 si A, #A, (1.139)
En définissant une matrice U dont les colonnes sont les différents vecteurs propres u,., la propriété

d’orthogonalité via M s’exprime comme suit :

ZUarMaﬂUﬁs =06,; ouencore UMU =1 (1.140)
ap

Donc la matrice inverse U™! = UM existe et on peut procéder & un changement de base de sorte que
tout vecteur g puisse étre exprimé comme une combinaison linéaire des vecteurs propres u, :

q= ZQrur ou encore q=UQ (1.141)

ol les nouvelles coordonnées Q, (r =1,...,3N) sont les coefficients de chaque vecteur propre dans
I’expression de q. En fonction de Q, 'équation (1.135) s’écrit

MUQ+KUQ=0 (1.142)
et en méme temps I'équation (1.138) s’écrit
KU =MUD (1.143)

ol D est la matrice diagonale dont les éléments sont les valeurs propres cof. En combinant ces deux
derniéres équations, on trouve

MUQ+MUDQ=0 ouencore Q+DQ=0 (1.144)
Composante par composante, cela s’exprime comme

Q,+w?Q, =0 (1.145)
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Chapitre 1. Mécanique de Lagrange

dont la solution est

A, cos(w, t+&,) w?>0
Q. ()={ A, el 4B e7lorlt w2 <0 (1.146)
A,.t+B, w, =0

Si wf > 0, la coordonnée Q, oscille autour du point d’équilibre. Au contraire, si wf < 0, la coor-
donnée s’éloigne exponentiellement rapidement du point d’équilibre. L’équilibre est donc instable et
le Lagrangien approximatif (1.131) ne peut fidélement représenter le systéme réel, car la petitesse
des écarts par rapport au point d’équilibre n’est pas une hypothése valable. Enfin, si w, = 0, alors
la coordonnée Q, augmente linéairement dans le temps. Dans ce cas, nous devons distinguer deux
possibilités :
1. Lénergie potentielle recoit des corrections d’ordre supérieur dans un développement en puis-
sances de Q, ; le systéeme est alors a un point de transition entre un équilibre stable et un
équilibre instable.

2. Lénergie potentielle est indépendante de Q, méme dans sa forme exacte. Dans ce cas Q, est
une coordonnée cyclique (voir la section 2.B.3) et la solution Q,(t) = A, t+B, est exacte. C’est
par exemple le cas si Q, est 'une des coordonnées du centre de masse du systeme illustré a
la figure 1.5.

Notons qu’il suffit qu'une seule des N valeurs propres soit négative pour que le systéme dans son
ensemble soit instable. Ce cas correspond généralement a un point d’inflexion (ou col) du potentiel
V situé au point g = 0. Si V admet un vrai minimum au point q = 0, alors la matrice hessienne K est
définie positive, c’est-a-dire que toutes ses valeurs propres sont positives, et 'équilibre est stable.

Supposons donc, pour continuer, que toutes les valeurs propres w, soient réelles, avec I'exception
possible de quelques valeurs propres nulles correspondant a des variables Q, qui n’apparaissent
pas du tout dans I’énergie potentielle. En général, ces valeurs propres sont toutes différentes, et
les différents mouvements d’oscillation qui se superposent ont des fréquences différentes également.
Chaque fréquence correspond a un mode propre, c’est-a-dire a une certaine configuration oscillante du
systéme, caractérisée par une seule coordonnée Q... En fonction de ce mode propre, les coordonnées
q, du systéme sont exprimées comme suit :

qu(t) = D AUy, cos(w, t +&,) (1.147)

ol les constantes A, et &, sont déterminées par les conditions initiales du probléme.

En conclusion :

Les solutions a 'équation aux valeurs propres généralisées Ku = w?Mu sont les fréquences et les
modes propres d’oscillation du systeme quand on 'éloigne de son équilibre.

C’est 1a le résultat essentiel de cette section.
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Exemple 1.10 Pendule double
Retournons a I'exemple 1.2 (page 11). Le lagrangien de ce systéme est

L= %(m1 + mz)lfgbf + %mzlésb% +myly 59192 cos(pq —py) +(my +my)gly cos gy +mygly cos s,

(1.148)
Les deux angles ¢, et y, sont nuls dans la configuration d’équilibre, et donc le vecteur des
déviations par rapport a I'équilibre est q = (1, ¢,). Le lagrangien dans I'approximation des
petites oscillations s’obtient en développant I'expression ci-dessus en puissances de ¢ 5 et ¢ 5 et
en ne conservant que les termes quadratiques. Les deux premiers termes sont déja sous la forme
voulue. Dans le troisieme terme, ce développement revient a remplacer le cosinus par l'unité.
Enfin, dans les deux derniers termes, qui constituent I'énergie potentielle, il suffit de remplacer
cosx par 1 — %xz. On obtient alors la forme (1.131), avec les matrices suivantes :

M = (my+m)l2 mylyly K = gli(my +my) 0 (1.149)
mzelez mzeg 0 g@zmz '

Pour simplifier le probléme, supposons que £; = {, = { et m; = m, = m. Ces matrices deviennent

alors
2 1 2 0
M = me? K =mgl 1.150
m (1 1) me (0 1) ( )

Nous devons maintenant trouver les vecteurs propres u et fréquences propres w telles que
w?Mu = Ku. On doit alors résoudre I'’équation aux valeurs propres

1 1 (30 ef1 3
KMu=—u ou Kl=—|2 etdonc K'M== 2 (1.151)
w? mgl\0 1 g\l 1
Les valeurs propres A de cette derniere matrice sont les racines du polynéme caractéristique
1-1 3 1
0= 2 1=1-21)P—-3 = A=1+— (1.152)
1 1—-A V2

Les vecteurs propres correspondants sont (1,%+/2). Les fréquences propres sont

2_ 8 1 _glqil/‘/z_g _\/E
w_€111/ﬁ_e 1-1 _g(z*ﬁ):w— g\/ZZF\/E (1.153)

(le signe supérieur de I'expression précédent correspond au signe supérieur dans 'expression des
vecteurs d’ondes). Donc les deux fréquences propres et les vecteurs propres associés sont :

1 1 (1.154)
(3 (2

La premiére solution, de plus basse fréquence, correspond a une oscillation en phase des deux
pendules. Dans la deuxieme solution, de plus haute fréquence, les deux pendules sont en anti-
phase. Notons aussi que dans les deux cas 'amplitude du pendule inférieur est +/2 fois plus
grande que celle du pendule supérieur ; ceci n’est vrai bien sir que si m; = m, et entre £ = £,.
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Chapitre 1. Mécanique de Lagrange

Problemes

Probleme 1.1 Machine d’Atwood généralisée

Considérez le systeme illustré, dans lequel une masse m; est reliée, via la poulie A, a une
deuxieme poulie B, elle-méme reliant deux autres masses m, et m5. On néglige les masses des
fils et des poulies et la gravité g agit vers le bas. Les coordonnées verticales des trois masses sont
¥1, ¥ et ys, positives vers le haut; on néglige tout mouvement suivant tout autre axe. La poulie
A est fixe, et les fils sont de longueurs constantes.

[A] Montrez que ce probléme compte deux degrés de liberté.
Ecrivez le lagrangien de ce systéme, en utilisant y; et y, comme coordonnées généralisées.

Trouvez une expression explicite pour les accélérations ¥, et ¥, en fonction de g et des trois
masses. Sous quelle condition j; est-il nul?

Probléme 1.2 Mouvement le long d’une cycloide
Une particule de masse m est contrainte de se déplacer le long d’'une cycloide représentée par les
équations paramétriques suivantes :

x =a(¢ —sin¢) y=a(l—cos¢) (1.155)

La particule est aussi sous l'influence d’'un champ gravitationnel gy (y est positif vers le bas).
Nous utiliserons comme coordonnée généralisée la longueur d’arc s mesurée depuis le bas de
la cycloide (voir figure). Notez que le bas de la cycloide correspond a ¢ = 7 et est situé a
(x,y) = (am,2a)

[A] Exprimez s en fonction de ¢.

Ecrivez le lagrangien du probléme en fonction de s et s.

Montrez que la particule oscille par rapport au bas de la cycloide et que la période d’oscillation
est indépendante de 'amplitude (aucune approximation ne doit étre faite). Cela signifie que la
cycloide est une courbe isochrone, c’est-a-dire que le temps mis par la particule pour atteindre le
bas de la cycloide si on la relache du repos est le méme, quelle que soit la distance a laquelle on
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D. Application aux petites oscillations

la relache.

Probleme 1.3 Pendule a pivot tournant

Un pendule rigide simple de longueur [ et de masse m est attaché a un pivot, lui-méme en
mouvement circulaire uniforme de fréquence w et de rayon a (voir figure). Le systéme n’est pas
sous l'influence de la gravité. On utilise I'angle ¢ de déviation par rapport a la direction radiale
comme coordonnée généralisée.

[A] Ecrivez le lagrangien de ce systéme.

Ecrivez 'équation de Lagrange. Comment se compare-t-elle 2 celle qui régit le mouvement
d’un pendule simple suspendu a un pivot fixe, mais dans un champ gravitationnel uniforme ?
Expliquez physiquement la ressemblance.

Ajoutons maintenant un véritable champ gravitationnel —gy au probleme. Comment changent
le lagrangien et 'équation de Lagrange ? En vous basant sur votre intuition et non sur 'équation
de Lagrange, identifiez deux régimes opposés des parametres w et g et décrivez qualitativement
le mouvement dans chaque régime.

Prob. 1.3
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Chapitre 1. Mécanique de Lagrange

Probleme 1.4 Masse pesante se déplacant sur un cone

Une particule de masse m est contrainte de se déplacer sur un cone inversé d’angle a (I'angle
entre la paroi du cone et la verticale). On peut placer le sommet du cone a l'origine, et le cone
s’ouvre vers le haut. La particule est soumise a un champ gravitationnel uniforme g dirigé vers
le bas. Adoptons comme coordonnées généralisées la distance r entre la particule et I'origine et
I'angle azimutal ¢ que fait la projection de la position de la particule sur le plan xy avec I'axe
des x.

[A] Ecrivez le lagrangien du probléme et obtenez les équations de Lagrange.
Identifiez la ou les quantités conservées dans ce probléme.

Trouvez une relation différentielle entre r et ¢ qui pourrait en principe nous permettre de
déterminer la trajectoire de la particule. Ne pas intégrer cette relation (c’est d’ailleurs impossible).

[D] Posez g = 0 (particule libre) et intégrez cette relation. A quelle courbe cela correspond-il ?

Probléeme 1.5 Masse pesante sur une sphére

Une particule de masse m est contrainte de se déplacer sur la surface d’une sphere de rayon a. La
particule est soumise a un champ gravitationnel uniforme g dirigé vers le bas. Adoptons comme
coordonnées généralisées les coordonnées sphériques, avec l'origine au centre de la sphére et
r=a.

[A] Ecrivez le lagrangien du probléme et obtenez les équations de Lagrange.
Identifiez la ou les quantités conservées dans ce probleme.

Trouvez une relation différentielle entre 6 et ¢ qui pourrait en principe nous permettre de
déterminer la trajectoire de la particule. Ne pas intégrer cette relation (c’est d’ailleurs impossible).

[D] Posez g = 0 (particule libre) et intégrez cette relation. A quelle courbe cela correspond-il ?

Probleme 1.6 Objet glissant le long d’un cylindre
Un objet de masse m glisse a la surface d’'un demi-cylindre, sous I'influence de la gravité (voir
figure).

[A] En utilisant les coordonnées r et ¢, écrivez le lagrangien associé a ce probléme a I'aide de la
méthode des multiplicateurs de Lagrange pour imposer la contrainte r = a.

Trouvez 'angle ¢ auquel I'objet quitte la surface du cylindre en demandant que la force de
contrainte, reliée au multiplicateur de Lagrange, s’annule.

Probleme 1.7 Roulement d’un objet cylindrique sur un autre
Un objet cylindrique de rayon a et de masse m roule a la surface d’'un demi-cylindre de rayon R,
sous l'influence de la gravité (voir figure). L'objet roule sans glisser.
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D. Application aux petites oscillations

[A] En utilisant les coordonnées r et ¢ du centre de l'objet, ainsi que la coordonnée angulaire
0 décrivant 'orientation de l'objet, écrivez le lagrangien associé & ce probléme a l'aide de la
méthode des multiplicateurs de Lagrange pour imposer la contrainte r = a + R ainsi que la
contrainte de roulement (deux multiplicateurs sont requis).

Trouvez 'angle ¢ auquel I'objet quitte la surface du cylindre en demandant que la force de
contrainte, reliée au multiplicateur de Lagrange, s’annule.

Prob. 1.7

Probléme 1.8 Bille sur un anneau
Une bille de masse m est libre de glisser le long d'un anneau de rayon a et de masse u. Cet anneau
repose sur un plan et est libre de glisser sur ce plan, sauf qu’il est fixé a I'origine par un pivot
sans frottement (voir figure). On peut donc utiliser les coordonnées généralisées ¢ (I'angle d’'un
diametre de I'anneau par rapport a une direction de référence) et 6 (I'angle de la bille le long de
I'anneau, mesuré a partir du pivot).

[A] Ecrivez le lagrangien de ce systéme.

Ce probléme comporte une coordonnée cyclique. Ecrivez une expression pour le moment
conjugué a cette coordonnée, qui est donc une quantité conservée.

Supposons que la bille et 'anneau sont initialement au repos, et que la bille soit munie d’'un
petit moteur qui la fasse avancer le long de I'anneau, jusqu’a ce qu’elle accomplisse un tour
complet. Ce moteur microscopique n’injecte pas d’énergie nette dans le systéme, car 'énergie
qu’il donne au démarrage sera récupérée au freinage. Il ne peut pas non plus modifier le moment
cinétique du systeme, car il en fait partie, en quelque sorte. Trouvez une expression pour le
changement d’orientation Ay de 'anneau suite au périple de la bille.

Probléme 1.9 Géodésiques

Montrez que, lorsqu’une particule est contrainte de se mouvoir sur une surface et en I'absence
de force externe, les courbes décrites par la particule sont les géodésiques de la surface. Utilisez
pour ce faire le principe de moindre action.
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Chapitre 1. Mécanique de Lagrange

O QO
Prob. 1.11

Prob. 1.8

Probleme 1.10 Systémes masses-ressorts
Les systémes masses-ressorts illustrés sont constitués de particules ayant toutes la méme masse
m et de ressorts ayant tous la méme constante k et la méme longueur a I’équilibre /.

[A] Déterminez les modes propres et les fréquences associées pour le systéme de trois masses
illustré en (A). Supposez que les trois masses sont contraintes de se déplacer en une dimension
seulement, le long des ressorts. N’hésitez pas a vous aider d’un logiciel de calcul symbolique (ex.
Mathematica) au besoin, pour cette partie ou la suivante.

Faites de méme pour le systeme de quatre masses illustré en (B). Supposez que les masses ne
peuvent se déplacer qu’en deux dimensions, sur le plan défini par le carré illustré.

3 4
@ @@
1 2 3
1 2
(A) B)

Probléeme 1.11 Pendules couplés

Deux pendules simples, de longueur £ et de masse m, sont séparés latéralement d’une distance
a et reliés par un ressort de constante k dont la longueur a I’équilibre est également a. La figure
représente la configuration a I'équilibre du systéme. Soit ¢, et ¢, les angles que font chacun des
deux pendules par rapport a la verticale.

[A] Dans I'approximation des petites oscillations (¢12 < 1), obtenez une expression pour le
lagrangien de ce systeme, en fonction notamment de 2 = 4/ g/ et de w = v/ k/L.

Trouvez les fréquences propres et les modes propres d’oscillation.
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Mécanique de Hamilton

A Equations de Hamilton

2.A.1 Transformation de Legendre

Considérons une fonction f(x) d’une variable x. La transformée de Legendre de f est une autre
fonction f*(p), définie par la relation suivante :
. X of
ffp)=px—f(x) ou p=—— (2.1)
ox
Ceci signifie que la relation de droite doit étre utilisée pour exprimer x en fonction de p et ensuite
exprimer f* en fonction de p seulement. La preuve que f* ne dépend pas explicitement de x lorsque
cette substitution est accomplie est immédiate si on calcule la dérivée df*/dx en tenant compte de
la regle d’enchainement :
of" of _

=p— 0 2.2
dx P dx (2.2)
Un exemple particuliérement simple est celui d’une fonction quadratique :
_1 2 _ * _ 1 2 _ (p - b)2
f(x)=zax*+bx+c = p=ax+b et f*(p)=jzax —c-2——c (2.3)
a
y
y=f(x)
o3
FIGURE 2.1 ///\2
Interprétation géométrique de la transformation de Legendre. 3
fr(p)
- x(p)
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La transformation de Legendre se préte a une interprétation géométrique. Considérons a cet effet la
figure 2.1 : Etant donné une fonction f(x) et un nombre p, on trace la droite y = xp et on trouve le
point sur la courbe y = f(x) dont la dérivée est la méme que la pente p de la droite. Ce point, x(p),
dépend évidemment de p. La valeur de la transformée de Legendre f*(p) est alors la longueur du
segment indiqué, soit la différence entre px(p) et f(x(p)) : f*(p) = px(p) — f (x(p)). Pour qu'une
seule valeur x(p) existe pour une valeur donnée de p, il faut que la fonction f (x) soit convexe, c’est-
a-dire que sa dérivée premiére soit strictement croissante, ou que sa dérivée seconde soit toujours
positive. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer I'équivalent de la figure 2.1 pour une courbe
non convexe et de constater que plusieurs solutions x(p) peuvent exister pour une valeur donnée de

p.
La transformation de Legendre est involutive, c’est-a-dire qu’en I'appliquant deux fois de suite, on

retrouve la fonction initiale. Autrement dit, f** = f. Ceci se démontre aisément : soit ¢ = df*/dp
et la deuxiéme transformée

Fr@=ap- e a=s 2.4)
P
D’apres 'expression de f*(p) et la définition de p, on constate que
q=%=x+pj—;—%j—;=x+pj—;—pj—;=x (2.5)
D’autre part,
f(@=qp—px+f(x)=xp—px+f(x)=f(x) (2.6)

ce qui démontre la propriété d’involution.
Remarques:

4 Si on définit une famille de droites par ’équation y = px — f *(p), p étant ici considéré comme
un parametre, alors 'équation de ’enveloppe de cette famille de droites est précisément y =
f(x), f*(p) étant la transformée de Legendre de f(x) (ou vice-versa). L'un des membres de
cette famille est précisément la droite tangente indiquée en bleu sur la figure 2.1.

4 Considérons l'expression px — f(x) pour des valeurs quelconques de p et de x, c’est-a-dire
qui ne sont pas nécessairement reliées par la condition p = df /dx. D’apres l'interprétation
géométrique de la figure 2.1, f*(p) correspond a la distance maximale qu’il peut y avoir entre
la droite y = px et la courbe y = f(x). Donc px — f(x) < f*(p), ce qui constitue I'inégalité
de Young :

px < f(x)+f*(p)  p etx quelconques 2.7)

2

Par exemple, en 'appliquant a la fonction f(x) = %x , on trouve f*(p) = % p? et donc

px < %xz + %pz ou encore x2+p?—2px=(x—p)*=>0 (2.8)

4 La définition de la transformée de Legendre s’étend immédiatement a des fonctions de N va-
riables f(x), ot x = (x, ..., xy). On définit alors
_4df (o) — _
Pi=qo frp)= D pixi—f(X)=p-x—f(x) (2.9)
L i
4 La transformation de Legendre est utile lorsque la fonction f(x) est strictement convexe et
permet alors d’exprimer I'information contenue dans f en fonction de la dérivée p = df / dx.
Elle est trés utile en thermodynamique lorsqu’on veut définir des quantités exprimées, par
exemple, en fonction de la pression au lieu du volume, ou en fonction de la température au
lieu de I'entropie.
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2.A.2 Moments conjugués et hamiltonien

Considérons un systeme mécanique a N degrés de liberté, décrit par un lagrangien L(q,§,t). On
définit le moment conjugué p, comme

_ oL

== 2.10
Pa 54, (2.10)
et la fonction de Hamilton, ou hamiltonien, comme suit :
H(q,p, t) = ) Pada —L(a,6, ) =p-4—L(q,4, ) (2.11)
a

Le hamiltonien est la transformée de Legendre du lagrangien, considéré comme une fonction de la
vitesse généralisée . La coordonnée généralisée q et t ne jouent aucun role dans cette transformation
(ce sont en quelque sorte des spectateurs). Le hamiltonien, en tant que transformée de Legendre,
doit s’exprimer en fonction de (q, p, t) et non de (q,q, t).

L'équation de Lagrange peut alors s’écrire

dJL d oL
C_P_o (2.12)
dtdq dt Jdq

D’apres la définition (2.11), dL/0q = —dH/Jq. D’autre part, comme la transformation de Legendre
est involutive, on a la relation § = dH/Jdp. Ces deux relations forment ce qu’on appelle les équations
de Hamilton :

. oH

JH
q —_ —

=— =— 2.13
7p  PTaq (2.13)

Elles sont équivalentes aux équations de Lagrange.

La différence essentielle entre les équations de Hamilton et celles de Lagrange est la suivante : pour
un systéme a N degrés de liberté, il y a N équations de Lagrange du deuxieme ordre, mais 2N équa-
tions de Hamilton du premier ordre. Au total, 2N conditions initiales sont nécessaires pour détermi-
ner la solution de maniere unique, quel que soit le jeu d’équations utilisé. On peut voir la formulation
de Hamilton comme une ré expression des N équations de Lagrange sous la forme de 2N équations
du premier ordre. Cette formulation fut proposée par William Rowan Hamilton en 1834. !

Espace des phases

L'avantage conceptuel de la formulation de Hamilton est la notion d’espace des phases, défini comme
I'espace a 2N dimensions décrit par les coordonnées généralisées q, et les moments conjugués p,,.
Un point 1 = (q, p) dans I'espace des phases définit I’état dynamique d’un systeme mécanique, c’est-
a-dire une donnée qui détermine a elle seule I'état futur du systéme. Autrement dit, les équations de
Hamilton possedent une solution unique 7(t) = (q(t), p(t)) qui passe par le point ng = (qg, pg) au
temps t = 0, parce que les équations sont du premier ordre en dérivées.

1. Philosophical Transactions of the Royal Society, part II for 1834, pp. 247-308.
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L'évolution dans le temps du systeme définit un flot (ou écoulement) dans I’espace des phases : par
chaque point ) = (q, p) de ’espace des phases passe une courbe unique n(t) = (q(t), p(t)) qui décrit
I’évolution temporelle du systéme mécanique étudié. Ceci est analogue a ’écoulement stationnaire
d’un fluide. I'analogue de la vitesse du fluide a un point donné est la dérivée 1) = (g, p) a ce point.

Hamiltonien et énergie

La fonction de Hamilton est égale a 'énergie totale (cinétique et potentielle) du systéme mécanique.
Cela se voit de la maniére suivante : '’énergie cinétique T est généralement une fonction quadratique
des vitesses généralisées, avec la forme générale suivante :

T= %Z Mep(a)dadp (2.14)
a,p

alors que Iénergie potentielle V(q) ne dépend que des coordonnées. Dans ce cas, comme L=T—V,
on trouve

Pa= Z Mg (a)dp (2.15)
B
et donc
H= Zpaqa - % ZMaﬁ(q)qaqﬁ +V(Q)
a a,/j
= %Z Mep(a)qqdp +V(q) (2.16)
a’/j
=T+V

Cependant, le hamiltonien doit étre exprimé en fonction des moments conjugués, et non des vitesses.
En notation matricielle, on a p = M et donc g = M™!p, ce qui nous permet d’écrire
H = 3aMg +V(q)
= 3(M~1p)MM~"p+V(q)
= 2pM'MM~'p +V(q)
= 1pM~1p +V(q) (2.17)

ou on a utilisé le fait que la matrice M est symétrique (M=MetM=M"1). Au total, en restaurant
les indices, on obtient
H=1> M (q)uspapp + V() (2.18)
a.f
On appelle M la matrice de masse, car elle correspond vraiment a la masse dans le cas d'une seule
particule en coordonnées cartésiennes. Mais en général cette matrice dépend des coordonnées et n’a
pas nécessairement les dimensions de la masse.

Forme symplectique des équations de Hamilton

On peut écrire les équations de Hamilton de maniére plus concise en introduisant le vecteur a 2N
composantes

'n:(ql:qZ;"'1qN1p1)p2)"'>pN) (2~19)
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et la matrice antisymétrique 2N x 2N

J= 0 I (2.20)
“\=1 0 '

ou I représente ici la matrice unité N x N. A 'aide ces symboles, les équations de Hamilton s’écrivent
ainsi :
JH

an (2.21)

n=1J

2.A.3 Exemples élémentaires

Exemple 2.1 Particule ponctuelle en coordonnées cartésiennes
Considérons une particule de masse m dans un champ de forces dérivant d’une énergie potentielle
V(x,y,z), décrite en coordonnées cartésiennes. Le lagrangien est

L=sm(x*+y*+2*)—V(x,y,z2) (2.22)
Les moments conjugués sont
oL _ oL _ oL .
px:a:mx P«V:E:my Pzzézmz (2.23)

On voit donc que ces moments sont les composantes de la quantité de mouvement. Le hamilto-

nien est alors _ . '
H=px+p,y+p,z2—L

= 2m(x® + y* + %)+ V(x, y,2) (2.24)
1
= o= (p2+p} +p2) +V(x.y.2)

et les équations de Hamilton se réduisent aux équations de Newton habituelles, ainsi qu’a la
définition de la quantité de mouvement :

. _OH p, A OJH 0V _

= m P =T T e
. OH _ Py . 9H_ 3V _
"o, T T T (229
;=90 _ps b __oH_ _ov_.
dp, m z o0z oz °

Exemple 2.2 Pendule simple
Considérons le pendule simple de 'exemple 1.1. La fonction de Lagrange est

L= %mlz<p2+mglcos<p (2.26)
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Chapitre 2. Mécanique de Hamilton

en fonction de la coordonnée ¢ et de sa dérivée ¢. Le moment conjugué est alors

Pe=75= ml*¢ (2.27)

et le Hamiltonien est

2
H=p,p—L= %mlzc,bz—mglcosnp = ZnZZ —mglcosp (2.28)
Les équations de Hamilton sont alors
JH Py JH
= — = h, = ——— = —mglsin 2.29

La solution de ces équations ne s’obtient pas différemment que pour les équations de Lagrange :
en fait, il faut différentier la premiére et y substituer la deuxieme, ce qui nous ramene a 'équation
originale de Lagrange :

ml2¢ +mglsinp =0 (2.30)

I’y a donc pas d’avantage apparent a utiliser le formalisme de Hamilton. Cependant, 'avantage
de ce formalisme est ailleurs, en particulier dans la démonstration de théorémes généraux et dans
I'emploi de changements de variables particuliers, comme nous allons le voir plus loin.

La figure ci-dessous illustre les courbes d’énergie constante dans ’espace des phases pour le pen-
dule. Comme la coordonnée angulaire ¢ est périodique, le diagramme l'est aussi et devrait étre
idéalement représenté sur un cylindre enroulé dans la direction ¢, alors qu'il est « déroulé » sur
la figure. Pour une énergie inférieure a mgl, les trajectoires suivies dans 'espace des phases sont
fermées, alors qu’elles sont ouvertes dans le cas contraire, la courbe séparatrice correspondant a
H = mgl. Les courbes illustrées sont parcourues dans le sens horaire, c’est-a-dire vers la gauche

A
= =

N
B =

il

T
AN

Exemple 2.3

Coordonnées sphériques Considérons une particule de masse m en dimension trois, soumise a
une force centrale dérivant d’un potentiel V(r). Utilisons les coordonnées sphériques (r, ¢, 6)
pour décrire la position de la particule. L'expression du lagrangien a déja été obtenue a 'exemple
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A. Equations de Hamilton

1.7 (page 19) : Les coordonnées cartésiennes sont reliées aux coordonnées sphériques par les
relations suivantes :
L= %m{f‘2+r292+rzsin29¢2}—V(r) (2.31)

Les moments conjugués sont :

oL OL _ 26 OL _ 2
==

=—=mr-0 — =mr?sin? 0 ¢ (2.32)
26 Py 4

pr mir pg = 70

On constate que p, est la composante radiale de la quantité de mouvement. Les deux autres
moments conjugués sont reliés au moment cinétique. Rappelons que le moment cinétique orbital
est donné par le vecteur L = mr A v, dont les composantes cartésiennes sont :

L, = m(y z— Zjl )
L, = m(zx —x2) (2.33)
L, = m(xy —yXx )

On vérifie aisément en substituant directement les expressions (1.73) et (1.74) que

L, =mr?sin?0 ¢ = Py (2.34)

et que la grandeur au carré du moment cinétique est

2

L2 =L§+L§,+L§=m2r4(92+sin29¢2)=p§+ - ; (2.35)
sin© 0
Le hamiltonien est
2 2 2
. p p
H=p, +pgb +p¢<,b—L=p—r+ o 4+ V(1) (2.36)

2m = 2mr?2  2mr2sin%6

Les équations de Hamilton sont les suivantes :

,'aza_Hzﬁ p z_a_Hz_a_V+ 1 (2 pi )
op, m ' or ar mr3\"%  sin?6

_OH _ o pez_a_H:_a_VJrM (2.37)
dpy mr? 20 96  mr2sin3 60

_oH D, _ 8H_ oV

(p_(’)pw_mrzsinZQ Pe="%0 " "oy

Si V ne dépend pas de ¢ (symétrie azimutale), ces équations sont simplifiées du fait que p,,
est une constante du mouvement. De plus, on vérifie aisément que la parenthese de la premiére
équation, qui n’est autre que L2, est aussi une constante du mouvement, si le potentiel est central,
c’est-a-dire s’il ne dépend que de r :

2 2 .
d p . 2p< cos6 0
_(p3+ 14 ) :21_’)9p9——t/J =0 (238)

de sin? 6 sin® 6
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(Pannulation se vérifie en substituant les équations ci-haut pour 6 et Dg)- Le hamiltonien peut

donc s’écrire )
p 12
H=—+
2m  2mr?

+V(r) (2.39)

La constance de L2 dans le temps fait que la premiére paire des équations de Hamilton est auto-
nome des deux autres :

L P o oev 1 o, L (2.40)
- m Pr= e T s T " ar 2mr2 '

Donc le probléme devient effectivement unidimensionnel, la fonction

2

Ve, =V + (2.41)

2mr2

faisant office de potentiel effectif dans un probléme unidimensionnel avec coordonnée r.

2.A.4 Principe de la moindre action

Le principe de la moindre action (voir Sec. C) peut s’exprimer également dans le langage hamiltonien.
En fait, en exprimant le lagrangien en fonction du hamiltonien, on peut affirmer que I’action est
donnée par I'expression

S=J dt(p-g—H(q,p,t)) = J (p- dg—H(q,p, t)dt) (2.42)

Le principe de la moindre action stipule que si on effectue une variation infinitésimale de la trajec-
toire réelle, caractérisée par des variations indépendantes 6q(t) et 6p(t), tout en maintenant des
points initial et final fixes dans I'espace des phases, alors la variation correspondante de ’action s’an-
nule au premier ordre. Les équations de Hamilton sont une conséquence de ce principe, comme les
équations de Lagrange I'étaient dans le formalisme lagrangien. Ceci ne devrait pas nous surprendre,
mais donnons tout de méme la démonstration :

En appliquant les variations q — q+&q et p — p+06p a 'expression de I'action, on trouve la variation

5S=Jdt(ép-q+p-5q—z—H-5q—2—H-5p) (2.43)
q p
oH oH
~p-sallt + | de(a-p—p-da- 60— 5p) (2.44
! 2q op
oH oH
= [p'5q:|,§2 + | dt [(q——) . 5p—(p+ —)-5q] (2.45)
! ap 2q

Comme les variations 6q et 6p sont indépendantes, les coefficients de chacun doivent s’annuler
identiquement, ce qui nous meéne aux équations de Hamilton :

JH

_3_q (2.46)

q:— et p:
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B Formalisme canonique

2.B.1 Crochets de Poisson

Considérons une fonction générale G(q, p, t) dans I'espace des phases, qui peut accessoirement avoir
une dépendance explicite dans le temps. Cette fonction possede en outre une dépendance implicite
dans le temps parce que les variables q et p dépendent elles-mémes du temps. La dérivée temporelle
de G s’exprime alors de la maniére suivante :

d_G—a_G.'+8_G.'+a_G
dc _aq T ap P a:
0G 9H 4G 8H oG

+— 2.47
dq dp Jdp Iq It ( )

ol on a défini le crochet de Poisson [A, B] entre deux fonctions A et B :

A 0B 3B 0A
[AB]l=2— - ———.== (2.48)

En fonction de la coordonnée 1 = (q, p), le crochet de Poisson prend la forme

[A,B] = a—AJ@ (2.49)
an on

ol le tilde (7 ) désigne la transposée d’une matrice ou d’un vecteur colonne. Le crochet de Poisson
posséde les propriétés suivantes :

1. Dantisymétrie : [A,B] =—[B,Al].

2. Lidentité de Jacobi : [A,[B,C]]+[B,[C,A]]+[C,[A,B]]=0

3. La dérivée d’un produit : [A,BC] =B[A,C]+[A,B]C.
Les équations de Hamilton sont un cas particulier de la relation (2.47) :

. dp, OH OH dp, JH
Pa=I[ps,H] = { - =—
; aq/g' 3P/5 3% 3P/3 94,

. dq, 0H OH 9dq, OH
qa:[qu]: { - =
; 9qp dpp 99 pp) 9pa

Une quantité F sera donc conservée si (1) elle ne dépend pas explicitement du temps et (2) son
crochet de Poisson avec le hamiltonien s’annule : [F,H] = 0.

(2.50)

Les variables p, et g, ont un crochet de Poisson mutuel tres simple :

[9a:Pp] = bap [4a,95]=0 [paspp]=0 (2.51)

Tout ensemble de 2N variables décrivant 'espace des phases et dont les crochets de Poisson ont la
forme ci-haut est qualifié de canonique.
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Influence sur le formalisme de la mécanique quantique
La formulation la plus courante de la mécanique quantique est héritée de la mécanique des matrices
de Heisenberg, et est calquée sur la mécanique de Hamilton. Une fonction F sur I'espace des phases
devient, en mécanique quantique, une observable F, un opérateur agissant sur ’espace de Hilbert
des états possibles du systeme physique considéré. Le crochet de Poisson [F,G] de deux quantités
physiques devient, en mécanique quantique, le commutateur [F, G] des deux observables correspon-
dants, a un facteur i pres :
1_.
[F, G] — _[ B
in
En particulier, le crochet de Poisson des coordonnées cartésiennes x, avec les impulsions correspon-
dantes pg, qui est 6,5, devient le commutateur suivant :

G] (2.52)

1. . A .
[xa:p/i] - %[xa,pﬂ] = 50(/3 ou [xa’p/ﬂ] = lh‘saﬂ (2.53)

Enfin, 'équation (2.47) pour la dérivée par rapport au temps d’une quantité physique F, devient
I’équation de Heisenberg en mécanique quantique :

d¢ 1., .. 0F
— = —[F,H]+

dr ~ ih ot 259

Exemple 2.4 Oscillateur harmonique

Loscillateur harmonique peut étre traité de maniére particuliérement élégante en utilisant les
crochets de Poisson. Cette démonstration trouve son parallele exact dans la théorie quantique de
l'oscillateur harmonique. Le hamiltonien d’un oscillateur harmonique en une dimension est

2
H=T+V=_2"
2m

+ %mwzx2 ou [x,p]l=1 (2.55)

Plut6t que de travailler avec les variables canoniques x et p, définissons la variable complexe

az\/?(x+i%) a*:@(x—i%) (2.56)

Les variables x et p peuvent bien siir s’exprimer en fonction de a en inversant le systéme ci-

dessus :
1 1
x = (a+a*) p= —_‘/@(a—a*) (2.57)
2mw 1 2

En fonction de a et a*, le hamiltonien prend la forme H = wa*a et le crochet de Poisson de cette
variable avec son conjugué est particulierement simple :

[a’a*]: %[x:_lp]'*'%[lp;x]:_l (258)
L'évolution temporelle de cette variable est alors gouvernée par 'équation

a=[a,Hl=wla,a*a] = wala,a*] =—iwa (2.59)
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dont la solution est a(t) = a(0)e™'*!. De cette solution, on retrouve les valeurs de x et p :

1 . _ i
x(t) = m(a(t)+a )=\ — a(0) cos wt .60
p(t)= %\/ mz_w (a(t) —a*(t)) = v2mw a(0) sin wt

ol nous avons supposé, dans la deuxiéme colonne d’équations, que a(0) est réel. Manifestement
I'amplitude et la phase de la variable a correspondent a 'amplitude et la phase de l'oscillation.
D’autre part, la variable complexe a est autonome : 'équation différentielle de son mouvement
peut étre résolue d’elle-méme, sans la combiner a une autre équation, ce qui serait le cas si on
avait utilisé les variables canoniques x et p directement.

2.B.2 Théoremes de Liouville et de Poincaré

Théoreme de Liouville

Le vecteur v = 1) définit un champ vectoriel sur I'espace des phases, 'analogue du champ de vitesse
dans la description du mouvement d’un fluide. Nous allons montrer que ce flot est celui d’un liquide
incompressible. Ceci revient a dire que le champ vectoriel v possede une divergence nulle, ce qui
découle immédiatement des équations de Hamilton :

o . ¢ O0H J OH

Vv=— -+— p=—— ——— —=0 2.61
"3 "5 P T 39 3 ap g @6l
en raison de I'égalité des dérivées secondes croisées :
9°H 9°H
= (2.62)

394Pa  OPala

Démontrons maintenant que 'annulation de la divergence du flot entraine que le fluide est incom-
pressible, c’est-a-dire que I'évolution dans le temps préserve le volume dans I'espace des phases.
Considérons a cet effet une surface fermée dans I'espace des phases, qu’on désigne par dV, alors que
le volume intérieur est désigné par V. Comment ce volume est-il affecté par I'évolution temporelle
du systeme sur un temps infinitésimal 6t ? Chaque point de la surface se trouve a effectuer un dé-
placement 61 = 16t ; si n est la normale a la surface V au point 7, alors le changement de volume
causé par le déplacement de la surface est

5V=J dan-énzétj dan-v (2.63)
v v

Cette intégrale de surface n’est rien d’autre que le flux du champ vectoriel v a travers la surface, et
se réduit donc a une intégrale de volume par le théoréme de la divergence (ou théoréme de Gauss) :

oV = 5tf dNgdNp Vv (2.64)
\

ce qui s’annule car V-v = 0. Notons que le mot « volume » est mal choisi, car la dimension de I'espace
des phases est toujours paire, et de toute maniere les unités de ce « volume » sont les unités de I'action
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a la puissance N, le nombre de degrés de liberté. L'expression extension de phase devrait étre utilisée
en lieu et place. Ceci constitue I'important théoréme de Liouville

Théoréeme 2.1 Théoréme de Liouville
L’évolution temporelle en mécanique préserve I'extension de phase d’'une région donnée de I'es-
pace des phases.

Le théoreéme de Liouville permet de démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 2.2 Théoréme du retour (Poincaré)
Si un systeme mécanique évolue dans un sous-ensemble fini D de 'espace des phases, alors il va
un jour revenir aussi proche que I'on veut de son état de départ.

Démonstration : Désignons par g I'opérateur qui propage le systéme un temps 7 dans le futur, et U
un voisinage de l'état initial 1y du systéme considéré. Dans ce langage, gU représente I'évolution
de ce voisinage un temps 7 plus tard, g2U son évolution un temps 27 plus tard, etc. Considérons
donc la suite des sous-ensembles {U, gU, g?U, gU, ...}. Chacun des membres de cette suite posséde
le méme volume dans I'espace des phases, en vertu du théoréme de Liouville. Comme le volume
D est fini et préservé par ’évolution temporelle (gD = D), différents membres de cette suite ont
certainement une intersection non nulle; c’est-a-dire qu’il existe nécessairement deux entiers m et
n tels que g"UN g™U # 0, ce qui est équivalent 4 UN g™ U # @ (en supposant que m > n). Ceci
signifie que certains points du voisinage U vont revenir dans U au bout d’'un temps fini (m —n)t.
Comme U peut étre pris arbitrairement petit autour de 7, cela démontre le théoréme, ou plutét
précise sa signification.

En particulier, soit D le sous-ensemble de I'espace des phases correspondant a un domaine étroit
d’énergie :
E,—6E <H(q,p) <Ey+ 6E (2.65)

et supposons que l'espace des configurations est borné ; par exemple, considérons un gaz de parti-
cules dans une boite. il est raisonnable dans cette situation de supposer que la région D possede un
volume fini dans I'espace des phases, si les interactions entre les particules sont faibles. Dans ce cas
le théoréme du retour s’applique, ce qui a comme conséquence le paradoxe suivant : si un contenant
comporte deux parties égales séparées par une cloison amovible, et qu'un gaz est initialement com-
pris dans l'une des deux parties (I'autre étant initialement vide), alors apres avoir enlevé la cloison,
toutes les molécules du gaz vont éventuellement revenir dans la moitié initiale du contenant. Le
temps nécessaire serait vraisemblablement plus long que ’dge de I'Univers, de sorte que ce paradoxe
n’est pas vraiment un, mais constitue une conséquence intéressante du théoréeme de Liouville.

Invariants intégraux de Poincaré

Le théoréme de Liouville est un cas particulier d’'un résultat plus général démontré par Poincaré,
concernant la préservation par évolution temporelle d’intégrales de dimensions paires de la forme
suivante :

f Z dq,dp, (2 variables conjuguées)
a
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f Z dq,dp, dqp dpg (4 variables conjuguées) (2.66)
a’ﬁ
etc.

2.B.3 Lois de conservation et symétries

Les différentes lois de conservation de la physique s’expriment de maniere particuliérement simple
dans la formulation hamiltonienne de la mécanique.

Commencons par la conservation de I'énergie. Cette régle s’applique lorsque le hamiltonien H ne
dépend pas explicitement du temps. En effet, la dérivée de '’énergie par rapport au temps est

d_H—a_H '+8_H '+8_H
ar aq 7 ap PTGt
JH
=[H,H]+ — (2.67)
[H, ]+at
_on
© ot

ol on a utilisé I'antisymétrie du crochet de Poisson : [H,H] = 0. Ceci s’annule si le hamiltonien ne
dépend pas explicitement du temps.

Plus généralement, une coordonnée q, est qualifiée de cyclique si elle n’apparait pas dans le ha-
miltonien. Dans ce cas, dH/dq, = 0 et donc le moment conjugué correspondant p, est conservé :
sa dérivée temporelle s’annule en vertu des équations de Hamilton. Le crochet de Poisson [p,, H]
s’annule. Un exemple de coordonnée cyclique est 'angle azimutal ¢ dans un potentiel central (voir
I'exemple 2.3 ci-haut).

Flots de symétrie
On dit que le flot temporel est généré par le hamiltonien, car la variation d’une fonction F au cours
de cet écoulement est donnée par le crochet de Poisson avec H :

dF

7 [F,H] (2.68)
(nous avons supposé que la fonction F ne dépend pas explicitement du temps). On peut également
considérer d’autres flots, générés par d’autres fonctions que le hamiltonien. Ces flots ont les mémes
propriétés que le flot temporel, en particulier le théoréme de Liouville s’applique encore, car sa
démonstration ne repose pas sur la fonction particuliere qui est utilisée pour générer le flot. Afin
d’éviter toute confusion, nous n’utiliserons pas la variable t pour dénoter la variable de flot, mais
pluté6t le symbole s. Encore une fois, chaque point 11 = (q, p) de I'espace des phases se voit associer
une courbe unique 7)(s) qui passe par ce point, et un champ de vitesses dn/ds existe dans I'espace
des phases, qui décrit ce flot. Ce champ de vitesses est sans divergence et le flot est incompressible.

Par exemple, on pourrait considérer le flot généré par 'un des moments conjugués, disons p,. Dans
ce cas particulierement simple,

dqp dpg

= [4p,Pa]=54p = [Pp.Pa]=0 (2.69)
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Ceci signifie que la variable s coincide en fait avec la coordonnée généralisée correspondante q,,.
Autrement dit, au cours de ce flot, la coordonnée g, change de maniere uniforme. Ce flot décrit donc
une translation de la coordonnée q,, et on dit que le moment conjugué a une coordonnée généralisée
génere les translations de cette coordonnée. Leffet d'une telle translation sur une fonction F(q, p) se
calcule de maniere différentielle par la définition du flot :

dF JF

— =[F, =— 2.70

& = [Pl 700 (2.70)
En particulier, si la fonction F ne dépend pas de la coordonnée q,,, alors sa valeur est invariante sous
le flot, c’est-a-dire la méme a tous les points le long de la trajectoire du flot.

Symétries et lois de conservation

Un systeme mécanique possede une symétrie lorsque la valeur du hamiltonien H demeure la méme
lorsqu’on effectue une certaine transformation des coordonnées. Par exemple, si le hamiltonien de
dépend pas d’une certaine coordonnée généralisée q, (cette coordonnée est alors cyclique), alors
le hamiltonien est invariant sous la transformation q, — q, + a et donc est invariant par le flot
généré par le moment conjugué correspondant a cette coordonnée, ce qui se traduit par la condition
[pq, H] = 0. Cette condition, en retour, entraine que la valeur du générateur du flot, p, est constante
dans le temps. Autrement dit et plus généralement, I’annulation du crochet de Poisson [F,H] = 0
entraine que le hamiltonien H est invariant par rapport au flot généré par F et, pareillement, que F
est constant dans le temps, c’est-a-dire invariant par rapport au flot généré par H. Par exemple :

1. Les translations dans la direction x sont générées par le moment conjugué p,. Si le systeme
possede une symétrie de translation le long de I'axe des x, 'énergie potentielle ne dépendra
pas de x, le hamiltonien non plus, et alors [p,, H] = 0. Ceci entraine en retour la conservation
de la composante en p, de la quantité de mouvement.

2. Les rotations par rapport a 'axe des z sont décrites par I'angle ¢ en coordonnées sphériques
(ou cylindriques). Ces rotations sont générées par le moment conjugué a ¢, soit la composante
en z du moment cinétique (p, = L,, voir éq. (2.34)). Si le hamiltonien ne dépend pas de ¢,
alors [p(p,H] = 0 et cette composante du moment cinétique est conservée. Bien sir, si le
hamiltonien est invariant par rapport a toute rotation (autour d’un axe quelconque), alors
toutes les composantes du moment cinétique sont conservées.

3. Un cas particulier de symétrie est '’homogénéité dans le temps, c’est-a-dire le fait que rien ne
dépende explicitement du temps dans le systéme considéré. Ceci entraine que H ne dépend
pas explicitement du temps. La conséquence de cela est la conservation de ’énergie, comme
vu plus haut.
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C Transformations canoniques

2.C.1 Définitions et propriétés générales

Dans la mécanique de Lagrange, on peut en principe effectuer un changement de coordonnées gé-
néralisées q, — q/,(q) dans le but de simplifier le probléeme étudié. Par exemple, on peut passer des
coordonnées cartésiennes aux coordonnées sphériques pour étudier le mouvement d’un objet dans
un champ de force central. Tout changement de coordonnées bien défini (c’est-a-dire biunivoque
sauf peut-étre en quelques points isolés) est admissible.

La mécanique de Hamilton permet d’effectuer des changements de variables plus généraux, qui s’ap-
pliquent dans I'espace des phases :

da = q,(4,P)  Pa—P,(d,p) ouencore n—n'(n) 2.71)

Cependant, tous ces changements ne sont pas utiles : seuls ceux qui préservent la forme des équations
de Hamilton le sont. Cela impose une restriction importante sur les transformations possibles : Notons
M la matrice jacobienne de la transformation :

an’ an;
M= _n ou Ml] = i (2.72)
an an;
Alors il sensuit que 1)’ = M1 et donc que les équations de Hamilton sont, dans les nouvelles coor-
données,
oH oH oH 9n; oH
Y=MJ== ot — =) — LN M. 2.73
K an an; Zﬁn}am zan} g @.73)
cette derniére expression pouvant s’écrire I\7I8H/ dn’. Donc on obtient
~ JH
7’ = MIM (2.74)
on’

Pour que cette forme soit la méme que celle des équations de Hamilton originales, la matrice jaco-
bienne doit obéir a la contrainte suivante :

MJM = J (2.75)

Une matrice M respectant cette condition est dite symplectique. On montre en particulier que le pro-
duit de deux matrices symplectiques est aussi symplectique, ainsi que 'est I'inverse d'une matrice
symplectique. ? En conclusion : un changement de coordonnées dans 'espace des phases préserve la
forme des équations de Hamilton si le jacobien M(n) de la transformation est une matrice symplec-
tique partout dans ’espace des phases.

La propriété de groupe des matrices symplectiques nous permet d’affirmer directement que si deux
transformations sont canoniques, alors la composition de ces deux transformations ’est aussi. De
méme, l'inverse d’'une transformation canonique est aussi canonique.

2. Ceci nous permet d’affirmer que les matrices symplectiques forment un groupe au sens mathématique du terme, dit
le groupe symplectique.
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Crochets de Poisson et transformations canoniques

Les crochets de Poisson ne sont pas affectés par les transformations canoniques : ils sont invariants.
Pour démontrer cette assertion, rappelons qu’on peut écrire le crochet de Poisson comme

OF 3G
F,G]=—J— 2.76
[F,G] > an (2.76)

Lors d’une transformation canonique 1 — 7’, on cherche & exprimer les quantités impliquées en
fonction de n’. Comme

J0F ~ OF
— =M 2.
5r = M3, (2.77)
on trouve
~ OF ~ F ~ F
[F,G] = %, oG 0 M oG JF 0G (2.78)

on’ dn’ In’ on’ 9dn' drn’
ce qui signifie que le crochet de Poisson, maintenant exprimé en fonction des dérivées par rapport
aux nouvelles variables 7!, a exactement la méme forme que celui qui s’exprime en fonction des
anciennes variables 7);. Autrement dit, le crochet de Poisson est un invariant canonique. En particulier,
les nouvelles variables canoniques respectent encore la condition

[grp] =6 awgs]=0  [plor]=0 (279)

2.C.2 Fonctions génératrices

Le principe de la moindre action s’applique également a tous les systemes de coordonnées cano-
niques. Cela signifie que la variation de l'action est nulle, indépendamment du systéme de coordon-
nées canoniques utilisé, et donc

5[ (p-dg—H(q,p,t)dt) = SJ (p’ -dq’—H'(q',p/, t)dt) (2.80)

ol nous avons laissé ouverte la possibilité que le Hamiltonien approprié dans le nouveau systéme
de coordonnées (H'), puisse différer du hamiltonien original. Etant donné que I'intégrant de l'action
est fixe aux bornes de I'intégrale, cette condition est équivalente a la suivante :

p-dq—H(q,p,t)dt =p’ - dq'—H'(q’,p’, t)dt + dF (2.81)

ol F est une fonction dans I'espace des phases (avec accessoirement une dépendance explicite dans
le temps), qui donc posséde la méme intégrale entre les deux extrémités quel que soit le systéme de
coordonnées utilisé. Cette relation peut aussi s’écrire

dF=p-dq—p’-dq +(H —H)dt (2.82)

La fonction F peut étre considérée comme fonction d’un ensemble de 2N coordonnées sur I'espace
des phases et du temps, mais pas nécessairement les ensembles (g, p, t) ou (q’, p’, t). On pourrait par
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exemple 'exprimer en fonction des variables (q,q’, t). Sous cette forme, nous la désignerons par F;.
D’apres I'expression ci-dessus, cette dépendance en (q,q’) entraine que
oF

_ 98 -9k H =H+ (2.83)
~ 2q P =5y BRRPT '

p

Donc : si on spécifie la fonction F = F;(q,q’, t), les relations ci-haut nous donnent une expression
pour p et p’ et nous permettent donc de définir complétement la transformation. Pour cette raison,
la fonction F; est appelée le générateur de la transformation.

Exemple 2.5
Supposons que F; = q - q’. Dans ce cas, nous avons les équations de transformation suivantes :

=@=q/ , p’:—aF]/'z
aq aq

p —q et H' =H (2.84)
Cette transformation plutét triviale revient a échanger les coordonnées généralisées avec les
moments généralisés. Elle souligne en fait que la distinction entre coordonnées et moments est
purement accidentelle dans la formulation hamiltonienne.

11 est aussi possible de générer une transformation canonique a partir d’'un générateur F, =F, +p’-q’
exprimé en fonction de q et p’ :

F(q,p)=p -9 +F(q,9) = dE,=q"-dp’+p-dq+ (H —H)dt (2.85)
ou donc oF oF
2 / 2

=2 =2 2.86

P= e /=5 (2.86)

De méme, on peut définir des générateurs F;(q’, p) et F4(p, p’), dont les définitions et propriétés sont
résumeées dans le tableau 2.1.

Exemple 2.6 Oscillateur harmonique
Le hamiltonien de l'oscillateur harmonique est

1
H=— (p2 + mzwzxz) (2.87)
2m
Comme il s’agit d’une somme de carrés, on serait tenté d’utiliser des variables p’ =N et q' = ¢
qui permettrait de mettre cette forme a profit pour éliminer la variable ¢, en supposant une
transformation canonique de la forme

N
p=f(N)cosy x = fN) sin ¢ (2.88)
mw
f (N) étant une fonction a déterminer, de sorte que
,fN? 2 f(N)?
H=H = (cos? ¢ +sin® ) = —— (2.89)
2m 2m
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Fonction génératrice dérivées exemple trivial
/I _ aFl

_9h _
P=%q P = ag

/ /

Fi=q-9" q=p p'=—q

F=Fy(q,q9,t)

_%% L _%B

F=F,(q,p’,t)—q"-p’ P=5 973, FB,=q-p q'=q p'=p

o% oK

F:F /, ,t+ * == = — F: /- /:— /:_
5(9,p,t)+q-p q ap P aq | 279 P A q p p
OF OF
F=F(p,p,t)+q-p—q -p —_Z4 yg=24 F.=p-0 d = A
4(p,p,t)+a-p—q-p | q 7 9Ty 4=P'P q9=p P q
TABLE 2.1

Fonctions génératrices des transformations canoniques.

La fonction f doit étre choisie de maniere a ce que la transformation soit canonique. Si la ma-
noeuvre réussit, alors la coordonnée ¢ est cyclique et le moment conjugué N est alors constant.
En utilisant un générateur de la forme F,(x, ¢), on devrait trouver

JF JF
N=——21 et p= 1= f(N)cos ¢ (2.90)
ap dx

sachant que x = f(N)sin ¢ /mw, cela entraine

2

JF
mewx cotyp = 3—1 == F = nex cotp (2.91)
X
et donc ) )
JF N
n=-h_ mext SN - vamaN (2.92)
de  2sin® 2maow
La forme précise de la transformation canonique est donc
2N |
p = v2mwNcos ¢ x =\ —singp (2.93)
J mew
et le hamiltonien s’exprime comme
N)2
=M n (2.94)
2m

N est donc une constante du mouvement proportionnelle a I'énergie, ce qui entraine que

. OH
cp=ﬁ=w = ¢(t) = ¢y + wt (2.95)
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La solution des équations du mouvement est donc

2N
p = v2mwN cos(wt + ¢;) x=\ — sin(wt + ¢g) (2.96)
w

Il peut étre intéressant de vérifier que la transformation (2.93) respecte effectivement la condition
(2.75). Le caractere canonique de cette transformation découlant d’un principe variationnel, la
chose n’est pas immédiatement évidente. Le jacobien M ne peut pas étre calculé directement, car
la forme (2.93) exprime les anciennes coordonnées en fonction des nouvelles, et non l'inverse.
On peut cependant calculer le jacobien inverse :

an V(2N/mw)cosy (1/v2Nmw)sing

M~ = pvie (2.97)
N —+V2Nmwsingy  +/(mw/2N)cos ¢
Linverse de la condition (2.75) s’exprime simplement comme
MM =) (2.98)

ce qui se traduit concrétement par
v(2N/mw)cosy  —+/2Nmewsin g 0 1 v (2N/mw)cosy (1/v2Nmew)sinp 0 1

(1/v2Nmw)singp 4/ (mw/2N)cos ¢ -1 0 —+v2Nmwsinp  +/(mw/2N)cos ¢ -1 0
(2.99)
Cette équation se vérifie simplement.

2.C.3 Transformations canoniques infinitésimales

Considérons une transformation canonique 1 — 1’ arbitrairement proche de la transformation iden-
tité, qu’on pourrait écrire généralement comme

n =n+6n (2.100)

ou 671(n) est une fonction infinitésimale dans I'’espace des phase. Nous allons maintenant démontrer
que si 67 est obtenu par un écoulement généré par le crochet de Poisson avec une fonction G, alors
la transformation (2.100) est canonique.

Supposons donc que 61 a la forme suivante :
6n; =¢[n;,G] (2.101)

ol G(n) est la fonction génératrice de I'écoulement et ol ¢ est une quantité infinitésimale. Cette
relation peut aussi s’écrire, d’apres la forme symplectique (2.76) du crochet de Poisson,

Sy = et =e—Jy (2.102)
Yoamjom T ot
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La condition pour qu'un changement de variables dans I'espace des phases soit canonique est donnée
en (2.75). Dans le cas de la transformation (2.100), la matrice jacobienne M est

a6m;
M. =&, + 2oM 2.103
5 =0t g, (2.103)
et la condition (2.75) devient, au premier ordre en &,
d8m; 9om;
0= —kaj'*' k5
Ny Ny
2%G
=e—— (JyJu;i +J:1J; 2.104
837}k37)z ( ilvkj jl lk) ( )
2%G
=e—— (JyJp; +JJ;
gankanl ( ilvkj jk ll)

Dans la derniere équation, nous avons échangé les indices k et [ dans le deuxiéme terme, en utilisant
I'égalité des dérivées deuxiemes croisées dans le préfacteur. Sous cette forme, il est clair que l'ex-
pression s’annule bel et bien, car le deuxieme terme compense exactement le premier en raison de
lantisymétrie de la matrice J : J;, = —Ji;. Conclusion : les transformations infinitésimales générées
par le crochet de Poisson avec une fonction G sont canoniques.

Par conséquent, les transformations finies (non infinitésimales) qui résultent d’une succession de
transformations infinitésimales sont aussi canoniques. Plus précisément, une fonction génératrice G
génére un écoulement en vertu de 'équation

dn;
ds

= [n,G] (2.105)
Si on suit cet écoulement sur un intervalle donné de la variable s, on obtient une transformation
canonique finie. En particulier, 'évolution temporelle est une transformation canonique, car elle est
générée par le hamiltonien. Ainsi, la transformation

n(t) —»n(t+71) (2.106)

qui nous fait passer du temps t au temps t + 7 est canonique.
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D Théorie de Hamilton-Jacobi

2.D.1 Equation de Hamilton-Jacobi

Les transformations canoniques peuvent étre utilisées pour simplifier la solution d’'un probleme, en
nous permettant d’utiliser des variables en fonction desquelles les équations de Hamilton sont plus
simples a résoudre. Manifestement, le cas extréme d’une telle simplification se produit si le nouveau
hamiltonien H’' est identiquement nul : H = 0. Dans ce cas, toutes les coordonnées et les impulsions
sont des constantes dans le temps :

p'=0 g =0 (2.107)

Appelons S(q, p’) la fonction génératrice de type F, (voir 2.1) qui ménerait a une telle transformation.
Demander H' = 0 revient & dire que

H(qg,p, t) + % =0 (2.108)

Comme p = 9S/3dq, cela se traduit par une équation différentielle aux dérivées partielles :

oS as
H q,%,t + E =0 (2.109)

Il s’agit de 'équation de Hamilton-Jacobi. ® L'approche de Jacobi remplace la solution d’un ensemble
d’équations différentielles couplées par une seule équation aux dérivées partielles du premier ordre,
en N+1 variables (temps inclus). A premiére vue, le gain n’est pas évident, mais en réalité cette équa-
tion permet de résoudre des problemes difficiles d’acces autrement, et est particulierement utile dans
I'étude des orbites. Cette approche a aussi le mérite de décrire particulierement bien la mécanique
classique comme cas limite de la mécanique quantique (voir section 2.D.3).

Exemple 2.7
Le hamiltonien d’une particule libre en une dimension est H = p?/2m. L’équation de Hamilton-
Jacobi correspondante est donc
1 (3S)* 0as
— | = | +=—=0 2.110
2m ( dx ) at ( )
Dans le cas d’'un oscillateur harmonique, il faut ajouter un potentiel V = %ma)zx2 et 'équation
devient )
1 (2S 1. 9. o9 0S
— = | +s5mwx*+—=0 2.111
2m ( dx ) 2 at ( )

3. Laméthode de solution des problémes mécaniques basée sur la solution de cette équation a été proposée par C. Jacobi
en 1837 : Note sur lintégration des équations différentielles de la dynamique, Comptes rendus hebdomadaires des séances
de ’Académie des sciences de Paris, 1837.
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Pour un probléeme tridimensionnel en coordonnées sphériques, avec un potentiel V(r, ), 'équa-
tion aurait plut6t la forme suivante :

1 (3S)? 1 [38S)? 1 2S)? 2s
— (=) +— = +———— (=) +V0)+=—=0 2.112
2m(8r) 2mr2(89) 2mrzsin29(3go) (r.6) ot ( )

La solution de I'équation de Hamilton-Jacobi fait nécessairement apparaitre N + 1 constantes d’inté-
gration, dont I'une est une simple constante additive qui n’a aucun effet sur la solution, car les équa-
tions de transformation canonique ne font intervenir que les dérivées de S. En somme, N constantes
d’intégration sont non triviales. Désignons ces constantes par a1, &, ... dy. La solution compléte de
I’équation prendrait donc la forme

S:S(qls'-':qN;al"-'aaN; t) (2113)

Nous allons identifier ces N constantes aux N moments transformés (pi, e, P1/\1)- En fait, nous avons
une grande liberté dans le choix des nouvelles impulsions généralisées, et le fait d’identifier les nou-
velles impulsions aux constantes d’intégrations de I’équation de Hamilton-Jacobi est parfaitement
légitime, méme s’il est arbitraire. La fonction S ainsi définie est appelée fonction principale de Hamil-
ton. Suite a ce choix, les nouvelles coordonnées q’ sont données par les N relations

CE

= (r=1,...,N) (2.114)
3ay

’_
q')/ o ﬂ‘)/
Ces nouvelles coordonnées sont constantes dans le temps, bien siir. Ces N relations peuvent étre

inversées pour exprimer les anciennes coordonnées qg en fonction des 2N constantes (a,, 3,) et du
temps, ce qui constitue alors la solution compléte du probleme mécanique.

Exemple 2.8

Particule libre en une dimension L’équation de Hamilton-Jacobi dans ce cas prend la forme
i(§)2+§—0 (2.115)
2m \ dx ot '

Nous allons tenter de résoudre cette équation en posant que la fonction S est la somme d’une
fonction de t et d’'une fonction de x : S(x,t) = Sy(t) + W(x) (on dit alors que la solution est
séparable). En substituant cette forme dans ’équation, on trouve

1 (dw)? ds,
—|— ] +—=0 2.116
2m ( dx ) de ( )

Comme les deux termes de cette équation dépendent de variables différentes, ils doivent néces-
sairement étre constants et opposés, sinon ’égalité ne pourrait étre vraie pour toutes les valeurs
de x et de t. Appelons cette constante a :

1 (dW)z ds, @2.117)
— | — | =a — =—a .
2m \ dx de
La solution a ces équations, modulo une constante additive, est
So(t) =—at W(x) = +v2max (2.118)
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et donc au total on obtient la solution compleéte
S(x,a,t)=+v2max —at (2.119)

La nouvelle coordonnée constante est alors

oS m
= ——=xy/—— 2.12
p da X 2a ‘ ( 0)

et 'inversion de cette équation nous permet d’isoler x :

x= \ 2—a(t+ﬁ) (2.121)
m

I'impulsion p est, quant a elle, donnée par

= — =+v2ma (2.122)
dx

P
On voit de I’équation (2.109) que la constante a n’est rien d’autre que I'énergie de la particule,
et donc v/2ma est la quantité de mouvement correspondante et +/2a/m la vitesse constante
associée.

Exemple 2.9 Oscillateur harmonique
L'équation de Hamilton-Jacobi dans ce cas prend la forme

2
%(g_i) +%mw2x2+% ~0 (2.123)

Nous allons encore supposer que la solution est séparable. Pour les mémes raisons que ci-haut,
on trouve plutét les équations suivantes :

1 dwy , ds,
— | — | +smwx*=a — =—a 2.124
2m ( dx ) 2 dt ( )
En isolant 9W/J x et en intégrant, on trouve
S(x,a,t)= J dx v 2ma —m2w?2x2 — at (2.125)

Il n’est pas nécessaire d’intégrer a ce stade, car ce sont les dérivées de S qui nous intéressent. En
effet, la nouvelle coordonnée constante est alors

ﬂ_as_mfdx 1 .

da vV2ma —m2w2x?2

_ /ﬂf dx _t (2.126)
2a | /1—(mw2x2/2a)
1

. [m
= —arcsm( —cox)—t
w 2a
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et I'inversion de cette relation donne

=\ n?zz sin(w(t + B)) (2.127)

ce qui est la solution bien connue de l'oscillateur harmonique. Notons en plus que I'impulsion
conjuguée est

_2s

v V2ma—m2w2x? = \/Zma(l —sin?(wt + wP)) = v2macos(wt + wP) (2.128)

p

Encore une fois, a représente I'énergie totale du systéme.

2.D.2 Fonction caractéristique de Hamilton

Dans tous les cas ot H est indépendant du temps, on pourra au moins séparer la dépendance tem-
porelle de I'équation de Hamilton-Jacobi comme ci-haut, en écrivant S = W —Et. On peut alors se
concentrer sur I'équation de Hamilton-Jacobi réduite :

oW
H(q,a—) =E (2.129)
q

ou E = a, est]’énergie du systeme. La fonction W est appelée fonction caractéristique de Hamilton. Elle
dépend de N constantes a; qui sont les nouvelles impulsions généralisées. La premiere des nouvelles
coordonnées généralisées constantes, [3;, est alors

aSs 7% oW
=g = t+5p ouencore t+p=— (2.130)

Cette équation nous donne la dépendance temporelle du probléme. La constante f3; reflete 'arbitraire
dans l'origine des temps. Pour les systémes a plus d'un degré de liberté, ’équation de Hamilton-Jacobi
est utile en pratique en autant qu’elle soit séparable, c’est-a-dire que la fonction W puisse étre écrite
comme une somme de fonctions séparées des coordonnées :

W(a) =Wi(q1;a) + Wa(gz;a) +--- + Wn(gy; a) (2.131)
Dans ce cas, les N — 1 constantes a,,...,ay peuvent étre les constantes de séparation et les N —1
équations
oW
&y

nous donnent les nouvelles coordonnées constantes.

Fonction caractéristique de Hamilton comme fonction génératrice

On peut utiliser la fonction caractéristique de Hamilton W différemment : on peut 'adopter comme
fonction génératrice au lieu de S = W — Et. Cette fonction ne dépendant pas du temps, le nouvel
hamiltonien H’ est identique & 'ancien, et égal a la constante a; = E. Les nouvelles impulsions p;
peuvent étre n'importe quelle combinaison des constantes a,, pas nécessairement ces constantes
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directement. On a donc un hamiltonien H’(p’) qui ne dépend que des nouvelles impulsions, c’est-a-
dire que toutes les coordonnées sont cycliques. Ces nouvelles coordonnées obéissent aux équations
différentielles simples
i = oH
rT 8 P,

v, (2.133)

ou les «vitesses » v, sont constantes (car fonctions des impulsions constantes p’). La solution du
mouvement est alors

q, =vt+p, (2.134)

ol les constantes f3, sont déterminées par les conditions initiales, tout comme les valeurs de (p;.

2.D.3 La mécanique classique comme limite de la mécanique
ondulatoire

L'équation de Hamilton-Jacobi nous permet de faire le lien entre la mécanique quantique (ou méca-
nique ondulatoire) et la mécanique classique. Nous allons montrer que ’équation de Schrédinger, qui
décrit le comportement des ondes de matiere, mene naturellement a I'équation de Hamilton-Jacobi
dans la limite ou I'énergie potentielle varie peu sur une distance de 'ordre de la longueur d’onde de
de Broglie. Ainsi, la mécanique classique est I'’équivalent pour la mécanique ondulatoire de 'optique
géométrique pour 'optique ondulatoire.

Commencons par 'équation de Schrodinger pour une particule en dimension 3, dans un potentiel
V(r) :
L0y _

m_,

Ecrivons maintenant la fonction d’onde vy comme suit :

iS(r,t)
h

Y(r, t) =pyexp (2.136)

ol la fonction S représente surtout la phase de 'onde, mais est en général complexe, et ¢, est une
constante. En substituant cette forme dans I'équation de Schrodinger, on trouve

as K
—p == =—i—V-(yVS)+V
5= i V(WS + VY

1 H (2.137)
= ——VS-VS—i—YV2S+ Vi
2m 2m
ou encore, en simplifiant ),
L (VS)? +V(r) + oS8 _ ih v?2s (2.138)
2m ot 2m '

Cette équation est strictement équivalente a '’équation de Schrodinger : aucune approximation n’a
été faite, seul un changement de variable 1) — S.

On remarque immédiatement qu’on retrouve '’équation de Hamilton-Jacobi si le membre de droite
s’annule. D’ailleurs, la constante de Planck ne se retrouve que dans le membre de droite, ce qui
indique déja qu’on retrouve I'équation de Hamilton-Jacobi dans la limite classique (7 — 0).
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FIGURE 2.2

Cependant, la limite classique ne peut étre simplement décrite par une opération sur une constante
comme 7, dont la valeur numérique peut étre grande ou petite selon le systéme d’unités choisi; elle
doit plutbt étre décrite en fonction d’'un rapport de quantités physiques qui tend vers zéro. Voyons
comment. Si nous supposons que la fonction S est la fonction principale de Hamilton, alors VS = p,
la quantité de mouvement de la particule. Cette quantité de mouvement varie d’'un point a l'autre de
I’espace (S étant une fonction de r). Cette variation de la quantité de mouvement est bien-s{ir causée
par la présence du potentiel V(r). Le membre de droite de I’équation (2.138) peut étre négligé si

in 1
v« — (VS)? (2.139)
2m 2m
ou encore " .
i
—V-p< —p? (2.140)
2m 2m
Dans le cas unidimensionnel, cette condition se réduit a
hd 1d
_z_p <1 ouencore X——p L1 (2.141)
p? dx p dx
ou h 1h A
=—=—— = (2.142)
p 2mp 2w

est la longueur d’'onde de de Broglie réduite. Cette condition signifie justement que la variation
relative de la quantité de mouvement sur une distance de 'ordre de la longueur d’onde de de Broglie
doit étre petite. Or la variation de p est liée a la variation de V(r), car |p| = v/ 2m(E —V(r)).

Intuitivement, on doit imaginer les surfaces a S constant comme des fronts d’'onde qui avancent en
fonction du temps dans la direction de la vitesse de la particule (voir figure 2.2). En effet, la quantité
de mouvement p étant le gradient de W = S+Ect, elle est perpendiculaire aux surfaces a W constant :
la particule se propage perpendiculairement aux fronts d’'onde. Comme S = W —Et, en un temps
dt, la fonction caractéristique changera par dW = Edt pour un front d’onde donné (c’est-a-dire une
valeur donnée de S). Par contre, dW = p - dr, ce qui méne a la relation

p-dr=Edt ou p-u=E u := vitesse du front d’onde (2.143)

Cette derniere relation nous donne la vitesse u du front d’onde a un endroit donné, en fonction de
la quantité de mouvement de la particule. Comme I'énergie E est constante, on voit que la vitesse
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du front d’onde varie inversement avec la vitesse v = p/m de la particule. Les fronts d’onde sont
incurvés par les variations d’énergie potentielle (les forces). Ainsi, en pénétrant dans une région ou
V diminue, la vitesse v de la particule augmente et, en contrepartie, |u| diminue, ce qui incurve les
fronts d’'onde autour de la région en question (voir figure 2.2). La vitesse u est la vitesse de groupe
de 'onde; la relation entre p, u et 'énergie E est conforme a la définition habituelle de la vitesse de
groupe :

u= oE (2.144)

p

Cette situation est entiérement analogue a celle d'une onde lumineuse se propageant dans un milieu
dans lequel I'indice de réfraction varie en fonction de la position : n = n(r). La fonction n(r) joue
alors le réle de ’énergie potentielle V(r) et les rayons optiques sont alors déviés par les variations de
n. La mécanique classique est en quelque sorte la limite «géométrique» de la mécanique ondulatoire.
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Chapitre 2. Mécanique de Hamilton

Problemes

Probleme 2.1 Film de savon

Un film de savon est étiré entre deux anneaux de rayon a séparés par une distance [ (voir figure).
On peut montrer que la forme du film est dictée par le principe de I'énergie minimum, qui se
traduit ici par un principe de surface minimum (I’énergie du film étant donnée par la tension
superficielle multipliée par la surface). Les deux anneaux partageant 'axe de symétrie x et étant
centrés sur cet axe a des positions x = £[/2, le film adopte une surface de révolution générée
par une courbe y(x) (en rouge sur la figure) bornée par les valeurs y(+l/2) = a.

[A] Laire du film est donnée par une fonctionnelle de y(x) :

o dy

= 2.145
i (2.145)

S[yl= f dxF(y,y") y

Trouvez I'expression de la fonction F.

En construisant 'analogue du hamiltonien pour ce probléme, par transformation de Legendre,

montrez que
Y

T (2.146)
v1+(y')?
est indépendant de x.
En partant de ce fait, montrez que
l
y(x) =y cosh X ou y est une constante telle que a =y cosh pw (2.147)
Y Y

Le cosinus hyperbolique de révolution porte le nom de caténoide.

[D] Calculez l'aire en fonction de y et [. Quel est le rapport [/a maximum au-dela duquel cette
surface n’est plus stable en principe? Indice : comparez a l'aire d’'un film de savon qui serait
constitué de deux surfaces planes bornées par chacun des deux anneaux.

Probleme 2.2 Pendule avec tige élastique

Un pendule simple de masse m est suspendu a un pivot situé a l'origine, par une tige élastique
dont la longueur a I'équilibre est £ et la fréquence naturelle d’oscillation w. Le pendule est libre
de se mouvoir dans toutes les directions. Utilisez les coordonnées sphériques, avec I'origine au
pivot et 'axe polaire dirigé vers le bas, dans la méme direction que 'accélération gravitationnelle
de grandeur g.

[A] Ecrivez le hamiltonien de ce systéme. Basez-vous sur la forme générale du hamiltonien en
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coordonnées sphériques.

Quelles sont les quantités conservées dans ce probléme ? Si g = 0, y a-t-il une quantité conser-
vée supplémentaire ?

Ecrivez les équations du mouvement de Hamilton.

Prob. 2.1 Prob. 2.4

Probléme 2.3 Pendule a pivot tournant : hamiltonien
[A] Obtenez le Hamiltonien associé au lagrangien du probléme 1.3A.

Ecrivez les équations de Hamilton et vérifiez qu’elles se combinent bel et bien pour donner
I’équation du mouvement d’'un pendule simple.

Effectuons maintenant une transformation canonique
p, = P, =p, +alp) = (2.148)

ol a(¢) est une fonction de ¢ choisie de maniere a ce que H ne contienne pas de terme linéaire
en P,. Démontrez que cette transformation est bel et bien canonique. Ensuite trouvez la forme

appropriée de a(yp) et exprimez H en fonction de P, et de ¢. A quel systéme simple a-t-on affaire ?

Probleme 2.4 Masse glissant le long d’une hélice libre de tourner

Une bille de masse m est contrainte de suivre une courbe hélicoidale fixée sur la périphérie d'un
cylindre de moment d’inertie I. La bille descend, sans frottement, sous l'influence de la gravité. Le
cylindre est libre de tourner autour de I'axe z. Le rayon du cylindre est a et la distance verticale
entre deux pas de I'hélice est 27th.

[A] Ecrivez le lagrangien de ce systéme en fonction des coordonnées cylindriques ¢ et z de la
bille. Procédez par élimination explicite de la contrainte.

Ecrivez le hamiltonien correspondant et identifiez un moment conjugué conservé, en plus de
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I’énergie.

Obtenez une expression pour l'accélération constante Z de la bille vers le bas.

Probléeme 2.5 Masse glissant le long d’une hélice
Refaites le probleme 2.4, cette fois en supposant que le cylindre tourne sur lui-méme a une
fréquence angulaire w, sans égard a la bille.

Probléeme 2.6 Coordonnées elliptiques
Les coordonnées elliptiques (&, n, ) sont définies de la maniére suivante en fonction des coor-
données cartésiennes :

x =cy/(2—1)(1—n2)cosp
y =cy/(£2—=1)(1—n?)siny (2.149)
z=cén

ol le domaine de variation de & est [1, 00) et celui de 1 est [—1,1]. U'angle ¢ a la méme signi-
fication qu’en coordonnées sphériques ou cylindriques.

[A] Montrez que, dans le plan ¢ = 0, les courbes a £ constant sont des ellipses dont les foyers
sont situés a £c le long de I'axe des 2, et que les courbes a 71 constant sont des hyperboles avec
les mémes foyers. Rappel : la somme des distances d’un point aux deux foyers d’une ellipse est
constante. Pour ’hyperbole, c’est la différence qui est constante. Il est donc utile de commencer
par trouver une expression pour les distances r; et r, entre un point quelconque et les deux
points (0, 0, %c).

Une particule de masse m se déplace dans le champ gravitationnel de deux objets fixes, de
masses m; et m,, situés aux deux foyers (0,0, £c). Ecrivez le lagrangien de ce systéme dans le
systéme des coordonnées elliptiques. L'utilisation de Mathematica ou d’'un autre logiciel de calcul
symbolique est conseillée.

Obtenez 'expression du hamiltonien. Identifiez deux quantités conservées.

Probleme 2.7 Crochets de Poisson et moment cinétique

[A] Montrez que les crochets de Poisson des composantes L; du moment cinétique d’une particule
sont les suivants :

[Li,L;] = el (2.150)
ol ¢&;j; est le symbole completement antisymétrique et ou la convention de sommation sur les

indices répétés est suivie.

Soit f(q,p) une fonction de I'espace des phases & une particule qui est invariante par rota-
tion. Montrez que [ f,L] = 0, c’est-a-dire que le crochet de Poisson de cette fonction avec toute
composante du moment cinétique s’annule. Vous devez pour cela identifier quelles combinaisons
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de p et de q peuvent apparaitre dans cette fonction.

Soit A(q, p) une fonction vectorielle dans I'espace des phases a une particule. Montrez que
[A,L-n]=nAA (2.151)

ol n est un vecteur quelconque (on peut le choisir normé).

Probléeme 2.8 Transformations canoniques
[A] Montrez que la transformation suivante en un degré de liberté :

/

¢ =q p'=p+f(q (2.152)

ol la fonction f quelconque, est canonique.

Cela reste-t-il vrai pour une transformation a plus d’'un degré de liberté, c’est-a-dire de la
forme

4, = da Py =Pa+fal@) ? (2.153)
A quelle condition cette transformation est-elle canonique ?

On désire effectuer un changement de variable dans I'espace des configurations :

q., = fola) (2.154)

ol les N fonctions f, sont quelconques. Trouvez une fonction génératrice F qui puisse générer ce
changement de variables sous la forme d’'une transformation canonique.

Probléme 2.9 Equation de Hamilton-Jacobi pour une force constante
Une particule de masse m se déplace en une dimension sous l'influence d’une force constante f .

[A] Ecrivez le hamiltonien de ce systéme en fonction de la coordonnée x et de limpulsion conju-
guée p. Ecrivez ensuite 'équation de Hamilton-Jacobi correspondante pour la fonction caracté-
ristique de Hamilton W.

Résolvez I'équation de Hamilton-Jacobi et obtenez une expression de x(t, 8,E) et p(t, 3,E),
ou f est la nouvelle coordonnée constante et E 1’énergie de la particule. Exprimez ensuite les
mémes quantités en fonction des valeurs initiales x, et p,. Note : ce probléme est trés simple
du point de vue physique ou calculatoire. il ne vise qu’a réviser les procédures de solution de
I’équation de Hamilton-Jacobi.

Probléme 2.10 Equation de Hamilton-Jacobi en coordonnées elliptiques
Continuez le probléme 2.6 en démontrant que I'équation de Hamilton-Jacobi est séparable en
coordonnées elliptiques. Obtenez une expression intégrale pour la fonction caractéristique de
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Hamilton dans ce cas.
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Mouvement des corps rigides

A Cinématique des corps rigides

Un corps rigide est par définition composé d’une multitude de particules, ou points matériels, dont les
distances mutuelles sont constantes dans le temps. Nous allons montrer qu’un tel systeme possede
6 degrés de liberté au total, soit 3 degrés de liberté de translation et 3 de rotation. Aux fins de
I'argument, supposons que les différentes particules qui forment le corps sont numérotées de 1 a
N. II faut manifestement 3 variables pour spécifier la position de la premiere particule du systéme.
Une fois cette position fixée, il faut deux angles (par exemple une longitude et une latitude) pour
spécifier la direction dans laquelle se trouve la deuxiéme particule du systéme. Une fois la deuxieéme
particule fixée, il reste encore la possibilité d’effectuer une rotation par un angle quelconque par
rapport a 'axe qui relie les deux premiéres particules. Une fois cette rotation effectuée, il ne reste
manifestement plus de liberté a I'objet. Cela fait donc 6 degrés de liberté au total. Remarquons que
trois particules suffisent & déterminer un corps solide ! : les particules numérotées de 4 & N voient
leurs positions déterminées par celles des trois premiéres particules.

3.A.1 Matrices de Rotation

Supposons donc que I'une des particules du corps soit fixée, par exemple a I'origine des coordonnées,
et attardons-nous aux trois degrés de liberté de rotation. Considérons un repére cartésien S, dont
les axes sont fixes dans 'espace et les vecteurs de base sont notés (e;, e,, e3). Un deuxieme repere
cartésien, S’, a ses axes fixes par rapport a l'objet et ses vecteurs de base sont notés (e'l, e’z, eg); ce
deuxiéme repere est qualifié de mobile. Le deuxieme repére peut étre exprimé en fonction du premier,
a 'aide d’'une matrice R, dont les composantes sont notées R;; :

eg = Ri1e1 + Rizez + Ri3e3 = RUeJ (31)

(nous adopterons la convention de sommation, par laquelle on somme sur les indices répétés). La
position r d’un point matériel peut alors étre exprimée dans 'une ou l'autre base :

e =x'R e (3.2)

_ Y S Y
r=x;e; = x;€; = X;R;;e; iRji

1. A condition qu'elles ne soient pas situées sur une méme droite, bien sfir.
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En faisant correspondre les coefficients de e; de part et d’autre — ce qui est légitime puisque les e;
forment une base — on trouve

X; = x;Rﬂ (33)

Désignons par x le vecteur colonne abritant les composantes x; (et de méme pour x’). On écrit alors
x=Rx" etdonc x =R7x (3.4)

ou R désigne la transposée de la matrice R.

Notation

Nous allons utiliser des linéales pour désigner les vecteurs colonnes et les matrices (ex. x, R, A),
mais des italiques pour leurs composantes (ex. x;, R;;). Les caracteres gras seront réservés aux vec-
teurs géométriques (ex. r). La distinction entre r et x est importante : r est un objet géométrique
indépendant de la base utilisée, alors que x est un ensemble de composantes dans une base donnée.

La relation entre les deux repéres S et S’ est une rotation, et doit préserver la distance entre deux
points, en particulier la norme du vecteur r. Cette norme au carré peut s’exprimer, en notation ma-
tricielle, comme Xx et donc une condition essentielle sur la matrice R est

' =%x = (Rx)RX = ¥ RRX’ (3.5)

Comme cette relation doit s’appliquer sur tous les vecteurs x’ pour une matrice R donnée, on doit
conclure que RR = T : I'inverse de la matrice R est sa transposée. On peut également écrire cette
condition comme RR = I Sachant cela, la relation ci-haut entre x et x’ devient

¥ =Rx et x=RxX (3.6)

Une matrice dont I'inverse coincide avec sa transposée est dite orthogonale. Ces matrices ont les
propriétés suivantes :

1. Larelation RR=1I signifie que les colonnes de R forment une base orthonormée.

2. Le produit de deux matrices orthogonales est encore orthogonal. En effet, si ﬁl R, =1 et
R,R, = 1, alors (R;R,)(R;R,) = R,R;R;Ry = RyRy = .

3. L’ensemble des matrices orthogonales forme ce qu’on appelle un groupe, qu’on note O(n) dans
I'espace a n dimensions (ici on s’intéresse a O(3)). Pour qu'un ensemble de matrices forment
un groupe, il faut que :

e le produit g, g, de deux éléments de I'ensemble soit encore un élément de 'ensemble.

e chaque élément g comporte un inverse g~ dans 'ensemble (donc la matrice identité doit
appartenir a 'ensemble).

4. Le déterminant d’'une matrice étant égal a celui de sa transposée, on a la relation det(RR) =
(detR)? = 1, c’est-a-dire que le déterminant d’une matrice orthogonale est £1. Si le détermi-
nant est +1, alors la matrice R est qualifiée de directe, sinon elle est indirecte.

La matrice qui effectue une rotation d’angle 6 autour de 'axe des z est

cosf@ sinf O
R(z,0)=| —sin® cos® O 3.7)
0 0 1
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A. Cinématique des corps rigides

FIGURE 3.1

A gauche

rotation

passive d’'un
angle 6 par
rapport  a .
laxe des z. PN

A droite, ro-
tation active
correspon-
dante.

rotation passive rotation active

Cette matrice, appliquée a un vecteur x, produit les composantes du vecteur x' qui représente le
méme vecteur position r, mais cette fois dans le repére S’ en rotation par rapport au repére S (voir
partie gauche de la figure 3.1).

On montre que, pour un axe de rotation général n, les composantes de la matrice de rotation sont
données par 'expression suivante :

Rij = ninj(l — COS 9) + 51] cos 0 + sijknk sinf (38)
ou encore
ni(l—cos@)+cos€ n,n,(1—cos6)+n,sind n,n,(1—cosf)—n,sind
R(n,0)=| n,n,(1—cos6)—n,sin6 ni(l—c059)+c056 n,n,(1—cos6)+n,sin6
n,n,(1—cos6)+n,sin6 n,n,(1—cosf)—n,sin6 n?(1—cos 0) + cos 6
(3.9)

Cette représentation est générale : toute matrice de rotation directe (donc de déterminant unité)
peut étre caractérisée par un axe de rotation n et un angle de rotation 6.

Théoréme 3.1 Théoreme d’Euler
Toute matrice de rotation directe R peut étre caractérisée par un axe de rotation n et un angle
de rotation 6 autour de cet axe.

Preuve:Considérons I'identité suivante, valable pour une matrice orthogonale :
(I—R)R=(R-1) (3.10)

Prenons le déterminant de chaque membre de cette équation et appliquons la propriété det A =
detA, ainsi que la propriété detR = detR = 1 pour une matrice orthogonale directe. On trouve

alors _
det(I —R) =det(R—1)=det(R— 1) =—det(I —R) (3.11D)

la derniére égalité s’appliquant a toute matrice 3 x 3. On conclut que det(R— I) = 0, ce qui
signifie que 1 est toujours une valeur propre de R. Appelons n le vecteur propre correspondant a
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Chapitre 3. Mouvement des corps rigides

cette valeur propre : Rn = n. Ce vecteur n’est donc pas affecté par la rotation et détermine I’axe
de rotation : tout multiple de ce vecteur restera aussi invariant par application de la rotation, et
la droite x = an (a € R) constitue ’axe de rotation.

D’autre part, la matrice R est forcément diagonalisable, car elle est normale. * Elle posséde donc
trois valeurs propres A, 5 3. On sait par ailleurs que le déterminant d’une matrice est le produit
de ses valeurs propres, et que sa trace est la somme de ses valeurs propres :

detR = )L]_AQAB et trR= A,]_ + 242 + A.g (312)

Comme detR = 1, on a donc A;A,A; = 1. Comme on vient de le voir, on peut choisir A, =
14243 3
1, ce qui nous laisse avec A;A, = 1. De plus, comme une matrice orthogonale est réelle, son
142
polynome caractéristique est a coefficients réels et ses racines sont soit réelles, soit existent en
paires complexes conjuguées. Nous avons donc deux possibilités :

1. A, = Agl est réel. Dans ce cas, les vecteurs propres de R seraient également réels. Soit x
un vecteur propre associé a la valeur propre A,. Comme Rx = A;x, on voit que la rotation
ne préserve pas la longueur du vecteur x, a moins que A; = A, = 1lou A; = A, = —1.
Dans le premier cas, R est la matrice identité. Dans le deuxieme cas, R décrit une rotation
de 7 autour de 'axe n.

2. A; = A et Ay est unimodulaire : on peut 'écrire sous la forme e'?. Dans ce cas, trR =
1+ 2cos6 et 6, en comparant avec I'expression (3.7), est bien I'angle de rotation.

Dans tous les cas, la direction du vecteur propre associé a la valeur propre A; = 1 est la direction
de T’axe de rotation, car un vecteur dans cette direction n’est pas affecté par la rotation : Rx = x.

a. Rappelons qu’une matrice A est dite normale si AAT = ATA ot A" = A*. Une matrice normale est diagonalisable.

3.A.2 Rotations passives et actives

Les rotations que nous avons décrites ci-haut sont qualifiées de passives, au sens que le vecteur r n’est
pas affecté par la rotation : seules ses composantes le sont, car la rotation n’est qu'un changement
de base. On peut aussi considérer des rotations actives, qui n’ont rien a voir avec la relation entre
deux reperes, mais décrivent plutét un changement réel du vecteur r, toujours exprimé dans la méme
base. Dans le cas actif, le vecteur colonne x’ contient les composantes du nouveau vecteur t’ ayant
subi la rotation :

i€ ou x' = R@ty (3.13)

¥ =xje; = R(l.j.d)x
Notez que la relation entre les nouvelles et les anciennes composantes du vecteur est la méme quel
que soit le point de vue adopté. Il est assez évident, en considérant la figure 3.1, que, pour des x et
x’ donnés, la rotation active 223 est géométriquement I'inverse de la rotation passive %P : elle
sexerce dans I'autre sens et donc, au sens géométrique, 223D = 2 ®3)” Ep effet, le passage de x
vers X’ illustré sur la partie gauche de la figure peut étre vu comme la conséquence d’un changement
de base effectué par la matrice R(n, 8), ou encore comme I'effet d’une rotation réelle du vecteur r par
un angle —0, les vecteurs de base étant constants (partie droite de la figure). Par contre, la matrice
de rotation qui relie x’ 4 x est la méme dans les deux cas R0 = R(P3)_En fonction de la matrice

R(n, 8) définie en (3.8), on a la correspondance

2P)(n,0) > R(n,0) et 2@9(n,0)— R(n,—0) (3.14)
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Nous devrons spécifier au besoin lequel des deux modes, actif ou passif est utilisé.

Vitesse angulaire

Un mouvement de rotation peut étre décrit comme une matrice de rotation R(t) qui dépend du
temps de maniére continue. Cette matrice relie le repere fixe dans I'espace au repere mobile (fixe a
'objet). On peut convenir, par exemple, que R(0) = I, la matrice identité.

3.B.1 Rotations infinitésimales

Considérons une matrice de rotation infinitésimale, c’est-a-dire tres proche de la matrice identité. On
peut écrire une telle matrice comme R = T +6M, 6 M étant une matrice infinitésimale. La condition
RR =T revient alors a

I=(I+6M)(I+6M)=T+5M+85M+5MSM (3.15)
On peut négliger le produit 6 M&M, qui est du deuxiéme ordre de petitesse, et on trouve la condition
5M+5M =0 (3.16)

ce qui signifie que &M est une matrice antisymétrique.

Considérons maintenant une matrice de rotation dépendant du temps, R(t), et sa dérivée par rapport
au temps, R(t). Par définition, R(t + dt) = R(t) + R(t)dt. D’'un autre coté, la rotation R(t + dt) ne
différant de R(t) que par une quantité infinitésimale, elle peut s’obtenir de R(t) en appliquant cette
derniére sur une rotation infinitésimale, c’est-a-dire que

R(t + dt) = R(t)(1 + 6 M) (3.17)

Cette matrice M doit étre proportionnelle 4 dt, et en plus étre antisymétrique. Ecrivons-la sous la
forme Q(t)dt, ou £2(t) est une matrice finie, antisymétrique et dépendant du temps en général. Cela
nous donne

R()+R()dt =R(t)NI +Q(6)dt) = | R()=R(Q ou Q(t) =R(OR(t) (3.18)

La matrice ) étant antisymétrique, elle comporte trois composantes indépendantes et peut s’écrire
sous la forme suivante :

0 w; Ty,
Q= —W, 0 Wy ou Ql] = gijkwk (319)
W, Wy 0

ol &;j est le symbole complétement antisymétrique de Levi-Civita et ou nous avons défini un objet
a trois composantes w = (w,, Wy, w,) que nous désignerons par vitesse angulaire associée au mou-
vement R(t). Nous n’avons pas démontré que cet objet est un vecteur, c’est-a-dire qu'il se transforme
comme un vecteur lors d'un changement de repére; c’est 'objet de la section suivante.
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3.B.2 Caractere vectoriel de la vitesse angulaire

Démontrons maintenant que la vitesse angulaire est un vecteur, c’est-a-dire que ses composantes
cartésiennes se comportent comme un vecteur lors d'un changement de repére (rotation passive).
Nous devons pour cela démontrer comment la matrice de rotation active R difféere d’'un repere a
l'autre. La question doit étre comprise précisément ici : nous allons considérer une matrice de rotation
passive P qui effectue un changement de repére de S a S’, les deux repéres étant cette fois fixes dans
I’espace, mais différents. La matrice de rotation active n’est pas la méme dans les deux repéres, bien
évidemment. Soyons prudents avec la notation ici et appelons xg les composantes d’un vecteur ayant
subi une rotation active, exprimées dans le repére S, et x; les composantes du méme vecteur, cette
fois dans le repére S’ :

xg = Rx x& =R'¥ x' = Px x;{ = Pxg (3.20)
En combinant ces différentes équations, on trouve
x}, = Pxg = PRx=PRPx => R’ =PRP (3.21)

Autrement dit, la transformation d’une matrice en passant d’'un repére S — S’ est

R'=PRP ou R=PRP (3.22)
En conséquence, o o o _
Q' =R’'R’=PRPPRP = PRRP = PQP (3.23)
ce qui s’exprime, en composantes,
Eijkw;< = Pingnmlwlpjm (3.24)

Supposons maintenant que w est effectivement un vecteur et vérifions que la relation ci-dessus est
satisfaite dans ce cas. On doit donc, d’aprés (3.6), poser w; = Py w;_ et substituer cette relation dans
le membre de droite, qui devient

€pmi PinPjmPrr 0}, (3.25)

Par définition du déterminant, on a précisément
enmlPinijPkl = &ijk detP (3.26)

Comme detP = 1 pour une rotation directe, 'expression (3.25) n’est autre que &;;,cv; et on vérifie
donc le résultat annoncé : la vitesse angulaire est un vecteur.

3.B.3 Composition des vitesses

Supposons qu’un repére cartésien S’ soit en rotation par rapport a un autre repére cartésien S, de
sorte qu'on puisse écrire, symboliquement, S’ = R(t)S. Considérons ensuite un vecteur a qui dépend
du temps, dont les composantes forment le vecteur colonne a dans le repére S et le vecteur colonne
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a’ dans le repére S', reliés par a’ = Ra. Les dérivées de ces vecteurs, telles qu'observées dans les deux
repéres, sont a et &’ et sont donc reliées par

3’ =Ra+Ra=RQa+Ra=R(Qa+3a) (3.27)

Appelons ag le vecteur géométrique formé par les composantes a’; il représente la dérivée de a telle
qu’observée dans le repére tournant. En développant explicitement ses composantes dans le repere
S, qui forment le vecteur colonne Qa + a, on trouve

dRi = eijkcokaj + di (3.28)

Ce qui s’exprime, vectoriellement, par
ap=—wAa+a ou a=agt+wAa (3.29)

Appliquons cette relation au vecteur position (a — r). On obtient alors une relation entre la vitesse
v =t observée dans le repére S et la vitesse vy = iy observée dans le repére tournant S’ :

V=vg+WAT (3.30)

En particulier, si S’ est un systéme d’axes liés & l'objet, la vitesse d’une particule de I'objet serait nulle
dans S’ (vg = 0) et donc donnée par
V=wAT (3.31)

Voyons ensuite comment des rotations composées ménent a une addition des vitesses angulaires
correspondantes. En particulier, considérons trois reperes cartésiens, que nous noterons S;, S, et Ss.
S, peut étre considéré comme fixe dans ’espace, alors que S, est obtenu de S; par une rotation R;(t)
et S5 est obtenu de S, par une rotation R,(t). La rotation qui nous fait passer directement de S; a S5
est alors R,(t)R;(t) (notez 'ordre des matrices : il est important). Montrons que la vitesse angulaire
w associée a cette rotation directe est la somme des vitesses angulaires associées aux deux rotations
successives :

w=w;+w, (3.32)
A cette fin, remarquons que
Q=RR
=(R,R))(R,R; + R,R
E a 1.)( 2 1~ ~2 1) (3.33)
== R1R2R2R1 + R1R2R2R1
== ﬁlﬂle + Ql

Le deuxiéme terme représente la vitesse angulaire w;. Par contre, {2, représente la vitesse angulaire
w,, mais exprimée dans le repere S,, car c’est dans ce repere que s’applique la rotation R,. Dans
le repére S;, cette matrice aurait précisément la forme ﬁlﬂz R,, d’apres la relation (3.22), ce qui
correspond aux composantes de w, dans le repere S;, comme établi a la section 3.B.2. Ceci démontre
I’équation (3.32).
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FIGURE 3.2
Définition des angles d’Euler

3.B.4 Angles d’Euler

Afin de représenter le mouvement de rotation en fonction du temps, il est commode et habituel d’uti-
liser les angles d’Euler, définis a la figure 3.2. Ces angles définissent une séquence de trois rotations
successives qui nous font passer d’'un repére S, fixe dans I'espace, a un repére S’ fixe a l'objet. Les
trois rotations successives sont :

1. Une rotation R; = R(z, ¢) qui nous améne du repére S au repére S;, en rotation de ¢ par
rapport a I'axe des z.

2. Une rotation R, = R(x, 6) d’'un angle 6 par rapport a 'axe x” de S;, qui nous améne vers un
repére S,.

3. Une rotation R; = R(z,%) d’un angle 1) par rapport a l'axe 2’ de S,, qui nous ameéne vers le
repére mobile S; = S,
Schématiquement, on écrit :
Ry Ra Rs /

Il faut bien comprendre que chaque matrice de rotation est définie dans le repére sur lequel elle
s’applique, c’est-a-dire que R; est définie dans le repére S, R, dans le repére S; et R; dans le repére
S,.

La rotation nette est donc le produit des trois matrices (notez 'ordre des opérations)

R(t) = RsR,R; = R(z,)R(x, 0)R(z, ¢) (3.35)
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ou, sous forme matricielle,

cosy siny 0) (1 0 0 cos¢p sing O
R(t)=| —siny cosyp 0| 0 <cosf sinf —sin¢g cos¢ O (3.36)
0 0 1 0 —sinf cos6 0 0 1

Trouvons maintenant une expression pour la vitesse angulaire «w de l'objet, en se basant sur les
relations (3.32) et (3.33). La vitesse angulaire nette est la somme

W=wg+wgt+wy (3.37)

des trois vitesses angulaires associées a chacune des trois rotations. La difficulté est d’exprimer ces
trois vitesses dans le méme repére. Nous allons en fait les exprimer dans le repére mobile S’, fixe a
l'objet. Dans le repére S, on a évidemment w, = (0,0, $). Lors des rotations successives qui ménent
a ', ces composantes se transforment successivement comme

(0,0,¢) ﬁ) (0,0,¢) i (0, ¢ sin 6, ¢ cos 0) i (¢ sinysinB, ¢ cosypsinf, P cos@)  (3.38)

Dans le repére S;, on a évidemment wy = (6,0, 0). Lors des rotations successives qui ménent a S/,
ces composantes se transforment successivement comme

(6,0,0) o, (6,0,0) X, (6 cosp,—0 sin, 0) (3.39)

Enfin, dans le repére S’, on a bien évidemment Wy = (0,0, lﬁ). Dongc, au total, les composantes de la
vitesse angulaire exprimées en fonction des angles d’Euler sont

¢ sin1) sin @ + 0 cos )
w=| ¢ cospsin@ — O sina (3.40)
¢ cos 6 +)
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Chapitre 3. Mouvement des corps rigides

Théoreme du moment cinétique

Le théoreme du moment cinétique stipule que la dérivée par rapport au temps du moment cinétique
d’un objet est donnée par le couple total agissant sur l'objet :

dL
— =N (3.41)
de
Le couple N est défini par
N=>r,Af, (3.42)
a
ou f, est la force appliquée sur la particule a de 'objet. La démonstration est élémentaire :
dL d
E = a Z(ra A pa)
¢ (3.43)

= Z(fa APq T 14 /\pa)
a

Comme la quantité de mouvement p, de la particule a est parallele a sa vitesse 1, et que la dérivée
de la quantité de mouvement p, est précisément la force f,, le théoréme s’ensuit.

Par contre, ce théoréme a une portée plus grande qu’il ne parait a premiere vue. Rappelons a cet
effet le théoreme de Konig pour le moment cinétique.

Théoréme 3.2 Théoréme de Konig pour le moment cinétique

le moment cinétique d’un objet est la somme du moment cinétique intrinséque L, calculé par
rapport au centre de masse de l'objet, et d’une contribution r., A p, appelée moment cinétique
orbital, qui serait le moment cinétique du systeme si toute la masse de celui-ci était concentrée
en son centre de masse (p est la quantité de mouvement totale de I'objet) :

Preuve:Considérons un point r, en mouvement et le référentiel S’ attaché a ce point. Ce réfé-
rentiel peut en général étre accéléré, c’est-a-dire non inertiel. La position de la particule a dans
S’ est 1/ = r, —ro. Donc la vitesse de la méme particule dans S’ est v/ = v, — ;. Le moment
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C. Théoréme du moment cinétique

cinétique évalué a r, dans le référentiel S’ est alors
N
/
L = 2 :ma(ra —1'0) A (Va _VO)
a=1

N
=L— m,ro AV, — m,r, Avgy+ m,ro AV
;ao a ;aa 0 ;ao 0 (3.45)

=L—19A (Z mava) — (Z mara) AV +mrg Avy
a a

ZL—TO/\P—m(l‘cm—ro)/\Vo

ol p est I'impulsion totale du systéme et m sa masse totale. En particulier, si ry = r.,, on retrouve
la relation L., = L—r., AP, ce qui démontre le théoreme.

Le second théoreme de Konig s’applique aussi au couple total :
N=N., +r,,,Af (3.46)

ol f est la force totale agissant sur le systéme. La méme démonstration que ci-haut peut étre reprise,
en la modifiant légérement :

N = Z(ra —1o) Af,
a
NS, (3.47
a

=N—I‘0/\f

Sirg = ry, on retrouve la relation N, = N—r., A f. Notons ici que la force f, est indépendante du
référentiel.

Le second théoréme de KOnig ne serait pas trés utile si le théoreme du moment cinétique ne s’appli-
quait pas séparément au moment cinétique intrinséque et au couple intrinseque :

dL,

Cette relation n’est pas immédiatement évidente, car le théoreme du moment cinétique découle de
la deuxiéme loi de Newton (f = ma) et celle-ci n’est strictement valable que dans un référentiel
d’inertie, alors que la relation (3.48) reste valable méme si le centre de masse de I'objet est accéléré.
Pour démontrer la relation (3.48), substituons les relations (3.44) et (3.46) dans le théoréme du
moment cinétique (3.41) :

dL d
d‘;‘“ + E(rcm AP) =Ny + ey A f (3.49)
Or,
d dr, dp
— AP)=——Ap+T.pyA—
dt(rcm P) ar [P Tem Ay (3.50)
=V AP+ Tem A
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Le premier terme s’annule, car p = mv,,. On peut donc affirmer, par différence avec I'équation
précédente, que N, = dL.,/ dt, c’est-a-dire que le théoreme du moment cinétique s’applique aux
parties orbitales et intrinseques séparément.

D Tenseur d’inertie

3.D.1 Relation entre vitesse angulaire et moment cinétique

Passons maintenant a une description de la dynamique des corps rigides. Désignons par r, les posi-
tions des différentes particules formant I'objet rigide, et par m, leurs masses. Nous avons vu a I'éq.
(3.31) que la vitesse d'une particule liée a I'objet est donnée par v, = w A r,. Cette équation est
valable dans tout repére, parce qu’elle est exprimée en fonction de vecteurs et non de composantes
particuliéres.

Le moment cinétique d’'une particule étant défini comme L = r A p = mr A v, le moment cinétique
total de I'objet a 'expression suivante :

L= Z Mgty AV, = Z myra A(wAr,) = Z mg [wri —r,(w- ra)] (3.51)
a a a
ou, en fonction des composantes,
2
Li :Zma [wira—wjxaixaj] =Il]w] (352)
a
ol la matrice I est définie par ses composantes :
_ 2
Iij —Zma [ra6ij—xaixaj:| (3.53)
a
ou, explicitement,
2, .2
Yd +Za —XaYa —XqZq
I= Zma —XaYa xi +z§ —YaZa (3.54)
2, .2
‘ —XqZq —Ya%a Xa + ya

Cette matrice se calcule dans un repére d’axes fixes a 'objet, sinon elle change en fonction du temps !
On l'appelle la matrice d’inertie de I'objet. Plus précisément, il s’agit d’un tenseur, dont les compo-
santes prennent la forme d’'une matrice. En notation matricielle, la relation entre vitesse angulaire
et moment cinétique peut s’écrire de maniére concise comme

L=TIw (3.55)
L'énergie cinétique associée a la rotation de l'objet est, quant a elle,
1 1 1
T= EZmavi = EZmava-(o)/\ra) = EZmaow(ra/\va)
a a

a
(3.56)
= %w-Zma(ra/\va)= %arL: %o’SIw
a



3.D.2 Tenseurs et axes principaux

Un ensemble de trois quantités sous forme de vecteur colonne x forment un vecteur dans I'espace si,
lors du passage S — S’ entre deux repéres cartésiens, elles se transforment comme indiqué en (7.30)
ou, plus explicitement,

L'idée essentielle est que les composantes du vecteur changent d’'un repére a l'autre, mais le vec-
teur géométrique reste le méme et existe indépendamment des repéres utilisés pour en décrire les
composantes.

Un tenseur de rang 2 est une quantité géométrique qui est représentée, dans un repere donné, par
une matrice T. Les composantes de cette matrice changent d’un repere a 'autre en suivant la regle :

T/, =RgR;Tq ou | T'=RTR (3.58)

Encore une fois, l'objet physique qu’on appelle tenseur est indépendant du repére, mais ses compo-
santes ne le sont pas. Notons que la matrice antisymétrique 2 représentant la vitesse angulaire se
transforme précisément de cette maniere, selon I’éq. (3.23). On peut donc affirmer que 2 constitue
un tenseur antisymétrique. Il se trouve qu’en trois dimensions, tout tenseur de rang 2 antisymétrique
possede trois composantes indépendantes et peut étre représenté par un vecteur, comme le vecteur
w représente le tenseur ).

De méme, un tenseur de rang 3 est un objet dont les composantes sont affublées de trois indices :
T;jk, et ces composantes se transforment de la maniere suivante :

T/t = RuRjmRinTimn (3.59)

Dans ce cas, on n’utilise pas de notation particuliére, comme la notation matricielle, pour désigner
I'ensemble des composantes. Un vecteur n’est rien d’autre qu’un tenseur de rang 1.

La notion de tenseur est tres importante en géométrie riemannienne, et donc en relativité générale.
Nous I'avons définie ici de la maniere la plus simple possible, mais il faut généralement utiliser des
repéres qui ne sont pas orthonormés et qui ménent a la distinction entre indices covariants et indices
contravariants. Nous ne ferons pas cette distinction ici.

Revenons au tenseur d’inertie. Par construction, la matrice qui le représente est toujours symétrique :
T =T. Cette propriété du tenseur T est valable dans tous les repéres, car

T =RTR=RTR=RTR=T' (3.60)

Puisqu’elle est symétrique, la matrice T peut étre diagonalisée a I'aide d’'une matrice orthogonale,
C’est-a-dire une matrice de rotation. Autrement dit, il existe une matrice de rotation R telle que, dans
le repére S’, la matrice T’ = RTR est diagonale. Il est avantageux d’adopter non seulement des axes
cartésiens fixes a 'objet, mais des axes en fonction desquels la matrice d’inertie est diagonale :

I, 0 0
I=|0 1, 0 (3.61)
0 0 I
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Chapitre 3. Mouvement des corps rigides

On appelle ces axes les axes principaux de I'objet. Chacune des trois composantes diagonales est le
moment d’inertie selon I'axe correspondant :

I, = Z:ma(x2 + x3 I, = z:ma(x1 + x3 I; = Z:ma(x1 +x2 (3.62)

L'énergie cinétique prend alors la forme simple

T= 1l w?+3L02+ 1302 (3.63)
b4 ¥4
i (B)
¥4
: D)
L/2 : L/2 o

FIGURE 3.3

Exemple 3.1 Moment d’inertie d’'un anneau

Considérons un anneau de rayon R et de masse M (fig. 3.3A). Calculons le moment d’inertie I
par rapport a ’'axe de 'anneau. Comme tous les points de 'anneau sont situés a égale distance de
I'axe de rotation (on néglige ici la largeur de 'anneau), la définition (3.62) donne simplement

1= m;p? =R?> m; = MR? (3.64)
i i

La méme formule s’applique a un cylindre creux d’épaisseur négligeable par rapport a son rayon.

Exemple 3.2 Moment d’inertie d’'un disque ou d’un cylindre
Considérons un disque plein de rayon R et de masse M (fig. 3.3B). On peut diviser ce disque
en une série d’anneaux concentriques de rayon r (r va de 0 a R). Chacun de ces anneaux a une
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largeur dr et posséde une masse 27tor dr, ou o est la densité superficielle (constante) du disque.
Le moment d’inertie de ’'anneau de rayon r est donc dI = 2o r3 dr et le moment d’inertie total
est

R
1 1
1= J dr 2rnor® = EmR“ = 5MR2 (M = nR%0) (3.65)
0
Remarques:

4 Cette expression vaut aussi pour un cylindre de hauteur h. En fait, la distribution de la
masse en fonction de la coordonnée z parallele a 'axe de calcul peut étre quelconque, car
cette coordonnée n’intervient pas dans le calcul du moment d’inertie.

4 Le principe de superposition permet de calculer le moment d’inertie d'un objet pouvant étre
considéré comme la ‘différence’ de deux objets. Par exemple, un cylindre creux de rayon
intérieur a et de rayon extérieur b peut étre considéré comme un cylindre plein de rayon b
duquel on a soustrait un cylindre plein de rayon a < b. Le moment d’inertie d’un tel objet
est alors

I= %7‘:0(b4 —ah) = %7!:0'(b2 —a®)(b%2+a?®) = %M(b2 +a?) (3.66)

Exemple 3.3 Moment d’inertie d’'une sphere

Comme troisiéme exemple, considérons une sphere pleine de rayon R et de masse M (fig. 3.3C).
On peut diviser cette sphere en une série de disques superposés. Un disque situé a une hauteur
z par rapport au centre (z va de —R a R) posséde une épaisseur dz, un rayon r = vR2 —2z2 et
une masse dM = umr?dz ot u est la densité volumique (constante) de la sphére. Le moment
d’inertie de chaque disque est

1 1 1
dl = 5 dMr? = E,urcr4 dz = E,un'(R2 —22)2dz (3.67)

et le moment d’inertie total est obtenu en intégrant sur z de —Ra R :

1 R 8 2 4
[== dz (R? —2%)? = um—R®> = =MR? M = —nR® 3.68
ZMJ_R z (R®—27) i c ( 37 u) (3.68)

Exemple 3.4 Moment d’inertie d’une tige

Comme dernier exemple, considérons une tige de longueur L et de masse M (fig. 3.3D). On
subdivise cette tige en parcelles de longueur dx et de masse Adx, A étant la densité linéaire
(ou masse par unité de longueur) de la tige. Chaque parcelle posséde un moment d’inertie dI =
Ax?dx, ol x est la distance par rapport a I'axe. Le moment d’inertie total est

L2 1 1
I= J dx Ax2 = EM‘B = —ML? (M = AL) (3.69)

—1)2 12
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E Mouvement libre d’un objet rigide

3.E.1 Equations d’Euler

Considérons un objet rigide en rotation libre, c’est-a-dire en I'absence de couple appliqué. Plus pré-
cisément, supposons que le couple appliqué au centre de masse de 'objet, N, est nul. Nous nous
placerons dans le référentiel du centre de masse de I'objet. Un objet qu’on lance dans les airs est un
exemple de cette situation, si on néglige le couple produit par la résistance de l'air. Dans ce cas, le
théoréme du moment cinétique (3.48) stipule que le moment cinétique L de I'objet est constant

Méme si le moment cinétique L de l'objet est constant, les composantes de L dans le repére S’ dont
les axes sont liés a I'objet ne sont pas constantes. D’aprés la relation (3.29), elles obéissent plutot a

la relation suivante :
%—(%) +wAL=0 (3.70)
de ~ \de Jr B ‘

Dans le systeme des axes principaux, la relation entre le moment cinétique et la vitesse angulaire est
L=Ila)1e1 +Iz¢02€2+130)3e3 (371)

Les moments d’inertie I, étant constants, la relation (3.70) équivaut au systéme d’équations suivant,
appelé équations d’Euler :

Ild)l + (13 _:[2)0)26()3 =0
IZ(’L.)Z + (11 _13)6030)1 =0 (372)
13‘03 + (12 _Il)wl(l)Z =0

3.E.2 Rotation libre d’un objet symétrique

Supposons maintenant que deux des moments d’inertie de l'objet soient identiques, disons I; =
I, = 1. Cest le cas si 'objet a une symétrie de rotation par rapport a 'axe e, mais cette condition
n’est pas nécessaire ; par exemple, un parallélépipede a base carrée respecte cette condition. On dira
cependant qu'un tel objet rigide est symétrique. Les équations d’Euler se simplifient ainsi pour un
objet symétrique :

Wy +ywyows =0 L1
53—

I

Wy —Ywsw; =0 ou y= (3.73)

Donc, dans ce cas, w4 est constant. D’autre part, en différentiant la premiére équation et en substi-
tuant dans la deuxiéme, on trouve
@1+ (Yws)?w; =0 (3.74)

2. Nous ne ferons plus la distinction entre L et L., dans cette section, car il est entendu que nous plagons l'origine au
centre de masse de l'objet.
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La solution de cette équation nous est bien connue :
wi(t)=Acos(T't + ¢) I'=yw; (3.75)

ol A et ¢ sont des constantes déterminées par les conditions initiales. De méme, w,, oscille avec la
méme fréquence et s'obtient directement de la premiere des équations (3.73) :

wy(t) =Asin(T't + ¢) (3.76)

Le vecteur w| = wje; + w,e, tourne donc dans le temps dans le repére lié a 'objet, & une fréquence
I' = yws;. La grandeur w de cette projection est fixe dans ce référentiel, et donc dans le référentiel
inertiel également (la grandeur d’'un vecteur ne change pas d'un référentiel inertiel a un référentiel
en rotation). D’autre part, comme w5 est constant, la grandeur du vecteur w est fixe dans les deux ré-
férentiels, mais ce vecteur précesse autour de I'axe e; dans le référentiel fixe a 'objet. Ce mouvement
de rotation est appelé nutation.

FIGURE 3.4
Orientation relative des vecteurs L et w dans le probleme de
la nutation d’un objet libre.

Considérons maintenant la figure 3.4. Le vecteur L est fixe dans I'espace (disons, dans la direction z).
Nous venons de voir aussi que le vecteur w tourne autour de I'axe es ; la fréquence de cette rotation,
vue du référentiel 1ié a I'objet, est I'. Comme w4 est constant dans le temps, Iswy = Ly I'est aussi :
la composante de L le long de I'axe e; est constante dans le temps et donc I'angle a entre e; et L est
constant. Enfin, la projection de w sur L est elle aussi constante dans le temps, car 'énergie cinétique
de rotation, qui est constante, est %L - w; les grandeurs de L et de w étant constantes, 'angle entre
L et w I'est donc aussi. Donc les trois vecteurs es, w et L sont rigides les uns par rapport aux autres.
Appelons S; le référentiel dans lequel ces trois vecteurs sont fixes. Ce référentiel, donc I'axe e; et le
vecteur w, tournent autour de L a une fréquence €2, la véritable fréquence de nutation observée, qui
n’est pas identique a I', comme nous allons le voir.

Le référentiel S5 est en rotation par rapport aux axes liés a 'objet. La vitesse angulaire de cette
rotation est précisément I'e; : cest la vitesse angulaire de « par rapport aux axes fixes, tel que
démontré par les équations d’Euler. Or, la rotation de S; par rapport a 'espace — de vitesse angulaire
Qz — est la composition de la rotation de S; par rapport a 'objet — de vitesse angulaire T'e; — et de
la rotation de I'objet par rapport a 'espace — de vitesse angulaire w. Autrement dit, la rotation de
S; par rapport a 'espace s’obtient en ajoutant deux mouvements de rotation — et donc deux vitesses
angulaires, comme suit :

Qz=Te;+w (3.77)
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En projetant cette relation sur le vecteur e;, on trouve

I
Qcosa=T+w; = T%B (3.78)
La fréquence de nutation est donc
I3 w
=22 (3.79)
I cosa

Par exemple, dans le cas d’'un disque plat de rayon a, on montre que I = %ma2 et on sait que
I3 = %maz. Si la nutation est de petite amplitude (a petit), alors cosa &~ 1 et la fréquence de
nutation observée est environ deux fois la vitesse angulaire de rotation w5 de I'objet. Si une fleche
était dessinée sur le disque de son centre vers le bord, alors deux périodes de nutation se produiraient
dans le temps que la fleche effectue une rotation compleéte.

Nutation de la Terre

Il est tentant d’appliquer ce calcul a la rotation de la Terre. La Terre étant 1égerement aplatie mais
symétrique par rapport a son axe, on a I; =, < I3. On évalue le rapport y a

I,—1I

Y= ~ 0,00327 (3.80)
En théorie, 1a période de nutation 2nT~! de la Terre (par rapport aux axes fixes a la Terre) devrait étre
de 306 jours. Cependant, la réalité est plus compliquée, car la Terre n’est pas un objet parfaitement
rigide. Un mouvement de nutation de faible amplitude (environ 15 m d’amplitude au p6le nord)
est observé, mais il n’est pas régulier, c’est-a-dire qu’il est la superposition de différents mouvements
de fréquences différentes. Il comporte une composante annuelle attribuée aux saisons (reliée au
mouvement des masses d’air, etc.) et une autre composante importante d’'une période de 420 jours,
qui correspond plus a la nutation prédite. Cette période plus longue que prévu (420 jours au lieu de
306) peut étre attribuée a I'élasticité interne de la Terre.

3.E.3 Rotation libre d’un objet asymétrique

Supposons maintenant que les trois moments d’inertie de I'objet sont différents : I; > I, > I5. Nous
pouvons qualitativement comprendre le mouvement de I'objet sans avoir recours aux équations d’Eu-
ler. En fonction des composantes (L, Ly, L3) du moment cinétique dans le repére des axes principaux,
la conservation de I’énergie cinétique T définit une surface, un ellipsoide appelé ellipsoide de Binet,
spécifié par '’équation suivante :

i L 15 _

L+ = (3.81)
21, 21, 2I,

Les longueurs des demi-axes de cet ellipsoide sont respectivement données par 4/2I;T, 4/2I5T et
4/ 2I3T. D’autre part, la conservation du moment cinétique dans l'espace se traduit par un vecteur
(L;,L,,L3) de longueur constante, dont I'extrémité se déplace sur la surface d'une sphére de rayon
|L| dans le repere fixe a 'objet. L’équation de cette sphére est

L2 +12+13 =L (3.82)
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E. Mouvement libre d’un objet rigide

Au cours du temps, le vecteur (L;,L,,L3) se déplace donc sur l'intersection d’une spheére et d’un
ellipsoide.

Cette vision géométrique aide a comprendre pourquoi la rotation d’un objet par rapport a un axe
principal est stable dans le cas du moment d’inertie minimum (I3) et du moment d’inertie maximum
(I,), mais instable dans le cas du moment d’inertie moyen (I,). Ceci est illustré a la Fig. 3.5. Si la
rotation est initiée exactement par rapport a I'axe 1, alors le moment cinétique demeure parallele
a la vitesse angulaire et L, = Ly = 0 en tout temps. Ce mouvement correspond au point indiqué a
I'intersection de I'axe 1 et de I'ellipsoide de Binet. Si la rotation dévie légérement de I'axe 1, alors les
composantes L, et L3 resteront petites au cours du temps ; ce mouvement correspond a une courbe
fermée qui entoure la méme intersection. La méme chose se produit si la rotation est initiée par
rapport a 'axe 3. La rotation par rapport a ces axes est donc stable : une petite déviation par rapport
a I'axe reste petite au cours du temps.

Par contre, un phénomene intéressant se produit si la rotation est initiée par rapport a 'axe 2, c’est-
a-dire 'axe moyen, dont le moment d’inertie I, a une valeur intermédiaire entre I, et I5. Dans ce
cas, la rotation exacte par rapport a 'axe 2, méme si elle est mathématiquement possible, est une
solution instable des équations d’Euler : la moindre variation par rapport a cet axe fait suivre au
vecteur (L1,L,,L3) une grande courbe fermée qui croise l'intersection de 'axe 2 avec 'ellipsoide.
En pratique, cette instabilité est facilement visible si on essait de mettre un objet possédant trois
axes clairement différents (par exemple un livre dont les couverts ont été préalablement attachés)
en rotation par rapport a son axe moyen.

FIGURE 3.5

Lellipsoide de Binet et le mouvement du moment ci-
nétique dans le repere des axes fixes a 'objet. Les trois
axes principaux (1, 2 et 3) sont indiqués. Les courbes
bleues sont les intersections de l'ellipsoide avec des
spheres de rayons différents.
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F Mouvement d’une toupie symétrique

3.E1 Lagrangien, hamiltonien et probleme effectif a une variable

Considérons maintenant le probléme d’une toupie symétrique avec un point fixe, tel qu’illustré a la
figure 3.6 : le pivot de la toupie est a l'origine, et son centre de masse est situé a une distance h du
pivot, le long de son axe de symétrie.

Décrivons le mouvement de la toupie en spécifiant les angles d’Euler requis pour amener le repere
fixe dans I'espace (axe z vertical) vers les axes principaux de la toupie a un moment donné. Sur la
figure 3.2, les axes primés (x’, y’,z’) sont les axes principaux de 'objet. Donc les dérivées temporelles
des angles d’Euler ont l'interprétation suivante :

1. 4 : rotation de la toupie par rapport & son axe de symétrie.
2. ¢ : précession de la toupie par rapport a la verticale
3. 6 : nutation de 'axe de la toupie du haut vers le bas par rapport a la verticale.

Cependant, d’apreés la relation (3.40), la composante de la vitesse angulaire le long de I'axe de sy-
métrie de la toupie est _ .
w3 =¢cosO + (3.83)

et non simplement 4. Ceci s’explique par la contribution du mouvement de précession, donc de ¢, a
la rotation par rapport a I'axe de symétrie. En particulier, lorsque 6 = 0, il est clair que w5 = ¢ +1) >

2z

FIGURE 3.6

La toupie est dans un champ gravitationnel constant, et son énergie potentielle est V.= mgh cos 6
(hcos O est donc la hauteur z du centre de masse par rapport au sol).

D’apres les équations (3.63) et (3.40), la fonction de Lagrange correspondante est

L= %I {(qb sin1) sin @ + 0 cosy)? + (¢ cos sin 0 — 6 sim/;)z} + %Ig(qS cos 6 + )2 —mgh cos 6
(3.84)

3. Il y a d’ailleurs, pour cette valeur de 6, ambiguité dans la définition des angles d’Euler, c’est-a-dire que plusieurs
combinaisons de ¢ et 1) correspondent a la méme rotation.
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E Mouvement d’une toupie symétrique

En simplifiant, ceci se réduit a

L= 21($%sin® 6 + 02) + 115(¢ cos 0 +)? —mgh cos 6 (3.85)

Equations du mouvement
Les moments conjugués aux trois angles d’Euler sont les suivants :

oL

py ==+ =1I3(¢cosO +v) =I33 (3.86)
Y
oL o . . o
p¢=8—¢.):Ism 0 ¢ +13cos6(¢p cosO +1p) =1sin" 60 ¢ + p,, cos & (3.87)
oL :
=—=1I6 3.88
Po=—3 (3.88)

Comme le lagrangien ne dépend explicitement ni de ¢, ni de v, les moments conjugués p, et py,

sont conserves : aL aL
¢ oY

C’est 1a tout 'avantage d’utiliser les angles d’Euler comme coordonnées généralisées. En particulier,
le taux instantané de précession ¢ s’exprime en fonction de ces moments conjugués et de 6 :

. Dy —DPycost
=— 3.90
¢ Isin? 6 ( )
L'équation de Lagrange pour 6, la seule qui soit non triviale, est
oL
Dg = — 3.91
Po = 75 (3.91)
ou, en développant explicitement,
10 =1sin6 coqul')z—pw(f) sin@ +mghsinf (3.92)
Lorsqu’'on l'exprime en fonction de py au lieu de ¢, cette équation devient
. (pp —pycosB)(pycosh—py)
16 = P — Py Po Py +mghsin 6 (3.93)

Isin® 6

Hamiltonien
Construisons maintenant le hamiltonien, d’aprés le lagrangien (3.85) et les moments conjugués

(3.86-3.88) :
H=pyy +pyd +peb—L

2 2 2
p (py — Doy cOS 6) (3.94)
- Po ¢ w 5 +mghcos 6
2I; 21 2Isin“ 0
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FIGURE 3.7

On peut aussi comprendre cette expression directement, sachant que I'énergie cinétique en fonction
des composantes du moment cinétique est

12 12 12

T=—2+-142 (3.95)

21, 21 21
En posant que I'axe e; est dans la direction de la ligne des noeuds, 'axe e, est alors perpendiculaire
ala fois a 'axe de symétrie e et a e;. D’apres la définition des angles d’Euler, les moments conjugués
(py>Pg»Pg) sont respectivement les composantes de L le long de I'axe e, z et e; (i.e. la ligne des
noeuds). Les deux premiers termes de (3.94) sont donc évidents. Par contre, comme 'axe z fait un
angle 0 par rapport a e; et /2 — 6 par rapport a e, (voir fig. 3.7), on a

P — Dy cos O

py =L, =L3cos0 +Lysint =py cosO +L,sin6 = L, = 0
sin

(3.96)

ce qui méne directement au troisieme terme de (3.94).

On constate que, le Hamiltonien ne dépendant ni de v, ni de ¢, les moments p,, et p, peuvent
étre traités comme des constantes. Autrement dit, le probléme se réduit a une seule coordonnée, 6,
évoluant dans une énergie potentielle effective donnée par

(py — Py cos 0)
2Isin% 0

Veg(0) = + mghcos 6 (3.97)

(le premier terme de (3.94) étant, de ce point de vue, une constante). La conservation de ’énergie
s’écrit alors comme E =T 4+ V, ou encore

E=

2 : 2
Py 1602 (py —pycost)
LAt w 5 + mghcos 6 (3.98)
2I; 2 2Isin“ 6

3.E2 Précession uniforme
Considérons une solution particuliere du mouvement de la toupie, dans laquelle I'angle 6 est

constant. Dans ce cas, il est clair, d’aprés 'éq. (3.90), que ¢ est constant lui aussi, donc que la
précession est uniforme. L'équation du mouvement (3.92), appliquée au cas 6 constant, équivaut
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E Mouvement d’une toupie symétrique

a la condition que le systéme se situe au minimum du potentiel effectif. Décrivons ce potentiel en
fonction de la variable u = cos 0 :

(py — pyu)?

Vere(w) = 1 —u?)

+mghu (3.99)

La condition de minimisation de ce potentiel est

(P —pyu) (Py —Pwu)z
(1—u?2) 11 —u2)

Vo) = mgh—py,

(Py —Pytt)

=mgh+ 1o 2y (@ =uPpy +ulpy —pyw) (3.100)
(P¢ —Pwu)(llp(;; —Pw)

=mgh+ (1—w) =0

Exprimons cette condition en fonction de ¢ et non de Py, en utilisant 'expression (3.90) :

. D¢ — Dyl :

¢ = ﬁ = py =I¢(1—u2)+up¢ (3.101)
ce qui entraine .
;o $(ups —py)
Vig(u) = mgh + DN
h(—(1—u?)py, + uld (1 —u?
=mgh+¢( (1—u)py +ulp(1l—u?)) (3.102)
(1-u?)

=mgh+ q§(—p¢ +ulg)
= mgh—cf)pw +1¢%cosh =0

(nous avons exclu la possibilité 8 = 0, que nous traiterons a la section 3.E4). Il s’agit d'une équation
quadratique en ¢, dont la solution est

. Imghcos 6
¢ = Py ) _ |, _4mghcos® (3.103)
2Icos 6 pfp

Le signe négatif de la racine a été choisi, de sorte que le taux de précession s’annule dans la limite
g — 0 (absence de couple).

On note que cette solution est impossible si le discriminant est négatif. Il en résulte une condition
élémentaire pour I'existence d’une précession uniforme :

4lmghcos 6 < p = w3 (3.104)

Autrement dit, il faut que la rotation de la toupie autour de son axe de symétrie soit suffisamment
rapide.
Le régime d’une toupie rapide est défini par 'approximation

I

%Igwg > 2mghg (toupie rapide) (3.105)
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et décrit la situation ot I'énergie cinétique de rotation autour de I'axe de symétrie est beaucoup plus
grande que la variation possible de I'énergie potentielle. Lexpression de la fréquence de précession
se simplifie alors, en utilisant le développement du binéme sur I’éq. (3.103) :

I 2Imgh cos 0 h
398 [ _2MERCOSTAL _ Mg (3.106)
2Icos O w3 I35

3.E3 Solution générale

Afin d’étudier le mouvement général de la toupie symétrique, en utilisant le plus possible les lois de
conservation, il est pratique de définir les parametres a, b, a et 3 :
2mgh

2E — [ w2
- 33 p=""" (3.107)

Les parametres a et b ont les dimensions d’une vitesse angulaire, alors que a et 3 ont les dimen-
sions d’une vitesse angulaire au carré. En fonction de ces parameétres, 'équation de conservation de
I'énergie (3.98) prend la forme suivante :

(b—acos6)?

sin? 0

a=0%+ + B cosH (3.108)

alors que la vitesse de précession ¢ s’exprime comme suit :

. b—acos6
=— (3.109)
sin @
Procédons ensuite au changement de variable suivant : u = cos 0. En fonction de u, '’équation (3.108)
devient
2 =1—-u®)a—pu)—(b—au)?® = f(u) (3.110)
On peut facilement séparer les variables et obtenir une expression intégrale qui, en principe, nous
donne I'évolution dans le temps de u, et donc de 0 :

- J du
V(1 —u?)(a—pu)—(b—au)?
Cette intégrale peut étre réduite a des fonctions elliptiques, ou simplement étre calculée numérique-

ment. Donc en principe le probléme est résolu, puisque connaissant u(t), et donc 8(t), on peut en
déduire ¢ (t) et Y(t) en utilisant l'expression des moments conjugués conservés p,, et p.

(3.111)

Cependant, quoiqu’il soit rassurant de savoir comment calculer exactement le mouvement de la
toupie, une description qualitative du mouvement de la toupie serait plus instructive. A cette fin,
rappelons-nous que la fonction

fW)=0—-u)(a—pu)—(b—au)? = pu—u?(a®+ a) + (2ab— flu+ a— b> (3.112)

est & tout moment égale & 1i%. Les racines de f (1) correspondent donc aux points de rebroussement
du mouvement de la toupie, c’est-a-dire aux angles 6 auxquels 6 change de signe, donc entre lesquels
la toupie évolue.
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E Mouvement d’une toupie symétrique

Le polynéme f(u) étant cubique, il posseéde au moins une racine réelle. Dans un cas particulier, il
posséde une racine réelle double, et dans un cas plus général trois racines réelles. Gardons en téte que
la constante f3 est toujours positive ; donc f (u) est négatif quand u — —oo et positif quand u — oo.
D’autre part, quand u = £1, on voit de la définition (3.112) que f (u) < 0. Donc au moins une racine
de f(u) doit doit étre plus grande que 1, alors que cette valeur ne correspond pas a un angle réel
(1 < u < —1). Le mouvement physique de la toupie doit donc correspondre au cas ou deux racines
réelles de f (u) — désignons-les par u; et u, — sont situées dans l'intervalle [—1, 1] (voir figure 3.8).
Le cas d’une précession uniforme correspond en particulier a I'existence d’une racine double u; = u,.

i N/
1 /g uw%

FIGURE 3.8

(B) ©

FIGURE 3.9

es deux racines u; = cos 6, et u, = cos 6, correspondent a deux angles ui bornent le
Les d 1 0, et u, 0, dent a d les 8, < 6, b t1
mouvement de la toupie. Pour préciser les types de mouvement possibles, définissons u’ = b/a et,
pour fixer les idées, supposons que a > 0. Nous avons alors les trois cas suivants :

1. Siu’ > u,, alors b—acos6, > 0 et donc b —acos6 > 0 en tout temps, car cosd < cos 6,.
Cela entraine, d’apres I'éq. (3.109), que ¢ est toujours du méme signe (positif) et donc que le
mouvement de I'axe de la toupie décrit un courbe qualitativement semblable a la figure 3.9C.

2. Si, en revanche, u; < u’ < us, alors le signe de ¢ n’est le méme sur les deux bornes 6; et 6,
et 'axe de la toupie décrit plutot une courbe semblable a la figure 3.9A.

3. Enfin, le cas limite entre les deux se produit lorsque 1’ = u,. Dans ce cas, ¢ = 0 lorsque 6 = 6,
et des pointes apparaissent dans la courbe décrite par I'axe de la toupie, comme illustré a la
figure 3.9B.

Ce dernier cas correspond en fait aux conditions initiales les plus courantes lorsqu’on expérimente
avec une toupie (ou un gyroscope pesant). Supposons en effet que les conditions initiales du mou-
vement sont 0 = 6, et 6 = ¢p = 0. Dans ce cas, on voit que

b=acosf,=au, et a=fcosby=Pu, (3.113)
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et donc

F) =1 =u®)Puy —uw) —aluy —w)* = (w—u)[B(1 —v*) —alu, — )] (3.114)

On voit que, dans ce cas, u’ = b/a = u, est I'une des racines de f(u) et donc correspond au cas
illustré a la figure 3.9B.

3.E4 Toupie dormante

Examinons maintenant le cas particulier d’'une toupie qui tourne rapidement a la verticale, et étu-
dions la stabilité d’'un tel mouvement. Les conditions initiales correspondent danscecasau; =uy, =1
et donc, d’apres les équations (3.113), on a a = b et a = . L'équation (3.110) se simplifie alors
comme suit :

=1 —-u?)(1-w) —a*(1-w?=01-u)?[BQ +u)—d?] (3.115)

11 est donc manifeste que si u = 1 est une racine, cette racine est nécessairement double, c’est-a-dire
u; = Uy = 1. La troisiéme racine, us, est donnée par

aZ

us = —1 (3.116)

Cette solution est compatible avec la solution générale trouvée précédemment si u; > 1, ce qui mene
a la condition

2 I 2 h hl
% >2 ou ( 30)3) > 4mIg ou enfin w% > 4n;2g (3.117)
3

Cette condition correspond a une toupie dite dormante. Dans une situation réelle, le frottement du
pivot réduisant progressivement la valeur de w3, une toupie dormante ‘décrochera’ quand sa vitesse
angulaire w3 tombera en deca de cette valeur critique.

Une autre possibilité de solution est que u5 soit compris entre —1 et 1. Dans ce cas, il suffit de renom-
mer les racines et de supposer plutoét que —1 < u; < 1 et u, = u3 = 1. Cette situation correspond en
fait a une toupie en nutation, mais qui atteint la verticale dans son mouvement de nutation (6, = 0).
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G Précession des équinoxes

La précession des équinoxes est le mouvement de précession de la Terre sous l'influence gravita-
tionnelle de la Lune et du Soleil. Le phénomeéne est aisément décrit par les relations démontrées a la
section précédente, sauf qu’il faut remplacer le potentiel gravitationnel mgh cos 0 par une expression
décrivant I'énergie potentielle de la Terre dans le champ gravitationnel de la Lune et du Soleil.

3.G.1 Energie potentielle d’un objet plongé dans un champ
gravitationnel

Considérons un objet constitué de N particules de masses m, a des positions r,, en présence d'un
champ gravitationnel g(r) créé par une source lointaine située en r, qu’on considérera ponctuelle
aux fins de 'argument. I'énergie potentielle de I'objet est

|ra —I'l

V=-GM Y. Ma (3.118)
a

Supposons que l'origine des coordonnées est placée quelque part dans I'objet, par exemple en son
centre de masse. Si 1, désigne 'angle entre les vecteurs r et r,, on a

1 1 _1 !
v, — 1] \/r2+r§—2rracoswa r\/1+((ra/r))2—2(ra/r)C051/Ja

(3.119)

Vu que la source est lointaine (donc r > r,;), on peut procéder au développement en série suivant :

|ra —l‘l r

1 11\
:_;)(7) P (costhy) (3.120)

ol P, désigne le polynéme de Legendre de degré n.

Rappelons que les polynémes de Legendre sont précisément définis par la fonction génératrice

o0

1
Glx,t) = —— = Ip(t 3.121
(60 = s ;»« 1G] (3.121)

et qu’ils sont obtenus en effectuant correctement le développement binomial. Les premiers poly-
noémes sont

Pi(t) = t
Py(t) = %(Stz—l)
Py(t) = %(Stg—Bt)
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Chapitre 3. Mouvement des corps rigides

Une formule explicite peut étre obtenue pour P, :

@-DU[, 10=1) ., (=DI=21=3) 4.
I [t 22—t Tr2a-@-na-n’ * ]

P (1) = (3.122)
Les polyndmes de Legendre sont habituellement définis entre —1 et 1, et ont la propriété d’orthogo-
nalité sur cet intervalle : .
2
dtP,(t)P,(t) = ——06 3.123

J—1 n(£)Pr(t) 2151 0mn ( )
En plus, on a les valeurs P,(1) = 1 et P,(—1) = (—1)", qui se démontre aisément en posant t =
+1 dans la fonction génératrice G(x,t), qui mene alors au développement géométrique simple de
1/(1 ¥ x). Les cing premiers polynémes de Legendre sont illustrés a la figure 3.10.

1 T T T
P0
P,
0.5 |-
FIGURE 3.10 0 r N
Les 5 premiers polynomes de Legendre.
—0.5 -
P, P, P, P
-1 | | I
-1 —0.5 0 0.5 1
X

En limitant le développement aux trois premiers termes, I’énergie potentielle gravitationnelle a I'ex-
pression suivante :

GM GM GM
V= - (Z ma) — r—gr- (Za: mara) B (Za: my[3(r-r,)?— rzrs]) — (3.124)

a

Désignons par m la masse totale de 'objet. Le premier terme du développement ci-dessus n’est autre
que

GM
Vp = —— (3.125)
r

Le deuxiéme terme n’est autre que

GM
Vv, = —r—er-rcm (3.126)

oll r., est la position du centre de masse de I'objet. Donc ce terme s’annule si on place I'origine des
coordonnées au centre de masse, ce que nous supposerons par la suite.

Enfin, le troisiéme terme est
GM (3 1,
V2 :_r_5 (Exixj—ar 5ij)§maxa7ixa,j (3127)
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On peut exprimer ce terme en fonction du tenseur d’inertie I défini en (3.53) :
Zmaxa’ixa,j =—Ii]~+5l~jZmar§ (3128)
a a

En prenant la trace de cette expression, c’est-a-dire en posant i = j et en sommant sur i, on constate
que

Zmar‘f:—trI +32mar2 == ZmarfzétrI (3.129)
a a a
Donc
Zmaxa’ixa’j = _IU + %511 tr I (3130)
a
Il s’ensuit que
GM (3 1
VZ = ——5 (—Xin — —r25ij) (_Il] + %611 tr I)
e \2 2 (3.131)
GM (3. 1. . 5 )
= — | =X%XIx—=Xkxtr I XX=T
r> \ 2 2

Jusqu’ici nous n’avons pas imposé de contraintes a la géométrie de I'objet. Supposons maintenant
que l'objet a une symétrie cylindrique, de sorte que I; = I, = I # I5. Soit y I'angle que fait I'axe de
symétrie de l'objet avec la direction de la source située en r. Dans le repére des axes principaux de
I'objet, la direction du vecteur x peut étre décrite par I'angle polaire y et un angle azimutal ¢, de
sorte que

x = (rsinycos g, rsinysing,rcosy) (3.132)

et donc
%Ix=r?(Isin®y +I3cos®y) = r? |:I + (I3 —1I) cos? Y] (3.133)

L'énergie potentielle prend donc la forme suivante, en fonction de r et y :

GMm GM
V=" 4 25 (1, — D)Py(cos y) (3.134)
r r

Le premier terme est I'énergie potentielle d’'un objet de masse m enti€rement concentré en son centre
de masse et n'implique pas du tout l'orientation de 1'objet. Ce terme n’aura donc aucun réle a jouer
dans la précession des équinoxes. Nous allons donc nous concentrer sur le deuxieme terme.

Lors du mouvement orbital de la Terre autour de la source (ou vice-versa, si la source est la Lune)
I'angle y va changer. Cependant, la précession des équinoxes est un phénomene tres lent, de sorte
qu’en premiére approximation, l'orientation de I'axe de la Terre est toujours la méme, alors que le
vecteur r effectue une révolution compléte. Nous pouvons donc calculer la moyenne du potentiel V,
le long d’'une orbite compléte et utiliser cette valeur moyenne dans le traitement de la précession.
Nous allons supposer que l'orbite de la Terre autour du Soleil est circulaire, c’est-a-dire que nous
allons négliger la faible excentricité de I'orbite terrestre. Soit 8 I'angle que fait 'axe de symétrie de
la Terre par rapport a I'axe polaire de l'orbite (I'axe perpendiculaire au plan de I'orbite) et 1) 'angle
azimutal de la Terre le long de son orbite circulaire (voir figure 3.11). Le cosinus de ’angle y entre
I'axe de la Terre et sa position le long de son orbite est donné par le produit scalaire

cosy = (0,—sin6,cos ) - (cosn,sinn,0) = —sin O sinn (3.135)
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Chapitre 3. Mouvement des corps rigides

FIGURE 3.11

La moyenne du carré {cos?y) se calcule facilement :
(cos?y) = sin? O (sin® n) = %Sin2 0= % — % cos® 0 (3.136)

Donc
(Py(cosy)) = % % — % cos? 0) — % = —% %cos2 60— %) = —%Pz(cos 0) (3.137)

Le potentiel moyen que nous allons utiliser pour étudier le mouvement de précession est donc

V(60) 2—%(13—1)%(@5 0) (3.138)

3.G.2 Fréquence de précession

Le lagrangien décrivant la rotation de la Terre sur elle-méme est une modification triviale du lagran-
gien (3.85) de la toupie symétrique, ot le potentiel V(6) est maintenant donné par I'éq. (3.138) :

L=21($?sin? 0 + 62) + 215( cos 6 + )2 —V(6) (3.139)

L’équation du mouvement (3.92) est alors remplacée par

16 =Isin9c059<ﬁ2—p¢¢sin9—a—v

| oY (3.140)
:sine{—1c059¢2—p¢¢+a—} (u=rcosB)
u
La fréquence de précession uniforme s’obtient en posant 6 =0 :
: AY
—Ic059¢2—p¢¢+a—=0 (3.141)
u

La solution se trouve en trouvant les racines de cette équation quadratique. Un raccourci vers une
réponse utile se prend en reconnaissant que la rotation de la Terre est rapide en comparaison de sa
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précession, de sorte que le deuxiéme terme de I’équation ci-haut domine complétement le premier.
Dans ce cas, on trouve immédiatement

1y
B py u
GMI;—I
=3 P,(cos 0) (3.142)
2r3 136()3
3GM I3—1I
=— 3 cos 0
26()37"3 13
Dans le cas de la Terre,
I;—1
31 =0,00327 (3.143)
3

et 'angle 6 vaut 23°27’. Une évaluation numérique meéne a une période de précession de 81 000 ans.
La période mesurée est de 25 771 ans, ce qui correspond a un déplacement angulaire de 50, 26" par
année. La différence est bien sfir attribuable a I'influence de la Lune, qui est plus forte que celle du
Soleil. Méme si la masse M de la Lune est considérablement plus petite que celle du Soleil, le rayon
de son orbite est aussi beaucoup plus petit, et le rayon intervient au cube dans la formule (3.142).
Un calcul correct doit ajouter l'effet de la Lune a celui du Soleil, et tenir compte du fait que I'orbite
de la Lune autour de la Terre n’est pas exactement dans le méme plan que celle de la Terre autour
du Soleil. Le résultat de ces effets est une valeur théorique compatible avec la valeur observée.
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Chapitre 3. Mouvement des corps rigides

Problemes

Probleme 3.1 Matrice de rotation générale
Nous allons vérifier dans ce probleme que les éléments de la matrice de rotation R(n, ), ou n
est un vecteur unitaire, sont donnés explicitement par 'expression suivante :

R;j =nin;j(1—cos0)+ 5;;cos 0 + &;j,ny sin 6 (3.144)

ij =

[A] Montrez que cette expression définit une matrice orthogonale.

Montrez que l'application de cette matrice sur le vecteur n le laisse invariant.

Vérifiez que la trace de cette matrice est ce qu’elle devrait étre pour une rotation d’angle 6.
[D] Montrez qu’on retrouve la forme connue de la matrice de rotation dans le cas n = z.

[E] Montrez qu’en langage vectoriel, le vecteur x’ = Rx s’exprime comme

r=n-r(1—cos@)n+rcosd +rAnsind (3.145)

Probleme 3.2 Rotations et matrices de Pauli
Dans ce probléme nous allons explorer une représentation des rotations en fonction de matrices
unitaires 2 x 2. Commencons par définir les trois matrices suivantes, dites matrices de Pauli :

01 0 —i 1 0 (3.146)
o= Oy = O3 = .
1o 2"\i o *7lo —1
Ces trois matrices sont hermitiennes : O"i'r =0;.

[A] Montrez que ces matrices obéissent aux relations suivantes :

O-io-j :51]]1 +i€ijko-k (3147)

Si n est un vecteur unitaire quelconque, montrez que

e!™% = JTcosa+io-nsina (3.148)
ol a est un réel quelconque. Nous avons introduit un ‘vecteur de matrices’ o, dont les compo-
santes sont les matrices de Pauli. Ainsi, n- o = n;0; + ny0, 4+ n303 est une matrice hermitienne
2 x 2. Indice : pour calculer 'exponentielle, utilisez son développement en série de Taylor, ainsi
que la propriété (o -n)? = I, que vous devrez démontrer.

Une matrice U est qualifiée d’'unitaire si son inverse est donné par son conjugué hermitien :
U'U = 1. Montrez que la matrice exp(ian - o) est unitaire.
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G. Précession des équinoxes

[D] Etant donné un vecteur r, on peut former la matrice r-o. On peut donc faire correspondre une
matrice hermitienne 2 x 2 a un vecteur r. Montrez que si on définit un vecteur t’ par la relation

¥ -oc=U(-o)Uu' (3.149)

ot U est une matrice unitaire, alors |t/| = |r|. La matrice U effectue donc une rotation sur le
vecteur r, mais via une application plus complexe qu'une simple multiplication matrice x vecteur.

[E]| Montrez que la matrice unitaire
U(n, 0) = e™9/2 = T¢cosh/2+ic-nsinh/2 (3.150)

produit sur la matrice r - o l'effet correspondant a la matrice de rotation R(n, 8) sur le vecteur r.
Autrement dit, montrez que
U(n,0)(r-o)U'(n,0)=1r"-0o (3.151)

r=n-r(l—cosO)n+rcosf +rAnsinf (3.152)

Vous devez pour cela utiliser les propriétés des matrices de Pauli démontrées plus haut.

Probleme 3.3 Matrices de rotations

Vérifiez que les matrices de rotation R; = R(z, ) et R, = R(x, 5) ne commutent pas. Exprimez
les produits des deux matrices, dans un ordre et dans l'autre (c’est-a-dire R;R, et R,R;), en
fonction d’une matrice de rotation simple. Cela nécessite de déterminer 'axe et I'angle de la
rotation associés a chacun des produits. Note : I'utilisation de Mathematica, notamment de la
fonction RotationMatrix, est permise, et peut étre utile, surtout pour la derniére partie.

Probleme 3.4 Vitesse angulaire dans le repere fixe

Exprimez les composantes de la vitesse angulaire w dans le repere fixe dans I'espace S — au lieu
du repere fixe a I'objet — en fonction des angles d’Euler et de leurs dérivées. Comment peut-on
décrire la différence entre 'expression obtenue et celle qui s’applique au repére S’?

Probléme 3.5 Tenseur d’inertie de la molécule de méthane

La molécule de méthane (CH,) a la structure géométrique d’un tétraédre régulier, avec le car-
bone au centre et les 4 hydrogénes sur les sommets. Exprimez la matrice d’inertie d'une molécule
de méthane en fonction de la distance a entre le noyau de carbone et chacun des noyaux d’hy-
drogéne, et de la masse m du proton (on néglige la masse de I'électron).
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Probleme 3.6 Moment d’inertie d’'un disque mince
Calculez le moment d’inertie d’'un disque de rayon a, de masse m et d’épaisseur négligeable, par
rapport a un axe qui le traverse le long d'un diametre.

Probleme 3.7 Moments d’inertie d’un ellipsoide

[A] Calculez les moments d’inertie I; = I, = I et I; d’un ellipsoide de révolution de densité
uniforme et de masse m dont les demi-axes sont a dans le plan xy et ¢ le long de I'axe des z.

Dans le cas ou c est trés proche de a, trouvez une approximation simple pour le rapport

(Is—=D/1

Probleme 3.8 Angles d’Euler et rotation libre

Utilisez les angles d’Euler pour décrire la rotation libre d'un objet. Adoptez la direction du mo-
ment cinétique conservé L comme axe des z. Démontrez que (i) 6 est constant et (ii) la grandeur
du moment cinétique est L = I¢.

Probleme 3.9 Toupie dormante et potentiel effectif

[A]En général, le potentiel effectif d'une toupie symétrique diverge quand 8 — 0. A quelle condi-
tion cette divergence est-elle absente ?

Dans I'hypothése ol cette condition est satisfaite, sous quelle condition supplémentaire la
solution 8 = 0 est-elle stable, c’est-a-dire la toupie est-elle dormante ? Obtenez cette condition
uniquement en considérant un développement de Taylor du potentiel effectif au deuxieme ordre
en 6.

Probléme 3.10 Toupie reposant sur une plaque sans frottement

[A] Au lieu de supposer qu'une toupie symétrique est liée & un pivot fixe, supposons au contraire
que sa pointe repose sur une surface sur laquelle elle est libre de glisser, sans frottement. Ecrivez
le lagrangien de ce systeme, en tenant compte maintenant des degrés de liberté associés au mou-
vement du centre de masse de la toupie (translation), en plus des degrés de liberté de rotation
décrits par les angles d’Euler. La contrainte que la pointe de la toupie repose sur la plaque doit
étre décrite par un parameétre de Lagrange. Ecrivez les équations de Lagrange correspondantes.

En supposant que la hauteur z du centre de masse de la toupie est constante, ce qui est un
cas particulier, I'expression de la fréquence de précession est-elle différente de celle associée a
une toupie a pivot fixe? Pour une forme et une masse donnée de la toupie, la valeur de cette
fréquence de précession serait-elle la méme ?

Le cas d’un hauteur z non constante est-il plus difficile a résoudre que pour une toupie a pivot
fixe ? Pourquoi ?
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G. Précession des équinoxes

Probleme 3.11 Précession rapide
Léquation quadratique que respecte la fréquence de précession ¢ dans le cas ol 6 est constant
s’écrit

mgh—¢py +1pcosd =0 (3.153)

Cette équation possede deux racines :

Dy 1— 4Imgh cos 0

h=—> 31 3.154
¢ 2lcosf | | pfp ( )

Nous avons déja étudié le sens de la premiere racine (signe —).
[A] Expliquez le sens de l'autre racine (signe +) dans le cas g = 0.

Que devient cette deuxiéme racine dans le cas ot g est non nul, mais ot la toupie est rapide
(c’est-a-dire quand le discriminant est proche de, mais inférieur a 1) ?

Probléme 3.12 Rotation libre d’un objet asymétrique
Considérez un objet asymétrique, avec trois moments d’inertie bien distincts I; > I, > I3, en
rotation libre dans I'espace.

[A] Montrez qu'un mouvement de rotation uniforme autour de chacun des axes principaux est
toujours une solution aux équations d’Euler.

Montrez que les rotations sont stables autour des deux axes extrémes e; et e3, mais que la
rotation autour de 'axe médian est instable. Pour ce faire, supposez que les deux autres compo-
santes de la vitesse angulaire, au lieu d’étre nulles, sont tres petites, de sorte que leur produit
peut étre négligé, et résolvez les équations d’Euler correspondantes.

Probleme 3.13 Mouvement de billes magnétiques

Une bille de masse m et rayon a possede un moment magnétique permanent M. Ce moment
magnétique, en interaction avec le champ magnétique terrestre B, qu'on considere uniforme et
constant, cause un couple M A B sur la bille. La bille se trouve sur une surface plane; on note
v la vitesse de son centre de masse, nécessairement dans le plan xy. La seule force horizontale
agissant sur la bille est la force de frottement f causée par le glissement du point de contact de la
bille avec le sol. Nous allons adopter le modéle suivant pour cette force : si v, dénote la vitesse du
point de la bille qui touche le sol, la force sera constante en grandeur et opposée a v,.. Par contre,
la force sera exactement nulle si v, = 0. Comme cette dépendance mathématique en fonction de
v, est singuliere quand v, — 0, nous allons plutét la remplacer par la fonction suivante :

v
f=—f—"— ol 7 est une quantité petite (3.155)
Vil +n

Le champ B peut-étre dans une direction quelconque.
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Chapitre 3. Mouvement des corps rigides

[A] Obtenez une expression pour v, en fonction de v et de w, la vitesse angulaire de la bille.

Ecrivez les équations du mouvement donnant les dérivées temporelles de r, de v, de w et
de M. Indice : le vecteur M est constant dans le repere lié a 'objet, mais dépend du temps dans
le repere de 'observateur, celui qu’on utilise ici. Les équations peuvent étre laissées sous forme
vectorielle, mais doivent étre équivalentes a 10 équations indépendantes (en supposant qu’on ne
s’occupe pas de la dimension z pour la position et la vitesse).

Programmez ce systeme d’équations différentielles dans Mathematica, avec les valeurs sui-
vantes des paramétres: m=1,a=1, f =1, »(0) =(-1,0,0), v(0) = (0,1,0), r(0) = (0,0,0),
M(0) = (1,0,0), B=(0,0.1/4/2,0.1/+4/2), n = 1073. Résolvez ces équations numériquement de
t =0 at =400 et portez la trajectoire en graphique. Les fonctions suivantes de Mathematica
seront utiles a des degrés divers : NDSolve, ParametricPlot, Cross, Norm, Evaluate.
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Forces centrales

A Solution générale

4.A.1 Réduction du probleme a deux corps

Soit deux corps de masses m; et m, et de positions r; et r,, évoluant sous l'influence d’un potentiel
central V(|r; —ry]) qui ne dépend que de la distance entre les deux corps. La fonction de Lagrange
est
1 5, 1
L=§m1r1+§m2r2—V(|1‘1—r2|) (41)

Nous allons utiliser les coordonnées généralisées r et r.,, définies ci-dessous, au lieuder; etr, :

Moyt
r=r—r, =Tyt _—F—
+ 3 T T (4.2)
I myr; + myry,  ou, a l'inverse myr .
M m, +m Iy =Tem—
1 2 ml + m2
Il s’ensuit que
. mzf . mli'
ry =Ven + Iy =Ven — (4-3)
mq + my mq + my
et que
m,; m2i?
1. .2 _ 1 2,1 1759 mymy
_mlr = _mlv + 5
2 1 2 cm 2 ( + )2 + cm
my +my my +my (4.4)
mom2i? '
1. .2 _ 1 2,1 2y m;my
5Moly, = 5MyVen, ™ + 5 -
2 2 2 cm 2 ( + )2 + cm
mp +my mp +my
dont la somme est mem
_1 2,1 1My .9
T(r,ren) = 5(my + Mp)Vey™ + 5 ——— ¥ (4.5)
m]_ + mz
On définit ensuite la masse totale M et la masse réduite m ainsi :
m1m2 1 1 1
M=m;+m,y m=——= ou —=—+4 — (4.6)
m1 + m2 m m1 m2
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De sorte que le lagrangien a la forme finale suivante :

L= $Men? + §mi?—=V(r)  (r = r]) “-7)

Le lagrangien est la somme de deux parties qui impliquent des variables différentes : le premier
terme ci-haut représente I'énergie cinétique associée au mouvement du centre de masse des deux
corps, sans énergie potentielle associée. Les deux autres termes forment le lagrangien d’une particule
effective de masse m se déplagant dans un potentiel central V(r). Le probléme a deux corps a donc
été réduit a un probleme a un corps, qu'on peut résoudre séparément du mouvement du centre de
masse, qui se produit alors a vitesse constante.

Remarques:

4+ En fonction de la masse réduite, on exprime les positions r; , comme suit :

m m
| =T, +—r Iy =Y., — —T (4.8)
m nmy

4 Si, en plus du potentiel central V(r), les deux corps évoluent sous l'influence d’'un troisieme
corps, alors cette réduction n’est plus valable. Cependant, si I'interaction en cause est gravita-
tionnelle, alors '’énergie potentielle supplémentaire associée au troisieme corps prend la forme

m1€I>(1‘1) + mz‘b(rz) (49)

ou @ est le potentiel gravitationnel créé par le troisieme corps. Si ce dernier est trés éloigné,
alors on peut supposer que ¢ varie lentement sur une échelle de distance de I'ordre de |r| et
procéder au développement limité suivant autour de 1, :

<I>(rcm + 61‘) 7 (I)(rcm) + 6Xi 3i<1>(l‘cm) + %53(1'5)(1' aiajq)(rcm) + .- (4.10)

(on somme sur les indices répétés). En appliquant ce développement a 6r = (m/m;)r et 6r =
—(m/m,)r et en sommant, on trouve, a cet ordre d’approximation :

my®(r;) + my®(ry)

2 m2

m
=Mo + mx; 31<I>— mx; alq> + %_Xix]' 813](1) + %_Xix]' 818]':1) +--- (411)
my my

ou @ et ses dérivées sont évaluées a r.,. Le centre de masse évolue dans le potentiel gravita-
tionnel ®(r., ), alors que la variable relative r est sujette a la force de marée J,0,®(r.,) causée
par le troisieme corps. Celle-ci dépend de r.,, ce qui viole la séparation entre les variables
relatives et de centre de masse que nous avions jusqu’ici; cependant, si le probleme du mou-
vement du centre de masse est résolu dans un premier temps, alors la solution retenue peut
étre utilisée pour raffiner le mouvement relatif en tenant compte de la force de marée.

4 Cette réduction exacte du probléme a deux corps vers le probleme a un corps ne s’étend mal-
heureusement pas au probléme a trois corps ou au-dela.
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4.A.2 Probleme radial effectif

Concentrons-nous maintenant sur le probléme a un corps dans un potentiel central, dont le lagran-
gien s’écrit

L=3mv>—V(r) (4.12)
Le lagrangien est invariant par toute rotation des coordonnées autour de l'origine (la source du po-
tentiel). Cela entraine que le moment cinétique L = r A p est conservé en tout temps, en grandeur et
en direction. La trajectoire de I'objet est toujours contenue dans le plan perpendiculaire au moment
cinétique, comme l'indique clairement la définition de L. Adoptons comme coordonnées générali-
sées les coordonnées polaires obtenues en alignant 'axe des z avec le moment cinétique orbital. Le
lagrangien s’exprime alors comme suit (voir 'exemple 2.3) :

L= %m{fz+r292+rzsin29¢2}—V(r) (4.13)
Les moments conjugués sont :
oL JL . JL
pr:E:mf” pezﬁzmrze p¢=a—¢=mrzsin29¢ (4.14)
et le hamiltonien est
p?> P} p’
H=-—_ 0  4V(r) (4.15)

“2m 2mr?2  2mr2sin® 6

Avec l'orientation choisie de 'axe 2, 6 = 7t/2 et donc py = 0 et le Hamiltonien se réduit a un probleme
bidimensionnel, dans le plan xy (ou 6 = 1t/2) :
p: 2

H= -+
2m  2mr?

+V(r) (4.16)

ol nous avons substitué p, = £, la composante en z du moment cinétique, constante dans le temps.
La conservation de £ nous permet donc de réduire le probléme a un probleme effectif dans une seule
dimension décrite par la coordonnée radiale r. Dans ce probleme effectif, I'énergie potentielle est

donnée par
2

1)
Veff = W + V(T‘) (417)

et la conservation de I'énergie s’exprime comme

2

E=1imi?+ 25 +V(r) (4.18)

mr2
Le deuxiéme terme ci-dessous porte le nom de potentiel centrifuge.

Le caractére de la trajectoire peut étre qualitativement déduit de la forme du potentiel effectif. La
figure 4.1 illustre trois exemples de potentiels effectifs. Considérons premierement le cas illustré sur
la partie gauche de la figure, qui correspond au potentiel gravitationnel causé par une source ponc-
tuelle a l'origine. Le potentiel effectif tend vers +00 quand r — 0 parce que le potentiel centrifuge,
en 1/r2, croit plus rapidement que 1/r dans cette limite. A I'inverse, il décroit plus rapidement que
1/r quand r — o0, et donc V(r) domine V¢ dans cette limite. Ceci entraine I'existence d’un mini-
mum de Vg, situé a r = ry. Il est clair que la valeur minimale E, de E est obtenue quand 7 = 0 en
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FIGURE 4.1

Trois exemples de potentiels effectifs.

tout temps, et est alors égale au minimum du potentiel effectif. La trajectoire est alors circulaire. Si
0 > E > E,, la trajectoire est bornée par les valeurs r; et ry, qui sont les points de rebroussement :
lorsque la particule atteint ces valeurs de r, la dérivée i s’annule pour ensuite changer de signe. La
trajectoire est donc bornée entre ces deux valeurs, menant a une orbite stable. On montrera plus bas
que cette trajectoire est une ellipse dont I'un des foyers est a l'origine. Si E > 0, il n’existe qu'un point
de rebroussement r; et 'orbite n’est plus bornée : la particule va s’échapper a l'infini, apres s'étre
approchée a une distance minimale r = r; du centre d’attraction. On montre que la trajectoire est
alors hyperbolique.

Le cas illustré sur la partie centrale de la figure 4.1 correspond & un potentiel attractif en 1/r> qui,
a l'inverse du précédent, domine V.4 quand r — 0, alors que le potentiel centrifuge domine quand
r — 00. Il en résulte un potentiel effectif de forme inversée par rapport au cas précédent, donc
un potentiel sans borne inférieure. Méme si une orbite circulaire est possible, lorsque E = E; et
r = ry, cette orbite est instable, car elle correspond au maximum local du potentiel effectif. Comme
la barriere centrifuge est trop faible pour le potentiel V(r), la particule va passer par l'origine r = 0 si
son énergie est plus grande que E, ou si elle se trouve a un moment donné a une distance r < r de
I'origine. Dans ce cas, la vitesse de la particule devient infinie a I'origine. La particule ne peut éviter
la catastrophe que si elle vient de l'infini et que son énergie E est inférieure a E,.

Enfin, le cas illustré sur la partie droite de la figure 4.1 correspond a un potentiel harmonique, c’est-a-
dire en r2. Dans ce cas, la particule ne peut jamais s’échapper a l'infini et les points de rebroussement
sont toujours bien définis. On montre que la trajectoire est une ellipse centrée a I'origine, qui dégéneére
en un cercle lorsque E = E,.

Loi des aires

La réduction a un probléme radial effectif ne doit pas nous faire oublier la coordonnée angulaire ¢.
Celle-ci a une dépendance temporelle déterminée par la conservation du moment cinétique :

{=mr?¢ (6=m/2) (4.19)

Dans un temps dt, le rayon vecteur r balaie une aire %rz d, de sorte que l'aire balayée par unité de
temps, ou vitesse aréolaire, est

ds 9 . 14
— = = — = Ct .20
dt rY 2m cte (4.20)
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La constance dans le temps de la vitesse aréolaire constitue la loi des aires, ou deuxieme loi de Kepler.
Elle permet de relier la période © de 'orbite (si orbite il y a) au moment cinétique et a la trajectoire

r(p):

LT—1J2ﬁrzdap e T—mfznrzd(p—z—ms 4.21)
2m 2 0 ¢ J, 14

ol S est l'aire totale de I'orbite sur un tour complet.

4.A.3 Intégrale de la trajectoire

En appliquant la conservation de 1’énergie et du moment cinétique, il est possible d’obtenir une
expression intégrale qui permet en principe de déterminer la trajectoire de la particule, c’est-a-dire
la relation entre ¢ et r. En effet, a partir de ’expression de I'énergie

EZ
1. .
E=3mi*+ 53 +V(r) (4.22)
on isole 7 :
dr 2E 02 2v(r)
o\ = ) 4.23
de \J m  m2r2 m ( )
Comme d d .
4 4
(=mr’—= etd - =— 4.24
mr de et done dt mr? ( )
on obtient la relation différentielle suivante entre r et ¢ :
2
d
M 4 = T (4.25)
¢ v (2E/m)—(£2/m?r2)—(2V(r)/m)
Effectuons maintenant le changement de variable u = £/r, tel que du = —{dr/r?. On trouve alors
la relation q
dp =— “ (4.26)
v/ 2mE —u2 —2mvV(¢/u)
qu’il suffit en principe d’intégrer :
d
¢ = _J ¢ + cte (4.27)
v/ 2mE —u2 —2mvV(¢/u)

Le reste dépend de la forme explicite de V(r). Bien s, ceci suppose que £ # 0. On sait par contre
que ¢ est constant si £ = 0.
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4.A.4 Théoreme du viriel

Considérons un ensemble de N particules de positions r; et d’impulsions p;. On définit le viriel G
comme suit :

G= ) 1p; (4.28)

Calculons la dérivée par rapport au temps du viriel :
dG ) .
a :Zri 'Pi+21‘i “Pi
i i
=ZmiV?+Zri 'fl'
i i

=2T+ Y 1;-f, (4.29)
i

ol T est I'énergie cinétique du systeme. Calculons ensuite la moyenne de cette relation sur un temps
T tres long :

T
dG .  G(t)—G(0)
)+ -f;) = lim — dt — =1 _ .30
Zr im J; tdt tim_ (4.30)

T—>00 T T

Si les particules du systéme sont confinées dans un espace fini, soit en raison d’une contrainte (par
exemple un gaz dans un contenant) ou parce que le systéme est lié par une attraction (par exemple
le systéme solaire), alors le viriel G ne peut pas excéder une certaine borne en tout temps, ce qui
entraine que le membre de droite de ’équation ci-dessus est nul dans la limite T — ©o. On peut
donc affirmer la relation suivante entre les valeurs moyennes :

1
(1) == 2t (431)
Ceci est la forme générale du théoréme du viriel.

Supposons maintenant, comme cas particulier, que les particules du systéme interagissent via une
force centrale en loi de puissance, tirée d’un potentiel V(r) = kr®.

d _
:—ka—riz|l‘i—rj|a:—kaZ(ri—l‘j)|l‘i—l‘j|a 2 (432)
G#D) G#D)
Dans ce cas,
Zr f, = kaZr (rp— 1)l — |°‘_2 = kaer - (r; —1j)r —rjl"‘_2 (4.33)
i i#j i#]j

Apres la derniere égalité, nous avons échangé les réles de i et j. En prenant la moyenne des deux
membres de cette égalité, on retrouve la méme quantité sous la forme suivante :

——kaZ(r r,)2|r; —1;1%" 2———kaZ|r (4.34)
i#] i#]
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Cette derniére expression n’est rien d’autre que —aV, ou V est maintenant I'énergie potentielle totale :

1
V= Eka—rﬂa (4.35)

Le facteur % provient de ce qu’on doit compter chaque paire de particules une seule fois. Le théoreme
du viriel peut donc s’écrire comme suit dans ce cas :

1
(T) = Ea(V) (4.36)
Dans le cas encore plus particulier du potentiel gravitationnel, a = —1, et
1
(T) = —E(V) (potentiel en 1/r) (4.37)

Comme I'énergie totale est conservée, E = (E) = (T) + (V) et on peut récrire ce résultat comme

E==(V)=—(T) (4.38)

Ce résultat s’applique bien sfir au cas particulier d’'une seule paire de particules. Dans ce cas, il suffit
de prendre la moyenne sur une seule période de 'orbite puisque le mouvement est périodique.
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B Le probleme de Kepler

4.B.1 Sections coniques
Poursuivons notre analyse de la trajectoire dans le cas d’'un potentiel de la forme
k
V(r)= — (4.39)

ol, par exemple, k = Gm;m, dans le cas du probleme a deux corps en gravitation. On calcule sans
peine que la position du minimum du potentiel effectif, ainsi que sa valeur, sont données par

2 mk?
=— =—— 4.40
0= Tk 0 242 (4.40)
On définit aussi la valeur correspondante de u :
1) k
U= — == (4.41)
o E
D’apres 'éq. (4.27), la relation entre ¢ et r est
du
p=— + cte (4.42)
v/ 2mE —u2 + 2uu,
Complétons le carré dans la racine :
2mE —u? + 2uuy = 2mE + ug —(u—up)? = (eup)? — (u—uy)? (4.43)
ol on a défini
2mE 2E(? E
e= 1+£2=Q1+—=\1—— (4.44)
uo mk2 EO
Lintégrale est alors
d —
¢ = _J ¢ = —arccos 9 4 cte (4.45)
v (eug)? — (u—ug)? eug

Le choix de la constante d’intégration dépend de 'origine des ¢ (c’est-a-dire la direction de 'axe des
x). On peut toujours choisir cet axe de maniére a ce que cette constante s’annule, de sorte que

ecos&pzi—l = u=ugy(ecosp+1) (4.46)
U
ou encore

o

r(p)= (4.47)

1+ecosyp

Il s’agit de I’équation d’une section conique d’excentricité e dont I'un des foyers est a I'origine.

Les types de trajectoires suivants sont possibles, selon la valeur de e :
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B. Le probléme de Kepler

E =E, : 'excentricité est nulle. Lorbite est circulaire.
Ey < E < 0 : 'excentricité est comprise entre O et 1. L'orbite est elliptique.

E = 0 : I'excentricité est e = 1. L'orbite est parabolique.

R

E > 0 : I'excentricité est supérieure a 1. L'orbite est hyperbolique.

7

FIGURE 4.2
Parameétres géométriques de l'ellipse.

apocentre
anuaotd

Orbite elliptique
Lellipse est souvent définie comme I'ensemble des points P tels que la somme des distances entre
P et deux points fixes appelés foyers (F et F’) est constante. Voyons a cet effet la figure 4.2. Cette
définition s’écrit alors

r+r’'=2a (4.48)
ol 2a est la largeur de 'ellipse (a est appelé le demi-grand axe). Cette définition de I’ellipse entraine
que la courbe est symétrique par rapport & une inversion gauche-droite, car les deux foyers F et F/
y jouent des roles identiques. Appelons ¢ la distance entre chaque foyer et le centre de 'ellipse; la
distance entre F et F’ est donc 2c. La loi des cosinus nous permet d’exprimer r’ en fonction de r et
de ¢ :

r'? =12+ 4c2—4rccos(m— @) =r>+4c® +4rccosy (4.49)

Comme r’ = 2a — r, on obtient alors

(2a—r)?>=4a®—4ar +r> =r?4+4c® +4rccosp = r(ccosp +a)=a’—c? (4.50)
ou encore
a?—c?
r=——— (4.51)
a+ccosy

On constate que cette relation est exactement de la forme (4.47), avec la correspondance suivante :

a?—c?
c=ea ro =

=a(l—e?) (4.52)
a

Le demi-petit axe b de l'ellipse est défini comme la moitié de sa hauteur en son centre, et s’obtient
immédiatement du théoréme de Pythagore quand r =r' =a :

P=a?>=c®+b> = b=Va2—c2=av1—e2 (4.53)

Notons que r est la distance entre le foyer principal de I'ellipse et la position de I'objet en quadrature
(c.-a-d. a ¢ = £m/2). D’autre part, comme a > ¢, 'excentricité e est nécessairement comprise entre
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Chapitre 4. Forces centrales

0 et 1. On retrouve manifestement un cercle quand F = F’ (et donc ¢ = 0), ce qui correspond & une
excentricité nulle (e = 0). A 'autre extréme, une ellipse infiniment aplatie correspond a b =0, donc
ae=1.

En fonction des parameétres physiques E et ¢, les parameétres géométriques de l'ellipse s’expriment
ainsi :

e=\1+ —ZEEZ
B mk?2
=0 __k (4.54)
1—e2 2E
1)
b=avl—e2=——
v—2mE
La période de l'orbite elliptique s’obtient directement de la formule (4.21) :
2m 2m 2m k l
T=—S8S=—mnab=n————— (4.55)
¢ ¢ ¢ 2[E| /2m|E|
ou enfin
m
= nk 4.56
T=T SIEP ( )

Dans le cas du probléme gravitationnel, ot k = GMm, on obtient la troisieme loi de Kepler :

4| a® (2m)?
T T G ou T G a (4.57)

FIGURE 4.3
Paramétres d’'une orbite hyperbolique.

Orbite hyperbolique

L'hyperbole est définie comme I'’ensemble des points P tels que la différence des distances entre P
et deux points fixes appelés foyers (F et F') est constante, que nous appellerons 2a et que nous
supposerons positive. Voyons a cet effet la figure 4.3. Cette définition s’écrit alors

r'—r=2a (4.58)
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Appelons toujours 2¢ la distance entre les deux foyers. Notons premiérement que la droite verticale
bissectrice entre les deux foyers étant I'ensemble des points tels que r’ = r, la courbe ne peut pas
traverser cette droite. La loi des cosinus nous permet encore d’exprimer r’ en fonction de r et de ¢ :

r'?=r2+4c2—4rccosyp (4.59)
Comme r’ = 2a + r, on obtient alors
(2a+r)?>=4a®+4ar +r* =r?+4c®>—4rccosp = r(ccosy +a)=c?—a? (4.60)
ou encore 2
' a+ccosy @-on

Cette fois encore cette relation est exactement de la forme (4.47), avec cette fois la correspondance

suivante :

C2

2
—a
c=ea ro=———=a(e?—1) (4.62)
a
On constate que e > 1. Dans le cas extréme e — 1 (ou ¢ — a), I'hyperbole est infiniment aplatie et
située le long de I’axe horizontal a gauche du foyer principal. L’autre extréme (e — ©0) correspond
a a/c — 0, donc a une courbe qui tend vers la droite bissectrice.

Notons qu’en supposant que a est négatif (donc r’ < r), on obtiendrait plutdt la courbe pointillée
sur la figure, soit I'autre branche de 'hyperbole, obtenue en échangeant les roles des deux foyers.
Cette branche correspond formellement a une valeur négative de r, donc une valeur négative de k,
donc a un potentiel répulsif, comme nous le verrons plus bas.

4.B.2 Equation de Kepler

Nous avons démontré que la trajectoire d’'un objet soumis a un potentiel attractif —k /r est une ellipse
ou une hyperbole. Mais nous n’avons pas obtenu d’information temporelle sur le mouvement, c’est-a-
dire une expression précise du mouvement r(t) et ¢(t). Kepler a trouvé une relation mathématique
particulierement ingénieuse qui permet d’obtenir I'angle ¢ en fonction du temps écoulé dans une
orbite elliptique; il s’agit de la célebre équation de Kepler, que nous allons maintenant expliquer et
démontrer.

On commence par définir 'anomalie excentrique E, selon la figure 4.4 : Le centre d’attraction étant
au foyer F et I'objet au point B tracons un cercle de rayon a concentrique a 'ellipse et tracons une
droite RQ paralléle au petit axe de I'ellipse et passant par le point P Cette droite croise le cercle au
point Q. L'anomalie excentrique E est ’angle ZRCQ.

Démontrons la relation suivante entre I'anomalie excentrique et I'angle ¢ (¢ est appelé anomalie
vraie dans le contexte astronomique) :

E_,[1-
tan =\~ tan ¥ (4.63)
2" \1te 2

La démonstration est géométrique, comme au temps de Kepler :

FR=CR—CF=acosE—ae (4.64)
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Chapitre 4. Forces centrales

FIGURE 4.4
Diagramme associé a 'équation de Kepler.

mais FR = rcos ¢ et donc
rcos = a(cosE—e)

D’autre part, en vertu d'une propriété simple de I'ellipse et de son cercle concentrique,

PR_b_

QR a

donc

rsin
YoV = rsing =av1—e2sinE

asinE
En mettant au carré et en additionnant le carré de (4.65), on trouve

r? = a?(cos®’E + €2 —2ecosE +[1—e?]sin?E) = r =a(1 —ecosE)

Par une relation trigonométrique standard, et en utilisant (4.65) et (4.68), on trouve
2rsin?(¢/2) = r(1 —cos ) = a(1 —ecosE) — a(cosE — e)
=a(1+e)(1—cosE) = 2a(1 + e)sin?(E/2)

De méme,
2r cos?(¢/2) = r(1+cos ¢) = a(1—ecosE) + a(cosE —e)
=a(1—e)(1+ cosE) = 2a(1—e) cos?(E/2)

La racine carrée du rapport des deux derniéres équations donne bien
@ l1+e E

tan — = a
2 1—e

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

4.71)

Nous allons maintenant démontrer 'équation de Kepler proprement dite. Par la deuxiéme loi de

Kepler (la loi des aires),
aire(FPA) ¢t

aire de lellipse T
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ol t est le temps écoulé depuis le passage au périgée et 7 la période de 'orbite. Exprimé autrement,

bt 1
aire(FPA)zni = SabM (4.73)

ol M est 'anomalie moyenne, le temps écoulé depuis le passage au périgée, exprimé de maniere
angulaire, c’est-a-dire en fraction de période (x2m).
L'aire FPA peut se calculer ainsi :

aire(FPA) = aire(FRP) + aire(ARP) 4.74)
D’autre part,

aire(ARP) = Saire (ARQ) (4.75)
ce qui se démontre en divisant I'aire en languettes verticales infinitésimales. ' Aussi,
aire(ARQ) = aire(ACQ) — aire(RCQ) = %azE - %az sinE cosE (4.76)
Comme aire(FRP)= %rz sin g cos ¢, on trouve
aire(FPA) = %rz sinp cosp + %ab(E —sinE cosE)
= %az M(COSE —e)sinE + %ab(E —sinE cosE)

1
= Eab(E—esinE)

1
= EabM 4.77)

et donc
M =E—esinE (4.78)

11 s’agit de ’équation de Kepler, qui nous permet, en fonction de M (donc du temps t) de calculer E
et ensuite ¢ (par I'éq. (4.63)).

Notons que, dans le cas d’une orbite circulaire, les trois anomalies (vraie, excentrique et moyenne)
se confondent, mais elles sont toutes les trois différentes dans une orbite elliptique (anomalie est
simplement un synonyme d’angle dans ce contexte).

L'équation de Kepler (4.78) est transcendante et ne peut étre résolue que numériquement. Dans le
cas de petites excentricités, la méthode de récurrence est la plus indiquée. On récrit ’équation de
Kepler ainsi :

E=M+esinE 4.79)

On procede ensuite par approximations successives, en posant comme premiere solution approchée
Ey; = M. Ensuite, on substitue cette solution dans ’équation et on recommence le processus. On
obtient ainsi une suite de solutions approchées, qui converge vers la solution exacte :

EO=M

E;=M+esinEjg =M +esinM

E, =M+ esinE; =M + esin(M + e sin M)
etc.

(4.80)

1. Cette technique fait de Kepler 'un des précurseurs du calcul intégral.
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Chapitre 4. Forces centrales

FIGURE 4.5

Solution numérique de I’équation de Kepler pour une
excentricité e = 0.8, présentée pour M € [0, 7] (la  r/2
solution pour M € [—m, 0] s’obtient par réflexion : les
fonctions ¢ (M) et E(M) sont impaires). On remarque

que ¢ varie rapidement pres du périgée (M = 0) et
lentement pres de 'apogée (M = ).

0 |
0 /2 b1
M

Cet algorithme, par sa nature itérative, est particulierement adapté a une solution par ordinateur.
Un graphique illustrant les valeurs relatives de M, E et ¢ est présenté a la figure 4.5.

Une expression de 'anomalie vraie ¢ en fonction de 'anomalie moyenne M existe aussi sous la forme
d’une série de Fourier dont les coefficients sont des fonctions de Bessel. On démontre que

_ 2y &
+ 20 S5 (ke) costn) 4.81)

k=1

cosp =—e

4.B.3 Repérage des orbites dans I’espace

Il est généralement nécessaire de repérer les orbites dans I'espace, sans que le moment cinétique
orbital ne pointe dans la direction z, ou que le péricentre de l'orbite soit dans la direction x. Pour
ce faire, le plan de l'orbite, et la direction du péricentre dans ce plan sont repérés dans I'espace
par des angles d’Euler. Ces angles ne sont cependant pas notés par les mémes symboles que dans le
contexte du mouvement des corps rigides. Voir a cet effet la figure 4.6. On a plut6t la correspondance
suivante :

0—i ¢ —Q Y - w (4.82)

L'angle entre le plan de l'orbite et le plan équatorial est l'inclinaison i de I'orbite. La ligne des noeuds
est I'intersection de ces deux plans. La longitude du noeud ascendant S est I'angle entre une direction
de référence sur le plan équatorial (par exemple le point vernal dans le cas des orbites autour du
soleil) et la ligne des noeuds, plus précisément le point ot I'orbite traverse le plan équatorial vers le
haut. I'angle w entre la ligne des noeuds et le péricentre de 'orbite est appelé argument du péricentre.
L'angle ¢ entre la position réelle de I'objet et le rayon vecteur du péricentre est 'anomalie vraie. Pour
trouver la position précise de 'objet a un moment donné, il faut également spécifier l'origine des
temps, soit le moment précis 7, ou 'objet est passé au péricentre. Lensemble des six quantités

,Q,w,a,e,7, (4.83)
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B. Le probléeme de Kepler

—

” ligne des noeuds

point vernal

FIGURE 4.6

forment ce qu'on appelle les éléments de I'orbite elliptique et permettent en principe de trouver la
position précise d’un objet (planete, astéroide, satellite, etc.) dans ’espace, a tout instant.
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C Théorie classique de la diffusion par un
potentiel central

4.C.1 Section efficace

Considérons maintenant la situation générale d’'une collision entre deux corps résultant d’'une force
centrale. Nous travaillerons dans le cadre du probleme a un corps équivalent, donc dans celui de
l'interaction d’'une particule ayant la masse réduite m se déplagant dans un potentiel central V(r).
Supposons que la particule se dirige initialement dans la direction z. Apres la collision, la particule
est déviée dans une direction spécifiée par les angles polaires (¢, ). Ce processus de collision est
généralement appelé diffusion, en raison de la dualité onde-corpuscule : la déviation d’une particule
par un obstacle correspond, pour une onde, a une diffusion progressive. L'origine est alors appelée
le centre de diffusion, et 'angle de déviation 6 est appelé angle de diffusion.

La distance b entre la particule incidente et I'axe des z est appelé paramétre d'impact. L'angle de
diffusion O est une fonction de b, déterminée par la forme précise du potentiel de diffusion V(r).

Un concept trés important dans la physique des particules élémentaires et la physique nucléaire
est celui de section efficace, que nous allons maintenant définir. Supposons qu'un flux quasi continu
de projectiles, tous de méme quantité de mouvement, soit incident sur le centre de diffusion (ou
cible). On supposera que les particules dans ce flux sont distribuées de maniére uniforme dans le
plan perpendiculaire a I'axe g, trés loin de la cible. On notera ¢ le nombre de particules par unité
de temps qui traversent une unité de surface dans ce plan. Le nombre de particules incidentes sur la
cible par unité de temps, avec un parametre d’impact situé entre b et b + db, est donc 2wb®d db.

La section différentielle de diffusion est définie comme le nombre de particules diffusées dans la di-
rection (0, ), par unité de temps et d’angle solide, divisé par le flux incident & :

do  # de particules diffusées vers (0, ¢) par sec.
o flux incident x angle solide d$2

(4.84)

La section différentielle est une fonction des angles (0, ¢) et possede les unités d’une surface. La
section efficace o est alors le nombre de particules déviées par unité de temps, divisé par le flux
incident, soit I'intégrale sur les angles de la section différentielle :

U=Jdﬂj—g (d2=|sin6d6 d¢| =|dcos O, de|) (4.85)

Autrement dit, le nombre de particules déviées par unité de temps est od.

La relation entre le parametre d’'impact et 'angle 6 mene directement a une expression de la section
différentielle : Considérons 'ensemble des particules qui ont un parameétre d’impact compris entre b
et b+ db. Le nombre de particules dans cette situation, par unité de temps, est ®27tb db, soit I'aire
d’un anneau de rayon b et de largeur db, fois le flux incident de particules. Toutes ces particules
seront déviées dans un anneau solide situé entre 6 et 6 + d6, correspondant a un angle solide total
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C. Théorie classique de la diffusion par un potentiel central
de 2msin 6 |dO| (la valeur absolue est nécessaire, car d0 < 0 si db > 0. Par définition de la section
différentielle,

db
do

®27mb|db| =<I>j—;2ﬂ:sin9 |dO] = do _ b

== _ .86
dQ sin@ (4.86)

FIGURE 4.7

Pour comprendre l'origine de I'expression section efficace, considérons le potentiel d’une sphére dure,
c’est-a-dire

{oo (r<a) .
V(r)= (sphere dure) (4.87)
0 (r>a)

C’est le potentiel associé a une répulsion de contact avec une sphere de rayon a. Dans ce cas, le
projectile n’entre en collision que si le parametre d’impact est inférieur a a, et donc le nombre de
collisions par unité de temps est ma®®. La section efficace est donc o = ma?, égale a la section
géométrique de la cible. Dans un probléme plus général (sans interaction de contact), la section
efficace nous indique la capacité d’un diffuseur a dévier les particules incidentes, en donnant la
superficie équivalente d’un objet qui diffuserait uniquement par contact.

FIGURE 4.8

Exemple 4.1 Diffusion par une spheére dure

Calculons la section différentielle de diffusion dans le cas du potentiel (4.87). La réflexion de la
particule sur la surface de la sphére se fait de telle maniére que les deux angles marqués i sur la
figure 4.8 sont égaux. Cette propriété est la seule facon de conserver le moment cinétique, car
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elle s’assure que le parametre d’impact est le méme avant et apres la collision ou, dit autrement,
que la collision inverse est également possible. Il s’ensuit que I'angle de diffusion est 6 = T — 2i.
D’autre part, la relation entre b et i s'obtient par trigonométrie élémentaire :

b=asini =asin(nt/2—0/2) =acos(6/2) (4.88)

Donc

‘% = Zasin(0/2) (4.89)
et, d’apreés la relation (4.86),

do b

do 1 ,cos(0/2)sin(0/2) 1 ,
dQ  sin6 B

= ~a“, 4.90
2a sin 0 4a ( )

dé

@

soit une constante indépendante des angles. La section efficace est alors donnée par I'angle solide
total (47r) multiplié par la section différentielle, soit o = 7a?, c’est-a-dire la section géométrique.

4.C.2 Formule de Rutherford

Considérons maintenant le cas d’'une particule de charge e; diffusant sur une particule de charge e,.
Le potentiel V(r) prend alors la forme

€1€o k

V(r)= (4.91)

4megr T
La trajectoire du probleme effectif a une particule s’obtient comme dans le cas du potentiel gravita-
tionnel attractif, et '’équation (4.45) peut encore étre appliquée, si on garde en téte que le parametre
U, est maintenant uy = —mk/¢, car le signe du potentiel central est différent. Donc on a

du u—1u
p=— = —arccos + cte (4.92)
Vv (eup)? — (u—up)? eluol
ou encore, en adoptant une constante d’intégration nulle,
u—u £2/mk
ecos = 0 — r(p) = /— (4.93)
lu| ecosp—1

Cette forme différe de I'éq. (4.47), mais on retrouve la forme précédente si on remplace ¢ par ¢ + 7
et qu’on change le signe de k. Notons que, dans ce cas, 'excentricité (4.44) est toujours supérieure
a un, I'énergie étant toujours positive. La trajectoire est donc hyperbolique, sauf qu’elle suit plutot le
tracé pointillé de la figure 4.3, correspondant a 'autre branche de I'hyperbole.

Le parametre d’'impact b est la distance entre le foyer de I'’hyperbole et 'asymptote. Si v, désigne
la vitesse du projectile a I'infini, le moment cinétique s’exprime en fonction du parameétre d’impact
et de v, comme suit :

{=mvsb (4.94)
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C. Théorie classique de la diffusion par un potentiel central

Lénergie totale étant donnée par E = 3mv?2_, 'excentricité e peut alors s'exprimer comme

1l 2E(? 2Eb 2Eb
Ifz — ou —=+ve2—-1 (4.95)
m

Soit ensuite ¢, 'angle associé a 'asymptote de 'hyperbole. D’aprés I'éq. (4.93), cet angle est Yo, =
arccos(1/e). L'angle de diffusion 6 est 'angle entre les deux asymptotes et s’obtient de ¢, par la
relation 2, + 6 = 7T, ou encore Yo, = 7/2— 6 /2. Ceci nous permet de relier 0 a b :

COS Yoo =sin(6/2) = 1 = Ve2—1= %—1 = cot(6/2) (4.96)
e sin“(6/2)
ou enfin —
cot(0/2) = . (4.97)

La section différentielle de diffusion s’obtient alors directement de la formule (4.86) :

do _ b |db
dQ  sin6 |d6
2
:(i) lcotFG/Z) . 1 (4.98)
2E) 2 sin@ sin?(0/2)
_ (£)2 _r
4E) sin*(0/2)
Comme k = e;e,/4mey, on peut enfin écrire la formule de Rutherford :
d_o = ( €1€2 )2 ! cosec49 (4.99)
dQ  \4me,) 16E2 2 ’

125



D Forces centrales et équation de
Hamilton-Jacobi

4.D.1 Equation de Hamilton-Jacobi dans le cas d’un potentiel
azimutal

Voyons maintenant comment I’équation de la trajectoire peut étre obtenue par la méthode de
Hamilton-Jacobi. Considérons pour commencer un probléme plus général : celui d’une particule
se déplacant dans un potentiel de la forme

g(0)

V(r,0)=U(r)+ r_2 (4.100)

en trois dimensions, ol r et O sont les coordonnées sphériques. On suppose que le potentiel est
indépendant de ¢, de sorte que le probleme posséde une symétrie de rotation par rapport a I'axe
polaire. I’équation de Hamilton-Jacobi réduite (2.129) prend alors la forme

i(a—W)ZJr L (8_W)2+—1 (a—w)2+U(r)+—g(9)—E (4.101)
2m \ ar 2mr2\ 96 2mr2sin?6 \ d¢ r2 '

Nous allons poser encore une fois que la solution est séparable, c’est-a-dire la somme de trois fonc-
tions indépendantes :

W =W, (r) +W,(0) +Ws(p) (4.102)
L'équation devient alors
1 (dw; )2 1 (dwz)z 1 (dwg)Z g(6)
— + + +U(r)+ - =E .103
2m ( dr 2mr2 \_ do 2mr2sin? 0 \ d¢ (r) r2 @ )

En multipliant par 2mr?sin? @, on trouve
dw; )2 dw,\? [ dW; )2 6
r?sin® 6 (—1) +sin® 6 (—2) + (—3) + 2mr?sin® 6 (U(r) + 8(0) —E) =0 (4.104)
dr de dy r2

Le terme en W étant le seul qui dépend de ¢, ce terme doit nécessairement étre constant afin que
I’équation soit satisfaite pour toutes les valeurs de (r, 8 ). On pose donc

dws
_d(P :p(p = ZZ = Cte (4.105)
Sachant cela, 'équation (4.103) devient, en la multipliant par 2mr?,
dwy )2 ([dw,\2 €2
r2 (—1 ) + (—2) +—2— +2mg(0) t +2mr?U(r)—2mr?E=0 (4.106)
dr de sin” 0

Cette fois, ce sont les termes entre accolades qui doivent former une constante, car la variable 6
n’apparait pas ailleurs. On peut donc poser

2

dw,\2  {
(d_GZ) gt 2mg(6) = a2 (4.107)
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D. Forces centrales et équation de Hamilton-Jacobi

et il reste alors 'équation suivante pour Wj :

dw; \2 a?
(—1) +—2 4+ 2mU(r) = 2mE (4.108)
dr r2

Cette derniere équation peut aussi s’écrire ainsi, en fonction de la composante radiale de 'impulsion,
pr:

p; |
P LU =E 4.109
2m  2mr? (r) ( )

ce qui nous permet d’identifier la constante a, avec la grandeur £ du moment cinétique orbital.

Nous avons donc réussi a séparer I'équation différentielle aux dérivées partielles en trois équations
différentielles ordinaires, dont une triviale pour W5(¢). Formellement, nous avons les solutions sui-
vantes :

Wi (r) = f dr % 2m(E—U(r)) —f—z

(4.110)
EZ
W,(0) = f de J 02—2mg(0)— — ;
sin® 6
et la fonction caractéristique de Hamilton devient
02 2
W(r,0,p)=| dr \J 2m(E—U(r))——+ | dO\|[(2—2mg(0)— —; +0,0 (4.111)
r2 sin” 6

Les nouvelles coordonnées constantes sont alors

oW f dr
— =m
OE V2m(E—U(r))—(£2/r?)

t+ﬂ1:

OW f (dr J (de
Bo=—F=— +
at r24/2m(E—U(r)) — (€2/r2) V€% —2mg(6) — (€2/sin 6)

/53=8—W=<p—J 0% (4.112)
¢, sin29\/52—2mg(9)—(63/sin20)

On affirme alors que le probléme a été réduit a des quadratures, c’est-a-dire a des intégrales qui
peuvent étre calculées, numériquement s’il le faut. En fait, ces relations sont utiles surtout si les
intégrales sont possibles analytiquement, car il faut ensuite inverser ces relations pour trouver une
expression de (1, 6, ¢) en fonction des constantes E, £ et £, = p,,.

En supposant qu’on puisse procéder a cette inversion, nous aurions trois expressions
r=F.(t+f,E () 0 =Fy(r, B2, E, (L) ¢ =P3+F,(0,(,L,) (4.113)

La premiere équation nous renseigne sur la dépendance temporelle de la coordonnée radiale. La
deuxiéme sur la relation entre I'angle polaire 6 et r. La troisieme, enfin, donne ¢ en fonction des
deux autres coordonnées. Les deux derniéres équations donnent donc la forme de la trajectoire dans
I'espace.
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4.D.2 Cas d’un potentiel central

Supposons maintenant, pour simplifier le probleme, que g(6) = 0, et donc que V(r) = U(r). Dans ce
cas, le probleme étant purement central, les trois composantes du moment cinétique sont conservées.
11 est alors judicieux de supposer que le mouvement est confiné au plan xy, et donc que le systeme
ne comporte effectivement que deux degrés de liberté, avec les coordonnées (r, @), 6 étant égal a
1t/2. Léquation d’'Hamilton-Jacobi réduite est alors

i(a—w)2+ ! (a—w)2+v(r)—E (4.114)
2m\ ar 2mr2 \ dp B '

Comme avant, on procéde par séparation des variables : W = W;(r) + W5(¢) et la fonction W5 doit
étre particulierement simple : W5(p) = . Il reste 'expression suivante pour W :

2
Wi (r) = f dr \J 2m(E—V(r))— 8—2 (4.115)
r
Les nouvelles coordonnées constantes sont alors
IW dr
t+ ﬁl = ﬁ = mJ ——
V2mE V() — (/D 4116
p=W_ J £ dr ‘
Y r23/2m(E—V(r) — (€2/r2)

En supposant qu’on puisse calculer ces intégrales indéfinies, nous pourrions en principe inverser ces
relations et obtenir deux expressions du type

r=F.(t + By, E ) ¢ = Py +F,(1,E, L) (4.117)

La derniére équation, en particulier, nous donne I'information sur 'orbite r(¢), sans égard au temps
écoulé. Elle est équivalente a I'équation (4.25) trouvée plus haut, si on pose la condition initiale

[))320.

4.D.3 Variables d’action-angle

Considérons un systéme séparable dont chacune des coordonnées q; varie dans un intervalle fini ou
périodique. C’est le cas du probleme général traité dans les sous-sections ci-dessus : la coordonnée
radiale r varie entre deux points de rebroussement, et les autres coordonnées sont des angles dont
le domaine de définition est périodique (de 0 a 27r). Comme le probléme est séparable, la fonction
caractéristique de Hamilton a la forme

W(a,0) =) Wi(g;,a) (4.118)

et les impulsions correspondantes sont p; = dW;/dq;. Formellement, les termes de la fonction ca-
ractéristique sont les intégrales indéfinies suivantes :
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Nous allons maintenant définir les variables d’action J; comme suit :

Ji= f; p; dg; = f; —— dg (4.120)

ol le symbole § dénote une intégrale définie prise sur une période complete de la variable g;. Comme
la fonction W;(g;, @) dépend aussi des constantes de séparation a;, la variable d’action J; sera expri-
mée en fonction des a@;, mais ne dépendra pas des coordonnées q;, car celles-ci sont les variables
d’intégration d’'une intégrale définie. Notons qu'’il doit étre possible d’identifier clairement les bornes
de T'intégrale sur q; d’apreés la forme connue de la fonction W; ; le mouvement de la coordonnée
correspondante est soit une rotation ou une libration (c’est-a-dire une oscillation). Comme toute
combinaison des constantes de séparation a; peut faire office de nouvelle impulsion, les N variables
d’action seront ici désignées comme les nouvelles impulsions du probléme. En retour, les termes W;
de la fonction caractéristique pourront étre exprimés en fonction des g; et des J; : W;(q, J).

Les coordonnées conjuguées aux variables d’action, notées w;, sont formellement données par

121
e (4.121)

Comme les variables d’action sont des constantes du mouvement, la dépendance temporelle de w;

est tres simple :
. J0H
w;, = —
Al
ou les f3; sont des constantes d’intégration fixées par les conditions initiales. Les variables w; sont
appelées variables d’angle. Cette nomenclature vient du fait que le changement de w; au cours d'une

période de la coordonnée g; est de 1. On peut démontrer cette assertion de la maniére suivante :

ow; d°W; ) OW: aJ;
i § aq; 4 § dJ;9q; 4 aJ; f 9q; k aJ; (4-129)

Remarquons que J; est constant dans l'intégrant, ce qui permet justement de sortir I'opérateur de
différentiation du signe d’intégration. La variable w; est donc analogue a un angle divisé par 27. Les
constantes v; sont alors les fréquences (en Hz) des mouvements correspondants, et les périodes sont
1 /Vi .

=v;(J)=cte etdonc w;=v;t+p; (4.122)

L'un des avantages des variables d’action-angle est qu’elles donnent acces aux fréquences des mou-
vements sans qu'une solution complete des équations de Hamilton soit nécessaire : I'intégrale qui
définit J; peut souvent étre calculée en tant qu’intégrale définie sans qu’il soit possible de calculer
la méme intégrale pour un intervalle quelconque. Mais la principale utilité de ces variables apparait
dans le théorie des perturbations.

Exemple 4.2 Oscillateur harmonique en deux dimensions
Le hamiltonien est

2
Px
2m

2
H= +—y+%mo) x*+ 3 ma) y (4.124)
2m

129



La fonction caractéristique est manifestement séparable, W = W, + W,, chacun des deux termes
obéissant a I'équation suivante :

1 (OW N 1 5, 13Wy21 2.2
%( 8xx) +mwix® =ay om 3y +amolyT=a, a,+a,=E

(4.125)

Donc 12

1/2
Dy = (Zmax —mzwixz) py = (Zmay — mzwf,yz) (4.126)
La variable d’action J, est
2,2 .2\1/2

J, = jé Dy dx =j€ dx (2max —m wix ) (4.127)

Le domaine d’intégration doit étre pris entre les valeurs de x qui annulent la racine carrée, dans
une direction, puis dans I'autre. On procéde a cette fin au changement de variable d’intégration
x =,/2a,/mw2sin6, ot O doit étre intégré de 0 a 2rt. On trouve enfin

27
2, 2T 21a
J,=—= cos®6 do = et pareillement J, =

W,y 0 Wy @

J (4.128)
Y

Le Hamiltonien s’exprime alors ainsi

H=E=a,+a,=— 4.129
Y 2n 2m ( )
et les fréquences associées sont
JH Wy JH w_y
yo= o0 _ o vy =22 =Y 4.130
81, 2m Y aJ, 2m ( )

Comme on s’y attendait.

4.D.4 Variables d’action-angle dans le probléeme de Kepler

Les termes de la fonction caractéristique de Hamilton, dans le cas du potentiel de Kepler, mais sans
présumer de l'orientation du plan de l'orbite, sont, d’apres I'éq. (4.111),

2 02
W, = dr\JZmE+@—£— W= | dO\|[(2—— W, =L, (4.131)
r r2 sin® 6

Ceci méne aux expressions suivantes pour les variables d’action :

2 02
J.=¢ dr \J omE + 2mk _ & Jo=¢ do\|2— —= J,=2nl, (4132)
r r2 sin® 6

L'intégrale définissant Jy peut se faire par une série de substitutions. Si i est I'inclinaison du plan
de l'orbite par rapport au plan xy, alors 'angle 6 est compris entre 8, et © — 6, tel que sinf, =
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cosi, comme on voit en annulant la racine carrée figurant dans l'intégrant. On procede ensuite au
changement de variable 6 — 1) o1 cos § = sinisin) pour trouver

7'[/2 2
Jo = 40 sin%i dy % (4.133)
0 1—sin“i sin“

Un changement de variable supplémentaire u = tan1) nous mene a la forme suivante :

* 1
Jg =44 d 4.134
0 Jo u(1+u2)(1+u2c052i) ( )

et cette derniére forme se calcule en la décomposant en fractions partielles, ce qui donne
: L
Jo =2ml(1—cosi)=2n(f{ —{,) car cosi=— (4.135)

4

Nous aurions pu obtenir ce résultat plus simplement, sachant que l'énergie cinétique s’exprime
comme Suit :
2T =p,i +pgb +p,¢ (4.136)

ou encore, de maniere équivalente, en utilisant des coordonnées polaires (r,7) dans le plan de
Porbite, -
2T = p, + py) (4.137)

Ceci entraine que
jgpg doe = §p¢ dz,b—jgp(p dyp =21l —27L, (4.138)

En effet, le premier terme du membre de droite n’est rien d’autre que 27t¢, dans le systéme de
coordonnées ot1 le plan de I'orbite est précisément le plan xy, et donc £/ = ¢, la grandeur du moment
cinétique.

Il reste a calculer la valeur de J, :

2m 2 1
J.=¢ dr \J 2mE + —k — —Z =— _dz vV 2mE + 2mkz — (252 g == (4.139)
r r2 Z2 r

ol I'intégrale est prise entre les deux points de rebroussement r; et r, caractérisés par 'annulation
de la racine carrée. Cette intégrale peut se faire a 'aide de la méthode des résidus, avec le résultat

suivant :
2
J, = =21l + mk \ _—"]; (4.140)

Voyons dans le détail comment faire cette intégrale par la méthode des résidus. Lintégrant, en fonction de r,
possede des points singuliers a r = 0, r = 00 et deux points de branchement a r; et r,, qui sont les points de
rebroussement, o1 la racine carrée s’annule. Le contour utilisé est illustré ci-dessous :

% . 2 % (4.141)

Ce contour est 'union de trois contours de méme orientation, chacun entourant une singularité de 'intégrant.
La somme des intégrales autour de ces contours est donc nulle, de par le théoréeme des résidus : 'extérieur
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des trois contours ne contenant aucune singularité. La contribution du contour entourant r = 0 s’obtient
en considérant que l'intégrant, autour de cette valeur, est essentiellement i£/r, et donc le résidu est if. La
contribution correspondante est donc —27t¢. La contribution du contour entourant r = o0 s’obtient en passant
a la variable d’intégration z = 1/r et en évaluant 'opposé du résidu de I'intégrant autour de z = 0. Il faut pour
cela développer la racine carrée autour de z = 0 pour trouver

1 v—2mE kz 0232 v—2mE kz  (2z2
—VomE+2mkz—£222=21""""\| -1+ — - =X = \[1- =+
22 22 E 2mE 22 E 2mE (4.142)
v/—2m Z v/—2m . m
2mE k 2mE 1
=i———(1——= 4 |=i—— +iky —=—+
22 2E 22 —2E z

ce qui donne un résidu ik+4/—m/2E et donc une contribution 7k +/—2m/E en multipliant par —27i. Enfin, le
contour qui entoure les points de branchement donne précisément l'intégrale J, recherchée, sauf pour le signe
qui est opposé. La somme des trois contributions étant nulle, on trouve bien le résultat annoncé.

Ce résultat permet d’exprimer I'énergie E en fonction des trois variables d’action. Le résultat est
particulierement simple dans ce cas :
2m2mk?

H=F=——>"- """ (4.143)
(Jr +Jg +J,)?

Les fréquences associées sont toutes égales :

4m2mk?

= 4.144
YT+ )2 ( )

V. =Vg =V
Parce que ces trois fréquences sont égales, on dit que le probléme de Kepler est complétement dégénéré.
Physiquement, cela signifie que I'orbite est une courbe fermée dans I'espace (une ellipse) : la période
est la méme pour la variation des trois coordonnées.

1l est alors avantageux de procéder a une transformation canonique additionnelle parmi les J; et les
w;, cest-a-dire d’introduire trois autres variables d’action J;, J, et J;, ainsi que les variables d’angle
correspondantes, par le biais de la fonction génératrice suivante :

F=(w,—wg)Jy +(wg—w, )y +w,.J3 (4.145)
avec comme résultat
OF JOF
Wl aJl W(,D WQ r awr 3 2
OF J OF 1 4146
Wy=——=Wwg—Ww =—=J,— .
2= 35, 0 r 0 dwy 2T ( )
OF JF
3T, T ° = Bw, !
En fonction de ces nouvelles variables, le hamiltonien est
212mk?
H=-—"—5— (4.147)
J
3

et les fréquences v; et v, sont nulles, c’est-a-dire que les variables d’angle w; et w, sont en fait des
constantes, tout comme les trois variables d’action. Quant a la variable ws, elle progresse linéaire-
ment dans le temps, avec une valeur initiale Wg.
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Or ces cing constantes, plus la valeur initiale wg, doivent pouvoir étre exprimées en fonction des six
éléments d'une orbite énumérés a I'éq. (4.83). On sait déja que I'énergie totale E s’exprime a la fois
en fonction de J; et du demi-grand axe a :

k 212mk? J2
E=——=————— etdonc a= 3

= o .148
2a J3 4m2mk (4.148)

D’autre part, I'excentricité de l'orbite est reliée au moment cinétique ¢ = (Jg +J,)/2m =J, /27 :

2E(2 J3
=\[1+ =4|1-2 4.14
¢ mk?2 J% ( 2

Nous avons vu ci-dessus que l'inclinaison de l'orbite i s’exprime en fonction de £, et £ :

CcoSi = E—Z = J—w = J—l (4.150)
t Jo+J, Jo
Le temps de passage au péricentre est relié a 'origine des temps, tout comme la valeur initiale wg. n
reste donc a exprimer la longitude du noeud ascendant Q2 et 'argument du péricentre w en fonction
des variables restantes, w; et w,. On sait que J; = J, = 2n{,. Donc J; géneére les rotations dans
le plan xy. La variable conjuguée a J; doit donc étre un angle défini dans ce plan (divisé par 27) ;
cet angle n’est défini qu’a une constante additive pres, et doit étre constant dans le probleme de
Kepler. On peut donc, sans perte de généralité, I'identifier a la longitude du noeud ascendant €.
D’autre part, J, = 27t et donc génére les rotations dans le plan de l'orbite (le plan perpendiculaire
au moment cinétique). La variable conjuguée a J, est donc un angle dans ce plan (divisé par 27) qui
est constant dans le probleme de Kepler. Cet angle peut étre choisi comme I'argument du péricentre
w. En somme :

Q=2ntw; et w=21w, (4.151)

Résumons donc la relation entre les nouvelles variables canoniques (J; 5 3, w1 5 3) et les éléments de
l'orbite :

Q
Jp=2mn¢, wy=—
2n
w
Jy=2m/ Wy = — (4.152)
2n
t
J3 =21V mka Wy = —
T

Lexpression pour wj vient du fait que cette variable varie uniformément dans le temps, et qu’elle
change par Aw; =1 au cours de la période 7. Ces variables (sauf w3) sont constantes dans le temps
dans le cas du probléme de Kepler, mais si le hamiltonien est modifié par une perturbation, elles
ne seront plus constantes et affecteront un changement graduel dans le temps qui constitue une
précession du plan de l'orbite dans le cas de w;, et une précession de l'orbite elliptique dans son
plan dans le cas de w,. L'important est que les variables J; et w; forment un ensemble de variables
canoniques pour tout hamiltonien, pas seulement pour le probléeme de Kepler.
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Introduction a la théorie des perturbations

Trés peu de problemes mécaniques peuvent étre résolus analytiquement, en particulier tres peu de
problemes utiles! De nos jours, on pourrait se contenter, semble-t-il, de résoudre numériquement
les équations du mouvement quand une solution analytique est impossible. Cependant, il est utile
d’avoir une connaissance analytique, méme approximative, des solutions, car une solution numérique
ne permet pas facilement d’entrevoir la totalité des solutions possibles.

11 existe une méthode puissante, analytique cette fois, pour obtenir une solution approchée au pro-
bléme, lorsque le hamiltonien est proche d’'un autre hamiltonien dont on connait la solution. Il s’agit
de la théorie des perturbations. Cette méthode suppose qu’on puisse écrire le hamiltonien comme la
somme de deux termes : H = Hy + H;, et que la solution au probléme défini par H, est connue;
elle suppose en outre que H;, appelée la perturbation, est petit en comparaison de Hy. Nous allons
expliquer sommairement ici la méthode des perturbations dites dépendantes du temps, ou méthode
de variation des constantes, et nous allons I'appliquer a une perturbation des orbites elliptiques de
Kepler causée par un potentiel supplémentaire en loi de puissance.

4.E.1 Meéthode de variation des constantes

Supposons que le hamiltonien du systéme considéré puisse s’écrire ainsi :

H(CL P, t) =H0(q: P, t)+Hl(q’ P, t) (4153)

ou la fonction principale de Hamilton Sy(q, a, t) associée a Hy nous est connue. Nous pouvons utiliser
a et f comme nouvelles variables canoniques et le hamiltonien transformé est alors

aSs
H'(B,a,t) =Hy+H; + a—to =H,(f,a) (4.154)

car Sy obéit a I'équation de Hamilton-Jacobi (2.109) pour le hamiltonien Hy. La transformation
(g,p) — (B, a) est canonique, quel que soit le hamiltonien utilisé (le fait qu'une transformation soit
ou non canonique ne dépend pas du hamiltonien).

Les variables 3 et a sont constantes dans le temps si Hy, est le hamiltonien complet, car alors H = 0.
Mais la perturbation H; cause une variation dans le temps de ces « constantes » (d’ou 'expression
« variation des constantes ») qui obéit aux équations de Hamilton, avec hamiltonien H; :

_ot
op

Comme H; est supposé petit, les variables (a, ) évoluent lentement.

_dH

*= "~ da

B (4.155)

Exemple 4.3 Oscillateur harmonique en tant que perturbation d’une particule libre
Considérons le hamiltonien de I'oscillateur harmonique comme la somme d’une partie non per-
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turbée Hy et d’'une perturbation H; :

1
Hy = L H; = ~mw?3x? (4.156)
2m 2
D’apres I'exemple 2.8 (p. 60), la transformation nous amenant vers des variables canoniques
(B, a) constantes sous H est

x =\ zf(t%rﬁ) p=+v2ma (4.157)

Donc la perturbation s’exprime ainsi en fonction de ces variables :
1 22Q 2 2 2
H;(B,a) = smw E(H_ﬂ) =aw*(t+f) (4.158)

Les équations de Hamilton pour (3, @) sont donc

a:-ﬂz—zcxwz(wﬁ) B = @:wz(wmz (4.159)
ap Ja
On pourrait évidemment résoudre ces équations exactement, mais la n’est pas le but de ’exemple.
En pratique, si on ne savait comment résoudre ces équations, on supposerait que w est petit et
qu’en premiére approximation, pour une durée limitée, il est possible de supposer que les valeurs
de (B, a) dans les membres de droite de ces équations sont les valeurs initiales (3, = 0, a), et
donc qu’on a la solution approchée, dite de « premier ordre » :

L

) =0g— aowztz ﬁl = 5(1) t3 (4.160)

La coordonnée x devient alors, a cet ordre d’approximation,

X0 =\ “o(e+ )

m

2a0

:\ 1— w2t2 (t+1a)2t3)
m 3
A \ 2% (1 — %a)ztz) (1 + %wztz) t

~ \ ——(wt—%wgtg) (4.161)

On notera que cette expression constitue en fait les deux premiers termes du développement en

série de la solution exacte, soit
2ay 1
x(t) ="\ —O—Sin(cot) (4.162)
m w

ol a; est 'énergie de I'oscillateur
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4.E.2 Précession des orbites

Nous allons maintenant appliquer la théorie des perturbations au probléme d’un objet se déplacant

dans un potentiel de la forme
k h

V(ir)=——— (4.163)
rorn
ol le deuxiéme terme sera considéré comme une perturbation. Nous allons utiliser dans ce probleme
les variables d’action-angle J; 5 5 et wy 5 3 définies a la section 4.D.4. Le hamiltonien Hy ne dépend
alors que de Js :
2n2mk?
Hy=———F— (4.164)
J3
ce qui entraine que les coordonnées w, et w3 sont constantes dans le temps si h = 0.

Au lieu d’utiliser la valeur instantanée de H; dans ce calcul, nous allons utiliser sa valeur moyenne
sur une période 7 de l'orbite non perturbée. Si la perturbation est petite, son effet sera lent de toute
maniere et ce qui nous intéresse généralement est 'effet accumulé sur plusieurs périodes. L'utilisation
de la valeur moyenne est alors pleinement justifiée. Appelons 1) la coordonnée angulaire dans le plan
de I'orbite (qui ne coincide pas nécessairement avec le plan 8 = 7t/2) : On définit donc la perturbation
moyenne

— 1 (" h
1= dt
T Jo rn(t)
1 (-211:
=— dyp l h
T Jo ) T(t)
_ R ([T mrt L
o1 Jo £ rn
h(mk\"2 (2"
—_m (m—) dop [1+ecosh]™> (4.165)
LT \ 2 0
Nous avons utilisé ’expression de r en fonction de I'angle v :
(?/mk
=— 4.166
g 1+ecosy ( )

Perturbation en inverse du carré de la distance

Dans le cas n = 2, on trouve
21tmh

(T
La période 7 s’exprime en fonction de J; (elle est 'inverse de v = dH,/3J3) et le moment cinétique
¢ en fonction de J, :

(n=2) (4.167)

1=

41°mh
JzT

1 oH 2mk?
1_,, =% _drm (4.168)
T dJ; J3

H,(Jy,J3) =—

136



E. Introduction a la théorie des perturbations

La perturbation a donc un effet sur la variable d’angle w, = w/2m, qui n’est plus constante. L'argu-
ment du péricentre avance donc dans le temps, avec un taux de précession

dH, 8n’mh 2t h
W =21V, =271 = = — 4.169
2 aJy J%T (1—e2)7 ka ( )
oll, dans cette derniere expression, nous avons utilisé les correspondances
J2
Jy=2nvVmka et 1—e?= J—g (4.170)
3

Notons que le rapport h/ka est sans unités et représente la grandeur relative de la perturbation
au potentiel initial —k/r. La présence de la période T dans cette formule nous permet d’estimer
immédiatement le changement de «w au bout d’une période :

2t h

A = =
w=or (1—e2)ka

(4.171)

Ce changement est proportionnel a la perturbation, et d’autant plus important que I'excentricité est
grande.

Perturbation en inverse du cube de la distance
Dans le cas n = 3, I'intégrale sur ) figurant dans (4.165) donne encore 1, et

_27rm2hk _ _(2n)4m2hk

H, = = n=3 4.172
1 IR e ( ) ( )
de sorte que le taux de précession moyen est
. dH, (2m)>m?hk 6rh
=9 =3 = 4.173
@=ar dJy Jit ka2(1—e2)27 ( )

Une perturbation de ce genre intervient dans la théorie de la relativité générale, ol on peut montrer
que le potentiel newtonien est augmenté d’une perturbation
k2 k(2

H; :—m — h= 202 = (4.174)

oll ¢ est la vitesse de la lumiére. Le taux de précession moyen est alors

: or R (4.175)
w=—->-- .
7(1—e2)a

olt R := GM/c? est le rayon gravitationnel du centre d’attraction.

Dans le cas du systéme solaire, cet effet est maximum pour la planéte ayant la plus petite valeur de
a, soit Mercure. L'avance observée du périhélie de Mercure est de 5 600 secondes d’arc par siecle.

2. Méme si le moment cinétique ¢ figure dans la constante h, cette dépendance additionnelle en ¢ ne doit pas étre prise
en compte lors du calcul (4.173) de la dérivée. En effet, le role de £ dans la valeur de h n’est pas celui d’une variable
canonique, mais plutét celui d’'un parametre externe.
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Chapitre 4. Forces centrales

La précession des équinoxes de la Terre et I'effet des autres planétes parvient a expliquer la majeure
partie de cette précession, mais il reste une avance résiduelle de 43 secondes d’arc par siécle, qui ne
peut pas étre expliquée par les lois de Newton. ® Leffet de la relativité générale exprimé ci-haut est
de 42.98 secondes d’arc par siécle et explique parfaitement la précession résiduelle de Mercure. 11
s’agit de 'une des confirmations classiques de la théorie de la relativité générale.

3. Au 19e siécle, 'astronome Le Verrier voulut expliquer cette précession résiduelle par I'influence gravitationnelle
d’une planéte jusqu’alors inobservée, suivant une orbite encore plus rapprochée du soleil que Mercure; il 'avait méme
baptisée Vulcain. Mais une telle planete ne fut jamais observée.
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E. Introduction a la théorie des perturbations

Problemes

Probléeme 4.1 Diffusion de Rutherford : cas attractif
Comment doit-on modifier la formule de la section différentielle de Rutherford dans le cas d’'une
force électrique attractive au lieu de répulsive ?

Probléme 4.2 Diffusion par un potentiel en 1/r?
Calculez la section différentielle de diffusion pour un projectile subissant de la part de la cible
une force de répulsion dérivant du potentiel V(r) = k/r?. La section efficace est-elle finie ?

Probleme 4.3 Diffusion par une sphere molle
Dans ce probleme nous allons étudier la diffusion de particules par le potentiel central suivant :

V(r)= {VO (r<a) (sphere molle) (4.176)
0 (r>a)

Nous allons supposer que V, > 0. Quand 'énergie E de la particule incidente est inférieure a V,
le potentiel est impénétrable est se comporte comme celui d'une sphere dure. Les choses sont
différentes si E > V.

[A] Démontrez la relation suivante entre le paramétre d’'impact b et l'angle de diffusion 6 :

0 1 (.5 Vo
cos—:—(b + 4/ (a2 — b2 2a2—b2) 2i=1-=2 (4.177)
2 = 7 (P V(@ =00 ) Y -
Indice : a l'intérieur de chacune des régions r < a et r > a, la force est nulle. En passant d'une
région a l'autre, I'énergie totale et le moment cinétique doivent étre conservés. La preuve est
géométrique.

Montrez qu’il y a un angle de diffusion maximum 6, (donnez-en une expression), et qu’en
deca de cet angle, deux valeurs du parameétre d’impact b sont possibles pour chaque valeur de
6. Comment doit-on calculer la section différentielle de diffusion, dans ce cas?

A Taide de Mathematica, tracez la section différentielle de diffusion en fonction de 6 pour
Y =0.5.

Probleme 4.4 Théorie des perturbations pour l’oscillateur anharmonique
Considérez un oscillateur harmonique de masse m et fréquence w, dont la coordonnée canonique

139



Chapitre 4. Forces centrales

est x, auquel on ajoute une perturbation de la forme H; = Ax?.

[A]En vous basant sur la solution de 'équation de Hamilton-Jacobi pour l'oscillateur harmonique,
obtenez une expression pour la perturbation moyenne H; en fonction de la nouvelle coordonnée
B et du nouveau moment @, la moyenne étant effectuée sur une période de I'oscillation.

Quel est le taux de variation moyen de 3 ? Expliquez comment ce taux peut étre interprété
comme un changement relatif de la période de l'oscillateur dd a la perturbation.

Considérez maintenant un pendule simple et développez I'énergie potentielle en fonction
de T'angle ¢ jusqua l'ordre ¢* inclus. En vous servant du résultat obtenu en [B], donnez une
expression de la correction relative a la période du pendule (A7 /1) en fonction de 'amplitude
o de loscillation.

Probleme 4.5 Perturbation d’une orbite par une force constante

Considérons un satellite artificiel en orbite rapide autour de la Terre. Supposons que la force de
marée causée par la lune (ou le soleil) agisse sur ce satellite, et supposons qu’on puisse considérer
approximativement que cette force est constante en grandeur et en direction. Alternativement, on
peut penser a I'influence de Jupiter sur une planete comme Mercure ; comme Jupiter se déplace
lentement et qu’elle est tres éloignée, la force qu’elle exerce sur Mercure est approximativement
constante sur le cours de quelques périodes. Utilisons un systéme de coordonnées dans lequel
I'orbite de 'objet est contenue dans le plan xy (8 = 7t/2) et notons 'argument du péricentre par
w. Cette force constante de grandeur f est dirigée dans une direction définie par 'angle polaire
6, et 'angle azimutal ¢y.

[A] Ecrivez la forme de cette perturbation, et calculez sa valeur moyenne dans une période.

Quelles sont les quantités affectées par cette perturbation et comment sont-elles affectées?

Probléme 4.6 Précession de l'orbite d’un satellite
Dans ce probléme, nous allons étudier comment la forme aplatie de la Terre influence les para-
meétres de l'orbite elliptique d’un satellite artificiel. Les parametres de cette orbite sont : 'excentri-
cité e, le demi-grand axe a, I'inclinaison i du plan de I'orbite par rapport a I’axe polaire terrestre,
la longitude Q du noeud ascendant, et 'argument du péricentre w. Les moments d’inertie de la
Terre sont notés I5 et I, et sa masse M. L'énergie potentielle d’un satellite de masse m en présence
de la Terre aplatie est approximativement

k klIz—I

V(r)=—=+—
() r M r3

P,(cos 8) k := GMm (4.178)

[A] Démontrez que, le long de I'orbite du satellite décrite par 'angle ¢, la valeur de 'angle polaire
0 est donnée par
cos 8 =sini sin(y + w) (4.179)

Démontrez que la perturbation H; causée par I'aplatissement de la Terre est, moyennée sur
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E. Introduction a la théorie des perturbations

une période de l'orbite,
= mm?k?(I3—1;)
1= 2M{3 T
ol £ est le moment cinétique du satellite et T sa période.

(1—3cos?i) (4.180)

Démontrez que le plan de I'orbite du satellite précesse autour de I’axe polaire terrestre, et que
la fraction de tour effectuée a chaque période est

3 I;—I

Pour un satellite en orbite circulaire a une altitude de 1 000 km et d’inclinaison i = 1t/4, quel est
ce changement relatif, en pourcentage ?

[D] Démontrez que le péricentre de l'orbite précesse dans son propre plan, et que la fraction de
tour effectuée a chaque période est

3 I;—1I »
———————(5c0s°1—1 4.182

4Ma2(1—62)2( ) ( )
[E] Cet effet sapplique également & l'orbite d’'une planéte autour du soleil. Quel devrait étre
I'aplatissement du soleil pour qu’il soit aussi important sur I'orbite de Mercure que celui prédit
par la relativité générale ?
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Relativité et électromagnétisme

A Théorie de la relativité restreinte

5.A.1 Espace-temps

Considérons deux référentiels S et S’ se déplagant l'un par rapport a I'autre a une vitesse V = fic
le long de I'axe des x, comme illustré a la figure 5.1. Comme démontré dans toute introduction a
la théorie de la relativité, les coordonnées et le temps dans les deux référentiels sont reliés par la
transformation de Lorentz :

x" =y(x—Bct =
/ y(x—pct) y/ y 5.1)
ct' =y(ct—Px) 2 =z
ou y =1/4/1— 2. On introduit aussi la rapidité n définie par la relation
tanhn =3 (5.2)
La transformation de Lorentz prend alors la forme
x" = x coshn —ctsinhn y =y
, ) , (5.3)
ct’ =ctcoshm —xsinhn 2 =3z

L'avantage de la rapidité est que (1) la transformation de Lorentz est formellement similaire a une
rotation dans I'espace, ol les fonctions circulaires ont été remplacées par des fonctions hyperboliques
et (2) la composition de deux transformations de Lorentz successives dans la méme direction se fait
par simple addition des rapidités.

Lespace euclidien tridimensionnel, auquel on ajoute la dimension temporelle, forme ce qu'on appelle
I'espace-temps. Spécifier une position (x, y,z) et un temps t définit un événement x dans l'espace-
temps. On introduit alors un ensemble de 4 coordonnées d’espace-temps (ct, x, ¥,z), numérotées de
0a3:

x0=ct xl=x x2=y xP=gz (5.4)

L’équivalent de la distance dans 'espace & trois dimensions est l'intervalle s :

5= ()% = (1) = ()% = (x*)? (5.5)

143



FIGURE 5.1

La transformation (5.1) préserve I'intervalle, qui est le méme dans tous les référentiels.

Les concepts introduits a 'annexe B sont également utiles dans I'espace-temps : on peut introduire
dans l'espace-temps une base notée e, (u =0, 1,2,3) ou le vecteur e, est un vecteur unitaire dans la
direction temporelle. Un changement de référentiel est en fait une transformation qui nous amene
vers une nouvelle base e;. 11 existe un produit scalaire bien défini sur ’espace-temps, défini alors par
le tenseur métrique suivant :

1.0 0 0
0 -1 0 0

=19 o —1 o0 (5.6)
00 0 -1

En fonction des coordonnées (ct, x, y,z) = (x°, x1, x2,x%), qui sont les composantes contravariantes
du quadrivecteur position de 'événement x = x"e,,, la norme de x s’exprime comme

x* = (x0? = (x1)? = (x?*)* = (x*) (5.7)
et porte le nom d’intervalle (sous-entendu : intervalle entre I'événement x et I'origine).

La transformation de Lorentz (5.1) permet de relier entre elles les composantes décrivant le méme
événement dans deux référentiels différents. Lors d'une transformation de Lorentz générale, la co-
ordonnée spatio-temporelle x* se transforme comme suit :

x" = AV x” (5.8)

ou A¥, est une matrice de transformation. L'indice de gauche numérote les rangées, I'indice de droite
les colonnes et les indices répétés sont sommés. Par exemple, pour la transformation (5.1) la matrice
de transformation est

y =By 00 coshn —sinhn 0 O
— 00 —sinh cosh 00
A | TP Y _ 7 7 5.9
0 0 10 0 0 10
0 0 01 0 0 01

mais elle serait différente pour un changement de référentiel accompagné d’une rotation des axes,
ou suivant un axe quelconque. La matrice A est 'équivalent de la matrice S décrite a 'annexe B.
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Une matrice A\ appartiendra, par définition, au groupe de Lorentz si elle préserve la forme (5.7) de
l'intervalle. Cela revient a dire que les composantes du tenseur métrique 5.6 (ou de son inverse g*”)
doivent étre les mémes dans tous les référentiels. Autrement dit,

g =AM N 5 goP (5.10)

Cette condition doit étre respectée par une matrice /\ pour qu’elle appartienne au groupe de Lorentz.
L’équation ci-haut représente 10 conditions indépendantes, car elle est symétrique en (u, v). Comme
la matrice A comporte a priori 16 composantes indépendantes, cela laisse six parametres libres qui
peuvent spécifier un élément du groupe de Lorentz. Ces six parametres correspondent aux trois
composantes de la vitesse relative entre deux référentiels, ainsi qu’a trois parameétres de rotation
entre les axes cartésiens des deux référentiels (trois angles d’Euler, par exemple).

Les composantes covariantes se transforment a l'aide de la transposée de la matrice inverse de A,
soit
/ -1
A, = (A™)A, (5.11)

La matrice inverse de (5.9) s’obtient simplement en changeant le signe de 3.
5.A.2 Exemples d’invariants et de quadrivecteurs
Quadri gradient

Examinons maintenant comment se transforme 'opérateur gradient augmenté de la dérivée par rap-
port au temps, noté

Vol d
0 = — =|=Z—vWv 5.12
H d xh (cat’ ) (5.12)
Sachant que x” = (A_l)"ux’ ¥ (transformation inverse), on voit que
ox¥ 0
’_ a1
8H = S h ey =(A )Vuav (5.13)

et donc que le quadri gradient se transforme comme les composantes covariantes d’'un quadrivecteur,
ce qui justifie la notation utilisée.

Temps propre

Le temps propre T d’un objet en mouvement est simplement le temps tel qu’il s’écoule dans le ré-
férentiel de l'objet. Dans le référentiel inertiel S" qui se déplace avec l'objet & un instant donné, la
différentielle de temps propre coincide avec dt’. Cependant, 'objet peut en général étre accéléré de
sorte que le référentiel S’ n’est pas le méme a tous les instants. Quel que soit le référentiel dans lequel
on observe 'objet, la différentielle de temps propre peut toujours étre exprimée comme suit :

de
cdrz,/dx“dxuzcdt\/l—[jzch (5.14)
ol 3¢ est la vitesse de 'objet, qui peut dépendre du temps. En effet, dans le référentiel S’, dx* dx, =

c?dt? et de plus I'expression ci-haut est invariante, puisque dx* dx,, est un invariant. Pour I'obtenir
le temps propre total écoulé sur la trajectoire de I'objet, on intégre dr :

T:fdr=f%=fdt\/1—/52 (5.15)
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Quadri vitesse
Considérons un objet se déplagant a une vitesse instantanée v = f¢. On définit sa quadri vitesse u"

comme
_dxt

dr
La différentielle dt est invariante, alors que dx" se transforme comme les coordonnées; donc u®
est une quadrivecteur. En fonction de la vitesse 3, les composantes explicites sont

ut (5.16)

ut: (yc,yv) (5.17)
Par contraction on obtient l'invariant u"u, = c2. Le temps propre écoulé le long d’une trajectoire
peut alors s’écrire comme
1
T= J dr == f u,, dx* (5.18)
Cz
Quadri accélération
On définit aussi la quadri accélération

_dwtdu
S dr ' de

Lexpression explicite (5.17) de la quadri vitesse donne

(B a  (B-a)p
“”‘((1—/52)2’1—/32+(1—ﬂ2)2)

A partir de ce quadrivecteur, on peut construire certains invariants. Par exemple,

at (5.19)

(5.20)

_1d (5.21)

En utilisant les expressions explicites pour u* et a” en fonction des composantes temporelles et
spatiales, la condition u,a" = 0 ressort de maniere triviale. Un autre invariant a considérer est a“a,,.
On calcule que
A (a2 .2 2
a'a, =—y*(a® +v*(B - a)*) (5.22)

Cette quantité est la méme dans tous les référentiels, méme si les valeurs de 8 et de a changent.

Quadricourant
Un autre quadrivecteur est formé par la densité de courant et la densité de charge :

J4: (ep,d) (5.23)
Pour s’en convaincre, il suffit d’écrire I’équation de continuité comme

2
v+ =gut=0 (5.24)
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Comme la conservation de la charge doit étre valide dans tous les référentiels et que J, est un
quadrivecteur, le quadricourant J* en est forcément un lui aussi. Une autre facon de se convaincre
que J* est un quadrivecteur est de considérer ’expression de la densité de courant associée a un
ensemble de charges ponctuelles en mouvement :

J(r) = Zq(i)v(i)é'(r—r(i)) (5.25)

Ici ¢, D et vV sont respectivement la charge, la position et la vitesse de la i® particule. La fonction
delta dans la formule ci-haut n’est pas un invariant de Lorentz, puisqu’elle est définie par la relation

f r® sr—1rDy=1 (5.26)

valide dans tous les référentiels et que d*r n’est pas invariant. Cependant, y(i) d®r@ est un invariant,
ol y(l) =1/+/1—(BD)2. La fonction (1/y)5(r—r{) est donc aussi un invariant. Ecrivons donc la
densité de courant et la densité de charge comme

J(r) = Zq(l) (D@ 5(1._1.(1'))/},(1')] (5.27)
p(r) = qu O[5 —10)/y 0] (5.28)

En fonction de la quadri vitesse de chaque particule, on a

=37 O —rD) /0] (5.29)
i

Comme ¢ et la fonction delta modifiée sont des invariants, on conclut que J* est bel et bien un
quadrivecteur.
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B Dynamique relativiste

5.B.1 Action d’une particule libre

En relativité, les équations du mouvement doivent étre les mémes dans tous les référentiels inertiels.
Pour cela il faut que I’action soit invariante par rapport aux transformations de Lorentz, c’est-a-dire
quelle ait la méme forme dans tous les référentiels. Ainsi, si elle est stationnaire dans un référen-
tiel, elle le sera dans tous les référentiels. Guidés par ce principe, essayons d’obtenir 'action d’une
particule libre.

Soit x*(7) la trajectoire de la particule dans I'espace-temps, en fonction du temps propre 7. La
quantité invariante la plus simple qu’on peut construire avec une telle trajectoire est sa longueur
propre, c’est-a-dire le temps écoulé dans le référentiel (non inertiel, en général) de la particule.
Nous supposerons donc que l'action d’'une particule libre est simplement son temps propre. Cette
quantité doit étre multipliée par une constante qui donne a I’action ses unités naturelles, soit celles
d’une énergie fois un temps. La seule constante relative a la particule ayant les unités d’une énergie
est sa masse m, fois c2. On suppose donc que I'action est

S =—mc? J dt (5.30)

Puisque dt = dt/y, on peut écrire

S=—mczf dt4/1—p2 (5.31)
Le lagrangien d’une particule libre est donc

L=—mc?4/1—p2 (5.32)
Dans I'approximation non relativiste (8 < 1) ona /1 — 32~ 1—f32/2 et donc
2,1 5
L~ —mc?+ Sm (5.33)
On retrouve donc le lagrangien habituel, plus une constante (—mc?) qui n’affecte pas les équations
du mouvement.
L'impulsion généralisée p est définie comme

p=db__mv (5.34)

ov.  /1—p2
Le hamiltonien qui correspond a ce lagrangien est

H=p-v—-L

:T—Vzﬂzmwfﬂz
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m02

_ (5.35)
v1—p2

Le hamiltonien est dans ce cas égal a 'énergie cinétique de la particule, plus une constante appelée

énergie de masse. Dans 'approximation non relativiste, H devient

1
H~ mc?+ Emv2 (5.36)

On reconnait I'énergie cinétique usuelle, plus une constante : 'énergie au repos mc?.

Le hamiltonien doit en principe étre exprimé en fonction des moments conjugués. On vérifie facile-
ment dans ce cas-ci que H a ’expression suivante en fonction de p :

H = 4/p2c2 + m2c4 (5.37)

5.B.2 Particule chargée dans un champ électromagnétique

Considérons maintenant non pas une particule libre, mais une particule de charge e dans un champ
électromagnétique. Nous allons supposer que le champ électromagnétique peut étre décrit par un
quadrivecteur A*(x), fonction de la position et du temps. Nous constaterons plus tard que ce qua-
drivecteur est constitué du potentiel électrique ® comme composante temporelle, et du potentiel
vecteur A comme partie spatiale : A* = (®/c,A), mais cette identification n’est pas nécessaire pour
le moment. Nous allons cependant supposer que le produit ecA* a les unités de ’énergie, ce qui
compatible avec cette identification. !

A Taction de la particule libre — appelons-la S, — on doit ajouter une action S; décrivant linterac-
tion de cette particule avec le champ électromagnétique. Cette action doit bien s(ir étre invariante.
L’invariant le plus simple qu'on peut construire a I'aide du quadrivecteur A* et du mouvement de la
particule est I'intégrale

S, =—e J A, dx* (5.38)

ol nous avons multiplié par la charge e de la particule, car I'interaction entre une particule chargée
et le champ électromagnétique doit nécessairement étre proportionnelle a sa charge. Le facteur 1/c
assure que l'action a les bonnes unités. L'intégrale est effectuée sur la trajectoire de la particule.
Comme l'intégrant est la contraction de deux quadrivecteurs, il est forcément invariant. Cette action
peut aussi s’exprimer ainsi :

.
S;=e | (A-dr—& dt)
Jr (5.39)
=e | dt(A-v—9)
J
L'action a considérer est I'action totale Sy + S;, ou le lagrangien correspondant :
2
L=—mc2\1——2+eA-v—e<I> (5.40)
c

1. Nous allons utiliser le systéme international (SI) pour les unités électromagnétiques, en dépit qu’il ne soit pas idéal
pour décrire I'électromagnétisme dans un contexte relativiste. Le systéme de Heaviside-Lorentz lui est certainement pré-
férable, mais est moins familier.
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Nous allons maintenant obtenir les équations du mouvement et s’assurer qu’elles coincident avec la
formule connue de la force de Lorentz. Les équations de Lagrange sont, dans ce cas,

AL 0L o 4 MV ), A er(VA)+eVa (5.41)
dtov dar ~  dt\ /1—2/c2 s .

Le premier terme du membre de droite est par définition la force F (la dérivée de la quantité de
mouvement par rapport au temps). On peut donc écrire

F=—eV®—eA+ev,VA; (5.42)

Notons que la dérivée temporelle A est une dérivée totale par rapport au temps et non une dérivée
partielle. Cette dérivée est non seulement due a la variation temporelle de A a une position donnée,
mais aussi au déplacement de la particule dans le temps d’un point a un autre :

A= aa—}t\ +(v-V)A (5.43)

La composante i de la force totale peut donc s’exprimer comme

OA;
Fi :_eaié_ea_l_l_erain +ev181A] (544)
mais
- VJaJAl + V]alA] = EijkekrsvjarAS = (V/\ (V/\A))l (5.45)
Donc on obtient 2
F=—eVd— ea +evA(VAA) (5.46)

En fonction du champ électrique E et du champ magnétique B définis par

E=-—V®d— 3 B=VAA (5.47)

on écrit finalement
F=¢E+evAB (5.48)

qu’on appelle la force de Lorentz.
Construisons maintenant le hamiltonien. Le moment généralisé est

JL mv
p=—=——+¢€A (5.49)

v V1B

Le moment généralisé est, dans ce cas, distinct de la quantité de mouvement myv. Le hamiltonien

correspondant est

TTlC2

H=v-p—L=———+¢% (5.50)
V1—p2
ou il est compris que la vitesse v doit étre remplacée par (p —eA)/my. Si on définit la quantité de
mouvement

mi=—  —p_eA (5.51)

J1-p?
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alors on a la relation suivante, conséquence immédiate de la relation connue entre I'énergie et la
quantité de mouvement d’une particule :

H=vVm2c*+ n2c2 +ed = \/m2c4 +(p—eA)2c2 +ed (5.52)

Ceci est le hamiltonien relativiste d’une particule chargée dans un champ électromagnétique quel-
conque.

Dans I'approximation non relativiste, le hamiltonien devient

1
H~ mc? + . (p—eA)* +ed (5.53)

5.B.3 Forme covariante de I’équation du mouvement
Plut6t que de passer par les équations de Lagrange, qui ne sont pas manifestement covariantes, nous

pourrions déduire les équations du mouvement sous une forme covariante directement a partir du
principe de la moindre action. C’est ce que nous ferons ici. U'action d’une particule chargée dans un

champ électromagnétique est
S=—mc2J dT—eJAudx“

=—mcf \/ dx“dx“—eJAde“

Nous devons maintenant effectuer une variation de la trajectoire : x* — x* + §x". La variation
correspondante de I'action est, au premier ordre,

dx,, déx* —ef d,A,6x” dx“—efA“ déx*

1
6S= —ch —dx,
4/ dxHdx,
= —mJ Xy d5x“—eJ 9,A,6x" dxv—eJAM déx*

=—mJ X, 6%t dT—ef A, 0xH x” dr—efAu&'c“dr

= mf ¥,6xt dt —ef A, x"6x! dt +eJ d,A,x"6x" dt

= mf ¥,6x" dt —ef F,,x"ox" dv (5.54)
Nous avons effectué des intégrations par parties dans la quatriéme ligne et utilisé la notation
oy dx? : :
xt = ar et larelation dx* =x"dr (5.55)
T

Nous avons aussi introduit le tenseur de Faraday

F,, = 9,A,—3,A, (5.56)
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Le tenseur de Faraday, de par sa définition, est antisymétrique. On constate, en utilisant la relation
(5.47) que ses composantes sont les composantes des champs électrique et magnétique :

0 E./c E,/c E;/c
—E,/Jc O —B, B

F,,: Y (5.57)
U1 —E,/c B, 0 -—B,
—E,/c -B, B, 0

=eF,,x" (5.58)

11 s’agit en fait de la force de Lorentz, exprimée sous une forme covariante. Aucune approximation
n’a été effectuée : c’est donc une expression relativiste. C’est un exercice simple de démontrer qu'on
retrouve la forme habituelle de cette force en substituant 'expression de la quadri accélération et de
la quadri vitesse.

Cette équation s’exprime également sous la forme suivante :
mu” = eF* u” (5.59)

ot le tenseur mixte F*, = g"*F, , a les composantes suivantes (les trois derniéres rangées changent
de signe par rapport a F,,) :

0 E,/c E,/Jc E,/c

E,Jc 0O B, -B
</ § Y (5.60)
E,/c —B, 0 B,

E./c B, —B. O

F¥,:

Exemple 5.1 Charge dans un champ électrique uniforme
Considérons une particule de masse m et de charge e dans un champ électrique constant et
uniforme E = Ex. I'éq. (5.59) se réduit alors a

0

u 0 ¢ 0 0\ (u
d | u? e 00 Of]ut eE
B 9 = 9 E=— (561)
dt | u 0 00 O0]]u mc
u? 000 0\
ou encore
1° = eu? u' =eu® u? = cte u® = cte (5.62)
Les deux premieres équations se découplent pour donner
i’ = e*u° (5.63)
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dont la solution s’exprime par des fonctions hyperboliques :

u°(7) =u°(0) cosh(et) + 1(0)

sinh(e7) (5.64)

En supposant que la particule est initialement au repos, c’est-a-dire que u°(0) = ¢ et 1°(0) = 0,
on trouve
u(7) =ccosh(et) et u'(r)=csinh(eT) (5.65)

En intégrant cette solution sur le temps propre, on trouve
0 € 1 ¢

x"(7)=—sinh(et) et x'(7)=—(cosh(et)—1) (5.66)
€ €

ol nous avons ajouté une constante d’intégration de maniere a respecter les conditions aux li-

mites x°(0) = 0 et x*(0) = 0. La premiére de ces équations nous donne la relation entre le temps
du référentiel t = x°/c et le temps propre T :

t = —sinh— (5.67)

Quand 7 est petit, le développement de Taylor de cette expression donne t ~ 7.
11 s’agit du mouvement dit hyperbolique, associé en relativité a une force constante.

Exemple 5.2 Charge dans un champ magnétique uniforme
Supposons le champ magnétique orienté selon z. I'éq. (5.59) se réduit alors a

u® 0 0 0 0)\/[u
d | u! 0 w 0] ut eB
= — w=— (5.68)
dr | u? 0 —w 0 0]]u? m
u® o 0 o o)\«
ou encore
u® = cte ' = wu? u? = —ou! u® = cte (5.69)

La grandeur de la vitesse est constante, puisque u° (donc y) est constant. Donc la relation entre
le temps du référentiel t et le temps propre est simplement t = y. D’autre part, u® est constant,
C’est-a-dire que la composante de la vitesse parallele a B est constante. Les deux équations du
centre, quant a elles, se découplent pour donner

il = —w?u! (5.70)
dont la solution s’exprime par des fonctions circulaires :

u'(0)

u'(7) = u*(0)cos(wr) +

sin(wT) (5.71)

En supposant, par exemple, que 11 (0) = 0 et u!(0) = yv, on trouve

ut(t) =yvcos(wr) u?(t) = —yvsin(wr) (5.72)
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ou encore
v, (t) =vcos(wt/y) vy (t) =—vsin(wt/y) (5.73)

La vitesse suit une évolution circulaire a une fréquence w/vy, ol w est appelée la fréquence cyclo-
tron.

5.B.4 Tenseur de Faraday et transformation des champs
La version contravariante du tenseur de Faraday est

0 —E./c —E,/c —E,/c

pov, | Bxfe O B By (5.74)
E/Jc B, 0  -B,
E,/c —-B, B, 0

Lors d’'un changement de référentiel, le tenseur de Faraday se transforme de la maniére suivante :

FHY = AF AN GEPO (5.75)

En appliquant la transformation de Lorentz (5.9), on obtient explicitement (nous avons multiplié
par ¢)

0 -E. -E -—E 0 —-E, —-E, -E
E. 0 —cB] cB) _A E. 0 —cB, ¢B,
Eg, cB; 0 —cB; E, B, 0 —cB,
E —chV B 0 E, —cB, B, 0
BYEy —7Ex —E, —E,
_A YE, —BYE, —cB, ¢B,

Y(Ey _ﬁCBz) Y(CBZ _ﬁEy) 0 —cBy
r(BcB, +E,) —r(cB, +BE,) cBy 0

0 _Ex _Y(_ﬂCBz + Ey) _Y(ﬂCBy + Ez)
— Ex 0 Y(/jEy - CBz) Y(CB_y + ﬂEx)
Y(Ey _ﬂCBz) Y(CBZ _ﬁEy) 0 _CBx
r(BcB, +E,) —r(cB, + BE,) cB, 0
Et donc
E_=E, B, =B,
E! =y(E, — BcB,) B, = (B, + BE./c) (5.76)
E; :Y(Ez+ﬁCBy) B; :Y(Bz_ﬁEy/c)
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Exprimons ces transformations différemment en appelant respectivement E; et E les composantes
de E perpendiculaire et paralléle a la direction de la vitesse relative v des deux référentiels :

E\ = y(E_+VAB)) E = E
(5.77)
A\
B| = y(Bl—C—ZAEl) th B

Remarques:

4 Supposons que E = 0 et B # 0 dans S. Par un changement de référentiel, on peut augmenter la
composante de B perpendiculaire a v et faire apparaitre un champ électrique perpendiculaire
av.

4 De méme, si E # 0 et B = 0 dans S, un changement de référentiel augmente la composante
perpendiculaire de E et fait apparaitre un champ magnétique.

4 Si B # 0 et E = 0 dans un référentiel, alors il n’existe aucun référentiel dans lequel B = 0. De
méme, si B =0 et E # 0 dans un référentiel, alors E # 0 dans tous les référentiels.

Invariants du champ

Un invariant du champ est une quantité formée a 'aide des champs électrique et magnétique qui ne
change pas d’un référentiel a l'autre. La contraction F¥,, quoiqu'invariante, n’est pas intéressante,
car elle s'annule (le tenseur de Faraday étant antisymétrique). Par contre, la contraction F*F,, est
un invariant non trivial. Un calcul explicite donne

1 E2
—EF‘”FW = — —B?

2 (5.78)

Un autre invariant s’obtient en considérant plutot la contraction 8“"MFWFP 2. On calcule que

1 1
Ze“WFWF »=EB (5.79)

Donc le produit scalaire E - B est invariant.

Remarques:
4 Si E et ¢B sont de méme grandeur dans un référentiel, ils le sont dans tous les référentiels
(E* —c?B* =0).
4 SiB =0 et E # 0 dans un référentiel, alors E ne pourra étre plus petit dans un autre référentiel.

4 SiE et B sont perpendiculaires dans un référentiel, ils le seront dans tous les référentiels (E-B =
0).
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C Théorie des circuits électriques

L'objectif de cette section est de montrer comment on peut décrire un circuit électrique dans le forma-
lisme lagrangien et hamiltonien. L'utilité de décrire des circuits dans ce langage vient essentiellement
du besoin de les traiter de maniére quantique, donc du besoin de définir un hamiltonien et des rela-
tions de commutation entre variables conjuguées. >

5.C.1 Description générale des circuits

| ©
{
Nel
0e]
}AJ
|
\o[.

FIGURE 5.2

A gauche : Exemple de circuit. Chaque lien contient un élément de circuit (condensateur, inductance, etc)
qui n'est pas représenté ici. En outre, chaque lien posséde une orientation conventionnelle. A droite : un
arbre fondamental A est indiqué en noir, et la fermeture du circuit en bleu.

Un circuit électrique peut étre caractérisé par un graphe, c’est-a-dire par un ensemble de points
qu’on appelle les noeuds du circuit, reliés par des éléments de circuit qui résident sur les liens du
graphe, qui sont des segments orientés. Considérons a cet effet le graphe illustré sur la figure 5.2.
Les noeuds ont été numérotés; les liens auraient aussi pu étre numérotés, indépendamment. L'un
des sites (numéroté 0) est mis a la masse. Notez que deux noeuds peuvent étre reliés par plus d'un
lien, par exemple si deux éléments de circuits sont mis en parallele.

2. Comment un circuit peut-il nécessiter un traitement quantique? Cette question déborde largement le cadre du
cours, mais expliquons tout de méme sommairement : Un systéme doit étre traité par la mécanique quantique si (i) 'énergie
thermique kg T est inférieure a la séparation des niveaux d’énergie et (ii) les niveaux d’énergie sont bien séparés les uns des
autres, c’est-a-dire que l'interaction avec 'environnement ne donne pas a ces niveaux une largeur (ou une incertitude) du
méme ordre ou supérieure a leur séparation. Dans le cas d’un circuit LC simple, cela entraine que la fréquence de résonance
w = 1/+/1C doit étre telle que iew > kT et que le bruit qui entre dans le circuit par environnement doit étre suffisamment
faible. Cela est effectivement possible avec des microcircuits, qui possedent des fréquences caractéristiques de l'ordre du
GHz, si on les étudie a des températures inférieures a 100 mK. Ajoutons cependant que le traitement quantique d’un circuit
est surtout intéressant si ce circuit comporte des éléments non linéaires, par exemple les jonctions Josephson, qui sont des
structures composées de matériaux supraconducteurs entre lesquels une mince barriere isolante a été insérée. Des circuits
comportant ces éléments nous permettent de construire des systémes quantiques artificiels dont les hamiltoniens sont
controlables jusqu’a un certain point. Ceux-ci sont la clef du développement de technologies de I'information quantique.
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11 est essentiel, afin de bien définir le voltage sur chaque noeud, de relier chaque noeud de maniere
unique a la masse; a cette fin, on divise I'ensemble des liens en deux parties : un arbre fondamental
A, qui ne contient aucune boucle, indiqué en noir sur la partie droite de la figure 5.2, et une fermeture
E qui contient les autres liens. Cette séparation entre A et F n’est pas unique et comporte une degré
d’arbitraire, qui n’affecte pas les équations du circuit obtenues a la fin.

Variables de lien
Les liens d’un circuit peuvent étre numérotés et seront désignés par un indice [ allant de 1 a N, (le
nombre d’éléments de circuit). On définit alors les deux variables suivantes sur chaque lien :

V) = f E-dl (intégré dans le sens du lien)

1 (5.80)

i =— § B-dl (intégré autour du lien)
Yo

v; est la tension électrique entre les deux bornes de I'élément de circuit résidant sur le lien [, et i
le courant circulant dans I'élément de circuit. Ces variables dépendent du temps, naturellement. Le
tension de lien est définie comme la force électromotrice, c’est-a-dire I'intégrale du champ électrique,
sur un chemin longeant I'extérieur du dispositif. De méme, le courant est défini par une circulation
du champ magnétique le long d’une boucle entourant le dispositif, sans le pénétrer, et comprend
donc la contribution du courant de déplacement. Ces variables seront indépendantes des chemins
précis qui sont suivis, pourvu que ceux-ci ne pénetrent pas a l'intérieur du dispositif.

On définit également les variables auxiliaires suivantes, qui sont les intégrales de la tension et du
courant sur le temps, a partir d'un moment distant dans le passé ou les tensions et courants étaient
nuls et le circuit inerte :

t
®,(t) = f v(t)dr
7 (5.81)
Q(t) = f y(r)dr
—00
Q; est la charge totale qui est passée au travers de 'élément de circuit depuis le début. ®; est appelé la
variable de flux associée a I'élément de circuit. Pour comprendre cette terminologie, considérons une
boucle fermée B formée d’'un ensemble de liens {l}. Cette boucle est orientée, et soit Sy; 'orientation
du lien [ dans cette boucle : Sg; = +1 si I'orientation conventionnelle du lien coincide avec celle de
la boucle, —1 si elle est inversée, et 0 si le lien ne fait pas partie de la boucle. Dans ce cas, la force
électromotrice autour de cette boucle est, par définition,

force électromotrice = Z Segivi (5.82)
l

D’aprés la loi de Faraday, cette force électromotrice est 'opposée de la dérivée du flux magnétique
&y passant au travers de la boucle, avec la convention de signe habituelle (régle de la main droite).

Donc d d
Spvi=— ) Spd=——9% 5.83
Zl:Bll dtzl:Bll L (5.83)
et les variables ®; ont donc l'interprétation de « flux partiels » (moyennant un signe) :
Z Sp1®; = —®p (5.84)
l
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(nous avons supposé que la constante d’intégration est nulle, les flux étants tous nuls initialement).

De méme, on définit une « charge » Q,, associée a chaque noeud, par la relation

> 15uQ =4, (5.85)
[

ol S,; est 1 si le lien [ pointe vers le noeud n, —1 s’il pointe en direction contraire, et O s’il n’est pas
connecté au noeud n. En dérivant cette équation par rapport au temps, on trouve

e
> Sy = A _, (5.86)
l

dt

c’est-a-dire que la somme des courants de charge aboutissant a un noeud doit s’annuler, par conserva-
tion de la charge électrique. En effet, méme si le courant i;, tel que défini sur le lien, peut comporter
un courant de déplacement, ce dernier doit étre supporté par un dispositif capacitif. Les courants qui
aboutissent aux noeuds sont purement des courants de charge. En général, nous allons aussi sup-
poser que le flux &y au travers d’une boucle est nul ou constant — par exemple causé par un champ
magnétique externe au circuit — de sorte que 1'éq. (5.84) est effectivement une contrainte sur les
variables ®,.

Equations constitutives

Les variables (v;,1;) sont reliées entre elles, souvent par l'intermédiaire des variables auxiliaires
(®;,Q;). Si un élément de circuit est purement résistif, caractérisé par une résistance R, on a la
relation v; = Ri; avec la convention de signe adoptée ci-haut. S’il est purement capacitif, de capacité
C on a la relation Q; = Cv;. Enfin, s’il est purement inductif, d’'inductance L, la relation est plutét
®; = Li;. En général, les éléments de circuit réels seront une combinaison de ces trois types, ou seront
de nature plus complexe, menant a une relation non linéaire entre les variables i; et v;. Remarquons
que si un élément de circuit est une inductance, le flux magnétique a travers cette inductance n’est
pas rigoureusement défini, sauf si on ferme le circuit; la relation ®; = Li; ne faisant pas référence a
un circuit fermé, elle n’est qu’approximative, ou idéalisée.

Variables de noeud

Dans le but d’étudier le circuit a I'aide d'un ensemble de variables indépendantes, non sujettes aux
contraintes (5.84) et (5.85), nous allons introduire des variables de noeuds comme suit : Aprés avoir
défini un arbre fondamental A pour le circuit, on définit le flux ¢, associé au noeud n ainsi :

bu= D Su® (5.87)
leA,

ol A, est un ensemble de liens formant un chemin unique pour aller du noeud de base (la masse)
au noeud n, le long de I'arbre A. La variable de lien ®; est obtenue de maniéere unique comme

&=y —, (5.88)

ot n’ et n sont les noeuds situés de part et d’autre du lien [ sur I'arbre A, la direction de [ étant définie
de n jusqu’a n’. De méme, on définit la tension de noeud V,, comme

Vn = Z Snlvl (5.89)

leA,

et on a la relation évidente V,, = ¢,,. Comme la tension est définie par rapport i la masse, le noeud
0 ne définit pas une variable indépendante, et par définition V, =0 et ¢, = 0.
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5.C.2 Lagrangien et hamiltonien d’un circuit

FIGURE 5.3

Circuit LC

Comme exemple fondamental, considérons le circuit LC illustré a la figure 5.3. Ce circuit comporte
deux noeuds (indiqués par les points rouges), numérotés O et 1. Le noeud O est relié a la masse. Les
deux liens sont numérotés 1 et 2 et comportent respectivement une inductance L; et une capacité
C,. Par convention, le lien 1 constitue I'arbre fondamental, et le lien 2 la fermeture F. Ce circuit ne
comporte qu’une variable indépendante, qu’on peut choisir comme étant ¢, la variable de flux au
noeud 1. Les équations constitutives des éléments présents nous informent que

(bl == L].i]. Q2 = Csz (5.90)

Avec les orientations choisies pour les liens, la contrainte de conservation de la charge au noeud 1

s’écrit i; = iy, Ou encore
o, . ,
L_ = Q2 = C2V2 (5.91)
1

Dans ce cas, la variable de noeud ¢; coincide avec ;. D’autre part, en supposant que le flux & a
travers la boucle est négligeable, on a

‘bl +q)2:0 — q)z :_q)l :—¢1 — V2:—d;1 (5.92)
On obtient donc I'équation différentielle suivante :

¢
LG

=V =—¢; = ¢;+w’Pp; =0 (5.93)

ol w? = (L1C2_)_1. La solution a cette équation est oscillation pure : ¢,(t) = ¢(0)cos(wt), en
supposant que ¢(0) = 0.

Remarque Une remarque importante s'impose ici, sur I'interprétation des variables de lien ; :
On suppose que le flux total &5 passant a travers la boucle unique de ce circuit est négligeable.
Pourtant, 'un des éléments du circuit est une inductance, qui doit par définition porter un flux
magnétique non négligeable. Comme I'autre élément (le condensateur) ne porte pas de flux ma-
gnétique, comme peut-on, au total, supposer que & est négligeable ? Rappelons cependant que le
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chemin utilisé pour définir la force électromotrice le long de I'inductance passe tout juste a I'exté-
rieur du dispositif, et donc ne contribue pas a porter le flux magnétique de 'inductance. Ainsi, si
nous attachons un voltmeétre aux bornes 0 et 1 du circuit LC, on se trouve a mesurer la tension de
noeud V; (égale a la tension de lien v,), le circuit se refermant dans le voltmetre. Une variation
di;/ dt du courant dans I'inductance induit une force contre-électromotrice dans I'inductance, ré-
sultant en une tension V; = L, di;/ dt qui aurait, a elle seule, tendance a contrer la variation de
courant. Ceci justifie I'’équation constitutive ®; = L;i; dans notre convention de signe. Ceci nous
fait aussi réaliser que si le chemin d’intégration définissant v; passait en plein centre du fil formant
une inductance, au lieu de passer a I'extérieur de I'inductance, le résultat obtenu serait 'opposé
de v;. La définition des variables de lien en fonction de chemins définis a I'extérieur des dispositifs
est donc tres importante.

L'équation (5.93) pourrait étre dérivée du lagrangien suivant :
1 17—
L=3Cyp?— 3L ¢2 (5.94)
car 'équation de Lagrange correspondante est

— =Gy + L;l(pl =0 (5.95)

ce qui coincide bien avec I’équation obtenue ci-haut. En fonction du flux ¢, tout se comporte comme
si I’énergie cinétique était 'énergie contenue dans les éléments capacitifs, alors que I'énergie poten-
tielle est contenue dans les éléments inductifs. Ce lagrangien est identique a celui d’un oscillateur
harmonique, ot la capacité C, joue le role de la masse (I'inertie) et I'inductance inverse L™ celui de
la force de rappel.

On montre, en électromagnétisme, que I'énergie contenue dans le champ électromagnétique prend
deux formes : une contribution électrique et une contribution magnétique, données respectivement
par

1
E, = %gOJ d3r E2 Emag = — | d°rB? (5.96)
2o
Le lagrangien du champ électromagnétique est la différence de ces deux énergies :
1 3 2 1o
LEM = EJ d r (EOE' ——B ) (5.97)
Mo

Cette forme du lagrangien est nécessaire afin que I'action soit invariante de Lorentz (voir I'éq. (5.78)).
En fait il s’agit de la seule expression possible pour 'action qui soit a la fois invariante de Lorentz et
quadratique en champs :

SEM == J dtLEM == %f d4x (80E2 _— MLBZ) (5~98)
0

Lintégrant de cette expression est invariant de Lorentz, ainsi que la mesure d’intégration d*x sur
I’espace-temps (le jacobien d’une transformation de Lorentz est 'unité). Il est alors naturel que, dans
un circuit, le lagrangien soit la différence entre I'énergie électrique, comme celle emmagasinée dans
un condensateur, et 'énergie magnétique, comme celle emmagasinée dans une inductance.
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Ces considérations nous ménent a la conclusion que le lagrangien d’un circuit composé de conden-
sateurs et d’inductances doit avoir la forme suivante :

1
L:Z%clvf—ZL—l<bf (5.99)
l l

11 s’agit ensuite, pour un circuit donné, d’exprimer ce lagrangien en fonction des variables de noeud

P

Le Hamiltonien, lui, s’obtient par la procédure habituelle. Dans le cas du circuit LC a une variable
considérée plus haut, le moment conjugué a la variable ¢ est défini par

JdL .
G1=—7—=C¢;=Cny (5.100)

2
et n’est autre, dans ce cas-ci, que la charge du condensateur. En général, les variables conjuguées au
variables de flux ¢,, seront des charges de site q,,, qui n’auront pas toujours une interprétation aussi
simple que celle du circuit LC a une boucle. Les variables q; et ¢; sont naturellement conjuguées :

[¢l> ql] =1

Exemple 5.3 Circuit LC a deux variables

Considérons le circuit illustré sur la figure, avec ’arbre fondamental et la fermeture indiquées en
noir et en bleue pointillé, respectivement. Les noeuds et les liens sont numérotés comme indiqué.
Trouvons une expression pour le hamiltonien de ce circuit.

Les deux variables indépendantes sont les flux de noeud ¢; et ¢,. Le lagrangien de ce circuit est

2 @2 @2
L:%(c4vj+c5v§+c6v§——1——2— 3)

— 5.101
Ly Ly Ls ( )

En fonction de ¢, et ¢, et en supposant que les flux de boucle &5 sont nuls, les tensions et flux
figurant dans le lagrangien sont

@ = vy =04 =y
by =dy— ¢4 Vs = ‘i’s =¢y— ¢, (5.102)
(I)S = _¢)2 Ve = (i)6 = —(]52
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Chapitre 5. Relativité et électromagnétisme

de sorte que le lagrangien s’exprime comme

: o o b1 (a—¢1)? ¢
L= %(C4¢f+C5(¢z—¢1)Z+C6¢§—L—1— T (5.103)
1 2 3
La partie cinétique (i.e. capacitive) s’écrit ainsi sous forme matricielle :
. ) C,+C; —C
T = (1, 9,)C (?1) C= ( 4T > ) (5.104)
¢ -G G+G
Les moments conjugués sont
01 =(C4+C5)dp1 —Cs s g5 = (Cs +Ce)Ps — Cs 1 (5.105)
Le hamiltonien s’obtient par la procédure habituelle (voir I'éq. (2.18)) :
2 _ 2 2
H=1(gna)C [T+ 01 (B=9))" 9y (5.106)
q2 2]_.1 2]_.2 2]_.3
ol
1 C;+C C
cl= ST > (5.107)
C4Cs+CsCe+CsCs\ Cs  Cu+Cs
Les moments conjugués et les variables de flux ont les crochets de Poisson suivants :
[¢i:qj:|:5ij (5.108)

Un circuit ne comportant que des inductances et des capacités est parfaitement analogue a un systeme
masses-ressorts, tel que décrit a la section D. Il comporte donc des modes propres, chacun avec sa
fréquence propre d’oscillation. Les calculs généraux menés a la section D s’appliquent intégralement.
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C. Théorie des circuits électriques

Problemes

Probleme 5.1 Forme générale de la transformation de Lorentz

En partant de la transformation de Lorentz pour une vitesse relative cu = Vx des deux référen-
tiels, déduisez-en la forme plus générale de la transformation de Lorentz pour une vitesse relative
quelconque cu.

Probléme 5.2 Tenseur métrique et élément de volume
Supposons que les coordonnées spatiales x' soient définies relativement a une base quelconque
{e;} (i=1,2,3). Montrez que I'élément de volume, indépendant de la base, est donné par

d3x Jg (5.109)

ol g := det(g;;) est le déterminant du tenseur métrique.

Probléeme 5.3 Effet Compton

Ce probléeme vise a illustrer comment les lois de conservation de I'énergie et de la quantité de
mouvement permettent de déterminer le changement dans I'énergie d’'un photon, suite a une
collision avec un électron au repos (effet Compton). Le formalise des quadrivecteurs permet
de résoudre ce probleme de maniere particulierement efficace et élégante. Rappelons qu'une
particule de quantité de mouvement p est associée a une onde de longueur d’onde A = h/|p| (h
est la constante de Planck).

Un photon de quantité de mouvement p; est indicent sur un électron au repos (masse m), et
est ensuite dévié d'un angle 6. Exprimez le changement dans la longueur d’onde du photon en
fonction de I'angle 6 et de la longueur d’onde de Compton de I'électron, définie comme A, :=
h/mc. Démontrez cette relation en vous servant des quadrivecteurs.

Indice : calculez I'invariant pfr = (p;+p2—p3)?, oll p; et p; sont respectivement les quadrivecteurs
énergie-impulsion des photons indicent et diffusé, alors que p,, est celui de I’électron qui sert de
cible. Effectuez le développement de cette expression le plus loin possible avant de substituer les
composantes des quadrivecteurs.

Probléme 5.4 Force de Lorentz
Démontrez que I'éq. (5.58) est bel et bien équivalent a ’équation de la force de Lorentz (5.48).
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Chapitre 5. Relativité et électromagnétisme

Probleme 5.5 Mouvement dans des champs électrique et magnétique croisés

Une particule de charge e est sous l'influence d’'un champ électrique E = Ey et d'un champ
magnétique B = Bz, tels que |E| < ¢|B|. On suppose que la particule est initialement au repos et
a lorigine des coordonnées.

[A] Dérivez une expression pour la quadri position x*(7) de la particule en fonction de son temps
propre. Utilisez pour cela ’équation covariante du mouvement faisant intervenir le tenseur de
Faraday et la quadri vitesse. Le probléme se raméne a un probléme de valeurs propres que vous
pouvez résoudre a I'aide de Mathematica. Exprimez votre réponse en fonction du parametre &
défini par tanh & = E/cB.

Obtenez maintenant le méme résultat, en partant de la solution connue dans le cas ot E =0,
et en procédant a une transformation de Lorentz vers un référentiel ou le champ électrique est
non nul et perpendiculaire a B.

Faites un graphique de la trajectoire de I'objet, dans le plan xy, sur une durée assez longue
pour constater que la trajectoire se répete. Utilisez pour ce faire la valeur E = ¢B/2.

Probleme 5.6 Hamiltonien d’une particule dans un champ magnétique uniforme
Une particule non relativiste de charge e et de masse m se déplace dans un champ magnétique
uniforme dans la direction z : B = Bz.

[A] Ecrivez le hamiltonien correspondant en faisant le nécessaire pour qu’il ne dépende explici-
tement que de x et non pas de y ou z.

Ecrivez les équations de Hamilton correspondantes.

Montrez que le probléme se réduit a celui d’'un oscillateur harmonique en raison de la conser-
vation de p,,. Quelle est la fréquence associée ?

Probléme 5.7 Probléme de Kepler relativiste

Dans ce probleme nous allons déterminer la forme de I'orbite d'un objet relativiste de masse m
soumis a I'influence d’un potentiel attractif —k/r. En supposant, comme avant, que l'orbite est
comprise dans le plan xy, le hamiltonien de ce systéme est, en coordonnées polaires (r, ¢),

pye* i
H=\m2c*+p2c? + <p2 - = (5.110)
r r

[A] Montrez que I'équation différentielle de la trajectoire est

dr r?

ou £ = p,, est conservé.
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C. Théorie des circuits électriques

En utilisant la conservation de I'énergie, en particulier en exprimant p, en fonction de ¢, de
r et de E, montrez que l'orbite de I'objet prend la forme suivante :

A
= — 5.112
r() 1+ecos(yy) ) )
ol
02c? —k?
A=—— 5.113
iE ( )

k 2
Y= \ 1— (E) (5.114)
2.4 2.2
e=\1—(1—mEZC )(1—% ) (5.115)

Montrez que cette formule décrit une ellipse en précession

[D] Montrez que I'expression de I'excentricité e dans la limite non relativiste est bien celle que
nous avons trouvée en traitant le probléme de Kepler non relativiste. Posez E = mc? + €, ol €
représente 1’énergie totale moins ’énergie de masse, c’est-a-dire la quantité qui est appelée E au
chapitre 4. Vous devez pour cela supposer que € < mc2.

[E] Dans le cas ot les effets relativistes sont faibles, mais non nuls, donnez une expression du taux
de précession ¢ du péricentre de l'orbite. Que vaudrait ¢ pour la planéte Mercure, et comment
se compare-t-il au taux calculé en tenant compte de la relativité générale ?

Probleme 5.8 Ligne de transmission
Considérez le circuit illustré. Tous les condensateurs ont la méme capacité C et toutes les induc-
tances ont la méme valeur £.

1 2 3 4

| 2 | 4 | 6 |
1

[A] Donnez une expression du lagrangien de ce circuit en fonction des flux de noeuds ¢, ..., ¢4.
Quel est le hamiltonien correspondant ?

Ecrivez 'équation de Lagrange pour la variable ¢ 5. Supposons maintenant que le circuit, au
lieu de ne contenir que 3 boucle, en compte un nombre infini vers la droite. Quelle serait alors
I’équation de Lagrange pour la variable ¢, au noeud n (n > 1) ?
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Chapitre 5. Relativité et électromagnétisme

Prenez la limite continue de cette équation, en introduisant une variable continue x = an,
ol a est la distance entre deux boucles successives. La fonction ¢ (x) est alors définie comme
¢ (an) = ¢,,. Montrez que '’équation de Lagrange devient alors I’équation d’onde

T _Z T _p (5.116)

et donnez une expression pour la vitesse de propagation v des ondes décrites par cette équation.
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Introduction aux systemes chaotiques

A Probleme de Hénon-Heiles

6.A.1 Potentiel de Hénon-Heiles

Comme exemple de probleme dans lequel le phénomeéne du chaos se manifeste, considérons le mou-
vement d’un objet en deux dimensions, dans le potentiel de Hénon-Heiles. Le hamiltonien corres-
pondant est

2 p2
H:5—;+ﬁ+%k(x2+y2)+l(x2y—%y3) (6.1)
Le potentiel V(x, y) est la somme d’un potentiel harmonique en deux dimensions et d’une perturba-
tion cubique. Si on exprime ce probleme en coordonnées polaires planes, on obtient plutét la forme
suivante :
H—p'% Py Lkr? + Ar®sin3 6.2
_ﬁ+2mr2+§r+ r’sin3¢p (6.2)

Ce probléme est une simplification du probleme plus complexe du mouvement d’une étoile par rap-
port au centre d’une galaxie spirale. Labsence de symétrie de rotation dans le plan xy est alors diie
aux bras de la galaxie.

Dans le but de simplifier I’analyse du hamiltonien (6.1), les constantes m, k et A sont choisies de
maniére a simplifier au maximum les équations : m =1, k =1 et A = 1. Il est certainement possible
de choisir m = 1 sans perte de généralité, car cela revient a choisir des unités particulieéres pour le
temps, c’est-a-dire une certaine unité pour ’énergie. De méme, on peut choisir les unités de longueur
de maniére a fixer k = 1 sans perte de généralité. Choisir A = 1 représente alors une restriction dans
I'espace des parametres, mais I'effet du terme cubique sera d’autant plus petit que I’énergie totale
du systéme sera petite, ce qui nous permet quand méme de juger de 'impact du parametre A en
étudiant des mouvements d’énergies différentes.

Comme p, = x et p, =¥, la valeur constante de I'énergie dans ce probleme peut s’écrire
_1.2,1.2 1.2 1.2 .2 1.3
E=sx“+35y°+3x°+5y°+x°y—3y (6.3)
Les équations du mouvement qui découlent de ce hamiltonien simplifié sont

X=—x—2xy y=—y—x%+y? (6.4)
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FIGURE 6.1

Ces équations sont impossible a résoudre analytiquement.

La figure 6.1 illustre les courbes du niveau du potentiel de Hénon-Heiles restreint
V(x,y)=%x2+%y2+x2y—%y3=%r2+r3sin3g0 (6.5)

La valeur % du potentiel correspond a une inflexion du potentiel au-dela de laquelle le potentiel est
instable en raison des termes cubiques. Toutes les valeurs inscrites a 'intérieur du triangle équilatéral
associé a la valeur V= é sont inférieures a é. Nous nous bornerons donc a cette région.

Proche de l'origine, les termes cubiques sont petits en comparaison des termes quadratiques et le
potentiel devient progressivement isotrope et quadratique. Les courbes d’énergie constantes se rap-
prochent de cercles et les trajectoires sont des ellipses centrées a 'origine.

6.A.2 Sections de Poincaré

Comme il est impossible de visualiser le mouvement de ce systeme dans l'espace des phases a 4
dimensions, on visualise plutét le mouvement du systéme en sélectionnant une tranche du mouve-
ment en deux dimensions. Une telle tranche est définie comme I'ensemble des points du mouvement
(q(t), p(t)) qui sont situés sur ’hypersurface d’énergie E et, par exemple, sur le plan x = 0. Cet en-
semble de points, paramétré par les variables y et y = p,,, est appel€ section de Poincaré. Il permet
de suivre partiellement I'évolution du systéme et de caractériser le mouvement comme régulier ou
chaotique.

Pour construire numériquement une section de Poincaré, on doit, en méme temps que la solution du
systéme d’équations de Hamilton se construit, surveiller cette solution et épingler au passage, par
interpolation, les points tels que x = 0 et ajouter les valeurs correspondantes de (y, y) a la section.
Quant a la valeur associée de x, elle sera déterminée par la valeur de 1’énergie E et n’est donc pas
déterminante.
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A. Probléeme de Hénon-Heiles
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FIGURE 6.2
Sections de Poincaré pour une particule dans le potentiel (6.6), avec k = 1, énergie E = —0.875 et une

masse unité. A gauche : g = 0.004 et une seule valeur des conditions initiales. Quelques points seulement
sont illustrés et I'ordre dans lequel ils apparaissent est indiqué. A droite : g = 0.001 et différentes valeurs
des conditions initiales, indiquées par des couleurs distinctes.

Considérons, pour illustrer le concept, le probleme du mouvement d'une particule dans un potentiel
képlérien, modifié par une perturbation :

V() =— — (6.6)

Cette perturbation, comme il est bien connu, va entrainer une précession de I'orbite elliptique de la
particule. Les sections de Poincaré illustrées a la figure 6.2 sont obtenues en portant en graphique les
valeurs de y et y a chaque passage de la particule a x = 0. Chaque couleur correspond a un ensemble
différent de conditions initiales, donc & un mouvement différent. Chaque section forme un ensemble
de deux courbes fermées symétriquement disposées de part et d’autre de y = 0, correspondant
respectivement au croisement de 'axe x = 0 avec X > 0 et x < 0. Chaque courbe est en réalité une
collection de points qui, a force d’accumulation, forme un ensemble a 'apparence continue. Ceci
est le signe d’'un mouvement régulier, non chaotique : les points apparaissent, successivement, a des
positions différentes le long de la section, de maniére réguliére et prévisible, comme illustré sur la
partie gauche de la figure 6.2.

Considérons ensuite les sections de Poincaré associées au probléme de Hénon-Heiles, illustrées a la
figure 6.3. Encore une fois, des couleurs différentes correspondent a des conditions initiales diffé-
rentes. Le premier graphique correspond a une énergie relativement faible (1/12) et montre des
sections de Poincaré régulieres, comme dans le cas du potentiel de Kepler perturbé. En augmen-
tant I’énergie a E = 1/8, un phénoméne nouveau apparait. Certaines sections, indiquées en bleu et
en vert sur la figure, correspondent encore a des trajectoires réguliéres, associées a des conditions
initiales particuliéres. Par contre, la section indiquée en rouge remplit un ensemble dense au lieu
d’une courbe continue (le graphique ne montre qu'un nombre fini de points en raison de la durée
limitée de la simulation, mais en augmentant cette durée, on observe une densité de points crois-
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FIGURE 6.3

Sections de Poincaré du systeme de Hénon-Heiles, a différentes valeurs de 1’énergie E. Les différentes cou-
leurs représentent des conditions initiales différentes, mais de mémes énergies.

En haut a gauche : E =1/12; dans ce cas, on constate que 'orbite coupe la section en suivant des courbes
réguliéres.

En haut a droite : E = 1/8; Pour certaines valeurs des conditions initiales, les orbites sont réguliéres. Pour
d’autres, un attracteur étrange est suivi, dont la section remplit une partie dense de la section de Poincar€.
En bas : E=1/6; presque tout I'espace disponible est occupé par l'attracteur étrange.
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sante). Le systéme atteint alors un régime chaotique : les points successifs de la section de Poincaré
apparaissent a des positions irréguliéres dans un ensemble dense. Ce n’est pas par manque de dé-
terminisme, car la simulation tout comme la solution exacte (non numérique) procede de maniere
strictement déterministe. C’est plutot la manifestation d’un patron non répétitif et complexe.

Ce régime chaotique, en pratique, rend les prédictions a long terme impossibles : un léger change-
ment des conditions initiales, ce qui revient a initier la section a un endroit 1égérement différent,
meéne a une séquence de points complétement différents dans laquelle, apres un certain nombre
d’itérations, la position sur la section serait trés différente de celle obtenue apres le méme nombre
d’itérations a partir de la condition initiale originale : c’est la sensibilité aux conditions initiales, qui
caractérise généralement un mouvement chaotique.

6.A.3 Stabilité et exposant de Liapounov

La sensibilité aux conditions initiales peut étre caractérisée de la maniere suivante : Si 1(0) représente
le point initial dans I’espace des phases, alors une 1égere modification 61(0) de cette condition initiale
va résulter en une modification 61(t) du mouvement a un temps ultérieur. Pour des changements
infinitésimaux, ces variations vont obéir a une loi exponentielle :

sn(t) = 6n(0)e™ (6.7)

ol A est 'exposant de Liapounov.

On ne peut pas prouver que le comportement de 671(t) est exponentiel en général. Par contre, il est
facile de voir comment c’est le cas a proximité d’un point fixe. Considérons a cet effet un systeme
général d’équations différentielles du premier ordre, pour N variables x; :

Xi = Fi(X) (68)

Les N fonctions F; sont en général non linéaires et définissent la dynamique considérée. Supposons
que ce systéme d’équations admette un point fixe x,, c’est-a-dire tel que F;(x,) = 0. La solution
constante x;(t) = x,; satisfait évidemment au systeme (6.8). Considérons maintenant une variation
6 x;(t) du mouvement provenant d’une variation 6 x;(0) des conditions initiales. Le mouvement varié
est donc x;(t) = xo; + 6x;(t) et obéit aux mémes équations du mouvement. On peut donc écrire

JFE;
Xoi +8%; = Fi(xg + 6X) & F(x) + =—| &x; (6.9)
9%,
ou encore 5
F
an Xo

La matrice J;F; étant indépendante de 6x et du temps dans cette approximation. Le probleme est
redevenu linéaire : nous avons procédé a une linéarisation du probléme en développant autour d'un
point fixe du probléme non linéaire. L'’équation (6.10) se résout de la maniere habituelle, c’est-a-dire
par diagonalisation : on définit un ensemble de variables normales 6 y;, qui sont les vecteurs propres
de la matrice J;F;, avec valeurs propres A;. Lévolution temporelle de ces modes propres est alors

5y;(t) =6y, (0)e*" 6.11)

171



Chapitre 6. Introduction aux systémes chaotiques

Si toutes les valeurs propres A; sont négatives, alors le point fixe x, est stable. Si I'une au moins des
valeurs propres est positive, alors 6x va croitre avec le temps et le point fixe est instable. L'exposant
de Liapounov est dans ce cas la plus grande des valeurs propres A;.

B Dynamique discréte et approche du chaos
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FIGURE 6.4

Exemples d’applications de la carte logistique.

Les sections de Poincaré sont basées sur une dynamique continue, c’est-a-dire sur une résolution
d’équations différentielles ; on extrait ensuite de leur solution un ensemble de points discrets formant
la section de Poincaré. La différence de temps entre deux points de la section n’est pas nécessairement
toujours la méme; en fait, elle est généralement variable.

Une facon simple d’illustrer les propriétés d'une dynamique chaotique est d’étudier carrément une
dynamique discrete, c’est-a-dire une regle de récurrence provenant d'une application de I'espace des
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phases sur lui-méme. Pour simplifier les choses au maximum, nous allons en fait nous concentrer
sur une regle de récurrence a une seule variable x, définie dans I'intervalle [0, 1]. L’application par-
ticuliere que nous allons étudier est la carte logistique, par laquelle une valeur de x dans I'intervalle
[0,1] est envoyée dans une autre valeur dans cet intervalle :

x—rx(l—x) ref0,4] (6.12)

ol r est un parametre fixe compris entre O et 4. Cette application, ou carte, prend la forme d’une
parabole inversée, qui s’annule a x = 0 et x = 1, et dont le maximum est situé au point (0.5, /4).

Nous nous intéressons ici a la dynamique discrete générée par cette application, c’est-a-dire a la
séquence {xg, x;,X,,...} des valeurs de x obtenues en appliquant la carte de maniére itérative :
Xp41 = rXxp(1—x,). Cette application comporte toujours un point fixe, soit une valeur x; qui n’est
pas affectée par 'application :

r—1
r

xp=rx¢(1—x5) = x; =0 ou x;= (6.13)
Ces points fixes ne sont pas nécessairement stable. Procédons comme ci-haut, en linéarisant I'équa-
tion. Posons x, = x; + 6x,. En développant I'équation de récurrence au premier ordre en 6x,, on
trouve

Xp+06xp41 =1xp(1—xp) +1(1—2x£)0x, = 8xpqq =1(1—2x4)0x, (6.14)

Le point fixe sera manifestement stable si [r(1—2x)| < 1 et instable si [r(1—2x;)| > 1. En particulier,
le point fixe x; = 0 est stable si et seulement si r < 1, alors que le point fixe x; = (r—1)/r est stable
si et seulement si

r<3 si r>2
2—-rl<1 = . (6.15)
r>1 si r<2

ce qui revient a dire que le point fixe x; = (r —1)/r est stable dans l'intervalle r € [1,3].

Que se passe-t-il quand r > 3? Considérons a cet effet la figure 6.4. Les différents graphiques de
cette figurent illustrent I'application répétée de la carte logistique en tracant un segment partant
de la droite y = x et aboutissant a la parabole inversée, ce qui représente I'application de la carte.
Ensuite, a partir de la parabole, un segment horizontal rejoint la droite y = x, ce qui représente la
substitution x,,.; = f(x,), f étant la carte logistique. On répéte ensuite le processus indéfiniment.
Les valeurs illustrées sur la figure sont toutes obtenues en appliquant la carte des centaines de fois
avant de tracer les segments, de sorte que seul le comportement final (régulier ou non) est illustré.

Le premier graphique de la figure représente un cycle limite de longueur 2, c’est-a-dire une séquence
de deux valeurs a; et a, qui se répétent de maniére périodique :

Xn =Xnt2 = Xppg =" =4 Xntl = Xp43 = Xpys =00 = Qg (6.16)

En partant d’'une valeur initiale x, quelconque, la séquence {x,} va converger vers ce comportement
périodique, de période 2. Si on augmente quelque peu la valeur du parameétre de controle r, le cycle
de période 2 devient éventuellement instable et céde sa place a un cycle de période 4, illustré sur le
deuxiéme graphique de la figure 6.4. Ce doublement de la période du cycle limite porte le nom de
bifurcation. Le troisieme graphique de la figure illustre un cycle de période 8.

Notons r,, 1a valeur de r a laquelle se produit une bifurcation vers une cycle limite de période 2". La
figure 6.5 illustre les valeurs de x formant les cycles limites (en ordonnée), pour un grand nombre

173



Chapitre 6. Introduction aux systémes chaotiques

1.0

0.8

0.6

04

0.2

0.0

0.55

0.50

0.40

0.35

344 346 348 350 352 354 356 3.58
r

0.349
0.348
0.347
0.346
o]
0.345
0.344
0.343

03%.2563 3.564 3.565 3.566 3.567 3.568 3.569 3.570

r

FIGURE 6.5

09

0.8

0.7

,,,,,,,,,,,,,

=06

05
04

0.38
03t
=036

0.35

0.34

3540 3.545 3550 3.555 3.560 3.565 3.570
r

1.0

0.8
0.6}
153

04

0.2

Diagrammes de Feigenbaum pour la carte logistique. Les diagrammes successifs (de gauche a droite et du
haut vers le bas) sont des agrandissements successifs des régions encadrées. Notez I'auto similitude de ces
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s’observe, an coeur d’une zone chaotique.
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de valeurs de r (en abscisse). Le premier graphique de cette figure illustre le domaine complet de r,
de 0 a 1. On voit comment le point fixe x; = 0 est stable jusqu’a r = 1, comment ensuite le point fixe
xp = (r —1)/r est stable jusqu’a la premiere bifurcation, a r = 3. Les graphiques suivants, jusqu’a
I'avant-dernier, sont des agrandissements successifs des régions marquées en bleu. On constate que
ce diagramme comporte une auto similitude évidente, ce qui méne a une structure fractale.

Ces valeurs r,, sont de plus en plus rapprochées, et atteignent une limite ro, qui, pour la carte
logistique, a la valeur suivante :
T'oo = 3.5699456... (6.17)

Passée cette valeur de r, le systeme est dans un régime chaotique : les valeurs de la séquence {x,} ne
se répetent jamais, un peu comme les décimales d'un nombre irrationnel. Le dernier graphique de la
figure 6.4 illustre justement quelques dizaines d’applications de la carte logistique pour une valeur de
r située au-dela de r, dans la zone chaotique. La zone chaotique apparaitrait normalement comme
une zone complétement remplie de points sur la figure 6.5, si la simulation avait été menée sans
interruption. Fait curieux, a l'intérieur méme de la zone chaotique se situent des zones normales,
avec des cycles de longueur finie, comme illustré dans le dernier graphique de la figure 6.5.

La séquence {r,} des parametres de bifurcation a un comportement tres intéressant : on montre, par
expérimentation numérique, que
T
lim "1 = § = 4.66920160910299067185320382. .. (6.18)

n=00 I — T

Autrement dit, les r,, ont un comportement régulier caractérisé par un nombre & appelé premier
nombre de Feigenbaum. L'intérét de ce nombre est son caractére universel : le méme nombre 6 apparait
dans toutes les cartes a une variable possédant un maximum quadratique. Par contre, la valeur limite
I'eo €st bien sir propre a la carte logistique. En somme, si on définit une carte unidimensionnelle
avec un maximum localement quadratique, et que cette carte possede un parametre de contrdle r, la
séquence des points de bifurcations va converger vers une limite chaotique avec le méme exposant
6.1l y a donc un certain ordre dans I'approche du chaos.
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Annexes

A Rappels d’algébre linéaire

7.A.1 Notations indicielle et matricielle

Considérons un espace vectoriel ¥ de dimension n. Etant donné une base dont les éléments sont
notés e; (i =1,2,...,n), tout élément x de cet espace peut s’écrire

X = Z X;€; (7.1)

ou les nombres x; sont les composantes du vecteur x dans la base {e;}. Nous allons utiliser la conven-
tion de somme, qui stipule qu’un signe de somme sur un indice est implicite dans toute expression
dans laquelle cet indice est répété, a moins d’avis contraire explicite. Ainsi, 'expression ci-dessus
s’écrit simplement X = x;e;. On représente souvent les composantes de x comme un vecteur colonne
X :

X1

x=| "2 (7.2)

Xn

La distinction entre x et x est importante : X est un vecteur abstrait, un élément de I’'espace vectoriel,
qui existe indépendamment de la base utilisée, alors que x est un vecteur colonne qui représente x
dans la base {e;}. La notation x est introduite uniquement pour pouvoir exprimer des relations entre
vecteurs colonne de maniere plus concise, sans avoir a les écrire explicitement.

Considérons ensuite un opérateur linéaire sur ¥, c’est-a-dire une fonction . (x) telle que
MEAY)=HX)+ H(y) et MAX) =AM (X) (7.3)

Dans une base {e;}, cet opérateur linéaire peut étre représenté par une matrice dont les éléments
sont notés M;; (l'indice de rangée a gauche et I'indice de colonne a droite), telle que

-ﬂ(el‘) = Mﬂe] (74)
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L'action de I'opérateur linéaire ./ sur un vecteur x est alors
y= .//Z(X) = ‘%(X]ej) = XJ.%(e]) = X]'Ml'jei — Y= MU.X'] (7.5)

En notation matricielle, on écrit plutét y = Mx, ot le symbole M désigne la matrice

Myj; My, -0 My,
M = M.21 M.zz M-Zn 7.6
My My -0 My,
La multiplication de deux matrices A et B est définie par 'expression
(AB);; = AyBy; (7.7)

et représente I'application successive des deux opérateurs linéaires correspondants. Notez que lors
d’un produit de matrices, I'indice sommé est 'indice de colonne du facteur de gauche et I'indice de
rangée du facteur de droite.

La transposée de la matrice M, notée |\7I, est obtenue en échangeant rangées et colonnes :
M;; =Mj; (7.8)
La transposée d’un produit est le produit des transposées, dans I'ordre inverse :
AB=BA car (AB)U = AjkBki = BikAkj = (BA)U (79)
Une matrice est symétrique si elle coincide avec sa transposée :
M=M ou M; i =M (matrice symétrique) (7.10)
Elle est antisymétrique si elle est 'opposée de sa transposée :

M:_M ou Ml]:_M

ji (matrice antisymétrique) (7.11)

Toute matrice M peut étre exprimée comme la somme d’une partie symétrique et d’'une partie anti-
symétrique : _ _
M=MS+MA ou MS=Z(M+M) et M*=3(M—M) (7.12)

Ladjoint d’une matrice M, noté M, est le conjugué complexe de la transposée :
Mf=M* ou (M");= M, (7.13)
Une matrice est dite hermitienne si elle coincide avec son adjoint :
M =M ou M;; = M}’.‘i (matrice hermitienne) (7.14)
Les composantes de la matrice identité T sont notées I;; = &;;. Le symbole 6;; est appelé delta de
Kronecker. Lors d’'une somme contre un autre symbole, le delta de Kronecker effectue une réduction

des indices :
0ikMyj = Mj; (7.15)
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La trace d’'une matrice carrée est la somme de ses éléments diagonaux :
TrM = M;; (7.16)
La trace d’'un produit de matrices s’exprime simplement comme
Tr (ABC) = A;;B;i Cy; (7.17)

11 s’ensuit la propriété cyclique de la trace — la trace d’'un produit de plusieurs matrices est la méme
si on effectue une permutation cyclique des facteurs :

Tr(ABC) = Tr(BCA) = Tr (CAB) (7.18)

Restreignons maintenant la discussion au cas de I'espace cartésien de dimension 3. Supposons qu'une
base orthonormée est utilisée. Le produit scalaire de deux vecteurs A et B est alors

A-B=AB, (7.19)
On définit le symbole antisymétrique ¢;;, ou tenseur de Levi-Civita, comme suit :

€123 = €231 = €312 =1 .
sinon ;=0 (7.20)

€132 = €213 = €321 =

Autrement dit, &;; = 0 si deux ou trois des indices coincident. Le symbole ¢;;; est invariant lorsqu’on
procede a une permutation cyclique de ses indices, mais change de signe lorsqu’on transpose deux
indices.

Le déterminant d’une matrice carrée d’ordre 3 s’exprime ainsi en fonction du symbole antisymé-
trique :

gijk detM = glmnMilekan (721)
Le produit vectoriel A A B s’exprime
AAB= EijkAiBjek (722)
On vérifie sans peine que le symbole antisymétrique obéit a la regle suivante :
EijkElmk = 010 jm — OimOji (7.23)
Cette relation nous permet de démontrer 'identité suivante :
AA(BAC)=B(A-C)—C(A-B) (7.24)
Le gradient d’'une fonction s’écrit
0
Vf = or e =0,f e (7.25)
0 X
La divergence d’un vecteur s’écrit
et le rotationel s’écrit
VAA = El‘jkaiAjek (727)

La notation indicielle permet de facilement démontrer les identités sur les rotationnels et divergences
de produits. Par exemple,

V/\(fA) = Vf /\A+fV/\A car eijké’i(fAj)ek = sijkaifAjek +f£ijk3iAjek (728)
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7.A.2 Changements de base

Un changement de base {e;} — {e/} peut étre défini par une matrice qui exprime I'ancienne base en
fonction de la nouvelle :

_ /
€; = SﬂeJ (729)
Les composantes d’'un vecteur X sont affectées par le changement de base de la maniére suivante :
YV _ / /_ /_
X =X;e; = xje; = Xx;S;;€&; = Xx; =S;;x; ou X =Sx (7.30)

Les deux vecteurs colonne x et x’ contiennent les composantes d’'un méme vecteur x dans les bases
/
fe;} et e},

Voyons maintenant comment la matrice qui représente un opérateur linéaire ./ est affectée par un
changement de base. La relation y = ./ (x) peut s'exprimer soit comme y; = M;;x;, soit comme
Y T P / o=l . N .
yi = Mj;x;, selon la base choisie. Cependant, y; = S;;y et x; = Sﬂ x;, ou la derniere expression
désigne I'élément de la matrice inverse S~%, et non l'inverse de I'élément Sj1, quon noterait plut6t

(Sﬂ)_1 si nécessaire. Donc

Y{ = Sk = SuMijx; = SyMyj Sy x{ = My, = SyMy; Sy, (7.31)
ou encore

M’ =SMS™! (7.32)

Le déterminant d’'une matrice est le méme dans toutes les bases, car
detM’ = det(SMS™!) = detSdetM detS™! = detM (7.33)

car detS™! = (detS)!. Le déterminant est donc une propriété de 'opérateur linéaire ./ lui-méme
et non des matrices qui le représentent. Il en va de méme pour la trace, en vertu de la propriété
cyclique :

trM’ = tr (SMS™) = tr (S7I1SM) = tr M (7.34)

7.A.3 Vecteurs et valeurs propres d’'une matrice

On dit que x est un vecteur propre de 'opérateur . sil'action de .# sur x donne un résultat propor-
tionnel a x :
M(X) = AX (7.35)

La constante A est la valeur propre associée au vecteur propre x. Cette relation s’écrit de la méme
maniere dans une base donnée, en fonction du vecteur colonne et de la matrice M qui représente
I'action de .# dans cette base :

Mx = Ax (7.36)

Si x est un vecteur propre de ./, alors tout multiple de x est encore un vecteur propre, avec la méme
valeur propre. On devrait donc parler de sous-espace propre.

L'équation aux valeurs propres peut aussi s’écrire

(M=AI)x=0 (7.37)
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Pour qu’une solution non nulle en x existe, il faut nécessairement que la matrice entre parenthéses
soit singuliere (c’est-a-dire qu’elle n’ait pas d’inverse), ce qui entraine que son déterminant est nul :

Mj;—A My, -0 My,
My Myp—A -+ My
detIM—AI|=0 ou , _ _ =0 (7.38)
Mnl Mn2 N[nn_)L

Ce déterminant, en fonction de A, est un polynéme d’ordre n appelé polynéme caractéristique. Il
posséde n racines (pas nécessairement distinctes) qui sont les valeurs propres possibles de M. Les
vecteurs propres correspondants sont ensuite déterminés en résolvant I’équation (7.37) pour chaque
valeur propre a tour de role.

Si une matrice M possede n vecteurs propres linéairement indépendants, on dit qu’elle est diagona-
lisable, car elle peut étre ramenée a une forme diagonale par un changement de base (le caractere
diagonalisable est en fait une propriété de 'opérateur linéaire .#). Considérons a cet effet la matrice
U dont les colonnes sont n vecteurs propres indépendants de la matrice M. On a donc la relation

M;Ui; = A;U;;  (pas de somme sur j) (7.39)
Définissons maintenant une matrice diagonale D dont les éléments sont les valeurs propres A; :
A
Az
D= ) ou D;j=06;;4; (pasdesomme sur j) (7.40)
An
La relation précédente peut alors s’écrire ainsi :
M;;Uy; = Uy Dy; ouencore MU=UD (7.41)

En post-multipliant et pré multipliant cette relation par I'inverse de U, qui existe nécessairement
puisque les colonnes de U sont linéairement indépendantes, on obtient les deux relations suivantes :

M=UDU™! ou D=U"'MU (7.42)

D’apres la relation (7.32), la matrice S = U™! nous fait passer de la base {e;} 4 une base {eg } en
fonction de laquelle 'opérateur .# est exprimé par une matrice diagonale D. Les nouveaux vecteurs
de base sont exprimés comme suit :

e; =Sj'e; = Uje; (7.43)
ce qui signifie simplement que les composantes de e; sont les éléments de la colonne no i de U,
C’est-a-dire les vecteurs propres eux-meémes.

Une condition suffisante pour qu’une matrice soit diagonalisable est qu’elle soit normale, c’est-a-dire
qu’elle respecte la condition suivante :
MM =MM" (7.44)

Si une matrice est diagonalisable, alors son déterminant est le produit de ses valeurs propres, et sa
trace est la somme de ses valeurs propres :

detM:detDzklkz"')ﬁ,n trM:trD:A1+Az+"'+)ﬁ,n (7.45)
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Chapitre 7. Annexes

Théoréme 7.1
Les valeurs propres d’'une matrice hermitienne (M" = M) sont réelles et les vecteurs propres
associés a des valeurs propres différentes sont orthogonaux.

Preuve:Considérons en effet deux vecteurs propres x; et X, associés a deux valeurs propres dif-
férentes A, # Ay :
MX]_ = Alxl MX2 = AzXz (746)

Le conjugué hermitien de ces relations s’écrit ainsi, puisque M est hermitien :
Tl — g% TA — g% T
x;M=2A7x; x,M = A5x, (7.47)
En premier lieu, en combinant les deux équations ci-dessus pour x;, on trouve
X Mx; = A7x(x; = A1x]x; ouencore (A} —A;)xx; =0 (7.48)

Comme x;x; > 0, il s’ensuit que A, est réel (A} = A,), et cela s'applique bien sfir a toutes les
valeurs propres de M. Ensuite, sachant que les valeurs propres sont réelles et combinant les
mémes équations pour x; et x,, on trouve

XTlMXZ = Alxixz = Azxixz = (A, — AZ)XJ{XZ =0 (7.49)

On en conclut que si A; # A,, alors xixz = 0, cest-a-dire que les vecteurs propres sont or-
thogonaux. Si deux vecteurs propres linéairement indépendants sont associés a la méme valeur
propre, le résultat tient toujours pour la simple raison qu’on peut toujours choisir les vecteurs de
ce sous-espace propre de maniére a ce qu'ils soient orthogonaux de toute maniere.

On peut donc choisir un ensemble de n vecteurs propres d’'une matrice hermitienne afin qu’ils soient
mutuellement orthogonaux et, pourquoi pas, de norme unité. Les n vecteurs propres forment alors
une base orthonormée. Ces vecteurs propres forment les colonnes d'une matrice U qui diagonalise
M. Cette matrice est unitaire, c’est-a-dire que

U'U=1 ou Uy Ui = 65 (matrice unitaire) (7.50)
Une matrice unitaire O dont tous les éléments sont réels est dite orthogonale :
O0=1 ou OxiOkj = 6jj (matrice orthogonale) (7.51)

Une matrice hermitienne dont les éléments sont réels est tout simplement symétrique. Donc :

Toute matrice hermitienne posséde des valeurs propres réelles et des vecteurs propres orthogo-
naux; elle peut étre diagonalisée a l'aide d’'une matrice unitaire. De méme pour une matrice
symeétrique, qui peut étre diagonalisée a 'aide d’'une matrice orthogonale

182



A. Rappels d’algebre linéaire

Vecteurs et valeurs propres généralisées

On dit que A est une valeur propre généralisée des matrices A et B et que x est le vecteur propre
correspondant si I’équation suivante est satisfaite :

Ax = ABx (7.52)

Ce probléme se raméne 2 la recherche des valeurs et vecteurs propres de la matrice W = B™*A si
la matrice B est non singuliére. Par contre, méme dans le cas ou B posséde un inverse, certaines
propriétés sont plus simples a démontrer a I'aide de la forme (7.52) de I'équation.

Commencons par quelques définitions : une matrice hermitienne B est dite définie positive six'Bx > 0
pour tout vecteur non nul x. Notons premiérement que B doit étre hermitienne afin que 'expression
xBx soit réelle pour tout vecteur x. Une telle matrice nous permet de définir un produit bilinéaire
(ou scalaire) de la maniere suivante :

(Xq]%q) == xi Bx, (7.53)

Cette définition respecte tous les critéres d’'un produit bilinéaire : la linéarité est évidente, mais, plus
important, le produit d’un vecteur par lui-méme est toujours réel et positif :

(x|x) =x"Bx>0 (7.54)

Donc, chaque matrice définie positive B permet de définir un produit scalaire différent, et on dira
que deux vecteurs x; et X, sont orthogonaux via la matrice B si x;Bx, = 0.

Démontrons maintenant le théoréme suivant :

Théoréme 7.2

Si les matrices A et B sont hermitiennes, et que la matrice B est définie-positive, alors les valeurs
propres généralisées sont réelles et les vecteurs propres associés a des valeurs propres différentes
sont orthogonaux via la matrice B.

Preuve:La preuve est presque identique a celle du théoreme précédent. Considérons deux vec-
teurs propres X; et X, associés a deux valeurs propres différentes A, # A, :

Ax; = A,Bxy Axy = AyBxy (7.55)
Le conjugué hermitien de ces relations s’écrit ainsi, puisque A et B sont hermitiens :
A=1xB x]A=25x]B (7.56)
En premier lieu, en combinant les deux équations ci-dessus pour x;, on trouve
xil'Axl = iji Bx, = Alxil' Bx; ouencore (A]—2, )x'{ Bx; =0 (7.57)

Comme x'1 Bx; > 0, la matrice B étant définie positive, il est résulte que A; est réel (A] = A,),
et cela s’applique bien sfir a toutes les valeurs propres. Ensuite, sachant que les valeurs propres
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B

sont réelles et combinant les mémes équations pour x; et x,, on trouve
X.il’AXZ = A]_X-il. sz = Azxi BX2 =i (A’l — lz)le' BXZ =0 (758)

On en conclut que si A; # A,, alors xi Bx, = 0, c’est-a-dire que les vecteurs propres sont orthogo-
naux via B. Encore une fois, si deux vecteurs propres linéairement indépendants sont associés a
la méme valeur propre, le résultat tient toujours pour la simple raison qu’on peut toujours choisir
les vecteurs de ce sous-espace propre de maniere a ce qu’ils soient orthogonaux de toute maniere.

Si les matrices A et B sont réelles symétriques, alors le théoréme s’applique comme un cas particulier
et les vecteurs propres aussi ont des composantes réelles.

Vecteurs et tenseurs

L'objectif de cette annexe est d’introduire les notions de composantes covariantes et contravariantes
de vecteurs et de tenseurs. Pour rendre la discussion plus intuitive, nous travaillerons dans I'espace
cartésien a trois dimensions, mais les concepts seront immédiatement généralisables a 'espace-temps
quadri-dimensionnel.

Composantes covariantes et contravariantes
Considérons une base {e;, e,, e;} dans 'espace tridimensionnel. Cette base n’est pas nécessairement
orthonormée. Tout vecteur A peut étre décomposé selon cette base. Nous allons cependant utiliser
une notation légerement différente de celle de 'annexe précédent, en plagant certains indices en
haut :

A=Ale, +A%e, +Ade; = Ale; (7.59)

La convention de sommation sur les indices répétés sera appliquée, et ceux-ci apparaitront toujours
l'un en haut, autre en bas. Les 3 quantités A’ sont appelées composantes contravariantes du vecteur
A. La raison de cette appellation est donnée dans ce qui suit, et est au coeur de la présente annexe.
Supposons qu'on procéde a un changement de base, c’est-a-dire qu’on définit une nouvelle base e/ :

e = Sjie;' (7.60)

ou les coefficients S/; forment une matrice S non singuliére (indice de rangée a gauche, indice de
colonne a droite). Le vecteur s’exprime également dans I'une ou I'autre base :

A=ANe;=A'e/=ASe] = A" =S A (7.61)

Les composantes A’ doivent s’exprimer en fonction des composantes A’ par I'intermédiaire de la
matrice inverse S7! :
A'=(ST)AY (7.62)

Autrement dit, les composantes contravariantes se transforment a I’aide de la matrice inverse trans-
posée de celle utilisée pour transformer les vecteurs de base (d’ol 'expression contravariante).
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FIGURE 7.1

A la base {e;} on associe une base duale {e'} (Iindice est maintenant en haut) définie par la relation
e-e = 6;. (7.63)

Comme la relation entre une base et sa duale est la méme pour toutes les bases (el-e ;= e’ -e;. = 5;)
et qu’elle a la méme structure que la relation (7.61), on en déduit immédiatement que les vecteurs
de la base duale se transforment aussi comme les composantes contravariantes lors d'un changement
de base :

el = Sijef (7.64)

Autrement dit, la base duale est contravariante. Les bases directe et duale sont illustrées sur la figure
7.1.

Tout vecteur peut également étre représenté de maniére unique sur la base duale, mais cette fois par
des composantes dites covariantes :
A=A =Ale" (7.65)

Il est maintenant évident que les composantes covariantes méritent ce nom parce qu’elles se trans-
forment de la méme maniére que les vecteurs de base :

A =5 A (7.66)
Les composantes covariantes s’obtiennent par projection du vecteur sur la base originale :

Ai =A- €; (767)

Si la base duale coincide avec la base directe, alors il n’y a pas lieu de distinguer entre composantes
covariantes et contravariantes. C’est le cas avec une base orthonormée dans 'espace euclidien a
trois dimensions, et c’est pour cela que nous avons toujours placé les indices en bas dans ce cas. Par
contre, pour une base générale, la distinction entre les deux types de composantes est essentielle.
Elle est aussi importante dans la description des quadrivecteurs en relativité, car 'espace-temps de
Minkowski n’est pas euclidien, mais pseudo-euclidien.

Tenseurs
Si {e;} est une base de I'espace vectoriel V, alors les produits {e; ® e;} forment une base de I'espace
produit tensoriel V®V. on peut aussi utiliser la base duale, ou deux bases mixtes : {e!®e’}, {e;®e/} et
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{e ®e;}. Dans cet espace produit, on définit des tenseurs de rang 2, caractérisés par des composantes
a deux indices :

T=TVe ® e =T el®e = Tij e,®e =T/e® €; (7.68)
On constate immédiatement que, lors d’'un changement de base, ces composantes se transforment
de la maniére suivante :

T/ij — SlkS]lTkl
—1vk fo—
T/, = (ST (57T
T/lj — Slk(s—l)lekl
T/ = (STH5 8T
Par abus de langage, on donne le nom de tenseur aux composantes elles-mémes, et on appelle T;;

un tenseur covariant, T/ un tenseur contravariant, alors que les ensembles T; et T'; sont qualifiés
de tenseurs mixtes.

On définit généralement des tenseurs de rang N, sur 'espace produit tensoriel VOV ®--- @V (N
facteurs), qui comportent N indices. Un tenseur de rang un est un vecteur. Un tenseur de rang zéro
est un scalaire (une quantité invariante, c’est-a-dire qui est indépendante de la base utilisée).

Tenseur métrique
La base {e;} peut bien sfir étre exprimée dans la base duale :
e; = g;;¢ (7.69)
Les coefficients g;; sont également les produits scalaires des vecteurs de base :
cej=gpee;=gy8t = 7.70)
€ e =gye ‘e =gyd; =g (7.
La relation inverse s’exprime ainsi :
i _ oij Ntk si I
e'=g'e; ot g 8kj =0} et e-e =g" (7.71)
Comme les vecteurs de base e; et e’ sont respectivement covariants et contravariants, les quantités

gij et g" se transforment bien comme les composantes covariantes et contravariantes d’'un tenseur
de rang 2. On l'appelle le tenseur métrique.

Le produit scalaire A - B s’exprime comme suit en fonction du tenseur métrique :

A-B=ABle;-e; =A'B/g;; (7.72)

Le tenseur métrique peut étre utilisé pour passer d'une composante covariante a contravariante et
vice-versa. Ceci est vrai (par définition) pour les vecteurs de base, mais aussi pour les composantes.
Explicitement :
— Ala — Al j _ i
A—Aei —Agi]’e" — A] _gl]A
Al — ij i ij
A—Aie _Alg Je]’ = A/ _g]Ai
Plus généralement, le tenseur métrique peut étre appliqué de cette maniere a tout indice, covariant

ou contravariant :
T = gugn T, T/ =g/*Ty ,etc. (7.73)

186



Contraction
On appelle contraction d’un indice covariant et d’un indice contravariant la somme sur les valeurs
égales de ces indices, comme dans un produit scalaire. Ainsi, dans I'expression Ale;, on dit que les
deux indices sont contractés. Autre exemple : le produit scalaire de deux vecteurs A et B s’exprime
ainsi : ‘

A-B=(A'e;)-(Bje/) =A'B;5! = A'B; (7.74)

Les indices d’'un tenseur de rang deux peuvent aussi étre contractés : T';.

En général, la contraction de deux indices mene soit a une quantité invariante, soit a une quan-
tité de rang inférieur de deux a la quantité originale. Par exemple, d’'un tenseur de rang 4 Ry,
(comme le tenseur de courbure géométrie riemannienne), on peut former un tenseur de rang deux
par contraction : R, = Rl = g™R, ik
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