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Avertisssement important : “mode d’emploi”

L’exposé qui va suivre est composé de deux parties distinctes, bien qu’im-
briquées : les chapitres et les compléments.

— Les chapitres contiennent les notions de base : a quelques développe-
ments et quelques variations pres, leur niveau correspond a celui d’un
cours en Licence 3 pour le premier tome, Master 1 pour le second, et Mas-
ter 2 pour le troisieme. Ces chapitres, au nombre de 21 en tout, forment
un tout, qui peut étre étudié indépendamment des compléments.

— Les compléments suivent chacun des chapitres ; ils sont repérés par une
lettre a laquelle, en indice, est adjoint le numéro du chapitre auquel ils
sont attachés (par exemple, les compléments qui suivent le Chapitre V
sont notés, dans lordre : Ay, By, Cy, etc.), et peuvent étre immédia-
tement distingués par un signe ® figurant en haut des pages correspon-
dantes. A la fin de chaque chapitre figure un guide de lecture et une liste
de ses compléments, dont le nombre est variable (de 2 a 14).

Les compléments sont de types divers : certains sont par exemple destinés
a faciliter 'assimilation du chapitre auquel ils sont attachés, ou a préci-
ser certains points ; d’autres peuvent également indiquer des applications
physiques concretes, ou encore ouvrir des perspectives sur différents do-
maines de la physique ; 'un de ces compléments (généralement le dernier)
regroupe des exercices.

Les compléments sont de niveauzr variés : tous peuvent étre compris a
partir des chapitres qui les précedent, mais certains en sont des appli-
cations ou des prolongements trés simples, alors que d’autres sont plus
difficiles (quelques uns peuvent méme se situer au niveau du Master 2
ou s’intéresser a des sujets proches de la recherche).

En aucun cas il n’est conseillé d’étudier I’ensemble des compléments d’un
chapitre dans l’ordre ou ils se présentent. Suivant ses préoccupations et
ses intéréts, le lecteur en choisira un petit nombre (par exemple 2 ou 3),
plus quelques exercices; les autres compléments pourront étre réservés
pour une lecture ultérieure. Il pourra s’appuyer pour cela sur le guide de
lecture des compléments qui figure a la fin de chaque chapitre.

Signalons engin que, dans le texte des chapitres et des compléments,
certains passages pouvant étre sautés en premiere lecture sont imprimés
en petits caracteres.
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Avant-propos

La mécanique quantique est une branche de la physique dont 'importance
n’a cessé de s’accroitre au cours des dernieres décennies. Elle est bien stir essentielle
pour comprendre la structure et la dynamique des objets microscopiques comme
les atomes, les molécules, ainsi que leurs interactions avec le rayonnement électro-
magnétique. Mais elle est aussi a la base du fonctionnement de nombreux systemes
nouveaux comme les sources laser (communications, médecine, usinage, etc.), les
horloges atomiques (essentielles, en particulier, pour le GPS), les transistors (et
donc les communications, I'informatique), I'imagerie par résonance magnétique, la
production d’énergie (capteurs solaires, nucléaire), etc., donc des applications pra-
tiques innombrables. Elle permet également d’expliquer des phénomeénes surpre-
nants comme la superfluidité ou la supraconductivité. Un grand intérét est actuel-
lement porté aux états quantiques intriqués, dont les propriétés de non-localité et
non-séparabilité sont peu intuitives, et permettent d’envisager des applications re-
marquables dans le domaine de I'information quantique. Notre civilisation devient
ainsi de plus en plus imprégnée par les applications technologiques qui découlent
des concepts quantiques. Il est par suite clair qu'une attention particuliere doit étre
portée a I'enseignement de la mécanique quantique. L’objet de ces trois tomes est
de concourir a cet objectif.

Un premier contact avec la mécanique quantique peut cependant étre tres
déroutant. Le présent ouvrage, issu de plusieurs enseignements aupres des étudiants,
a été concu dans le but de faciliter une approche initiale, et d’aider ensuite le
lecteur a progresser contintiment vers un niveau avancé de mécanique quantique.
Les deux premiers tomes, publiés il y a plus de 40 ans, ont été utilisés dans le
monde entier et traduits dans de multiples langues. Ils restaient toutefois a un
niveau intermédiaire ; ’'ouvrage est maintenant complété par un troisieme tome qui
permet au lecteur d’aller plus loin. L’ensemble est systématiquement fondé sur une
approche progressive des problemes, ou aucune difficulté n’est passée sous silence,
et ol chaque aspect des diverses questions est discuté en détail (en partant souvent
d’un rappel classique).

Cette volonté d’aller au fond des choses « sans tricher ni prendre de rac-
courci» se concrétise dans la structure méme de 'ouvrage, construite a 1’aide de
deux textes distincts mais imbriqués : les chapitres et les compléments. Les cha-
pitres se suivent pour présenter les idées générales et les notions de base. Chaque
chapitre est suivi de plusieurs compléments, en nombre variable, qui illustrent les
méthodes et concepts qui viennent d’étre introduits. Les compléments sont indépen-
dants les uns des autres, et leur but est de proposer un large éventail d’applications
diverses et prolongements intéressants. Pour faciliter 'orientation du lecteur et lui
permettre d’organiser ses lectures successives, un guide de lecture comprenant une
liste de commentaires des compléments un par un est proposée a la fin de chaque
chapitre.

Le tome I présente une introduction générale du sujet, suivie d’un chapitre
détaillé qui décrit les outils mathématiques de base de la mécanique quantique. Ce
chapitre peut paraitre un peu long et dense, mais l'expérience d’enseignement des
auteurs a montré que cette présentation est a terme la plus efficace. Les postulats
sont clairement énoncés a partir du troisieme chapitre, avec de nombreuses illus-
trations en compléments. Ensuite sont décrites quelques grandes applications de la
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mécanique quantique, par exemple 1'oscillateur harmonique, qui donne lieu a de tres
nombreuses applications (vibration des molécules, phonouns, etc.), dont bon nombre
font 'objet d’un complément spécifique.

Le tome II poursuit dans cette voie, en élargissant sa portée, et & un niveau un
peu plus élevé. Il aborde la théorie des collisions, le spin, la composition des moments
cinétiques et les calculs des perturbations indépendantes ou dépendantes du temps.
Il fait une premiere incursion dans ’étude des particules identiques. Dans ce tome,
comme dans le précédent, toute notion théorique est immédiatement illustrée par
des applications diverses présentées dans des compléments. Comme le tome I, il a
bénéficié de quelques corrections récentes, mais il a également été augmenté : le
chapitre XIII comprend maintenant deux §§ D et E qui traitent des perturbations
aléatoires, et un complément entier sur la relaxation a été ajouté a ce chapitre.

Enfin le tome III vient maintenant compléter les deux premiers, en se si-
tuant a un niveau plus élaboré. Il se base sur I'usage du formalisme des opérateurs
de création et d’annihilation (deuxiéme quantification), d’utilisation courante en
théorie quantique des champs. Dans une premiere partie, on étudie les systemes de
particules identiques, fermions et bosons. Les propriétés des gaz parfaits en équi-
libre thermique sont exposées. Pour les fermions, la méthode de Hartree-Fock est
présentée en détail ; elle est a la base d’'un nombre considérable d’études en chimie,
physique atomique ou du solide, etc. Pour les bosons, I’équation de Gross-Pitaevskii
et la théorie de Bogolubov sont discutées. Une présentation originale qui regroupe
les effets d’appariement dans les fermions et les bosons permet d’obtenir la théo-
rie BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer) et de Bogolubov dans un cadre unifié. Une
seconde partie du tome IIT est consacrée a 1’électrodynamique quantique, son in-
troduction générale, ’étude des interactions entre atomes et photons, et diverses
applications (émission spontanée, transitions multi-photoniques, pompage optique,
etc.). La méthode de 'atome habillé est présentée et illustrée dans des cas concrets.
Un dernier chapitre discute la notion d’intrication quantique et certains aspects
fondamentaux de la mécanique quantique, en particulier les inégalités de Bell et
leur violation.

Mentionnons enfin que nous n’avons abordé, ni la discussion des implications
philosophiques de la mécanique quantique, ni celle des diverses interprétations de
cette théorie, malgré le trés grand intérét qui s’attache a ces sujets. Nous nous
sommes en fait limités a présenter que 1’on appelle souvent “le point de vue ortho-
doxe”, et seul le Chapitre XXI s’approche un peu de certaines questions touchant
les fondements de la mécanique quantique (sa non-localité, etc.). Nous avons fait
ce choix car il nous semble que 'on peut s’intésser aux questions relatives aux fon-
dements de facon plus efficace une fois que 'on a acquis au préalable une bonne
aisance dans le maniement pratique de la mécanique quantique, ainsi que de ses ap-
plications si nombreuses. Ces sujets sont abordés dans 'ouvrage Comprenons-nous
vraiment la Mécanique Quantique ¢ (F. Laloé, EDP Sciences, 2017) ; voir également
la section 5 de la bibliographie des Tomes I et II.



Avant-propos

Remerciements :

Tomes I et II : 'enseignement qui est a l'origine de cet ouvrage résulte d’un travail
d’équipe qui s’est poursuivi pendant plusieurs années.Nous tenons a remercier ici
tous les membres des diverses équipes dont nous avons fait partie, et tout particu-
lierement Jacques Dupont-Roc et Serge Haroche, pour leur collaboration amicale,
les discussions fructueuses que nous avons eues ensemble lors de nos réunions heb-
domadaires, les idées de problemes et d’exercices qu’ils nous ont suggérées. Sans
leur enthousiasme et leur aide précieuse, nous n’aurions jamais pu entreprendre et
mener a bien la rédaction de cet ouvrage. Nous ne saurions également oublier tout
ce que nous devons aux physiciens qui nous ont initiés a la recherche, Alfred Kastler
et Jean Brossel pour deux d’entre nous, Maurice Lévy pour le troisieme. C’est dans
I’ambiance de leurs laboratoires que nous avons découvert la beauté et la puissance
de la mécanique quantique. Nous n’oublions pas non plus I'importance qu’a eue
pour nous l’enseignement de la physique moderne dispensé au C.E.A. par Albert
Messiah, Claude Bloch et Anatole Abragam, & une époque ou le troisieme cycle
n’avait pas encore fait son apparition dans I’enseignement supérieur.

Tome III : Nicole et Dan Ostrowsky ont, a 1'occasion de leur traduction du texte
en anglais, proposé de nombreuses améliorations ou clarifications, et nous leur en
sommes trés reconnaissants. Nombreux sont en fait les collegues et amis qui ont
grandement contribué a la mise au point de cet ouvrage. Cela nous a d’autant
plus aidés que chacun, dans son style propre, nous a apporté des remarques et
suggestions complémentaires, et toujours utiles. Tous nos remerciements vont donc
en particulier a :

Pierre-Francois Cohadon
Jean Dalibard

Sébastien Gleyzes
Markus Holzmann
Thibaut Jacqmin
Philippe Jacquier
Amaury Mouchet
Jean-Michel Raimond
Félix Werner

De plus, Marco Picco et Pierre Cladé nous ont grandement aidés & maitriser
certains aspects délicats de la typographie Latex, et a vectoriser des figures. Roger
Balian, Edouard Brézin et William Mullin nous ont fait bénéficier d’utiles conseils
et suggestions. Enfin, pour un certain nombre de figures, nous remercions vivement
pour leur aide Genevieve Tastevin, Pierre-Frangois Cohadon et Samuel Deléglise.

vi



Table des matiéres

Tome [

I ONDES ET PARTICULES. INTRODUCTION AUX IDEES FON-

DAMENTALES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE 1
GUIDE DE LECTURE DES COMPLEMENTS 35
A; Ordre de grandeur des longueurs d’onde 37
B;r Contraintes imposées par la relation de Heisenberg 41
Ci; Relation de Heisenberg et parameétres atomiques 43
D;: Une expérience illustrant la relation de Heisenberg 47
E; Paquet d’ondes a deux dimensions 51
F1 Lien entre les probléemes a une et a trois dimensions 55
G1 Paquet d’ondes gaussien 59
H; Potentiels carrés a une dimension 65
J1 Paquet d’ondes dans une marche de potentiel s
K; Exercices 85

ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

II LES OUTILS MATHEMATIQUES DE LA MECANIQUE QUAN-

TIQUE 89
GUIDE DE LECTURE DES COMPLEMENTS 161
A1 Inégalité de Schwarz 163

Bir Rappel de quelques propriétés utiles des opérateurs linéaires 165

Ci1  Opérateurs unitaires 175
Dir  Etude plus détaillée des représentations {|r)} et {|p)} 183
Eir  Quelques propriétés générales de deux observables ) et P dont

le commutateur est égal a ih 189
Fi1  Opérateur parité 195
Gy Application des propriétés du produit tensoriel; puits infini a

deux dimensions 203
H;1 Exercices 207

vii



Table des matiéres

stk sk ok sk sk ok ok ok ok ok
III LES POSTULATS DE LA MECANIQUE QUANTIQUE 215
GUIDE DE LECTURE DES COMPLEMENTS 271
Ay Particule dans un puits de potentiel infini : étude physique 275
Biir Etude du courant de probabilité dans quelques cas particuliers 287
Ciir Ecarts quadratiques moyens de deux observables conjuguées 293
Dii1 Mesures portant sur une partie d’un systéme physique 297
Eir L’opérateur densité 303
Fii1 Opérateur d’évolution 317
Gir Points de vue de Schrédinger et de Heisenberg 321
Hyr Invariance de jauge 325
Jiin Propagateur de ’équation de Schrédinger 339
Kiir Niveaux instables. Durée de vie 347
Liir Exercices 351
Mir Etats liés dans un “puits de potentiel” de forme quelconque 363
Nir Etats non liés d’une particule en présence d’un puits ou d’une
barriére de potentiel de forme quelconque 371
Ojqn1 Propriétés quantiques d’une particule dans une structure
périodique a une dimension 379
ek sk ok ok ok ok ok ok ok ok
IV. APPLICATION DES POSTULATS A DES CAS SIMPLES :
SPIN 1/2 ET SYSTEMES A DEUX NIVEAUX 397
GUIDE DE LECTURE DES COMPLEMENTS 427
Arv Les matrices de Pauli 429
Biv Diagonalisation d’une matrice hermitique 2 x 2 433
Crv Spin fictif 1/2 associé 4 un systéme a deux niveaux 439
Div Systéme de deux spins 1/2 445
Erv Matrice densité d’un spin 1/2 453



Table des matiéres

Frv Résonance magnétique 459
Giv Modéle simple pour la molécule d’ammoniac 473

H;v Effets d’un couplage entre un état stable et un état instable 489

Jiv Exercices 495
sookokokok ok ok ok ok

V L’OSCILLATEUR HARMONIQUE A UNE DIMENSION 501

GUIDE DE LECTURE DES COMPLEMENTS 529

Av Etude de quelques exemples physiques d’oscillateurs harmoniques331

Bv Etude des états stationnaires en représentation {|z)}. Polyndmes
d’Hermite 551

Cv Résolution de I’équation aux valeurs propres de 'oscillateur

harmonique par la méthode polynomiale 559
Dv Etude des états stationnaires en représentation {|p)} 567
Ev L’oscillateur harmonique isotrope a trois dimensions 573

Fv Oscillateur harmonique chargé placé dans un champ électrique
uniforme 579

Gv Etats cohérents “quasi classiques” de l'oscillateur harmonique 587

Hv Modes propres de vibration de deux oscillateurs harmoniques
couplés 603

Jv  Modes de vibration d’une chaine linéaire indéfinie d’oscillateurs
harmoniques couplés; phonons 615

Kv Modes de vibration d’un systéme physique continu. Application
au rayonnement ; photons 635

Ly Oscillateur harmonique a une dimension en équilibre
thermodynamique a la température T 651

M~y Exercices 667

sk 3k 3k ok sk osk sk osk sk sk

VI MOMENTS CINETIQUES EN MECANIQUE QUANTIQUE 673

GUIDE DE LECTURE DES COMPLEMENTS 709

Avy1 Les harmoniques sphériques 711

ix



Table des matiéres

Bvi Moment cinétique et rotations 723
Cvi Rotation des molécules diatomiques 745

Dvi Moment cinétique des états stationnaires d’un oscillateur
harmonique a deux dimensions 761

Ev1 Particule chargée dans un champ magnétique. Niveaux de Lan-
dau 77T

Fv1 Exercices 801

3k 3k 3k ok sk ok ok sk kok ok

VII PARTICULE DANS UN POTENTIEL CENTRAL. ATOME

D’HYDROGENE 809
GUIDE DE LECTURE DES COMPLEMENTS 839
Avy1 Systéemes hydrogénoides 841

Bvir Exemple soluble de potentiel central : 1’oscillateur harmonique
isotrope a trois dimensions 851

Cvi1r Courants de probabilité associés aux états stationnaires de ’atome
d’hydrogéne 861

Dvir Atome d’hydrogéne plongé dans un champ magnétique uniforme.
Paramagnétisme et diamagnétisme. Effet Zeeman 865

Ev1r Etude de quelques orbitales atomiques. Orbitales hybrides 879

Fvir Niveaux de vibration-rotation des molécules diatomiques 895

Gvir Exercices 909
sk ok sk sk sk ok ook ok sk

INDEX 911



Table des matiéres

Tome 11

VIII THEORIE ELEMENTAIRE DES COLLISIONS 931
A Introduction. . . . . . . . 931
B  Etats stationnaires de diffusion. Calcul de la section efficace . . . . . . . 936
C  Diffusion par un potentiel central. Méthode des déphasages . . . . . .. 949
GUIDE DE LECTURE DES COMPLEMENTS 965

Avyir  La particule libre : états stationnaires de moment cinétique

bien défini 967
1 Equation radiale . . . . . .. ... oo 967
2 Les ondes sphériques libres . . . . . ... ... 969
3 Relation entre les ondes sphériques libres et les ondes planes. . . . . . . 976

Bviin  Description phénoménologique des collisions avec absorption979
1 Principe de la méthode . . . . . . ... ... 0oL 979
2 Calcul des sections efficaces . . . . . . .. .. ... L L 980

Cviii  Exemples simples d’application de la théorie de la diffusion 985

1 Approximation de Born pour un potentiel de Yukawa . . . .. ... .. 985
2 Diffusion par une spheére dure a basse énergie . . . . . . ... ... ... 988
3 Exercices . . . . . . 989
ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok
IX LE SPIN DE L’ELECTRON 993
A Introduction du spin de I'électron . . . . . . . . .. ... ... ... ... 994
B Propriétés particulieres d’'un moment cinétique 1/2 . . . . . . ... . .. 998
C  Description non relativiste d’une particule de spin 1/2 . . . . . . . . .. 1000
GUIDE DE LECTURE DES COMPLEMENTS 1007
A1x Opérateurs de rotation pour une particule de spin 1/2 1009
1 Opérateurs de rotation dans l'espace des états . . . . . . . ... ... .. 1009
2 Rotation des états despin . . . . . . . ... oL 1010
3 Rotation des spineurs a deux composantes . . . . . . . . ... ... ... 1013
Bix Exercices 1017
ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

X COMPOSITION DES MOMENTS CINETIQUES 1023
A Introduction. . . . . . . ... 1023
B Composition de deux spins 1/2. Méthode élémentaire . . . . . .. . .. 1027
C  Composition de deux moments cinétiques quelconques.

Méthode générale . . . . . . . ..o 1033
GUIDE DE LECTURE DES COMPLEMENTS 1049

xi



Table des matiéres

Ax Exemples de composition de moments cinétiques 1051
1 Compositionde jyj=1letjo=1.. ... .. .. ... .. ... ...... 1051
Composition d’'un moment cinétique orbital [ entier et d’un spin 1/2 . . 1054
Bx Coefficients de Clebsch-Gordan 1059
1 Propriétés générales des coeflicients de Clebsch-Gordan . . . . . . . .. 1060
2 Conventions de phase. Réalité des coefficients de Clebsch-Gordan . . . . 1062
3 Quelques relations utiles . . . . . . . ... L 1064
Cx Composition des harmoniques sphériques 1067
1 Fonctions @M (Q1;02) . . . o oo 1067
2 Fonctions F["(Q2) . . . . . ... 1068
3 Décomposition d'un produit d’harmoniques sphériques; intégrale d’un
produit de trois harmoniques sphériques . . . . . . . .. ... .. .. 1070
Dx Opérateurs vectoriels : Théoréeme de Wigner-Eckart 1073
1 Définition des opérateurs vectoriels; exemples . . . . . . . . ... .. .. 1074
2 Théoreme de Wigner-Eckart pour les opérateurs vectoriels . . . . . . . . 1075
3 Application : calcul du facteur de Landé ¢g; d’un niveau atomique . . . 1080
Ex Moments multipolaires électriques 1085
1 Définition des moments multipolaires . . . . . . . . . . ... ... .. .. 1085
Eléments de matrice des opérateurs multipolaires électriques . . . . . . 1093

Fx Deux moments cinétiques J; et J; couplés par une interaction

CLJl . J2 1099
1 Rappels classiques . . . . . .. .o 1100
2 Equations d’évolution des valeurs moyennes quantiques (J1) et (Jo) . . 1102
3 Cas particulier de deux spins 1/2 . . . . . ... ... ... .. 1103
4 Etude d’un modele simple de collision entre deux spins 1/2 . . . . . .. 1108
Gx Exercices 1113

ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok

XI THEORIE DES PERTURBATIONS STATIONNAIRES 1121
A Exposé delaméthode . . ... .. .. .. ... ... ... ... 1122
B Perturbation d’un niveau non dégénéré . . . . . . .. ... 1126
C  Perturbation d’un niveau dégénéré . . . . . . .. ... 1130
GUIDE DE LECTURE DES COMPLEMENTS 1135

Ax1 Oscillateur harmonique a une dimension soumis a un potentiel

perturbateur en z, 2%, 23 1137
1 Perturbation par un potentiel linéaire . . . . . ... .. ... ... ... 1137
2 Perturbation par un potentiel quadratique . . . . . . . . .. .. ... .. 1139
3 Perturbation par un potentiel en 2% . . . . .. .. ... ... ... .. 1140

xii



Table des matiéres

Bxi Interaction entre les dip6les magnétiques de deux particules de

spin 1/2 1147
1 Hamiltonien d’interaction W . . . . . . . .. ... ... .. ... ... 1147
2 Effets de I'interaction dipdle-dipole sur les sous-niveaux Zeeman des deux
particules supposées fixes . . . . .. ... oL 1150
3 Effets de linteraction dans un état li¢é . . . . . . ... .. .. ... ... 1155
Cxi Forces de Van der Waals 1157

1 Hamiltonien d’interaction électrostatique entre deux atomes d’hydrogene 1158
2 Forces de Van der Waals entre deux atomes d’hydrogene dans 1’état

fondamental 1s . . . . . ... oo 1160
3 Forces de Van der Waals entre un atome d’hydrogene dans ’état 1s et

un atome d’hydrogene dans 'état 2p . . . . . . ... ... 1164
4 Interaction d’un atome d’hydrogene dans ’état fondamental avec une

paroi conductrice . . . . .. ..o 1166

Dx1 Effet de volume : influence de 1’extension spatiale du noyau sur

les niveaux atomiques 1169
1 Correction énergétique au premier ordre . . . . . . . . . ... ... ... 1170
2 Application a quelques systemes hydrogénoides . . . . . . . .. ... .. 1173
Exi La méthode des variations 1177
1 Principe de la méthode . . . . . . . . ... Lo 1177
2 Application a un exemple simple . . . . . . ... ... L. 1180
3 Discussion . . . . . . . . 1183

Fx1 Bandes d’énergie des électrons dans les solides : modéle

simple 1185
1 Premiere approche du probleme : discussion qualitative . . . . . .. .. 1186
2 Etude plus précise sur un modele simple . . . . .. .. ... ... ... 1190
Gx1 Exemple simple de liaison chimique : I’ion H;‘ 1199
1 Introduction. . . . . . . ... 1199
2 Calcul variationnel des énergies . . . . . . . . ... . L. 1202
3 Critique du modele précédent. Améliorations possibles . . . . . . . . .. 1211
4 Autres orbitales moléculaires de Iion Hf . . . . ... ... ... .... 1214
5 Origine de la liaison chimique ; théoréme du viriel . . . . . . .. ... .. 1219
Hx; Exercices 1231

8ok sk ok ok ok kK kK

XII APPLICATION DE LA THEORIE DES PERTURBATIONS :
STRUCTURE FINE ET HYPERFINE DE L’ATOME D’HYDRO-

GENE 1241
A Introduction. . . . . . . ... 1241
B Termes supplémentaires dans I’hamiltonien . . . . . . . ... ... ... 1243
C  Structure fine du niveaun =2 . . .. .. . ... ... ... 1249
D  Structure hyperfine du niveaun=1 . ... .. .. ... ... ...... 1256



Table des matiéres

E  Effet Zeeman de structure hyperfine du niveau fondamental 1s . . . . . 1262
GUIDE DE LECTURE DES COMPLEMENTS 1277
Ax11 Hamiltonien hyperfin magnétique 1279
1 Interaction de I’électron avec les potentiels scalaire et vecteur créés par
leproton. . . . . . . oL 1279
2 Forme détaillée de 'hamiltonien hyperfin . . . .. ... ... ... ... 1280
3 Conclusion : hamiltonien de structure hyperfine . . . . . . ... ... .. 1285

Bxi1 Calcul des valeurs moyennes de 1’hamiltonien de structure fine

dans les états 1s, 2s et 2p 1289
1 Calculde (1/R), (1/R*) et (1/R3) . . . .. .. ... ... .. ...... 1289
2 Valeurs moyennes (Wy) « v o v oo 1291
3 Valeurs moyennes (Wp) . . . . . . ... 1292
4 Calcul du coefficient &>, associé a Wso dans le niveau2p . . . . . . .. 1292

Cxi1 Structure hyperfine et effet Zeeman du muonium et du positro-

nium 1293
1 Structure hyperfine du niveau fondamental 1s . . . . . .. ... ... .. 1293
2 Effet Zeeman du niveau fondamental 1s . . . . . . . ... .. ... ... 1294

Dxi1 Influence du spin électronique sur l’effet Zeeman de la raie de

résonance de ’hydrogéne 1301
1 Introduction. . . . . . . . . 1301
2 Diagrammes Zeeman des niveaux 1set 2s . . . .. . ... ... ... .. 1302
3 Diagramme Zeeman du niveau 2p . . . . . . . . ... 1302
4 Effet Zeeman de la raie de résonance . . . . . . . . ... ... ... ... 1305
Ex11 Effet Stark de ’atome d’hydrogéne 1311
1 Effet Stark du niveaun =1 . . . . . . .. .. ... ... ... ...... 1311
2 Effet Stark duniveaun =2 . . . . . .. . ... ... ... 1312

skookok ok ok ok kok K

XIII METHODES D’APPROXIMATION POUR LES PROBLEMES

DEPENDANT DU TEMPS 1315
A Position du probleme . . . . .. ... L 1316
B Résolution approchée de I’équation de Schrodinger . . . . . . . . .. .. 1317
C  Cas particulier important : perturbation sinusoidale ou constante . . . . 1321
D Perturbation aléatoire . . . . . .. .. ... oo 1332
E  Comportement aux temps longs pour un atome a deux niveaux . . . . . 1336
GUIDE DE LECTURE DES COMPLEMENTS 1349

Axiir  Interaction d’un atome avec une onde électromagnétique 1351

1 Hamiltonien d’interaction. Regles de sélection . . . . . . .. ... .. .. 1352

2 Excitation non résonnante. Comparaison avec le modele de 1’électron
élastiquement lié . . . . ..o 1362

3 Excitation résonnante. Absorption et émission induite . . . . .. .. .. 1365

Xiv



Table des matiéres

Bxiir  Réponses linéaire et non linéaire d’un systéme a deux niveaux

soumis a une perturbation sinusoidale 1369
1 Description du modele . . . . . .. . ..o o 1370
2 Résolution approchée des équations de Bloch du systéeme . . . . . . . .. 1373
3 Discussion physique . . . . . . ... 1376
4 Exercices d’application de ce complément . . . . . .. .. ... ... .. 1385

Cximir Oscillations d’un systéme entre deux états discrets sous 1’effet

d’une perturbation sinusoidale résonnante 1387
1 Principe de la méthode : approximation séculaire . . . . . . . . ... .. 1387
2 Résolution du systéme d’équations . . . . . . . .. .. ... ... ... 1388
3 Discussion physique . . . . . . .. ..o 1389
Dxiir  Désintégration d’un état discret couplé a un continuum d’états

finals 1391
1 Position du probleme . . . . . . ..o oo 1391
2 Description du modele considéré . . . . . .. . ... 1392
3 Approximation des temps courts. Lien avec la théorie des perturbations

au premier ordre . . . ... Lo 1396
4 Une autre méthode de résolution approchée de I’équation de Schrédinger 1398
5 Discussion physique . . . . . . ... Lo 1399
Exiim  Perturbation aléatoire dépendant du temps, relaxation 1405
1 Evolution de l'opérateur densité . . . . . . . . ... .. ... ... ... 1406
2 Relaxation d'un ensemble de spins 1/2 . . . . . .. ... ... ... .. 1414
3 Conclusion . . . . . .. .. 1424
Fxiir  Exercices 1425
8 3 ok ok ok o ok ok ok 3 ok

XIV SYSTEMES DE PARTICULES IDENTIQUES 1435
A Position du probléeme . . . ... 1436
B Opérateurs de permutation . . . . . . ... ... ... ... ... .. 1442
C  Le postulat de symétrisation . . . . . ... ... Lo 1451
D Discussion physique . . . . . . . ... L 1460
GUIDE DE LECTURE DES COMPLEMENTS 1473

Ax1v Atomes a plusieurs électrons. Configurations électroniques 1475
1 L’approximation du champ central . . . . . . ... .. ... .. ..... 1475
2 Configurations électroniques des divers éléments . . . . . . .. ... .. 1479

Bxrv Niveaux d’énergie de ’atome d’Hélium : configurations, termes,

multiplets 1483
1 Approximation du champ central. Configurations . . . . . . .. ... .. 1483
2 Effet de la répulsion électrostatique entre électrons : énergie d’échange,
termes spectraux . . . . ... Lo oL 1486
3 Niveaux de structure fine; multiplets . . . . . . . . ... ... ... ... 1494

XV



Table des matiéres

Cxrv Propriétés physiques d’un gaz d’électrons.
solides

1 Electrons libres enfermés dans une “boite” . . . . . . . . . ..
2 Electrons dans les solides . . . . . . . . ... ... .. ....

Dxiv Exercices

Sk 3k sk sk sk ok skosk skosk sk

APPENDICES

I Séries de Fourier et transformation de Fourier

1 Séries de Fourier . . . . . . . . .. ... ...
Transformation de Fourier . . . . . . . ... ... ... ....

II La “fonction” ¢ de Dirac

=0 N

IIT Lagrangien et Hamiltonien en mécanique classique

Rappel des lois de Newton . . . . . . . . ... ... ... ...
Fonction de Lagrange et équations de Lagrange . . . . . . . .
Fonction de Hamilton et équations canoniques . . . . . . ..
Exemples d’application du formalisme hamiltonien . . . . . . .
Principe de moindre action . . . . ... ... o000

T W N =

BIBLIOGRAPHIE DES TOMES I ET 11

INDEX

Xvi

Introduction ; principales propriétés . . . . .. ... ... ..
La “fonction” § et la transformation de Fourier . . . . . . . .
Primitive et dérivées de la “fonction” 6 . . . . . . . ... ...
La “fonction” ¢ dans I'espace a trois dimensions . . . . . . . .

Application aux

1499

...... 1499
...... 1509

1515

1525

1525

...... 1525
...... 1528

1535

...... 1535
...... 1540
...... 1541
...... 1544

1547

...... 1547

1550
1551
1553

...... 1559

1565

1587



Table des matiéres

Tome III
XV OPERATEURS DE CREATION ET D’ANNIHILATION POUR
DES PARTICULES IDENTIQUES 1607
GUIDE DE LECTURE DES COMPLEMENTS 1635
Ax~v Particules et trous 1639

Bxv Gaz parfait en équilibre thermique; fonctions de distribution
quantiques 1643

Cxv Systémes de bosons condensés, équation de Gross-Pitaevskii 1663

Dxv Equation de Gross-Pitaevskii dépendant du temps 1679
Exv Systémes de fermions, approximation de Hartree-Fock 1701
Fxv Fermions, Hartree-Fock dépendant du temps 1727

Gxv Fermions ou bosons : équilibre thermique en champ moyen 1737

Hxv Applications de la méthode du champ moyen a température non

nulle 1761
kokkkkkskskkkk

XVI OPERATEUR CHAMP 1779

GUIDE DE LECTURE DES COMPLEMENTS 1797

Axvi Corrélations spatiales dans un gaz parfait de bosons ou de

fermions 1799
Bxvi Fonctions de corrélation, fonctions de Green 1811
Cxvi Théoréme de Wick 1831

ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

XVII ETATS APPARIES DE PARTICULES IDENTIQUES 1843

GUIDE DE LECTURE DES COMPLEMENTS 1877
Axvir Opérateur champ de paires de particules identiques 1879
Bxvii Energie moyenne dans un état apparié 1903
Cxvir Appariement de fermions, théorie BCS 1923
Dxvir Paires de Cooper 1963

xvii



Table des matiéres

Exvir Bosons répulsifs condensés 1969

3k 3k sk sk sk ok sk sk skosk sk

XVIII RAPPELS D’ELECTRODYNAMIQUE CLASSIQUE 1993

GUIDE DE LECTURE DES COMPLEMENTS 2013
Axvirr Formulation lagrangienne de 1’électrodynamique 2015
sk ook stk ok ok ok

XIX QUANTIFICATION DU RAYONNEMENT

ELECTROMAGNETIQUE 2033
GUIDE DE LECTURE DES COMPLEMENTS 2055
Axix Echanges d’impulsion entre atomes et photons 2057
Bxix Moment cinétique du rayonnement 2083
Cxix Echanges de moment cinétique entre atomes et photons 2097

ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok

XX ABSOPTION, EMISSION, ET DIFFUSION DE PHOTONS
PAR UN ATOME 2109

GUIDE DE LECTURE DES COMPLEMENTS 2139

Axx Exemple de processus multiphotonique : absorption a
deux photons 2141

Bxx Photo-ionisation 2153

Cxx Atome a deux niveaux dans un champ monochromatique.
Méthode de ’atome habillé 2173

Dxx Les déplacements lumineux : un outil pour manipuler
les atomes et le champ 2197

Exx Détection de paquets d’ondes a un ou deux photons, interfé-
rences 2209

3k 3k 3k ok sk koK sk kokok

XXI INTRICATION QUANTIQUE, MESURES, INEGALITES DE
BELL 2235

GUIDE DE LECTURE DES COMPLEMENTS 2263

Axx1 Opérateur densité et corrélations; séparabilité 2265

xviii



Table des matiéres

Bxxi Etats GHZ, échange d’intrication 2275
Cxxi Emergence d’une phase relative sous l’effet de processus de
détection 2285
Dxx1 Emergence d’une phase relative sur des condensats a spin,
argument EPR et non-localité macroscopiques 2301
ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok
APPENDICES 2315
IV  Intégrale de chemins de Feynman 2315
Vv Multiplicateurs de Lagrange 2329
VI Rappels de mécanique statistique quantique 2333
VII Transformée de Wigner 2347
BIBLIOGRAPHIE DU TOME III 2377
INDEX 2383

Xix






Chapitre VIII

Notions élémentaires sur la
théorie quantique de la
diffusion par un potentiel

A Introduction . .. ... ... ... ... 00000 931
A-1  TImportance des phénomeénes de collision . . . . . . . .. 931
A-2  Diffusion par un potentiel . . . . . . .. ... ... .. 932
A-3  Définition de la section efficace de diffusion . . . . . . . 934
A-4  Organisation de ce chapitre . . . . ... ... ...... 935
B Etats stationnaires de diffusion. Calcul de la section
efficace . . . . ... L Lo 936
B-1 Définition des états stationnaires de diffusion . . . . . . 936
B-2 Calcul de la section efficace a partir des courants de pro-
babilité . . . . ... 940
B-3 Equation intégrale de la diffusion . . . . . . .. ... .. 943
B-4  Approximationde Born . . . . ... ... ... ... .. 946
C Diffusion par un potentiel central. Méthode des dé-
phasages . . . . . . ... o o oL oo 949
C-1 Principe de la méthode des déphasages . . . . . . . . .. 949
C-2 Etats stationnaires d’une particule libre . . . . . . . .. 950
C-3  Ondes partielles dans le potentiel V(r). . . . . ... .. 956
C-4  Expression de la section efficace en fonction des déphasages 959

A.

A-1.

Introduction

Importance des phénomeénes de collision

Un grand nombre d’expériences de physique, notamment en physique des
hautes énergies, consistent a diriger un faisceau de particules (1) (obtenu par exemple
a laide d’un accélérateur) sur une cible constituée de particules (2), et & étudier
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les collisions qui en résultent : on détecte les différentes particules! qui composent
létat final du systeme, c’est-a-dire 1’état apres la collision (cf. Fig. 1), et on me-
sure leurs caractéristiques (direction d’émission, énergie, etc.). Le but d’une telle
étude est évidemment de déterminer les interactions qui existent entre les diverses
particules intervenant dans la collision.

Détecteur

Faisceau incident

- n
-> >

particules (1)

v

particules (2)

Détecteur

FIGURE 1 — Schéma d’une expérience de collision entre les particules (1) d’un fais-
ceau incident et les particules (2) d’une cible. On a représenté sur la figure deux
détecteurs mesurant le nombre de particules diffusées dans des directions faisant des
angles 01 et 0> avec le faisceau incident.

Les phénomenes observés sont parfois tres complexes. Par exemple, si les
particules (1) et (2) sont en fait composées de constituants plus fondamentaux
(protons et neutrons pour les noyaux), ces derniers peuvent, lors de la collision,
se redistribuer entre deux ou plusieurs particules finales composées, différentes des
particules initiales ; on parle dans ce cas de “collisions de réarrangement”. De plus,
se manifeste a haute énergie la possibilité relativiste de “matérialisation” d’une
partie de I’énergie : on assiste alors a la création de nouvelles particules, et 1’état
final peut en comprendre un grand nombre (d’autant plus grand que I’énergie du
faisceau incident est plus élevée). De facon générale, on dit que les collisions donnent
lieu a des réactions, que I'on note le plus souvent comme en chimie :

MH+2)—=B)+@)+B)+.. (A-1)

Parmi toutes les réactions possibles ? dans des conditions données, on désigne sous
le nom de diffusions celles dans lesquelles I’état final est constitué des mémes par-
ticules (1) et (2) que létat initial. De plus, une diffusion sera dite élastique si I’état
interne d’aucune des particules ne change lors de la collision.

A-2. Diffusion par un potentiel

Nous nous limiterons dans ce chapitre a I’étude de la diffusion élastique des
particules incidentes (1) par les particules (2) de la cible. Si les lois de la mécanique

1. En pratique, il n’est pas toujours possible de détecter toutes les particules émises, et on
doit souvent se contenter d’informations partielles sur le systéme final.

2. Les processus étudiés se produisant au niveau quantique, il n’est pas possible en général
dé prévoir avec certitude quel état final va résulter d’une collision donnée ; on cherche seulement
a prédire les probabilités des divers états possibles.
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classique étaient applicables, il s’agirait de déterminer la déviation que subissent
les trajectoires des particules incidentes sous 'effet des forces exercées par les par-
ticules (2). Il n’est bien siir pas question, pour des processus qui se produisent &
I’échelle atomique ou nucléaire, de traiter le probleme par la mécanique classique : il
faut étudier I’évolution de la fonction d’onde associée aux particules incidentes sous
I'influence des interactions avec les particules de la cible [d’ou 'expression de “diffu-
sion” des particules (1) par les particules (2)]. Encore n’aborderons-nous pas cette
étude dans toute sa généralité; nous introduirons les hypotheses simplificatrices
suivantes :

(4)

(i)

(iii)

Les particules (1) et (2) seront supposées sans spin. Ceci simplifie nota-
blement la théorie, mais ne signifie pas que le spin des particules est sans
importance dans les phénomeénes de diffusion.

Nous ne tiendrons pas compte de la structure interne que présentent dans
certains cas les particules (1) et (2). Les raisonnements qui suivent ne
s’appliquent donc pas aux diffusions dites “inélastiques”, pour lesquelles
[Pétat final étant toujours constitué des particules (1) et (2)] une fraction
de I’énergie cinétique de (1) a été absorbée par les degrés de liberté internes
de (1) et (2) (¢f. par exemple I'expérience de Franck et Hertz) ; nous nous
limiterons au cas des diffusions élastiques, qui n’affectent pas la structure
interne éventuelle des particules.

Nous admettrons que la cible est suffisamment mince pour que 1’on puisse
négliger les processus de diffusion multiple, c¢’est-a-dire les processus au
cours desquels une particule incidente déterminée subit plusieurs diffusions
successives avant de sortir de la cible.

Nous négligerons toute cohérence entre les ondes diffusées par les diffé-
rentes particules constituant la cible. Ceci est justifié lorsque 1'extension
des paquets d’ondes associés aux particules (1) est petite devant la dis-
tance moyenne entre particules (2). Nous nous intéressons donc unique-
ment au processus élémentaire de diffusion d’une particule (1) du fais-
ceau par une particule (2) de la cible. Ceci exclut un certain nombre de
phénomenes pourtant tres intéressants, comme par exemple la diffusion
cohérente par un cristal (diffraction de Bragg) ou celle de neutrons lents
par les phonons d’un solide, qui fournissent de précieux renseignements
sur la structure et la dynamique des réseaux cristallins. Dans le cas ou
I'on peut négliger ces effets de cohérence, le flux de particules détectées
est simplement la somme des flux diffusés par chacune des N particules
de la cible, c’est-a-dire N fois le flux diffusé par 'une quelconque d’entre
elles (les dimensions de la cible étant trés petites devant sa distance au
détecteur, la position de la particule diffusante a I'intérieur de la cible est
sans importance).

Nous supposerons que les interactions entre particules (1) et (2) peuvent
étre décrites par une énergie potentielle V(r; — ro) ne dépendant que de
la position relative r = r; — ro des deux particules. D’apres le § B du
Chapitre VII, nous sommes alors ramenés, dans le référentiel du centre
de masse® des deux particules (1) et (2), a I'étude de la diffusion par

3. Pour interpréter les résultats obtenus dans des expériences de diffusion, il faut bien en-
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le potentiel V(r) d’une particule unique, la “particule relative”, dont la
masse  est reliée aux masses my et ma de (1) et (2) par la formule :

1 1 1
-+ — (A-2)

momy ma

A-3. Définition de la section efficace de diffusion

Soit Oz la direction le long de laquelle arrivent les particules incidentes de
masse p (Fig. 2). Le potentiel V' (r) est localisé autour de 'origine O des coordonnées
[qui est en fait le centre de masse des deux particules réelles (1) et (2)]. Nous noterons
F; le flux de particules dans le faisceau incident, c’est-a-dire le nombre de particules
traversant par unité de temps une surface unité perpendiculaire & Oz qui serait
placée dans la région des z trés grands négatifs (le flux F; est supposé suffisamment
faible pour que les interactions entre les différentes particules du faisceau incident
solent complétement négligeables).

On dispose, loin de la région ou regne le potentiel et dans la direction repérée
par les angles polaires 6 et ¢, un détecteur dont 'ouverture est vue de O sous I'angle
solide d€2 (le détecteur est situé & une distance de O grande devant les dimensions li-
néaires de la zone d’action du potentiel) ; on compte ainsi le nombre dn de particules
diffusées par unité de temps dans I'angle solide dQ2 autour de la direction (6, ¢).

Faisceau incident

— > Zone d’action
du potentiel

FIGURE 2 — Le faisceau incident, dont le flux de particules est F;, est paralléle a
Vaze Oz ; il est supposé beaucoup plus large que la zone d’action du potentiel V (r),
centrée en O. Loin de cette zone d’action, on dispose un détecteur D mesurant le
nombre dn de particules diffusées par unité de temps dans l’angle solide dS2, centré
autour de la direction d’angles polaires 0 et . Le mombre dn est proportionnel
a F; et a dQ ; le coefficient de proportionnalité o (60, ) est par définition la “section
efficace” de diffusion dans la direction (0, ).

dn est évidemment proportionnel a df2 et au flux incident F;; nous désigne-
rons par (6, ¢) le coefficient de proportionnalité entre dn et F; d( :

[dn = Fy0(0,)d0 | (A-3)

tendu revenir au référentiel 1ié au laboratoire. Le passage d’un référentiel & ’autre est un probléme
simple de cinématique que nous n’aborderons pas ici. Voir par exemple Messiah (1.17), Vol. I,
Chap X, § 7.
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Les dimensions de dn et F; étant respectivement T-! et (L2T)~!, o(6, ) est ho-
mogene & une surface; o(6, @) est appelé section efficace différentielle de diffusion
dans la direction (6, ). On mesure fréquemment les sections efficaces en barns ou
en sous-multiples du barn :

1 barn = 107* ¢cm? (A-4)

On peut interpréter la définition A-3 de la fagon suivante : le nombre de
particules arrivant par unité de temps au détecteur est égal au nombre de particules
qui traverseraient par unité de temps une surface o (6, ¢) d§2 disposée normalement
a Oz dans le faisceau incident.

On définit également la section efficace totale de diffusion o par la formule :

o= /0(9,(,0) dQ (A-5)

Remarques:

(i) La définition A-3, olt dn est proportionnel & df2, implique que seules sont
prises en compte les particules diffusées, dont le flux tombant sur un
détecteur D donné [de surface fixée et placé dans la direction (6, ¢)] est
inversement proportionnel au carré de la distance entre D et O (cette
propriété est caractéristique d’un flux diffusé). En pratique, le faisceau
incident est limité latéralement [sa largeur restant toutefois trés grande
devant I'extension de la zone d’action de V(r)], et le détecteur est placé
hors de son trajet, de facon a ne recevoir que les particules diffusées. Bien
stir, un tel montage ne permet pas de mesurer la section efficace dans
la direction 8 = 0 (direction avant), qui ne peut étre obtenue que par
extrapolation & partir des valeurs de o(6, ¢) pour 6 petit.

(74) La notion de section efficace n’est pas limitée au cas des diffusions élas-
tiques : on définit de maniere analogue des sections efficaces de réaction.

A-4. Organisation de ce chapitre

Le § B est consacré a 1’étude succincte de la diffusion par un potentiel V (r)
quelconque (décroissant cependant plus vite que 1/r a 'infini) : nous introduisons
tout d’abord, dans le § B-1, les notions fondamentales d’état stationnaire de diffusion
et d’amplitude de diffusion ; puis nous montrons (§ B-2) comment la connaissance du
comportement asymptotique des fonctions d’onde associées aux états stationnaires
de diffusion permet d’obtenir les sections efficaces de diffusion ; nous discutons en-
suite de maniere plus précise, au § B-3, 'existence de ces états stationnaires de
diffusion & partir de I’équation intégrale de la diffusion; enfin (§ B-4) une réso-
lution approchée de cette équation, valable pour des potentiels faibles, conduit a
I'approximation de Born, dans laquelle la section efficace est trés simplement reliée
a la transformée de Fourier du potentiel.

Lorsque le potentiel V(r) est un potentiel central V' (r), les méthodes générales
décrites au § B restent bien stir applicables, mais on leur préfére le plus souvent la
méthode des déphasages, qui est exposée au § C. Cette méthode est basée (§ C-1)
sur la comparaison entre les états stationnaires de moment cinétique bien défini

935



CHAPITRE VIII THEORIE QUANTIQUE ELEMENTAIRE DES COLLISIONS

dans le potentiel V(r) (que nous appellerons “ondes partielles”) et leurs analogues
en l'absence de potentiel (“ondes sphériques libres”). Aussi commengons-nous par
étudier, au § C-2, les propriétés essentielles des états stationnaires d’une particule
libre, et plus particulierement celles des ondes sphériques libres; ensuite (§ C-3),
nous montrons que la différence entre une onde partielle dans le potentiel V' (r) et
I’onde sphérique libre de méme moment cinétique [ est caractérisée par un “dépha-
sage” d; ; il suffit alors de savoir comment les états stationnaires de diffusion peuvent
étre construits a partir des ondes partielles pour obtenir 1’expression des sections
efficaces en fonction des déphasages (§ C-4).

B. Etats stationnaires de diffusion. Calcul de la section efficace

Pour décrire quantiquement le processus de diffusion d’une particule inci-
dente donnée par le potentiel V(r), il faut étudier le comportement au cours du
temps du paquet d’ondes représentant 1’état de la particule. Les caractéristiques de
ce paquet d’ondes sont supposées connues pour les temps ¢ grands et négatifs, ou
la particule se trouve dans la région négative lointaine de 'axe Oz et n’a pas en-
core été affectée par le potentiel V' (r). On sait que I’évolution ultérieure du paquet
d’ondes s’obtient immédiatement si on 'exprime comme une superposition d’états
stationnaires. C’est pourquoi nous allons étudier tout d’abord 1’équation aux valeurs
propres de 'hamiltonien :

H=Hy+V(r) (B-1)
ou :
P2
Hoy = o (B-2)

décrit I’énergie cinétique de la particule.

En fait, pour simplifier les calculs, nous allons raisonner directement sur les
états stationnaires et non sur des paquets d’ondes. Nous avons déja utilisé ce pro-
cédé au Chapitre I, dans 1’étude des potentiels “carrés” & une dimension (§ D-2 et
Complément Hy); il consiste a considérer un état stationnaire comme représentant
un fluide de probabilité en régime d’écoulement permanent, et a étudier la struc-
ture des courants de probabilité correspondants. Bien entendu, ces raisonnements
simplifiés ne sont pas rigoureux : il resterait a montrer qu’ils conduisent aux mémes
résultats que 'approche correcte du probleme, basée sur des paquets d’ondes ; nous
admettrons ce point, ce qui nous permettra de développer plus facilement certaines

idées générales, en évitant de les noyer dans des calculs compliqués .

B-1. Définition des états stationnaires de diffusion
B-1-a. Equation aux valeurs propres de I’hamiltonien
L’équation de Schrodinger décrivant I’évolution de la particule dans le poten-
tiel V(r) admet des solutions d’énergie E bien définie (états stationnaires) :
Y(r,t) = p(r)e PN (B-3)

4. La démonstration a été faite dans le Complément J; pour un probléme particulier a une
dimension ; nous avons alors vérifié qu’on obtient les mémes résultats en calculant le courant de
probabilité associé & un état stationnaire de diffusion, ou en étudiant I’évolution d’un paquet
d’ondes décrivant une particule qui subit une collision.
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ol (r) est solution de ’équation aux valeurs propres :

2
[—%A n vm} or) = Eo(r) (B-1)

Nous allons supposer que le potentiel V' (r) décroit a I'infini plus vite que 1/7.
Remarquons que cette hypothese exclut le potentiel coulombien ; celui-ci nécessite
un traitement particulier, que nous n’aborderons pas ici.

Nous ne nous intéressons qu’aux solutions de (B-4) associées & une énergie F
positive ; E est égale a I’énergie cinétique de la particule incidente avant qu’elle n’ait
abordé la zone d’action du potentiel. Nous poserons :

212
h2
Vir) =5 U() (B-6)
de sorte que (B-4) s’écrit :
[A+ k> =U(r)] o(r)=0 (B-7)

Pour chaque valeur de k (c’est-a-dire de Iénergie E), I'équation (B-7) admet
une infinité de solutions (les valeurs propres positives de ’hamiltonien H sont infini-
ment dégénérées). Comme dans les problémes de potentiels “carrés” a une dimension
(¢f. Chap. I, § D-2, et Complément Hy), il nous faut choisir, parmi ces solutions,
celle qui correspond au probléme physique étudié (par exemple, quand nous voulions
déterminer la probabilité pour qu’une particule d’énergie donnée franchisse une bar-
riere de potentiel & une dimension, nous choisissions I’état stationnaire comportant
seulement une onde transmise dans la région située apres la barriere). Ici, ce choix
s’avere plus compliqué, car la particule évolue dans I’espace a trois dimensions et le
potentiel V(r) a une forme a priori quelconque. Nous allons donc préciser, en utili-
sant de maniere intuitive les propriétés des paquets d’ondes, les conditions qu’il faut
imposer aux solutions de I'équation (B-7) pour qu’elles puissent étre utilisées dans
la description d’'un processus de diffusion. Nous appellerons états stationnaires de
diffusion les états propres de I’hamiltonien vérifiant ces conditions, et nous noterons

(diff) . , .
v, (r) les fonctions d’onde associées.

B-1-b. Forme asymptotique des états stationnaires de diffusion. Amplitude de diffusion

Pour ¢ grand négatif, la particule considérée est libre [V (r) est pratique-
ment nul si I'on se place suffisamment loin du point O], et son état est représenté
par un paquet d’ondes planes; par conséquent, la fonction d’onde stationnaire que
nous cherchons doit comporter un terme en e*#, k étant la constante qui figure
dans 1’équation (B-7). Lorsque le paquet d’ondes aborde la région o régne le po-
tentiel V(r), sa structure est profondément modifiée et son évolution compliquée.
Cependant, pour ¢ grand positif, il est sorti de cette région et présente & nouveau
une forme simple : il s’est alors scindé en un paquet d’ondes transmises poursuivant
leur propagation le long de Oz dans le sens positif (donc en e”#) et un paquet

d’ondes diffusées. Par conséquent, la fonction d’onde v,(cdiﬁ)(r) représentant 1’état
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stationnaire de diffusion associé a une énergie E = h?k?/2u donnée doit s’obte-
nir en superposant I’onde plane e’** et une onde diffusée (nous laissons de coté le
probléeme de la normalisation).

La structure de 'onde diffusée dépend évidemment du potentiel V(r). Tou-
tefois, sa forme asymptotique (valable loin de la région d’action du potentiel) est
simple; en raisonnant par analogie avec 'optique ondulatoire, on comprend que
I'onde diffusée doit présenter, pour r grand, les caractéristiques suivantes :

(7) Dans une direction donnée (6, ), sa dépendance radiale doit étre en
e’*" /r. En effet, c’est une onde divergente (ou “sortante”) de méme éner-
gie que 'onde incidente. Le facteur 1/r provient des trois dimensions de
I'espace : (A + k2?)e’ " n’est pas nul, alors que :

eik:r

(A +k?) = 0 pour r > r( positif quelconque (B-8)
(en optique, le facteur 1/r assure que le flux total d’énergie & travers
une spheére de rayon r est indépendant de r pour r grand; en mécanique
quantique, c’est le flux de probabilité a travers cette sphere qui ne dépend
pas de r).

(i4) La diffusion n’étant en général pas isotrope, 'amplitude de 'onde sortante
dépend de la direction (0, ) que l'on considére.
Finalement, 1’état stationnaire de diffusion v,(cdiﬁ')(r) est par définition la so-
lution de I’équation (B-7) dont le comportement asymptotique est de la forme

WD)~ et g f(0, )¢ (B-9)

r—00 r

Dans cette expression, seule la fonction fx(0,¢), que l'on appelle 'amplitude de
diffusion, dépend du potentiel V (r). On peut montrer (c¢f. § B-3) que I’équation (B-
7) admet effectivement, pour chaque valeur de k,une solution et une seule qui vérifie
la condition (B-9).

Remarques:

(i) Nous avons déja signalé que, pour obtenir simplement ’évolution dans le
temps du paquet d’ondes représentant 1’état de la particule incidente, il faut
le développer, non pas sur la base des ondes planes, mais sur celle des états
propres de I’hamiltonien total H. Considérons donc une fonction d’onde de

la forme?® :

wlrt) = [ dig(h) o ) e B (5-10)
ou :

B = h;/’f (B-11)

5. En réalité, il faudrait aussi superposer des ondes planes correspondant & des vecteurs
d’onde k de directions légérement différentes, car le paquet d’ondes incident est limité dans les
directions perpendiculaires & Oz. Nous ne nous intéressons ici pour simplifier qu’a la dispersion en
énergie (qui se traduit alors par une limitation de I’extension du paquet d’ondes le long de Oz).
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et ou la fonction g(k), que nous prendrons réelle pour simplifier, présente
un pic prononcé en k = kg et sannule pratiquement en dehors de ce pic;
(r,t) est solution de I'équation de Schrodinger, et peut donc décrire correc-
tement 1’évolution dans le temps de la particule. Reste a nous assurer que
cette fonction vérifie bien les conditions aux limites imposées par le probléme
physique particulier que nous étudions. Asymptotiquement, elle se présente
d’aprés (B-9) comme la somme d’un paquet d’ondes planes et d’un paquet
d’ondes diffusées :

& . . o ikr )
P(r,t) ~ / dk g(k) e e iERt/h | / dkg(k) fr(6, @)e_e—zEkt/h
T—>00 0 0 ”
(B-12)
La position du maximum de chacun de ces paquets peut étre obtenue par la

condition de phase stationnaire (¢f. Chap. I, § C-2). Un calcul simple donne
ainsi pour le paquet d’ondes planes :

ZM (t) = Uc;t (B—13)
avec :
vg = ko (B-14)
1%

Quant au paquet diffusé, son maximum dans la direction (6, ) se trouve &
la distance du point O donnée par :

a0, p5t) = —ag, (0, 9) + vt (B-15)

ot a (0, ¢) est la dérivée par rapport & k de I'argument de Pamplitude de
diffusion f% (0, ¢). Notons que les formules (B-13) et (B-15) ne sont valables
que dans la région asymptotique, c¢’est-a-dire pour |¢| grand.

Pour ¢ grand et négatif, il n’y a pas de paquet diffusé ; en effet, d’apres (B-15),
les ondes qui le composent interferent constructivement pour des valeurs de
r négatives, et donc situées en dehors du domaine de variation accessible a r.
Seul existe alors le paquet d’ondes planes qui, d’apres (B-13), se dirige vers la
région d’interaction a la vitesse de groupe vg. Pour ¢ grand positif, les deux
paquets sont effectivement présents; le premier s’éloigne le long de la partie
positive de I'axe Oz, prolongeant le paquet incident ; le second diverge dans
toutes les directions de l'espace. La condition asymptotique (B-9) permet
donc bien de décrire le processus de diffusion.

L’extension spatiale Az du paquet d’ondes (B-10) est reliée & la dispersion en impulsion

hAk par la relation :

1
Az~ — B-16
AR (B-16)
Nous supposerons Ak suffisamment petit pour que Az soit grand devant les dimensions
linéaires de la zone d’action du potentiel. Dans ces conditions, le paquet d’ondes se dirigeant
a la vitesse vg vers le point O (Fig. 3) mettra un temps :
Az 1

AT ~ — ~
(e va Ak

(B-17)
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a traverser cette zone. Fixons 'origine des temps a I'instant ot le centre du paquet d’ondes
incident atteint le point O. Il n’existe d’ondes diffusées que pour ¢t > —AT/2, aprés que
le front avant du paquet d’ondes incident ait abordé la zone d’action du potentiel ; pour
t = 0, la partie la plus éloignée du paquet d’ondes diffusé est & une distance de ’ordre de
Az/2 du point O.

Considérons maintenant un probléme a priori différent, dans lequel on aurait un potentiel
dépendant du temps, obtenu en multipliant V' (r) par une fonction f(t) qui croit lentement
de 0 a 1entret=—AT/2 et t=0; pour ¢ trés inférieur & —AT/2, le potentiel est nul, et
nous supposerons que 1’état de la particule est représenté par une onde plane (remplissant
tout I’espace). Cette onde plane ne commence & étre modifiée que pour ¢t ~ —AT/2 et, a
I'instant ¢ = 0, l'allure des ondes diffusées est semblable & celle du cas précédent.

On congoit donc qu’il y ait une certaine analogie entre les deux problémes différents que
nous venons de décrire : d’une part, diffusion par un potentiel constant d’un paquet d’ondes
incident dont ’amplitude au point O croit régulierement entre les instants —AT'/2 et zéro;
d’autre part, diffusion d’une onde plane d’amplitude constante par un potentiel que 1’on
“branche” lentement sur le méme intervalle de temps [—AT'/2,0].

Si Ak — 0, le paquet d’ondes (B-10) tend vers un état stationnaire de diffusion [g(k) tend
vers §(k — ko)] ; par ailleurs, d’apres (B-17), AT devient infini et le branchement du poten-
tiel associé & la fonction f(t) devient infiniment lent (on ’appelle souvent pour cette raison
“branchement adiabatique”). La discussion précédente, bien que trés qualitative, permet
ainsi de se représenter un état stationnaire de diffusion comme résultant du branchement
adiabatique du potentiel diffuseur sur une onde plane libre. On peut préciser cette inter-
prétation en étudiant de fagon plus détaillée ’évolution de l'onde plane initiale dans le
potentiel f(¢)V(r).

2T
/
Vg / |
— [ ]
\\//

Zone d’action
du potentiel

«— Az—— —_—>

FIGURE 3 — Le paquet d’ondes incident, de longueur Az, se dirige d la vitesse vy
vers le potentiel V (r) ; il interagit avec le potentiel pendant un temps de l'ordre de

AT = Az/vg (la dimension de la zone d’action du potentiel est supposée négligeable
devant Az).

B-2. Calcul de la section efficace a partir des courants de probabilité

B-2-a. Fluide de probabilité associe a un état stationnaire de diffusion

Pour évaluer la section efficace de diffusion, il faudrait en toute rigueur étu-

dier la diffusion d’un paquet d’ondes incident par le potentiel V' (r). Toutefois, on
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peut obtenir beaucoup plus simplement le résultat en raisonnant sur les états sta-
tionnaires de diffusion ; on considére un tel état comme décrivant un fluide de pro-
babilité en régime d’écoulement permanent, et 'on calcule la section efficace a partir
du courant incident et du courant diffusé. Cette méthode est, comme nous I’avons
déja signalé, analogue a celle que nous avons utilisée dans les problemes de barrieres
“carrées” & une dimension : dans ces problémes, le rapport entre le courant réfléchi
(ou transmis) et le courant incident donne directement le coefficient de réflexion (ou
de transmission).

Nous allons donc calculer les contributions de 'onde incidente et de 'onde
diffusée au courant de probabilité dans un état stationnaire de diffusion. Rappelons
Pexpression du courant J(r) associé & une fonction d’onde ¢(r) :

I = LRe [«»*(r)fjwr)] (B-18)

B-2-b. Courant incident et courant diffusé

Le courant incident J; s’obtient en remplagant, dans (B-18), ¢(r) par 'onde

plane e**# ; J; est donc dirigé suivant 'axe Oz, dans le sens positif, et son module
vaut :
hk
il = m (B-19)

L’onde diffusée étant exprimée dans la formule (B-9) en coordonnées sphé-
riques, nous allons calculer les composantes du courant diffusé J; sur les axes locaux
définis par ce systéme de coordonnées. Rappelons que les composantes correspon-
dantes de I'opérateur V sont :

0
(V)T - a
10
(V)o = 90
1 0
(V)e = rsin 6 dg (B-20)

En prenant pour ¢(r), dans la formule (B-18), la fonction fi (6, ©)e?*” /r, on obtient
facilement le courant diffusé dans la région asymptotique :

@0 = S 0.0
h 0
(Ja)o = ;%Re [1]01:(9, Sﬁ)aefk(‘97<ﬁ)]
h 0
@) = i gRe | 110,005 10,5 (B-21)

Comme 7 est grand, (Jq)s et (Jq), sont négligeables devant (Jg),, et le courant
diffusé est pratiquement radial.
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B-2-c. Expression de la section efficace

Le faisceau incident est composé de particules indépendantes, que nous suppo-
sons toutes préparées de la méme fagon ; envoyer un grand nombre de ces particules
revient a effectuer un grand nombre de fois la méme expérience sur une particule
dont I’état est a chaque fois le méme. Si cet état est U,(Cdlﬁ)(r)7 on congoit que le flux
incident F;, c’est-a-dire le nombre de particules du faisceau incident qui franchissent
par unité de temps une surface unité perpendiculaire a Oz, soit proportionnel au

flux du vecteur J; a travers cette surface, c’est-a-dire d’apres (B-19) :
hk
F,=C|J;|=C— (B-22)
w

Le nombre dn de particules qui frappent par unité de temps 'ouverture utile
du détecteur (Fig. 2) est, de la méme fagon, proportionnel au flux du vecteur Jq
a travers la surface dS limitant cette ouverture [la constante de proportionnalité C
étant la méme qu’en (B-22)] :

dn=CJg-dS =C (Jg),r*dQ
hk
=C ” [f1(6, )" A2 (B-23)
On voit que dn est indépendant de r pourvu que r soit suffisamment grand.

Si I'on reporte les formules (B-22) et (B-23) dans la définition (A-3) de la
section efficace différentielle (6, ¢), on obtient :

o0,9) = 110, 0) (B-24)

La section efficace différentielle est donc simplement donnée par le carré du module
de 'amplitude de diffusion.

B-2-d. Interférences entre I'onde plane et I'onde diffusée

Dans les paragraphes précédents, nous avons négligé une contribution au courant associé
a vl(cdlff) (r) dans la région asymptotique : celle qui provient de I'interférence entre I’onde

plane e*# et 1’onde diffusée, et qui s’obtient en remplagant dans (B-18) ¢*(r) par e~ *F*
et o(r) par fi (6, p)e*" /r, et vice versa.

On peut se convaincre cependant que ces termes d’interférence n’interviennent pas lors-
qu’on s’intéresse & la diffusion dans une direction autre que la direction avant (6 = 0).
Reprenons pour cela la description de la collision en termes de paquets d’ondes (Fig. 4),
et tenons compte du fait qu’en pratique, le paquet d’ondes a toujours une extension laté-
rale finie. Initialement, le paquet d’ondes incident se dirige vers la zone d’action de V (r)
(Fig. 4a). Apres la collision (Fig. 4b), on se trouve en présence d’un paquet d’ondes planes
provenant simplement de la propagation du paquet d’ondes incident (comme si le potentiel
diffuseur était nul) et d’un paquet d’ondes diffusées s’éloignant du point O dans toutes les
directions. L’onde transmise résulte donc de 'interférence des deux types d’ondes, planes
et sphériques. En général cependant, on place le détecteur D hors du faisceau, de fagon
qu’il ne soit pas frappé par les particules transmises; on n’observe alors que le paquet
d’ondes diffusées et il n’est pas nécessaire de tenir compte des termes d’interférence que
nous venons de mentionner.

Il ressort cependant de la Figure 4b que 'interférence entre le paquet d’ondes planes et
le paquet d’ondes diffusées ne peut étre négligée dans la direction avant, ou ils occupent

une méme région de espace. Le paquet d’ondes transmis résulte de cette interférence.
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D’autre part, il doit avoir une amplitude plus faible que le paquet incident, puisqu’il y a
conservation de la probabilité totale, c’est-a-dire conservation du nombre de particules :
les particules diffusées dans toutes les directions de 'espace autres que la direction avant
quittent le faisceau, dont 'intensité est ainsi atténuée apres traversée de la cible. C’est
donc l'interférence destructive entre le paquet d’ondes planes et le paquet d’ondes diffusées

vers ’avant qui assure la conservation globale du nombre total de particules.

FIGURE 4 — Awvant la collision (fig. a), le paquet d’ondes incident se dirige vers la
zone d’action du potentiel. Aprés la collision (fig. b), on se trouve en présence d’un
paquet d’ondes planes et d’un paquet d’ondes sphériques diffusées par le potentiel
(traits tiretés sur la figure). Ces ondes interférent dans la direction avant de fagon
destructive (conservation de la probabilité totale) ; le détecteur D est placé dans une
direction latérale, et n’est sensible qu’auzx ondes diffusées.

B-3. Equation intégrale de la diffusion

Nous nous proposons d’'indiquer maintenant, de fagon plus précise qu’au § B-
1-b, comment on peut démontrer I’existence de fonctions d’onde stationnaires ayant
un comportement asymptotique de la forme (B-9). Nous allons pour cela écrire
I’équation intégrale de la diffusion, dont les solutions sont précisément les fonctions
d’onde des états stationnaires de diffusion.

Reprenons 1’équation aux valeurs propres de H [formule (B-7)] et mettons-la
sous la forme :

(A +E) p(r) = U(r) o(r) (B-25)

Supposons (nous verrons plus loin que c’est effectivement le cas) que 'on
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connaisse une fonction G(r) telle que :
A+ k) G(r) = 6(r) (B-26)

(
[G(r) est appelée “fonction de Green” de I'opérateur A + k2]. Alors, toute fonction
©(r) qui vérifie :

o) = ol + [ & Gl —¥) U() ol (B-27)
ol po(r) est solution de I'équation libre :
(A + k?)po(r) =0 (B-28)

La fonction ¢(r) satisfait a 1’équation différentielle (B-25). En effet, appliquons
l'opérateur A + k? aux deux membres de (B-27); compte tenu de (B-28), nous
obtenons :

(A +E)p(r) = (A+K?) / ErGr ) U) o(r) (B-29)

Admettons qu’on puisse faire passer 'opérateur dans l'intégrale. 11 agit alors seule-
ment sur la variable r et donnera d’apres (B-26) :

(A + B2)olr) = / &6 — 1) U() o(r')
= U(r) e(r) (B-30)

Inversement, on peut montrer que toute solution de (B-25) vérifie (B-27) . On peut
donc remplacer 'équation différentielle (B-25) par ’équation intégrale (B-27).

Nous allons voir qu’il est souvent plus facile de raisonner sur 1’équation inté-
grale. Son principal avantage vient de ce que, en choisissant po(r) et G(r) de fagon
adéquate, on peut incorporer dans I’équation le comportement asymptotique désiré :
ainsi, une seule équation intégrale, dite équation intégrale de la diffusion, devient
Péquivalent de I’équation différentielle (B-25) et de la condition asymptotique (B-9).

Considérons tout d’abord 1’équation (B-26). Elle implique que (A + k%)G(r)
doit étre identiquement nul dans toute région de I’espace excluant 1’origine [ce qui,
d’aprés (B-8), est le cas de e’*" /7] ; de plus, d’aprés la formule (61) de I’Appendice 11,
G(r) doit se comporter, pour r tendant vers zéro, comme —1/47r. Effectivement, il
est facile de montrer que les fonctions :

1 exikr
Galr) = -1 & (B-31)
sont solutions de I’équation (B-26). En effet :
AG4(r) = eFiFr A (_1> _ LA (e:tikr)
Amr Amr
+2 [v (—ﬁﬂ - [Wetitr] (B-32)

6. On le comprend intuitivement si 'on considére U(r)e(r) comme un second membre
d’équation différentielle : la solution générale de (B-25) s’obtient alors en ajoutant & la solu-
tion générale de I’équation sans second membre une solution particuliere de 1’équation complete
[deuxiéme terme de (B-27)].
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Un calcul simple donne alors (¢f. Appendice II) :
AGy(r) = —k2Gi(I‘) + (5(1‘) (B—33)

ce qui démontre le résultat annoncé; G et G_ sont appelées respectivement “fonc-
tions de Green sortante et entrante”.

La forme méme du comportement asymptotique (B-9) que I'on veut obtenir
suggere de choisir pour ¢y(r) I'onde plane incidente e*** et pour G(r) la fonction de
Green sortante G4 (r). Nous allons effectivement montrer que 1’équation intégrale
de la diffusion s’écrit :

U](Cdiﬁ')(r) — oikz 4 /d3r’G+(r _ r')U(r’)v,(cdiﬁ')(r/) (B-34)

c’est-a-dire que les solutions de (B-34) ont le comportement asymptotique (B-9).

Plagons-nous pour cela en un point M (position r) tres éloigné des divers
points P (position r’) de la zone d’action du potentiel, dont les dimensions linéaires
sont de l'ordre” de L (Fig. 5) :

r> L
r <L (B-35)

FIGURE & - Calcul approché de la distance

/
|I' - l‘| |r — 1’| entre un point M trés éloigné de O
et un point P situé dans la zone d’action
du potentiel (les dimensions de cette zone
d’action sont de Uordre de L ).
Y
\
|’ \
\ 0 ; P |
N /
N rd
\\\__//
«~—————L———— >

L’angle entre MO et M P étant trés petit, la longueur M P, c’est-a-dire [r—r’|,
est & une tres bonne approximation égale & la projection de MP sur MO :

r—1|~r—u-r (B-36)

7. Rappelons que nous avons explicitement supposé que U (r) décroit a 'infini plus vite que
1/r.
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ou u désigne le vecteur unitaire dans la direction de r. On en déduit que, pour r
grand :

1 eik\r—r’| 1 etkr

Gilr—v)= e ikur’ (B-37)

B
dr v —v/| rooo 4w 1

En reportant cette expression dans I’équation (B-34), on obtient le comportement
asymptotique de v,ﬁdlﬁ) (r):

ikr
diff . 1 e
U,z(c i )(I‘) ~ eikz o
r—oo 47 r

/ dPrfem ke g (p) ol (1) (B-38)

qui est bien de la forme (B-9) puisque Uintégrale n’est plus fonction de la distance
r = OM mais seulement (par lintermédiaire du vecteur unitaire u) des angles
polaires 0 et ¢ repérant la direction du vecteur OM. 11 suffit donc de poser :

1 : ’ i
fe@.9) = = [ d*rem T UR) () (B-39)

pour retrouver exactement l’expression (B-9).

En définitive, les solutions de I’équation intégrale de la diffusion (B-34) sont

bien les états stationnaires de diffusion 8.

Remarque:
Il est souvent commode de définir le vecteur d’onde incident k; comme le
vecteur de module k dirigé suivant I'axe Oz du faisceau, de sorte que :

oihz _ gikir (B-40)

De méme, le vecteur k; de méme module k que le vecteur d’onde incident
mais dont la direction est repérée par les angles 6 et ¢ est appelé vecteur
d’onde diffusé dans la direction (6, ) :

k, = ku (B-41)

Enfin, le vecteur d’onde transféré dans la direction (0, ¢) est la différence
entre kg et k; (Fig. 6) :

K =k, — k; (B-42)

B-4. Approximation de Born
B-4-a. Solution approchée de I'équation intégrale de la diffusion

Compte tenu de (B-40), on peut écrire ’équation intégrale de la diffusion sous
la forme :

o) =[G ) U o) (B-43)

8. Pour prouver rigoureusement l’existence des états stationnaires de diffusion, il suffirait
donc de démontrer que I’équation (B-34) admet une solution.
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ka K FIGURE 6 - Vecteurs d’onde incident k;,
diffusé kq et transféré K.

Nous allons chercher a résoudre cette équation par itération.
Un simple changement de notations (r = r’; v’ = r”') permet d’écrire :

U/(gdiﬂ) (I‘/) _ ei kv’ 4 /dST//G+ (I‘/ _ r//) U(I‘”) U](Cdiﬂ) (I‘H) (B—44)
Si 'on reporte cette expression dans 1'équation (B-43), on obtient :
U](Cdiﬁ') (r) _ ei k;r + /d3,’,,/G+ (I‘ _ r/) U(r/) ei k;-r’

+ /d3r’ / "G (e - UE)Gy(x —1") U v,idiﬂ) (r'")
(B-45)

Dans le second membre de (B-45), les deux premiers termes sont connus; seul le

N . L diff . .y
troisieme contient la fonction inconnue v,(c ' )(r). On peut répéter ce procédé : on

. diff s
change r en r’ et r’ en "’ dans (B-43), ce qui donne v,(c ' )(r”), que l'on insere a
nouveau dans 1’équation (B-45); on trouve alors :

U](Cdiﬁ') (I‘) _ ei k;r + /dS’I“/G_;,_ (I‘ _ r/) U(I‘/) ei k; -t
+ /d3r’ / Er'Gir - UX)Go(x =" UEX") ek

+ /d3r’/d3r”/d37“”’G+(r - UE)GL(r' =) U(x")
x Go (" =" U)o (") (B-46)
ol les trois premiers termes sont connus; la fonction inconnue v,(cdiﬂ) (r) a été re-
poussée dans le quatrieme.

On construit ainsi de proche en proche ce que 'on appelle le développement
de Born de la fonction d’onde stationnaire de diffusion. Notons que chaque terme
de ce développement fait intervenir le potentiel une fois de plus que le précédent.
Si donc le potentiel est faible, les termes successifs sont de plus en plus petits. En
poussant le développement suffisamment loin, on pourra négliger le dernier terme

. diff . .
du second membre, ce qui donne v,(c ' )(r) en fonction de quantités toutes connues.

Si 'on porte ce développement de v,ﬁdiﬁ)(r) dans V'expression (B-39), on ob-
tient le développement de Born de 'amplitude de diffusion. En particulier, si I'on
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se limite au premier ordre en U, il suffit de remplacer v,ﬁdiﬁ) (r') par ek’ dans le

second membre de (B-39). C’est l'approzimation de Born :

1 . ’ . ’
126, 0) =~ / OO

e
_ _4i d37“/ e—i(kd—ki)q-’ U(r/)
i
1 —_
=0 d*r e T U () (B-47)
i

ot K est le vecteur d’onde transféré défini en (B-42). La section efficace de diffusion
est donc treés simplement reliée, dans ’approximation de Born, a la transformée de
Fourier du potentiel ; en effet, si 'on utilise (B-24) et (B-6), on voit que la relation
(B-47) entraine que :

2

2
B I
Ul(c )(0759) = 47T2h4

(B-48)

/d3r e KT V(r)

D’apres la Figure 6, la direction et le module du vecteur d’onde transféré K
dépendent a la fois du module k de k; et kg et de la direction de diffusion (6, ¢)
considérée. Ainsi, pour 6 et ¢ fixés, la section efficace de Born varie avec k, c’est-
a-dire avec Iénergie du faisceau incident ; de méme, pour une énergie donnée, o(%)
varie avec 0 et ¢. On voit donc, dans le cadre simple de I'approximation de Born,
comment 1’étude des variations de la section efficace différentielle en fonction de la
direction de diffusion et de ’énergie incidente peut permettre d’atteindre expéri-
mentalement le potentiel V(r).

B-4-b. Interprétation des formules

On peut donner de la formule (B-45) une interprétation physique qui sou-
ligne tres clairement l’analogie formelle entre la mécanique quantique et 'optique
ondulatoire.

Considérons la zone d’action du potentiel comme un milieu diffuseur dont la
densité serait proportionnelle a U (r). La fonction G4 (r —r') représente [formule (B-
31)] Pamplitude de 'onde rayonnée au point r par une source ponctuelle qui serait
située au point r’. Par conséquent, les deux premiers termes de la formule (B-45)
donnent I'onde totale au point r comme résultant de la superposition de I'onde inci-
dente e™i'T et d'une infinité d’ondes provenant des sources secondaires induites dans
le milieu diffuseur par ’onde incidente : 'amplitude de chacune de ces sources est
en effet proportionnelle aux valeurs que prennent, au point correspondant r’, 'onde
incidente (e’%i*") et la densité de matiére diffusante [U(r')]. Cette interprétation,
qui est schématisée sur la Figure 7, est a rapprocher du principe de Huygens en
optique ondulatoire.

En réalité, la formule (B-45) comporte un troisiéme terme. On peut cependant
interpréter de facon analogue les termes successifs du développement de Born. En
effet, comme le milieu diffuseur est étendu, une source secondaire donnée est excitée
non seulement par ’onde incidente mais également par les ondes diffusées provenant
des autres sources secondaires. La Figure 8 représente ainsi de facon symbolique
le troisiéme terme du développement de Born [¢f. formule (B-46)]. Si le milieu
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FIGURE 7 — Schématisation de
Uapprorimation de Born : on ne
tient compte que de l’onde inci-
dente et des ondes diffusées par
une seule interaction avec le po-
tentiel.

FIGURE 8 — Schématisation du
terme du second ordre en U dans
le développement de Born : on
tient compte ici des ondes deux
fois diffusées par le potentiel.

diffuseur est treés peu dense [U(r) tres petit], on peut négliger I'influence des sources
secondaires les unes sur les autres.

Remarque:

L’interprétation que nous venons de donner pour les termes d’ordre supérieur
du développement de Born n’a rien a voir avec les processus de diffusion mul-
tiple qui peuvent se produire a 'intérieur d’une cible épaisse : il s’agit toujours
ici de décrire la diffusion d’une particule du faisceau par une particule unique
de la cible, alors que la diffusion multiple fait intervenir des interactions suc-
cessives d’'une méme particule incidente avec plusieurs particules différentes
de la cible.

C. Diffusion par un potentiel central. Méthode des déphasages

C-1. Principe de la méthode des déphasages

Dans le cas particulier ou le potentiel V(r) est central, le moment cinétique
orbital L de la particule est une constante du mouvement. Il existe donc des états
stationnaires de moment cinétique bien défini, c’est-a-dire des états propres com-
muns & H, L2 et L. Nous appellerons ondes partielles les fonctions d’onde associées
a ces états, et nous les noterons ¢y, ; m (r), les valeurs propres correspondantes de H,
L? et L, étant respectivement h%k?/2u, (I + 1)h? et mh; leur dépendance angu-
laire est toujours donnée par les harmoniques sphériques Y, (6, ¢) ; le potentiel V (r)
n’intervient que dans leur dépendance radiale.

On s’attend a ce que, pour r grand, les ondes partielles soient tres proches
des fonctions propres communes & Hy, L? et L, ot Hy est I’hamiltonien libre [for-
mule (B-2)]. C’est pourquoi nous allons commencer par étudier, au § C-2, les états
stationnaires d’une particule libre, et en particulier ceux qui ont un moment ci-
nétique bien défini. Les fonctions d’onde correspondantes go,(col)_m(r) sont les ondes
sphériques libres : leur dépendance angulaire est bien sfir celle d’une harmonique
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sphérique ; nous allons voir que le comportement asymptotique de leur fonction ra-
diale est la superposition d’une onde entrante e ~**” /7 et d’une onde sortante e**" /r
présentant une différence de phase bien déterminée.

Le comportement asymptotique de 'onde partielle ¢y ;. (r) dans le poten-
tiel V/(r) est également (§ C-3) la superposition d'une onde entrante et d’une onde
sortante. Toutefois, la différence de phase entre ces deux ondes differe de celle qui
caractérise 'onde sphérique libre correspondante : le potentiel V(r) introduit un
déphasage 6; supplémentaire. Ce déphasage constitue la seule différence entre les
comportements asymptotiques de @y ;.m et <p,(col)_m ; par conséquent la connaissance,
pour k fixé, des déphasages ; pour toutes les valeurs de [ doit étre suffisante pour
calculer la section efficace.

Pour effectuer ce calcul, on construit (§ C-4) I’état stationnaire de diffusion

(diff) o e . N .
v, (r) comme combinaison linéaire d’ondes partielles ¢y i, (r) de méme énergie
mais de moments cinétiques [ différents. Des arguments physiques simples suggerent
que les coefficients de cette combinaison linéaire doivent étre les mémes que ceux du
développement de I'onde plane e’** sur les ondes sphériques libres, ce qu'un calcul
explicite confirme effectivement.

L’utilisation des ondes partielles permet ainsi d’exprimer 'amplitude de dif-
fusion, et par suite la section efficace, en fonction des déphasages ;. Cette méthode
est particulierement intéressante lorsque la portée du potentiel n’excede pas trop
la longueur d’onde associée au mouvement de la particule, car dans ce cas n’inter-
viennent effectivement qu’un petit nombre de déphasages (§ C-3-b-/3).

C-2. Etats stationnaires d’une particule libre

En mécanique classique, une particule libre de masse p est animée d’un mou-
vement rectiligne uniforme. Son impulsion p, son énergie E = p? /2y et son moment
cinétique £ = r X p par rapport a 'origine des coordonnées sont des constantes du
mouvement.

En mécanique quantique, les observables P et L = R x P ne commutent pas.
Elles représentent donc des grandeurs incompatibles : il est impossible de mesurer
simultanément 'impulsion et le moment cinétique d’une particule.

L’hamiltonien quantique Hy d’une particule libre s’écrit :

Hy=—P (C-1)

Hy ne constitue pas a lui seul un E.C.O.C. : ses valeurs propres sont infiniment
dégénérées (§ 2-a). Par contre, les quatre observables :

H07Pac7Pya Pz (0'2)

forment un E.C.O.C. Leurs états propres communs sont des états stationnaires
d’impulsion bien définie.

On peut également considérer une particule libre comme plongée dans un
potentiel central nul. Les résultats du Chapitre VII indiquent alors que les trois
observables :

Hy, L?, L. (C-3)
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forment un E.C.0O.C. Les états propres correspondants sont des états stationnaires
de moment cinétique bien défini (plus exactement, L? et L, ont des valeurs bien
définies, mais pas L, et Ly).

Les bases de l'espace des états définies par les E.C.0.C. (C-2) et (C-3) sont
distinctes, puisque P et L sont des grandeurs incompatibles. Nous allons étudier
ces deux bases, puis indiquer comment on peut passer de 'une a 'autre.

C-2-a. Etats stationnaires d’impulsion bien définie. Ondes planes

Nous savons déja (c¢f. Chap. II, § E-2-d) que les trois observables P, P, et P,
forment un E.C.O.C. (pour une particule sans spin). Leurs états propres communs
sont les états de base de la représentation {|p)} :

Plp)=p|p) (C-4)
Comme H, commute avec ces trois observables, les états |p) sont forcément états
propres de Hy :

p2
Holp) =5 1p) (C-5)

Le spectre de Hy est donc continu, et comprend tous les nombres positifs ou
nuls. Chacune de ces valeurs propres est infiniment dégénérée : si 'on se fixe une
énergie F positive, il lui correspond une infinité de kets |p), puisqu’il existe une
infinité de vecteurs ordinaires p dont le module vérifie :

Ip| = V2uE (C-6)

Les fonctions d’onde associées aux kets |p) sont les ondes planes (¢f. Chap. II,
§ E-1-a) :

)= (5) e (@)

Nous introduirons ici le vecteur d’onde k pour caractériser une onde plane :

p
k= (C-8)

et nous poserons :
k) = (h)*? |p) (C-9)

Les kets |k) sont des états stationnaires d’impulsion bien définie :

ol = "5 W (C-108)
P |k) = fik k) (C-10D)

Ils sont orthonormés au sens large :
(k|k') = 6(k — k') (C-11)
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et forment une base dans ’espace des états :

/d3l~c k) (k| =1 (C-12)

Les fonctions d’onde associées sont les ondes planes normalisées de fagon
légerement différente :

o= () e (13

C-2-b. Etats stationnaires de moment cinétique bien défini. Ondes sphériques libres

Pour obtenir les fonctions propres communes & Hy, L? et L., il suffit de
résoudre ’équation radiale pour un potentiel central identiquement nul. Cette ré-
solution est effectuée en détail dans le Complément Avyrrr; nous nous contenterons
d’en donner ici les résultats.

Les ondes sphériques libres sont les fonctions d’onde associées aux états sta-
tionnaires |g0,(€ol)m) de la particule libre qui ont un moment cinétique bien défini;
elles s’écrivent :

Pt (1) = 2 k) Y0, ) (C-14)

ou j; est une fonction de Bessel sphérique définie par :

1d>lsinp
pdp P

Jilp) = (~1)! ( (C-15)

Les valeurs propres correspondantes de Ho, L? et L, sont respectivement h2k?/2pu,
I(1 4+ 1)h* et mh.
Les ondes sphériques libres (C-14) sont orthonormées au sens large :

2 i . ok m’
(Al ) = 208 [ ety arx [ a0y (6,003 (0.0
=6 (k—K) 0w bmm (C-16)

et forment une base dans ’espace des états :

/ dk i Z “Pklm><90kzm’:]l (C-17)

C-2-c. Propriétés physiques des ondes sphériques libres

o. Dépendance angulaire

La dépendance angulaire de 'onde sphérique libre @,(Col) m(r) est entierement

contenue dans ’harmonique sphérique Y, (0, ¢). Elle est donc fixée par les valeurs
propres de L? et L, (c’est-a-dire par les indices | et m), et non par 'énergie. Par
exemple, une onde sphérique libre s(I = 0) est toujours isotrope.
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5. Comportement au voisinage de l’origine

Fixons-nous un angle solide infinitésimal dQ2y autour de la direction (0, o) ;

lorsque I’état de la particule est |g0,(€ol) m)» 1a probabilité de trouver la particule, dans
cet angle solide, entre r et r + dr est proportionnelle a :

r? j2 (kr) [Y7™ (60, po)|* dr dS2 (C-18)

On peut montrer (Complément Ay, § 2-c-a) que, pour p tendant vers zéro :
o

)0 (20 + 1) (C-19)

Ji(p)

Ce résultat (qui était prévisible d’apres le raisonnement général du Cha-
pitre VII, § A-2-c) entraine que la probabilité (C-18) se comporte comme 72/+2
pres de lorigine, et croit donc d’autant plus lentement que [ est plus grand.

L’allure des variations de la fonction p? le(p) est indiquée sur la Figure 9. 11
se trouve que cette fonction reste tres petite tant que :

p<VIl+1) (C-20)

402 ji(p)

0 5 10 15 b
FIGURE 9 — Allure de la fonction p2jl2(p) donnant la dépendance radiale de la pro-
babilité de présence dans l’état |<p§€?2m> ; la figure est tracée pour | = 4. A lorigine,

cette fonction se comporte comme p2l"’2 ;

p < JII+1).

elle reste pratiquement nulle tant que

On peut donc considérer que la probabilité (C-18) est pratiquement nulle
pour :

r<% 10+ 1) (C-21)
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Ce rés

ultat est trés important physiquement, car il implique qu’une particule dans

I’état |<p,(€0l) ) €st pratiquement insensible & ce qui se passe a 'intérieur d’une sphere
centrée en O et de rayon :
1
bi(k) = z (1+1) (C-22)

Nous reviendrons sur ce point au § C-3-b-3.

Remarque:

En mécanique classique, une particule libre d’impulsion p et de moment ciné-
tique &£ décrit une droite dont la distance b au point O est donnée (Fig. 10)
par :

_

~ Ipl (C-23)

b est appelé le “parametre d’impact” de la particule par rapport a O ; il est
d’autant plus grand que | 2| est plus grand et que I'impulsion (c’est-a-dire
Iénergie) est plus faible. Si, dans (C-23), on remplace |.Z| par h\/I(l +1) et
|p| par ik on retrouve lexpression (C-22) de b;(k), dont on donne ainsi une
interprétation semi-classique.

AZ

FIGURE 10 — Définition du para-
metre d’impact classique b d’une
particule d’impulsion p et de mo-
ment cinétique £ par rapport d
lorigine O.

. Comportement asymptotique
On peut montrer (Complément Ay, § 2-¢-53) que, pour p tendant vers 'in-
fini
. 1 . T
i)z, s (r—15) (C-24)
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Par conséquent, le comportement asymptotique de ’onde sphérique libre gp,(COl)m(r)
est tel que :

2 —ikr il Z ikr \—ilZ
(0) 0 o & ym(g e etz — ety -
Crtm (T:0,9) VY (0, 0) 5ikr (C-25)

r— o0

A Tinfini, <p,(col)_m résulte donc de la superposition d’une onde entrante e~**" /r

et d'une onde sortante e’*" /r, dont les amplitudes présentent une différence de phase
égale a lr.

Remarque:

Supposons que 'on construise un paquet d’ondes sphériques libres correspon-
dant toutes aux mémes valeurs de [ et m. On peut lui appliquer un raison-
nement analogue & celui de la remarque (i) du § B-1-b. On trouve le résultat
suivant : pour t grand négatif, il existe seulement un paquet d’ondes en-
trantes, alors que pour ¢ grand positif, il existe seulement un paquet d’ondes
sortantes. On peut donc se représenter schématiquement une onde sphérique
libre de la maniére suivante : on a d’abord une onde entrante qui converge
vers O ; elle se déforme en approchant de ce point, rebrousse chemin a une
distance de l'ordre de b;(k) [formule (C-22)], et donne naissance a une onde
sortante déphasée de [7.

C-2-d. Développement d’une onde plane en ondes sphériques libres

Nous connaissons donc deux bases distinctes d’états propres de Hy, la base
{|k)} associée aux ondes planes et la base {|g0](€ol)m>} associée aux ondes sphériques
libres. Il est possible de développer un ket quelconque de I'une d’elles sur les vecteurs
de l'autre.

Considérons en particulier le ket |0, 0, k), auquel est associée une onde plane
de vecteur d’onde k dirigé suivant Oz :

(x]0,0, ) = ( ! )3/2 s (C-26)

2

|0,0, k) représente un état d’énergie et d’impulsion bien définies (E = h?k?/2u; p
dirigé suivant Oz et de module %ik). Or :

eikz _ eikr cos 0 (0_27)

h o
est indépendant de ¢ ; comme L, agit en représentation {|r)} comme — v le ket
Loy

|0,0, k) est également vecteur propre de L., avec la valeur propre zéro :
L.|0,0,k)=0 (C-28)

En utilisant la relation de fermeture (C-17), on peut écrire :

o) %) —+1
0,0,k = / a3 o) (600]0,0.) (C-29)
0 =0 m——1
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Comme |0,0, k) et ’gpg)l)m> sont deux états propres de Hy, ils sont orthogonaux si

les valeurs propres correspondantes sont différentes ; leur produit scalaire est donc
proportionnel & §(k’ — k). De méme, ils sont tous deux états propres de L, et leur
produit scalaire est proportionnel & d,,0 [cf. relation (C-28)]. La formule (C-29)
prend donc la forme :

0,0,8) = > exa|eiho) (C-30)
=0

On peut calculer explicitement les coefficients ¢j; (Complément Ay, § 3). On
obtient ainsi :

et = iil 4 (20 + 1)5,(kr) Y, (0) (C-31)

Un état d’impulsion bien définie est donc une superposition d’états correspondant
a tous les moments cinétiques possibles.

Remarque:

L’harmonique sphérique Y;°(6) est proportionnelle au polynéme de Legendre P, (cos 0)
(Complément Avyry, § 2-e-a) :

v2(0) = /2 - D p(cos ) (C-32)

On écrit donc souvent le développement (C-31) sous la forme :

et = i i'(21 4 1) 1 (kr) Pi(cos6) (C-33)
1=0

C-3.  Ondes partielles dans le potentiel V(r)
Nous allons maintenant étudier les fonctions propres communes & H (hamil-
tonien total), L? et L, c’est-a-dire les ondes partielles ¢ i (r).

C-3-a. Equation radiale. Déphasages

Quel que soit le potentiel V(r) central, les ondes partielles ¢y i m (r) sont de
la forme :

Prtm() = Rt (Y (6, 0) = ~ura(r) V" (6, ) (C-34)

ol ug,;(r) est la solution de 'équation radiale :

R? d? (1 +1)R? h%k?
oz T o TV =5 C-35
2% ar2 + 2MT2 + (’I“) Uk,l('f') 2 uk’l(r) ( )
satisfaisant la condition a l'origine :
uk,l(O) =0 (C-36)
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Tout se passe donc comme si I’on avait affaire & un probléme a une dimension,
dans lequel une particule de masse p serait plongée dans le potentiel (Fig. 11) :

I(l+1)k?
Veg(r) =V (r) + (2+,ur2) pour r > 0

Vee(r)  infini pour 7 < 0 (C-37)

Vea(r) 4 ||

|

'\
\\ Il + HA? FIGURE 11 - Le potentiel effec-
\\/ 2ur? tif Veg(r) est la somme du poten-
\ tiel V(r) et du terme centrifuge

AN I(1+1)h?
PN 2ur?
0 -~ -7
/
//
v
Pour r grand, I’équation (C-35) se réduit a :
d? 9
[@ +k ] ug, () S 0 (C-38)
dont la solution générale est :

uk’l(r) : Aetkr + B e kT (0—39)

Comme uy ;(r) doit vérifier la condition (C-36), les constantes A et B ne peuvent
pas étre quelconques. Dans le probléme & une dimension équivalent [formules (C-
37)], 'équation (C-36) est liée au fait que le potentiel est infini pour r négatif, et
I'expression (C-39) représente la superposition d’une onde plane “incidente” e ="
venant de la droite (sur 'axe ou se déplace la particule fictive étudiée) et d’une
onde plane “réfléchie” e’*” se propageant de gauche & droite; comme il ne peut y
avoir d’onde “transmise” [puisque V' (r) est infini sur le demi-axe négatif], le courant
“réfléchi” doit étre égal au courant “incident”. On voit ainsi que la condition (C-36)
entraine, dans l’expression asymptotique (C-39) :

|A| = |B] (C-40)
Par conséquent :
~ ikr Jipa —ikr JipB B
ug(r) T |A] [e™7 ™94 4 et et ] (C-41)

ce que l'on peut écrire sous la forme :

w1 () Ny C'sin (kr — ) (C-42)

— 00
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La phase réelle 3; est parfaitement déterminée lorsqu’on suit par continuité
la solution de (C-35) s’annulant a l'origine. Dans le cas d’un potentiel V(r) identi-
quement nul, nous avons vu au § C-2-c-y que [3; est égal a Ir/2; il est commode de
prendre cette valeur comme référence, c’est-a-dire de poser :

up,1(r) oy C'sin (kr — lg + 51) (C-43)

— 00

Le nombre §; ainsi défini est appelé déphasage de 'onde partielle oy, 1, (r) ; il dépend
évidemment de k, c’est-a-dire de I’énergie.

C-3-b. Intérét physique des déphasages
Q. Comparaison entre ondes partielles et ondes sphériques libres

Compte tenu de (C-34) et (C-43), le comportement asymptotique de ¢ ;. (r)
s’écrit :

Sram(r) ~ Csin(kr—lw/2+6;)ylm

7—00 T

0, 9)

o—ikr oi(15=61) _ ik o—i(15—61)

~_ —CY™(0,9)

r—00 21r

(C-44)

On trouve ici aussi, comme pour une onde sphérique libre [formule (C-25)], que
l'onde partielle ¢y 1, (r) résulte de la superposition d’une onde entrante et d’une
onde sortante.

Pour préciser la comparaison entre ondes partielles et ondes sphériques libres,
on peut modifier 'onde entrante de (C-44) de fagon qu’elle soit identique a celle
de (C-25); on définit pour cela une nouvelle onde partielle @y ;. (r) en multipliant
©r.1.m(r) par e (ce facteur de phase global est sans importance du point de vue
physique) et en choisissant la constante C' de fagon que :

—ikr eilﬂ'/Q _ aikr e—ilﬂ'/Z eZiS;

~ m e e
Prim(r)  ~  =Y"(0,¢) (C-45)

oo 2ikr
On peut alors interpréter cette expression de la fagon suivante (¢f. remarque du § C-
2-c-7y) : on a au départ la méme onde entrante que dans le cas de la particule libre
(mise a part la constante de normalisation /2k2?/7); au fur et & mesure que cette
onde entrante s’approche de la zone d’action du potentiel, elle est de plus en plus
perturbée par ce potentiel ; quand, apres avoir rebroussé chemin, elle se transforme
en onde sortante, elle a accumulé un déphasage 25; par rapport a 'onde sortante
libre que 'on aurait obtenue si le potentiel V' (r) avait été identiquement nul. Le
facteur e? (qui varie avec [ et k) résume donc finalement tout 'effet du potentiel
sur la particule de moment cinétique 1.

Remarque:

En fait, la discussion précédente n’est valable que si 'on raisonne sur un paquet
d’ondes formé en superposant des ondes partielles ¢ i,m (r) de méme [ et m, mais de
k légerement différents. Pour ¢ grand et négatif, on a uniquement un paquet d’ondes
entrantes ; c’est I’évolution ultérieure de ce paquet d’ondes se dirigeant vers la zone
d’action du potentiel que nous avons analysée ci-dessus.
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On pourrait également adopter le point de vue de la remarque (%) du § B-1-b,
c’est-a-dire étudier l'effet d’un “branchement” lent du potentiel V(r) sur une onde
sphérique libre stationnaire. Le méme type de raisonnement permettrait alors de
montrer que l'onde partielle g 1. (r) peut étre obtenue en branchant adiabatique-

ment le potentiel V(r) sur une onde sphérique libre gog)l) m (L)

5. Potentiels de portée finie

Supposons que le potentiel V(r) étudié ait une portée finie 7o, c’est-a-dire

que :
V(ir)=0 pour r > rg (C-46)
Nous avons indiqué plus haut (§ C-2-c-/3) que onde sphérique libre <,0,(C l) m e
pénétre pratiquement pas & I'intérieur d’une sphére centrée en O et de rayon b;(k)
[formule (C-22)]. Si 'on reprend alors 'interprétation que nous venons de donner de

la formule (C-45), on voit qu'un potentiel vérifiant (C-46) n’affectera pratiquement
pas les ondes pour lesquelles :

bi(k) > ro (C-47)

puisque 'onde entrante correspondante rebrousse chemin avant d’avoir atteint la
zone d’action de V(r). Pour chaque valeur de ’énergie, il existe donc une valeur
critique Iy du moment cinétique, donnée approximativement d’aprés (C-22) par :

V(s + 1) ~ krg (C-48)

Les déphasages d; ne sont appréciables que pour [ inférieur ou de l'ordre de Ij;.
Iar est d’autant plus petit que la portée du potentiel est plus courte et que
I’énergie incidente est plus basse?. Il peut donc arriver que les seuls déphasages non
nuls soient ceux qui correspondent aux premiéres ondes partielles : onde s(I = 0) &
trés basse énergie, puis ondes s et p pour des énergies légerement supérieures, etc.

C-4. Expression de la section efficace en fonction des déphasages

Les déphasages caractérisent les modifications apportées par le potentiel au
comportement asymptotique des états stationnaires de moment cinétique bien dé-
fini. Leur connaissance doit donc permettre de déterminer la section efficace. Pour
le montrer, il suffit d’exprimer I’état stationnaire de diffusion v,idlﬂ) (r) en fonction
des ondes partielles '°, et de calculer ainsi I’'amplitude de diffusion.

C-4-a. Construction de I'état stationnaire de diffusion a partir des ondes partielles

Nous cherchons une superposition linéaire d’ondes partielles dont le compor-

tement asymptotique soit de la forme (B-9). Comme 1’état stationnaire de diffusion

(diff) (r)

est état propre de ’hamiltonien H, le développement de v, ne comportera

9. lm est de 'ordre de krp, c’est-a-dire de 'ordre du rapport entre la portée ro du potentiel
et la longueur d’onde de la particule incidente.
10. S’il existe des états liés de la particule dans le potentiel V(r) (états stationnaires d’énergie
négative), le systéme des ondes partielles ne constitue pas une base de I'espace des états; pour
former une telle base, il faut adjoindre aux ondes partielles les fonctions d’onde des états liés.
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que des ondes partielles de méme énergie h?k?/2u. Remarquons de plus que, dans
le cas d’un potentiel central V (r), le probleme de diffusion que nous étudions pré-
sente la symétrie de révolution autour de 'axe Oz défini par le faisceau incident ;
par conséquent, la fonction d’onde stationnaire de diffusion fu,(cdlﬁ)(r) est indépen-
dante de 'angle azimutal ¢, de sorte que son développement ne comprendra que
des ondes partielles pour lesquelles m est nul. En définitive, on aura une expression

de la forme :
o) = > e Bro(r) (C-49)
=0

Le probleme est donc de trouver les coefficients c;.

a. Raisonnement intuitif
Lorsque V(r) est identiquement nul, la fonction U,(Cdiﬁ')(r) se réduit a 1'onde
ikz (0)

plane e'*#, et les ondes partielles aux ondes sphériques libres ¢, 7 (r). Dans ce cas,
on connait le développement (C-49) : il est donné par la formule (C-31).

Pour V(r) non nul, U,(Cdiﬁ')(r) comprend, en plus de 'onde plane, une onde

diffusée divergente; d’autre part, nous avons vu que @ 0(r) ne differe de 9"1(@(,)1),0(1')7
dans son comportement asymptotique, que par I'onde sortante, de méme dépen-
dance radiale que 'onde diffusée. On s’attend donc a ce que les coefficients ¢; du
développement (C-49) soient les mémes que dans la formule (C-31) 1, c’est-a-dire :

o™ () = 37 ilAr (20 + 1) Fr0(r) (C-50)
=0
Remarque:

On peut également comprendre (C-50) & partir de linterprétation indiquée dans la re-
marque (i) du § B-1-b et dans celle du § C-3-b-a. Lorsqu’on branche adiabatiquement
le potentiel V(r) sur une onde plane dont le développement est donné en (C-31), elle se
transforme en un état stationnaire de diffusion : le membre de gauche de (C-31) doit alors
étre remplacé par vlgdlﬁ) (r). Par ailleurs, chacune des ondes sphériques libres jl(k:r)YlO(G)
figurant au second membre de (C-31) se transforme, lors de ce branchement, en une onde

partielle ¢y ; o(r). Compte tenu de la linéarité de 1’équation de Schrédinger, on obtient
finalement (C-50).

B. Démonstration précise

Considérons maintenant la formule (C-50) qui nous a été suggérée par une
approche physique du probléme et montrons qu’elle donne effectivement le dévelop-
pement cherché.

Tout d’abord, le second membre de (C-50) est une superposition d’états
propres de H associés a la méme énergie h2k?/2u; par conséquent, cette super-
position reste un état stationnaire.

11. Notons que le développement (C-31) fait intervenir j;(kr)Y,%(6), ¢’est-a-dire 'onde sphé-
rique libre gpg)l) o divisée par le facteur de normalisation /2k? /m; c’est pour cela que nous avons
défini plus haut @ ; m(r) [formule (C-45)] & partir de expression (C-25) divisée par ce méme
facteur.
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11 suffit donc de s’assurer que le comportement asymptotique de la somme (C-
50) est bien du type (B-9). Pour cela, nous utilisons (C-45) :

Z A7 (20 4 1)@py0(r —Z VAr (2L +1) (0

1

% SH [e—ikr eil% o eik:r e—il% 621'61] (C-51)

Pour faire apparaitre la forme asymptotique du développement (C-31), nous écri-
vons :

e¥0 =1 4 2i €™ sin g (C-52)

et nous regroupons les termes indépendants de ; :

Z 4 (20 + 1)Prg0(r —Z War@l+1) Y (6

—ikr Lilw/2 zkr —ilmw /2 ikr
e e — e e el s
X [ % e 13 e¥iging; | (C-53)

2ikr T

Compte tenu de (C-25) et (C-31), on reconnait dans le premier terme du second
membre le développement asymptotique de 'onde plane e’*#, et I’on obtient finale-

ment :
" eik:r
Z An 2+ Drsolr)  ~ e+ fu(6) (C-54)
avec 12
1 & ;
== > VAr(2l+1) e sin 6, Y,°(0) (C-55)
t=0

Nous avons donc démontré que le développement (C-50) est correct, et trouvé
en méme temps l'expression de 'amplitude de diffusion fj(#) en fonction des dé-
phasages ;.

C-4-b. Calcul de la section efficace

La section efficace différentielle de diffusion est alors donnée par la formule (B-
24) :

(C-56)

o (60) = [fr(0 k2 Z\/zm 20+ 1) e sin 6 V()

1
12. Le facteur i! est compensé par e U7 = (—i)l = (—) .
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On en déduit la section efficace totale de diffusion en intégrant sur les angles :

az/an = sz (204 1) (20" + 1) € =) sin §; sin &y
L
X / dQY*(0) Y,°(0) (C-57)

Comme les harmoniques sphériques sont orthonormées [formule (D-23) du Cha-
pitre VI], il vient finalement :

_ A
k2

5 D21+ 1)sin® § (C-58)
=0

Les termes d’interférence entre ondes de moment cinétique différent disparaissent
donc de la section efficace totale; quel que soit le potentiel V (r), la contribution
47(21 + 1) sin? §;/k? associée & une valeur donnée de [ est positive et bornée supé-
rieurement, & énergie fixée, par 4w (20 + 1)/k2.

En principe, les formules (C-56) et (C-58) exigent la connaissance de tous les
déphasages ¢;. Rappelons (cf. § C-3-a) que ceux-ci se calculent, si le potentiel V'(r)
est connu, a partir de I’équation radiale; cette équation doit étre résolue séparé-
ment pour chaque valeur de [ (le plus souvent, il faut d’ailleurs avoir recours a des
techniques de résolution numériques). C’est dire que la méthode des déphasages
n’est intéressante, du point de vue pratique, que si les déphasages non nuls sont en
nombre fini et assez petit : pour un potentiel V(r) de portée finie, nous avons vu
au § C-3-b-8 que les déphasages d; sont négligeables pour [ > I/, la valeur critique
[y étant définie par la formule (C-48).

Lorsque le potentiel V(r) est inconnu au départ, on tente de reproduire les
courbes expérimentales donnant la section efficace différentielle a une énergie fixée
en introduisant un petit nombre de déphasages non nuls. La forme méme de la dé-
pendance en 6 de la section efficace suggere d’ailleurs souvent le nombre minimum
de déphasages nécessaires : par exemple, si I'on se limite a l'onde s, la formule (C-
56) donne une section efficace différentielle isotrope (Y est une constante); si donc
les expériences indiquent en fait une variation de o(f) avec 6, c’est que d’autres
déphasages que celui de I'onde s sont différents de zéro. Une fois que 'on a ainsi dé-
terminé, a partir des, résultats expérimentaux correspondant a différentes énergies,
les déphasages qui contribuent effectivement a la section efficace, on peut chercher
des modeles théoriques de potentiels qui donnent ces déphasages et leur dépendance
en énergie.

Remarque:

La dépendance des sections efficaces par rapport a I'énergie E = h2k?/2pu
de la particule incidente est tout aussi intéressante que la dépendance en 6
de o(#). En particulier, on observe dans certains cas des variations rapides
de la section efficace totale o au voisinage de certaines valeurs de 1’énergie.
Par exemple, si 'un des déphasages §; passe par la valeur 7/2 pour E = Fj,
la contribution a o correspondante atteint sa borne supérieure et la section
efficace peut présenter un maximum aigu pour £ = Ej. Ce phénomene est
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appelé “résonance de diffusion”. On peut le rapprocher du comportement
trouvé au Chapitre I (§ D-2-c-5) pour le coefficient de transmission d’un
puits de potentiel “carré” a une dimension.

Références et conseils de lecture :

Dicke et Wittke (1.14), Chap. 16; Messiah (1.17), Chap. X; Schiff (1.18),
Chap. 5 et 9.

Niveau plus avancé :

Diffusion coulombienne : Messiah (1.17), Chap. XI; Schiff (1.18), § 21; Da-
vydov (1.20), Chap. XI, § 100.

Théorie formelle des collisions et matrice S : Merzbacher (1.16), Chap. 19;
Roman (2.3), partie II, Chap. ; Messiah (1.17), Chap. XIX; Schweber (2.16),
partie 3, Chap. 11.

Description de la collision en termes de paquets d’ondes : Messiah (1.17),
Chap. X, §§ 4, 5, 6; Goldberger et Watson (2.4), Chap. 3 et 4.

Détermination du potentiel a partir des déphasages (probleme inverse) : Wu
et Ohmura (2.1), § G.

Applications : Davydov (1.20), Chap. XI; Sobel’'man (11.12), Chap. 11 ; Mott
et Massey (2.5); Martin et Spearman (16.18).

Diffusion par un systéme de particules a ’approximation de Born et fonctions
de corrélation spatio-temporelles : Van Hove (2.39).
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COMPLEMENTS DU CHAPITRE VIII

Le Chapitre VIII est surtout destiné a servir de référence pour d’autres cours, par

exemple de physique nucléaire. On se reportera a ces cours pour trouver des applications

physiques de la théorie des collisions.

Avi1rr : LA PARTICULE LIBRE : ETATS STATION-
NAIRES DE MOMENT CINETIQUE BIEN DEFINI

Etude technique des fonctions d’onde station-
libre de
cinétique bien défini. L’utilisation des opérateurs

naires pour une particule moment
L, et L_ permet d’introduire les fonctions de
Bessel sphériques, et de démontrer un certain
nombre de leurs propriétés, utilisées dans le § C

du Chapitre VIII.

Bvirr DESCRIPTION PHENOMENOLOGIQUE
DES COLLISIONS AVEC ABSORPTION

Ce complément permet d’étendre aux collisions
avec absorption le formalisme du Chapitre VIII,
en prenant un point de vue phénoménologique
analogue dans son principe a celui du Complé-
ment Kiyp; il établit le théoréme optique. Pas
de difficulté notable si l'on a bien assimilé de
Chapitre VIII.

Cvirr : EXEMPLES SIMPLES D’APPLICATION DE
LA THEORIE DE LA DIFFUSION

Ce complément fournit wune illustration des
résultats du Chapitre VIII sur quelques exemples
précis. Le § 1 est conseillé en premieére lecture,
car on y arrive de fagon simple & des résultats
physiques importants (formule de Rutherford).
Le § 2 peut étre considéré comme un exercice
corrigé, le § 3 donne des énoncés d’exercices sans
corrigés.
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L] LA PARTICULE LIBRE : ETATS STATIONNAIRES DE MOMENT CINETIQUE BIEN DEFINI

Complément Ay

La particule libre : états stationnaires de moment cinétique
bien défini

1 Equation radiale . . . ... ... ... ..., 967
2 Les ondes sphériques libres . . . ... ... ....... 969
2-a Relations de récurrence . . . . . ... ... 969
2-b Calcul des ondes sphériques libres . . . . . . . ... .. 970
2-c Propriétés . . . . . ... 974

3 Relation entre les ondes sphériques libres et les ondes
Planes . . . . .. L L e e e e e 976

Nous avons introduit, dans le § C-2 du Chapitre VIII, deux bases distinctes
d’états stationnaires d’une particule (sans spin) libre, dont ’hamiltonien s’écrit :

P2
T

La premiere de ces bases est constituée par les états propres communs a Hj et aux
trois composantes de I'impulsion P ; les fonctions d’onde associées sont les ondes
planes. La seconde comprend les états stationnaires de moment cinétique bien défini,
c’est-a-dire les états propres communs & Hy, L? et L, dont nous avons indiqué les
principales propriétés dans les §§ C-2-b, ¢ et d du Chapitre VIII. Nous nous propo-
sons ici d’étudier plus en détail cette deuxieme base, et en particulier de démontrer
un certain nombre de résultats que nous avons utilisés dans le Chapitre VIII.

H, (1)

1. Equation radiale

L’hamiltonien (1) commute avec les trois composantes du moment cinétique
orbital L de la particule :

[Ho, L] = 0 (2)

On peut par suite appliquer a ce probléme particulier la théorie générale développée
au § A du Chapitre VII. Nous savons donc que les ondes sphériques libres (fonctions
propres communes & Hy, L? et L) sont nécessairement de la forme :

o) (1) = RON(r) Y™ (0, ) (3)

La fonction radiale R,(fl) (r) est solution de I’équation :

h21d2 I+ 1)h?

- o= MLV R(O) - E, R(O) 4
2 dr2 T+ 2,m"2 1 (7‘) LS (T) ( )
ol Fy; est la valeur propre de Hy correspondant a gpfg?,m (r). Sil'on pose :
0 I (o
RO () =~ ug)(r) (5)
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(0)

la fonction u,, ;

est donnée par ’équation :

dr2 ) 72 it (1) =0 (6)

d2 (r1+1 2ukE,,
(+)+M L] ,,©

a laquelle il faut adjoindre la condition :
w,}(0) =0 (7)

On peut montrer en premier lieu que les équations (6) et (7) permettent
de retrouver le spectre de ’hamiltonien Hy que nous connaissons par 1’étude des
ondes planes [formule (C-5) du Chapitre VIII]. Remarquons pour cela que la va-
leur minimale du potentiel (qui est en fait identiquement nul) est zéro, et que par
conséquent il ne peut exister d’état stationnaire d’énergie négative (c¢f. Complé-
ment Miqr). Considérons alors une valeur positive quelconque de la constante E,,
figurant dans 1’équation (6), et posons :

k= %MMEW (8)

Lorsque r tend vers I'infini, le terme centrifuge [(I1+1)/r? devient négligeable devant
le terme constant de 'équation (6), qui s’écrit done approximativement :

{dQ +k2} W) ~ 0 (9)

dr? w5l r—00

Par conséquent, toutes les solutions de 1’équation (6) ont un comportement asymp-
totique (combinaison linéaire de e et e~"*") acceptable physiquement. La seule
restriction vient alors de la condition (7) : nous savons (¢f. Chap. VII, § A-3-b) qu’il
existe, pour une valeur donnée de E, ;, une fonction et une seule (& un facteur pres)
qui vérifie (6) et (7). Pour E, ; positif quelconque, I’équation radiale (6) a donc une
solution acceptable et une seule.

Le spectre de Hy comprend donc bien toutes les énergies positives. Nous
voyons de plus que I'ensemble des valeurs possibles pour E, ; ne dépend pas de [;
nous supprimerons donc l'indice [ pour les énergies. Quant a l'indice x, nous l'iden-
tifierons avec la constante définie en (8), ce qui permet d’écrire :

h2 k2
Ej, =
2p

. k>0 (10)

Chacune de ces énergies est infiniment dégénérée. En effet, k étant fixé, il
existe une solution acceptable u£02 (r) de I’équation radiale correspondant a 1'éner-
gie Ej pour chaque valeur (entiére, positive ou nulle) de [; de plus, & une fonction
radiale u,(f) (r) déterminée sont associées, par la formule (3), (2{+1) fonctions d’onde

gpg)l)m(r) indépendantes. Nous retrouvons ainsi dans ce cas particulier le résultat

général démontré au § A-3-b du Chapitre VII : Hy, L? et L, forment un E.C.0.C.
dans &, et la donnée des trois indices k, [ et m suffit & déterminer une fonction
unique de la base correspondante.
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2. Les ondes sphériques libres

On peut trouver les fonctions radiales R,(fl) (r) = ulgol) (r)/r en résolvant direc-
tement I’équation (6) ou ’équation (4). Cette derniere se ramene en effet facilement
(remarque du § 2-¢-3 ci-dessous) & une équation différentielle connue sous le nom
d’“équation de Bessel sphérique”, dont les solutions ont été étudiées en détail par
ailleurs. Au lieu d’utiliser directement les résultats de cette étude, nous allons voir
comment les diverses fonctions propres communes & Hy, L? et L, peuvent se déduire
simplement de celles qui correspondent & la valeur propre 0 de LZ2.

2-a. Relations de récurrence

Définissons l'opérateur :

a partir des composantes P, et P, de I'impulsion P. Nous savons que P est une
observable vectorielle (¢f. Complément By, § 5-¢), ce qui se traduit par les relations
de commutation suivantes ! entre ses composantes et celles du moment cinétique L :

[L, P;] =0
(L., P, = ih P.
[L.,P.] = —ih P, (12)

et les égalités qui se déduisent des précédentes par permutation circulaire des in-
dices x, y, z. A partir de ces relations, un calcul algébrique sans difficulté donne les
commutateurs de L, et L? avec 'opérateur Py ; on trouve :

[LZ,P+] = hPJ,_ (13&)

[L2,P,] =2h(P,L, — P,L.)+2h> P, (13b)

Considérons alors une fonction propre quelconque @,&?l)ym(r) commune a Hy,

L? et L., les valeurs propres correspondantes étant Ey, [(I + 1)h? et mh. Par ap-

plication des opérateurs L, et L_, on peut obtenir les 2/ autres fonctions propres

associées a la méme énergie Fj, et la méme valeur de [. En effet, comme Hy commute
avec L, on a par exemple :

0 0 0
HoLy 91,1 (v) = L Ho 0], (v) = ExLs 2], (x) (14)

et Ly gpé%m (r) (qui n’est pas nulle si m est différent de 1) est fonction propre de

Hjy avec la méme valeur propre que go,(fl)’m (r). Donc :

Li @) (1) < o) iy (x) (15)

Faisons maintenant agir P, sur go,(col)_m (r). Tout d’abord, comme Hy commute

avec P, on peut répéter pour P, go,(col)_m le raisonnement précédent. D’autre part,

1. Ces relations peuvent s’obtenir directement & partir de la définition L = R X P et des
régles de commutation canoniques.
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d’apres la relation (13a) :

0 0 0
L.Py o), () = PyL.g\)  +hPr ol
0
= (m+DhPy ), (1) (16)

Py go,(fl)’m est donc fonction propre de L, avec la valeur propre (m + 1)A. Si Pon
utilise de la méme fagon ’égalité (13b), on voit que la présence du terme P, L,
implique que Py w,(c?l)_’m n’est pas, en général, fonction propre de L?; toutefois, si

m = [, la contribution de ce terme est nulle :
0 0 0 0
L2P+ ‘Pl(c,z),l = P+L2 901(6,1),1 +2hP; L, Sﬁz(g,z),z + 2h2P+ <P1(<,z),l
(1 +1) + 20+ 2] B2 Py o),
= 1+ 1) +2)h*Py o), (17)

Par conséquent, P, gpéol)J est fonction propre commune & Hy, L2 et L. avec les

valeurs propres Ey, (I + 1)(I + 2)h? et (I + 1)h respectivement. Comme ces trois
observables forment un E.C.0.C. (§ 1), il existe, & un facteur prés?, une seule
fonction propre associée a cet ensemble de valeurs propres :

0 0
Py o) (1) o< o)1 104 () (18)

Nous allons utiliser les relations de récurrence (15) et (18) pour construire la
base {g@,gol)m (r)} & partir des fonctions go,(fé,o(r) correspondant & des valeurs propres

nulles 3 pour L2 et L.

2-b. Calcul des ondes sphériques libres

Q. Solution de ’équation radiale pour =0

Pour déterminer les fonctions ‘P/(co()m(r)7 nous revenons a ’équation radiale (6),

dans laquelle nous faisons | = 0; compte tenu de la définition (10), cette équation
s’écrit alors :

d? 0
LW + k“} upy(r) =0 (19)
La solution qui s’annule & 'origine [condition (7)] est de la forme :

ug?%(r) = ay, sin kr (20)

2. Nous préciserons plus loin (§ 2-b) les coefficients qui assurent l’orthonormalisation de la
base {@,(c(?gym(r)} (au sens large, puisque k est un indice continu).

3. Il ne faudrait pas croire que l'opérateur P_ = P, — 1Py permet de “redescendre” d’une
valeur quelconque de [ & la valeur zéro. On montre en effet facilement, par un raisonnement
analogue au précédent, que :

(0) (0)
P, (r) o (Pk,l+1,7(l+1)(r)
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Nous choisissons la constante aj de telle sorte que les fonctions go,(coé o(r) soient

orthonormées au sens large, c’est-a-dire que :

[ el el o) = 5 0o 1) o1
11 est facile de montrer (voir ci-dessous) que la condition (21) est vérifiée si :

ap = 2 (22)

T
ce qui donne (Y étant égale a 1/1/4r) :

(0) B % 1 sinkr
(pk,0,0(r)_ T \/éﬁ ker (23)

Vérifions que les fonctions (23) satisfont la relation d’orthonormalisation (21). Il suffit pour
cela de calculer :

3 (0)« () 2 1 OO o, sinkr sink'r
/d rcpk,(w(r) ka,’o,o(r) ;kklﬂ/ redr . . dQ
0

2 oo
— / drsin kr sin k'r (24)
0

™

En remplagant les sinus par des exponentielles imaginaires et en étendant I'intervalle d’in-
tégration de —oo a 400, on obtient :

2 [ 2/ 1\ [
— / drsin kr sin K'r = = (—7> / dr [ei(kHC ) gilk—k )T] (25)
T Jo ™ 47 J_ o

Comme k et k’ sont tous deux positifs, k+k’ est toujours différent de zéro, et la contribution
du premier terme du crochet est toujours nulle; d’apres la relation (34) de I’Appendice II,
le deuxiéme terme donne finalement :

x 2/ 1
/dST @,(c%’o(r) wﬁﬁ?o,o(r) = (—1> (—27) 6(k — k)

™
=6(k—k') (26)
5. Construction des autres ondes par récurrence

Appliquons maintenant 'opérateur P, défini en (11) & la fonction gp,(f())’o(r)
que nous venons de trouver. D’apreés la relation (18) :

0 0
o) 1 (x) o Pyl o (x)

(27)

Dans la représentation {|r)} ol nous nous sommes placés dés le début, P} est
l'opérateur différentiel :

h(o .0
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Dans la formule (27), il agit sur une fonction de r seul. Or :

h d
Pif(r) =~ (;Jﬂ%) A
= ?sineew%f(r) (29)

On obtient donc :

(30)

; k ink
805603 (x) o sinfci® [COS r  sin 7‘]

On reconnait effectivement la dépendance angulaire de Y7 (6, ¢) [Complément Avyr,

relation (32)]; par action de L_, on peut calculer @,&O% olr) et <p(0) L ().

Bien que <p,(€ 11(r) dépende de 0 et ¢, l'application de Py a cette fonction

est encore tres sunple Les relations de commutation canoniques indiquent en effet
immédiatement que :

[Py, X +iY] =0 (31)

Par conséquent, gagz 5(r) est donnée par :

(0) sin kr
Pk,2,2 (r) o PJQr Lr
~ P+{,E 41y d sinkr

r o dr  kr

1 d sinkr
P.
o (@ +iy) P rdr  kr

1 d |1 d sinkr
SN2
- — 2
O((I+Zy)rdr [rdr kr } (32)
De fagon générale :
(0) a1 d sin kr
Pr,11(T) o< (@ +iy) ( dr) or (33)
La dépendance angulaire de gp,(fl)yl est contenue dans le facteur :
(z 4 iy) = r!(sin )’ e'® (34)

qui est bien proportionnel a Y/(Q, ).
Posons alors :

o) = gt (L Ly e (39)

1p) = (= -— | —
pdp) p

Ji1, ainsi définie, est la fonction de Bessel sphérique d’ordre . Le calcul précédent

montre que <p,(€(’)l)_’l(r) est proportionnelle au produit de Y}'(6,¢) par j;(kr). Nous

prendrons (voir ci-dessous le probléme de la normalisation) :

BO) = 2 (k) (36)
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Les ondes sphériques libres s’écrivent alors :

A0 ) = k) Y0, 0 (37)

Elles vérifient la relation d’orthonormalisation :
[ A0 ) = 800 = )G B (38)

et la relation de fermeture :

/ k" Z Pl @) o () = 8(r — 1) (39)

=0 m=-1

Examinons maintenant la normalisation des fonctions (37). Pour cela, commengons par
préciser les facteurs de proportionnalité des relations de récurrence (15) et (18). En ce qui
concerne la premiére, nous connaissons déja ce facteur d’apres les propriétés des harmo-
niques sphériques (¢f. Complément Avyr) :

Lagl) ) =m/I0+1) —mm=1) ) () (40)

Quant & la relation (18), on peut montrer assez facilement, en utilisant I’expression expli-
cite de Y}!(0, ) [formules (4) et (14) du Complément Avil, les égalités (31) et (29) et la
définition (35), qu’elle s’écrit compte tenu de (37) :

(0) hk  [21+2 (o)
Prpy () = T\ 213 Phit1,41(T) (41)

Dans la relation d’orthonormalisation (38), les facteurs d;;/0,,,,,,y du second membre pro-
viennent de I'intégration angulaire et de I’orthonormalité des harmoniques sphériques. Pour
établir la relation (38), il suffit donc de montrer que 'intégrale :

0)* 0
Lk, k) = / drel ), () (42)

est égale & 6(k — k’). Nous savons déja, d’apres (26), que Io(k, k') a bien cette valeur. Nous
allons par conséquent démontrer que, si :

Ii(k,K') = 6(k— k) (43)
alors il en est de méme pour I;;q(k,k’). La relation (41) permet d’écrire I;4q(k, k") sous
la forme :

1 20+3 3 * (0)
Ipa(k k') = W2k 20 42 T [P+ Sok f 1(1‘)} [P+ Prrp(T)
1 20+3 (0) (0)
:fiQkk/m d’r @kll(r)P*PJf‘Pk/ll( ) (44)

ou P_ = P, —iPy est I’adjoint de P;. Or :
P_Py =P+ P} =P>—P? (45)
(0)

©pr . est fonction propre de P2 ; comme d’autre part P, est hermitique, il vient :

1 20+3 *
T (kK = {EQk’QIl(k:,k:’)—/dsr {Pz gok”(r)} [Pz w,(c??l’l(r)}}

h2kk' 20+ 2
(46)
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11 reste a calculer P, ‘PLOQ ,(r). En utilisant le fait que Y}/(6, ) est proportionnelle & (z +

iy)t/rt, on trouve facilement :

(0) hk [ 2k2

Py (r) = —— — cos 0Y}(0,) ji1(kr)
'L s

ﬁk 1 (0)
7; m ‘pk 41,1

d’aprés la formule (35) du Complément Av1. En reportant ce résultat dans (46), on obtient
finalement :

(r) (47)

2043 K
L (kK = A+2 Ell(k,kl) 21+2Il+1(k k') (48)

L’hypothese (43) entraine donc :
Ipq(k k') =6(k — k') (49)

ce qui acheéve le raisonnement par récurrence.

2-c. Propriétés
o. Comportement a l'origine

Lorsque p tend vers zéro, la fonction j;(p) se comporte (voir ci-dessous)
comme :

l

. P
~ 50
Par conséquent, gpgy)l{m (r) est proportionnelle & r! au voisinage de I'origine :
0 2k2 . (kr)!
Phim(®) %, \ Y09 G 51

Pour démontrer la formule (50) & partir de la définition (35), il suffit de développer sin p/p
en série de puissances de p :

sin p
Z(_ 2p + 1) (52)

1dy\!
On applique ensuite 'opérateur <7 d—) , ce qui donne :
pap

. 1d > % o
-

oy i(_l)p 20(2p = 2)(2p —4) .. [2p =20~ 1)] 5y

(2p+1)! (53)

Les I premiers termes de la somme (p =0 &l — 1) ont un coefficient nul, et le (I 4 1) éme s’écrit :

L 20(20 —2)(20 —4)...2
(20 +1)!

qilp) ~ (=)' p' (1) (54)
p—0
ce qui démontre (50).
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5. Comportement asymptotique

Lorsque leur argument tend vers l'infini, les fonctions de Bessel sphériques
sont reliées aux fonctions trigonométriques :

o)~ Zsin(p—17) (55)

p—ro0 P

Le comportement asymptotique des ondes sphériques libres est donc :

(0) N 2k% ., sin(kr — lm/2)
Preyt,m (1) \/7 YO, o) ———— (56)

. s . ) 1d  sinp P
En appliquant une premieére fois ’opérateur — P a , on peut écrire j;(p) sous la forme :
p
. L1 d\ " [eosp  sinp
Jilp) = (=1)°p" | —— > T 3 (57)
pdp p p

Dans le crochet, le deuxieme terme est négligeable devant le premier pour p tendant vers l’infini.
1d

De plus, lorsqu’on applique une deuxiéme fois — P le terme dominant vient encore de la dérivée
pdp

du cosinus. On voit donc que :

_ 11 /d\'
gip) ~ (—1)’pl—l—(—> sinp (58)
p—oo ptp \dp
Comme :
1
(dip> sinp = (—1)!sin (p—l%) (59)

on aboutit bien & la formule (55).

Remarque:

Si ’on pose :
kr=p (60)

[k étant défini par la formule (10)], équation radiale (4) devient :

o2 (-5 o

C’est I'équation de Bessel sphérique d’ordre [. Elle admet deux solutions
linéairement indépendantes, que I'on peut par exemple distinguer par leur
comportement a 'origine; I'une d’elles est alors la fonction de Bessel sphé-
rique j;(p), qui vérifie (50) et (55); on peut choisir pour lautre la “fonction
de Neumann sphérique d’ordre I”, notée n;(p), et telle que :

(20— 1)

m(p) ~, T (62a)
1 ™
ny(p) e p cos (,0 - l§> (62b)
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3. Relation entre les ondes sphériques libres et les ondes planes

Nous connaissons deux bases distinctes d’états propres de Hy : les ondes

planes vl((o)(r) sont fonctions propres des trois composantes de 'impulsion P avec

les valeurs propres qui sont les composantes de ik — ¢f. relation (C-13) du Cha-

pitre VIII; les ondes sphériques libres go,(fl)_’m(r) sont fonctions propres de L2 et L.

Ces deux bases sont différentes parce que P ne commute pas avec L? et L.

Une fonction donnée de I'une de ces bases peut évidemment étre développée
sur 'autre base. Nous allons par exemple exprimer une onde plane v]((o) (r) comme
superposition linéaire des ondes sphériques libres. Fixons-nous donc un vecteur k
de l'espace ordinaire. L’onde plane vl((o) (r) qu'il caractérise étant fonction propre
de Hy avec la valeur propre h%k?/2u, son développement ne comprendra que des

0 R A . Ny
gpé l)m correspondant a cette méme énergie, c’est-a-dire telles que :

k= k| (63)

Ce développement sera donc de la forme :

[e%) +1
W) =3 am® e, @) (64)
=0 m=-—1

les indices libres k et k étant reliés par 'égalité (63). Effectivement, il est facile de
montrer, & partir des propriétés des harmoniques sphériques (¢f. Complément Avyry)
et des fonctions de Bessel sphériques, que :

%) +1
T =4y N Y (O, on) G (kr) Y (0, 0) (65)
=0 m=—1

ol 0y et oy sont les angles polaires qui reperent la direction du vecteur k. Si k est
dirigé suivant Oz, le développement (65) se réduit a :

ezkz

i'/4ar (20 + 1) 51 (kr) Y, (6)

M

~
Il
o

it (20 + 1)j,(kr) Pi(cos ) (66)

M

l

Il
o

ot P est le polynome de Legendre de degré [ [¢f. égalité (57) du Complément Avyq].

Démontrons tout d’abord la relation (66) ; supposons pour cela que le vecteur k choisi soit
colinéaire & Oz :

kx =ky =0 (67)
et de méme sens. L’égalité (63) devient dans ce cas :

k.=k (68)
et nous voulons développer la fonction :

eikz — eikr' cos 0 (69)
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5602 (1)} Comme cette fonction est indépendante de I’angle ¢, elle va étre

une combinaison linéaire des seules fonctions de base pour lesquelles m =0 :

sur la base {¢

oo
Cikr cosf _ E a SOl(c(jl)’o(r)
=0

= ik ¥20) (70)

Pour calculer les nombres ¢;, on peut considérer ¢?*7 ¢ comme une fonction de la va-

riable 6, r jouant le réle d’'un parametre. Les harmoniques sphériques formant une base
orthonormée pour les fonctions de 6 et @, le “coefficient” ¢; j;(kr) s’écrit :

a jl(kT) — /dQ Y'lO* (9) Cik:r cos 0 (71)

Remplagons Yl0 par son expression & partir de Yll(e, ) [formule (25) du Complément Avq] :

L\, " ikrcosd
Q (T) }/1(0:90) otk cos

ey gi(kr)

1
NeOT
1 Lk Li lcikrc059
m/dmc 0, 9) [( ) } (72)

car L1 est 'opérateur adjoint de L_. La formule (16) du Complément Ay donne alors :

L+>l ikr cos 0 it gt 4!
il ikrcos6 _ (_q ilyp 0
( n) ¢ (1) e (sinf) d(cos 0)!

ikr cos 0

= (=1)! e (sin §)! (ikr)! ethr cos O (73)

Or (sinf)!e'!? n’est autre, a un facteur pres, que Y;'(6, o) [cf. formules (4) et (14) du
Complément Avyrl. Par conséquent :

24 ) am 2
D (kr) = k o a0 Yl 0, ikr cos 6 74
i ji(kr) = (ikr) \/7 (21+1)!/ | 7 ( <P)| € (74)

11 suffit alors de choisir une valeur particuliere de kr, pour laquelle on connaisse la valeur
de j;(kr), pour pouvoir calculer ¢;. Faisons par exemple tendre kr vers zéro : on sait que
ji(kr) se comporte comme (kr)!, et il en est effectivement de méme du second membre de
I'égalité (74). De fagon plus précise, en utilisant 50), on trouve :

1,2
HOET JanV (2z+1 /dmyl(e al (75)

c’est-a-dire, comme Yll est normé a 1 :

o =ilr/4n (21 + 1) (76)
Ceci démontre la formule (66).

La relation générale (65) peut alors étre obtenue comme conséquence du théoréme d’addi-
tion des harmoniques sphériques [formule (70) du Complément Avyil. En effet, lorsque k a
une direction quelconque (d’angles polaires 0 et ¢y ), on peut toujours, par une rotation
du systeme d’axes, se ramener au cas que nous venons de traiter ; par conséquent, le déve-
loppement (66) reste valable & condition de remplacer kz par k - r et cos 6 par cos a, ot @
est ’angle entre k et r

= Z (20 + 1) jy(kr) Py(cos o) (77)

Mais le théoreme d’addition des harmoniques sphériques permet d’exprimer Pj(cos a) en

fonction des angles (0, ¢) et (0, pk), ce qui donne finalement la formule (65).
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Les développements (65) et (66) montrent qu’'un état d’impulsion bien définie
fait intervenir tous les moments cinétiques orbitaux possibles.

Pour obtenir le développement d’une fonction @,&?l)ym(r) donnée sur les ondes
planes, il suffit d’inverser la formule (65) en utilisant la relation d’orthonormalisation

des harmoniques sphériques fonctions de 6 et ¢, qui entraine :
[ 49 ¥ O e = amil ) Y70, ) (78)

On trouve donc :

~1)! : 2k? m ik-r
Sﬁg?l),m(r) = (473 ll\/ 7 /ko Y™ (O, or) ™ (79)

Une fonction propre de L2 et L, apparait alors comme une superposition
linéaire de toutes les ondes planes de méme énergie : un état de moment cinétique
bien défini fait intervenir toutes les directions passibles de "impulsion.

Références et conseils de lecture :

Messiah (1.17), App. B § 6; Arfken (10.4), § 11.6; Butkov (10.8), Chap. 9,
§ 9; voir sous-section fonctions spéciales et tables diverses de la section 10 de la
bibliographie.
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Description phénoménologique des collisions avec absorption

1 Principe de laméthode . . . . . . . ... ... ... ... 979
Calcul des sections efficaces . . . ... ... ....... 980

2-a Section efficace de diffusion élastique . . . . . . . . . .. 980

2-b Section efficace d’absorption . . . . . . . .. .. .. .. 981

2-c Section efficace totale. Théoreme optique . . . . .. .. 983

Nous nous sommes limités dans le Chapitre VIII a I’étude de la diffusion élas-
tique! de particules par un potentiel. Mais nous avons signalé dans 'introduction
que, dans certains cas (en particulier si 'énergie des particules incidentes est éle-
vée), les collisions sont susceptibles de devenir inélastiques, et conduisent & diverses
réactions, incluant la création ou 'annihilation de particules. Lorsque de telles ré-
actions sont possibles et qu’on ne cherche a détecter que les diffusions élastiques, on
constate que certaines particules du faisceau incident “disparaissent”, c’est-a-dire
qu’on ne les retrouve ni dans le faisceau transmis ni parmi les particules diffusées
élastiquement ; on dit que ces particules ont été absorbées lors de I'interaction; en
réalité, elles ont pris part a des réactions autres qu’une simple diffusion élastique.
Si 'on ne s’intéresse qu’a la diffusion élastique, on cherchera a décrire globalement
I’“absorption”, sans entrer dans les détails des autres réactions possibles. Nous al-
lons montrer ici que la méthode des déphasages fournit un cadre commode pour
une telle description phénoménologique.

1. Principe de la méthode

Nous supposerons que les interactions responsables de la disparition de parti-
cules incidentes sont invariantes par rotation autour de O. L’amplitude de diffusion
pourra donc toujours étre décomposée en ondes partielles dont chacune correspond
a une valeur déterminée du moment cinétique.

Dans ce paragraphe, nous allons voir comment on peut modifier la méthode
des déphasages pour tenir compte d’une éventuelle absorption. Reprenons pour
cela linterprétation des ondes partielles que nous avons donnée au § C-3-b-a du
Chapitre VIII : une onde entrante libre pénétre dans la zone d’action du potentiel et
donne naissance a une onde sortante; 'influence du potentiel se traduit par le fait
que cette onde sortante est multipliée par €. Comme ce facteur a pour module 1
(le déphasage d; est réel), Pamplitude de 'onde sortante est égale a celle de onde
entrante, et par conséquent (voir le calcul du § 2-b ci-dessous), le flux total de 'onde
entrante est égal a celui de 'onde sortante : il y a conservation de la probabilité
au cours de la diffusion, c’est-a-dire conservation du nombre total de particules.
Ces considérations suggerent que, dans les cas ou se produisent des phénomenes
d’absorption, on peut en tenir compte de facon simple en donnant au déphasage

1. Une collision est dite élastique si elle ne change, ni la nature, ni I’état interne des particules
concernées. Elle est dite inélastique dans le cas contraire.
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une partie imaginaire de telle sorte que :
e?t| <1 (1)

L’amplitude de 'onde sortante de moment cinétique [ est ainsi plus faible que celle
de T'onde entrante dont elle provient ; le flux de probabilité sortant est inférieur au
flux entrant, ce qui traduit la “disparition” d’un certain nombre de particules.

Nous allons préciser cette idée et en déduire I'expression des sections efficaces
de diffusion et d’absorption. Insistons cependant sur le fait qu’il s’agit la d’une
méthode purement phénoménologique : les parametres par lesquels nous allons ca-
ractériser I'absorption (module de € dans chaque onde partielle) recouvrent en
fait une réalité souvent trés complexe. Remarquons également que, si la probabilité
totale n’est plus conservée, il est impossible de décrire I'interaction par un simple
potentiel : un traitement correct de I’ensemble des phénomeénes qui peuvent alors se
produire au cours de la collision nécessiterait un formalisme plus élaboré que celui
que nous avons exposé dans le Chapitre VIII.

2. Calcul des sections efficaces

Nous allons donc reprendre les calculs du § C-4 du Chapitre VIII, en posant :
= e (2)

Comme la possibilité de produire d’autres réactions que la diffusion élastique se tra-
duit toujours par une diminution du nombre de particules diffusées élastiquement,
on doit avoir :

Im| <1 (3)

(I’égalité correspond aux cas ou seule la diffusion élastique est possible). La forme
asymptotique de la fonction d’onde décrivant la diffusion élastique est alors [cf.
formule (C-51) du Chapitre VIII] :

(aiff) [eS) . 0 e—ikr eil% — eikr e—il%

1 .

v ()~ - > ilAr(20+ 1Y () STk (4)
1=0

2-a. Section efficace de diffusion élastique

Le raisonnement du § C-4-a du Chapitre VIII reste valable, et donne 'ampli-
tude de diffusion f;(0) sous la forme :

() = 2 S VAR Y0 )
=0

On en déduit la section différentielle de diffusion élastique :

2

0ul0) = 1 > VaCIE DY) (6)
=0

et la section efficace totale de diffusion élastique :

T o
o0 =15 > 2+ 1)[1-nl (7)
=0

980



® DESCRIPTION PHENOMENOLOGIQUE DES COLLISIONS AVEC ABSORPTION

Remarque:

D’aprés le raisonnement développé au § 1, I'absorption dans I'onde (1) est
maximale lorsque || est nul, ¢’est-a-dire lorsque :

m=0 (8)

La formule (7) indique cependant que, méme dans ce cas extréme, la contri-
bution de 'onde (1) & la section efficace de diffusion élastique n’est pas nulle 2.
Autrement dit, méme si la région d’interaction est parfaitement absorbante,
elle produit des diffusions élastiques. Ce phénomeéne important est un effet
purement quantique; on peut le rapprocher du comportement d’'une onde
lumineuse arrivant sur un milieu absorbant : méme si I’absorption est totale
(sphére ou disque parfaitement noir), on observe une onde diffractée (qui est
d’ailleurs concentrée dans un angle solide d’autant plus petit que la surface
du disque est plus grande). La diffusion élastique produite par une interaction
totalement absorbante est appelée pour cette raison diffusion d’ombre.

2-b. Section efficace d’absorption

On définit, suivant le méme principe qu’au § A-3 du Chapitre VIII, la section
efficace d’absorption o,ps : c’est le rapport entre le nombre de particules absorbées
par unité de temps et le flux incident.

Pour calculer cette section efficace, il suffit, comme au § B-2 du Chapitre VIII,
d’évaluer la quantité totale de probabilité AP qui “disparait” par unité de temps. On
peut obtenir cette probabilité & partir du courant J associé & la fonction d’onde (4) :
AP est égal & la différence entre le flux des ondes entrantes a travers une sphere (5)
de rayon Ry tres grand et celui des ondes sortantes, c’est-a-dire a I'opposé du flux
algébrique du vecteur J sortant de cette sphere. Donc :

AP = — / J-ds (9)
(%)
avec :
J =Re [v,gdiﬁ’*(r)%w,gdiﬁ’ (r) (10)

Seule la composante radiale J, du courant contribue a Uintégrale (9) :

AP = _/ Jp 2 dQ (11)
T:Ro
avec :
J, = Re [v,gd ) ()7, W,gd D (r) (12)

Dans la formule (12), la dérivation ne modifie pas la dépendance angulaire

des divers termes qui composent v,(cdiﬁ)(r) [formule (4)]; par conséquent, a cause

2. Cette contribution n’est nulle que si 17, = 1, c’est-a-dire si le déphasage est réel et égal a
un multiple entier de 7 [ceci était déja visible sur la formule (C-58) du Chapitre VIII].
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de l'orthogonalité des harmoniques sphériques, les termes croisés entre une onde
partielle (1) dans vkdlﬂ) (r) et une onde (I') différente dans v,(cdﬂ) (r) donnent une
contribution nulle & l'intégrale (11). On a donc :
AP = —Z/ JO 240 (13)
1=0 T:Ro

ot JI est la composante radiale du courant associé & I'onde partielle (1). Un calcul
simple donne :

hk m(2l +1)

l 2 PNE
iy <=l L LB O (14)
c’est-a-dire finalement, puisque Y,°(6) est normée :
Bk 7
AP ="z 2 2+ [1— |m]?] (15)
1=0

La section efficace d’absorption o, est alors égale a la probabilité AP divisée
par le courant incident hk/p :

Tabs = % ST+ 1) [1— ] (16)
=0

On remarque évidemment que o,ps est nulle si tous les 7; ont pour module 1, c’est-
a-dire d’apres (2) si tous les déphasages sont réels. Dans ce cas, il ne se produit
que des diffusions élastiques, et le flux global de probabilité sortant d’une sphére
de rayon Ry grand est constamment nul : la probabilité totale apportée par les
ondes entrantes se retrouve intégralement dans les ondes sortantes. Au contraire,
lorsque 7; est nul, la contribution de 'onde (1) a la section efficace d’absorption est
maximale.

Remarque:
hk
Le calcul de lexpression (15) montre que — %(ﬂ + 1) est la quantité de probabilité

entrant par unité de temps et provenant de ’onde partielle (). Si I’on divise cette quantité
par le courant incident hk/u, on obtient une surface que I'on peut appeler la “section
efficace d’entrée dans I’onde partielle (1)” :
T

o = E(Ql +1) (17)
Cette formule est suceptible d’une interprétation classique. On peut en effet considérer
I'onde plane incidente comme décrivant un faisceau de particules d’impulsion hk parallele
a Oz et dont la densité serait uniforme. Quelle est alors la proportion de ces particules
qui abordent le potentiel diffuseur avec le moment cinétique fi4/I(I + 1) ? Nous avons déja
mentionné le lien entre moment cinétique et parametre d’impact en mécanique classique
[¢f. formule (C-23) du Chapitre VIII] :

L =blp| = hkb (18)

II suffit alors de tracer, dans le plan passant par O et perpendiculaire & Oz, une couronne
circulaire de centre O, de rayon moyen b; tel que :

hn/I(L+ 1) = hk b (19)
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et de largeur Ab; correspondant & Al = 1 dans la formule (19) (Fig. 1). Toutes les particules
traversant cette surface abordent le potentiel diffuseur avec un moment cinétique égal a

ha/l(l 4+ 1) & h pres. De (19) on tire :
1 1 1
blzp/z(l+1)zg<l+5> (20)

si Il > 1, et par suite :
1

Ab = (21)

L’aire de la couronne circulaire de la Figure 1 vaut donc :
™
27 by Aby ~ ﬁ(Ql +1) (22)

On retrouve ainsi trés simplement o;.

Qe

~~—————

FIGURE 1 — Les particules incidentes doivent aborder le potentiel avec le parameétre
d’impact by a Ab; prés pour que leur moment cinétique classique soit ha/1(l+1) a
h pres.

2-c. Section efficace totale. Théoréme optique

Lorsqu’une collision peut donner lieu a plusieurs réactions ou diffusions diffé-
rentes, on définit la section efficace totale oy comme la somme des sections efficaces
(intégrées sur toutes les directions de ’espace) correspondant a tous ces processus.
La section efficace totale est donc le quotient par le flux incident du nombre de par-
ticules qui, par unité de temps, participent a 'une ou 'autre des réactions possibles,
c’est-a-dire sont affectées par les interactions étudiées.

Si, comme ci-dessus, on traite de fagon globale toutes les réactions autres que
la diffusion élastique, on a simplement :

Otot = Oel 1 Oabs (23)
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Les formules (7) et (16) donnent alors :

2

=y
WK

Otot = 73 20+ 1)(1 — Rem) (24)

l

Il
o

Or (1 —Remn;) est la partie réelle de (1 — ;) qui apparait dans Pamplitude de
diffusion élastique [formule (5)]. On connait de plus la valeur de Y, (6) pour 6 = 0 :

20+ 1
47

Y,°(0) = (25)
[¢f. Complément Ay, relations (57) et (60)]. Par conséquent, si 'on calcule & partir
de (5) la partie imaginaire de 'amplitude de diffusion élastique dans la direction
avant, on trouve :

1 & — R
I fu(0) = . - (21+1) % (26)
=0

En comparant cette expression a la formule (24), on voit que :

Otot — 4% Im fk(o) (27)

Cette relation entre la section efficace totale et la partie imaginaire de 'amplitude
de diffusion élastique vers 'avant est valable de facon tout a fait générale; elle
constitue ce que 'on appelle le théoreme optique.

Remarque:

Le théoréme optique est évidemment valable dans le cas d’une diffusion pu-
rement élastique (Gaps = 0; 010t = 0a1). Le fait que fx(0), c’est-a-dire 'onde
diffusée vers I'avant, soit liée a la section efficace totale était prévisible a
partir de la discussion du § B-2-d du Chapitre VIII : c’est 'interférence vers
I’avant entre 'onde plane incidente et ’onde diffusée qui permet d’interpré-
ter I'atténuation du faisceau transmis, liée a la diffusion des particules dans
toutes les directions de I'espace.

Références et conseils de lecture :

Modele optique : Valentin (16.1), § X-3. Collisions proton-proton & haute énergie :
Amaldi (16.31).
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Exemples simples d’application de la théorie de la diffusion

1 Approximation de Born pour un potentiel de Yukawa 985
1-a Calcul de 'amplitude et de la section efficace de diffusion 985
1-b Limite de la portée infinie . . . . . . .. ... ... ... 987
2 Diffusion par une sphére dure a basse énergie . . . . . 988
3 Exercices . . . .. .. i e e e 989
3-a Diffusion de 'onde p par une sphere dure . . . . .. .. 989

3-b “Puits carré sphérique” : états liés et résonances de dif-
fusion . . ... 990

Il n’existe pas de potentiel pour lequel le probleme de la diffusion puisse
étre résolu exactement! par un calcul analytique simple. Aussi allons-nous nous
contenter, dans les exemples que nous allons traiter ici, d’utiliser des approximations
que nous avons introduites dans le Chapitre VIII.

1. Approximation de Born pour un potentiel de Yukawa

Considérons un potentiel de la forme :

—Qar

e

V)=V (1)
ou Vj et a sont des constantes réelles, o étant de plus positif. Ce potentiel est
attractif ou répulsif suivant que Vj est négatif ou positif; il est d’autant plus intense
que |Vp| est plus grand. D’autre part, sa portée est caractérisée par la longueur :

r

o= (2)

En effet, comme le montre la Figure 1, V(r) est pratiquement nul deés que r dépasse
2rg ou 3rg.

Le potentiel (1) porte le nom de Yukawa, qui eut I'idée de I’associer aux
forces nucléaires, dont la portée est de 'ordre du fermi; pour expliquer l'origine de
ce potentiel, Yukawa fut amené a prédire 'existence du méson 7, qui fut effective-
ment découvert par la suite. Remarquons que, pour e« = 0, on retrouve le potentiel
coulombien, qui apparait ainsi comme un potentiel de Yukawa de portée infinie.

1-a. Calcul de I'amplitude et de la section efficace de diffusion

Nous allons supposer que |Vp| est suffisamment petit pour que 'approxima-
tion de Born (§ B-4 du Chapitre VIII) soit valable. D’aprés la formule (B-47) du
Chapitre VIII, 'amplitude de diffusion f,gB)(G, ) est alors donnée par :

(B) _ 1 2/‘V0/ 5. —ikr €T
P10, ) =~ 200 [ g i € ®

1. En réalité, on peut traiter exactement le cas du potentiel coulombien ; il nécessite cepen-
dant, comme nous l'avons signalé dans le Chapitre VIII (§ B-1), une méthode spéciale.
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AV(r)

FIGURE 1 - Potentiel de Yukawa et potentiel coulombien. La présence du terme
e™ " fait que le potentiel de Yukawa s’annule beaucoup plus rapidement lorsque
r > 1o = 1/a (portée du potentiel).

ou K est 'impulsion transférée dans la direction (6, ), définie par la relation (B-42)
du Chapitre VIII.

L’expression (3) fait intervenir la transformée de Fourier du potentiel de Yu-
kawa. Comme ce potentiel ne dépend que de la variable r, on peut facilement ef-
fectuer les intégrations angulaires (§ 2-e de I’Appendice 1) et mettre 'amplitude de
diffusion sous la forme :

1 2uVp 4r [® | e—or
—E?® o TdTSln|K|T

V0. 9) = (4)

On trouve alors apres un calcul simple :
k ( 7(10) h2 a2 + |K|2 ( )

La Figure 6 du Chapitre VIII montre que :
.0
|K| = 2ksin 2 (6)

ol k est le module du vecteur d’onde incident et 6 I'angle de diffusion.
La section efficace différentielle de diffusion s’écrit donc dans ’approximation
de Born :

_ 412V 1
ht [a2 + 4k?sin? 0/2] :

at%)(0) (7)
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Elle est indépendante de ’angle azimutal ¢, ce qui était prévisible puisque le pro-
bléme de la diffusion par un potentiel central présente la symétrie de révolution au-
tour de la direction du faisceau incident. Par contre, elle dépend, pour une énergie
donnée (c’est-a-dire pour k fixé), de I'angle de diffusion : en particulier, la section
efficace vers avant (6 = 0) est plus grande que la section efficace vers arriere
(6 = 7). Enfin, 0(P) () est, pour 6 fixé, une fonction décroissante de I’énergie. Re-
marquons de plus que le signe de Vj est sans importance pour la diffusion, du moins
dans I'approximation de Born.
La section efficace totale de diffusion s’obtient facilement par intégration :

LRV2 4r
(B) _ B) (g — H2VG
o /dQ a2 (0) W aZ(a? 1 1K) (8)

1-b. Limite de la portée infinie

Nous avons noté plus haut que le potentiel de Yukawa tend vers un potentiel
coulombien lorsque « tend vers zéro. Que deviennent dans cette limite les formules
que nous venons d’établir ?

Pour obtenir le potentiel d’interaction coulombienne entre deux particules de
charges respectives Z1q et Zaq (¢ étant la charge de I’électron), nous poserons :

a=20
‘/0 = Z1Z2 62 (9)
avec :
2
2 q
_ 10
¢ 471'60 ( )

La formule (7) donne alors :

Ap® 72373 et

o (0) = B

0
16k4 sin* =
7373 et
= —=— (11)
16 E2 sin? 2

(on a remplacé k par sa valeur en fonction de I'énergie).

11 se trouve que expression (11) est effectivement celle de la section efficace de
diffusion coulombienne (formule de Rutherford). Bien entendu, la fagon dont nous
I’avons obtenue ne constitue pas une démonstration : la théorie que nous avons
utilisée ne s’applique pas au potentiel coulombien. Il est cependant intéressant de
constater que I'approximation de Born pour le potentiel de Yukawa donne préci-
sément la formule de Rutherford a la limite ou la portée du potentiel tend vers
I'infini.

Remarque:
La section efficace totale de diffusion par un potentiel coulombien est infinie,
car U'intégrale correspondante diverge aux petites valeurs de 6 [I’expression
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(8) devient effectivement infinie lorsque « tend vers zéro]. Ceci provient de la
portée infinie du potentiel coulombien : méme si la particule passe tres loin
du point O, elle est affectée par le potentiel, et 'on congoit ainsi que la sec-
tion efficace de diffusion soit infinie. Dans la réalité cependant, on n’observe
jamais d’interaction coulombienne rigoureusement pure jusqu’a des distances
infinies : le potentiel créé par une particule chargée est toujours modifié par
la présence, dans un voisinage plus ou moins immédiat, d’autres particules
de charge opposée (effet d’écran).

2. Diffusion par une sphére dure a basse énergie
Considérons un potentiel central tel que :

V(r)=0 pour 7>
=00 pour 1 <rp (12)

On dit dans ce cas qu'il s’agit d’'une “sphere dure” de rayon ry3. Nous supposerons
que I'énergie de la particule incidente est suffisamment faible pour que krg soit petit
devant 1; on peut alors (§ C-3-b-8 du Chapitre VIII et exercice 3-a ci-dessous)
négliger tous les déphasages sauf celui de 'onde s(I = 0). L’amplitude de diffusion
11(0) s’écrit dans ces conditions :

1.
fi(0) = e sin 6o (k) (13)
(car Y = 1/+/47); la section efficace différentielle est isotrope :

7(0) = 171(O)° = £ sin Gl (1)

de sorte que la section efficace totale vaut simplement :

47

= o sin® do(k) (15)

g

Pour calculer le déphasage dg(k), il faut résoudre I’équation radiale corres-
pondant & [ = 0. Cette équation s’écrit [cf. formule (C-35) du Chapitre VIII] :

2
{(5“2 + kQ} ugo(r) =0 pour 7> (16)

et il faut la compléter par la condition :
ug,0(ro) =0 (17)

puisque le potentiel devient infini en r = ry. La solution uy o(r) des équations (16)
et (17) est unique & un facteur pres :

ugo(r) = Csink(r —rg) pour r>rg
=0 pour 71 < rg (18)
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Le déphasage 0y est par définition donné par la forme asymptotique de uy o(r) :
ugo(r) ~ sin(kr + dp) (19)
T—>00

On trouve donc a partir de la solution (18) :
o(k) = —kro (20)

Si I'on reporte cette valeur dans ’expression (15) de la section efficace totale,
on obtient :

47

12 sin? kro ~ 4mrd (21)

g =
puisque par hypothese krg est petit devant 1; o est donc indépendante de I’énergie,
et égale a quatre fois la surface apparente de la sphere dure vue par les particules
du faisceau incident. Un calcul basé sur la mécanique classique donnerait comme
section efficace cette surface apparente 73 : seules seraient déviées les particules
qui rebondissent élastiquement sur la sphére dure. En mécanique quantique au
contraire, on étudie 1’évolution de l'onde associée aux particules incidentes, et la
variation brutale de V'(r) en r = ¢ produit un phénomene analogue a la diffraction

d’une onde lumineuse.

Remarque:
Méme lorsque la longueur d’onde des particules incidentes devient négligeable
devant ro (kro > 1), la section efficace quantique ne tend pas vers 7rf ; il est
en effet possible, pour k tres grand, de sommer la série qui donne la section
efficace totale & partir des déphasages [formule (C-58) du Chapitre VIII]; on
trouve alors :

o~ 2mrg (22)

k—o0

Les effets ondulatoires persistent donc dans la limite des tres petites longueurs
d’onde; ceci est dii au fait que le potentiel étudié est discontinu en r = rq : il

varie toujours de fagon appréciable dans un intervalle inférieur a la longueur
d’onde des particules (¢f. Chap. I, § D-2-a).

3. Exercices

3-a. Diffusion de I'onde p par une sphére dure

On veut étudier le déphasage ¢ (k) produit par une sphére dure dans I'onde
p(l = 1) et s’assurer en particulier qu’il devient négligeable devant dy(k) & basse
énergie.
«. Ecrire 'équation radiale donnant la fonction ug, 1 (r) pour r > ry. Montrer
que sa solution générale est de la forme :

in k k
ug1(r) =C 512 T—coskr-i—a(col: r—l—sinkr)}

T T

ou C et a sont des constantes.
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B. Montrer que la définition de 67 (k)implique que :
a=tgdi(k)

~. Déterminer la constante a a partir de la condition imposée & uy 1(r) en
r=To.

d. Montrer que, pour k tendant vers zéro, 01 (k) se comporte comme ? (krg)3,
ce qui le rend négligeable devant dg(k).

3-b. “Puits carré sphérique” : états liés et résonances de diffusion
On considére un potentiel central V(r) tel que :

V(r)=-V, pour r<rmg

=0 pour 7 > 19

ou V{ est une constante positive. On posera :

2,uV0
ko =4/ 2

et on se limitera & 1’étude de I'onde s(I = 0).

«.  Elats liés (E <0)

(7) Ecrire ’équation radiale dans les deux régions r > rg et r < 1, ainsi que
la condition a 'origine. Montrer que, si I’'on pose :

—2uF
p= 7.2

K =\/k3 —p?

la fonction ug(r) est nécessairement de la forme :

ug(r) = Ae™"" pour T >T1g
= Bsin Kr pour r <y

(#) Ecrire les conditions de raccordement en r = ry. En déduire que les seules
valeurs possibles pour p sont celles qui vérifient 1’équation :

K
th’I"O = ——
p

(#7) Discuter cette équation : indiquer le nombre d’états liés s en fonction
de la profondeur du puits (ry étant fixé), et montrer en particulier que, si cette
profondeur est trop faible, il n’y a pas d’état lié.

2. Ce résultat est général : pour un potentiel quelconque de portée finie g, le déphasage
§;(k) se comporte comme (krg)2+! & basse énergie.
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[ ] EXEMPLES SIMPLES D’APPLICATION DE LA THEORIE DE LA DIFFUSION

B.  Résonances de diffusion (E >0)

(7) Ecrire & nouveau I’équation radiale, en posant cette fois :

2ukE
o J21E

h2
K' = \/kZ + k2

Montrer que ug,o(r) est de la forme :
ug,o(r) = A sin(kr 4+ d9) pour r >rg
= Bsin K'r pour r <rg

(#4) On choisit A = 1. Montrer, & partir des conditions de continuité en r = ¢,
que la constante B et le déphasage d§p sont donnés par :

k2
T K2+ kZcos? K'rg
50 == —/427‘0 + O[(k)

32

avec :
k !
tga(k) = thK 70

(iii) Tracer la courbe représentant B2 en fonction de k. Cette courbe met en
évidence des résonances, pour lesquelles B2 est maximum. Quelles sont les valeurs
de k associées a ces résonances? Que vaut alors a(k) ? Montrer que, s’il existe une
telle résonance pour une énergie faible (kro < 1), la contribution correspondante
de 'onde s a la section efficace totale est pratiquement maximale.

5. Relation entre états liés et résonances de diffusion
0
On suppose que koro est trés voisin de (2n + 1)5

pose :

, ou n est entier, et I'on

koro = (2n + 1)% +e avec e<x1
(i) Montrer que, si ¢ est positif, il existe un état 1ié dont I’énergie de liaison
E = —h?p?/2u est donnée par :
p= Eko

(79) Montrer que, si au contraire £ est négatif, il existe une résonance de
diffusion & une énergie E = h?k? /2y telle que :
2k0€
To

k2 ~

(#4¢) En déduire que, si I'on diminue progressivement la profondeur du puits
(ro étant fixé), I’état lié qui disparait lorsque koro passe par un multiple impair de
/2 donne naissance a une résonance de diffusion a basse énergie.

Références et conseils de lecture :

Messiah (1.17), Chap. IX, §10 et Chap. X, §§ III et IV ; Valentin (16.1), Annexe II.
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Jusqu’ici, nous avons considéré I’électron comme un point matériel possédant
trois degrés de liberté associés a ses trois coordonnées xz, y et z; aussi la théorie
quantique que nous avons développée est-elle basée sur ’hypothese qu’un état de
Pélectron est, & un instant donné, caractérisé par une fonction d’onde ¥ (z,y, z) ne
dépendant que de x, y et z. Dans ce cadre, nous avons étudié un certain nombre de
systemes physiques et notamment, au Chapitre VII, 'atome d’hydrogene qui pré-
sente en particulier I'intérét de permettre des vérifications expérimentales tres pré-
cises. On constate effectivement que les résultats obtenus dans ce chapitre rendent
bien compte du spectre d’émission et d’absorption de I’hydrogene : ils donnent cor-
rectement les niveaux d’énergie et permettent d’expliquer, a partir des fonctions
d’onde correspondantes, les regles de sélection (qui indiquent quelles fréquences ap-
paraissent dans le spectre, parmi toutes les fréquences de Bohr a priori possibles).
On peut d’ailleurs traiter de fagon analogue les atomes a plusieurs électrons (en
ayant toutefois recours a des méthodes d’approximation car, méme pour ’atome
d’hélium a deux électrons, la complexité de ’équation de Schrédinger interdit une
solution analytique exacte du probléme) ; dans ce cas encore, 'accord entre la théo-
rie et 'expérience est satisfaisant.

Cependant, lorsqu’on étudie de maniere détaillée les spectres atomiques il
apparait, comme nous allons le voir dans la suite, certains phénomenes qui ne s’in-
terprétent pas dans le cadre de la théorie que nous avons développée. Ce résultat
n’est pas surprenant; on comprend bien en effet qu’il est nécessaire de compléter
la théorie précédente par un certain nombre de corrections relativistes : il faut te-
nir compte des modifications apportées par la cinématique relativiste (variation de
la masse avec la vitesse, etc.), et des effets magnétiques que nous avons négligés.
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Nous savons d’ailleurs que ces corrections sont faibles (§ C-4-a du Chapitre VII);
toutefois elles existent effectivement et la précision des mesures expérimentales est
largement suffisante pour les mettre en évidence.

En fait, en mécanique quantique relativiste on décrit I’électron par l’équation
de Dirac. La forme méme de cette équation implique une modification profonde dans
la description quantique des propriétés de 1’électron : en plus des corrections déja
signalées qui concernent ses variables de position, apparait une nouvelle caractéris-
tique de ’électron, son spin. De maniere plus générale, la structure du groupe de
Lorentz (groupe des transformations relativistes de l'espace-temps) fait apparaitre
le spin comme une propriété intrinseque des diverses particules, au méme titre que
leur masse au repos !

Historiquement, le spin de I’électron fut découvert a partir de résultats ex-
périmentaux, avant I'introduction de I’équation de Dirac. De plus, Pauli développa
une théorie qui permet d’incorporer aisément, moyennant quelques postulats sup-
plémentaires, le spin a la mécanique quantique non relativiste? ; on obtient ainsi
pour les spectres atomiques des prévisions théoriques dont ’accord avec ’expérience
est excellent ?).

C’est la théorie de Pauli, beaucoup, plus simple que celle de Dirac, que nous
allons développer dans ce chapitre. Nous commencerons, dans le § A, par décrire
un certain nombre de résultats expérimentaux qui ont mis en évidence 'existence
du spin de I’électron, puis nous préciserons les postulats sur lesquels est basée la
théorie de Pauli. Nous examinerons ensuite, dans le § B, les propriétés particulieres
d’un moment cinétique 1/2. Enfin, nous montrerons au § C comment on peut te-
nir compte a la fois des variables de position et de spin d’une particule telle que
I’électron.

A. Introduction du spin de I'électron

A-1. Evidence expérimentale

Les manifestations expérimentales de l’existence du spin de 1’électron sont
nombreuses et apparaissent dans divers phénomeénes physiques de grande impor-
tance. Par exemple, les propriétés magnétiques de nombreux corps et notamment
celles des métaux ferromagnétiques ne peuvent s’expliquer si ’on ne tient pas compte
du spin. Nous allons toutefois nous limiter ici & un certain nombre de phénomenes
simples observés expérimentalement en physique atomique : la structure fine des
raies spectrales, I'effet Zeeman et, enfin, le comportement des atomes d’argent dans
Iexpérience de Stern et Gerlach.

1. Ceci ne signifie cependant pas que le spin soit purement d’origine relativiste; on peut
également le faire apparaitre dans le cadre du groupe de Galilée (groupe des changements de
repére non relativistes).

2. La théorie de Pauli peut d’ailleurs étre obtenue comme limite de la théorie de Dirac
lorsque la vitesse de 1’électron est faible devant celle de la lumiere.

3. Nous verrons par exemple au Chapitre XII, en utilisant la théorie générale des perturba-
tions exposée au Chapitre XI, comment les corrections relativistes et I’existence du spin permettent
de rendre compte quantitativement des détails du spectre de I’atome d’hydrogene (qui seraient in-
explicables si ’on se limitait & la théorie du Chapitre VII.

994



A. INTRODUCTION DU SPIN DE L’ELECTRON

A-1-a. Structure fine des raies spectrales

L’étude expérimentale précise des raies spectrales des atomes (atome d’hydro-
géne par exemple) fait apparaitre une structure fine : chaque raie comporte en fait
plusieurs composantes, de fréquences trés voisines?, mais qu'un appareil & bonne
résolution distingue nettement. Cela signifie qu’il existe des groupes de niveaux
atomiques trés proches mais non confondus; en particulier, les calculs du § C du
Chapitre VII donnent les énergies moyennes des différents groupes de niveaux pour
l'atome d’hydrogene, mais n’expliquent pas leur séparation a U'intérieur de chaque
groupe.

A-1-b. Effet Zeeman*“anormal”

Lorsqu’un atome est plongé dans un champ magnétique uniforme, chacune
de ses raies (c’est-a-dire chacune des composantes de structure fine) se divise en un
certain nombre de raies équidistantes, séparées par un intervalle proportionnel au
champ magnétique : c’est l’effet Zeeman. L’origine de 'effet Zeeman se comprend
aisément & partir des résultats des Chapitres VI et VII (Complément Dyyr); 'ex-
plication est basée sur le fait qu’au moment cinétique orbital L d’un électron est
associé un moment magnétique

_ 1B )
M=5 (A-1)

ou pup est le “magnéton de Bohr” :

_ qh
KB = 2Mme

(A-2)

Cependant, si cette théorie est dans certains cas confirmée par I'expérience (effet
Zeeman dit “normal”), elle est dans d’autres cas impuissante a rendre compte quan-
titativement des phénomenes observés (effet Zeeman dit “anormal”). L’“anomalie”
la plus frappante apparait pour les atomes de numéro atomique Z impair (c’est-
a-dire en particulier pour l'atome d’hydrogene) : leurs niveaux se divisent en un
nombre pair de sous-niveauxr Zeeman, alors que ce nombre devrait, d’apres la théo-
rie précédente, &tre toujours impair, puisqu’égal & (21 + 1) avec [ entier.

A-1-c. Existence de moments cinétiques demi-entiers

La méme difficulté se retrouve d’ailleurs a propos de l’expérience de Stern
et Gerlach que nous avons décrite au Chapitre IV (§ A-1) : les atomes d’argent
du jet se répartissent en deux taches symétriques. Ces résultats suggerent que les
valeurs demi-entiéres de j (dont nous avons vu au § C-2 du Chapitre VI qu’elles
étaient a priori possibles) sont effectivement réalisées. Mais ceci pose un probléme
sérieux, puisque nous avons montré au § D-1-b du méme Chapitre VI que le moment
cinétique orbital d’une particule telle que ’électron ne pouvait étre qu’entier (c’est
plus précisément le nombre quantique | qui est entier). Méme dans les atomes a
plusieurs électrons, chacun de ceux-ci a un moment cinétique orbital entier, et nous
montrerons au Chapitre X que, dans ces conditions, le moment cinétique orbital

4. Par exemple, la raie de résonance de 'atome d’hydrogeéne (transition 2p <> 1s) est en fait
double : les deux composantes sont séparées par un intervalle de 'ordre de 10~% eV, c’est-a-dire
environ 10° fois plus petit que I’énergie moyenne de la transition 2p — 1s, égale & 10,2 €V.
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global de I'atome est forcément entier. L’existence de moments cinétiques demi-
entiers ne peut donc pas étre expliquée sans hypothese supplémentaire.

Remarque:

Il n’est pas possible de mesurer directement le moment cinétique de 1’élec-
tron a 'aide de I'appareil de Stern et Gerlach : en effet, contrairement aux
atomes d’argent, les électrons possedent une charge électrique g, et la force
due a linteraction entre leur moment magnétique et le champ magnétique
inhomogene serait completement masquée par la force de Laplace qv x B.

A-2. Description quantique : postulats de la théorie de Pauli

Pour résoudre les difficultés précédentes, Uehlenbeck et Goudsmit (1925) pro-
posérent I'hypothese suivante : Iélectron “tourne sur lui-méme” (en anglais, “to
spin”), ce qui lui confére un moment cinétique intrinseque, qu’on appelle le spin;
pour interpréter les résultats expérimentaux décrits plus haut, on est conduit de
plus & admettre qu’a ce moment cinétique S est associé un moment magnétique® :

Mg = 2‘%35 (A-3)
Notons que le coefficient de proportionnalité entre moment cinétique et moment
magnétique est deux fois plus grand dans (A-3) que dans (A-1) : on dit que le
rapport gyromagnétique de spin est double du rapport gyromagnétique orbital.

Pauli précisa ensuite cette hypothese, et donna du spin une description quan-
tique valable & la limite non relativiste. Les postulats généraux de la mécanique
quantique que nous avons énoncés au Chapitre IIT doivent étre complétés par un
certain nombre de postulats relatifs au spin, que nous allons maintenant préciser.

Jusqu’ici, nous avons étudié la quantification des wvariables orbitales : a la
position r et I'impulsion p d’une particule telle que 1’électron, nous avons associé
des observables R et P agissant dans I'espace des états &, isomorphe a I'espace F
des fonctions d’onde ; toutes les grandeurs physiques sont des fonctions des variables
fondamentales r et p, et les regles de quantification permettent de leur associer des
observables agissant dans &.. Nous appellerons &, I'espace des états orbitau.

A ces variables orbitales nous ajoutons des variables de spin qui vérifient les
postulats suivants :

(i) L’opérateur de spin S est un moment cinétique. Cela signifie (§ B-2 du
Chapitre VI) que ses trois composantes sont des observables vérifiant les
relations de commutation :

(S, S,] = ihS. (A-4)

et les deux formules qui s’en déduisent par permutation circulaire des
indices z, v, 2.

5. En fait, lorsqu’on tient compte du couplage de I’électron avec le champ électromagnétique
quantifié (électrodynamique quantique), on trouve que le coefficient de proportionnalité entre Mg
et S n’est pas exactement 2up /h. La différence, de 'ordre de 1073 en valeur relative, est facilement
observable expérimentalement ; elle est souvent désignée sous le nom de “moment magnétique
anormal” de 1’électron.
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(7)

(ii)

A. INTRODUCTION DU SPIN DE L’ELECTRON

Les opérateurs de spin agissent dans un nouvel espace, “espace des états
de spin” &, ou S? et S, constituent un E.C.0.C. L’espace & est donc
engendré par I'ensemble des états propres |s,m) communs & S? et S, :

S?|s,m) = s(s + 1)h?|s,m) (A-5a)
S |s,m) = mhls, m) (A-5b)

D’apres la théorie générale du moment cinétique (§ C du Chapitre VI),
nous savons que s ne peut étre qu’entier ou demi-entier, et que m prend
toutes les valeurs comprises entre —s et +s et différant de ces deux
nombres par un entier (éventuellement nul). Une particule donnée est
caractérisée par une valeur unique de s : on dit que cette particule a un
spin s. L’espace des états de spin & est donc toujours de dimension finie
(25+1), et tous les états de spin sont vecteurs propres de S? avec la méme
valeur propre s(s + 1)h?.

L’espace des états £ de la particule considérée est le produit tensoriel de
Er et E -

E=E @&, (A-6)

Par conséquent (§ F du Chapitre II), toute observable de spin commute
avec toute observable orbitale.

Sauf dans le cas particulier ou s = 0, il ne suffit donc pas de se donner
un ket de &, (c’est-a-dire une fonction d’onde de carré sommable) pour
caractériser un état de la particule; en d’autres termes, les observables X,
Y et Z ne constituent pas un E.C.O.C. dans U'espace des états £ de la
particule (pas plus que P,, Py, P, ou tout autre E.C.0.C. de &;). 1l faut
également connaitre I’état de spin de la particule, c’est-a-dire adjoindre
a I'E.C.0.C. de & un E.C.O.C. de & formé par des observables de spin,
par exemple S% et S, (ou S? et S,). Un état quelconque de la particule
est une combinaison linéaire de vecteurs produits tensoriels d’un ket de
Er et d'un ket de & (§ C ci-dessous).

L’¢lectron est une particule de spin 1/2 (s = 1/2) et son moment ma-
gnétique intrinséque est donné par la formule (A-3). Pour électron, la
dimension de 'espace &, est donc 2.

Remarques:

(7)

Le proton et le neutron, constituants des noyaux, sont aussi des particules
de spin 1/2, mais leurs rapports gyromagnétiques sont différents de celui
de I’électron. On connait & I'heure actuelle des particules de spin 0, 1/2,
1, 3/2, 2, etc.

Pour expliquer 'existence du spin, on pourrait envisager qu’une particule
comme [’électron, au lieu d’étre ponctuelle, ait une certaine extension
spatiale; ce serait alors la rotation de I’électron sur lui-méme qui intro-
duirait un moment cinétique intrinseque. Il importe cependant de noter
que, pour décrire une structure plus complexe qu'un point matériel, il
serait nécessaire d’introduire plus de trois variables de position (si par
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exemple ’électron se comportait comme un corps solide, il faudrait six
variables : trois coordonnées pour repérer un de ses points choisi une fois
pour toutes, tel que son centre de gravité, et trois angles pour spécifier
son orientation dans l'espace). La théorie que nous envisageons ici est ra-
dicalement différente : elle continue a traiter 1’électron comme ponctuel
(sa position est repérée par trois coordonnées), et le moment cinétique de
spin n’est dérivé d’aucune variable de position ni d’impulsion®. Le spin
n’a donc pas d’analogue classique.

B. Propriétés particuliéres d’'un moment cinétique 1/2

Nous nous restreindrons dans la suite au cas de 1’électron, particule de spin 1/2.
Nous savons, d’apres les chapitres précédents, traiter ses variables orbitales. Nous
allons maintenant étudier plus en détail ses degrés de liberté de spin.

L’espace des états de spin & est ici a deux dimensions. Nous y prendrons
comme base le systéme orthonormé {|+), |-)} des kets propres communs & S? et
S., qui vérifient les équations :

S2|4) = ZFF I4) (B-1a)

S, |+) = i%mi) (B-1b)

{<+ =) =0 (B-2a)
(+ ]+ =(-1-)=1 (B-2b)

)+ + [ =]=1 (B-3)

ou 1 est I'opérateur unité. L’état de spin le plus général est décrit par un vecteur
quelconque de & :

IX) =cy[+) +e[-) (B-4)

ol ¢4 et c_ sont des nombres complexes. D’apres (B-1a), tous les kets de & sont
vecteurs propres de S? avec la méme valeur propre 3h%/4, ce qui entraine que S>
est proportionnel a 'opérateur identité de & :

3
SQ=Z# (B-5)

(dans le second membre de cette équation, comme on le fait souvent opérateur
unité 1 est sous-entendu). L'opérateur S, étant par définition un moment cinétique,
posséde toutes les propriétés générales démontrées au § C du Chapitre VI. L’action
des opérateurs :

Sy =S, £iS, (B-6)

6. Il serait d’ailleurs, dans un tel cas, nécessairement entier.
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sur les vecteurs de base |+) et |—) est donnée par les formules générales (C-50) du
Chapitre VI, ot l'on fait j =s=1/2:

Sil+) =0 Syl=) =hl+) (B-7a)
S—|+) =hl=) S-1=) =0 (B-7b)

Tout opérateur agissant dans £ peut étre représenté, sur la base {|+), |-)}, par
une matrice 2 x 2. Rappelons en particulier que, & partir de (B-1b) et (B-7), on
trouve les matrices correspondant a S, S, et S, sous la forme :

o (B-8)

ou o désigne ’ensemble des trois matrices de Pauli :

w=(13) w=(2 ) ==(; %) (B-9)

Les matrices de Pauli possedent les propriétés suivantes, que 'on peut aisé-
ment vérifier & partir de leur forme explicite (B-9) (voir aussi le Complément Ary) :

or=o0,=0.=1 (B-10a)
020y + 0yo, =0 (B-10b)
[04,0y] = 2i0, (B-10c¢)

00y = 10, (B-10d)

(il faut adjoindre aux trois derniéres formules celles que 1'on obtient par permutation
circulaire des indices z, y, z). Il découle également de (B-9) que :

Tro, =Troy, =Tro. =0 (B-11a)
Det o, = Det oy = Deto, = —1 (B-11b)

De plus, n’importe quelle matrice 2 x 2 peut étre écrite comme une combinaison
linéaire, a coefficients complexes, des trois matrices de Pauli et de la matrice unité;
cela est di simplement au fait qu'une matrice 2 X 2 n’a que quatre éléments. Enfin,
on démontre facilement (voir Complément Ary) I'identité suivante :

(0-A)oc-B)=(A -B)L+io-(AxB) (B-12)

ou A et B sont deux vecteurs quelconques, ou deux opérateurs vectoriels dont les
trois composantes commutent avec celles du spin S (si A et B ne commutent pas
entre eux, l'identité reste valable, a condition de conserver dans le second membre
lordre dans lequel A et B apparaissent au premier membre).

Outre les propriétés qui découlent directement de la théorie générale du mo-
ment cinétique, les opérateurs associés au spin de I’électron en posseédent d’autres,
liées a la valeur particuliere de s (c’est-a-dire de j), qui est la plus petite possible
(mis & part zéro). Ces propriétés particulieres se déduisent immédiatement de (B-8)
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et des formules (B-10) :

h2
Si=8r=92= T (B-13a
S.Sy, +8,8: =0 (B-13b

)
_ )
S0y = 3hS. (B-13c)
)

ot 'opérateur unité 1 est sous-entendu au second membre de (B-13a), comme nous
le ferons a partir de maintenant pour simplifier les équations.

C. Description non relativiste d’une particule de spin 1/2

Nous savons maintenant décrire séparément les degrés de liberté externes (or-
bitaux) et internes (de spin) de I’électron. Nous allons dans ce paragraphe combiner
ces différentes notions en un formalisme unique.

C-1. Observables et vecteurs d’état
C-1-a. Espace des états

Lorsque 'on tient compte de ’ensemble de ses degrés de liberté, I’état quan-
tique d’un électron est caractérisé par un ket appartenant a ’espace £ produit
tensoriel de &, et & (§ A-2).

On prolonge dans &, suivant la méthode décrite au § F-2-b du Chapitre II,
et les opérateurs primitivement définis dans &, et ceux qui agissaient initialement
dans & (nous continuerons a noter ces prolongements comme les opérateurs dont
ils sont issus). On obtient alors un E.C.0.C. dans £ en juxtaposant un E.C.0.C. de
Er et un de & : dans &, on prend S? et S, (ou S? et une composante quelconque
de S); dans &, on peut choisir {X, Y, Z}, ou {P,, P, P.}, ou bien encore, si H
désigne I’hamiltonien associé a un potentiel central, {H, L2, Lz}, etc. ; on en déduit
divers E.C.0.C. dans & :

{X,Y, 2 88.} (C-1a)
{P., P, P., % 5.} (C-1b)
{H7 L27 LZ7 S2752} (C-lC)

etc. Comme tous les kets de £ sont vecteurs propres de S? avec la méme valeur
propre [formule (B-5)], on peut supprimer S? dans les ensembles d’observables.

Nous allons utiliser plus particulierement ici le premier de ces E.C.0.C., (C-
1la). En effet, nous prendrons comme base de £ I’ensemble des vecteurs obtenus par
produit tensoriel des kets |r) = |z, y, z) de & et des kets |¢) de &; :

Ire) = |z, y, 2,6) =|r) @ e) (C-2)

ou z, y, z, composantes du vecteur r, peuvent varier de —oo a 400 (indices continus),
et € est égal & 4+ ou — (indice discret). Par définition, |r, £) est un vecteur propre
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commun & X,Y, Z,S%et S, :
X|r, &) =z|r, )
Yir,e) =ylr, €)

Zlr,e) =z|r, &)

S?|r, ¢) = ghQ |r, €)
h
S.r,e) = 55 r, &) (C-3)

Chaque ket |r, ) est unique & un facteur pres, puisque X, Y, Z, S% et S, constituent
un E.C.0.C. Le systéme {|r, €)} est orthonormé (au sens large), car les ensembles
{|r)} et {|4+), |—)} le sont dans &, et & respectivement :

(r', &' |r,e) =620t — 1) (C-4)

(0ere vaut 1 ou 0 suivant que €’ et ¢ sont identiques ou différents). Il vérifie enfin
une relation de fermeture dans &€ :

Z/d3r v, &) (r, e| = /d3r|r, +) (r, +]+ /d3r v, =) (r, =] =1 (C-5)

C-1-b. Représentation {|r, )}
Q. Vecteurs d’état

Un état |¢) quelconque de 'espace & peut étre développé sur la base {|r, )} ;
il suffit pour cela d’utiliser la relation de fermeture (C-5) :

) =3 / &rlr, € (r, ¢ | ) (C-6)

Le vecteur |1)) peut donc étre représenté par ’ensemble de ses coordonnées dans la
base {|r, £)}, c’est-a-dire par les nombres :

(r, e[ ¥) = te(r) (C-7)

qui dépendent des trois indices continus z, y, z (plus brievement r) et de l'indice
discret € (+ ou —). Pour caractériser complétement l’état d’un électron, il faut donc
se donner deux fonctions des variables d’espace x, y et z :

Py(r) = (r, + [ )
P (r) = (r, = [¥) (C-8)

On écrit souvent ces deux fonctions sous la forme d’un spineur d deuzx com-
posantes, que nous noterons [Y](r) :

i = (40) (©9)

Le bra (1] associé au ket |¢) est donné par I'expression adjointe de (C-6) :
Wl=3 / &*r (¥ | r, &) (r, ] (C-10)
g
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CHAPITRE IX LE SPIN DE L’ELECTRON

c’est-a-dire, compte tenu de (C-7) :
w=Y [ (c-11)

Le bra (¢ est donc représenté par les deux fonctions 7 (r) et ¢* (r), que I'on peut
écrire sous forme du spineur adjoint de (C-9) :

[W]'(r) = (¥3i(r) ¥(r)) (C-12)

Avec cette notation, le produit scalaire de deux vecteurs d’état [¢) et ), qui d’aprés
(C-5) est égal & :

(Wlo) =Z/d3r<w e e | )

= [ @ e @) + " W )] (©-13)
s’écrit sous la forme :
(W] = /d?’r []T(r) [«] (x) (C-14)

Cette formule est tres semblable & celle qui permet de calculer le produit scalaire
de deux kets de &, a partir des fonctions d’onde correspondantes; il faut cependant
noter qu’elle implique, avant l'intégration spatiale, la multiplication matricielle des
spineurs [1]T(r) et [p] (r). En particulier, la normalisation du vecteur |¢) se traduit
par :

(W) = / & 9]t () (8] () = / &r [l (0 + - ()] =1 (C-15)

Parmi les vecteurs de &, certains sont des produits tensoriels d’un ket de &,
par un ket de & (c’est le cas par exemple pour les vecteurs de base). Si le vecteur
d’état considéré est de ce type :

[¥) = lp) ® [x) (C-16)
o) = / Er o(r)|r) € &
IX) =ct|+) +e-|-) €& (C-17)

Le spineur qui lui est associé prend la forme simple :

i) = (50 ) = oo (5 (1)

o(r)e_ c_

En effet, par suite de la définition du produit scalaire dans &£, on a dans ce cas :
Py(r) = (r, +[¢) = (x| @) (+[x) =e(r)ey (C-19a)
Po(r) = (v, = [¢) = (r]¢) (=[x) =p(r)c- (C-19Db)

Le carré de la norme de |¢)) est alors donné par :

(W1) = (ele) () = (s P+ e P) [ @r] o) P (c-20)
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5. Opérateurs

Soit |¢") le ket obtenu par action de 'opérateur linéaire A sur le ket |¢) de
E. D’apres les résultats du paragraphe précédent, [¢) et |¢) peuvent étre repré-
sentés par des spineurs a deux composantes [1)'](r) et [¢)](r). Nous allons montrer
maintenant que I'on peut associer & A une matrice 2 x 2 [A] telle que :

[W'](r) = [A][¥](r) (C-21)
et dont les éléments demeurent en général des opérateurs différentiels vis-a-vis de
la variable r.

(i) Opérateurs de spin. Ils étaient initialement définis dans £;. Par conséquent,
ils n’agissent que sur I'indice e des vecteurs de base |r, €), et leur forme matricielle
est celle que nous avons rappelée au § B. Nous nous contenterons de prendre un
exemple, disons celui de 'opérateur S;. Son action sur un vecteur |¢), développé
comme en (C-6), donne un vecteur |¢') tel que :

W) = h / &rp_(r) |r, +) (C-22)

puisque S, annihile tous les kets |r, 4+) et transforme |r, —) en h|r, +). Les com-
posantes de |¢') sur la base {|r, £)} sont, d’aprés (C-22) :

(r, + [¢') =¥/ (r) = hp_(r)
(r, = [¢f) =4l (r) =0 (C-23)

Le spineur représentant |1¢’) sera donc :
[W](r) = h<¢‘0(r)> (C-24)

C’est bien ce que I'on obtient si ’'on multiplie matriciellement le spineur [¢](r) par :

[S,] = g‘ (02 +i0,) = h<8 (1)) (C-25)

(ii) Opérateurs orbitauz. Au contraire des précédents, ils laissent toujours
inchangé l'indice ¢ des vecteurs de base |r, €) : considérés comme des matrices
2 x 2, ils sont toujours proportionnels a la matrice unité. D’autre part, leur action
sur la dépendance en r des spineurs est identique a celle qu’ils ont sur les fonctions
d’onde ordinaires. Prenons par exemple les kets |¢') = X |¢) et |[¢") = P, |¢¥).
Leurs composantes dans la base {|r, £)} valent respectivement :

YL = e < | X [ 0) = 2 (r) (C-262)
Y = e | Pl ) = 0y (C-26b)

Les spineurs [¢'](r) et [¢)"](r) s’obtiennent donc & partir de [¢](r) au moyen des
matrices 2 X 2 :

x1- (5 ) (C-27a)

h 38 0
[Pl=Z " 5 (C-27b)
O N
Ox
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(iii) Opérateurs miztes. L opérateur le plus général agissant dans £ est représenté,
dans la notation matricielle, par une matrice 2 x 2 dont les éléments sont des opé-
rateurs différentiels portant sur les variables r. Par exemple :

h 0
hliop °
[[Lzsz]] = 5 14 h O (0'28)
_;8_50
ou :
0 0 ; 0
h h | 0z dx Oy
[S Pl =5(0aPrtoyPy+oP) = | g 5 4 (C-29)
% +'Laiy —&
Remarques:

(i) La représentation spinorielle {|r,e)} est analogue & la représentation {|r)}
de &, : ’élément de matrice (| A|p) d'un opérateur A quelconque de &
est donné par la formule :

(¥lAlp) = / d*r[y] (r)[All](r) (C-30)

ou [A] désigne la matrice 2 x 2 représentant 'opérateur A (on effectue
d’abord les produits matriciels, puis on intégre dans tout l’espace). On
n’aura recours a cette représentation que dans les cas ou elle simplifie
raisonnements et calculs : comme dans &, on utilisera autant que possible
les vecteurs et opérateurs eux-mémes.

(ii) Tl existe évidemment aussi une représentation {|p, )}, dont les vecteurs
de base sont les vecteurs propres communs a 'E.C.O.C. des opérateurs
{P., Py, P., 8%, S.}. La définition du produit scalaire dans £ donne :

1 ip-r
(r,e|p, &) =(r[p)(e|e) = We Pr/G e (C-31)

Dans la représentation {|p, )}, on associe & chaque vecteur [¢) de £ un
spineur a deux composantes :

[W](p) = (%(p)> (C-32)

¥_(p)
avec :
Uy (p) = (P, +[¥)
v_(p)=(p, — | ¥) (C-33)
D’apres (C-31), 1, (p) et ¢_(p) sont les transformées de Fourier de ¢4 (r)
et Y_(r) :

bp) =l 0) =3 [l e e |v)
1

= G / dr e= /My (r) (C-34)
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Les opérateurs sont encore représentés par des matrices 2 x 2, celles qui
correspondent aux opérateurs de spin restant les mémes qu’en représen-
tation {|r, )}.

C-2. Calcul des prévisions physiques

A partir du formalisme que nous venons d’expliciter, I'application des postu-
lats énoncés au Chapitre III permet d’obtenir les prédictions concernant les diverses
mesures que 1’on peut envisager d’effectuer sur un électron. Nous allons en donner
quelques exemples.

Précisons tout d’abord I'interprétation probabiliste des composantes 14 (r) et
¥_(r) du vecteur d’état [1)), que nous supposerons normé [formule (C-15)]. Imagi-
nons pour cela une mesure simultanée de la position de I’électron et de la composante
de son spin suivant Oz. Comme X, Y, Z et S, constituent un E.C.0.C., il existe
un seul vecteur d’état correspondant & un résultat donné : z, y, z et +h/2. La
probabilité d377(r, +) pour que l'électron soit trouvé dans le volume infinitésimal
d3r autour du point r(x,y, 2) avec son spin “vers le haut” (composante suivant Oz
égale & +5/2) vaut :

EPr,+) = e, + [0 dr = [ (o) & (C-35)
De la méme facon :
EPr, =) = (v, — [9)] &r = [o-(x)]* dr (C-36)

est la probabilité pour que I’électron soit trouvé dans le méme volume que ci-dessus
mais avec son spin “vers le bas” (composante sur Oz égale & —h/2).

Si c’est la composante du spin le long de Ox que I'on mesure en méme temps
que la position, il suffit d’utiliser les formules (A-20) du Chapitre IV. Les opérateurs
X, Y, Z et S, forment aussi un E.C.0.C. : au résultat de mesure {z, y, z, £h/2}
correspond un seul vecteur d’état :

1
It} |£), = NG (v, +) £ [r, =)] (C-37)

La probabilité pour que ’électron se trouve dans le volume d3r autour du point r
avec son spin dans la direction positive de I'axe Ox est donc :

2

@ | Sl 1)+ (= ]| = 5 e () () dPr (C-33)
V2 2

On peut évidemment mesurer 'impulsion de 1’électron au lieu de sa position. On

utilisera alors les composantes de [¢) selon les vecteurs |p, €) [¢f. remarque (ii)

du § 1], c’est-a-dire les transformées de Fourier ¢, (p) de ¢ (r). La probabilité

d*P(p, £) pour que I'impulsion soit p & d3p preés et la composante du spin suivant

Oz £ h/2 est donnée par :

dPP(p, £) = |(p, £[¢) |* &*p = [P (p)]* d°p (C-39)

Les diverses mesures que nous avons envisagées jusqu’ici sont toutes “completes”, en
ce sens qu’elles portent chaque fois sur un E.C.O.C. Pour des “mesures incomplétes”,
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CHAPITRE IX LE SPIN DE L’ELECTRON

plusieurs états orthogonaux correspondront au méme résultat, et il faudra sommer
les carrés des modules des amplitudes de probabilité correspondantes.

Par exemple, si 'on ne cherche pas & mesurer son spin, la probabilité d3>P(r)
pour trouver I’électron dans le volume d®r au voisinage du point r vaut :

EP(r) = [[¥+ () + [ () P] &7 (C-40)

En effet, au résultat {z, y, 2z} sont associés deux vecteurs d’état orthogonaux, |r, +)
et |r, —), les amplitudes de probabilité correspondantes étant ¢ (r) et ¥_(r).

Calculons enfin la probabilité P, pour que la composante du spin suivant
Oz soit +h/2 (on ne cherche pas a mesurer les variables orbitales). Il existe une
infinité d’états orthogonaux, par exemple tous les |r, +) avec r quelconque, qui
correspondent au résultat de mesure. Il faut donc sommer sur toutes les valeurs
possibles de r les carrés des modules des amplitudes (r, 4+ | ) = ¢4 (r), ce qui
donne :

Po= [ @ o mP (C-41)

Bien entendu, s’il s’agit de la composante du spin selon Oz et non Oz, on intégre
dans tout Pespace le résultat (C-38). Ces considérations généralisent celles du § B-2
du Chapitre IV, ot nous ne nous préoccupions que des observables de spin, puisque
les variables orbitales pouvaient étre traitées classiquement.

Références et conseils de lecture :

Historique de la découverte du spin et références aux articles originaux :
Jammer (4.8), § 3-4.

Manifestation du spin en Physique Atomique : Eisberg et Resnick (1.3),
Chap. 8; Born (11.4), Chap. VI; Kuhn (11.1), Chap. III, §§ A5, A6 et F; voir
références du Chapitre IV sur 'expérience de Stern et Gerlach.

Moment magnétique de spin de I’électron : Cagnac et Pebay-Peyroula (11.2),
Chap. XIT; Crane (11.16).

Equation de Dirac : Schiff (1.18), Chap. 13; Messiah (1.17), Chap. XX;
Bjorken et Drell (2.6), Chap. 1 a 4. Voir aussi Omnes (16.13), Chap. X.

Groupe de Lorentz : Bacry (10.31), Chap. 7 et 8; Omneés (16.13), Chap. IV.

Particules de Spin 1 : Messiah (1.17), Chap. XIII, § 21.

1006



COMPLEMENTS DU CHAPITRE IX

On trouvera a la suite du Chapitre IV plusieurs compléments concernant les pro-
priétés du spin 1/2; c¢’est pourquoi ce Chapitre IX comporte seulement deux compléments.

Arx : OPERATEURS DE ROTATION POUR UNE
PARTICULE DE SPIN 1/2

Ce complément fait suite au Complément Byr
et étudie de fagon détaillée le lien entre le
moment cinétique d’un spin % et les rotations
géométriques de ce spin. Difficulté moyenne, peut

étre sauté en premiere lecture.

Bix : EXERCICES

L’exercice 4 est corrigé en détail; il étudie la
polarisation d’un jet de particules de spin %
par réflexion sur un matériau ferromagnétique
aimanté, méthode effectivement utilisée dans

certaines expériences.
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® OPERATEURS DE ROTATION POUR UNE PARTICULE DE SPIN 1/2

Complément A x

Opérateurs de rotation pour une particule de spin 1/2

1 Opérateurs de rotation dans I’espace des états . . . . . 1009
1-a Moment cinétique total . . . . . . ... ... 1009

1-b Décomposition des opérateurs de rotation en produits
tensoriels . . . .. ..o 1009
2 Rotation des étatsde spin . . . . .. ... ........ 1010
2-a Calcul explicite des opérateurs de rotation dans & . . . 1010
2-b Opérateur associé a une rotation d’angle 27 . . . . . . . 1011

2-c Lien entre le caractere vectoriel de S et le comportement
d’un état de spin dans une rotation . . . . . . . ... .. 1012
3 Rotation des spineurs & deux composantes . . ... . . 1013

Nous allons appliquer au cas d’une particule de spin 1/2 les notions sur les
rotations introduites dans le Complément By : nous étudierons d’abord la forme
que prennent dans ce cas les opérateurs de rotation; nous examinerons ensuite le
comportement, dans une rotation, du ket représentant 1’état de la particule et du
spineur a deux composantes qui lui est associé.

1. Opérateurs de rotation dans I'espace des états

1-a. Moment cinétique total

Une particule de spin 1/2 posséde un moment cinétique orbital L et un mo-
ment cinétique de spin S. Il est naturel de définir son moment cinétique total comme
la somme de ces deux moments cinétiques :

J=L+S (1)

Cette définition est bien conforme aux considérations générales développées dans
le Complément By : elle assure en effet que non seulement R et P, mais aussi S,
sont des observables vectorielles (il suffit, pour le vérifier, de calculer les commuta-
teurs entre les composantes de ces observables et celles de J; ¢f. § 5-¢ du Complé-
ment BVI)-

1-b. Décomposition des opérateurs de rotation en produits tensoriels

A la rotation géométrique d’un angle « autour du vecteur unitaire u, que
nous notons Ry (), est associé, dans l'espace des états de la particule considérée,
Popérateur de rotation (c¢f. Complément Byy, § 4) :

Ru(a) = e~ Fod (2)
ot J est le moment cinétique total (1).
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Comme L agit seulement dans &, et S dans & (ce qui entraine en particulier
que toute composante de L commute avec toute composante de S), on peut écrire
Ry () sous la forme d’un produit tensoriel :

Ru(a) = W Ry(a) @ @ Ry(a) (3)
ou :

(") Ry(q) = e~ #olwu (4)
et :

) Ry(a) = e~ #oSu (5)

sont les opérateurs de rotation associés & Ry(«) dans &, et & respectivement.
Par conséquent, si l’'on effectue la rotation Ry («) sur une particule de spin 1/2
dont 'état est caractérisé par un ket produit tensoriel :

) =le) ® [x) (6)

lp) € &

X) € & (7)
son état apres rotation sera :

) = Ru(@)[) = | Ru(e) )] @ [V Rala) 0] (8)

L’état de spin de la particule est donc lui aussi affecté par la rotation; c’est ce que
nous allons étudier plus en détail au § 2.

2. Rotation des états de spin

Nous avons déja étudié (§ 3 du Complément Byr) les opérateurs de rotation
(*) R dans Pespace &.. Nous allons nous intéresser ici aux opérateurs (¥) R agissant
dans l'espace des états de spin .
2-a. Calcul explicite des opérateurs de rotation dans &;

Posons comme au Chapitre IX :

h
S = bt 9)

Nous voulons calculer 'opérateur :
) Ry(a) = e-raSu _ —igou (10)

Utilisons pour cela la définition d’une exponentielle d’opérateur :

s (1) 1 e’ 2 1 La\" n
()Ru(a):1—50~u+§(—z§) (U~u)2+...+g(—z§) (0 w)"+... (11)
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Or, en appliquant I'identité (B-12) du Chapitre IX, on voit immédiatement que :
(c-u?=u?=1 (12)

ce qui entraine :

(o u)" = { 1 si. n est pair . (13)
o-u si n est impair

Par conséquent, si ’'on regroupe séparément les termes pairs et impairs, le dévelop-

pement (11) s’écrit :

21\ 2 (2p)!
, a 1 san3 (=1)P a2+l
— ‘u|=—= (= et ———— (= 14
7 “{2 3!(2) * +(2p+1)!<2) + ] (14)
c’est-a-dire finalement :
) Ry(a) = cos% —io - usin% (15)

Sous cette forme, il sera trés facile de calculer action de 'opérateur ()R sur un
état de spin quelconque.

On peut, a partir de cette formule, écrire explicitement la matrice de rota-
tion Ry1/?)(a) dans la base {|+), |-)} : on connait en effet [formules (B-9) du
Chapitre IX] les matrices représentant les opérateurs o, o, et o,. On trouve ainsi :

« . e . . @
cos o — fu, sin 5 (—iuy — uy)sin 5

R/ (o) = . N a (16)
(—iuy + uy) sin 5 cos o + iu, sin 3

oll Uy, uy et u, sont les composantes cartésiennes du vecteur u.

2-b. Opérateur associé a une rotation d’angle 27

Si langle de rotation « est pris égal & 27, la rotation géométrique R, (27)
coincide, quel que soit le vecteur u, avec la rotation identité. Pourtant, si 'on fait
a = 27 dans la formule (15), on voit que :

Ry (2m) = -1 (17)
alors que :
IR, (0) =1 (18)

L’opérateur associé a une rotation d’angle 27 n’est pas ’opérateur identité, mais son
opposé; la loi de groupe n’est donc conservée que localement dans la correspondance
entre rotations géométriques et opérateurs de rotation dans & [voir la discussion du
Complément Byy, remarque (iii) du § 3-c-y]. Ceci est dii & la valeur demi-entiére
du moment cinétique de spin de la particule que nous considérons.
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Le fait que I’état de spin change de signe au cours d’une rotation d’angle 27

n’est pas génant, puisque deux vecteurs d’état ne différant que par un facteur de
phase global ont les mémes propriétés physiques. Il est plus important d’étudier la
facon dont se transforme une observable A au cours d’une telle rotation. On vérifie
aisément que :

A =GR, 2r) A®R! 27) = A (19)

Ce résultat est satisfaisant physiquement : une rotation de 27 ne peut modifier
Pappareil de mesure associé & A; par conséquent, le spectre de A’ doit rester le
méme que celui de A.

1012

Remarque:

Nous avons montré dans le Complément By [remarque (iii) du § 3-c-y] que :
O R.(27) =1 (20)

Par conséquent, dans I'espace des états global £ = &, ® £, on a comme dans
Es -

Ra(27) = MR, (27) @ B R, (27) = —1 (21)

Lien entre le caractére vectoriel de S et le comportement d’un état de spin
dans une rotation

Considérons un état de spin |x) quelconque. Nous avons montré au Chapitre IV (§ B-1-c)
qu’il existe forcément des angles 6 et ¢ tels que |x) s’écrive (mis & part un facteur de phase
global sans signification physique) :

) 0 ; 0
lx) = e */2 cos 5 [+) + e*/? sin 5 =) (22)

|x) apparait alors comme le vecteur propre, associé a la valeur propre +h/2, de la com-
posante S - v du spin S sur le vecteur unitaire v défini par les angles polaires 0 et .
Effectuons alors une rotation donnée sur ’état |x). Comme S est une observable vecto-
rielle, I’état |x’) aprés rotation doit étre vecteur propre, avec la valeur propre +5h/2, de la
composante S-v’ de S sur le vecteur unitaire v/, transformé de v par la rotation considérée
(¢f. Complément Byy, § 5) :

X) =), = [X) = RIx) o[+, (23)
v =Rv (24)

Nous nous contenterons de vérifier qu’il en est bien ainsi dans un cas particulier (¢f. Fig. 1) :
prenons pour Vv le vecteur unitaire e, de ’axe Oz et pour v/ un vecteur unitaire quelconque,
d’angles polaires 6 et ¢ ; v/ s’obtient & partir de v = e, par une rotation d’angle 6 autour
du vecteur unitaire u caractérisé par les angles polaires :

T
=y
pu=p+ 7 (25)
On doit donc trouver que :
) Ru(0) |4) o< [+),/ (26)
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Les composantes cartésiénnes du vecteur u étant :
Uz = —sing
Uy = COS
u, =0 (27)

lopérateur (5) Ry(6) s’écrit, d’aprés la formule (15) :

0 0
() Ry (0) = cos 5~ io - usin 5

= cos — — i (—oz siny + oy cos ) sin 5
= cos g — % (J+efw — Ufew) sing (28)
avec :
04 =0z L ioy (29)
Or on sait [cf. formules (B-7) du Chapitre IX] que :
or|+)=0
o-[+) =2[-) (30)

Le transformé du ket |4) par Popérateur (5) Ry (6) est donc :
0 ; 0
) Ru(0) |+) = cos 7 |+) + e’ sin = |-) (31)
On reconnait effectivement, a un facteur pres, le ket [+),, [cf. formule (22)] :

©VRu(0) |+) = /2 |4),, (32)

FIGURE 1 — Le vecteur v = e, est
amené sur le vecteur unitaire v',
d’angles polaires 0 et ¢, par une
rotation d’angle 6 autour de u.

—> )

3. Rotation des spineurs a deux composantes

Nous sommes maintenant en mesure d’étudier le comportement global d’une
particule de spin 1/2 dans une rotation, c’est-a-dire de tenir compte & la fois de ses
degrés de liberté externes et internes.
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Considérons une particule de spin 1/2 dont ’état est caractérisé par le ket
[1) de lespace des états & = & @ Es. Le ket [¢h) peut étre représenté par le spineur
[¢](r), de composantes :

1/15(1‘) = <I‘, € | ¢> (33)

On effectue sur cette particule une rotation géométrique R donnée. Son état devient
alors :

V') = RI¥) (34)
ou :
R=®Rg R (35)

est l'opérateur associé, dans &, a la rotation géomérique R. Comment le spineur
[¢'](r), correspondant a I’état |¢)’), s’obtient-il & partir de [¢](r) ?
Pour répondre & cette question, écrivons les composantes 9. (r) de [¢] :

ve(r) =(r, e [¢)) = (r, e | R|¥) (36)

On peut faire apparaitre les composantes de 1 (r) en intercalant la relation de fer-
meture relative & la base {|r’/, /) } entre R et [¢)) :

=Y [d @RI ) 0) (37)

Or, comme les vecteurs de la base {|r, )} sont des produits tensoriels, les éléments
de matrice de l'opérateur R dans cette base se décomposent sous la forme :

(r,e|R|¥, &) = <r | R | r'> <g | GIR | g'> (38)
Nous savons déja [¢f. Complément By, formule (26)] que :

<r | OR | r’> =R 'r|r)=06[r— (R 'r)] (39)
Par conséquent, si nous posons :

(| OR| ) = RY (40)

la formule (37) s’écrit finalement :

YL(r) = YR e (R71r) (41)

c’est-a-dire explicitement :

(1/);(1‘)) (R(f/f) R(+1/—2)> (1/4(73_1‘")) (42)
/ _
UL (r) RU2 RUA J\ ¢ (R7r)

Nous aboutissons donc au résultat suivant : chacune des composantes du
nouveau spineur [¢'] au point r est une combinaison linéaire des deux composantes
de I'ancien spineur [¢)] prises au point R~!r (c’est-a-dire au point que la rotation

ameéne en r) !; les coefficients de ces combinaisons linéaires sont les éléments de la
matrice 2 x 2 représentant () R sur la base {|+), |—)} de & [cf. formule (16)].

1. On notera I’étroite analogie entre ce comportement et celui d’un champ de vecteurs dans
une rotation.
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Références et conseils de lecture :

Feynman III (1.2), Chap. 6, § 18-4 et “added note” 1 du Chap. 18; Messiah
(1.17), App. C; Edmonds (2.21), Chap. 4.

Groupe des rotations et SU(2) : Bacry (10.31), Chap. 6; Wigner (2.23),
Chap. 15; Meijer et Bauer (2.18), Chap. 5.

Expérience sur les rotations d’un spin 1/2 : article de Werner et al. (11.18).
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Complément B,x

Exercices

1. On considére une particule de spin 1/2. On désigne son spin par S, son moment
cinétique orbital par L et son vecteur d’état par |¢). Les deux fonctions ¢4 (r) et
_(r) sont définies par :

Yi(r) = (r, £ | ¥)
On suppose que :

by (r) = R(r) YO0, ¢) + %YP(& 0)

P (r) = (Y1 (0, ) = Y70, 9)]

ou r, 6, v sont les coordonnées de la particule, et R(r) est une fonction donnée de
T.

a. A quelle condition doit satisfaire R(r) pour que [¢) soit normé?

b. On mesure S, sur la particule dans Pétat [¢); quels résultats peut-on
trouver, et avec quelles probabilités 7 Méme question pour L., puis pour
Sg.

c. Lors d’'une mesure de L? sur la particule dans 1'état [¢), on a trouvé

zéro; quel est ’état décrivant la particule juste apres cette mesure 7 Méme
question si la mesure de L? a donné 2h2.

2. On consideére une particule de spin 1/2; P et S désignent les observables associées
a son impulsion et & son spin. On rapporte ’espace des états a la base orthonormée
[Pz, Dy, P, £) de vecteurs propres communs a Py, Py, P, et S, (valeurs propres
respectives pg, py, p» et £h/2).

On se propose de résoudre ’équation aux valeurs propres de 'opérateur A
défini par :

A=S-P

a. A est-il hermitique ?

b. Montrer qu’on peut chercher une base de vecteurs propres de A qui sont
aussi vecteurs propres de P, P,, P,. Dans le sous-espace engendré par les
kets |pz, py, Dz, £) OU Py, Py, P- sont fixés, quelle est la matrice représen-
tant A?

c. Quelles sont les valeurs propres de A, et leur degré de dégénérescence 7
Donner un systéme de vecteurs propres communs a A et P, P, P..
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3. Hamiltonien de Pauli

L’hamiltonien d’un électron de masse m, de charge ¢, de spin ho /2 (les trois
composantes de o sont les matrices de Pauli o, 0y, 0,), plongé dans un champ
électromagnétique caractérisé par les potentiels vecteur A(r,t) et scalaire Ul(r, t),
s’écrit

1 9 qh
H= 2m[P gA(R, t)]° + qU(R, t) 2ma B(R, t)

Le dernier terme représente 'interaction entre le moment magnétique de spin (¢fi/2m)o
et le champ magnétique B(R, t) = V x A(R, t).

Montrer, en utilisant les propriétés des matrices de Pauli, que I’hamiltonien
précédent peut s’écrire également sous la forme suivante (“hamiltonien de Pauli”) :

- % (0[P — AR, D]} + qU(R, 1)

4. On se propose d’étudier la réflexion d’un jet de neutrons monocinétiques arrivant
sous incidence normale sur un bloc de matériau ferromagnétique. On appelle Oz la
direction de propagation du jet incident, yOz la surface du matériau ferromagné-
tique, qui occupe toute la région x > 0 (voir Figure 1). Soit E 1’énergie de chaque
neutron incident, m sa masse. Le spin des neutrons est s = 1/2 et leur moment
magnétique s’écrit M = ~S (v, rapport gyromagnétique; S, opérateur de spin).

neutrons incidents
>

3>

o

FIGURE I

L’énergie potentielle des neutrons est la somme de deux termes :

— le premier correspond a l'interaction avec les nucléons du matériau; on
le représente phénoménologiquement par un potentiel V(x) défini par
V(z) =0 pour x <0, V(z) =V > 0 pour = > 0.

— le deuxieme terme correspond a l'interaction du moment magnétique de
chaque neutron avec le champ magnétique interne By du matériau (Bg
est supposé uniforme et parallele & Oz). On a donc W = 0 pour z < 0,
W = wpS, pour z > 0 (avec wy = —7vBy). On se limitera dans tout
I’exercice au cas :

hw
0<70<V0

a. Déterminer les états stationnaires de la particule correspondant a une
impulsion incidente positive et a un spin, soit parallele, soit antiparalleéle
a Oz.
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b. On suppose dans cette question que Vy — hwo/2 < E < Vy + hwo/2.
Le faisceau incident de neutrons est non polarisé. Calculer le taux de
polarisation du faisceau réfléchi. Connaissez-vous une application pratique
de I'étude précédente ?

c. On se place maintenant dans le cas général ou l'énergie E est positive
quelconque. Le spin des neutrons incidents pointe dans la direction Ozx.
Quelle est la direction du spin des particules réfléchies (on distinguera
trois cas, suivant les valeurs relatives de F et de Vi & hwo/2) 7

Corrigé de I'exercice 4

a. L’hamiltonien H de la particule est :

H:%JFV(X)JFW (1)

V(X), qui n’agit que sur les variables orbitales, commute avec S, ; comme W est
proportionnel & 5., il commute également avec cet opérateur. D’autre part, V(X)
commute avec P, et P,, ainsi bien stir que W qui n’agit que sur les variables de
spin. On peut donc chercher une base de vecteurs propres communs a H, S, P,
P., qui s’écrivent :

+ +
CE o) = |95) @ py) @ Ip2) @ ) (2)
avec :

o5) € &
lpy) € Ey; Pylpy) =Dy IDY)

|pz> €& P, |pz> =Dz |pz>

£) € £ 8.1) =47 ) )

le ket |<p§> étant solution de I’équation aux valeurs propres :

P—§+V(X)+i(p2+p2)i@ |¥%) = E|vs) (4)
2m om VY TE 2 E E
On suppose dans 1’énoncé que le jet de neutrons arrive sous incidence normale, de
sorte quon peut poser p, = p. = 0. Soit pi(z) = (z | p) la fonction d’onde
associée a |g0§> ; elle vérifie :

n? d? hw
- + V@ £ 5 k) = B 6
Nous sommes alors ramenés a un probléme classique de “potentiel carré” a une
dimension : la réflexion sur une “marche de potentiel” (¢f. Complément Hy).

Dans la région x < 0, V(z) est nul et I'énergie totale E (positive) est supé-
rieure a ’énergie potentielle ; nous savons dans ce cas que la fonction d’onde est une
superposition d’exponentielles imaginaires oscillantes :

o(z) = Ase™™™ 4 Bre si <0 (6)
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avec .
k=1/"p (7)

A4 donne amplitude de 'onde associée a une particule incidente de spin soit
paralléle soit antiparallele & Oz, By 'amplitude de I'onde associée a une particule
réfléchie pour ces deux mémes directions du spin.

Dans la région > 0, V(x) vaut V4 et, suivant les valeurs relatives de E et
Vo £ hAiwp /2, les fonctions d’onde peuvent avoir un comportement d’exponentielles
oscillantes ou amorties. Nous allons distinguer trois cas :

(i) Si E >V + hwo/2, on pose :

2m hw
k’i:\/ﬁ(E—Vo¥To> (8)

et 'onde transmise se comporte comme une exponentielle oscillante :

ga%(x) = C’ieikliw si x>0 (9)

Les conditions de continuité de la fonction d’onde et de sa dérivée impliquent d’autre
part [¢f. Complément Hi, relations (13) et (14)] :
By  k—k, Cy 2k

T _ = 1
A kK, ALkt kL (10)

(1) Si au contraire E < Vj — hwy/2, il faut introduire les quantités py par :

2m hw
pi_\/h?<VOj:2O—E> (11)

et 'onde dans la région > 0 est une exponentielle réelle amortie (onde évanes-
cente) :

¢E(r) = Dye =" si x>0 (12)
avec, cette fois [¢f. Complément Hy, équations (22) et (23)] :
%::Jrz/i ; %:kflzpi (13)
(#41) Enfin, dans le cas intermédiaire Vo — huwg/2 < E < Vp + hwp /2, on a :
Oh(x) = Dye P+ si >0 (14a)
op(z) =C_e ™2 s >0 (14D)

[les égalités (8) et (11) étant toujours valables pour définir &’ et p4]; suivant
lorientation du spin, ’onde est soit une exponentielle amortie, soit une exponentielle
oscillante On a alors :

B_;,_ k — Zp+ D+ 2I€

e . ot 15

A, ktips AL ktips (152)
B. k—FK C_ 2k
- = - — == 15b
A_ kE+ K7 A k4K (15b)
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b. Lorsque Vy — hwo /2 < E < Vi + hwo/2, on est dans le cas (ii7) précédent.
Si la projection sur Oz du spin du neutron incident vaut h/2, le coefficient de
réflexion correspondant est :

2

s
iy (16)

Bel" _ |k —ipy

2
ol

.|

Par contre, si la projection du spin sur Oz vaut —h/2, le coefficient de réflexion
n’est plus 1, car il est donné par :

2 k— kK \2
_(k:+l<:’_> <! a7
On comprend donc comment le faisceau réfléchi peut étre polarisé puisque, suivant
la direction de son spin, le neutron a une probabilité différente d’étre réfléchi. Un
faisceau incident non polarisé peut étre considéré comme formé de neutrons dont le
spin a la probabilité 1/2 d’étre dans I’état |[4) et la probabilité 1/2 d’étre dans 1’état
|—). Compte tenu de (16) et (17), on voit que la probabilité pour qu'une particule
du faisceau réfléchi ait son spin dans I’état |+) est 1/(1+ R_), alors que pour 1'état
|—) elle est R_/(1+ R_); donc, le taux de polarisation du faisceau réfléchi est :

B_
R‘_‘I

1—R_ 2Kk’
_ e 2 (18)

T = = ;
1+ R k24 k2

En pratique, la réflexion sur un ferromagnétique saturé est effectivement utili-
sée en laboratoire pour obtenir des faisceaux de neutrons polarisés. Pour augmenter
le taux de polarisation obtenu, on fait tomber le faisceau obliquement sur la sur-
face du miroir ferromagnétique, de sorte que les résultats théoriques que nous avons
obtenus ne sont pas directement applicables; cependant, le principe de ’expérience
est le méme. Le ferromagnétique choisi est souvent le cobalt ; lorsque ce dernier est
aimanté & saturation, on peut obtenir des taux de polarisation T élevés (T' = 80 %).
Signalons d’ailleurs que le méme dispositif de réflexion du faisceau de neutrons peut
aussi bien servir “d’analyseur” que de “polariseur” pour la direction des spins ; cette
possibilité a été exploitée dans des mesures de précision du moment magnétique du
neutron.

c. Considérons un neutron dont 'impulsion est parallele & Ox et a pour mo-
dule p = Ak, et dont la projection (S,) du spin vaut i/2. Son état est [¢f. Chap. IV,
relation (A-20)] :

9 =) & = [l4) + |- (19)

S

avec :

(r|p) = Weim/h (20)

Comment construire un état stationnaire de la particule pour lequel 'onde incidente
ait la forme (19) 7 On voit aisément qu’il suffit de considérer I’état :

[vs) = \/ii H‘PE,0,0> + “PE,0,0H (21)
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combinaison linéaire de deux kets propres de H définis en (2), associés & la méme
valeur propre E = p?/2m. La partie du ket |1g) qui décrit 'onde réfléchie est alors :

-p) ® %[& |+) + B_ |-) (22)

ou B et B_ sont donnés suivant les cas par (10), (13) ou (15) (A4 et A_ étant
remplacés par 1). Calculons, pour un état tel que (22), la valeur moyenne (S) ; cet
état étant un produit tensoriel, les variables de spin et les variables orbitales ne sont
pas corrélées; (S) peut alors étre obtenu simplement & partir du vecteur d’état de
spin B4 |+) + B_|—), ce qui donne :

(

(52)

1022

S,) =

(Sy) =

hBiB_ + B* B,

s i Mk 23
2 B4+ B2 (232)
hi(B*By — B1B_)

o’ 23b
2 B 1B (250)
BB, — |B_|

- 23
2 (B, 2 1 B (25¢)

Trois cas peuvent alors étre distingués :

(4)

(i)

(i)

Si E > Vb + hwo/2, on voit sur (10) que B4 et B_ sont réels. Les for-
mules (23) indiquent alors que (S;) et (S,) ne sont pas nuls, mais que
(Sy) = 0. Lors de sa réflexion, le spin a donc subi une rotation autour de
Oy. Physiquement, c’est la différence entre les taux de réflexion pour des
neutrons dont le spin est parallele ou antiparallele a Oz qui explique que
la composante (S,) devienne positive.

Si E < Vo — hwo/2, les égalités (13) indiquent que Bi et B_ ne sont
pas réels : ce sont deux nombres complexes de phases différentes, mais de
méme module. D’aprés (23), on a dans ce cas (S,) = 0, mais (S,) # 0 et
(Sy) # 0. Lors de la réflexion, le spin subit donc une rotation autour de
Oz, dont l'origine physique est la suivante : du fait de I'existence de 'onde
évanescente, le neutron passe un certain temps dans la région z > 0; la
précession de Larmor autour de By qu’il subit alors explique la rotation
de son spin.

Si Vo — hwo/2 < E < Vi + hwo/2, By est un nombre complexe tandis
que B_ est un nombre réel, de module différent. Aucune des composantes
(Sz), (Sy) ou (S;) du spin n’est alors nulle; cette rotation du spin lors
de la réflexion s’explique par une combinaison des effets signalés en ()
et (ii).
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A. Introduction
A-1. Le moment cinétique total en mécanique classique

Considérons, en mécanique classique, un systéme de N particules; le moment
cinétique total £ de ce systéme par rapport & un point O fixe est la somme vectorielle
des moments cinétiques individuels des N particules par rapport a ce point O :

L= Z‘Cl (A_l)

,Ci =T; X P; (A'2)
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La dérivée de L par rapport au temps est égale au moment en O des forces ex-
térieures. Par conséquent, lorsque les forces extérieures sont nulles (systéme isolé),
ou toutes dirigées vers un méme centre, le moment cinétique total du systéme (par
rapport & un point quelconque dans le premier cas et par rapport au centre de
forces dans le deuxieéme) est une constante du mouvement. Il n’en est pas de méme
pour chacun des moments cinétiques individuels £;, s’il existe des forces intérieures,
c’est-a-dire si les différentes particules du systeme interagissent.

Précisons ce point sur un exemple. Considérons un systéme constitué de deux
particules, (1) et (2), soumises au méme champ de forces central (ce champ peut étre
créé par une troisieme particule supposée suffisamment lourde pour rester immo-
bile a lorigine des coordonnées). Si ces deux particules n’exercent 1'une sur l'autre
aucune force, leurs moments cinétiques £1 et £, par rapport au centre de force O
sont tous deux des constantes du mouvement. En effet, la seule force agissant alors
sur la particule (1), par exemple, est dirigée vers O ; son moment par rapport & ce
point est donc nul, et %El Pest aussi. Au contraire, si la particule (1) est en plus
soumise & une force due a la présence de la particule (2), le moment par rapport
a O de cette force n’est en général pas nul, et par conséquent £; n’est plus une
constante du mouvement. Cependant, si I'interaction entre les deux particules obéit
au principe de I'action et de la réaction, le moment en O de la force exercée par (1)
sur (2) compense exactement celui de la force exercée par (2) sur (1) : le moment
cinétique total £ se conserve au cours du temps.

Donc, dans un systeme de particules en interaction, seul le moment cinétique
total est une constante du mouvement : les forces intérieures au systéme induisent un
transfert de moment cinétique d’une particule a ’autre. On comprend donc l'intérét
qu’il y a a étudier les propriétés du moment cinétique total.

A-2. Intérét du moment cinétique total en mécanique quantique

Reprenons ’exemple précédent et traitons-le maintenant en mécanique quan-
tique. Dans le cas ou les deux particules n’interagissent pas, I’hamiltonien du sys-
téme s’écrit simplement, en représentation {|ry, ra)} :

Hy = Hy + H» (A-3)
avec :
h2
Hy = —ﬂA1 +V(r)
h2
Hy=——No+V(ry) (A-4)
212

[11 et po sont les masses des deux particules, V(r) le potentiel central auquel elles
sont soumises, et A; et Ao désignent les opérateurs laplaciens relatifs aux coordon-
nées des particules (1) et (2) respectivement]. Nous savons d’apres le Chapitre VII
(§ A-2-a) que les trois composantes de 'opérateur Ly associé au moment cinétique
Ly de la particule (1) commutent avec H; :

(L1, Hi] =0 (A-5)
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D’autre part, toutes les observables liées a I'une des particules commutent avec
toutes celles qui correspondent a ’autre, et en particulier :

[L1, Ha] =0 (A-6)

On déduit de (A-5) et (A-6) que les trois composantes de L; sont des constantes

du mouvement. Bien évidemment, un raisonnement analogue est valable pour Ls.
Supposons maintenant que les deux particules interagissent, et que 1’énergie

potentielle correspondante v(|r; — ra|) ne dépende que de leur distance! |r; —ra] :

o1 — 1ol = V(21 —22)? + (1 — 42)? + (21 — 22)? (A-7)
L’hamiltonien du systéme est dans ce cas :
H:H1—|—H2 —|—’U(|I‘1 —I‘2|) (A—S)

ot Hy et Hy sont donnés par les formules (A-4). D’aprés (A-5) et (A-6), le commu-
tateur de L avec H se réduit a :

[L1, H] = [L1, v(|r1 — r2])] (A-9)

c’est-a-dire, pour la composante L, par exemple :

h v Ov
Laes H] = Ly ollrs =) = 7 (2150 = ) (A-10

L’expression (A-10) n’est en général pas nulle : Ly n’est plus une constante du
mouvement. Par contre, si 'on définit 'opérateur moment cinétique total L par une
formule semblable & (A-1) :

L=L,+Ly (A-11)

on obtient un opérateur dont les trois composantes sont des constantes du mouve-
ment. Pour le montrer, calculons par exemple :

[Lza H] = [le + L2z7 H] (A-12)
D’aprés (A-10), ce commutateur vaut :

[L27 H] = [le +L227 H]

h ov ov ov ov
= - — Yy — — — Yy —— A-1
i (xl oy ox T oy, P ous ) (A-13)

Mais, comme v dépend seulement de |r; — ra| donné en (A-7), on a :

ﬁ - ,6|r1 —I‘2| :’U/ Xr1 — T2

= A-14
8&01 33:1 |I‘1 — I'2| ( a)
ov ,8|r1—r2| ;L2 — X1

= = A-14
axg 8:c2 v |r1 — r2| ( b)

1. Les forces classiques correspondantes vérifient alors nécessairement le principe de 'action
et de la réaction.
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et des expressions analogues pour dv/dyi, Ov/dys, Ov/0z1 et dv/Dza (V' est la
dérivée de v considérée comme fonction d’une variable). Reportons ces valeurs dans
(A-13) :

[L:, H] = :L|rlv—/r2| {z1(y1 — y2) —y1(@1 — 22) + 22(y2 — y1) — y2(z2 — 71)}
—0 (A-15)

Nous aboutissons donc a la méme conclusion qu’en mécanique classique.

Nous avons implicitement supposé jusqu’ici que les particules considérées
n’avaient pas de spin. Examinons maintenant un autre exemple important : ce-
lui d’une particule unique mais possédant un spin. Supposons d’abord que cette
particule soit soumise seulement & un potentiel central V' (r). Son hamiltonien est
alors celui que nous avons étudié au § A du Chapitre VII. Nous savons que les
trois composantes du moment cinétique orbital L commutent avec cet hamiltonien ;
d’autre part, comme les opérateurs de spin commutent avec les observables orbi-
tales, les trois composantes du spin S sont aussi des constantes du mouvement.
Mais nous verrons au Chapitre XII que les corrections relativistes introduisent dans
I’hamiltonien un terme de couplage spin-orbite de la forme :

Hso = £(r)L- S (A-16)

o £(r) est une fonction connue de la seule variable r (la signification physique de
ce couplage sera donnée au Chapitre XII). Lorsque l'on tient compte de ce terme,
L et S ne commutent plus avec 'hamiltonien total. En effet, on a par exemple? :

[LZ7 HSO] - §(T)[Lz, LCESCE + LySy + LzSz]
= &(r) (ihLySm - ihLmSy) (A-17)

et de méme :

[527 HSO] - f(r)[527 LESE + LySy + Lzsz]
= &(r)(ihL,S, — ihL,S.) (A-18)

Cependant, si I’on pose :
J=L+S (A-19)

les trois composantes de J sont des constantes du mouvement. Il suffit pour le voir
d’ajouter membre & membre les égalités (A-17) et (A-18) :

[Jza HSO] = [Lz + Sza HSO] =0 (A-20)

(la démonstration serait analogue pour les autres composantes de J). On dit que
Popérateur J défini en (A-19) est le moment cinétique total de la particule & spin.

Dans les deux cas que nous venons de décrire, nous avons deux moments ci-
nétiques partiels J; et Jo, qui commutent entre eux. Nous connaissons une base de

2. Pour établir (A-17) et (A-18), on utilise le fait que L, qui n’agit que sur les variables
angulaires 0 et ¢, commute avec £(r) qui ne dépend que de 7.
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I'espace des états constituée de vecteurs propres communs a J%, J1., J3, Jo.. Cepen-
dant, J; et J2 ne sont pas des constantes du mouvement, alors que les composantes
du moment cinétique total :

J=J,+Js (A—21)

commutent avec I’hamiltonien du systeme. On cherchera donc & construire, a partir
de la base précédente, une nouvelle base formée de vecteurs propres de J? et J.. Le
probléme ainsi posé en termes généraux est celui de la composition (ou Uaddition)
des deuxr moments cinétiques J1 et Jo.

L’intérét de cette nouvelle base, formée de vecteurs propres de J2 et J,, se
comprend aisément : pour déterminer les états stationnaires du systeme, c’est-a-dire
les états propres de H, il est plus simple de diagonaliser la matrice représentant H
dans cette nouvelle base. En effet, comme H commute avec J? et .J., cette matrice
se décompose en autant de blocs qu’il y a de sous-espaces propres associés aux
divers ensembles de valeurs propres de J2 et J, (cf. Chap. II, § D-3-a) ; sa structure
est beaucoup plus simple que celle de la matrice représentant H dans la base de
vecteurs propres communs a J%, J1z, J%, Jo, puisque ni Ji, ni Jo, ne commutent
en général avec H.

Nous laisserons de co6té pour le moment le probléeme de la diagonalisation
(exacte ou approchée) de H dans la base des états propres de J? et J,, et nous
nous concentrerons plutdt sur la construction de cette nouvelle base a partir de
celle formée par les états propres de J?, Jy., J3, Jo.. Un certain nombre d’applica-
tions physiques (atomes & plusieurs électrons, structure fine et hyperfine des raies,
etc.) seront abordées ultérieurement, aprés 1’étude de la théorie des perturbations
(Compléments du Chapitre XI et Chapitre XII).

Nous allons commencer (§ B) par traiter de fagon élémentaire un cas simple,
celui ol les deux moments cinétiques partiels que nous voulons composer sont des
spins 1/2. Cela nous permettra de nous familiariser avec les divers aspects du pro-
bleme, avant d’aborder au § C la composition de deux moments cinétiques quel-
conques.

B. Composition de deux spins 1/2. Méthode élémentaire

B-1. Position du probleme

Nous considérons un systéme de deux particules de spin 1/2 (électrons ou
atomes d’argent dans ’état fondamental, par exemple) et nous nous intéressons
uniquement a leurs degrés de liberté de spin ; soient S et So les opérateurs de spin
respectifs des deux particules.

B-1-a. Espace des états

Nous avons déja défini 'espace des états d’'un tel systéeme. Rappelons que
c’est un espace a quatre dimensions, obtenu par produit tensoriel des espaces de
spin individuels des deux particules. Nous y connaissons une base orthonormée, que
nous noterons {|e1, £2)}, c’est-a-dire explicitement :

{|‘517 €2>} = {|+7 +>7 |+7 _>7 |_7 +>7 |_7 _>} (B'l)
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Ces vecteurs sont états propres des quatre observables S2, Sy, S3, So. (il s’agit plus
exactement des prolongements, dans I’espace produit tensoriel, d’opérateurs définis
dans chacun des espaces de spin) :

3
Sf|£1, €9) = S§|<€1, g9) = Zh2|€1’ €2) (B-2a)
h
Sizlet, €2) = €1§|€1, €2) (B-2b)
h
Sazlet, €2) = €2§|€1, €2) (B-2c)

S?, 82, Sy, et Sy, constituent un E.C.0.C. (les deux premiéres de ces observables
sont en réalité des multiples de 'opérateur identité, et peuvent étre retirées sans
que 'ensemble d’opérateurs cesse d’étre complet).

B-1-b. Spin total S. Relations de commutation

On définit le spin total S du systeme par ’égalité :
S=S:+8Sy (B—?))

Il est facile, sachant que S; et So sont des moments cinétiques, de montrer que S
en est un aussi. En effet, calculons par exemple le commutateur de S, et Sy, :

[Sz, Syl = [S1z + Soz, Siy + Sy
= [S1z, Siy] + [S2z, Soy)
= thS1, + ihSs.
— ihS. (B-4)

On obtient I'opérateur S? en prenant le carré scalaire de 1’équation de défi-
nition (B-3) :

S? =(S; +S2)? =ST+85+2S,-S, (B-5)

car S; et So commutent. Le produit scalaire S - Sy peut s’exprimer en fonction des
opérateurs Sy, S1, et Sor, Sa.; on vérifie en effet aisément que :

S1-S2 = S1252 + S1y52y + 512522
1
= 5(514_52_ + 51_52+) + 51.59, (B—G)

Remarquons que, comme S; et S commutent séparément avec S? et S2, il
en est de méme des trois composantes de S; en particulier, S? et S, commutent
avec S et S3 :

[S., Si] =[S, S3] =0 (B-7a)
2, 87 = [$2, 83 = 0 (B-7h)

D’autre part, S, commute évidemment avec Sy, et So, :

[527 Slz] = [Sza S?z] =0 (B'8>
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Par contre, S? ne commute ni avec Sy, ni avec Sa.. En effet, d’aprés (B-5) :

8%, S12] = [ST + S5 + 251 - S, 5]
= 2[S; - Sa, S1.]
= 2[S1552z + S14S2y, S12]
= 2ih(—S1yS2z + S1252y) (B-9)

[ce calcul est analogue & celui que nous avons mené en (A-17) et (A-18)]. Le com-
mutateur de S? avec S est bien siir exactement opposé au précédent, de facon que
S, = Sy, + S5, commute avec S2.

B-1-c. Le changement de base a effectuer

La base (B-1) est, comme nous l'avons vu, constituée des vecteurs propres
communs & 'E.C.0.C. :

{Si S%a Slz7 SQZ} (B-10>
D’autre part, nous venons de démontrer que les quatre observables :
Si, 83, 8%, 5. (B-11)

commutent entre elles. Nous verrons d’ailleurs dans la suite qu’elles forment aussi
un E.C.O.C.

Composer les deux spins S; et Sy consiste a construire le systeme orthonormé
des vecteurs propres commuuns & l’ensemble (B-11). Ce systéme sera différent de (B-
1) puisque S? ne commute pas avec S1, et So,. Nous noterons les vecteurs de cette
nouvelle base |S, M), en sous-entendant les valeurs propres de S? et S3 qui restent
les mémes que précédemment. Les vecteurs |S, M) vérifieront donc les équations :

$31S. M) = SIS, M) = 1|3, M) (B-12a)
S?|S, M) = S(S + 1)h?|S, M) (B-12b)
S.|S, M) = MR|S, M) (B-12¢)

Nous savons que S est un moment cinétique; par conséquent, S ne peut étre
qu’entier ou demi-entier positif, et M varie par sauts d’une unité entre —S et +5.
Le probléme posé est donc de trouver quelles valeurs S et M peuvent effectivement
prendre, et d’exprimer les vecteurs de la base {|S, M)} & partir de ceux de la base
que nous connaissons.

Dans ce § B, nous nous contenterons de résoudre ce probléme par la méthode
élémentaire qui consiste a calculer et a diagonaliser les matrices 4 x 4 représentant
S? et S. dans la base {|e1, 2)}. Dans le § C, tout en nous guidant sur ces résultats,
nous utiliserons une autre méthode, plus élégante, et nous la généraliserons au cas
de deux moments cinétiques quelconques.

B-2. Les valeurs propres de S. et leur degré de dégénérescence

Nous n’avons pas & nous préoccuper des observables S? et S3 : tous les vec-
teurs de l'espace des états en sont vecteurs propres avec la méme valeur propre
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3h%/4, et par conséquent les équations (B-12a) sont automatiquement satisfaites
quels que soient les kets |S, M).

Nous avons noté ci-dessus [formules (B-7) et (B-8)] que S, commute avec
les quatre observables de ’'E.C.O.C. (B-10). Nous devons donc nous attendre a ce
que les vecteurs de la base {|e1, €2)} soient déja vecteurs propres de S,. On vérifie
effectivement, en utilisant (B-2b) et (B-2¢), que :

1
Sz|<€1, €2> = (Slz + SQZ)|81, €2> = 5(81 + 82)h|<€1, 82> (B-l?))
le1, €2) est donc état propre de S, avec la valeur propre :
1
M = 5(61 + 62) (B—14)

Comme €7 et 9 peuvent étre égaux chacun & +1, on en déduit que M peut prendre
les valeurs +1, 0 et —1.

Les valeurs M = 1 et M = —1 ne sont pas dégénérées : il leur correspond
un seul vecteur propre, |+, +) pour la premiére et |—, —) pour la deuxiéme. Par
contre, M = 0 est deux fois dégénérée : deux vecteurs propres orthogonaux lui sont
associés, |+, —) et |—, +); toute combinaison linéaire de ces deux vecteurs est état
propre de S, avec la valeur propre 0.

Ces résultats apparaissent clairement sur la matrice représentant S, dans la
base {|e1, £2)}; si Uon prend les vecteurs de base dans l'ordre indiqué en (B-1), elle
s’écrit en effet :

(S.) = h (B-15)

S O O
o O OO
o O OO
= O O O

B-3. Diagonalisation de S2
11 ne reste donc plus qu’a calculer puis diagonaliser la matrice représentant S?

dans la base {|e1, £2)}. Nous savons & l'avance qu’elle n’est pas diagonale, puisque
S? ne commute pas avec S, et So,.

B-3-a. Calcul de la matrice representative de S?2

Nous allons appliquer S? & chacun des vecteurs de base. Pour cela, nous
utiliserons les formules (B-5) et (B-6) :

S? = S% + Sg + 251,59, + Sl+52_ + Sl_SQ+ (B-16)

Les quatre vecteurs |e1, £2) sont vecteurs propres de S%, S%, S, et Sy, [formules
(B-2)], et laction des opérateurs Sy4 et Soi se déduit des formules (B-7) du Cha-
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pitre IX. On trouve donc :
3 3 1
s%h+>=(iﬁ+1#>wfw+§#Hyﬂ
= 21%+, +) (B-17a)
3 3 1
St ) = (324 302) 1+, o) - el ) 42 )
= h2[|+7 _> + |_7 +>] (B_17b)
3 3 1
2, ) = (30 202 ) -, 4 Ll 1)+ 2, )
= 1[|=, +) + [+, )] (B-17¢)
3 3 1
2 — *hQ *h2 . *hQ— _
-, ) = (3 + 302) 1= ) + 521, )
=2h%—, -) (B-17d)

La matrice représentant S? dans la base des quatre vecteurs |e7, e2) rangés dans
Pordre défini en (B-1) est donc :

2J_ 1
0! 1 10
(s*) =n? | | (B-18)
0, 1 1, 0
S Lol

Remarque:

Les zéros qui figurent dans cette matrice pouvaient étre prévus sans calculs.
En effet, S? commute avec S., et n’a donc d’éléments de matrice non nuls
qu’entre vecteurs propres de S, associés a la méme valeur propre ; d’apres les
résultats du § 2, les seuls éléments non diagonaux de S? qui pouvaient étre
différents de zéro sont ceux qui relient |+, —) & |—, +).

B-3-b. Valeurs et vecteurs propres de S2

La matrice (B-18) se décompose en trois sous-matrices (que nous avons dé-
limitées par des pointillés). Deux d’entre elles sont de dimension 1 : les vecteurs
|+, +) et |—, —) sont vecteurs propres de S?, comme I'indiquent d’ailleurs les éga-
lités (B-17a) et (B-17d); les valeurs propres associées sont toutes deux égales a
2h%.

Reste a diagonaliser la sous-matrice 2 x 2 :

(S%O_jg<ii) (B-19)
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qui représente S? a I'intérieur du sous-espace a deux dimensions engendré par |+, —)
et |—, +) , c’est-a-dire du sous-espace propre de S, correspondant & M = 0. Les
valeurs propres Ah? de la matrice (B-19) s’obtiennent en résolvant ’équation carac-
téristique :

(1-XN2=1=0 (B-20)

Les racines de cette équation sont A = 0 et A = 2, ce qui donne les deux dernieres
valeurs propres de S? : 0 et 272, Un calcul élémentaire donne les vecteurs propres
correspondants :

S
V2
1
V2

(bien entendu, ils ne sont déterminés qu’a un facteur de phase global pres; les
coefficients 1/+/2 assurent leur normalisation).

L’opérateur S? posséde donc deux valeurs propres distinctes : 0 et 2h2. La
premiére est non dégénérée, et il lui correspond le vecteur (B-21b); la deuxiéme
est dégénérée d’ordre 3, et les vecteurs |+, +), |-, —) et (B-21a) forment une base
orthonormée dans le sous-espace propre qui lui est associé.

[[+, =)+ |-, +)] pour la valeur propre 2h* (B-21a)

|+, =) —|—, +)] pour la valeur propre 0 (B-21b)

B-4. Résultats : triplet et singulet

Nous avons ainsi obtenu les valeurs propres de S? et S., et un systeme de
vecteurs propres communs a ces deux observables. Nous allons résumer ces résultats
en les exprimant dans les notations des équations (B-12).

Le nombre quantique S de la formule (B-12b) peut prendre deux valeurs : 0
et 1. La premiére est atteinte pour un seul vecteur, (B-21b), qui est aussi vecteur
propre de S, avec la valeur propre 0, puisque c’est une combinaison linéaire de
|+, —) et |—, +); nous notons donc ce vecteur |0, 0) :

1
V2

A la valeur S = 1 sont associés trois vecteurs qui se différencient par la valeur de
M -

10, 0) = —=[l+, =) = [= +)] (B-22)

1, 1) |ﬂ;7 +)
1,0) = \/5[|+» )+ 1=+ (B-23)
|17 _1> = |_7 _>

On vérifie aisément que les quatre vecteurs |S, M) donnés en (B-22) et (B-23)
forment une base orthonormée. La donnée de S et M suffit & définir un vecteur et
un seul de cette base; on en déduit que S? et S, constituent un E.C.O.C. (on peut
leur ajouter S? et S3, quoique ce ne soit pas nécessaire ici).

Donc, lorsque l’on compose deux spins 1/2 (s1 = s9 = 1/2), le nombre S qui
caractérise les valeurs propres S(S + 1)h? de I'observable S? peut étre égal, soit a
1, soit 4 0. A chacune de ces deuz valeurs de S est associée une famille de (25 +1)
vecteurs orthogonauz (trois pour S = 1, un pour S = 0) correspondant auz (25 +1)
valeurs de M compatibles avec S.
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Remarques:

(1) La famille (B-23) des trois vecteurs |1, M) (M =1, 0, —1) constitue ce
que 'on appelle un t¢riplet d’états ; le vecteur |0, 0) est dit état singulet.

(1) Les états du triplet sont symétriques par rapport a I'échange des deux
spins, I'état singulet antisymétrique : cela signifie que, si 'on remplace
chaque vecteur |1, £2) par le vecteur |eg, 1), les expressions (B-23) res-
tent invariantes, alors que (B-22) est changée en son opposée. Nous verrons
au Chapitre XIV I'importance de cette propriété lorsque les deux parti-
cules dont on compose les spins sont identiques. Elle permet en tout cas de
retrouver immédiatement quelle est la combinaison linéaire de [+, —) et
|—, +) qu’il faut adjoindre & |+, +) et |—, —) (visiblement symétriques)
pour compléter le triplet ; I’état singulet est au contraire la combinaison
linéaire antisymétrique de |4+, —) et |—, +), orthogonale a la précédente.

C. Composition de deux moments cinétiques quelconques.
Méthode générale

C-1. Rappels sur la théorie générale du moment cinétique

Considérons un systeme quelconque, d’espace des états £, et un moment
cinétique J relatif a ce systeme (J peut étre aussi bien un moment cinétique partiel
que le moment cinétique total du systéme). Nous avons montré au Chapitre VI
(§ C-3) que l'on peut toujours construire une base standard {|k, j, m)} constituée
de vecteurs propres communs a J2 et J, :

I2[k, j, m) = j(j + V)R*|k, j, m) (C-1a)
J.\k, j, m) = mhlk, 7, m) (C-1b)

tels que l'action des opérateurs J; et J_ obéisse aux relations :

Jilk, 3, m) = h/j(G+1) —m(m=£1)|k, j, m£1) (C-2)

Désignons par E(k, j) 'espace vectoriel engendré par ’ensemble des vecteurs
de la base standard qui correspondent a des valeurs fixées de k et j; ces vecteurs
sont au nombre de (25+1) et, d’apres (C-1) et (C-2), ils se transforment les uns dans
les autres sous I'action de J2, J,, J, et J_. L’espace des états peut étre considéré
comme une somme directe de sous-espaces E(k, j) orthogonaux deux & deux et
possédant les propriétés suivantes :

(i) E(k, j) est de dimension (25 + 1).
(ii) E(k, j) est globalement invariant sous I'action de J2, J., J+ et, plus géné-

ralement, de toute fonction F'(J); en d’autres termes, ces opérateurs n’ont
d’éléments de matrice non nuls qu’a I'intérieur de chacun des sous-espaces

E(k, 7).
(#3i) A Dintérieur d’un sous-espace &(k, 7), les éléments de matrice d’une fonc-
tion quelconque F'(J) du moment cinétique J sont indépendants de k.
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Remarque:

Comme nous l’avons signalé au § C-3-a du Chapitre VI, on peut donner & l’indice k
une signification physique concréte en choisissant comme base standard le systéme des
vecteurs propres communs & J2, J. et une ou plusieurs observables commutant avec les
trois composantes de J et formant un E.C.O.C. avec J2 et J. Si par exemple :

[4,J]=0 (C-3)
et si ensemble {A, J2, J,} est un E.C.0.C., on impose aux vecteurs |k, j, m) d’étre
vecteurs propres de A :

A‘k7 Js m> = ak,j|k7 J, m> (C_4)

Les relations (C-1), (C-2) et (C-4) déterminent dans ce cas la base standard {|k, j, m)};
chacun des E(k, j) est sous-espace propre de A, l'indice k servant a distinguer entre elles
les diverses valeurs propres ay, ; associées a chaque valeur de j.

C-2. Position du probléeme
C-2-a. Espace des états

Considérons un systeme physique formé par la réunion de deux sous-systémes
(par exemple un systéme de deux particules). Nous affecterons d’indices 1 et 2
respectivement les grandeurs relatives aux deux sous-systemes.

Nous supposons connue, dans 1’espace des états & du sous-systéme (1), une
base standard {|k1, j1, m1)} constituée de vecteurs propres communs & J? et Ji,
ot J; est Popérateur moment cinétique du sous-systéme (1) :

I3 k1, g1, m1) = j1(j1 + V)R |k1, j1, ma) (C-5a)
Jiz|k1, g1, ma) = mihlky, ji, m1) (C-5b)
Jixlki, g1, mi) = h/j1(j1 + 1) — ma(my £ 1)|ky, 1, ma £ 1) (C-5¢)

De méme, lespace des états E; du sous-systeme (2) est rapporté & une base standard
{lk2, ja, ma2)}

J3|ka, jo, ma) = jo(jo + 1)R®|ka, j2, mo) (C-6a)
Joz |k, j2, ma) = mah|ks, j2, ma) (C-6b)
Jox |2, G2, ma) = hn/ja(ja + 1) — ma(ma + 1)|ka, jo, ma £ 1) (C-6¢)

L’espace des états du systéme global est le produit tensoriel de & et & :
E=ER& (C—7)

Nous y connaissons une base, formée par produit tensoriel des bases choisies dans
&1 et &. Nous noterons |k1, k2; j1, J2; m1, ma) les vecteurs de cette base :

|k17 k27 j17 .727 mi, m2> = |k17 j17 m1> ® |k27 j27 m2> (C'S)

Les espaces &1 et & peuvent étre considérés comme des sommes directes de
sous-espaces &1 (k1, j1) et E2(ka, j2) possédant les propriétés rappelées au § C-1 :

&= &k, jr) (C-9a)
®

& = Z Ea(kz, j2) (C-9b)
®
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Par conséquent, £ est somme directe des sous-espaces & (ky, k2; j1, j2) obtenus par
produit tensoriel d’un espace & (k1, j1) et d’'un espace E;(kz, ja) :

E=" &k, ka; j1, j2) (C-10)
@
avec :
E(ku, ks g1, j2) = E1(ka, j1) @ Ea(ka, j2) (C-11)

Le sous-espace &(ki, k2; j1, j2) a pour dimension (2j; + 1)(2j2 + 1); il est glo-
balement invariant sous 'action d’une fonction quelconque de J; et Jo (J1 et Jo
désignent ici les prolongements dans £ des opérateurs de moment cinétique primi-
tivement définis dans & et & respectivement).

C-2-b. Moment cinétique total. Relations de commutation

Le moment cinétique total du systeme considéré est défini par :
J=J,1+Js (C—l?)

ou J; et Jo, prolongements d’opérateurs agissant dans des espaces & et & différents,
commutent. Bien entendu, les composantes de J; d’une part, et de Jo d’autre part,
vérifient les relations de commutation caractéristiques des moments cinétiques. Il
est facile de s’assurer que les composantes de J vérifient également de telles relations
[le calcul est le méme qu’en (B-4)].

Comme J; et Jo commutent séparément avec J7 et J2, il en est de méme de
J; en particulier, J? et J, commutent avec J? et J3 :

[‘]27 J%] = [‘]Zv J%]
[32, 33] = 3%, 3]

0 (C-13a)
0 (C-13b)

D’autre part, Ji, et Jo, commutent évidemment avec J, :
[Jiz, J2] = [J2z, J.] =0 (C-14)

mais pas avec J2. En effet, ce dernier opérateur s’écrit, en fonction de J; et Jo, sous
la forme :

J2=J34+7J5+2J; -2 (C-15)

et, comme en (B-9); Ji. et Jo, ne commutent pas avec Jq - Jo. On peut ici aussi
transformer I'expression de J? en :

J2 =3+ I 4201 o + Jip oo +J1_Jay (C-16)

C-2-c. Le changement de base a effectuer

Un vecteur |k, ko; j1, j2; m1, ma) de la base (C-8) est simultanément état
propre des observables :

J2. 32 J1., Jos (C-17)
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avec les valeurs propres respectives ji(j1 + 1)h%, j2(j2 + 1)A%, m1h, mah. La base
(C-8) est bien adaptée a l'étude des moments cinétiques individuels Jy et Jo des
deux sous-systemes.

D’apres les égalités (C-13), les observables :

J2. I3, 0% T, (C-18)

commutent aussi entre elles. Nous allons construire un systeme orthonormé de vec-
teurs propres communs a ces dernieres observables : cette nouvelle base sera bien
adaptée a l’étude du moment cinétique total du systeme. Notons que cette base sera
distincte de la précédente, puisque J? ne commute pas avec Jy, et Jo. (§ C-2-bs
ci-dessus).

Remarque:

Pour donner une signification concréte aux indices ki et ka2, supposons (c¢f. remarque du
§ C-1) que l'on connaisse dans & un E.C.O0.C. {A4, J%, Ji-} ot A1 commute avec les trois
composantes de J1, et dans & un E.C.0.C. {43, J%, Jaz} ot A2 commute avec les trois
composantes de J2. On peut alors choisir pour base standard {|k1, ji, m1)} le systéme
orthonormé des vecteurs propres communs a Aj, J% et Jiz, et pour {|k2, j2, ma)} celui
des vecteurs propres communs & Asg, J% et Jo,. L’ensemble :

(A, A2; 33, 335 Jiz, J22} (C-19)
constitue alors un E.C.O.C. dans &, dont les vecteurs propres sont les kets (C-8). Comme
I'observable A1 commute séparément avec les composantes de J; et celles de J2, elle

commute également avec J, et en particulier avec J2 et J. ; il en est de méme bien sir de
As. Par conséquent, les observables :

Ay, As, 32,33, 3%, 7, (C-20)
commutent entre elles. Nous verrons qu’elles forment en fait un E.C.O.C.; la nouvelle base
que nous cherchons & déterminer constitue le systeme orthonormé des vecteurs propres de
cet E.C.O.C.

Le sous-espace € (k1, k2; j1, j2) de £ défini en (C-11) est globalement invariant
sous l'action de tout opérateur fonction de J; et Jo, et donc sous 'action de toute
fonction du moment cinétique total J. Il s’ensuit que les observables J2 et J, que
nous voulons diagonaliser n’ont d’éléments de matrice non nuls qu’entre vecteurs
appartenant & un méme sous-espace (k1, k2; j1, j2) ; les matrices (en général infinies)
qui représentent J? et J, dans la base (C-8) sont “diagonales par blocs”, c’est-a-
dire qu’elles se décomposent en une suite de sous-matrices dont chacune correspond
a un sous-espace E(k1, ko; j1, jo) déterminé. Le probléme est donc ramené d un
changement de base a lUintérieur de chacun des sous-espaces E(ki, ka; j1, j2), de
dimension finie (2j; + 1)(2j2 + 1).

De plus, les éléments de matrice dans la base (C-8) d’une fonction quelconque
de J; et J5 sont indépendants de k; et ko ; c’est donc le cas pour ceux de J2 et J,.
Par suite, le probléme de la diagonalisation de J? et J, se présente de facon identique
a Uintérieur de tous les sous-espaces E(k1, ko; j1, jo) correspondant auz mémes va-
leurs de j1 et jo. C’est pour cette raison que I'on parle le plus souvent de composer
les moments cinétiques ji et jo, sans préciser les autres nombres quantiques. Pour
alléger I’écriture, nous supprimerons désormais les indices k1 et ks ; nous noterons
E(j1, j2) le sous-espace E(ky, ka; j1, j2) et |j1, j2; m1, ma) les vecteurs de la base
(C-8) appartenant & ce sous-espace :

E(1, g2) = E(k, k23 1, J2) (C-21a)
L1, J2; ma, ma2) = |k, ka; ji, J2; ma, m2) (C-21b)
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Comme J est un moment cinétique et que £(j1, j2) est globalement invariant sous

I'action d’une fonction quelconque de J, les résultats du Chapitre VI rappelés ci-
dessus (§ C-1) sont applicables; par suite £(j1, j2) est une somme directe de sous-
espaces E(k, J) orthogonaux deux a deux, chacun d’entre eux étant globalement
invariant sous I'action de J2, J., Jy et J_ :

E(r, jo) = Y E(k, J) (C-22)
[S>)

Il s’agit finalement de résoudre le double probleme suivant :

(1) j1 et jo étant donnés, quelles sont les valeurs de J qui apparaissent dans la
formule (C-22), et combien de sous-espaces E(k, J) distincts sont associés
a chacune d’elles ?

(i1) Comment les vecteurs propres de J* et J, appartenant a £(ji, j2) se
développent-ils sur la base {|j1, j2; m1, ma)}?

Le § C-3 fournit la réponse a la premiére de ces deux questions, et le § C-4 a la
deuxieme.

Remarques:

(1) Nous avons présenté J; et Jo comme les moments cinétiques de deux
sous- systémes distincts. En fait, nous savons (§ A-2) qu’on peut avoir
a composer le moment cinétique orbital et le spin d’'une méme particule.
Tous les raisonnements et résultats de ce § C sont applicables a ce cas, &
et & étant simplement remplacés par &, et &s.

(#9) Pour composer plusieurs moments cinétiques, on compose d’abord les
deux premiers, puis le moment cinétique ainsi obtenu avec le troisiéme,
et ainsi de suite jusqu’au dernier.

C-3. Valeurs propres de J? et J,.
C-3-a. Cas particulier de deux spins 1/2

Reprenons tout d’abord le probléme simple que nous avons traité au § B. Les
espaces &1 et & comprennent chacun, dans ce cas, un seul sous-espace invariant, et
Pespace produit tensoriel £ un seul sous-espace €(j1, j2), pour lequel j; = jo = 1/2.

Les résultats rappelés au § C-1 permettent de retrouver tres simplement les va-
leurs du nombre quantique S associé au spin total. En effet, Pespace & = £(1/2, 1/2)
doit étre une somme directe de sous-espaces E(k, S) & (25 + 1) dimensions ; chacun
de ces sous-espaces contient un vecteur propre de S, et un seul correspondant a
chacune des valeurs de M telles que |M| < S. Or nous savons (cf. § B-2) que les
seules valeurs atteintes par M sont 1, —1 et 0, les deux premiéres étant non dégéné-
rées, et la troisieme dégénérée d’ordre 2. On en déduit directement les conclusions
suivantes :

(i) Les valeurs de S supérieures a 1 sont exclues : pour que S = 2, par
exemple, soit possible, il faudrait qu’il existe au moins un vecteur propre
de S, de valeur propre 2h.

(i) S =1 est réalisée (puisque M = 1 lest), et une seule fois : M = 1 n’est
pas dégénérée.
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(#4¢) 1l en est de méme pour S = 0 : le sous-espace caractérisé par S =1 com-
prend un seul vecteur ayant M = 0, et cette valeur de M est doublement
dégénérée dans 'espace £(1/2, 1/2).

L’espace & quatre dimensions £(1/2, 1/2) se décompose donc en un sous-
espace associé & S = 1 (trois dimensions) et un sous-espace associé & S = 0 (une
dimension).

C’est par un raisonnement tout a fait analogue au précédent que nous allons
déterminer les valeurs possibles de J dans le cas général ot j; et jo sont quelconques.

C-3-b. Les valeurs propres de J. et leur degré de dégénérescence

Conformément aux conclusions du § C-2-c¢ ci-dessus, nous nous plagons a
I'intérieur d’un sous-espace €(j1, j2), bien déterminé, de dimension (251 +1)(2j2+1).
Nous supposerons que j; et jo sont numérotés de telle sorte que :

J12>J2 (C-23)
Les vecteurs |j1, jo; m1, ma) sont déja états propres de J, :

J:|1, G2 ma, ma) = (Jiz + Jaz)|j1, j2; ma, ma)
= (m1 + ma)hlj1, j2; m1, ma) (C-24)

et les valeurs propres Mh correspondantes sont telles que :

M =mj +mg (C-25)
Par conséquent, M prend les valeurs suivantes :

Jitgz, Jitje—1, ji+j2—2 ., —(j1+J2) (C-26)

Pour trouver le degré de dégénérescence g;, j,(M) de ces diverses valeurs,
on peut utiliser le procédé géométrique suivant. A chaque vecteur |71, Jo; ma, ma)
on fait correspondre, sur un diagramme a deux dimensions, le point d’abscisse m;
et d’ordonnée mso. Tous ces points sont situés a l'intérieur, ou sur les cotés, du
rectangle dont les sommets ont pour coordonnées (j1, j2), (j1, —j2), (—Jj1, —Jj2) et
(=41, j2); la Figure 1 représente par exemple les 15 points associés aux vecteurs
de base dans le cas ou j1 = 2 et jo = 1 (les valeurs de my et ms sont indiquées a
coté de chaque point). Tous les points situés sur une méme paralléle a la deuxiéme
bissectrice correspondent a la méme valeur de M = mi + ms ; leur nombre est donc
égal a la dégénérescence gj, ;,(M) de cette valeur de M.

Considérons alors les diverses valeurs de M, que nous classerons par ordre
décroissant, et tragons la parallele a la deuxiéme bissectrice définie par chacune
d’elles (Fig. 1) ; M = ji+4jo2 n’est pas dégénérée, car la droite qu’elle caractérise passe
uniquement par le sommet supérieur droit du rectangle, de coordonnées (ji, jo) :

Gjrga(J1 +J2) =1 (C-27)

M = j1+j2—1 est doublement dégénérée, puisque la droite correspondante contient
les points (j1, j2 — 1) et (j1 — 1, j2) :

Gjrg2 (1 +J2—1) =2 (C-28)
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FIGURE 1 — Couples de valeurs (my, ma) possibles pour les kets |j1, ja; m1, ma) ;
on a pris le cas ou j1 = 2 et jo = 1. Les points associés a une valeur donnée de
M = my + mq sont situés sur une droite paralléle a la deuxiéme bissectrice (droites
en traits tiretés).

Le degré de dégénérescence augmente ainsi d’une unité chaque fois qu’on diminue
M d’une unité, et ceci jusqu’a ce qu’on atteigne le sommet inférieur droit du rec-

tangle (m1 = j1, ma = —ja), c’est-a-dire la valeur M = j; — jo ; le nombre de points
sur la droite est alors maximum, et vaut :
Gir 2 (1 — J2) = 2j2 + 1 (C-29)

Lorsque M décroit au-dela de ji —ja, gj, 4, (M) reste d’abord constant et égal & son
maximum tant que la droite associée a M coupe le rectangle dans toute sa largeur,
c’est-a-dire jusqu’a ce qu’elle passe par le sommet supérieur gauche du rectangle

(m1 = —j1, ma = J2) :
gjl,j2(M) =2jo+1 pour — (]1 - ]2) <M< ji—j2 (C—30)

Enfin, pour M inférieur & —(j1 — j2), la droite correspondante ne coupe plus le cté
horizontal supérieur du rectangle, et g;, ;, (M) décroit régulierement d’'une unité

quand M décroit d’une unité, pour atteindre & nouveau 1 lorsque M = —(j1 + j2)
(sommet inférieur gauche du rectangle) ; par conséquent :
gjhjz(_M) = Gj1,52 (M) (0'31)

Ces résultats sont résumés, pour j; = 2 et jo = 1, sur la Figure 2 qui donne gz 1 (M)
en fonction de M.

C-3-c. Les valeurs propres de J2

Remarquons tout d’abord que les valeurs (C-26) de M sont toutes entiéres si
J1 et jo sont tous deux entiers ou tous deux demi-entiers, et toutes demi-entieres
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T 92.1(M)

> M
-3 -2 -1 0 1 2 3

FIGURE 2 — Valeur du degré de dégénérescence g;, j, (M) en fonction de M ; comme
surla Figure 1, on a représenté le cas ot j1 = 2 et jo = 1. Le degré de dégénérescence
Gi1 .o (M) s’obtient simplement en comptant le nombre de points sur une des droites
tiretées de la Figure 1.

si j1 et jo sont I'un entier et 'autre demi-entier. Par conséquent, les valeurs de J
correspondantes vont, elles aussi, étre toutes entieres dans le premier cas et toutes
demi-entieres dans le deuxieme.

La valeur maximale atteinte par M étant j; + ja, aucune des valeurs de
J supérieures & j; + jo n’est réalisée dans £(j1,72), et n'apparait donc dans la
somme directe (C-22). A J = j; + j2 est associé un sous-espace invariant (puisque
M = j1 + j2 existe) et un seul (puisque M = j; + jo n’est pas dégénérée). Dans ce
sous-espace E(J = j1 + jo) figure un vecteur et un seul ayant M = j; + jo — 1; or
cette valeur de M est deux fois dégénérée dans £(ji, j2); done J = j; + jo — 1 est
aussi réalisée, et il lui correspond un seul sous-espace invariant £(J = ji + j2 — 1).

De fagon plus générale, désignons par pj, ;,(J) le nombre de sous-espaces
E(k, J) de E(j1, j2) associés a une valeur donnée de J, c’est-a-dire le nombre de
valeurs différentes de k pour cette valeur de J (j1 et jo étant déja fixés au départ) ;
Dj1.ga(J) €t g4, o (M) sont trés simplement reliés. Considérons en effet une valeur
particuliere de M ; il lui correspond un vecteur et un seul dans chacun des sous-
espaces E(k, J) tels que J > |M|; son degré de dégénérescence gj, ;,(M) dans
E(j1, j2) peut donc s’écrire :

Gjr g2 (M) = pjy 4, (J = |M|) + pjy, 4o (J = |M| + 1)
+ Dy . (J = M| +2)+ ... (C-32)

On en déduit inversement pj, ;,(J) en fonction de gj, ;,(M) :

pjl,jg(‘]) = 951,52 (M = ‘]) — Gj1.52 (M =J+ 1)
= 9j1,j2 (M = _J) — Gj1,52 (M =—J- 1) (0_33)

Les résultats du § C-3-b permettent alors de déterminer immédiatement les va-

leurs du nombre quantique J qui sont effectivement réalisées dans £(j1, j2) et le
nombre de sous-espaces invariants £(k, J) qui leur sont associés. Tout d’abord, on
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a évidemment :
Pjija(J) =0 pour J > ji+ja (C-34)
puisque gj, j, (M) est nul pour |M| > ji+jo2. D’autre part, d’apres (C-27) et (C-28) :

Pirje(J = J1+J2) = g1 (M = j1 + j2) = 1 (C-35a)
Pig(J =01+ —1)=gjpM=5+j—1)—gjp(M=7j+j)=1
(C-35b)
On trouve ainsi de proche en proche toutes les valeurs de pj, j,(J) :
Pirg(J =01+ —2)=1, .., (C-36a)
oy Dirge(J =1 — j2) =1 (C-36b)
et enfin d’apres (C-30) :
Pjiga(J) =0 pour J<ji—jo (C-37)

Donc, pour j; et jo fixés [c’est-a-dire a I'intérieur d’un espace £(ji, jo) déterminé],
les valeurs propres de J? sont telles que? :

J=ji+j2 . ji+je—1 , ji+52—2 .. |j1—j2 (C-38)

A chacune de ces valeurs est associé un seul sous-espace invariant £(J), de sorte que
Iindice k qui figure dans (C-22) est en réalité inutile. Ceci entraine en particulier
que, si Pon se fixe une valeur de J appartenant & I’ensemble (C-38) et une valeur
de M compatible avec la précédente, il leur correspond un vecteur et un seul dans
E(j1, jo) ; en effet, la donnée de J suffit & déterminer le sous-espace £(J), dans lequel
la donnée de M définit un vecteur et un seul. Autrement dit, J? et .J, forment un
E.C.O.C. dans £(j1, ja2).

Remarque:
On peut vérifier que le nombre de couples (J, M) réalisés dans E(j1, jo) est
bien égal a la dimension (2j; + 1)(2j2 + 1) de cet espace. En effet, ce nombre
vaut (si par exemple j; > ja) :
Jitij2
> @r+1) (C-39)
J=j1—J2
Si nous posons :
J=j—ja+i (C-40)

la somme (C-39) se calcule aisément :

J1t7i2 2j2
Yo @I+ =) 201~ g2 +i) +1]
J=j1—j2 =0

=[2(j1 — j2) + 1](2j2 + 1) + 2%

= (2j2 +1)(2j1 + 1) (C-41)

3. Nous avons jusqu’ici supposé j1 > j2, mais il est facile de reprendre le raisonnement dans
le cas contraire j1 < j2 : il suffit d’intervertir les indices 1 et 2.
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C-4. Vecteurs propres communs a J2 et J.

Nous noterons |J, M) les vecteurs propres communs & J? et .J, appartenant
lespace £(j1, j2); en toute rigueur, il conviendrait de rappeler dans cette notation
les valeurs de j1 et jo, mais nous les sous-entendrons, puisqu’elles sont les mémes
que dans les vecteurs (C-21b) dont les |J, M) seront combinaisons linéaires. Bien
entendu, les indices J et M se réferent aux valeurs propres de J2 et J, :

J2|J, M) = J(J + 1)h?|J, M) (C-42a)
J.|J, M) = Mh|J, M) (C-42b)

et les vecteurs |J, M), comme tous ceux de 'espace £(j1, j2), sont vecteurs propres
de J? et J3 avec les valeurs propres ji1(j1 + 1)h? et j2(ja + 1)h? respectivement.

C-4-a. Cas particulier de deux spins 1/2

Nous allons tout d’abord montrer comment 1'utilisation de résultats généraux
concernant les moments cinétiques permet de retrouver simplement, sans diagona-
liser la matrice représentative de S?, I'expression des vecteurs |S, M) établie au
§ B-3. C’est en généralisant cette méthode que nous construirons ensuite (§ 4-b) les
vecteurs |.J, M) dans le cas ol j; et ja sont quelconques.

a.  Le sous-espace E(S = 1)

Le ket |4, +) est, dans Pespace des états & = £(1/2, 1/2), Punique vecteur
propre de S, associé & M = 1. Comme S? et S, commutent et que la valeur M =1
n’est pas dégénérée, |+, +) est forcément aussi vecteur propre de S? (§ D-3-a du
Chapitre IT). D’apres le raisonnement du § C-3-a, la valeur correspondante de S ne
peut étre que 1. Nous pouvons donc choisir la phase du vecteur |[S =1, M = 1) de
fagon que :

|17 1> = |+7 +> (0—43)

Il est ensuite facile de trouver les autres états du triplet. Nous savons en effet,
d’apres la théorie générale du moment cinétique, que :

S_[1,1) = hy/1(1 + 1) — 1(1 — 1)[1, 0)
= h/2[1, 0) (C-44)
Par conséquent :
1
hv/2

Pour calculer explicitement |1, 0) dans la base {|e1,e2)}, il suffit de se rappeler que
la définition (B-3) du spin total S implique :

1, 0) = S_|+, +) (C-45)

S_=51_+4+55_ (C-46)
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On obtient alors :

|17 O> h\[(Sl_ +52 )|+7 +>
= 2 glhl= )+ Bl )
1
=l 9+ 1+ ) (C-47)

On peut enfin appliquer & nouveau S_ a |1, 0), c’est-a-dire (S +S2_) & 'expression
(C-47), ce qui donne :

11, —1) = hfS |1, 0)
:h\f(sl‘+s2 )\}ﬁ[l , )+ )]
- %[m—, =)+ hl—=, =)]
) (C-48)

Bien entendu, ce dernier résultat aurait pu étre obtenu directement par un raison-
nement analogue & celui qui a été appliqué ci-dessus & |+, +). Le calcul précédent
a cependant un léger avantage : il permet de fixer, conformément aux conventions
générales posées au § C-3-a du Chapitre VI, les facteurs de phase qui pourraient
apparaitre dans |1, 0) et |1, —1) & partir de celui qui a été choisi pour |1, 1) en
(C-43).

B.  Létat|S =0, M =0)

L’unique vecteur |S = 0, M = 0) du sous-espace (S = 0) est déterminé & un
facteur prés par la simple condition d’étre orthogonal aux trois vecteurs |1, M) que
nous venons de construire.

En effet, étant orthogonal & |1, 1) = |+, +) et |1, =1) = |—, =), |0, 0) ne
peut étre qu’une combinaison linéaire de |+, —) et |—, +) :
|07 0> = OZ|+, _> +ﬁ|_7 +> (0_49)

qui sera normée si :
(0,00, 0) = |af* +[8]* =1 (C-50)

Ecrivons alors que son produit scalaire par |1, 0) [¢f. (C-47)] est nul :

J5(a+5) =0 (C-51)

Les coefficients « et 8 sont donc opposés, ce qui, compte tenu de (C-50), les fixe &
un facteur de phase pres :

a=—f=——eX (C-52)

1043



CHAPITRE X COMPOSITION DES MOMENTS CINETIQUES

ou x est un nombre réel quelconque. Nous choisirons y = 0, ce qui donne :
1
V2

Nous avons ainsi calculé les quatre vecteurs |\S, M) sans avoir & écrire expli-
citement la matrice représentant S? dans la base {|e1, e2)}.

10, 0) = —=[l+, =) = [= +)] (C-53)

C-4-b. Cas général (j1, et jo quelconques)
Nous avons montré au § C-3-¢ que la décomposition de £(ji, j2) en somme
directe de sous-espaces invariants £(.J) s’écrit :

Er, J2) =EUr1+J2) ®EG1+ 2 — 1) & ... ®E (|71 — Ja|) (C-54)

Nous allons voir maintenant comment on peut déterminer les vecteurs |J, M) qui
engendrent ces sous-espaces.

a.  Le sous-espace E(J = j1 + j2)

Le ket |j1, j2; m1 = j1, ma = jo) est, dans £(j1, j2), I'unique vecteur propre
de J, associé & M = j;+7j2. Comme J? et J, commutent et que la valeur M = j; +jo
n’est pas dégénérée, |j1, j2; mi1 = j1, ma = j2) est forcément aussi vecteur propre
de J2. D’aprés (C-54), la valeur correspondante de J ne peut étre que j; + jo. Nous
pouvons choisir la phase du vecteur

|J =j1+j2 M =ji+j2)
de facon que :
lj1+Jd2 5 J1+J2) = |j1, J2; Ji.j2) (C-55)
A partir de cette formule, I'application répétée de 'opérateur J_ permet de

compléter la famille des vecteurs |J, M) pour lesquels J = ji + jo. Ainsi, d’apres
les formules générales (C-50) du Chapitre VI :

J_ g1+ g2 5 1+ Je) = 2051 +g2) 71+ 2, 1+ j2— 1) (C-56)

On peut donc calculer le vecteur correspondant a J = j1 +jo et M = j1+jo—1en
appliquant J_ = Jy_ + Ja_ au vecteur |j1, jo; j1, Jo) :

1
i1+, i+je—1)= —————=J_|j1+J2, j1+J2)
hin/2(j1 + j2)
1
= (N1 + J2-) 1,72} J1,J2)
hin/2(j1 + j2)
1

= ——————|0\/2j1 |j1,J2; J1 — 1, j2)
hn/2(j1 + j2) [

+ hy/2j2 |j1, g2 5 Giide — 1) ] (C-57)
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c’est-a-dire :

lj1+J2, i+j2—1)= Ulhajl 1, j2)

,]1 _|_ |]17 ]2 ) ]17]2 - 1> (C-58)

Remarquons qu’on obtient bien ainsi une combinaison linéaire des deux vecteurs de
base correspondant & M = j; + jo — 1, et que cette combinaison est directement
normée.

On répéte ensuite le procédé : on construit |j1 + j2, j1 +j2 — 2) en faisant agir
J_ sur les deux membres de (C-58) (pour le second membre, on prend cet opérateur
sous la forme J;_ + Jy_), et ainsi de proche en proche jusqu’a |41 + j2, — (41 + Jj2)),
qu’on trouve égal & |j1, jo; —j1, —J2)-

Nous savons donc calculer les [2(j1 + j2) + 1] premiers vecteurs de la base
{|J, M)}, qui correspondent & J = j1 +jo et M = j1 +ja, j1+j2—1, ... —(J1 + Jo),
et engendrent le sous-espace E(J = j1 + j2) de E(j1, jo2).

B.  Les autres sous-espaces E(J)
Considérons maintenant 1'espace .7 (ji + j2), supplémentaire de £(j; + jz2)
dans £(j1, j2). D’apres (C-54), .7 (j1 + j2) se décompose en :
SGr+72) =G+ —1)DEGL+j2—2) D ... E(|j1 — jal) (C-59)

On peut donc lui appliquer les mémes raisonnements qu’au § « précédent.

Dans .7(j1 + j2), le degré de dégénérescence g}, ; (M) d'une valeur donnée
de M est inférieur d’une unité a g, j, (M), puisque E(j1 + j2) comporte un vecteur
et un seul associé a cette valeur de M :

9 i (M) = gj, jo (M) =1 (C-60)
Cela signifie en particulier que M = j; + jo n’existe plus dans . (j1 + j2), et que
la nouvelle valeur maximale M = j; + jo — 1 n’est pas dégénérée. On en déduit
comme au § « que le vecteur correspondant est forcément proportionnel a |J =
J1+Je—1, M = ji1 + jo — 1). Il est facile de trouver son développement sur la base
{l41, j2; m1, m2)}; en effet, & cause de la valeur de M, il est stirement de la forme :

lj1+je—1, ji+j2—1)=alji, j2; j1, 52— 1)
+B|j17j2 3 j1_17j2> (C_6l>
avec :
lal? + 18> =1 (C-62)

pour assurer sa normalisation. Il doit de plus étre orthogonal a
[71 + j2, j1 + J2 — 1) qui appartient & E(j1 + j2), et dont expression est donnée
n (C-58); les coefficients a et § doivent donc vérifier :

ay | —2— 48,/ —— =0 (C-63)
Ji+J2 Ji+J2
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Les égalités (C-62) et (C-63) déterminent a et 5 & un facteur de phase prés; nous
choisirons « et [ réels, et par exemple « positif ; avec ces conventions :

lj1+j2—1, j1+j2—1>:\/ 1 71, J2 5 J1,J2 — 1)
71+ 92

. J2
J1+j2

1, J2 3 1 — 1, j2) (C-64)

Ce vecteur est le premier d’une nouvelle famille, caractérisée par J = j; + jo — 1.
Comme au § «, on en déduit les autres en appliquant J_ autant de fois qu’il est
nécessaire. On obtient ainsi [2(j; 4+ j2 — 1) + 1] vecteurs |J, M) correspondant &

J=ji+jo—1 et M=ji+jo—1,j1+j2—2,....,—(j1+j2—1),

et engendrant le sous-espace £(J = ji + ja — 1).
Considérons ensuite l'espace .7 (j1 + j2,j1 + j2 — 1), supplémentaire de la
somme directe &(j; + j2) @ E(j1 + jo — 1) dans E(j1, j2) 4

L (r+ig2.i+j2—1)=E01+j2—2) D ... ®E(|J1 — jal) (C-65)

Dans % (j1 + j2 , j1 + j2 — 1), la dégénérescence de chaque valeur de M est encore
diminuée d’une unité par rapport a ce qu’elle était dans .#(j1 + j2). En particulier,
la valeur maximale est maintenant M = j; + jo — 2, et elle n’est pas dégénérée; le
vecteur correspondant de . (j1 + j2 , j1 +j2 — 1) est donc forcément |J = j; + jo —
2 ,M = j1 + jo — 2). Pour le calculer dans la base {|j1,j2 ; m1,ma)}, il suffit de
remarquer que c¢’est une combinaison linéaire des trois vecteurs |ji,j2 ; j1,J2 — 2),
71,92 5 1= 1, g2 — 1), |71,J2 5 J1 — 2,42); les coefficients de cette combinaison
sont fixés a un facteur de phase pres par la triple condition qu’elle soit normée et
orthogonale & |j1 + j2 , j1 +j2 —2) et |j1 +j2 — 1, j1 + j2 — 2) (qui sont déja
connus). Ensuite, 'utilisation de J_ fournit les autres vecteurs de cette troisieme
famille, définissant E(j1 + j2 — 2).

Le procédé peut étre poursuivi sans difficulté jusqu’a ce qu’on ait épuisé toutes
les valeurs de M supérieures ou égales & |j1 — ja| [et par conséquent aussi, d’aprés
(C-31), toutes celles qui sont inférieures ou égales & —|j; — j2|]. On connait alors tous
les vecteurs |J, M) cherchés. Cette méthode est illustrée, dans le Complément Ax,
sur deux exemples particuliers.

C-4-c. Coefficients de Clebsch-Gordan

Dans chaque espace &(j1, j2), les vecteurs propres de J? et J, sont des com-
binaisons linéaires des vecteurs de la base initiale {|j1, j2 ; m1,ma)} :

J1 J2
|J7 M> = Z Z |j17j2 3 m17m2> <j17j2 ) m17m2|J7M> (0'66)

mi=—j1 ma=—j2

Les coefficients (j1,j2 ; m1,mz|J, M) de ces développements sont appelés coeffi-
cients de Clebsch-Gordan.

4. Bien entendu, . (j1 + j2,71 + j2 — 1) n’existe que si j1 + jo — 2 n’est pas inférieur a
l71 — gzl
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Remarque:

En toute rigueur, les vecteurs |j1,j2 ; m1,me) et |J, M) devraient étre notés
respectivement |ky, ka; j1, j2; m1, ma) et |k1, ko; j1,J2; J, M) [les valeurs de
k1 et ko, comme celles de j; et jo, seraient alors les mémes dans les deux
membres des égalités (C-66)]. Cependant, nous ne ferons pas figurer k; et
ko dans les symboles qui représentent les coefficients de Clebsch-Gordan, car
nous savons que ces derniers sont indépendants de ky et ko (§ C-2-¢).

Il n’est pas possible de donner une expression générale des coefficients de
Clebsch-Gordan, mais la méthode exposée au § C-4-b permet de les calculer de
proche en proche pour n’importe quelles valeurs de j; et jo. Pour les applications
pratiques, signalons l'existence de tables numériques de coefficients de Clebsch-
Gordan.

En fait, pour déterminer les coefficients de Clebsch-Gordan de maniére unique,
il faut poser un certain nombre de conventions de phase [nous avons déja signalé
ce fait lorsque nous avons écrit les formules (C-55) et (C-64)] : on prend toujours
les coefficients de Clebsch-Gordan réels; le choix porte alors sur le signe de certains
d’entre eux (évidemment, les signes relatifs des coefficients apparaissant dans le
développement d’un méme vecteur |.J, M) sont fixés; seul peut étre choisi arbitrai-
rement le signe global du développement).

Les résultats du § C-4-b impliquent que (41, j2 ; my,mz|J, M) n’est différent
de zéro que si :

M =my + ma (C-67a)
1 —Jjol < J <1+ g2 (C-67D)

J étant de méme type (entier ou demi-entier) que ji + jo et |j1 — j2|. La condition
(C-67b) est souvent désignée sous le nom de “régle du triangle” : on doit pouvoir
former un triangle avec trois segments de longueurs égales a ji, jo et J.

Les vecteurs |J, M) formant également une base orthonormée de espace
E(j1, j2), les formules inverses de (C-66) s’écrivent :

Ji+i2 J
lj1,J2 5 m1,ma) = Z Z |J, M) (J, M|j1, j2 5 m1,m2) (C-68)
J=j1—g2| M=—J

Comme d’autre part les coefficients de Clebsch-Gordan ont été choisis tous réels,
les produits scalaires apparaissant dans (C-68) sont tels que :

<']7M|j17j2 ) m17m2> = <j17j2 3 m17m2|J7M> (C'69>

Ce sont donc encore les coefficients de Clebsch-Gordan qui permettent d’exprimer
les vecteurs de lancienne base {|j1, j2 ; m1,m2)} en fonction de ceux de la nouvelle
base {(J, M)}.

Les coefficients de Clebsch-Gordan possedent des propriétés intéressantes dont
certaines sont étudiées dans le Complément Bx.

Références et conseils de lecture :

Messiah (1.17), Chap. XIII, § V; Rose (2.19), Chap. IIT; Edmonds (2.21),
Chap. 3 et 6.
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Lien avec la théorie des groupes : Meijer et Bauer (2.18), Chap. 5, § 5 et
App. III de ce chapitre; Bacry (10.31), Chap. 6 ; Wigner (2.23), Chap. 14 et 15.
Harmoniques sphériques vectorielles : Edmonds (2.21), § 5-10; Jackson (7.5),
Chap. 16 ; Berestetskii et al. (2.8), §§ 6 et 7; Akhiezer et Berestetskii (2.14), § 4.
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COMPLEMENTS DU CHAPITRE X

Ax : EXEMPLES DE COMPOSITION DE MO-
MENTS CINETIQUES

Illustration des résultats du Chapitre X, sur les
cas les plus simples non traités en détail dans ce
chapitre : deux moments cinétiques 1, un moment
I entier et un spin 1/2. Facile, recommandé en
tant qu’exercice pour assimiler les méthodes de
composition des moments cinétiques.

Bx : COEFFICIENTS DE CLEBSCH-GORDAN
Cx :COMPOSITION DES HARMONIQUES SPHE-
RIQUES

Ces compléments techniques sont destinés a éta-
blier un certain nombre de résultats mathéma-
tiques utiles; ils peuvent étre considérés comme
des formulaires de référence.

Bx : étude des coefficients de Clebsch-Gordan qui
apparaissent fréquemment en physique dans les
problémes ou interviennent le moment cinétique
et ’invariance par rotation.

Cx : démonstration d’une formule concernant
le produit d’harmoniques sphériques; utile pour
certains compléments et exercices proposés dans
la suite.

Dx : OPERATEURS VECTORIELS : THEOREME DE
WIGNER-ECKART

Ex : MOMENTS MULTIPOLAIRES ELECTRIQUES

Dx, Ex
(observables vectorielles, moments multipolaires)

introduction de notions physiques

jouant un réle important dans de nombreux do-
maines.

Dx : étude des opérateurs vectoriels; démonstra-
tion du théoréme de Wigner-Eckart établissant des
régles de proportionnalité entre les éléments de
matrice de ces opérateurs. Plutot théorique, mais
recommandé car susceptible de nombreuses appli-
cations; peut notamment étayer un cours de phy-
sique atomique (modéle vectoriel, calcul des fac-
teurs de Landé, etc.).

Ex : définition et propriétés des moments mul-
tipolaires électriques d’un systéme classique ou
quantique ; étude de leurs régles de sélection (ces
moments multipolaires sont fréquemment utilisés
en physique atomique ou nucléaire). Difficulté
moyenne.

Fx : EVOLUTION DE DEUX MOMENTS CINE-
TIQUES J; ET J, COUPLES PAR UNE INTERAC-
TION CLJl . J2

Ce complément peut étre considéré comme un
exercice corrigé ou l'on aborde un probléeme a la
base du modele vectoriel de ’atome : ’évolution
temporelle de deux moments cinétiques J1 et Jo
couplés par une interaction en W = aJ; - Jo.
Ce point de vue dynamique complete en quelque
sorte les résultats du Chapitre X concernant les

états propres de W. Assez facile.
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Gx : EXERCICES

Les exercices 7 a 10 sont plus difficiles que les
autres : les exercices 7, 8, 9 sont des prolon-
gements des Compléments Dx et Fx, dont ils
généralisent certains résultats (notion de compo-
sante standard, d’opérateur tensoriel irréductible,
théoréme de Wigner-Eckart) ; I'exercice 10 aborde
le probléeme des différentes facons de coupler trois
moments cinétiques.
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Complément Ay

Exemples de composition de moments cinétiques

1 Compositionde ji=1letjo=1 ... ... .. ...... 1051
l-a  Lesous-espace E(J =2) . . ... ... ... ....... 1051
1-b  Lesousespace E(J=1) . . . ... ... ... ...... 1052
1-c Levecteur [J=0,M=0). ... ... .......... 1053
2 Composition d’un moment cinétique orbital [ entier
etd’unspinl/2 .. ... ... . o 0o 1054
2-a  Lesous-espace E(J =1+4+1/2) . . . ... ... ... ... 1054
2-b  Lesous-espace E(J =1—-1/2) . . ... ... ... .... 1055

Pour illustrer la méthode générale de composition des moments cinétiques
exposée dans le Chapitre X, nous allons 'appliquer ici & deux exemples particuliers.

1. Composition de j; =1let jo =1

Considérons d’abord le cas ou j; = jo = 1. Ce cas se présente par exemple
dans I'étude d’un systeme de deux particules dont les moments cinétiques orbitaux
sont tous deux égaux a 1 : chacune des deux particules se trouvant alors dans un
état p, on dit que 'on a affaire & une “configuration p2”.

L’espace £(1, 1) auquel on s’intéresse est & 3x 3 = 9 dimensions. On y suppose
connue la base constituée des états propres communs a J?, J%, J1., Ja, :

{1, 1; m1, ma)}, avec my, mg=1,0,—1 (1)
et l'on cherche a déterminer la base {|.J, M)} des vecteurs propres communs & J7,
J2, 32 et J,, ot J est le moment cinétique total.

D’apres le § C-3 du Chapitre X, les valeurs possibles du nombre quantique J
sont :

J=21,0. (2)

Nous avons donc a construire trois familles de vecteurs |J, M), comprenant respec-
tivement cing, trois et un vecteurs de la nouvelle base.

1-a. Le sous-espace £(J = 2)

Le ket |J =2, M = 2) s’écrit simplement :
2,2) =115 1,1) 3)
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En lui appliquant J_, on trouve le vecteur |J =2, M = 1) :

2,1) = —J_|2 2)

(J1_+J2 )|1,1; 1,1>

2h
=ﬁ[h\/§|1,1;0,1>+h\/§|1,1; 1,0)
1
— 11 L0V 41,1 0,1 4
Vﬂl )+ )] (4)

On utilise & nouveau J_ pour calculer |J =2, M = 0). On trouve apres un calcul
simple :

\/_
puis :
1
2,-1)=—||1,1; 0,-1)+|1,1; —1,0 6
2,-1) ¢ﬂ| )+ )] (6)
et enfin :
|27_2> = |17 17 _17 _1> (7)
1-b. Le sous-espace £(J = 1)

Passons maintenant au sous-espace £(J = 1). Le vecteur |J =1, M = 1) est
forcément combinaison linéaire des deux kets de base [1,1; 1,0) et [1,1; 0,1) (les
seuls qui aient M =1) :

I1,1) =f1,1; 1,0) + B]1,1; 0,1) (8)
avec
la]* + |8 =1 9)

Pour qu’il soit orthogonal au vecteur |2, 1), il faut [¢f. (4)] que :
a+p8=0 (10)

On choisit a et 3 réels, et on prend par convention « positif ! ; dans ces conditions :

|171> = Hl?l ; 170> - |171 5 071>] (11)

1
V2
L’application de J_ permet ici aussi d’en déduire [1,0) et |1, —1). On trouve facile-
ment, par la méme technique que plus haut :

|1,0> = % [|1,1 ; 1,—1> — |1,1 ; —1,1)] (12)
1,-1) = %Hl,l L0, —1)— [1,1; —1,0)] (13)

1. De maniere générale, on convient toujours de choisir réelle et positive, la composante du
ket |J, J) sur le ket |j1, jo ; m1 = j1, ma2 = J — j1) (¢f. Complément Bx, § 2).
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11 est intéressant de noter que le développement (12) ne comporte pas le vecteur
[1,1; 0,0), qui a pourtant lui aussi M = 0; il se trouve que le coefficient de
Clebsch-Gordan correspondant est nul :

(1,1 0,0/1,0)=0 (14)

1-c. Le vecteur |J =0, M =0)

Il nous reste & calculer le dernier vecteur de la base {|J, M)}, associé a J =
M = 0. Ce vecteur est une combinaison linéaire des trois kets de base ayant M =0 :

10,0) = alt, 15 1,—1) +b|1,1; 0,0) +¢[1,1; —1,1) (15)
avec :
lal? + [b]* + [c]* =1 (16)

11 doit de plus étre orthogonal a |2, 0) [formule (5)] et |1, 0) [formule (12)], ce qui
donne les deux conditions :

a+2b+c=0 (17a)
a—c=0 (17b)

Ces relations impliquent :
a=-b=c (18)

On prend encore a, b et ¢ réels, et on convient de choisir a positif (voir note 1) ; on
obtient alors a partir de (16) et (18) :

b
V3

Ceci achéve la construction de la base {|J, M)} dans le cas j; = jo = 1.

|070> = [|171 5 17_1> - |171 ; 070> + |171 5 _171>] (19)

Remarque:

Si le probléme physique étudié est celui d’une configuration p? d’un systéme
de deux particules, les fonctions d’onde représentant les états de la base
initiale sont de la forme :

(r1, r2|1,1; mq, ma) = Rg, 1(71) Riy, 1 (12) Y7 (01, 01)Y7"2(02, 02)  (20)

ot r1(r1, 01, 1) et ra(ra, B2, p2) repérent les positions des deux particules.
Comme les fonctions radiales sont indépendantes des nombres quantiques m;
et mo, les combinaisons linéaires donnant les fonctions d’onde associées aux
kets |J, M) portent seulement sur la dépendance angulaire. Par exemple, la
formule (19) s’écrit en représentation {|ry, ra)} :

1 _
(ri, r2/0, 0) = Rkl,l(ﬁ)sz,l(T2)7§ (Y761, 1)Y; " (62, ¢2)

=Y (61,01)Y (02, 02) + Yy (01, 01)Y7 (B2, 2)] (21)
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2. Composition d’'un moment cinétique orbital [ entier et d’un spin 1/2

Supposons maintenant que l'on ait & composer un moment cinétique orbital
(j1 = | entier) et un spin 1/2 (j, = 1/2). Ce probléme se rencontre par exemple
chaque fois que 'on veut étudier le moment cinétique total d’une particule de spin
1/2 telle que électron.

L’espace £(I,1/2) que nous considérons ici est de dimension 2(2! + 1). Nous
y connaissons la base 2

{Jl,1/2; m,e)} avec m=1,1—-1, .., et e==% (22)

formée d’états propres des observables L2, 82, L, et S., ou L et S sont le moment
cinétique orbital et le spin étudiés. Nous voulons construire les vecteurs propres
|J, M) de J? et J,, J étant le moment cinétique total du systéme :

J=L+S (23)

Remarquons tout d’abord que, si [ est nul, la solution du probléme est évi-
dente : on vérifie facilement dans ce cas que les vecteurs |0, 1/2; 0, €) sont directe-
ment vecteurs propres de J2 et J, avec des valeurs propres telles que J = 1/2 et
M = &/2. Par contre, si [ n’est pas nul, il y aura deux valeurs possibles pour J :

1 1
J=1+ = l—- 24
+t5 5 (24)
2-a. Le sous-espace E(J =1+ 1/2)

Les (214 2) vecteurs |J, M) engendrant le sous-espace £(J = [+ 1/2) peuvent
étre obtenus par la méthode générale du Chapitre X. On a tout d’abord :

1 1 1
’l+§7l+§>—’l7§7l, +> (25)
Par action® de J_, on obtient |l + 5,1 — %) :

’z+1z 1>1J ‘l+ll+1>
2" 2/ m2I+1 2" 2

1
(L4 S L i L

i)
1,+>+h
1

1
B h\/2l +1

1
la_;l7_
h\/2l [ 2 >}
—1/—ll~l—1+>+7ll'l—> (26)
- 2l+1 727 ) /—2l+1 7277

2. Si l'on voulait se conformer strictement aux notations du Chapitre X, il faudrait faire
figurer +1/2, et non ¢, dans les kets de base; mais nous avons convenu, aux Chapitres IV et IX,
de désigner par |+) et |—) les vecteurs propres de S, dans I’espace des états de spin.

3. Pour trouver facilement les coefficients numériques qui apparaissent dans les formules
suivantes, on peut utiliser 'égalité : j(j +1) —m(m —1) = (j + m)(j —m + 1).
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Appliquons une nouvelle fois J_. Un calcul analogue donne :

1
1L§J—Z+>
Loy, —ﬂ (27)

+V2 1
De fagon plus générale, le vecteur |I+1/2, M) sera une combinaison linéaire des deux
seuls vecteurs de base associés a M : |, 1/2; M —1/2, +) et |I, 1/2; M 4+ 1/2, =)
(bien entendu, M est demi-entier). En comparant les formules (25), (26) et (27), on
peut penser que cette combinaison linéaire doit étre la suivante :

l+ll—§>— ! [m—
2’ 2/ V2l+1

1 1 11 1
I+, MYy=——— [\I+ M+, 5; M-, +
‘ 2 > V2041 2|72 2 >
1| 1 1
1—M+§L§Jw+?—ﬂ (28)
avec :

1 1 3 1 1

M_l+§,l—§,l—§,~«4+§,—O+§> (29)

Un raisonnement par récurrence permet effectivement de le montrer. En effet, 'ap-
plication de J_ aux deux membres de (28) donne :

‘l+1M ! J_’H—;,M>
) (- M)

9 _1>:

2 B+ M+ 1
1 1

UM+ 1) (- M+)V”H

X |\ Jl4+ M+ = h¢l+M—— G—M+§NL%MW—;+>

1 1
I+ M + 4L~M——>

2’ 2’

1 1 1 1 1
+\/l—M+§h\/(l+M+§)<l M+2>’l §,M—§,—>]
1 / 1 1 3
3 1 1
- M l M- =, —
Ty +2W? 2’>

On obtient bien la méme expression qu'en (28), M étant changé en M — 1.

i

(30)

2-b. Le sous-espace £(J =1—1/2)

Cherchons maintenant Pexpression des 2l vecteurs |J, M) associés & J =
I —1/2. Celui d’entre eux qui correspond & la valeur maximale [ — 1/2 de M est
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une combinaison linéaire normée de [1,1/2 ; I —1,4) et |I[,1/2 ; I,—), et il doit
étre orthogonal & |l +1/2,1 — 1/2) [formule (26)]. En choisissant le coefficient de
[1,1/2; 1, —) réel et positif (¢f. note 1), on trouve facilement :

1 1 1 1
==y = —— V21,25 1= ) —
' 2 2> \/2z+1{ 2 >

L’opérateur J_ permet d’en déduire successivement tous les autres vecteurs de la
famille caractérisée par J = [ — 1/2. Comme il existe seulement deux vecteurs de
base ayant une valeur donnée de M et que |l —1/2, M) est orthogonal & |I4+1/2, M),
on s’attend d’aprés (28) & trouver :

l,% - 1,+>] (31)

1 1 1] 1 1
l— -, MYy = ———— ./z+M+z,;M+,—>
' 2 > V241 2' 2 2
1] 1 1
—\JI=M4+ |, =3 M- 2
\/ +2’,2, 2,+> (32)
pour :
1 3 3 1
M=l-5 , l=5 , .-l+3 ,—(1—5) (33)

Cette formule peut ici aussi étre démontrée par récurrence, le raisonnement étant
analogue a celui du § 2-a ci-dessus.

Remarques:

(i) Les états |I, 1/2; m, ) d’une particule de spin 1/2 peuvent étre représen-
tés par des spineurs a deux composantes de la forme :

1 30m ] 0 = Riat) 77 000 (342)
13m0 = Ry v 0.0 (310)

Les calculs précédents montrent alors que les spineurs associés aux états
|J, M) s’écrivent :

Ji+ M2 yME,
g = sty [ V2 O )
_Ji— M+ Ly,
[wz-w} (r) = ;Rk,l(r) talf 0 (35b)
v

V2041
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(i4) Dans le cas particulier [ = 1, les formules (25), (28), (31) et (32) donnent :

33\ _
222/

NIW NIW ol w
|
N —
\/
I

N | —
\/
Il
|H
w Wl N

1
175 5 _1a_> (368‘)

et :

- 0, _> - \/2’1 % 1, +> (36b)

Références et conseils de lecture :

Composition d’'un moment cinétique [ et d’'un moment cinétique S = 1 : voir
“harmoniques sphériques vectorielles” dans les références du Chapitre X.
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® COEFFICIENTS DE CLEBSCH-GORDAN

Complément By

Coefficients de Clebsch-Gordan

1 Propriétés générales des coefficients de Clebsch-Gordan1060

1-a Reégles de selection . . . . . ... ... ... ... 1060
1-b Relations d’orthogonalité . . . . .. .. ... ... ... 1061
1-c Relations de récurrence . . . . . .. .. ... 1062
2 Conventions de phase. Réalité des coefficients de Clebsch-
Gordan . . . . . . v h i e e e e e e e e e e 1062
2-a Coefficients (j1,j2 ; m1,mz|J,J); phase du ket |J,J) . 1063
2-b Autres coefficients de Clebsch-Gordan . . . . . . . . .. 1063
3 Quelques relations utiles . . . . .. ... ... ... ... 1064
3-a Signe de quelques coefficients . . . . . . ... ... ... 1064
3-b Changement de l'ordre de ji et jo . . . . . . . ... .. 1065
3-c Changement de signe de M, mi et ma . . . . . . .. .. 1065
3-d  Coefficients (j,7 ; m,—m|0,0) . . ... ... ... ... 1065

Les coefficients de Clebsch-Gordan ont été introduits au Chapitre X [cf. re-
lation (C-66)] : ce sont les coefficients (j1, j2 ; m1, ma|J, M) qui interviennent dans
le développement du ket |J, M) sur la base {|j1, j2 ; m1,m2)} :

J1 J2
|J, M) = Z Z (J1,d2 5 ma,malJ, M) [j1, j2 3 ma,m2) (1)

mi1=—j1 ma=—j2

Nous allons, dans ce complément, établir quelques propriétés intéressantes des co-
efficients de Clebsch-Gordan, dont certaines ont été simplement énoncées au Cha-
pitre X.

On peut remarquer que, pour définir complétement les (ji, j2 ; my, mal|J, M),
la relation (1) n’est pas suffisante : le vecteur normé |.J, M) n’est en effet fixé a priori
qu’a un facteur de phase prés par la donnée des valeurs propres J(J + 1)h? et Mh
correspondantes, et il faut choisir une convention de phase pour achever de le définir.
Dans le Chapitre X, nous avons utilisé 'action des opérateurs Jy et J_ pour fixer
la phase relative des (2J 4+ 1) kets |J, M) associés & une méme valeur de .J. Dans
ce complément, nous compléterons ce choix de phase en adoptant une convention
pour celle des kets |J, J); ceci nous permettra en particulier de montrer que tous
les coeflicients de Clebsch-Gordan sont alors réels.

Avant toutefois d’aborder, au § 2, le probléeme du choix de la phase des
(J1, J2; m1, me|J, M), nous allons étudier au § 1 certaines de leurs propriétés, qui
sont parmi les plus utiles en mécanique quantique, et ne dépendent pas de cette
convention de phase ; enfin, le § 3 regroupe des relations diverses qui nous serviront
dans d’autres compléments.
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1. Propriétés générales des coefficients de Clebsch-Gordan

1-a. Reégles de selection

Deux importantes regles de sélection, qui découlent immédiatement des résul-
tats du Chapitre X sur la composition des moments cinétiques, ont déja été données
dans ce chapitre [¢f. relations (C-67a) et (C-67b)]. Nous nous contenterons de les
rappeler ici : le coefficient de Clebsch-Gordan (j1, j2 ; m1, mz|J, M) est nécessaire-
ment nul si les deux conditions suivantes ne sont pas simultanément réalisées :

M:m1+m2 (2)

71— g2l < J < ji+ 2 (3a)

L’inégalité (3a) est souvent appelée “régle de sélection du triangle”, car elle exprime
que 'on peut former un triangle avec trois segments de longueur ji, jo et J (cf.
Fig. 1). Ces trois nombres y jouent donc un role symétrique, et (3a) peut également
s’écrire sous la forme :

|J =gl <j2<J+ 5 (3b)

ou encore :
|J —g2|l <j1 < J+j2 (3¢c)
FIGURE I - La regle de sélection

du triangle indique que le coefficient

J i (J1, g2; m1, mo|J, M) ne peut étre diffé-
2 rent de zéro que s’il est possible de for-
mer un triangle avec trois segments de
longueurs ji, jo, J.
J1

D’autre part, les propriétés générales du moment cinétique entrainent que le
ket |J, M), et donc le coefficient (j1,j2 ; m1, ma|J, M), n’existent que si M prend
I'une des valeurs :

M=J,J-1,J-2,..,—-J (4a)
De méme, il est nécessaire que :

miy=Jji, —1,,.,=0 (4b)

mo = j2 ) j2 -1 PEEIRERS) _j2 (4C>

Dans le cas contraire, les coefficients de Clebsch-Gordan ne sont pas définis. Ce-
pendant, pour la suite, il nous sera commode de considérer qu’ils existent quels que
soient mq, mo et M, mais qu’ils sont nuls si 'une au moins des conditions (4) n’est
pas réalisée ; ces dernieres apparaissent alors comme de nouvelles regles de sélection
sur les coefficients de Clebsch-Gordan.
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1-b. Relations d’orthogonalité
En insérant la relation de fermeture !

J J2
S0 gz i mayma) (i da ;o ma,ma| =1 (5)

mi=—j1 ma=—/j2
dans la relation d’orthogonalité des kets |J, M) :
<J7M|‘]/7M/>:5JJ’5JVIM’ (6)

on obtient :

Z Z (J, M|j1,j2 5 mi,ma) (j1, g2 5 mi,ma|lJ', M) = 8,5 0mm (Ta)

mi=—ji ma=—j

Nous verrons plus loin [¢f. relation (18b)] que les coefficients de Clebsch-Gordan
sont réels, ce qui permet d’écrire cette égalité sous la forme :

J1 J2
S0> 0 Gz s mamal, M) (1, g2 s ma,malJ, M) = 6,500 (TH)

mi1=—7j1 Ma2=—j2

A

Nous obtenons ainsi une premiere “relation d’orthogonalité” entre les coefficients
de Clebsch-Gordan. On peut d’ailleurs noter que la sommation qui y figure porte,
en fait, sur un seul indice ; en effet, pour que les coefficients du premier membre ne
soient pas nuls, my et mo doivent nécessairement étre reliés par 1’égalité (2).

De méme, insérons la relation de fermeture :

J1+J2

> Z |J, M) (J, M| =1 (8)

J=|j1—j2| M=—J
dans la relation d’orthogonalité des kets |41, j2 ; m1,m2); il vient :
Ji+jz2 J
Z Z <j17j2 3 m17m2|’]7 M> <J7M|j17j2 3 m/lvm/2> = §m1m’16m2m'2 (93)
J=j1—jo| M=—J
c’est-a-dire, compte tenu de la relation (18b) ci-dessous :
Ji+j2 J
Z Z (J1,d2 5 mu,malJ, M) (j1, g2 5 my, ma|J, M) = 0nym) Omomy, (9D)

J=lj1—ja| M=—J

Cette fois encore, la sommation porte en fait sur un seul indice, car on doit avoir
M = mi 4+ ms, de sorte que la sommation sur M se réduit a un seul terme.

1. Cette relation de fermeture est valable pour un sous-espace &(k1, k2 ; j1, j2) donné (cf.
Chap. X, § C-2).
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1-c. Relations de récurrence

Dans ce paragraphe, nous allons utiliser le fait que les kets |j1,j2 ; m1, ma)
forment une base standard, ce qui entraine

Jitlji,go 3 ma,ma) = hy/j1(j1 + 1) — ma(ma £ 1)|j1, j2 3 ma £ 1, mo)

Jos|j1, o 5 ma,ma) = hy/ja(jo + 1) — ma(ma £ 1)|j1, 2 ; m1,ma £ 1) (10)

De méme, les kets |J, M) satisfont par construction & :

JelJ, M) =h/J(J+1) = M(M £+ 1)|J, M £1) (11)

Appliquons donc lopérateur J_ a Pégalité (1); comme J_ = Ji_ + Jo_, on obtient
(siM>—J):

VI +1) = MM —1)|J,M —1) = Z Z (j1, J2 5 my, mb|J, M)

1:_31 m2 —J2

[yt 0 = = D) s = 1,

+ a2 + 1) = mi(my = 1) [ja, o 5 il my — 1)

(12)
Multiplions cette égalité par le bra (j1,jo ; m1,mal; il vient alors :
VI +1) = M(M = 1) (jr, j2 5 m1,ma|J, M — 1)
= VG + 1) = ma(my +1) (i, g2 5 ma +1,ma|J, M)
+Vj2(j2 + 1) — ma(ma + 1) (j1, j2 5 ma, ma + 1|J, M) (13)

Si la valeur de M est égale a —J, on a J_|J,—J) = 0, et 'égalité (13) reste
valable si I'on utilise la convention, donnée au § 1-b précédent, suivant laquelle
(J1,792 3 m1+ 1,me|J, M) est nul si |M| > J.

De fagon analogue, I'application de 'opérateur J; = Jy + Joy a I'égalité (1)
conduit a :

VI +1) = M(M +1) (j1, j2 5 m1,meo|J, M +1)
=i +1) —mi(my — 1) (ji, j2 ; m1 — 1, malJ, M)
+ V2 (j2 + 1) — ma(ma — 1) (j1, j2 5 ma,m2 — 1|J, M) (14)

(le premier membre de cette relation étant nul si M = J); (13) et (14) sont des
relations de récurrence entre les coefficients de Clebsch-Gordan.

2. Conventions de phase. Réalité des coefficients de Clebsch-Gordan

Comme nous I’avons vu plus haut, les relations (12) fixent les phases relatives
des kets |J, M) associés & une méme valeur de J; pour compléter la définition des
coefficients de Clebsch-Gordan qui interviennent dans (1), il suffit donc de choisir
la phase des divers kets |J, J). Dans ce but, commengons par étudier quelques
propriétés des coefficients (j1,j2 ; m1, malJ, J).
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Coefficients (j1,j2 ; mi1,ms|J, J); phase du ket |J, J)

Dans le coefficient (ji,j2 ; mi, ma — 1]J,J), la valeur maximale de m1 est m1 = ji;
d’apres la régle de sélection (2), mo vaut alors J — j1 [dont le module est bien inférieur & jo
d’aprés (3b)]. Lorsque mq décroit par sauts d’une unité a partir de cette valeur maximale
j1, ma croit, jusqu’a sa valeur maximale mg = ja [m1 vaut alors J — j2 qui, en module, est
bien inférieur & j1 d’aprés (3c)]. A priori, il peut donc exister (j1 + j2 — J + 1) coefficients
de Clebsch-Gordan (j1,j2 ; m1,mz2|J,J) non nuls; nous allons montrer qu’effectivement
aucun d’entre eux n’est jamais nul.

Faisons en effet M = J dans (14); il vient :

J2(j2 + 1) —ma(ma — 1)
Jji(j1 +1) —ma(my — 1)

(41,72 5 mi,ma —1]J,J)

(J1,72 ; m1 — 1, malJ, J) = —\/
(15)

Le radical du second membre de cette égalité n’est jamais nul, ni infini, tant que les
coefficients de Clebsch-Gordan qui y figurent satisfont aux régles (4b) et (4c). La re-
lation (15) montre donc que, si (ji,j2 ; j1,J — j1|J,J) était égal & zéro, le coefficient
(J1,92 3 j1 —1,J — j1 + 1]J, J) le serait aussi, de méme que de proche en proche tous les
coefficients (j1,72 ; mi,J —mai|J,J). Or ceci est impossible, puisque le ket |J, J), qui
est normé, ne peut étre nul. Donc, tous les coefficients (ji,j2 ; m1,J —mq|J,J) (avec

j1 > m1 > J — jo sont différents de zéro.

En particulier, le coefficient (j1,j2 ; j1,J — ji|J, J), ot my prend sa valeur

maximale, n’est pas nul. Pour fixer la phase du ket |J, J), nous imposerons a ce
coefficient de satisfaire a la condition :

(1,792 5 71, J — 71l J) réel et positif (16)

La relation (15) entraine alors par récurrence que tous les coefficients de Clebsch-
Gordan (j1,j2 ; m1,J —mq|J, J) sont réels, leur signe étant (—1)71=m1,

2-b.

Remarque:

La convention de phase que nous avons prise pour le ket |J, J) fait jouer un
role dissymétrique aux deux moments cinétiques J; et Jo. Elle dépend en
fait de l'ordre dans lequel sont rangés les nombres quantiques j; et jo dans
les coefficients de Clebsch-Gordan : si 'on permute j; et jo, la phase du ket
|.J, J) sera fixée par la condition :

<j2,j1 3 jg, J —j2|J, J> réel et pOSitif (17)

qui n’est a priori pas équivalente & (16) [les phases des kets |J,.J) définis
par (16) et (17) peuvent étre différentes|. Nous reviendrons sur ce point au

§ 3-b.

Autres coefficients de Clebsch-Gordan

Larelation (13) permet d’exprimer, en fonction des (j1, j2 ; m1, ma|J, J), tous

les coefficients (j1, j2 ; m1, me|J, J — 1), puis les coefficients (j1, j2 ; my,ma|J, J — 2),
etc. Cette relation, ot n’intervient aucun nombre imaginaire, entraine que tous les
coefficients de Clebsch-Gordan sont réels :

<j17j2 ) m17m2|']7M>* = <j17j2 3 m17m2|J7M> (188“)

1063



COMPLEMENT Bx @

ce qui peut encore s’écrire :
<j17j2 3 m17m2|J7M>:<J>M|j17j2 ) m17m2> (18b)

En revanche, le signe des (j1, j2 ; m1, ma|J, M) n’obéit & aucune régle simple
pour M # J.

3. Quelques relations utiles

Dans cette partie, nous donnons quelques relations utiles, qui complétent celles du
§ 1. Pour les établir, nous commencerons par étudier le signe d’un certain nombre
de coefficients de Clebsch-Gordan particuliers.

3-a. Signe de quelques coefficients

Q. Coefficients (j1,72 ; m1,mal|j1 + jo, M)

La convention (16) impose au coefficient (j1, j2 ; J1,j2|j1 + Jo, j1 + j2) d’étre réel et
positif ; il vaut d’ailleurs 1 (¢f. Chap. X, § C-4-b-«). En faisant M = J = ji + j2 dans (13),
on voit alors que les coefficients (ji, j2 ; m1, ma|j1 + j2,j1 + j2 — 1) sont positifs ; par ré-
currence, on établit ensuite aisément que :

(J1, 42 5 ma,malji + j2, M) >0 (19)

B. Coefficients ot m1 a sa valeur mazimale

Considérons le coefficient (j1,72 ; m1, mz|J, M). A priori, la valeur maximale de m;
est m1 = j1; cependant, on a alors ma = M — j1, ce qui n’est possible, d’apres (4¢), que
si M — j1 > —ja, c’est-a-dire :

M > ji — jo (20)

Si au contraire :

M < ji—js (21)
la valeur maximale de m1 correspond a la valeur minimale de ma(ma = —j2), et vaut donc
mi1 = M + jo.

Montrons que tous les coefficients de Clebsch-Gordan pour lesquels m; a sa valeur
maximale sont non nuls et positifs. Pour cela, faisons mi = j1 dans (13); il vient :

\/J(J+1) _M(M_ 1) <j17j2 5 j17m2‘J7M_ 1>

=Vj2(j2 + 1) —ma(ma + 1) (j1, j2 ; j1,m2 + 1|J, M) (22)

Compte tenu de cette égalité, un raisonnement par récurrence a partir de la relation (16)
montre que tous les coefficients (j1, jo; ji, M — j1|J, M) sont positifs [et non nuls si M
satisfait (20)]. De fagon analogue, en faisant mo = —jo dans (14), on établirait que tous
les (ji1, jo; M + ja2, —j2|J, M) sont positifs [si M satisfait (21)].
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- Coeﬁcients <j17j2 3 m17m2|J7 J> et <j17j2 3 m17m2|’]7_J>

Nous avons vu au § 2-a que le signe de (j1,j2 ; mi,ma|J, J) est (—1)72~™!. En
particulier :

le signe de (j1,72 ; J — jo,j2|J, J) est (—1)j1+j27] (23)

Pour connaitre le signe de (ji,j2 ; mi,mz|J,—J), on peut faire M = —J
dans (13), dont le premier membre s’annule alors; on voit donc que le signe du coeffi-
cient (ji1,j2 ; mi,ma|J, —J) change chaque fois que mi (ou mo) varie de +1. Comme,
d’apres le § 8 précédent, le coefficient (j1,72 ; j2 — J, —j2|J, —J) est positif, il s’ensuit que
le signe de (j1,j2 ; m1,ma|J, —J) est (—=1)™2192 et qu’en particulier :

le signe de (j1,72 ;—j1,—J + ji|J, —J) est (—1)j1+j27] (24)

3-b. Changement de I'ordre de j; et j

Avec les conventions que nous avons prises, la phase du ket |J, J) dépend de 'ordre
dans lequel sont rangés les deux moments cinétiques j; et j2 dans les coefficients de Clebsch-
Gordan (cf. remarque du § 2-a). S’ils sont pris dans l'ordre ji, j2, la composante de
|J, J) sur |ji,j2 ; j1,J — j1) est positive, ce qui entraine que celle sur |ji,j2 ;J — j2,j2)
a pour signe (—1)717277 comme I'indique (23). Par contre, si ’on choisit Pordre ja, j1,
I’égalité (17) montre que cette derniére composante est positive. Donc, si 'on intervertit
41 et j2, le ket |.J, J) est multiplié par (—1)7272=/ 1] en est de méme des kets |J, M), qui
sont construits & partir de |J, J) par action de J_, d’une fagon ot l'ordre de ji1 et j2 ne
joue aucun role. Pour finir, 'interversion de ji et j2 conduit a I’égalité :

<j27j1 5 m27m1“]7 M> = (_1)j1+j27j <j17j2 5 m17m2|J7 M> (25)

3-c. Changement de signe de M, m; et mg

Dans le Chapitre X et dans ce complément, nous avons construit tous les kets |J, M)
(et donc les coefficients de Clebsch-Gordan) a partir des kets |J, J), en leur appliquant
Popérateur J_. On peut prendre un point de vue opposé, et partir des kets |J, —J) sur
lesquels on fait agir 'opérateur J. Les raisonnements auxquels on est alors conduit sont
exactement les mémes, et on trouve pour les kets |J, —M) les mémes coefficients de dé-
veloppement sur les kets |ji1, j2; —mi1, —m2) que ceux de |J, M) sur les |j1, j2; m1, ma).
Les seules différences qui peuvent apparaitre sont liées aux conventions de phase pour
les kets |J, M), puisque analogue de (16) est alors que (ji, j2; —j1, —J + j1|J, —J) soit
réel et positif. Or, d’apres (24), le signe de ce coefficient est en réalité (—1)71772=7, Par
conséquent :
(15 G2 5 —ma, —ma|J, =M) = (=1)"" 277 (1, ja 5 ma, mo|J, M) (26)
En particulier, si Uon fait m1 = ma = 0, on voit que le coefficient (j1, j2; 0,0|J,0) est nul
lorsque j1 + j2 — J est un nombre impair.

3-d. Coefficients (j,j ; m,—m]| 0,0)

D’apres (3a), J ne peut étre nul que si j1 et j2 sont égaux. Portons donc les valeurs
ji=jJe=j,mi=m,mo=—m—1et J=M =0 dans (13); il vient :

<]7] ; m+1, _(m+ 1)‘070> = - <.77] 5 m7_m|07 0> (27)
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Tous les coefficients (j,j ; m,—m]0,0) sont donc égaux en module; leur signe change
chaque fois que m varie de un et, comme (j,j ; j,—7]0,0) est positif, il est donné par
(=1)?7™. Compte tenu de la relation d’orthogonalité (7b) qui indique que :

J

> God s m,—m|0,0)* =1 (28)
m=—j
il vient :
_1)y—m
G s m,—mlo,0) = E (20)
V25 +1

Références et conseils de lecture :

Messiah (1.17), app. C; Rose (2.19), Chap. IIT et App. I; Edmonds (2.21), Chap. 3;
Sobel'man (11.12), Chap. 4, § 13.

Tables de coefficients de Clebsch Gordan : Condon et Shortley (11.13), Chap. III,
§ 14; Bacry (10.34), App. C.

Tables de coefficients 3j et 6j : Edmonds (2.21), Table 2; Rotenberg et al. (10.48).
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Complément Cx

Composition des harmoniques sphériques

1 Fonctions & (Q1; Q) . . . o o oo oL oo 1067
2 Fonctions F;"(Q2) . . . .. ... oo 1068
3 Décomposition d’un produit d’harmoniques sphériques

intégrale d’un produit de trois harmoniques sphériques1070

Dans ce complément, nous utilisons les propriétés des coefficients de Clebsch-
Gordan pour établir des égalités qui nous seront utiles par la suite, notamment
dans les Compléments Ex et Axyyr : les relations de composition des harmoniques
sphériques. Dans ce but, nous commencons par introduire et étudier des fonctions
de deux ensembles d’angles polaires 21 et s, les @f}/[(Ql; 0s).

1.  Fonctions ®3(04; Q)

Considérons deux particules (1) et (2), d’espaces des états &L et £2, de mo-
ments cinétiques orbitaux L; et Lo. On rapporte I'espace £ a une base standard
{1¢k1,11,m1) }» dont les kets ont pour fonctions d’onde :

Pk1,l1,m (rl) = Ry, 1y (Tl))flznl (Ql) (1)

(©y désigne l'ensemble des angles polaires {1, ¢1} de la premiére particule). De
méme, on rapporte £2 & une base standard {|¢k,.1,.m,)}. Dans toute la suite, nous
restreindrons les états des deux particules a des sous-espaces E(k1,11) et E(ka,l2),
ou ki, l1, ko et ly sont fixés, et les fonctions radiales Ry, j, (r1) et Rp,.1,(r2) ne
joueront aucun role.

Le moment cinétique du systéme global (1) + (2) est :

J=L;+ L (2)

D’apres les résultats du Chapitre X, on peut construire une base de £(k1,l1) ®
E(ka, 1) formée de vecteurs propres |®3) communs & J? [valeur propre J(.J + 1)h?]
et J, (valeur propre MHh); ces vecteurs sont de la forme :

1 2
Z Z <11, la; m17m2|‘]7 M> |80k1,l1,m1(1)> ® “pk%lmmz (2)> (33’)

m1:—l1 m2:—l2

le changement de base inverse étant donné par :

1412
|80k1,l1,m1(1)> ® |80k2,l2,m2 (2)> = Z Z (li,12 ; my, malJ, M> |(I)]w> (3b)
J=|l1—ls| M=

L’égalité (3a) montre que la dépendance angulaire des états @A) est décrite par
les fonctions :

Y (;Q2) =Y " (ln,lo 5 ma,malJ, M) Y (Q1) Y02 () (4a)

mi ma2
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De méme, ’égalité (3b) entraine que :

li+l2
(Ql)ym2 QQ Z Z 11,12 3 ml,m2|J M> ]}/[(Ql,ﬂg) (4b)
J=|l1—1l2| M=

Aux observables L et Ly correspondent, pour les fonctions d’onde, des opé-
rateurs différentiels portant sur les variables Q1 = {01, ¢1} et Qo = {02, p2}; en
particulier :

h 0O
Ly, = —5—
1:>28<p1 (53“)
h 0O
Lo, — b
27 0pm (5b)

Comme, par construction, le ket |<I>§[ ) est vecteur propre de J, = Lj, + Lo, on peut
écrire :

h 0 0
7 (8—<,01 + 99 )‘I)]V (01,1502, p2) = MR ®Y (61,1502, 2) (6)

De méme, on a :

Je @3y = hy/J(J +1) — M(M £ 1) |@)/=1) (7)

ce qui entraine, compte tenu des formules (D-6) du Chapitre VI :

. 0 0
+ip1
{e [iﬁﬂl +zcotg918¢1}

, o 9
+etive [18—92 + i cotg s 3—<PJ } @5 (01,1502, 02)

= /J(J +1) = M(M £+ 1)®Y =10, 01; 05, 2) (8)

2. Fonctions F"(Q2)
Introduisons maintenant la fonction F}™ définie par :
FM0,90) = F"(Q) =5 (h =Q;5 Q% =0) (9)

F™ est fonction d’un seul couple d’angles polaires 2 = {0, ¢}, et peut donc caracté-
riser la dépendance angulaire d’'une fonction d’onde associée a une seule particule,
d’espace des états £ et de moment cinétique L. En fait, nous allons voir que F}"
n’est pas une nouvelle fonction, mais qu’elle est simplement proportionnelle a I’har-
monique sphérique Y,

Pour établir ce résultat, nous allons montrer que Fy™ est fonction propre de
L? et L, avec les valeurs propres [(I + 1)h? et mh. Commencons donc par calculer
laction de L. sur F/". D’apres (9), F;™ dépend de 6 et ¢ par Iintermédiaire de
Q1 = {01, 01} et Q2 = {02, 2}, qui sont tous deux pris égaux a Q; si 'on applique
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le théoreme de dérivation des fonctions de fonctions, il vient :

h 0O

L.E™(0, ) = - — F™(0,

(0, 9) i O (0, ¢)
h 0 0 _
=S|+ @”f__mQ;Q} 10
¢ {[&Pl &PJ s=" (Eh; ) Q1=0,=0 (10)
L’égalité (6) donne alors :
L.E™(0,0) =mhEF"(0,¢) (11)

ce qui établit une partie du résultat annoncé. Pour calculer Paction de L? sur F™,
utilisons le fait que :
2 1 2
L° = 3 (LyL_+ L_Ly)+ L3 (12)
Or, grice & un raisonnement analogue & celui qui a permis d’écrire (10) et (11), la
relation (8) conduit a :

L F™(0,9) = R/I(+1) = m(m = 1)F"*1(0, ) (13)

Compte tenu de cette égalité, (12) donne alors :

L2F7(0,) = o ({104 1) — mm — D] + [0 + 1) — m(m + 1] + 2m*} F"(0,¢)
1+ )R 0, 0) (14

F/™ qui, d’apres (11), est fonction propre de L. avec la valeur propre mh, est
donc également fonction propre de L? avec la valeur propre [(I + 1)h%. Comme
L? et L, forment un E.C.0.C. dans l'espace des fonctions de 6 et ¢ seuls, F/™
est nécessairement proportionnelle & I’harmonique sphérique Y;”. La relation (13)
permet de montrer facilement que le coefficient de proportionnalité ne dépend pas
de m, et 'on a pour finir :

Flm(ev 90) = )‘(l) Ylm(a 9‘7) (15)

Il nous reste maintenant a calculer ce coefficient de proportionnalité A(1).
Pour cela, nous allons choisir une direction particuliere de 1’espace, la direction Oz
(0 = 0, ¢ indéterminé). Dans cette direction, toutes les harmoniques sphériques Y,
sont nulles !, sauf celles qui correspondent & m = 0. Lorsque m = 0, ’harmonique
sphérique Y, (6 = 0, ¢) est donnée par [cf. Complément Avyr, égalités (57) et (60)] :

20+1
A0 =0.0) =/~ (16)
4m
En reportant ces résultats dans (4a) et (9), on trouve :
- 2L+ 1)(20+1
00 = 0.¢) = (11 s 0, 0p,0) VHF DCEED (17)

47

1. Y™ étant proportionnelle a ei™m?  cette nullité est indispensable pour que la valeur de
Y, dans la direction Oz soit définie de manicre unique; il suffit, pour s’en convaincre, de faire
0 = 0 dans les formules (66), (67) et (69) du Complément Avr.

1069



COMPLEMENT Cx @

D’autre part, d’aprés (15) et (16) :

20+1

F"=0(0 = 0,9) = A() (18)
47
On a donc :
(201 + 1)(2l2 + 1)
Al) = l1,12 5 0, 0[7,0 19
() \/ 47T(2l+1) <1727 ) |7> ( )
3. Décomposition d’un produit d’harmoniques sphériques ; intégrale d’un
produit de trois harmoniques sphériques
Compte tenu de (9), (15) et (19), les égalités (4a) et (4b) entrainent que :
-1
m _ (211 + 1)(2[2 + 1) )
Yi (Q) - [\/ 47T(QZ+1) <llvl2 5 070|l70>
X > (I ly  ma,mall,m) Y (Q)Y7(Q) (20)
mi1 mso
et :
l1+l12 1
m m 211 +1)(2l2+1)
1 2 .
@y = > Y ey Gl 0,00L0)
I=|ly —ly| m=—1
<ll,12 ; ml,m2|l,m> )/lm(Q) (21)

Cette derniere égalité (ol la sommation sur m est en réalité inutile, puisque les seuls
termes non nuls vérifient nécessairement m = mj +ms) est appelée relation de com-
position des harmoniques sphériques?. D’apres la formule (26) du Complément By,
le coefficient de Clebsch-Gordan (I1,13 ; 0,0]l,0) qui y figure n’est différent de zéro
que si [y + Iz — [ est pair; le produit ¥;"*' (Q)Y;""*(Q2) ne se décompose donc que sur
les harmoniques sphériques d’ordres :

=L+l , Lh+l—-2, L+l—4,.., |ll—lg| (22)

Dans (21), la parité (—1)" de tous les termes du développement du second membre
est alors bien égale a celle, (—1)**%2 du produit qui constitue le premier membre.

On peut utiliser la relation de composition des harmoniques sphériques pour
calculer 'intégrale :

1= [vr@yy @y @an (23)
En reportant (21) dans (23), on fait en effet apparaitre des expressions du type :

K(,m ; ls,m3) = /Y/"(Q) Y5 (02) dS2 (24)

2. Dans le cas particulier ou lp = 1, mg = O[YI0 (0, ) x cosb], elle permet de retrouver la
formule (35) du Complément Avyr.
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qui, compte tenu des relations de conjugaison complexe des harmoniques sphériques
et de leurs relations d’orthogonalité [cf. Complément Ay, égalités (55) et (45)], sont
égales a :

K(l,m ; I3,m3) = (=1)"011, Om,—ms (25)

La valeur de I est donc :

/Y/lm (Y2 (Q) Y () d2 = (—1>”“”\/ ml:éz)ff; ’

x (l1,l2 5 0, 0)l3,0) (I1,l2 5 ma, mal|ls, —ms) (26)

Cette intégrale n’est par suite différente de zéro que si :

(1) m1+ma+mz =0 (ce qui était directement prévisible, puisque 'intégrale
en ¢ dans (23) est fo% dpelmitmetma)e — 5o 4

i1) on peut former un triangle avec trois segments de longueur Iy, I et 5.

i t f triangl trois segments de long li, la et

(#91) 11+ 13— 13 est pair (ce qui est nécessaire pour que (ly,15 ; 0,0|l3,0) ne soit

pas nul), c’est-a-dire si le produit des trois harmoniques sphériques ;"
Y, et ¥1* est une fonction paire (condition évidemment indispensable

pour que son intégrale sur toutes les directions de ’espace ne soit pas
nulle).

La relation (26) traduit en fait, dans le cas particulier des harmoniques sphériques,
un théoréme plus général, dit théoréme de Wigner-Eckart (¢f. Complément Dx).
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Complément Dy

Opérateurs vectoriels : Théoréeme de Wigner-Eckart

1 Définition des opérateurs vectoriels; exemples . . . . . 1074
2 Théoréme de Wigner-Eckart pour les opérateurs vec-
toriels . . . . . .. e 1075
2-a Eléments de matrice non nuls de V dans une base standard1075
2-b Proportionnalité entre éléments de matrice de J et V a
lintérieur d’un sous-espace £(k,7) . . . . . . . ... .. 1076
2-c Calcul de la constante de proportionnalité ; théoreme de
projection . . . .. ..o 1079
3 Application : calcul du facteur de Landé ¢g; d’un ni-
veau atomique . . . .. ..o e e e e e e 1080
3-a Dégénérescence de rotation; multiplets . . . . . . . . .. 1081

3-b Levée de la dégénérescence par un champ magnétique;
diagramme énergétique . . . . ... ... 1081

Dans le Complément Byr (¢f. § 5-b), nous avons défini la notion d’opérateur
scalaire : ¢’est un opérateur A qui commute avec le moment cinétique J du systeme
étudié. Une importante propriété de ces opérateurs a ensuite été donnée (cf. § 6-c-3
de ce complément) : dans une base standard {|k,j,m)}, les éléments de matrice
non nuls (k,j, m|A|k’,j’,m’) d'un opérateur scalaire satisfont nécessairement les
conditions j = j' et m = m'; de plus, ces éléments ne dépendent pas! de m, ce qui
permet d’écrire :

<kaj7m|A|k/7j/7m/> - aj(kvk/) 5jj’ 5mm’ (1)

En particulier, si I'on fixe les valeurs de k et de j, ce qui revient a considérer la
“restriction” de A (c¢f. Complément Biy, § 3) au sous-espace €(k, j) engendré par les
(2j+1) kets |k, j, m) (m = —j, —j—+1, ..., +7), on obtient une matrice (2j+1)x (2j+1)
trés simple : elle est diagonale et tous ses éléments sont égaux.

Considérons maintenant un autre opérateur scalaire B ; la matrice qui lui
correspond dans le sous-espace E(k, j) posséde la méme propriété : elle est propor-
tionnelle a la matrice unité. Donc, la matrice correspondant a B s’obtient facilement
a partir de celle associée a A : il suffit de multiplier tous les éléments (diagonaux)
par une méme constante. On voit donc que les restrictions de deux opérateurs sca-
laires A et B & un sous-espace E(k, j) sont toujours proportionnelles; en désignant
par P(k,j) le projecteur sur le sous-espace E(k,j), on peut écrire ce résultat sous
la forme? :

1. La démonstration de ces propriétés a été ébauchée dans le Complément Bvyp. Nous re-
viendrons sur ce point dans le présent complément (§ 3-a) en étudiant les éléments de matrice
d’un hamiltonien scalaire.

2. Pour des opérateurs A et B donnés, le coefficient de proportionnalité dépend en général
du sous-espace E(k, j) choisi; c’est pourquoi nous écrivons A(k, 7).
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Le but de ce complément est d’étudier un autre type d’opérateurs qui jouissent
de propriétés analogues a celles qui viennent d’étre rappelées : les opérateurs vec-
toriels. Nous allons voir que, si V et V' sont vectoriels, leurs éléments de matrice
obéissent également a des regles de sélection, que nous établirons; de plus, nous
montrerons que les restrictions de V et V' a £(k, j) sont toujours proportionnelles :

Ces résultats constituent le théoreme de Wigner-Eckart pour les opérateurs vecto-
riels.

Remarque:

En réalité, le théoreme de Wigner-Eckart est beaucoup plus général. Par
exemple, il permet d’obtenir des regles de sélection pour les éléments de ma-
trice de V entre deux kets appartenant & deux sous-espaces £(k, j) et (K, j)
différents, ou encore de relier ces éléments aux éléments correspondants de
V’. On peut également appliquer le théoréme de Wigner-Eckart a toute une
classe d’opérateurs dont les scalaires ou les vecteurs ne constituent que des
cas particuliers : les opérateurs tensoriels irréductibles (cf. exercice 8 du Com-
plément Gx) ; cependant, leur étude sort du cadre de cet exposé.

1. Définition des opérateurs vectoriels ; exemples

Dans le § 5-¢ du Complément By, nous avons montré qu’'une observable V
est vectorielle si ses trois composantes V,,, V,,, et V. sur un triedre orthonormé Oxyz
satisfont les relations de commutation suivantes :

[Ja, V] = ihV, (4D)
[Jo, V2] = —ihV, (4c)

ainsi que celles qui s’en déduisent par permutation circulaire des indices z, y et z.
Pour fixer les idées, donnons quelques exemples d’opérateurs vectoriels.

(1) Le moment cinétique J lui-méme est vectoriel; en effet, en remplagant V
par J dans les formules (4), on obtient simplement les relations qui définissent un
moment cinétique (c¢f. Chap. VI).

(#4) Pour une particule sans spin dont I’espace des états est &, on a J = L.
Il est alors facile de montrer que R et P sont des opérateurs vectoriels. En effet, on
a par exemple :

Ly, X]|=[YP,.—ZP,,X]=0
Ly, Y]=[-ZP, Y] =ihZ (5)
L, Z)=[YP.,Z] = —ihY
(7i7) Pour une particule de spin S, dont Iespace des états est & ® &, J est
donné par J = L + S. Dans ce cas, les opérateurs L, S, R, P sont vectoriels :
compte tenu du fait que tous les opérateurs de spin (agissant en fait dans &, seule-

ment) commutent avec les opérateurs orbitaux (n’agissant en fait que dans &), la
démonstration de ces propriétés découle immédiatement de (i) et de (i7).
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Par contre, des opérateurs du type L2, L - S, etc. ne sont pas vectoriels, mais
scalaires [cf. remarque (i) du § 5-¢ du Complément Byq]. On pourrait cependant
construire d’autres opérateurs vectoriels a partir de ceux que nous avons déja cités :
R xS, (L-S) P, etc.

(1v) Considérons un systeéme global (1) + (2), formé par la réunion de deux
systémes (1), d’espace des états &1, et (2), d’espace des états E. Si V(1) est un
opérateur n’agissant en fait que dans &1, et si cet opérateur est vectoriel [c’est-a-
dire vérifie les relations de commutation (4) avec le moment cinétique J; du premier
systéme], alors le prolongement de V(1) dans & ® & est également vectoriel. Par
exemple, pour un systeme de deux électrons, les opérateurs Ly, Rq, So, etc. sont
vectoriels.

2. Théoreme de Wigner-Eckart pour les opérateurs vectoriels

Nous introduisons maintenant le théoréme de Wigner-Eckart, qui a de nom-
breuses applications en physique atomique et nucléaire.

2-a. Eléments de matrice non nuls de V dans une base standard
Introduisons les opérateurs V., V_, Jy et J_ définis par :

Vi =V, xiV,
Ji=J, +iJ, (6)

En utilisant les relations (4), on montre facilement que :

[J£E7 V:t] = :Fth (78,)
[J,, Vi] = —ihV. (7b)
[JZ, Vi] = ihVi (7C)

d’ou I'on peut déduire sans difficultés les relations de commutation de Ji et Vi :

T4, Vi] = 0 (8a)
[J4,V_] = 2RV, (8b)
[J_,Vy] = —2hV. (8¢)
[J_,V.]=0 (8d)

Considérons alors les éléments de matrice de V dans une base standard;
nous allons voir que le fait que V soit vectoriel entraine la nullité d’'un grand nombre
d’entre eux. Tout d’abord, montrons que les éléments de matrice (k, j, m|V.|k', j’, m’)
sont nécessairement nuls chaque fois que m est différent de m’. Pour cela, il suffit
de remarquer que V, et J, commutent [ce qui découle, aprés permutation circulaire
des indices x, y et z, de la relation (4a)]; donc, les éléments de matrice de V, entre
deux vecteurs |k, j,m) correspondant & des valeurs propres différentes mh de J.
sont nuls (¢f. Chap. I, § D-3-a-03).

Pour les éléments de matrice (k, j, m|Vi|k', 7/, m’) de Vi, montrons qu’ils ne
sont différents de zéro que si m —m’ = +1. La relation (7c) indique en effet que :

J Ve =Vild, +hVy 9)
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Appliquons les deux membres de cette égalité au ket |/, 5/, m’); il vient :

Jz(Vi|k/,j/,m/>) =ViJ, |k/,j/,m/> + AVy |k/,j/,m/>
= (m' £ )RV K, 5, m') (10)

Cette relation indique® que Vi |k’, j',m’) est vecteur propre de .J, avec la valeur
propre (m/+1)%; comme deux vecteurs propres de 'opérateur hermitique J, associés
a des valeurs propres différentes sont orthogonaux, il s’ensuit que le produit scalaire
(k,j,m|VL|K' j',m’) est nul si m # m/ £+ 1.

En résumé, les régles de sélection que nous obtenons pour les éléments de
matrice de V sont les suivantes :

V.= Am=m—m'=0 (11a)
Vi=Am=m—-m'=+1 (11b)
Vo= Am=m—-m'=-1 (11c)

De ces résultats, on peut facilement déduire I’allure des matrices représentant les res-
trictions des composantes de V & l'intérieur d’un sous-espace E(k, j) : celle associée
a V, est diagonale, celles associées a Vi n’ont d’éléments de matrice qu’immeédiate-
ment au-dessus ou au-dessous de la diagonale principale.

2-b. Proportionnalité entre éléments de matrice de J et V a l'intérieur d’un
sous-espace & (k, j)

o. Eléments de matrice de V. et V_
Ecrivons que I’élément de matrice du commutateur (8a) entre le bra (k, j, m + 2|
et le ket |k, j,m) est nul :
<k>j7m + 2| J+V+ |k7j7 m> = <k7j7m + 2| V+J+|k7j7 m> (12)

Dans les deux membres de cette égalité insérons, entre les opérateurs J; et V., la
relation de fermeture :

SO K m =1 (13)

kl,jlﬂnl

Il apparait alors des éléments de matrice (k,j,m|J4 |k',j7',m’) de J; qui, par
construction méme de la base standard {|k, j, m)}, ne sont différents de zéro que si
k=Fk,j=j et m=m'+1. Les sommations sur k', j/ et m’ sont donc en fait
inutiles dans ce cas, et (12) peut s’écrire :

<k7.77m+2|‘]+ |k7]>m+ 1> <k7]7m+ 1| V+ |k7.77m>
= <k7]am+ 2| V+ |kaj7m+ 1> <k7]’m+ 1| ‘]-'r |k7]’m> (14)

3. Il ne faut pas en déduire que Vi |k, j, m) est nécessairement proportionnel & |k, j, m £ 1).
En fait, le raisonnement que nous avons donné montre seulement que

Vi by jom) =Y > ews o
kl j/

Pour pouvoir supprimer par exemple la sommation sur j/, il faudrait que V4 commute avec J2, ce
qui n’est en général pas le cas.

K, m1).

1076



® OPERATEURS VECTORIELS : THEOREME DE WIGNER-ECKART

c’est-a-dire :

<k7j7m+ 1| V+ |k7.ja m> _ <k7.jam + 2| V+ |ka]7m+ 1> (15)
<k7]am+1|‘]+|kaj7m> <k7j7m+2|‘]+|k7]am+1>

(tant que les bras et les kets qui figurent dans cette égalité existent, c’est-a-dire
tant que j — 2 > m > —j, on vérifie immédiatement qu’aucun des dénominateurs
ne peut s’annuler). Ecrivons 1'égalité ainsi obtenue pour m = —j, —j+1,...5—2; il
vient :

<kaj7 _]+ 1|V+ |k7.ja _.]> _ <k7j7 _j +2|V+ |kvj7 _j + 1> _
<k7j7_j+1|J+|k7j7_j> <k7]7_]+2|‘]+|k7.77_.7+1>
_ <k,],m+1|V+|k,],m> _
<k7]am+1|‘]+|k7]7m>
kg, gl Vi [k, 3, — 1
:< 7].7.].| +| a].7.]' > (16)
<k7]v]| ‘]+ |k7]a] - 1>
c’est-a-dire, si Uon appelle a4 (k, 7) la valeur commune de ces rapports :
<kaj7m+ 1| V+ |k7.ja m> = O“r(k;.j) <k7.jam =+ 1| J+ |kaj7 m> (17)

ot a4 (k, j) dépend de k et de j, mais pas de m.

D’autre part, la régle de sélection (11b) implique que tous les éléments de
matrice (k, 7, m| Vi |k, j,m') et (k, j,m| Jy |k, j,m’) sont nuls si Am = m—m’ # +1.
Donc, quels que soient m et m/, on a :

<k7j7m| V+ |k7j7 m/> = OZ+(I€,j) <k7]7m| ‘]+ |k7.ja m/> (18&)

Ce résultat exprime que tous les éléments de matrice de V. & l'intérieur de E(k, j)
sont proportionnels a ceux de J;..

Un raisonnement analogue peut étre mené en écrivant que 1’élément de ma-
trice du commutateur (8d) entre le bra (k,j,m — 2| et le ket |k, j,m) est nul. On
est alors conduit a :

(k. j,m|V_ [k, j,m) = a_(k, j) (k, jm| J— |k, j,m’) (18b)

égalité qui exprime que les éléments de matrice de V_ et J_ a l'intérieur de E(k, j)
sont proportionnels.

5. Eléments de matrice de V,
Pour relier les éléments de matrice de V,, a ceux de .J,, plagcons maintenant la
relation (8c) entre le bra (k, j,m| et le ket |k, j,m) :
—2h <k7]7m| Vz |k7j7 m> = <k7]7m| (J—V+ - V+‘]—) |k7j7 m>
= 13/j(j +1) = m(m + 1) (k, j,m + 1| V. [k, j,m)

- h\/j(J + 1) - m(m - 1) <k,j,m|V+ |k’j7m - 1>
(19)
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Compte tenu de (18a), il vient :
<k7j7m|VZ |k7j7m>
1 . — . .
= 5o (ko) { VG FD = mlm+1) (k. g,m + 1] T [k, j,m)

~V3G 1) = m(m = 1) (ks j,ml Ty [k jom = 1)}

= () UG+ 1) — mlm 4+ 1) = G+ 1)+ m(m — 1)}

2
(20)
c¢’est-a-dire :
(ks g, m| Vi [, jym) = mhas (k, ) (21)
De méme, un raisonnement analogue a partir de (8b) et (18b) conduit & :
(k,3,m| V2 |k, j,m) = mha_(F, j) (22)

Les égalités (21) et (22) montrent que oy (k,j) et a_(k,j) sont nécessairement
égaux; a partir de maintenant, nous noterons «(k, j) leur valeur commune :

Oé(k,]):a+(k,]):a_(k,]) (23)
De plus, ces égalités impliquent que :
(k,j,m| Vz |k, j,m") = a(k, j) (k, j,m| J. |k, j,m') (24)

5. Généralisation a une composante quelconque de V

Toute composante de V est une combinaison linéaire de V., V_ et V. Grace
a Pégalité (23), on peut par suite résumer (18a), (18b) et (24) en écrivant :

(k. j,m|V [k, j,m") = a(k, j) (k, j,m| I |k, j, m') (25)

Donc, a lintérieur de E(k, j), tous les éléments de matrice de V sont proportionnels
a ceux de J. Ce résultat traduit, dans un cas particulier, le théoreme de Wigner-
Eckart. En introduisant les “restrictions” de V et de J a £(k, j) (¢f. Complément By,
§ 3), on peut encore lécrire :

P(k,j)V P(k,j) = a(k,j) P(k,j) I P(k, j) (26)

Remarque:

L’opérateur J commute avec P(k, j) [¢f. (27)]; comme d’autre part c’est un
projecteur :

[P(k,j)]* = P(k,j)

on peut supprimer 'un quelconque des deux projecteurs P(k,j) dans le se-
cond membre de (26).
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2-c. Calcul de la constante de proportionnalité; théoreme de projection
Considérons lopérateur J - V; sa restriction E(k, j) est P(k,5)J -V P(k,j).
Pour transformer cette expression, on peut utiliser le fait que :

[J, P(k,j)] = 0 (27)

relation qui peut facilement étre vérifiée en montrant que ’action des commutateurs
[J., P(k,j)] et [Jx, P(k, j)] sur tout ket de la base {|k, j, m)} donne zéro. En tenant
compte de (26), on obtient alors :

= a(k,j) I*P(k, j)

= a(k, 5) j(j + DR* P(k, j) (28)
La restriction a 'espace E(k,j) de lopérateur J - V est donc égale a Popérateur
identité* multiplié par «(k,j)j(j + 1)h?. Donc, si |t ;) désigne un état normé
quelconque appartenant au sous-espace £(k, j), la valeur moyenne (J- V) ; de J-V
est indépendante du ket |y ;) choisi, puisque :

(I Vg = (Unsld - VIvw) = alk, j) j(j + DA (29)

Si l'on reporte cette égalité dans (26), on voit que®, & l'intérieur du sous-espace
E(k,j) -

B J 'V>k,j B <J'V>k,j
B (I i+ 1R?

(30)

Ce résultat est souvent appelé “théoréeme de projection” : quel que soit le
systeme physique étudié, et tant que ’on ne s’intéresse qu’a des états appartenant a
un méme sous-espace E(k, j), on peut considérer que tous les opérateurs vectoriels
sont proportionnels a J.

On peut donner de cette propriété l'interprétation physique classique sui-
vante (¢f. § 1 du Complément Fx) : si j désigne le moment cinétique total d’un
systeme physique isolé quelconque, toutes les grandeurs physiques attachées au sys-
téme tournent autour de j, qui est un vecteur constant (¢f. Fig. 1); en particulier,
pour une grandeur vectorielle v, seule subsiste, en valeur moyenne dans le temps,
sa projection v sur j, c’est-a-dire un vecteur parallele a j et donné par :

jv

formule qui est bien analogue & (30).

4. Comme J -V est scalaire, le fait que sa restriction soit proportionnelle & 'opérateur
identité était prévisible.

5. Nous dirons qu’une égalité opératorielle n’est valable qu’a l'intérieur d’un sous-espace
donné quand, en fait, elle n’est valable que pour les restrictions des opérateurs considérés a ce
sous- espace. En toute rigueur, il faudrait donc placer chacun des deux membres de I’égalité (30)
entre deux projecteurs P(k, 7).
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FIGURE 1 — Interprétation classique du
théoreme de projection : le vecteur v tour-
nant rapidement autour du moment ciné-
tique total j, seule sa composante statique
vy doit étre prise en compte.

Remarques:

(7) On ne peut pas déduire de (30) que, dans I’espace des états total [somme
directe de tous les sous-espaces E(k,j)], V et J sont proportionnels. 11
faut bien noter en effet que la constante de proportionnalité a(k,j) (ou
(J - V)i;) dépend du sous-espace E(k,7) choisi. De plus, un opérateur
vectoriel V' quelconque posseéde a priori des éléments de matrice non nuls
entre des kets appartenant a des sous-espaces E(k, j) différents, alors que
les éléments correspondants de J sont toujours nuls.

(74) Considérons un second opérateur vectoriel W. Sa restriction a I'intérieur
de E(k, j) est proportionnelle a J, et donc également a la restriction de V.
Donc, d lintérieur d’un sous-espace E(k, j), tous les opérateurs vectoriels
sont proportionnels.

Cependant, pour calculer le coefficient de proportionnalité entre V et W, on ne peut
pas se contenter de remplacer dans (30) J par W, ce qui donnerait pour ce coefficient
(V-W), ./ <W2>k i En effet, dans la démonstration qui a conduit a ’égalité (30), nous
avons utilisé en (28) e fait que J commute avec P(k,j), ce qui n’est en général pas le cas
pour W. Pour calculer correctement ce coefficient de proportionnalité, il faut écrire que, a
Pintérieur du sous-espace E(k, j) :

3-wW)

k.j
wW=_——_""73 (32)
<J2>k,j
ce qui donne, compte tenu de (30) :
J-V), .
ve TV (33)
(J- W>k,j
3. Application : calcul du facteur de Landé g; d’un niveau atomique

Dans cete partie, nous allons appliquer le théoréeme de Wigner-Eckart au
calcul de l'effet d’'un champ magnétique B sur les niveaux d’énergie d’un atome.
Nous allons voir que ce théoréme simplifie considérablement les calculs et permet
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de prévoir, de maniere trés générale, que la levée de dégénérescence par le champ
magnétique fait apparaitre des niveaux équidistants (au premier ordre en B); la
distance énergétique entre ces niveaux est proportionnelle & B et a une constante
g (facteur de Landé) que nous allons calculer.

Soit L le moment cinétique orbital total des électrons d’un atome (somme de
leurs moments cinétiques orbitaux L; individuels), S leur moment cinétique total
de spin (somme de leurs spins individuels S;). Le moment cinétique interne total de
latome (nous supposons le spin du noyau nul) est :

J=L+S (34)

En I’absence de champ magnétique, on désigne par Hy ’hamiltonien de I'atome
Hy commute® avec J. Nous allons supposer que Hy, L2, S2, J2 et J, forment un
E.C.0.C., et appeler |Ey, L, S, J, M) leurs vecteurs propres communs, de valeurs
propres respectives Eo, L(L + 1)h?, S(S + 1)h?, J(J + 1)h? et Mh.
Cette hypotheése est réalisée pour un certain nombre d’atomes légers pour lesquels le cou-
plage des moments cinétiques est du type L - S (¢f. Complément Bxry ). Cependant, pour
d’autres atomes qui obéissent & un type de couplage différent (par exemple, les gaz rares
autres que I’hélium), ce n’est pas le cas; des calculs fondés sur le théoréeme de Wigner-
Eckart, semblables a ceux présentés ici, peuvent encore étre menés. L’essentiel des idées
physiques reste le méme. Pour simplifier, nous nous limiterons ici au cas ou L et S sont

effectivement de bons nombres quantiques pour le niveau atomique étudié.

3-a. Dégénérescence de rotation; multiplets

Considérons le ket J1 |Ey, L, S, J, M). D’apres les hypotheses faites plus haut,
Jy commute avec Hy; done Jy |Ey, L, S, J, M) est vecteur propre de H, avec la
valeur propre Ejy. De plus, d’apres les propriétés générales des moments cinétiques
et de leur composition, on a :

Ji |Eo, L, S, J,M) = h\/J(J +1) — M(M +1) |Ey, L, S, J, M + 1) (35)

Cette égalité montre qu’a partir d’un état |Fy, L, S, J, M), on peut en construire
d’autres de méme énergie : ceux pour lesquels —J < M < J. Il s’ensuit que la
valeur propre Ej est nécessairement au moins (2J + 1) fois dégénérée. Il s’agit
la d’'une dégénérescence essentielle, car elle est liée a I'invariance par rotation de
Hy (il est éventuellement possible qu'une dégénérescence accidentelle vienne s’y
ajouter). En physique atomique, on appelle multiplet le niveau d’énergie (2J + 1)
fois dégénéré correspondant ; le sous-espace propre qui lui est associé, engendré par
les kets |Ey, L, S, J, M) avec M = J,J —1,...,—J, sera noté E(Ey, L, S, J).

3-b. Levée de la dégénérescence par un champ magnétique ; diagramme
énergétique

En présence d'un champ magnétique B parallele a Oz, 'hamiltonien devient
(¢f. Complément Dyrp) :

H=Hy+ H (36)

6. Cette propriété générale découle de I'invariance de I’énergie de I’atome lors d’une rotation
portant sur I’ensemble des électrons et s’effectuant autour d’un axe passant par ’origine (ou se
trouve le noyau supposé immobile) ; Ho, invariant par rotation, commute donc avec J (Hp est un
opérateur scalaire; c¢f. Complément By1, § 5-b).
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avec :
H1 ZUJL(LZ+2SZ) (37)

(le facteur 2 devant S, provient du facteur gyromagnétique du spin de 1’électron) ;
la “pulsation de Larmor” wy, de I’électron est définie en fonction de sa masse m et
de sa charge ¢ par :

_ 4B _ _pB

wL= 2m  h B (38)
(ott up = gh/2m est le magnéton de Bohr).

Pour calculer 'effet du champ magnétique sur les niveaux d’énergie de 'atome,
nous n’allons considérer que les éléments de matrice de H; a l'intérieur du sous-
espace E(Fy, L, S, J) associé au multiplet étudié. La théorie des pertubations, qui
sera exposée au Chapitre XI, permet de justifier cette maniere de faire lorsque B
n’est pas trop grand.

A TVintérieur du sous-espace E(Ey, L, S, J) on a, d’apres le théoréme de pro-
jection (§ 2-c) :

<L'J>E L,S,J

L: 0,14y,
J(J + 1)h? (392)

<S J>Eo L,S,J
= “/EnL.SJ b
S= T+ r ? (39b)

ou (L-J)p, 1.sset (S J)p 15 désignent respectivement les valeurs moyennes
des opérateurs L - J et S -J pour les états du systéme appartenant a E(Ey, L, S, J).
Or, on peut écrire :

1
L~J:L-(L+S):L2+§(J2—L2—SQ) (40a)
ainsi que :
1
S~J:S~(L+S):S2+§(J2—L2—S2) (40D)
Il s’ensuit que :
h2
(L-3)p 155 =LL+1)R*+ 5 [J(J+1)—L(L+1)—S(S+1)] (41a)
et :
h2
(S-J)p, 1.5 =S(5+1)h*+ 5 T +1) = L(L+1) = S(S+1)] (41b)

Les égalités (41), reportées dans (39) puis dans (37), montrent qu’a 'intérieur du
sous-espace E(Ey, L, S, J) Vopérateur H; est donné par :

Hy =gywrJ. (42)
ou gy, facteur de Landé du multiplet considéré, vaut :

3 S(S+1)—LL+1)
A R A TW ) (43)
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La relation (42) implique que les états propres de Hy & lintérieur du sous-
espace propre £(Fy, L, S, J) sont simplement les vecteurs de base |Ey, L, S, J, M),
avec les valeurs propres :

Ey(M) = gsMhwy, (44)

On voit que leffet du champ magnétique est de lever compléetement la dégénéres-

M E
5 4
2
3
2
1
2
5 1 Tk
(’=5) 2
3
2
5
2

FIGURE 2 — Diagramme énergétique montrant la levée de dégénérescence (2J + 1)
d’un multiplet (ici J = 5/2) sous leffet d’un champ magnétique statique B ; la
distance entre deux niveaux consécutifs est proportionnelle & |B| et au facteur de
Landé g .

cence du multiplet. Comme le montre le diagramme de la Figure 2, il apparait un
ensemble de (2. + 1) niveaux équidistants correspondant chacun & 'une des valeurs
possibles de M. La connaissance d’un tel diagramme permet de généraliser I’étude
de la polarisation et de la fréquence des raies optiques émises par un atome, que
nous avons effectuée plus haut pour un atome fictif & un seul électron sans spin

(effet Zeeman “normal”; ¢f. Complément Dy11), au cas ou il y a plusieurs électrons
et ou il faut tenir compte de leur spin.

Références et conseils de lecture :

Opérateurs tensoriels : Schiff (1.18), § 28; Messiah (1.17), Chap. XIII, § VI; Ed-
monds (2.21), Chap. 5; Rose (2.19), Chap. 5; Meijer et Bauer (2.18), Chap. 6.
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Considérons un systeme . constitué par N particules chargées, placées dans
un potentiel électrostatique U(r) donné. Nous allons montrer dans ce complément
comment on peut calculer I’énergie d’interaction du systeme . avec le potentiel
U(r) en introduisant les moments multipolaires électriques de .. Tout d’abord,
nous commencerons par rappeler de quelle maniere s’introduisent ces moments en
physique classique. Puis nous construirons les opérateurs correspondants en méca-
nique quantique et verrons comment, dans un grand nombre de cas, leur utilisation
permet de simplifier considérablement ’étude des propriétés électriques d’un sys-
teme quantique. En effet, ces opérateurs posseédent des propriétés générales, indé-
pendantes du systeme étudié, et notamment satisfont certaines regles de sélection ;
en particulier, si I’état du systeme ¥ étudié est un état de moment cinétique j
[c’est-a-dire un vecteur propre de J? avec la valeur propre j(j + 1)h?], nous allons
voir que les valeurs moyennes de tous les opérateurs multipolaires d’ordre supérieur
a 2j sont nécessairement nulles.

1. Définition des moments multipolaires

1-a. Développement du potentiel sur les harmoniques sphériques

Pour simplifier, commencons par étudier un systeme . constitué d’une seule
particule, de charge ¢ et de position r, plongée dans le potentiel U(r). Nous géné-
raliserons ensuite les résultats obtenus aux systemes de N particules.

Q. Cas d’une particule

En physique classique, I’énergie potentielle de la particule est :
V(r) =qU(r) (1)
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Les harmoniques sphériques formant une base pour les fonctions de 6 et ¢, on peut
développer U(r) sous la forme :

0 l
Ulr) = Z Z fl7m(7“)Y2m(97g0) (2)

=0 m=—1

Nous allons supposer que les charges qui créent le potentiel électrostatique
sont, placées hors de la région de ’espace ol peut se trouver la particule étudiée;
dans toute cette région, on a alors :

AU(r) =0 (3)

Or on sait [¢f. relation (A-15) du Chapitre VII] que le laplacien A est relié & 'opé-
rateur différentiel L? agissant sur les variables angulaires 6 et ¢ par :

1 02 L?
A=-cur— —— 4
rore e @)
D’autre part, la définition méme des harmoniques sphériques entraine que :
L?Y™(0,¢) = UL+ )Y (0, ) (5)

On peut donc facilement calculer le laplacien du développement (2); si 'on écrit
que, compte tenu de (3), chacun des termes ainsi obtenu est nul, il vient :

120 1o 0

Cette équation admet deux solutions linéairement indépendantes, rt et r—(+1),
Comme U(r) n’est pas infini pour r = 0, il faut prendre :

| 4r
fl,m(r) = mcl,mrl (7)

ou les ¢, sont des coefficients qui dépendent du potentiel considéré (le facteur

V4w /(20 + 1) est introduit pour des raisons de pure commodité qui apparaitront
plus bas).
On peut donc écrire (2) sous la forme :

[e'S) l
V() =qUr) =) > anQ'(r) (8)
=0 m=-1

ol les fonctions Q" (r) sont définies par leurs expressions' en coordonnées sphé-
riques :

47
20+ 1

Q'(r) = ¢ Y™ (0, ¢) (9)

1. On notera la différence de notation entre les capitales cursives des grandeurs classiques
et les Q" des opérateurs quantiques.
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En mécanique quantique, le méme type de développement est possible; en
effet, 'opérateur énergie potentielle de la particule est V(R) = qU(R), dont les
éléments de matrice en représentation {|r)} sont (¢f. Complément Byy, § 4-b) :

(rlgU(R)|r) = qU(r) 6(r —1') (10)

Le développement (8) donne alors :

[e%) l
VR)=qUR)=>_ > amQ (11)

=0 m=-—1
ol les opérateurs ;" sont définis par :
(r|Q"[r") = Q" (r) 6(r — 1)
4
20+1

Les Q" sont appelés “opérateurs multipolaires électriques”.

=q Y™ (0, 0) 8(x — ') (12)

B. Généralisation a N particules
Considérons maintenant N particules classiques de positions ry, ra, ..., ry et
de charges q1, g2, ..., gn. Leur énergie de couplage avec le potentiel extérieur U(r)
est :
N
V(ry,ro,...,tn) = Z qnU(ry) (13)
n=1

Le raisonnement du paragraphe précédent se généralise immédiatement et montre
que :

0o l
V(ry,ra,...,tn) = Z Z Clm QU (r1,12, ..., TN) (14)

=0 m=—1

ou les coefficients ¢; ., [qui dépendent du potentiel U(r)] ont les mémes valeurs
qu’au paragraphe précédent, et les fonctions Q;" sont définies par leurs valeurs en
coordonnées polaires :

N
m / 4m E m
Ql (r17r27 "'arN) = 20+ 1 o qn(rn)l )/l (9117()011) (15)

(0, et ¢y, sont les angles polaires de r,, ). Les moments multipolaires du systéme total
sont donc simplement la somme des moments associés a chacune des particules.

De méme, en mécanique quantique, I’énergie de couplage des N particules
avec le potentiel extérieur est décrite par I'opérateur :

00 l

VRLRy, o Ry) =D Y amQ (16)

=0 m=—1

avec :

(r1,re,...,vN|Q"|T), Ty, .y Ty)
= Q"(r1,r2,...,rN)0(r1 — 1)) 0(r2 — 15) ... 5(ry — Ty) (17)
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1-b. Signification physique des opérateurs multipolaires

a. Opérateur QY ; charge totale du systéme

Comme Y est une constante (Y = 1/+/4r), la définition (15) entraine que :

=3 (18)

L’opérateur Q) est donc, en fait, une constante égale a la charge totale du systeme.

Le premier terme du développement (14) donne donc I'énergie de couplage
du systéme avec le potentiel U(r) dans approximation ot toutes les particules sont
supposées situées a ’origine O ; il est clair qu’on obtient ainsi une bonne approxi-
mation si U(r) varie peu en valeur relative sur une distance comparable a celles
qui séparent les diverses particules de O (si le systéme . est centré en O, cette
distance est de l'ordre des dimensions de .#). Il existe d’ailleurs un cas particulier
ou le développement (14) est rigoureusement limité & son premier terme, celui ou le
potentiel U(r) est uniforme : U(r), qui ne dépend alors pas de r, est proportionnel
a 'harmonique sphérique [ = 0.

5. Opérateurs Q7" ; moment dipolaire électrique

D’apres (15) et Pexpression des harmoniques sphériques ;™ [¢f. Complé-
ment Ayr, équations (32)], on a :

Q% \/ﬁ Z Gn (Tn + 1Yn)
QY = Z qn Zn (19)
Ql ﬁZqﬂ(n_Zyn)

Ces trois quantités peuvent étre considérées comme les composantes d’un vecteur
sur la base complexe de trois vecteurs e, ey et e_q :

D=-97'e; + Q% — Qle (20)
avec :

e ——L(e +ie,); ey =e,; e —i(e —iey) (21)

1 — \/5 T Y/ 0 — ©z, -1 = \/5 x ]

(ol ey, €, et e, sont les vecteurs unitaires des axes Oz, Oy et Oz) ; les composantes
de ce vecteur D sur les axes Oxyz sont alors :

1
%= D7 =D =) gnan
Q?Z%[ '+Di] = anyn
Qf =D} = Z n 7n (22)
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Nous reconnaissons les trois composantes du moment dipolaire électrique total du
systeme . par rapport a 'origine O :

N
D= gnra (23)
n=1

Les opérateurs Q7" sont donc, en fait, les composantes du dipdle électrique D =
Les égalités (19) permettent d’ailleurs d’écrire les termes [ = 1 du développe-
ment (14) sous la forme :

chQO_ fcll c1,-1 Z%xn

m=—1
7
- %(Cl,l +c1,-1) Z GnYn + Cl,OZ Gn Zn (24)

Or les combinaisons des coefficients c; ,,, qui apparaissent dans cette expression ne
sont autres que les composantes du gradient du potentiel U(r) en r = 0. En effet,
si Pon prend le gradient du développement (8) de U(r), le terme I = 0 (qui est
constant) disparait ; le terme [ = 1 peut étre mis sous une forme analogue & (24) et
donne :

1 1
VU)o = _ﬁ(cl,l —c1,-1) €5 — 5(61,1 +eci-1) e, teioe. (25)
Quant aux termes [ > 1 de (8), ce sont des polyndmes en z, y, z de degrés supérieurs
a1l (cf. §§ v et d suivants) qui ne donnent aucune contribution au gradient en r = 0.
Le terme | = 1 du développement (14) s’écrit donc, compte tenu de (23) et (25) :

(Z n rn> (VU)p—o = =D - E(r = 0) (26)

ou :
E(r) =-VU(r) (27)

est le champ électrique au point r. Nous retrouvons ainsi en (26) I'expression bien
connue de ’énergie de couplage entre un dipole électrique et le champ &.

Remarques:

(1) On a fréquemment affaire en physique & des systémes dont la charge
totale est nulle (c’est le cas par exemple pour les atomes); QF est alors
égal a zéro, et le premier opérateur multipolaire qui intervient dans le
développement (14) est le moment dipolaire électrique. On peut souvent
limiter ce développement aux termes [ = 1 [ce qui donne I'expression
(26)], car les termes pour lesquels [ > 2 sont en général beaucoup plus
petits (c’est le cas par exemple si le champ électrique varie peu sur des
distances comparables a la distance des particules a l'origine; les termes
[ > 2 sont d’ailleurs rigoureusement nuls dans un cas particulier, celui ou
le champ électrique est uniforme; cf. §§ v et § suivants).

1089



COMPLEMENT Ex @

(#4) Pour un systéme .# constitué de deux particules de charges opposées +¢
et —q (dipole électrique), le moment dipolaire D s’écrit :

D =q(r; —1r3) (28)

Sa valeur, qui est liée a la position de la “particule relative” (¢f. Chap. VII,
§ B) associée au systéme .#, ne dépend donc pas du choix de l'origine O
des axes. En réalité, il s’agit 1a d’une propriété plus générale : on peut
facilement vérifier que le moment dipolaire électrique d’un systeme .&
quelconque de charge totale nulle est indépendant de 1’origine O choisie.

5. Opérateurs Q5" ; moment quadrupolaire électrique

En utilisant I’expression explicite des Y3™ [¢f. Complément Avry, égalités (33)],
on pourrait montrer sans difficulté que :

\/5 )
§E2 = Z qn (Tn £ Zyn)Q

i (20)

Z dn Zn(xn = Zyn)

:F
;( -3)

[\D|P—‘

On obtient ainsi les cing composantes du moment quadrupolaire électrique du sys-
teme .. Alors que la charge totale de . est un scalaire et que son moment dipolaire
est un vecteur D, on peut montrer que le moment quadrupolaire de .¥ est un ten-
seur d’ordre deux. De plus, un raisonnement semblable & celui du § 5 permettrait
d’écrire les termes [ = 2 du développement (14) sous la forme :

= o°U SN
Z Com QY = Z {W] . Zl Qn, T, X, (30)
] r=0np=

m=—2

(avec x', 17 = 1,y ou z). Ces termes décrivent le couplage entre le moment quadru-
polaire électrique du systéme . et le gradient du champ £(r) au point r = 0.

d. Généralisation : moment l-polaire électrique

On pourrait généraliser les raisonnements précédents et montrer a partir de
lexpression générale des harmoniques sphériques [¢f. Complément Ayp, relations
(26) ou (30)] que :

— les quantités Q)" sont des polynémes homogenes en z, y et z de degré .

— la contribution au développement (14) des termes [ fait intervenir les dé-

rivées d’ordre [ du potentiel U(r), prises en r = 0.

L’expression (14) du potentiel apparait alors comme un développement en
série de Taylor au voisinage de l'origine. Ce développement doit étre poussé a un
ordre d’autant plus élevé que les variations du potentiel U(r) sont plus compliquées
dans la région de l'espace ou se trouve le systéme . : par exemple, si U(r) est
constant, nous avons vu que le terme [ = 0 est le seul & intervenir; si le champ £(r)
est uniforme, il faut ajouter au développement les termes [ = 1; si c’est le gradient
du champ € qui est uniforme, [ peut prendre les valeurs 0, 1 et 2, etc.
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1-c. Parité des opérateurs multipolaires

Etudions enfin la parité des Q7. Nous savons que la parité de Y;™ est (—1)!

[¢f. Chap. VI, relation (D-28)]. Donc (¢f. Complément Frp, § 2-a) 'opérateur multi-
polaire électrique Q] a une parité définie, égale a (—1)!, indépendante de m. Cette
propriété nous sera utile dans la suite.

1-d. Une autre maniére d’introduire les moments multipolaires

Nous considérons le méme ensemble de N particules chargées qu’'au § 1-a;
cependant, au lieu de nous intéresser a I’énergie d’interaction de ce systéme avec un
potentiel extérieur U(r) donné, cherchons a calculer le potentiel W (p) créé par ces
charges en un point p éloigné (¢f. Fig. 1) ; pour simplifier, nous allons raisonner ici
dans le cadre de la mécanique classique. Le potentiel W (p) est alors :

N
1 n
W = E 31
(p) 47eg — lp— 1y (31)

Or, lorsque |p| > |r,|, on peut montrer que :
(o]

L1y (p)” o) (32)

lp—rn| P

FIGURE 1 — Le potentiel W(p) créé en un point éloigné par un systéme . constitué
de N particules chargées (de positions ri,ra, ...) peut étre exprimé en fonction des
moments multipolaires de ..

ol o, désigne I'angle (p,r,,) et P est le polynéme de Legendre d’ordre [. En utilisant
le théoreme d’addition des harmoniques sphériques (c¢f. Complément Avyr, § 2-e-),
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on peut écrire :

+l

Y CD)™Y (O, 0n) Y (O, ) (33)

m=—

47

P B
) (cos au,) ST
(ot1 © et ® désignent les angles polaires de p). En reportant (32) et (33) dans (31),
on obtient finalement :

471'60 Z Z \/7 1+1Yzm(97‘1>) (34)

ou Q*(r1,ra, ...,ry) est défini par la relation (15).

L’égalité (34) montre que la donnée des Q)" définit parfaitement le potentiel
créé par I’ensemble des particules dans les régions de ’espace extérieures au systéme
7. Ce potentiel W(p) apparait alors comme la somme d’une infinité de termes :

(7) Le terme [ = 0 donne la contribution de la charge totale du systéme. Ce
terme est isotrope (il ne dépend pas de O et ®) et s’écrit :

i) = ot S 5

C’est le potentiel en 1/p que créeraient les charges si elles étaient toutes situées en
O il est nul si le systeme est globalement neutre.

(73) Le terme [ = 1 donne la contribution du moment dipolaire électrique D du
systeme. En effectuant des transformations analogues a celles du § 1-b-( précédent,
on peut montrer que cette contribution s’écrit :

1 D-p
471'60 p3

Wi(p) = (36)
Ce potentiel décroit en 1/p? lorsque p croit.

(731) Les termes [ = 2,3. ... donnent de la méme facon la contribution au
potentiel W (p) des moments multipolaires successifs du systeme étudié. Lorsque
p augmente, chacune de ces contributions décroit comme 1/p'*! et sa dépendance
angulaire est décrite par une harmonique sphérique d’ordre [. De plus, on voit
sur (34) et la définition (15) que le potentiel dii au moment multipolaire Q; est, au
maximum, de 'ordre de grandeur de Wy(p) x (d/p)!, ol d est la distance maximale
des diverses particules du systeme . a U'origine. Donc, si I’on s’intéresse au potentiel
en un point p tel que p > d (potentiel en un point éloigné), les termes Wi (p)
décroissent tres vite lorsque [ augmente, et on ne fait pas une grande erreur en ne
gardant dans (34) que les valeurs de [ les plus basses.

Remarque:

Si on voulait calculer le champ magnétique créé par un ensemble de charges
en mouvement, on pourrait introduire de fagon analogue les moments multi-
polaires magnétiques du systéme : moment dipolaire magnétique 2, quadru-
polaire magnétique, etc. Les parités des moments magnétiques sont opposées

2. Il n’existe pas de moment multipolaire magnétique d’ordre I = 0 (monopdle magnétique).
Ce résultat est lié au fait que le champ magnétique, dont la divergence est nulle d’apres les équations
de Maxwell, a un flux conservatif.
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a celles des moments électriques correspondants : le moment dipolaire ma-
gnétique est pair, le moment quadrupolaire magnétique impair, et ainsi de
suite. Cette propriété provient de ce que le champ électrique est un vecteur
polaire alors que le champ magnétique est un vecteur axial.

2. Eléments de matrice des opérateurs multipolaires électriques

Cette fois encore, nous allons raisonner pour simplifier sur un systéme consti-
tué d’une seule particule sans spin. Toutefois, la généralisation aux systemes de N
particules ne présente aucune difficulté de principe.

L’espace des états & de la particule est rapporté a une base orthonormée
{Ixn.1,m)} de vecteurs propres communs & L? [valeur propre [(I+1)h?] et L, (valeur
propre mh). Evaluons les éléments de matrice d’un opérateur multipolaire Q] dans
une telle base.

2-a. Expression générale des eléments de matrice

Q. Décomposition des éléments de matrice

D’apres les résultats généraux du Chapitre VII, nous savons que les fonctions
d’onde associées aux états |xn,i,m) sont nécessairement de la forme :

Xl (¥) = R 1 (r) Y™ (0, ) (37)
L’élément de matrice de Popérateur Q)" s’écrit donc, compte tenu de (12) :

<X7l17l1 my | Q;n | Xna, lz7m2> =

27
/ / sin 0 do / AP Xy 1y (12 0,9) Q12 0,6) Xomp s (0, )

4 .
21+1/ r?dr Ry, (r )RnQ,lg(T)Tl/O sin 6 d6

x / dp Y{™(0, ) Y™ (6, ) Y26, ) (38)

Nous avons ainsi fait apparaitre dans ’élément de matrice considéré une intégrale ra-
diale et une intégrale angulaire. Cette derniére peut d’ailleurs étre simplifiée ; en uti-
lisant la relation de conjugaison complexe des harmoniques sphériques [¢f. Chap. VI,
égalité (D-29)] et la relation (26) du Complément Cx (théoréeme de Wigner-Eckart
pour les harmoniques sphériques), on peut montrer qu’elle s’écrit :

T 2
(—1ym™ /0 sin 0 d6 /0 dp Y™ (8, 0) Y™ (0, 0) Y™ (0, ¢) =

_ \/% (o0 0,0 | 11,0) I, 1 : ma,m | 11, m1) (39)
Pour finir, il vient :
(Xna,t,my | QU | Xna layms) =
— sy Ot Q1 ) Gl |, (40)
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ou “Iélément de matrice réduit” (xn,.1y || Qi || Xna.1o) de Vopérateur multipolaire
électrique d’ordre [ est défini par :

<Xn1,l1 ” Qi H X?’L2712> =qv2l+1 <l27l ;0,0 | 1170>

« /0 dr i RY () Ry iy (r) (41)

L’égalité (40) exprime, dans le cas particulier des opérateurs multipolaires élec-
triques, un théoreme général dont nous avons déja vu 'application a un autre cas,
celui des opérateurs vectoriels (¢f. Complément Dx) : le théoréme de Wigner-Eckart.

Remarque:

Nous nous sommes limités ici a un systeme . constitué d’une seule particule
sans spin. Toutefois, si 'on considére un systeme de N particules possédant
éventuellement un spin, on peut généraliser les résultats que nous avons ob-
tenus. Pour cela, il faut introduire le moment cinétique total J du systéme
(somme des moments cinétiques orbitaux et des spins des N particules), et
désigner par |x,.j.m) des vecteurs propres communs a J? et .J, ; on peut alors
démontrer une égalité semblable & (40), ot 1 et I sont remplacés par j; et
j2 (¢f. Complément Gy, exercice 8). Cependant, les nombres quantiques ji,
J2, m1 et mo peuvent alors, suivant le systéme physique considéré, étre soit
entiers, soit demi-entiers.

5. Elément de matrice réduit

L’élément de matrice réduit (X, 1, || Qi [| Xn, 1) est indépendant de m, my et
ma. Il fait intervenir la partie radiale R,, ;(r) des fonctions d’onde X, 1,m (7, 0, @) ; sui-
vant la base {|xn,i.,m)} choisie, on aura donc des valeurs différentes pour cet élément
de matrice réduit et on ne peut guere lui attribuer de propriétés générales. Cepen-
dant, on peut remarquer que le coefficient de Clebsch-Gordan (ls,1; 0,0 | I1,0) qui
intervient dans (41) est nul si l; + I + [ est impair (¢f. Complément Bx, § 3-c), ce
qui entraine la méme propriété pour 1’élément de matrice réduit.

Remarque:

Cette propriété est liée a la parité (—1)! des opérateurs multipolaires élec-
triques Q7. Pour les opérateurs multipolaires magnétiques, nous avons déja
signalé plus haut que leur parité est (—1)*1; c’est donc lorsque Iy + Iy + 1
est pair que leurs éléments de matrice sont nuls.

5. Partie angulaire de [’élément de matrice

Dans (40), le coefficient de Clebsch-Gordan (I, l; ma, m | Iy, m1) provient uni-
quement de l'intégrale angulaire qui apparait dans 1’élément de matrice de Q7" [cf.
(38)]; ce coefficient ne dépend que des nombres quantiques associés aux moments
cinétiques des niveaux considérés, et ne fait pas intervenir la dépendance radiale
R, (r) des fonctions d’onde. C’est pourquoi il apparait dans les éléments de ma-
trice des opérateurs multipolaires chaque fois que 1'on choisit une base de vecteurs
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propres communs & L? et L, (ou J? et J, pour un systéme de N particules pos-
sédant éventuellement un spin; c¢f. remarque du § a précédent). Or on sait que de
telles bases sont fréquemment utilisées en mécanique quantique, et notamment que
les états stationnaires d’une particule dans un potentiel central W (r) peuvent étre
pris sous cette forme. Les fonctions radiales R,, ;(r) associées aux états stationnaires
dépendent alors du potentiel W (r) choisi; il en est donc de méme de I’élément de
matrice réduit (xn,.;, || Q1 || Xns,1o)- Par contre, ce n’est pas le cas de la dépendance
angulaire des fonctions d’onde, et le méme coefficient de Clebsch-Gordan apparait
quel que soit W(r); c’est pourquoi il joue un réle universel.

2-b. Régles de sélection

D’aprés les propriétés des coefficients de Clebsch-Gordan (¢f. Complément Bx,
§ 1), (l2,1; ma,m | l1,m1) ne peut étre différent de zéro que si 'on a a la fois :

mi =mas+m 42
(42)
=L <I<lh+l (43)

Donc la relation (40) entraine que, si 'une au moins de ces conditions n’est pas
réalisée, I'élément de matrice (Xny 1y, mi | @7 | Xno,la,ms) €St nNécesssairement nul.
Nous obtenons ainsi des regles de sélection qui permettent, sans calcul, de simplifier
notablement la recherche de la matrice représentant un opérateur multipolaire Q}"
quelconque.

D’autre part, nous avons vu au § 2-a-8 que I’élément de matrice réduit d’un
opérateur multipolaire obéit a une autre regle de sélection :

— pour un opérateur multipolaire électrique :

Iy + Iz + 1 = nombre pair (44a)

— pour un opérateur multipolaire magnétique :

Iy + ls + 1 = nombre impair (44b)
2-c. Conséquences physiques
Q. Valeur moyenne d’un opérateur multipolaire dans un état de moment

cinétique déterminé

Supposons que Iétat |1)) de la particule soit un des états de base |Xn, 1y,m,)-
La valeur moyenne (Q]")de 'opérateur Q7" est alors :

(@) = Xyt | @1 | X i) (45)
Les conditions (42) et (43) s’écrivent ici :

m=0 (46)

0<I<2; (47)

Nous obtenons ainsi les regles importantes suivantes :
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— les valeurs moyennes, dans un état |Xn, i, ,m, ), de tous les opérateurs Q"
sont nulles si m # 0 :

Q) =0 si m#0 (48)

— les valeurs moyennes dans un état |Xn, 1,.m,) de tous les opérateurs d’ordre
l supérieur a 2l sont nulles :

@Qr)y=0 si I>2, (49)

Si maintenant nous supposons que 'état |¢)), au lieu d’étre un état |xn, 1,.mq)s
est une superposition quelconque de tels états correspondant tous a la méme valeur
de Iy, il n’est pas difficile de montrer que la régle (49) reste valable [mais pas la
regle (48); en effet, dans la valeur moyenne (Q]"), interviennent alors en général
des éléments de matrice ot my # mg). L’égalité (49) est donc tres générale et peut
étre appliquée chaque fois que le systéme est dans un état propre de L2.

D’autre part, les égalités (44) entrainent que la valeur moyenne d’un opérateur
multipolaire d’ordre [ ne peut étre différente de zéro que si :

— pour un opérateur multipolaire électrique :

[ = nombre pair (50a)
— pour un opérateur multipolaire magnétique :
I = nombre impair (50b)

Les régles précédentes permettent d’obtenir commodément et sans calculs un
certain nombre de résultats physiques simples. Par exemple, dans un état [ = 0
(comme Détat fondamental de 'atome d’hydrogene), les moments dipolaires (élec-
trique ou magnétique), quadrupolaires (électrique ou magnétique), etc. sont toujours
nuls. Pour un état [ = 1, seuls des opérateurs multipolaires d’ordre 0, 1, 2 peuvent
étre non nuls; les regles de parité (50) indiquent que ce sont la charge totale et le
quadrupdle électrique du systéme, ainsi que son dipdéle magnétique.

Remarque:

Les prévisions physiques que nous avons obtenues peuvent étre généralisées
a des systémes plus complexes (comme les atomes & plusieurs électrons). Si
le moment cinétique d’un tel systéme est j (entier ou demi-entier), on peut
montrer qu’il suffit de remplacer dans (49) I3 par j.

Appliquons par exemple les reégles (49) et (50) a ’étude des propriétés élec-
tromagnétiques d’un noyau atomique. On sait qu’un tel noyau est un systéme
lié constitué de protons et de neutrons, interagissant par les forces nucléaires.
Si dans ’état fondamental 3, la valeur propre du carré du moment cinétique
est I(I + 1)h?, le nombre quantique I est appelé spin du noyau.

Les regles que nous avons énoncées indiquent que :

3. En physique atomique, on ne s’intéresse généralement qu’au niveau fondamental du
noyau. En effet, les énergies mises en jeu, si elles sont suffisantes pour exciter I’atmosphere élec-
tronique de ’atome, sont beaucoup trop faibles pour exciter son noyau.
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— si I = 0, les interactions électromagnétiques du noyau sont caractérisées
par sa charge totale, tous les autres moments multipolaires étant nuls.
C’est le cas par exemple des noyaux “He (“particule a”), 2°Ne, etc.

— si I =1/2, le noyau posséde une charge électrique et un moment dipolaire
magnétique [la regle de parité (50a) excluant le moment dipolaire élec-
trique]. C’est le cas pour le noyau de *He, pour celui de 'H (c’est-a-dire
en fait le proton), ainsi d’ailleurs que pour toutes les particules de spin
1/2 (électron, muon, neutron, etc.)

— si I =1, il faut ajouter, a la charge et au moment dipolaire magnétique,
le moment quadrupolaire électrique. C’est le cas de 2H (Deuterium), SLi,
etc.

On peut généraliser le raisonnement a une valeur quelconque de I. En fait, trés peu
de noyaux ont des spins supérieurs a 3 ou 4.

B. Eléments de matrice entre états de nombres quantiques différents

Lorsque Iy, Iz, m; et mo sont quelconques, il faut appliquer les reégles de
sélection sous leurs formes générales (42), (43) et (44). Considérons par exemple
une particule de charge ¢ soumise a l’action d’un potentiel central Vj(r), et dont
les états stationnaires sont les états |xyn,im). On suppose qu’on ajoute ensuite un
champ électrique supplémentaire £, uniforme et paralléle a Oz ; dans I’hamiltonien
de couplage correspondant, le seul terme non nul est le terme dipolaire électrique

(cf. § 1-b-5) :

V(R)=-D-£
—-D.E (51)

L’opérateur D, est, comme nous I’avons vu en (22), égal a I'opérateur QY ; les régles
de sélection (42) et (43) indiquent alors que :

— les états |xn,i,m) couplés par I'hamiltonien supplémentaire V(R) corres-
pondent nécessairement a la méme valeur de m.

— les valeurs de [ des deux états different nécessairement de +1 [elles ne
peuvent étre égales d’aprés (44a)]. On peut ainsi prévoir sans calculs qu'un
grand nombre d’éléments de matrice de V' (R) sont nuls. Ceci simplifie par
exemple considérablement ’étude de l'effet Stark (¢f. Complément Exir),
et celle des regles de sélection qui régissent I’émission des raies optiques
par les atomes (¢f. Complément Axiyy).

Références et conseils de lecture :

Cagnac et Pebay-Peyroula (11.2), Annexe IV ; Valentin (16.1), Chap. VIIT;
Jackson (7.5), Chap. 4 et 16.
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® DEUX MOMENTS CINETIQUES J; ET J, COUPLES PAR UNE INTERACTION AJ; - J»

Complément Fy

Evolution de deux moments cinétiques J; et J; couplés par une
interaction aJ; - Jo

1 Rappels classiques . . . . ... ... ... . 0000 1100
1-a Equations du mouvement . . . . ... ... L. 1100
1-b Mouvement de J1 et Ja . . . . . . .. 1101

2 Equations d’évolution des valeurs moyennes quantiques
<J1> et <J2> ........................... 1102
2-a Calcul de %(Jl) et %(Jg) ................ 1102
2-b Discussion physique . . . . ... ... L0 1102
3 Cas particulier de deux spins 1/2 . . . . . . . ... ... 1103
3-a Etats stationnaires du systéme des deux spins . . . . . . 1103
3-b  Calculde (Si)(t) . . . . . . ... 1103

3-c Discussion physique. Polarisation des transitions dipo-
laires magnétiques . . . . . ... ..o oL 1105

4 Etude d’un modeéle simple de collision entre deux

spins 1/2. . . . o Lo e 1108
4-a Description du modeéle . . . . . . .. ... ... 1108
4-b Etat du systeme apres la collision . . . . . ... ... .. 1109

4-c Discussion physique. Corrélation introduite par la colli-
sion entre les deux spins . . . . . . ... ... 1110

En physique, on a souvent a étudier ’effet d’un couplage entre deux moments
cinétiques partiels J; et Jo d’un systéme : J; et Jo peuvent, par exemple, étre les
moments cinétiques de deux électrons d’un atome, ou encore le moment cinétique
orbital et le moment cinétique de spin d’un électron. En présence d’un tel couplage,
J1 et Jo ne sont plus des constantes du mouvement ; seul :

J=J:+Js (1)

commute avec I’hamiltonien total du systeme.
Nous supposerons que le terme de I'hamiltonien qui introduit un couplage
entre J; et Jo a la forme simple :

W:CLJl'JQ (2)

ou a est une constante réelle. Une telle situation se rencontre tres fréquemment en
physique atomique. Nous en verrons de nombreux exemples au Chapitre XII, lorsque
nous utiliserons la théorie des perturbations pour étudier 'effet, sur le spectre de
I’atome d’hydrogene, des interactions dépendant du spin de 1’électron ou du proton.
Lorsque le couplage a la forme (2), la théorie classique prévoit que les moments
cinétiques classiques J1 et Jo précessent autour de leur résultante (leur somme)
J avec une vitesse angulaire proportionnelle & la constante a (¢f. § 1). Ce résultat
est a la base du “modele vectoriel” de I'atome qui a joué un réle historique tres

1099



COMPLEMENT Fx @

important dans le développement de la physique atomique. Dans ce complément
nous montrons comment on peut, connaissant les états propres communs a J2 et
J., étudier le mouvement des valeurs moyennes (J1) et (J2) et retrouver, au moins
en partie, les résultats du modele vectoriel de 'atome (§§ 2 et 3). De plus, cette
étude nous permettra de préciser dans des cas simples la polarisation des ondes
électromagnétiques émises ou absorbées au cours de transitions dipolaires magné-
tiques. Nous aborderons enfin (§ 4) le cas ol les deux moments cinétiques Jq et Jo
ne sont pas couplés en permanence, mais seulement pendant le temps que dure une
collision, ce qui nous amenera a illustrer sur un cas treés simple la notion importante
de corrélation entre deux systemes.

1. Rappels classiques

1-a. Equations du mouvement

Si 6 est angle entre les moments cinétiques classiques J1 et Jo (Fig. 1),
I’énergie de couplage s’écrit :

W=aJ1 -T2 =aJ1J>cosb (3)

Soit Ho 'énergie du systéme global en absence de couplage [Ho peut représenter
par exemple la somme des énergies cinétiques de rotation des systemes (1) et (2)].
Nous supposerons :

W < Ho (4)

5

E

FIGURE 1 - Deux moments cinétiques
classiques J1 et Jo couplés par une in-
teraction W = aJ 1 - T2 = aJ1J2 cos .

Calculons le moment M des forces agissant sur le systéme (1). Soit u un
vecteur unitaire, dVV la variation de I’énergie de couplage lorsqu’on tourne le sys-
téme (1) d’un angle da autour de u. On sait (théoréme des travaux virtuels) que :

dw

Un calcul simple permet alors d’obtenir & partir de (3) et 5) :
My =—-aJ1 x T2 (6a)
My =—-aJ2x J: (6b)
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et par suite :

dJ
o = aTix T (7a)
dJ
dtz = —(ZJQ X jl (7b)
1-b. Mouvement de J, et J»

En ajoutant (7a) et (7b), on obtient :

C(FitT=0 ®)

ce qui montre bien que le moment cinétique total J1 + J2 est une constante du
mouvement. D’autre part, on déduit aisément de (7a) et (7b) que :

dJ1\ _ dJ2\ _
7 () =7 () - ¥
et :

d d d
Jr(djﬁ+(djduﬁ—dﬂjyjﬂ—0 (10)
L’angle 6 entre J1 et J2, de méme que les modules de J;1 et Jo, restent donc
constants au cours du temps. Enfin :

d
&leajngl:a(J—Jl)x._’leaJx._’Tl (11)

Comme J = J1 + J 2 est constant, I’équation précédente montre que J; précesse
autour de J avec une vitesse angulaire égale & a|J| (Fig. 2).

5

FIGURE 2 - Sous l’effet du couplage VW =
a1 T2, les moments cinétiques J1 et
T o précessent autour de leur résultante
(leur somme) T, qui est une constante du
mouvement.

A

Sous l'effet du couplage, J1 et Jo précessent donc autour de leur résultante
J avec une vitesse angulaire proportionnelle & | J| et & la constante de couplage a.
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2. Equations d’évolution des valeurs moyennes quantiques (J;) et (J2)
d d
2-a. Calcul de a(Jl) et &<J2)

Rappelons tout d’abord que, si A est une observable d’un systéme quantique
d’hamiltonien H, on a (¢f. Chap. III, § D-1-d) :
Sl n = - (1A H) (0 (12
dt b
Dans le cas présent, ’hamiltonien H est égal a :
H=Hy+W (13)

ou Hy est la somme des énergies des systemes (1) et (2), et W le couplage entre

J; et Jo donné en (2). En 'absence d’un tel couplage, J; et Jo sont des constantes

du mouvement (ils commutent avec Hp); donc, en présence du couplage, on aura

simplement :
d

—(J1) =

dt <[J17 W]> = E <[J17J1 : J2]> (14)

1

ih
. d

et une expression analogue pour &<J2>. Le calcul du commutateur figurant dans

la relation (14) ne présente aucune difficulté. En effet, on a par exemple :
iz, J1 - Jo] = [Jia, JiyJoy] + [Tz, J12J22]
= ihJ1.Joy — thJiyJa.

= —iﬁ(Jl X Jg)i (15)
On en déduit finalement que :
d
0 = —aldix Jz) (16a)
d
g J2) = —aJa x J) (16b)
2-b. Discussion physique

On notera la grande analogie qui existe entre les formules (7a) et (7b) d’une
part et les formules (16a) et (16b) d’autre part. En ajoutant (16a) et (16b), on
retrouve que J est une constante du mouvement, puisque :

d d d

E<J1>+E<J2>:E<J>:O (17)
Il faut cependant prendre garde au fait qu’en général :
(J1 x J2) # (J1) x (J2) (18)

Le mouvement des valeurs moyennes n’est donc pas forcément identique au mou-
vement classique. Pour préciser ce point, nous allons étudier maintenant plus en
détail un cas particulier : celui ot J; et Jy sont deux spins 1/2 que nous noterons
Sl et SQ.
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3. Cas particulier de deux spins 1/2

L’évolution d’un systeme quantique se calcule aisément dans la base des états
propres de 'hamiltonien de ce systéme. Aussi allons-nous commencer par déterminer
les états stationnaires du systeme des deux spins.

3-a. Etats stationnaires du systéme des deux spins

Soit :
S=8;+8S, (19)
le spin total. En élevant au carré les deux membres de (19), il vient :
S? =82 4+82+2S,-8S, (20)

ce qui permet d’écrire W sous la forme :

3
W:asl-ngg[SQ—Sf—Sg]zg[SQ—ﬁfﬂ] (21)

(tous les vecteurs de l'espace des états sont vecteurs propres de S? et S3 avec la
valeur propre 3h%/4).

En ’absence de couplage, 'hamiltonien Hy du systeme est diagonal aussi bien
dans la base {|e1,22)} (avec e1 = +, e9 = +) des états propres de Sy, et Sa, que
dans la base {|S, M)} (avec S =0oul, =S < M < +5) des états propres de S?
et S, ; les différents vecteurs |e1,e2) ou |S, M) sont vecteurs propres de Hy avec la
méme valeur propre que nous prendrons pour zéro des énergies.

Lorsqu’on tient compte du couplage W, on voit sur la formule (21) que I'ha-
miltonien total H = Hy+ W n’est plus diagonal dans la base {|e1,e3)}. Par contre,
on peut écrire :

(Ho +W)|S, M) = “TFL? [S(S +1) - g] 1S, M) (22)

Les états stationnaires du systeme des deux spins se séparent donc en deux niveaux
(Fig. 3) : le niveau S = 1, dégénéré trois fois, d’énergie E1 = ah?/4; le niveau
S = 0, non dégénéré, d’énergie Ey = —3ah?/4. L’écart entre les deux niveaux est
égal & ah?. Si nous posons :

ah® = hQ) (23)

/2w est I'unique fréquence de Bohr non nulle du systéme des deux spins.

3-b. Calcul de (S;1)(¢)

Pour obtenir le mouvement effectué par (Sq)(¢), il faut d’abord calculer les
matrices représentant S, S1, et Si. (ou plus simplement S1. et Sy = S15+1S1y)
dans la base {|S, M)} des états stationnaires. En utilisant les expressions (B-22)
et (B-23) du Chapitre X qui donnent le dévelopement des états |.S, M) sur la base
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; Ho Hy + W
an? 4
4 7
0T
3ah?
T

FIGURE 3 - Niveaux d’énergie d’un systéeme de deux spins 1/2. Sur la partie gauche
de la figure, le couplage est supposé nul, et on obtient un seul niveau quatre fois
dégénéré. Leffet du couplage W = aS; - So est de faire apparaitre deuxr niveaux
distincts, séparés par l’énergie ah® : le niveau triplet (S = 1, trois fois dégénéré) et
le niveau singulet (S =0, non dégénéré).

{le1,€2)}, il est possible de calculer simplement l'action de S, ou Si4 sur les kets
[S, M). Tl vient ainsi :

h
Slz|171> = §|1vl>

h
S1:]1,0) = §|0,0>

; (24)
Slz|17_1>:_§|17_1>
h
Slz|070>:7|170>
2
et :
Sl+|171>:O
h
S ]1,0) = 21,1
111,00 = T .
h
Sy |1, —1) = —2(1,0) + 10,0
e l1-1) = T (1,0)+ 10.0)
h
$1.10,0) = ——2 11,1
0.0 =~
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On en déduit immédiatement les matrices représentant Sy, et S14 dans la base des
quatre états |.S, M) rangés dans l'ordre |1,1), |1,0), [1,—1) et |0,0) :

10 00
h]100 01
(512)=51 00 -10 (26)
01 0 0
010 -1
h 001 0
001 0
Remarque:

On peut vérifier aisément que les restrictions au sous-espace S = 1 des matrices S1, et S14+
sont respectivement proportionnelles (avec le méme coefficient de proportionnalité) aux ma-
trices représentant S, et S4 dans le méme sous-espace. Ce résultat était prévisible a partir
du théoréme de Wigner-Eckart relatif aux opérateurs vectoriels (¢f. Complément Dx).

Soit :

Pétat du systeme a l'instant ¢ = 0. On en déduit 'expression de [¢(t)) (au facteur
multiplicatif e3¢"/4 pres) :

[(£)) = @[0,0) + [B-1[1, =1) + fo[1,0) + Bu[1, )] e~ (29)
11 est facile alors d’obtenir a partir de (26) et (27) :
(S12) (1) = (®(t) | S1z [ ©(1))

g [|51|2 _ |ﬁ—1|2 =+ eiQt Oéﬂg + e—iQt Oé*ﬁo] (30)
(S14) () = (9(&) | S1v [ 9(#))

= B+ B0 — e Bt e ) (31)

Les valeurs moyennes (S1,)(t) et (Siy)(t) s’expriment a partir de (S14)(t) :
(S12)(t) = Re (S14)(¢) (32)
(S1y)(t) = Im (S14)(t) (33)

Des calculs analogues permettent d’obtenir les trois composantes de (Sa) (¢).

3-c. Discussion physique. Polarisation des transitions dipolaires magnétiques

L’étude du mouvement de (Si)(¢) n’est pas seulement intéressante pour
confronter le modele vectoriel de I'atome aux prédictions de la mécanique quan-
tique. Elle permet également de préciser la polarisation des ondes électromagné-
tiques émises par suite du mouvement de (Sy) ().
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La fréquence de Bohr Q /27 apparait dans 1’évolution de (S1) (t) par suite de
lexistence d’éléments de matrice non nuls de Sy, S1, ou Si, entre 'état |0,0) et
I'un des états |1, M) (avec M = —1, 0, 4+1). Dans la formule (28) ou (29) nous com-
mencerons par supposer que, « étant non nul, I'un seulement des trois coefficients
B-1, Bo ou B est différent de zéro. L’étude, dans les trois cas correspondants, du
mouvement de (S1) (t) nous permettra ainsi de préciser la polarisation du rayonne-
ment associé aux trois transitions dipolaires magnétiques :

|O7O> A |170>7 |07O><_)|171> et |070><_)|17_1>
On peut toujours prendre « réel; nous poserons :

Bur = |Barle’™ (M = —1,0,1) (34)

Remarque:

En fait, les ondes électromagnétiques sont rayonnées par les moments magnétiques My et
My associés & S1 et S (d’out le nom de transitions dipolaires magnétiques) ; My et Ma
sont respectivement proportionnels & S; et Sa. En toute rigueur, il faudrait donc étudier
I’évolution de (M1 4+ Ma) (t). Nous supposons ici (M1) > (M2). Une telle situation est
réalisée par exemple dans ’état fondamental de I’atome d’hydrogene : la structure hyperfine
de cet état est due au couplage entre le spin de I’électron et celui du proton (¢f. Chap. XII,
§ D); mais le moment magnétique du spin de ’électron est beaucoup plus grand que
celui du proton, de sorte que I’émission et 'absorption d’ondes électromagnétiques a la
fréquence de la transition hyperfine sont essentiellement déterminées par le mouvement du
spin électronique. Le fait de tenir compte également de (M2) compliquerait les calculs sans
en modifier les conclusions.

. Transition |0,0) < [1,0) (f1 =B-1=0)
Si lon prend 1 = f_1 = 0 dans les formules (30), (31), (32) et (33), il vient :

(S12)(t) = (S1y)(t) = 0
(S12)(t) = ha |Bol cos (2t — o) (35)

On vérifie d’autre part aisément que :

(S2)(t) = (Sy)(t) = (Sz)(t) = 0 (36)

(S1) (t) et (S2) (t) sont donc opposés en permanence et vibrent le long de Oz a la
fréquence Q /27 (Fig. 4).

Les ondes électromagnétiques émises par (Si) ont donc un champ magné-
tique ! polarisé linéairement le long de Oz (“polarisation 7).

On voit sur cet exemple que ({(S1))? varie au cours du temps et n’est donc pas
égal & (S?) (qui est constant et vaut 3h2/4). Il s’agit 1a d'une différence importante
avec la situation classique étudiée au § 1 ci-dessus ou J1 évolue en gardant une
longueur constante.

1. Comme il s’agit ici de transitions dipolaires magnétiques, nous nous intéressons au vec-
teur champ magnétique de 1’onde rayonnée. Dans le cas d’une transition dipolaire électrique (cf.
Complément Dy, § 2-¢), on s’intéresserait au contraire au champ électrique rayonné.
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Az
<85 (1) A

FIGURE 4 — Si l’état du systéme des deux
spins est une superposition des seuls états
stationnaires 0,0) et |1,0), (S1) et (Sa)
sont constamment opposés et vibrent le
long de Oz d la fréquence /2.

v<S; ) ()

B.  Transition [0,0) <> |1,1) (8o = -1 =10)

On trouve dans ce cas :
h
(81:)(0) = 5|6

(S1.) (1) = —%

(S1)(t) = —%awn Sin(Qf — o)

On vérifie d’autre part aisément que :

{ (S2)(t) = hlBy [

a|B1|cos(2t — 1) (37)

(38)
(S2)(t) = (Sy)(t) = 0

On en déduit (Fig. 5) que (S1)(t) et (Sa2)(t) précessent, autour de leur résul-
tante (S) qui est parallele & Oz, a la vitesse angulaire ) dans le sens circulaire droit.
Les ondes électromagnétiques émises par (S1)(¢) ont dans ce cas une polarisation
circulaire droite (“polarisation o”).

On notera qu’ici le mouvement obtenu pour les valeurs moyennes (S1) et (Sz)
est le mouvement classique.

~v.  Transition |0,0) <> |1,—1) (8o =1 =0)

Les calculs sont tres analogues a ceux du paragraphe précédent et conduisent
au résultat suivant (Fig. 6) : (S1)(t) et (S2)(t) précessent autour de Oz, toujours
a la vitesse angulaire €2, mais dans le sens circulaire gauche. Il faut noter que
(S,) = —h|B_1|? est maintenant négatif de sorte que, si le sens de la précession de
(S1) et (Sy) vis-a-vis de Oz a changé par rapport au cas précédent, il reste le méme
vis-a-vis de (S). Les ondes électromagnétiques émises par (Si) sont maintenant
circulaires gauches (“polarisation o_").

J. Cas général

Dans le cas général («, f_1, Bo et f1 quelconques), on voit sur les formules
(30), (31), (32) et (33) que les composantes de (S1)(¢) sur les trois axes comportent
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(S)

< Sz >(t) FIGURE 5 — Si l’état du systéme des deuz
spins est une superposition des seuls états
stationnaires 0,0) et [1,1), (S1) et (Sa)

précessent dans le sens direct autour de
? leur résultante (S), avec la vitesse angu-
laire €.

<8, >(1)

une partie statique et une partie modulée a la fréquence 2/27. Comme ces trois
mouvements projetés sont des mouvements sinusoidaux de méme fréquence, I’extré-
mité de (S1)(t) décrit une ellipse dans I’espace. La somme

(S1)(t) + (S2)(t) = (S)

restant constante, extrémité de (Sq)(¢) décrit elle-aussi une ellipse (Fig. 7).

On ne retrouve ainsi dans le cas général qu'une partie des résultats du modele
vectoriel de 'atome, a savoir que (Sy)(¢) et (S2)(t) précessent autour de (S) d’autant
plus rapidement que la constante de couplage a est plus grande. Par contre, comme
nous l'avons vu clairement dans le cas particulier étudié au § 3-c-a, [(S1)(¢)| n’est
pas constant et l'extrémité de (S1)(¢) ne décrit pas un cercle dans le cas général.

4. Etude d’un modéle simple de collision entre deux spins 1/2

4-a. Description du modéle

Considérons deux particules de spin 1/2, dont nous traiterons classiquement
les degrés de liberté externes et quantiquement les degrés de liberté de spin. Nous
supposerons que leurs trajectoires sont rectilignes (Fig. 8), et que l'interaction entre
les deux spins S; et So est de la forme W = aS; - S, la constante de couplage
a étant une fonction rapidement décroissante de la distance r qui sépare les deux
particules.

Comme r varie au cours du temps, il en est de méme de a. L’allure des
variations de a avec t est représentée sur la Figure 9; le maximum correspond a
Iinstant ou la distance entre les deux particules est minimale. Pour simplifier les
raisonnements, nous remplacerons la courbe de la Figure 9 par celle de la Figure 10.
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AZ

o

FIGURE 6 — Si ’état du systéeme des deux
spins est une superposition des seuls états
stationnaires |0,0) et |1, —1), (S1) et (Sa)
précessent encore dans le sens direct a la
vitesse angulaire Q0 autour de leur résul-
tante (S) ; cependant, celle-ci est mainte-
nant de sens opposé a Oz.

(8>

Le probleme que nous nous posons est le suivant : avant la collision, c’est-a-
dire & t = —o0, I’état de spin du systeme des deux particules est :

[¢(=00)) = |+,-) (39)

Quel est Détat |1(+00)) du systéme apres la collision ?

4-b. Etat du systeme apres la collision

Comme 'hamiltonien est nul pour ¢ < 0, on a :

19(0)) = [¢(=00)) = |+, )

1
= ﬁ [|170> + |07 0>] (40)

Les résultats du paragraphe précédent concernant les états propres et valeurs propres
de W = aS; - Sa sont applicables entre les instants 0 et 7' (fin de la collision) et
permettent de calculer |¢(T)) :

(1) = 5 [IL0)e BT/ 4o, 0)e 1] (a1)

En multipliant (41) par le facteur de phase global e!(BotENT/2h gans importance
physique, en posant By — Ey = h) [¢f. formule (23)] et en revenant & la base
{le1,e2)}, on trouve :

Qr Qr
[%(T)) = cos =~ |+, =) —isin ——|— +) (42)
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A}Z
(S

FIGURE 7 — Mouvement de (Si)(t) et

(S, (¢) (S2)(t) dans le cas général ou létat du

systeme des deux spins est une superpo-

sition des quatre états stationnaires |0,0),

[ _— [1,1), |1,0) et |1,—1); la résultante (S)

/ > est toujours constante, mais n’est plus for-
d / cément dirigée suivant Oz ; (S1) et (Sa)

C/ n’ont plus une longueur constante et leur

extrémité décrit une ellipse.
<8, ()

o

Région d’interaction

——
- ~.

FiGURE 8 — Collision entre deux parti-
cules (1) et (2) de spin 1/2 dont les va-
riables orbitales peuvent étre traitées clas-
siquement ; l’état de spin de chaque parti-

V R ) cule est schématisé par une fleche double.
1

Enfin, comme ’hamiltonien est nul pour ¢t > T, on a :

[ (+00)) = [(T)) (43)

Remarque:

On pourrait faire le calcul pour une fonction a(t) quelconque du type de
celle représentée sur la Figure 9. On trouverait alors qu’il faut remplacer

Qr +oo
dans la formule précédente a1 = 5, bar / a(t)dt (cf. exercice 2 du
—o0
Complément Exrr).
4-c. Discussion physique. Corrélation introduite par la collision entre les deux spins
Si la condition :
Qr 7«
7 = 5 + kﬂ ; k entier 2 O (44)
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ae)

FIGURE 9 — Allure des variations de la
constante de couplage a(t) au cours de la

/ collision.

a(t)

FIGURE 10 — Courbe simplifiée utilisée
pour schématiser les wariations de la
constante de couplage a(t) durant la colli-

ston.
0 T >t
est réalisée, on voit & partir de (42) que :
|th(+00)) = [—,+) (45)

L’orientation des deux spins s’est, dans ce cas, échangée au cours de la collision.
Par contre, si :

or _

5 km , kentier 20 (46)

on trouve que :

[$(+00)) = [+, =) = [¢(—00)) (47)

La collision ne se traduit dans ce cas par aucun effet sur orientation des spins.
Pour les autres valeurs de T, on a :

[ (+00)) = al+, =) + Bl—,+) (48)

avec « et § simultanément non nuls. L’état du systeme des deux spins a été trans-
formé par la collision en une superposition linéaire des deux états |+, —) et |—,+);
[th(400)) n'est donc plus un produit tensoriel, alors que |1)(—o0)) Détait : I'interac-
tion entre les deux spins a introduit entre eux des corrélations.

Pour le voir, analysons une expérience ot, apres la collision, un observateur
[observateur (1)] mesure Sp.. D’apres la formule (48) donnant [1)(+00)), il a la pro-
babilité |a|® de trouver +4/2, |8|* de trouver —h/2 [d’apres (42), |of® + |8])° = 1];
supposons qu’il trouve —h/2. Immédiatement aprés cette mesure, 'état du systéme
global est, d’aprés le postulat de réduction du paquet d’ondes, |—, +). Si, & ce mo-
ment, un deuxiéme observateur [observateur (2)] mesure Sa,, il trouvera & coup sir
+h/2. De méme, on peut montrer aisément que si 'observateur (1) obtient le résul-
tat +h/2, Pobservateur (2) trouve ensuite —h/2 a coup stir. Ainsi, le résultat obtenu
par lobservateur (1) influe de fagon essentielle sur le résultat qu’obtiendra ensuite
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Pobservateur (2), méme si au moment de ces deux mesures les particules sont extré-
mement éloignées 'une de l'autre. Ce résultat apparemment paradoxal (paradoxe
de Einstein, Podolsky et Rosen, ¢f. Chap. XXI, § F) reflete 'existence d’une forte
corrélation entre les deux spins qui est apparue par suite de leur interaction au cours
de la collision.

Notons enfin que si 'on s’intéresse & I'un des deux spins seulement, il est impossible de
décrire son état apres la collision par un vecteur d’état puisque, d’aprés la formule (48),
[1(4+00)) n’est pas un produit tensoriel. En fait, le spin (1) par exemple ne peut dans ce
cas étre décrit que par un opérateur densité (¢f. Complément Ejyr). Soit :

p = [1(+00)) (¥h(+00)| (49)

l'opérateur densité du systéme global des deux spins. D’apres les résultats du Complé-
ment Erp (§ 5-b), Popérateur densité du spin (1) s’obtient en prenant la trace partielle de
p par rapport aux variables du spin (2) :

p(1) =Trap (50)
De méme :
p(2) =Tr1p (51)
11 est facile de calculer, & partir de Iexpression (48) de |¢(+00)), la matrice représentant
p dans la base des quatre états {|+,+), |+, —),|—,+),|—, —)} rangés dans cet ordre; on
trouve :
0 0 0O
0 |a®> aB* 0
= 52
P 0 501* ‘,3|2 0 ( )
0 0 0 O

En appliquant (50) et (51), on obtient alors :

lal* 0
1) = 53
p(1) ( b s (59)
81> 0
2) = 4
’(2) < D o (54)
A partir des expressions (53) et (54), on peut former :
Pl =p(1) ®p(2) (55)
dont la matrice représentative s’écrit :
laf*[8]* 0 0 0
;o 0 la* 0O 0
p= 0 0 8% 0 (56)
0 0 0 |a?*|8?

On constate que p’ est différent de p, ce qui traduit bien ’existence de corrélations entre

les deux spins.

Références et conseils de lecture :

Modeéle vectoriel de I’Atome : Eisberg et Resnick (1.3), Chap. 8, § 5; Cagnac

et Pebay-Peyroula (11.2), Chap. XVI, § 3B et XVII, §§ 3E et 4C.
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Complément Gy

Exercices

1. On considére un atome de deutérium (constitué par un noyau de spin I =1 et
un électron). Le moment cinétique électronique est J = L + S, ot L est le moment
cinétique orbital de 1’électron et S son spin; le moment cinétique total de 'atome
est F = J 41, ou I est le spin du noyau. Les valeurs propres de J? et F2? sont
désignées respectivement par J(J + 1)h% et F(F + 1)h?.
a. Quelles sont les valeurs possibles des nombres quantiques J et F' pour un
atome de deutérium dans le niveau fondamental 1s7?

b. Méme question pour un atome de deutérium dans le niveau excité 2p.

2. Le noyau de l'atome d’hydrogéne est un proton de spin I = 1/2.

a. Quelles sont, avec les notations de 'exercice précédent, les valeurs pos-
sibles des nombres quantiques J et F’ pour un atome d’hydrogene dans le
niveau 2p 7

b. Soient {|n,l,m)} les états stationnaires de ’hamiltonien Hy de Patome
d’hydrogene étudié au § C du Chapitre VII.

Soit {|n,l, s, J, M)} la base obtenue en composant L et S pour former J (M ;h
est la valeur propre de J.), {|n,l,s,J, I, F, M)} la base obtenue en composant J
et I pour former F (Mph est la valeur propre de Fy).

L’opérateur moment magnétique de 1’électron est :

M = up(L+2S)/h
Dans chacune des multiplicités E(n = 2,1 = 1,s = 1/2,J,I = 1/2, F) issues du

niveau 2p et sous-tendues par les 2F + 1 vecteurs

1 1
=2l=1s==J,I=—-F,M
n ) S 277 27? F>

correspondant a des valeurs fixées de J et F, on peut écrire d’apres le théoreme de
projection (c¢f. Complément Dx, §§ 2-c et 3) :

M = gJF:uBF/h

Calculer les différentes valeurs possibles des facteurs de Landé ¢, ,., correspondant
au niveau 2p.

3. Soit un systéme constitué de deux particules de spin 1/2, dont on ignore les
variables orbitales. L’hamiltonien du systeme est :

H = w151, + w2,

ou Si, et So, sont les projections sur Oz des spins Sy et Sy des deux particules, wq
et wo des constantes réelles.
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a. L’état initial du systeme est, a l'instant ¢t =0 :

1
0)=—7Il*+—-)+|—+
[%(0)) ¢ﬂ| )=+
(notations du § B du Chapitre X). A I'instant ¢, on mesure S? = (S;+S2)?.
Quels résultats peut-on trouver, et avec quelles probabilités ?

b. Si I’état initial du systeme est quelconque, quelles sont les fréquences de
Bohr susceptibles d’apparaitre dans 1’évolution de <SQ> ? Méme question
pour S, = S, + Soz-

4. On considére une particule (a) de spin 3/2 pouvant se désintégrer en deux
particules, (b) de spin 1/2 et (¢) de spin 0. On se place dans le repére ou (a) est au
repos ; le moment cinétique total est conservé dans la désintégration.

a. Quelles valeurs peut prendre le moment cinétique orbital relatif des deux
particules finales 7 Montrer qu’il y a une seule valeur possible si la parité
de I'état orbital relatif est fixée; ce résultat resterait-il valable si le spin
de la particule (a) était supérieur a 3/27

b. On suppose que la particule (a) est initialement dans 1’état de spin ca-
ractérisé par la valeur propre m,h de la composante de son spin suivant
Oz. On sait que I’état orbital final a une parité définie. Est-il possible de
déterminer cette parité en mesurant les probabilités de trouver la parti-
cule (b) soit dans l’état |+), soit dans I'état |—)? (on pourra utiliser les
formules générales du Complément Ax, § 2).

5. Soit S = S; + Ss + S3 le moment cinétique total de trois particules de spin 1/2
(dont on ignore les variables orbitales), |e1,e2,£3) les états propres communs a
Sz, S22, 532, de valeurs propres respectives £1 h/2, £ h/2, €3 h/2. Donner, en fonc-
tion des kets |e1,2,3), une base de vecteurs propres communs a S? et S,. Ces
deux opérateurs forment-ils un E.C.0.C.? (on commencera par composer deux des
spins, puis le moment cinétique partiel ainsi obtenu avec le troisieme).

6. Soient S; et S, les moments cinétiques intrinseques de deux particules de spin
1/2, Ry et Ry leurs observables de position, my et ms leurs masses (on notera

= UMz ]y masse réduite). On suppose que linteraction W entre les deux
particules est de la forme :

S1-8S:

B2
ou U(R) et V(R) ne dépendent que de la distance R = |R; — Ro| entre les parti-
cules.

W =U(R) + V(R)

a. Soit S = S; + Sy le spin total des deux particules.
«. Montrer que :

3 .8;-S,

P1—4+ 72
1 S, S,

Py= - —

07 4 72
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sont les projecteurs sur les états de spin total S =1 et S = 0 respec-
tivement.

B. En déduire que W = Wi(R) Pi + Wy(R) Py, W1(R) et Wy(R) étant
deux fonctions de R que I'on exprimera & partir de U(R) et V(R).

b. Ecrire 'hamiltonien H de la “particule relative” dans le systeme du centre
de masse; on appellera P 'impulsion de cette particule relative. Montrer
que H commute avec S? et ne dépend pas de S.. En déduire que I’on peut
étudier séparément les états propres de H correspondant a S = 1 et a
S=0.

Montrer qu’on peut trouver des états propres de H, de valeur propre F,
de la forme :

+1

[WE) = Xoo [o%) 1S =0,M =0)+ > M |ek)|S=1,M)
M=-1

o1l \gg et Aips sont des constantes, }gp%> et |<p¥E> des kets de I’espace des
états &, de la particule relative (M7 est la valeur propre de S, ). Ecrire les
équations aux valeurs propres vérifiées par |g0%> et |g0}3>

c. On veut étudier les collisions entre les deux particules considérées. Soit
E = h2k?/2uénergie du systéme dans le repeére lié au centre de masse. On
suppose dans toute la suite que, avant la collision, I'une des particules est

dans 1’état de spin |+), l'autre dans 1’état de spin |—). Soit ’¢Z¢> létat
stationnaire de diffusion correspondant (c¢f. Chap. VIII, § B). Montrer
que :

=0,M=0)+ 1S =1,M =0)

Ly

/2 |Sﬂk>
ol [¢)) et [p}) sont les états stationnaires de diffusion pour une particule
sans spin, de masse pu, diffusée respectivement par les potentiels Wy (R) et
Wi(R).

d. Soient fo(0) et f1(f) les amplitudes de diffusion correspondant a |¢})) et
|1 )- Calculer a partir de fo(6) et f1(0) la section efficace 03, (0) de diffusion
des deux particules dans la direction 6 avec basculement simultané des
deux spins (le spin qui était dans I’état |+) se retrouve dans I'état |—) et
réciproquement).

) = Lyl

e. Soient &) et 0} les déphasages des ondes partielles [ associées respective-
ment & Wy(R) et Wi (R) (¢f. Chap. VIII, § C-3). Montrer que la section
efficace totale o, de diffusion avec basculement simultané des deux spins
est égale a :

k;lz (20 + 1) sin?(6} — o7)
1=0
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7. On appelle composantes standard d’'un opérateur vectoriel V les trois opéra-
teurs :

1
v = —72(1/% +iV,)
v~y
1
vl = (V. —iv,)

V2

A partir des composantes standard ‘/;1) et Wq(l) de deux opérateurs vectoriels V
et W, on construit les opérateurs :

[Vﬂ) W“} ZZ (1,1;p,q| K, M) VOWD

ot les (1,1;p,q| K, M) sont les coefficients de Clebsch-Gordan intervenant dans la
composition de deux moments cinétiques 1 (ces coefficients peuvent étre obtenus a
partir des résultats du § 1 du Complément Ax).

a. Montrer que [V(l) ® W(l)] éo) est proportionnel au produit scalaire V- W
des deux opérateurs vectoriels.

b. Montrer que les trois opérateurs [V(l) ® W(l)] 5:1) sont, proportionnels aux
trois composantes standard de 'opérateur vectoriel V. x W.

(2)
M

c. Exprimer les cinq composantes [V(l) ® W(l)] en fonction de V,, Vi =

Ve £V, , W, Wy = W, £iW,,.

d. On prend V = W = R, ou R est 'observable position d’une particule.
Montrer que les cinq opérateurs [R(l) ® R(l)]f[) sont proportionnels aux
cinq composantes Q) de I'opérateur moment quadrupolaire électrique de
cette particule [¢f. formule (29) du Complément Ex].

e. On prend V. = W = L, ou L est le moment cinétique orbital de la

particule. Exprimer les cinq opérateurs [L(l) ®L(1)]5\2/I) en fonction de
L., Ly, L_. Quelles sont les regles de sélection satisfaites par ces cinq
opérateurs dans une base standard {|k, [, m)} d’états propres communs a
L? et L, (en d’autres termes, & quelles conditions I’élément de matrice

@)
(k,1,m| [LU) ®L<1>}M K1 m)

est-il non nul) ?

8. Opérateurs tensoriels irréductibles ; théoreme de Wigner-Eckart

Les 2K + 1 opérateurs T((;,K), avec K entier > 0et Q = —-K,-K+1,...+ K,
sont par définition les 2K 4+ 1 composantes d'un opérateur tensoriel irréductible
d’ordre K ¢’ils vérifient les relations de commutation suivantes avec le moment
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cinétique total J du systéme physique étudié :

.. 189] = nry (1)
[, 78] = /KR +1D) = QQ+ 1T, (2)
1. 759] = /KK + D) = Q@ - DTS (3)

a. Montrer qu'un opérateur scalaire est un opérateur tensoriel irréductible
d’ordre K = 0, et que les trois composantes standard d’un opérateur
vectoriel (cf. exercice 7) sont les composantes d'un opérateur tensoriel
irréductible d’ordre K = 1.

b. Soit {|k, J, M)} une base standard d’états propres communs & J? et .J,. En
écrivant que les deux membres de (1) ont les mémes éléments de matrice

entre |k, J, M) et |k, J', M), montrer que <k:, J, M | T((;,K) | &, J’,M’> est
nul si M est différent de Q + M'.

¢. En procédant de méme avec les deux relations (2) et (3), montrer que les
(2J+1)(2K +1)(2J'+1) éléments de matrice <k T M| TS | K M’>
correspondant & des valeurs fixées de k, J, K, k', J’, vérifient des relations
de récurrence identiques & celles satisfaites par les (2J+1)(2K+1)(2J'+1)

coefficients de Clebsch-Gordan (J', K; M',Q | J, M) (¢f. Complément Bx,
§§ 1-cl-c et 2) correspondant & des valeurs fixées de J, K, J'.

d. En déduire que :
<I~c,J,M |9 | k’,J’,M’> = o (J' ;M ,Q| J, M) (4)

oll o est une constante ne dépendant que de k, J, K, k', J’, qu’il est d’usage
d’écrire sous la forme :

1
= (K, J| T | K, J
o= e (R T T )

e. Montrer que, réciproquement, si (2K + 1) opérateurs Tg{) vérifient la
relation (4) quels que soient |k, J, M) et |k', J', M'), ils satisfont aux re-
lations (1), (2) et (3), c’est-a-dire constituent les (2K + 1) composantes
d’un opérateur tensoriel irréductible d’ordre K.

f- Montrer que, pour une particule sans spin, les opérateurs moments multi-
polaires électriques Q" introduits dans le Complément Ex sont des opé-
rateurs tensoriels irréductibles d’ordre [ dans 'espace des états &, de cette
particule. Montrer de plus que, lorsqu’on tient compte des degrés de liberté
de spin, les opérateurs ()" demeurent des opérateurs tensoriels irréduc-
tibles dans lespace des états & @ & (€ : espace des états de spin).

g. En déduire les regles de sélection satisfaites par les moments ()] dans une
base standard {|k,l, J, M )} obtenue en composant le moment cinétique
orbital L et le spin S de la particule pour former le moment cinétique
total J = L+ S [on note [(I + 1)A%, J(J + 1)h?, Msh les valeurs propres
respectives de L2, J2, J,].
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9. Soit A(Qlfl) un opérateur tensoriel irréductible [exercice 8] d’ordre K; agissant

)

dans un espace d’états & ; soit de méme B(Qfg un opérateur tensoriel irréductible

d’ordre K> agissant dans un espace d’états &. On construit a partir de A(QI?) et

Bg?) l'opérateur :

(K)
C’g() = A ®B(K2)} = Z (K1, K2;Q1,Q2 | K, Q) A(QI?)Bg?)
Q1Q2

a. En utilisant les relations de récurrence des coefficients de Clebsch-Gordan
(¢f. Complément Bx), montrer que les C((;,K) vérifient avec le moment ci-
nétique total J = J; +J5 du systéme les relations de commutation (1), (2)

et (3) de l'exercice 8; en déduire que les Cg() sont les composantes d’un
opérateur tensoriel irréductible d’ordre K.

b. Montrer que l'opérateur ZQ(—I)QA(QK)BEIS est un opérateur scalaire (on
pourra utiliser les résultats du § 3-d du Complément Bx).

10. Composition de trois moments cinétiques

Soient £(1), £(2), £(3) les espaces des états de trois systemes (1), (2) et (3)
de moments cinétiques Ji1, Jo, J3. On notera J = J; + Jo + J3 le moment cinétique
total. Soient {|ka; ja, ma)}, {1k, Jbs mb) }s {|kec, je, me)} des bases standard de £(1),
£(2), £(3) respectivement. Pour simplifier les notations on omettra, comme dans le
Chapitre X, les indices kg, ks, ke.

On s’intéresse aux états propres et valeurs propres du moment cinétique total
dans le sous-espace & (ja, Jo, je) sous-tendu par les kets :

{ldama) |jomp) [Geme) }
—Ja<ma<Ja , —Jp<mp<Jp , —Je<mec<Je (1)

On veut composer jq, ji, jo pour former un état propre de J? et J, caractérisé par
les nombres quantiques jf et m¢. On notera :

|ja7 (jbjc)je?jfmf> (2)

un tel état propre normé obtenu en composant d’abord J, et j. pour former un
moment cinétique je, puis en composant j, et jo pour former I'état |[jrmy). On
peut également composer d’abord j, et j, pour former j,, puis composer j, et j.
pour former un état normé |jrmy) que l'on notera :

|(Jadv)dgsdei Jrmy) (3)

a. Montrer que I'ensemble des kets (2) correspondant aux diverses valeurs
possibles de je, j¢, mys forme une base orthonormée dans &(jq, Jb, jc)-
Méme question pour l’ensemble des kets (3) correspondant aux diverses
valeurs de jg, j7, my.

b. Montrer, en utilisant les opérateurs de moment cinétique J4, que le pro-
duit scalaire ((jajb)Jg, Je; Jrmys | Jas (Jvje)je; jpmy) ne dépend pas de my.
On notera un tel produit scalaire ((jojb)dgs Jei i1 | Ja, (Godc)de; Jr)-

1118



® EXERCICES

c. Montrer que :
|jav(jbj6)je§jfmf>
= {(Gado)dg: dei dr | Jar Gode)de; ) |Gas o) dg» dei dym) (4)
Jg
d. En utilisant les coefficients de Clebsch-Gordan, écrire les développements
des vecteurs (2) et (3) sur la base (1). En déduire que :

Z <jb»jc;mbamc | jeame> <jaaje§ma7me | jf»mf>

Me

= Z <jaajb§ma7mb | jgamg> <jgajc;mg7mc | jf»mf>

Jgmyg

X <(jajb)jgajc§jf | Jas (jbjc)je?jf> (5)

e. A partir de 1’égalité (5), établir, en utilisant les relations d’orthogonalité
des coefficients de Clebsch-Gordan, les égalités suivantes :

Z <,jb7jc; mbamC|jevme> <ja7je§ mayme|jfamf> <jd7md|jaajb§ maymb>

MaMpMe
= <jd7jC§ mq, m6|jf7 mf> <(jajb)jdajc§ jf|jav (jbjC)je§ ]f>
(6)

ainsi que :

<(jajb)jdajc§jf | Jas (jbjc)je?jf> =

1 .. .
2]f ¥ 1 Z <]b7]c;mb7mc | ]€7m€>

Mg MMM MM f

X (Jas Jes Masme | ¢, mg) (Ga, ma | Ja, Jbs Ma, mw) (G5 mf | Jas Jei Md, me)

(7)

Exercices 8 et 9 :

Références : voir références. du Complément Dx.

Exercice 10 :

Références : Edmonds (2.21), Chap. 6 ; Messiah (1.17), Chap. XIII, § 29 et App. C;
Rose (2.19), App. L.
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L’étude quantique des systemes physiques conservatifs (c’est-a-dire des sys-
témes dont I’hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps) est basée sur
I’équation aux valeurs propres de I'opérateur hamiltonien. Nous avons ainsi rencon-
tré, dans les chapitres précédents, deux exemples importants de systémes physiques
(oscillateur harmonique et atome d’hydrogene) dont 'hamiltonien est suffisamment
simple pour que son équation aux valeurs propres puisse étre résolue exactement.
Cependant, ceci ne se produit que pour un tres petit nombre de problemes; en gé-
néral, I’équation est trop compliquée pour que I'on puisse trouver ses solutions sous
forme analytique! : par exemple, on ne sait pas traiter exactement les atomes &
plusieurs électrons, pas méme celui d’hélium ; d’ailleurs, la théorie de 'atome d’hy-
drogeéne que nous avons développée au Chapitre VII (§ C) ne tient compte que de
I'interaction électrostatique entre le proton et 1’électron; lorsqu’on ajoute a cette
interaction principale des corrections d’origine relativiste (telles que les forces ma-
gnétiques), ’équation obtenue pour 'atome d’hydrogéne lui-méme n’est plus soluble
analytiquement. Il faut alors avoir recours & une résolution numérique avec un or-
dinateur. Il existe cependant des méthodes d’approzimation qui permettent, dans
certains cas, d’obtenir analytiquement des solutions approchées de ’équation aux
valeurs propres fondamentale. Nous allons étudier dans ce chapitre I'une de ces mé-

1. Bien entendu, ceci n’est pas spécial a la mécanique quantique ; dans tous les domaines
de la physique, les problemes que ’on sait traiter completement de fagon analytique sont tres peu
nombreux.



CHAPITRE XI THEORIE DES PERTURBATIONS STATIONNAIRES

thodes, que 'on désigne sous le nom de “théorie des perturbations stationnaires » 2

(nous décrirons plus loin, au Chapitre XIII, la “théorie des perturbations dépendant
du temps » ; il s’agira alors de traiter des systémes dont I’hamiltonien comporte des
termes dépendant explicitement du temps).

La théorie des perturbations stationnaires est tres largement utilisée en phy-
sique quantique, car elle correspond tres bien a la démarche habituelle des physi-
ciens : dans I’étude d’'un phénomene ou d’un systeme physique donné, on commence
par dégager les effets principaux qui donnent & ce phénomene ou ce systeéme sa phy-
sionomie générale ; lorsque celle-ci est ainsi comprise, on essaie d’expliquer les détails
plus “fins” en tenant compte d’effets moins importants que 'on avait négligés en
premiére approximation ; c’est dans le traitement de ces effets secondaires que 'on
se sert couramment de la théorie des perturbations.

Dans le Chapitre XII, nous verrons par exemple I'importance de la théorie des
perturbations en physique atomique : elle nous permettra de calculer les corrections
relativistes dans le cas de l'atome d’hydrogeéne. De méme, le Complément Bxry,
consacré a 'atome d’hélium, indique comment la théorie des perturbations permet
de traiter les atomes a plusieurs électrons. De nombreux autres exemples d’applica-
tion de la théorie des perturbations sont donnés dans les compléments de ce chapitre
et de ceux qui suivent.

Mentionnons enfin une autre méthode d’approximation tres utilisée, la mé-
thode des variations, que nous présentons dans le Complément Exy. Nous donnons
un apergu de ses applications en physique des solides (Complément Fxp) et en phy-
sique moléculaire (Complément Gxi).

A. Exposé de la méthode

A-1. Position du probleme

La théorie des perturbations est applicable lorsque 'hamiltonien H du sys-
teme étudié peut étre mis sous la forme :

H=Hy+W (A—l)

ou les états propres et valeurs propres de Hy sont connus, et ou W est petit de-
vant Hy. L’opérateur Hy, indépendant du temps, est appelé “hamiltonien non per-
turbé », W la “perturbation ». Si W ne dépend pas du temps, on dit que I’on a affaire
a une “perturbation stationnaire”; c’est le cas que nous envisageons dans ce cha-
pitre (le cas des perturbations dépendant du temps sera étudié au Chapitre XIIT).
Le probleme est donc de trouver les modifications apportées aux niveaux d’énergie
du systeme et a ses états stationnaires par ’adjonction de la perturbation W.

Lorsque nous disons que W est petit devant Hy, cela signifie que les éléments
de matrice de W sont petits® devant ceux de Hy. Pour mettre ce fait en évidence,
nous allons supposer que W est proportionnel a un parametre réel A\, sans dimension
et petit devant 1 :

W =AW with A<1 (A-2)

2. La théorie des perturbations existe également en mécanique classique, et son principe est
tout a fait analogue a celui que nous allons indiquer ici.

3. De maniere plus précise, le point important est que les éléments de matrice de W soient
petits devant les différences entre valeurs propres de Ho (cf. remarque du § B-1-b).
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(W étant un opérateur dont les éléments de matrice sont comparables a ceux de
Hj). La théorie des perturbations consiste alors a développer les valeurs propres et
états propres de H en puissances de A et a ne conserver dans ces développements
qu’un nombre fini de termes (souvent un ou deux seulement).

Nous supposons connus les états propres et valeurs propres de I’hamiltonien
non perturbé Hy. Nous supposerons de plus que les énergies non perturbées forment
un spectre discret, et nous les repérerons par un indice entier p : Eg. Les états
propres correspondants seront notés |<p§,), I'indice supplémentaire ¢ permettant de
distinguer, dans le cas d’une valeur propre Eg dégénérée, les divers vecteurs d’'une
base orthonormée du sous-espace propre associé. Nous avons donc :

Holg,) = Epley) (A-3)

ol ’ensemble des vecteurs |<p;,> forme une base orthonormée de I’espace des états :
<<P;;|<P;;/> = Oppr G (A-4a)
DD T leh) (ehl =1 (A-4D)

P i

Si l’on reporte (A-2) dans (A-1), on peut considérer 'hamiltonien du systéme
comme dépendant de facon continue du parametre \ qui caractérise l'intensité de
la perturbation :

H(\) = Ho + \W (A-5)

Lorsque A est égal & zéro, H()) coincide avec ’hamiltonien non perturbé Hy. Les
valeurs propres F(\) de H()\) dépendent en général de X et la Figure 1 représente
I'allure que peuvent avoir leurs variations en fonction de A.

A chaque trait de la Figure 1 est associé un vecteur propre de H(\); pour
une valeur donnée de A, ces vecteurs forment une base de l'espace des états [H(\)
est une observable]. Lorsque X\ est trés petit devant 1, les valeurs propres F(\) et
les vecteurs propres |1)()\)) de H(\) restent trés voisins de ceux de Hy = H(A = 0),
vers lesquels ils tendent lorsque A — 0.

Il peut bien sir se faire que H(A) ait une ou plusieurs valeurs propres dé-
générées. Par exemple, sur la Figure 1, on a représenté par un double trait une
énergie (celle qui tend vers EY lorsque A — 0) deux fois dégénérée correspondant,
quelle que soit la valeur de A, a un sous-espace propre a deux dimensions. Il est
également possible que plusieurs valeurs propres distinctes E()\) tendent lorsque
A — 0 vers la méme énergie non perturbée E) ; c’est par exemple le cas pour Ej
sur la Figure 1). Dans une telle situation, on dit que leffet de la perturbation est
de lever la dégénérescence de la valeur propre correspondante de Hy.

Dans le paragraphe suivant, nous allons résoudre de fagon approchée 1’équa-
tion aux valeurs propres de H(\) pour A < 1 [bien entendu, nous supposons ici
que l'on ne sait pas résoudre cette équation exactement, car sinon il ne serait pas
nécessaire de faire appel a la théorie des perturbations pour trouver les états propres
et valeurs propres de H = H()\)].

4. Tl n’est pas exclu que des dégénérescences supplémentaires apparaissent pour des valeurs
particulieres non nulles de A (croisement en A = A1 sur la Figure 1). Nous supposerons ici que A
est suffisamment petit pour qu’une telle éventualité ne se produise pas.
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A E()

FIQURE 1 - Variations avec \ des
valeurs propres E(X) de Uhamil-
tonien H(X\) = Ho+ AW. Chaque
E40 trait correspond d un état propre
de H(X\). Pour A = 0, on ob-
E;) tient le spectre de Hy. On a sup-
posé ici que les wvaleurs propres

EY et E) sont doublement dé-
0 générées ; lapplication de la per-
E; turbation AW léve la dégénéres-
0 cence de EY, mais non celle de
E, \ EY. Une dégénérescence supplé-
mentaire, d’ordre deux, apparait

pour X = Ay.

A-2. Résolution approchée de I’équation aux valeurs propres de H())

Nous cherchons les états propres |¢)(\)) et les valeurs propres E(A) de I'opé-
rateur hermitique H(\) :

HQA) [p(N) = EA) [ (N) (A-6)

Nous admettrons® que E()) et [¢()\)) peuvent étre développés en puissances
de A sous la forme :

EN) =eo+Xder+ ...+ Xegg+ ... (A-Ta)
[WA) =10) + A1) +...+ N |g) + ... (A-7b)

Portons alors ces développements, ainsi que la définition (A-5) de H(\), dans I’équa-
tion (A-6) :

(Ho + AW) [i A Iq>] = i Mey [i A Iq>] (A-8)

Nous imposons & cette équation d’étre vérifiée pour A petit mais quelconque. Nous
devons donc égaler les coefficients des puissances successives de A dans les deux
membres. Nous obtenons ainsi :

— pour les termes d’ordre 0 en A :

Ho|0) = £|0) (A-9)

5. Ceci n’est pas évident du point de vue mathématique, le probléme principal étant celui
de la convergence des séries (A-7a) et (A-7b).
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— pour les termes d’ordre 1 :
(Ho —20) 1)+ (W =21} 10) = 0 (A-10)

— pour les termes d’ordre 2 :

(Ho — £0) |2) + (W—gl) 1) — £2]0) = 0 (A-11)
— pour les termes généraux d’ordre q :
(Ho — o) |g) + (W - €1> lg—1) —calg—2)...—gJ0) =0  (A-12)

Nous nous limiterons en fait ici a I’étude des trois permieres équations, c¢’est-
a-dire que nous négligerons, dans les développements (A-7a) et (A-7b), les termes
d’ordre supérieur a 2 en .

Nous savons que Iéquation aux valeurs propres (A-6) ne définit |i)(N\)) qu’a
un facteur preés. Nous pouvons donc choisir la norme de [¢)(\)) et sa phase : nous
imposerons a |¢(N\)) d’étre normé et choisirons sa phase de fagon que le produit
scalaire (0[1(N)) soit réel. A Tordre 0, ceci implique que le vecteur noté |0) soit
normé :

(0/0) =1 (A-13)

Sa phase reste cependant encore arbitraire; nous verrons aux §§ B et C comment
on peut la choisir dans chaque cas particulier. A l'ordre 1, le carré de la norme de

[(X)) s’écrit :
(WN[LN) = [(O] + A(A[] [I0) + Al1)] + O(N?)
= (0]0) + A[(1|0) + (0[1)] + O(X?) (A-14)

Compte tenu de (A-13), cette expression est égale & 1 au premier ordre inclus si le
terme en A est nul; mais le choix de phase indique que le produit scalaire (0|1) est
réel (puisque A est réel) ; on obtient donc :

(0[1) = (110) =0 (A-15)
Un raisonnement analogue donne, pour I'ordre 2 en A :
1
(0[2) = (210) = —(1]1) (A-16)
et, pour l'ordre ¢ :

(0lg) = {ql0)
1
=3 [(g—11)+{g—212) +... 4+ (2] — 2) + (1]g — 1)] (A-17)
Lorsque 'on se limite a 'ordre deux en A, les équations de perturbation sont

donc (A-9), (A-10) et (A-11); avec les conventions que nous avons posées, il faut
leur adjoindre les conditions (A-13), (A-15) et (A-16).
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L’équation (A-9) exprime que |0) est vecteur propre de Hj avec la valeur
propre €q ; €9 appartient donc au spectre de Hy, ce qui était évident a priori puisque
chaque valeur propre de H(\) tend, lorsque A — 0, vers l'une des énergies non
perturbées. Choisissons alors une valeur déterminée de gg, c’est-a-dire une valeur
propre EO de Hy. Comme le montre la Figure 1, il peut exister une ou plusieurs
énergies différentes E(\) de H(\) qui tendent vers EO lorsque A — 0.

Considérons I'ensemble des états propres de H(\) correspondant aux diverses
valeurs propres F()) qui tendent vers EO lorsque A — 0. Ils engendrent un sous-
espace vectoriel dont la dimension ne saurait varier de fagon discontinue lorsque A
varie au voisinage de zéro; cette dimension est par suite égale au degré de dégé-
nérescence g, de EY. En particulier, si E? est non dégénérée, elle ne peut donner
naissance qu’a une seule énergie F(\), et cette énergie est non dégénérée.

Pour étudier I'influence de la perturbation W, nous allons considérer séparé-
ment le cas des niveaux non dégénérés de Hy et celui des niveaux dégénérés.

B. Perturbation d'un niveau non dégénéré

Considérons une valeur propre particuliere EO, non dégénérée, de I’hamilto-
nien non perturbé Hy ; il lui est associé un vecteur propre |, ) unique (a un facteur
prés). Nous cherchons & déterminer les modifications apportées & cette énergie non
perturbée et a 1’état stationnaire correspondant par l'adjonction de la perturba-
tion W a I’hamiltonien.

Nous utiliserons pour cela les équations de perturbation (A-9) & (A-12) ainsi
que les conditions (A-13) avec (A-15) & (A-17). Pour la valeur propre de H(\) qui
tend vers EY quand A — 0, on a :

0 = Eg (B'1>

ce qui entraine d’apres (A-9) que |0) doit étre proportionnel a |¢,,). Les vecteurs |0)
et |¢y,) sont tous deux normés [¢f. (A-13)], et nous prendrons :

0) = [en) (B-2)

Ainsi, lorsque A — 0, on retrouve 1’état non perturbé |¢,,) avec sa phase.

Appelons E, (M) la valeur propre de H()) qui tend, lorsque A — 0, vers la
valeur propre E° de Hy. Nous supposerons que )\ est assez petit pour que cette
valeur propre reste non dégénérée, c’est-a-dire pour qu’il lui corresponde un vecteur
propre |¢,,(\)) unique (dans le cas du niveau n = 2 de la Figure 1, ceci est réalisé si
A < A1). Calculons alors les premiers termes du développement de E,(A) et |¢(N))
en puissances de .

B-1. Corrections du premier ordre

Nous commengons par déterminer ¢; et le vecteur |1) & partir de I’équation
de perturbation (A-10) et de la condition (A-15).

B-1-a. Correction a I'énergie

En projetant I'équation (A-10) sur le vecteur |, ), on obtient :

A~

{on] (Ho = €0) [1) + (pn| (W — 1) [0) = 0 (B-3)
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Le premier terme est nul, puisque |¢,) = |0) est vecteur propre de l'opérateur
hermitique Hy avec la valeur propre EY = g¢ ; compte tenu de (B-2), I’équation (B-
3) donne donc :

e1 = {pal W10) = (@l W len) (B-4)

Dans le cas d'un niveau E° non dégénéré, la valeur propre E,()\) de H qui

correspond & E? s’écrit donc, au premier ordre par rapport & la perturbation W =
AW

| En(X) = ES + (pul W [gn) + O | (B-5)

La correction au premier ordre d une énergie non dégénérée EO est simplement égale
a la valeur moyenne du terme de perturbation W dans l'état non perturbé |py).

B-1-b. Correction au vecteur propre

La projection (B-3) n’épuise évidemment pas toute l'information contenue
dans I’équation de perturbation (A-10); il nous reste & projeter cette équation sur
tous les vecteurs de la base {|¢})} autres que |p,). Nous obtenons ainsi, compte
tenu de (B-1) et (B-2) :

(b (Ho — E9) 1) + (@L| (W —e1) [pn) =0 (p#n) (B-6)

(les valeurs propres ES autres que E? pouvant étre dégénérées, il nous faut conserver
ici l'indice de dégénérescence i). Comme les vecteurs propres de H associés a des
valeurs propres différentes sont orthogonaux, le dernier terme e1(y},|¢n) est nul;
d’autre part, dans le premier terme, on peut faire agir Ho & gauche sur (¢}; (B-
6) devient alors :

(Ey — E0) (@pl1) + (b W |ipn) = 0 (B-7)

ce qui donne les coefficients du développement du vecteur |1) que nous cherchons
sur tous les états de la base non perturbée, sauf précisément |¢,,) :

(Bl = g (AW len) (0 #m) (13-5)

Le dernier coefficient qui nous manque, (p,|1), est en fait nul d’aprés la condi-
tion (A-15), que nous n’avons pas encore utilisée [|¢,,) coincide en effet avec |0)
d’apres (B-2)] :

(pnll) =0 (B-9)

Nous connaissons donc le vecteur |1) par son développement sur la base

{lep)} -

SDIP IRl “DP'W'*"” i) (B-10)

p#n i
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Par conséquent, au premier ordre dans la perturbation W = AW, le vecteur
propre |1, (\)) de H qui correspond a I’état non perturbé |¢,,) s’écrit :

) =l + 30 30 I 1y o) (B-11)

pF#EN i

La correction du premier ordre au vecteur d’état est une superposition linéaire
de tous les états non perturbés autres que |¢,) : on dit que la perturbation W
entraine une “contamination” de 'état |¢,,) par les autres états propres de Hy. La
contribution d’un état |<p§)> donné est nulle si la perturbation W n’a pas d’élément de
matrice entre |¢,,) et |gp§,> ; de fagon générale, la contamination par |<p2,> est d’autant
plus importante que le couplage induit par W entre |p,,) et |<p§)> (caractérisé par
Pélément de matrice (@} |W|p,)) est plus fort et que le niveau E) est plus proche
du niveau E? étudié.

Remarque:

Nous avons fait '’hypothese que la perturbation W est petite devant I'hamil-
tonien non perturbé Hy, c’est-a-dire que les éléments de matrice de W sont
petits devant ceux de Hy. Il apparait ici que cette hypothése n’est pas suffi-
sante : la correction du premier ordre au vecteur d’état n’est faible que si les
éléments de matrice non diagonaux de W sont petits devant les différences
d’énergies non perturbées correspondantes.

B-2. Corrections du deuxiéme ordre

Les corrections du second ordre peuvent étre tirées, par la méme méthode que
ci-dessus, de I’équation de perturbation (A-11) complétée par la condition (A-16).
B-2-a. Correction a I’énergie

Pour calculer &3, projetons 1’équation (A-11) sur le vecteur |p,) en tenant
compte de (B-1) et (B-2) :

(al(Ho = ED)[2) + {pul(W = 1)[1) = &2 (wnlen) = 0 (B-12)

Pour la méme raison qu’au § B-1-a, le premier terme est nul; il en est de méme de
e1{pn|1) puisque, d’apreés (B-9), |1) est orthogonal & |¢,,) ; nous obtenons donc :

e2 = (pu| W 1) (B-13)

c’est-a-dire, en reportant Iexpression (B-10) du vecteur |1) :

‘ %! W Iwn
(B-14)

D) P el

p#n i

Ce résultat permet d’écrire I’énergie E,,(\) au second ordre par rapport & la
perturbation W = AW sous la forme :

En(N) = ES + (pul W i) + S 5 D2l Z P07 [l Wlon | *”p

p#n i

|W |‘p" | + 00 (B-15)

1128



B. PERTURBATION D’UN NIVEAU NON DEGENERE

Remarque:

La correction du second ordre sur Iénergie du niveau |p,) due & la présence
du niveau ) a le signe de E) — EJ. On peut donc dire que, au second
ordre, le niveau |g0§,> “repousse” le niveau |¢,), d’autant plus qu’il est plus
proche de lui et que le “couplage” |<<p;,| w |gpn>| est plus intense.

B-2-b. Correction au vecteur propre

En projetant ’équation (A-11) sur Iensemble des vecteurs de base |<p§)> dif-
férents de |¢p), et en utilisant les conditions (A-16), on pourrait obtenir de méme
Pexpression du ket |2), et donc le vecteur propre au second ordre. Un tel calcul ne
présente pas de difficulté de principe et nous ne le donnerons pas ici.

Remarque:

Dans (B-4), la correction du premier ordre a ’énergie s’exprime & partir
du vecteur propre a lordre zéro; de méme, dans (B-13), la correction du
deuxieéme ordre a I'énergie fait intervenir le vecteur propre a l'ordre un [ce
qui explique une certaine similarité entre les formules (B-10) et (B-14)]. Ce
résultat est général : en projetant (A-12) sur |¢,), on annule le premier terme,
ce qui donne ¢, en fonction des corrections d’ordre ¢ — 1, ¢ — 2... au vecteur
propre. C’est pourquoi on conserve généralement un terme de plus dans le
développement de ’énergie que dans celui du vecteur propre : on donne par
exemple I’énergie au deuxieme ordre et le vecteur propre au premier.

B-2-c. Majoration de e2

Si U'on limite le développement de ’énergie au premier ordre en A, on peut
avoir une idée approximative de l'erreur commise en évaluant le terme du second
ordre; nous allons voir que cette évaluation est tres simple & obtenir.

Considérons en effet 'expression (B-14) de e5. Elle comporte une somme
(généralement infinie) de termes dont le numérateur est positif ou nul. Désignons
par AFE la différence, en valeur absolue, entre 1’énergie EY du niveau étudié et celle
du niveau le plus proche; on a évidemment, quel que soit n :

|ES - E)| > AE (B-16)

Ceci permet de majorer €5, en valeur absolue, par ’expression suivante :

2

1 N
o2 < 5 D0 D [(ehl Wlen) (B-17)
p#n i
que l'on peut écrire :
1 o S
le2| < NG, Z Z (onl W |@4) (p| W 0n)
p#n i
1 R . R
< NG (on| W Z Z lon) (Dbl | W lon) (B-18)

pF#EN i
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L’opérateur qui figure dans le crochet ne differe de I'identité que par le projecteur sur
Pétat |@,) ; en effet, la base des états non perturbés vérifie la relation de fermeture :

lon) (ol + DD |0h) (@h] =1 (B-19)

pF#EN i

L’inégalité (B-18) devient donc simplement :

o2l < s {onl W 11~ L) (onl] W i)

AlE |:<50n| W2 lon) — <<¢n| W |<Pn>)2:| (B-20)

En multipliant par A? les deux membres de (B-20), on obtient une borne

supérieure pour le terme d’ordre deux du développement de E,()), sous la forme :

Ne AW B-21

[Veo| < 5 E( ) (B-21)

ou AW est I'écart quadratique moyen de la perturbation W dans I’état non perturbé

|n). Ceci indique Pordre de grandeur de 'erreur que ’on commet sur Iénergie en
ne tenant compte que de la correction du premier ordre.

C. Perturbation d’un niveau dégénéré

Supposons maintenant que le niveau EY dont nous voulons étudier la pertur-
bation soit g, fois dégénéré (g, étant supérieur & un mais fini) et désignons par £J
le sous-espace propre de Hy correspondant. Dans ce cas, le choix :

o = EEL (C—l)

ne suffit pas a déterminer le vecteur |0), car ’équation (A-9) peut étre a priori véri-
fiée par n’importe quelle combinaison linéaire des g,, vecteurs |g0;> (1=1,2,...9n);
nous savons seulement que |0) appartient au sous-espace propre £0 qu’ils engendrent.

Nous allons voir que cette fois, sous I’action de la perturbation W, le niveau
E? donne en général naissance & plusieurs “sous-niveaux” distincts dont le nombre
fn est compris, suivant les cas, entre 1 et g,. Si f, est inférieur a ¢,, certains
de ces sous-niveaux sont dégénérés; en effet, le nombre total de vecteurs propres
orthogonaux de H associés aux f,, sous-niveaux est toujours égal a g,,. Pour calculer
les valeurs et états propres de ’hamiltonien total H, nous allons nous limiter, comme
on le fait le plus souvent, au premier ordre en A pour les énergies, et a I'ordre zéro
pour les vecteurs propres.

Pour déterminer €1 et |0), on peut projeter I'équation (A-10) sur les g, vec-
teurs de base |<pn> En effet, comme les |<pn> sont vecteurs propres de Hy avec la
valeur propre E = g, on obtient ainsi les g,, égalités :

(o0 W10) = e1(¢},]0) (C-2)

Insérons alors, entre I'opérateur W et le vecteur |0), la relation de fermeture sur la
base {|g0;>} :

PP AN CADELXCA, (C-3)
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Le vecteur |0), qui appartient au sous-espace propre associé & E, est orthogonal &
tous les vecteurs de base |<pg> tels que p soit différent de n; par conséquent, dans
le premier membre des égalités (C-3), la somme sur I'indice p se réduit & un seul
terme (p = n), ce qui donne :

S (g [ W] ) (10) = e1(h0) (C-4)

i'=1

Rangeons les g2 nombres (i [W|@?) (n fixé; i, i’ = 1,2, ...g,) en une matrice
gn X gn d’indice de ligne i et d’indice de colonne i’. Cette matrice carrée, que nous
noterons (W(”)), est en quelque sorte découpée dans la matrice représentant W sur
la base {|¢%)} : (W(™) en est la partie qui correspond & £9. Les équations (C-4)
expriment alors que le vecteur-colonne d’éléments (% [0) (i = 1,2,...g,) est vecteur
propre de (W(")) avec la valeur propre e7.

On peut d’ailleurs transformer le systéme (C-4) en une équation vectorielle
a Uintérieur de £°. 1 suffit pour cela de définir 'opérateur W) restriction de
W au sous-espace E9 : W agit seulement dans £J, et il est représenté dans
ce sous-espace par la matrice d’éléments (¢! |W|p! ), ¢’est-a-dire® par (W (™). Le
systéme (C-4) est alors équivalent & I’équation vectorielle :

W [0) = e10) (C-5)

[Insistons sur le fait que l'opérateur W differe de Popérateur W dont il est la
restriction : Péquation (C-5) est une équation aux valeurs propres a l'intérieur de
&Y et non dans 'espace tout entier].

Done, pour calculer les valeurs propres (d lordre un) et les états propres (d
Uordre zéro) de I’hamiltonien H qui correspondent & un niveau non perturbé E°
dégénéré, on diagonalise la matrice (W(")) qui représente la perturbation” W a
Uintérieur du sous-espace propre £ associé a ED.

Etudions de plus pres leffet au premier ordre de la perturbation W sur le
niveau dégénéré EY. Soient 8{ (J=1,2,.. fr(Ll)) les diverses racines distinctes de
I'équation caractéristique de (W), Comme (W (™) est hermitique, ses valeurs
propres sont toutes réelles, et la somme de leurs degrés de dégénérescence est égale
a gn (ona 1 < gn)- Chacune d’elles introduit une correction différente a I’énergie.
Donc, sous I'influence de la perturbation W = )\W, le niveau dégénéré se scinde au

premier ordre en fy(ll) sous-niveaux distincts, dont les énergies s’écrivent :
En;N)=ES+ el j=1,2,..fY < g, (C-6)

Si ,(Ll) = gn, on dit que la perturbation W leve completement la dégénérescence du
niveau E? ; si f,gl) < gn, la dégénérescence n’est, au premier ordre, que partiellement
levée (ou méme pas du tout si F = 1). _

Choisissons maintenant une valeur propre £} de W) Si cette valeur propre
est non dégénérée, le vecteur propre |0) correspondant est déterminé de maniére

6. Si P, est le projecteur sur le sous-espace £3, W) gécrit (Complément By, § 3) :
W) = P,WP,.

7. (W) est simplement égale & )\(W(")) ; c’est pourquoi ses valeurs propres sont directe-
ment les corrections \eq.
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\

unique (& un facteur de phase prés) par la relation (C-5) [ou par le systéme équi-
valent (C-4)] : il existe alors une seule valeur propre E(\) de H(\) égale, au premier
ordre, & EQ+\el, et cette valeur propre est non dégénérée ®. Au contraire, si la valeur

propre 8{ de W choisie présente une dégénérescence d’ordre ¢, la relation (C-5)

) correspondant, de dimen-

indique seulement que |0) appartient au sous-espace F. ;1
sion q.

Cette propriété de E{ peut en réalité refléter plusieurs situations tres différentes.
Pour les distinguer, il faudrait pousser le calcul aux ordres supérieurs en A\, de fagon a

savoir si la dégénérescence est alors, ou non, levée. En effet :

(i) Une premiere situation possible est qu’une seule énergie exacte E(\) soit, au
premier ordre, égale & E + /\5{, et que E()) soit g fois dégénérée (sur la Figure 1, ’énergie
E()) qui tend vers EY lorsque A — 0 est deux fois dégénérée, quelle que soit la valeur
de \). A 1a valeur propre E(\) correspond alors un sous-espace propre de dimension ¢, ce
qui signifie que la dégénérescence des valeurs propres ne sera jamais levée, quel que soit
l'ordre en A auquel le calcul de perturbation est poussé.

Dans ce cas, il est impossible de déterminer parfaitement le ket propre |0) a l'ordre
zéro, puisque la seule condition qui lui est imposée est d’appartenir au sous-espace limite,
lorsque A — 0, du sous-espace propre a g dimensions de H () associé a E()) ; cette limite
n’est autre que le sous-espace propre F. ;1) de (W“”) associé a la valeur propre choisie.

Cette premiere situation se produit fréquemment lorsque Hp et W possedent des
propriétés de symétrie communes, ce qui entraine pour H(\) l'existence d’une dégénéres-
cence essentielle ; une telle dégénérescence subsiste alors a tous les ordres dans un calcul
de perturbation.

(7i) La situation inverse est celle ot plusieurs énergies F()) différentes sont égales,
au premier ordre, & EO + As{. La différence entre ces diverses énergies F(\) est alors du
second ordre au moins, et peut donc apparaitre dans un calcul de perturbation poussé aux
ordres plus élevés.

Dans ce cas, le sous-espace F. ;1) obtenu par diagonalisation de (W(")) est seulement
la somme directe des sous-espaces limites, lorsque A — 0, des divers sous-espaces propres
de H()) associés aux diverses énergies E()\) en question. En d’autres termes, tout ket
propre de H(\) associé & I'une de ces énergies tend certainement vers un ket de .7-";1) mais,
réciproquement, un ket quelconque de .Fjw n’est pas nécessairement la limite |0) d’un ket
propre de H ().

Dans une situation de cette nature, si 'on pousse le calcul de perturbation aux
ordres supérieurs, on peut, non seulement améliorer la connaissance des énergies, mais aussi
mieux préciser les kets |0). Cependant, en pratique, on se contente souvent de I'information
partielle contenue dans (C-5).

Remarques:

(i) Lorsqu’on traite par la méthode des perturbations toutes les énergies® du
spectre de Hy, on est amené a diagonaliser la perturbation W a l'inté-
rieur de chacun des sous-espaces propres £ correspondant a ces énergies.
Il faut bien comprendre que ce probleme est beaucoup plus simple que
le probléme initial, qui est la diagonalisation complete de I’hamiltonien
dans tout 'espace des états : la théorie des perturbations permet en effet

8. La démonstration de ce point est analogue a celle qui permet de montrer qu'un niveau
non dégénéré de Hog donne naissance & un niveau non dégénéré de H(A) (cf. fin du § A-2).

9. La perturbation d’un niveau non dégénéré, étudiée au § B, apparait comme un cas par-
ticulier de celle d’un niveau dégénéré.
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d’ignorer complétement les éléments de matrice de W entre des vecteurs
appartenant & des sous-espaces £ différents. Donc, au lieu d’avoir a dia-
gonaliser une matrice en général infinie, on est amené a diagonaliser, pour
chacune des énergies E? auxquelles on s’intéresse, une matrice de dimen-
sion inférieure, la plupart du temps finie.

(i) La matrice (W) dépend bien siir de la base {|¢%)} choisie initialement
dans ce sous-espace 0 (bien que les valeurs propres et kets propres de
W™ nen dépendent évidemment pas). On a donc intérét, avant de com-
mencer le calcul de perturbations, a rapporter ce sous-espace a une base
qui simplifie le plus possible la forme de (W(”)), et par suite la recherche
de ses valeurs et vecteurs propres (la situation la plus simple étant celle ott
cette matrice est directement obtenue sous forme diagonale). Pour trou-
ver une telle base, on utilise souvent des observables qui commutent a
la fois'° avec Hy et avec W. Supposons en effet que I'on connaisse une
observable A commutant avec Hy et W ; comme Hy et A commutent, on
peut choisir comme vecteurs de base |?,) des états propres communs a H
et A; d’autre part, comme W commute avec A, ses éléments de matrice
sont nuls entre des vecteurs propres de A associés a des valeurs propres
différentes ; la matrice (W) comporte alors de nombreux zéros, ce qui
facilite sa diagonalisation.

(#i) Tout comme pour les niveaux non dégénérés (c¢f. remarque du § B-1-b),
la méthode que nous avons développée dans ce § C n’est valable que si
les éléments de matrice de la perturbation W sont petits devant les diffé-
rences entre I'énergie du niveau étudié et celles des autres niveaux (cette
conclusion serait clairement apparue si nous avions calculé les corrections
d’ordre supérieur). Cependant, il est possible d’étendre cette méthode au
cas d’un groupe de niveaux non perturbés trés rapprochés les uns des
autres, bien que non confondus, et trés éloignés de tous les autres ni-
veaux du systéme considéré (ceci signifie bien slir que les éléments de
matrice de la perturbation W sont du méme ordre de grandeur que les
différences d’énergie a l'intérieur du groupe, mais négligeables devant la
séparation entre un niveau du groupe et un niveau extérieur); on peut
alors déterminer de facon approchée I'influence de la perturbation W en
diagonalisant la matrice qui représente H = Hy + W a l'intérieur de ce
groupe de niveaux. C’est en s’appuyant sur une approximation de ce type
que l'on peut dans certains cas ramener ’étude d’un probleme physique
a celle d’'un systéme a deux niveaux, telle que nous ’avons décrite au
Chapitre IV (§ C).

Références et conseils de lecture :

Autres méthodes perturbationnelles, voir par exemple :

Séries de Brillouin-Wigner (développement simple & tous les ordres, mais
faisant intervenir les énergies perturbées dans les dénominateurs d’énergie) :
Ziman (2.26), § 3.1.

10. Rappelons que ceci n’implique pas que Hg et W commutent entre eux.
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Méthode de la résolvante (méthode opératorielle bien adaptée au calcul des
corrections d’ordre supérieur) : Messiah (1.17), Chap. XVI, § IIT; Roman (2 3),
§ 4.5 d.

Méthode de Dalgarno et Lewis (permet de remplacer les sommations sur les
états intermédiaires par des équations différentielles) : Borowitz (1.7), § 14-5;
Schiff (1.18), Chap. 8, § 33. Références originales : (2.34), (2.35), (2.36).

Méthode W.K.B., applicable a des situations quasi-classiques : Landau et
Lifschitz (1.19), Chap. 7; Messiah (1.17), Chap. VI, § IT; Merzbacher (1.16),
Chap. VII; Schiff (1.18), § 34; Borowitz (1.7), Chap. 8 et 9.

Méthode de Hartree et Hartree-Fock : Complément Exvy ; Messiah (1.17),
Chap. XVIII, § II; Slater (11.8), Chap. 8, 9 (Hartree) et 17 (Hartree-Fock);
Bethe et Jackiw (1.21), Chap. 4. Voir aussi les références du Complement Axyy.
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COMPLEMENTS DU CHAPITRE XI

Ax: : OSCILLATEUR HARMONIQUE A UNE DI-
MENSION SOUMIS A UN POTENTIEL PERTURBA-
TEUR EN z, z2, z°

Bxi : INTERACTION ENTRE LES DIPOLES MA-
GNETIQUES DE DEUX PARTICULES DE SPIN 1/2

Cx1 : FORCES DE VAN DER WAALS

Dx; : EFFET DE VOLUME : INFLUENCE DE L’EX-
TENSION SPATIALE DU NOYAU SUR LES NI-
VEAUX ATOMIQUES

Axi, Bxi, Cxi et Dxi
exemples simples et choisis pour leur

illustration, sur des
intérét
physique, de la théorie des perturbations station-

naires.

Etude d’un oscillateur harmonique & une di-
mension perturbé par un potentiel en z, 22, x>,
Facile et conseillé en premiére lecture. Le dernier
exemple (potentiel en $3) permet d’étudier
I’anharmonicité des vibrations d’une molécule
diatomique (amélioration du modele présenté

dans le Complément Ay/).

Peut étre considéré comme un exercice corrigé
illustrant la théorie des perturbations, aussi bien
pour des niveaux non dégénérés que pour des
niveaux dégénérés. Permet de se familiariser avec
linteraction dipole-dipole entre les moments
magnétiques de deux particules de spin 1/2.
Facile.

Etude, par la théorie des perturbations, des forces
s’exergant & longue distance entre deux atomes
neutres (forces de Van der Waals). L’accent est
mis sur 'interprétation physique des réultats. Un
peu moins facile que les deux compléments précé-
dents ; peut étre réservé pour une étude ultérieure.

Etude simple de I'influence du volume du noyau
sur les niveaux d’énergie des atomes hydrogé-
noides. Facile. Peut étre considéré comme faisant
suite au Complément Avryr.

Exy : LA METHODE DES VARIATIONS

méthode

variations.

Présentation simple d’une autre

d’approximation, la méthode des
Important, car les applications de la méthode des

variations sont trés nombreuses.
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Fxr : BANDES D’ENERGIE DES ELECTRONS DANS
LES SOLIDES : MODELE SIMPLE

Gx1 : EXEMPLE SIMPLE DE LIAISON CHIMIQUE;
L'ION HF

Hxr : EXERCICES

Fxi, Gxr ¢
méthode des variations.

deux applications importantes de la

Introduction, dans le cadre de l'approximation
des liaisons fortes, de la notion de bande d’énergie
permise pour les électrons d’un solide, fonda-
mentale par ses trés nombreuses applications.
Difficulté moyenne; ’accent est mis sur la
discussion physique des résultats. Le point de vue
adopté est différent de celui du Complément Oryy
et, dans une certaine mesure, plus simple.

Etudie dans le cas le plus simple possible, celui de
la molécule (ionisée) H2+7 le phénomene de liaison
chimique; montre comment la mécanique quan-
tique permet d’expliquer les forces attractives
entre deux atomes dont les fonctions d’ondes se
recouvrent. Fondamental du point de vue de la
chimie quantique; difficulté moyenne.
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Complément Ay

Oscillateur harmonique a une dimension soumis a un potentiel

perturbateur en z, 2%, 2°

1 Perturbation par un potentiel linéaire . . . . . .. ... 1137
1-a Solution exacte . . . . . ... ... L 1138
1-b Développement de perturbation . . . . . . ... ... .. 1138
2 Perturbation par un potentiel quadratique . . .. . .. 1139
3 Perturbation par un potentiel en 2 . .. ... ... .. 1140
3-a Oscillateur anharmonique . . . . . . .. ... ... ... 1141
3-b Développement de perturbation . . . . . .. .. ... .. 1141

3-c Application : anharmonicité des vibrations d’une molé-
cule diatomique . . . . ... ... oL 1143

Afin d’illustrer sur un cas simple les considérations générales du Chapitre XI,
nous allons étudier par la théorie des perturbations stationnaires l'effet d’un poten-
tiel perturbateur en z, 2% ou 2 sur les niveaux d’énergie d’un oscillateur harmonique
a une dimension (aucun de ces niveaux n’est dégénéré, cf. Chap. V).

Les deux premiers cas (potentiel perturbateur en x et 2%) sont solubles exac-
tement. On pourra par suite vérifier sur ces deux exemples que le développement de
perturbation coincide avec le développement limité de la solution exacte par rapport
au parametre qui caractérise I'intensité de la perturbation. Le dernier cas (potentiel
perturbateur en x3) est trés important dans la pratique. Considérons en effet un
potentiel V' (z), minimum en z = 0. En premiére approximation, on peut remplacer
V(z) par le premier terme (en z2) de son développement de Taylor, ce qui revient
a considérer un oscillateur harmonique et donc un probléme soluble exactement ;
le terme suivant du développement de V (z), proportionnel & 23, constitue alors la
premieére correction a apporter a cette approximation. Le calcul de 'effet du terme
en 3 est par suite nécessaire toutes les fois que I'on veut étudier I’anharmonicité
des vibrations d’'un systéme physique. Il permet par exemple d’évaluer les écarts
du spectre de vibration des molécules diatomiques par rapport aux prévisions du
modéle (purement harmonique) du Complément Ay.

1. Perturbation par un potentiel linéaire
Nous utilisons les notations du Chapitre V. Soit :
1
Hy= — + -mw?X? (1)

Ihamiltonien d’un oscillateur harmonique & une dimension de vecteurs propres |, )
et de valeurs propres ! :

EY = (n—i—%)fm (2)

1. Pour préciser qu’il s’agit de I’hamiltonien non perturbé nous ajoutons, comme dans le
Chapitre XI, ’indice 0 & la valeur propre de Hy.
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avecn =0,1,2...
On ajoute & cet hamiltonien la perturbation :

W = MwX (3)

ot A est une constante réelle sans dimension, trés inférieure & 1, et ot X est donné
par la formule (B-1) du Chapitre V (comme X est de I'ordre de 1, hwX est de
Iordre de Hy et joue le réle de 'opérateur W du Chapitre XI). 1l s’agit de trouver
les états propres |1),,) et les valeurs propres F,, de I’hamiltonien :

H=Hy+W (4)

1-a. Solution exacte

Nous avons déja étudié un exemple de perturbation linéaire en X : lorsque
loscillateur, supposé chargé, est plongé dans un champ électrique uniforme &, il
faut ajouter a Hy 'hamiltonien électrostatique :

W =—¢€X = —q&/ iX’ (5)
mw

ou q est la charge de l'oscillateur. L’effet d’un tel terme sur les états stationnaires de
I'oscillateur harmonique a été étudié en détail dans le Complément Fy. Il est donc
possible d’utiliser les résultats de ce complément pour déterminer les états propres
et valeurs propres de 'hamiltonien H donné en (4), & condition toutefois d’effectuer
la substitution :

h
Miw — —g€\| — (6)
mw
La formule (39) de Fy donne ainsi immédiatement :
1 A2

De méme, on déduit de la formule (40) de Fy (aprés avoir remplacé P par son
expression en fonction des opérateurs de création et d’annihilation af et a) :

) = e~ V57D |p,) (8)

Le développement limité de ’exponentielle donne alors :

o) = 1= S50 =)+ o)

= |<Pn>—>\\/n;Ll |§0n+1>+)\\/g|§0n_1>+... (9)

1-b. Développement de perturbation
Remplacons dans (3) X par %(QT + a) [¢f. formule (B-7a) du Chapitre V].
Il vient :
hw
W=\— (a' +a 10
2t +a) (10
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W ne relie donc 1'état |, ) qu’aux deux états |¢n11) et |pn—1). Les seuls éléments
de matrice non nuls de W sont par suite :

n+1
2

n
(1| W o) = A\ghw (11)
D’aprés la formule générale (B-15) du Chapitre XI, on a :

sﬂn | W )|
EO

(Pt Wlpn) = A he

En = E) + (onl W |on) + Z I +... (12)

n'#n
En portant (11) dans (12), et en remplagant ES — E?,, par (n — n’)hw, on obtient
immédiatement :
A2 1 An
A Dy A

_( Qm_”m+ (13)

E,=E)+0-

Ceci montre que le développement de perturbation de la valeur propre au deuxieme
ordre inclus en \ coincide? avec la solution exacte (7).
De méme, la formule générale (B-11) du Chapitre XI :

Pn’ W ©®n
) = lony + 30 Pl WlEnd oy o (14)
n/#n n n’

donne ici :

) =) = Ay Fowr) + 03 i) + (15)

expression identique au développement (9) de la solution exacte.

2. Perturbation par un potentiel quadratique

Nous supposons maintenant que W a la forme suivante :

1 . 1
W= §pth2 = §pmo.}2X2 (16)
ou p est un parametre réel, sans dimension, tres inférieur a 1. H s’écrit alors :
H=Hy+W PQ+1 2(1+p) X2 (17)
= - — 7m
0 om 2 VTP

Dans ce cas, leffet de la perturbation est simplement de changer la constante de
rappel de l'oscillateur harmonique. Si ’on pose :

W = w1+ p) (18)

2. On pourrait montrer que tous les termes d’ordre supérieur a 2 de la série de perturbation
sont nuls.
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on voit que H est toujours un hamiltonien d’oscillateur harmonique, dont la pulsa-
tion est devenue w’.

Nous nous limiterons dans ce § 2 a ’étude des valeurs propres de H. Elles
s’écrivent simplement d’apres (17) et (18) :

E, = (n—l—%) ho' = (n—l—%) /14 p (19)

c’est-a-dire encore, lorsqu’on développe le radical :

B 1 p P
o (o sl s 2] -

Retrouvons maintenant le résultat (20) a partir de la théorie des perturbations
stationnaires. L’expression (16) peut encore s’écrire :

W = %phw(alf —|—a)2 = ipi’iw(cﬁ2 —|—a2+aaT+aTa)
:%phw[aT2+a2—|—2aTa+1] (21)

On en déduit les seuls éléments de matrice non nuls de W associés a |¢,) :

(ol Wlga) = 50 (nt 3 ) o
(Pnt2| W lpn) = iﬂ[(n +1)(n +2)] Y2
(pncal W i) = yplnn — 1))/ h (22)

Lorsqu’on utilise ce résultat pour évaluer les différents termes de (12), on trouve :

p 1 p? hw  p? hw
E,=E>)+ ¢ ~ ) hw - = 1 2)— +—nn—1)—+...
n+2(n—|—2) 16(n—|— )(n+ )2 —|—16n(n )2 +
1 p 1 p?
— 0 — 7 _ _ L
—En+(n+2>hw2 (n+2)fm8+...
B 1 p P
—(n+2>hw[1+2 8+...] (23)

qui coincide effectivement avec le développement (20).

3. Perturbation par un potentiel en 23

On ajoute maintenant a Hy la perturbation :
W = chwX? (24)
ou o est un nombre réel, sans dimension, tres inférieur a 1.
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3-a. Oscillateur anharmonique

La Figure 1 représente les variations avec # du potentiel total mw?z?+W (z)

dans lequel se déplace la particule : en pointillés est tracé le potentiel parabolique
Lmw?a? relatif a l'oscillateur harmonique “non perturbé”. On a pris o < 0, de sorte

que le potentiel total (courbe en trait plein de la figure) croit moins vite pour x > 0
que pour z < 0.

%mwzx2 + W(x)

Xp

FIGURE 1 — Variations avec x du potentiel associé a un oscillateur anharmonique.
On traite comme une perturbation la différence entre le potentiel réel (traits pleins)
et le potentiel harmonique (traits tiretés) de l’hamiltonien non perturbé (x, et xp
sont les limites d’un mouvement classique d’énergie E ).

Lorsqu’on traite le probléme par la mécanique classique, on trouve que la
particule d’énergie totale E oscille entre les deux points d’abscisses x4 et zp (Fig. 1)
qui ne sont plus symétriques par rapport a O. Ce mouvement, tout en restant
périodique, n’est plus sinusoidal : il apparait, dans le développement de Fourier
de z(t), toute une série d’harmoniques de la fréquence fondamentale. C’est la raison
pour laquelle on appelle souvent “oscillateur anharmonique” un tel systéme (son
mouvement n’est plus harmonique). Signalons enfin que la période du mouvement
n’est plus, comme c’était le cas pour l'oscillateur harmonique, indépendante de
I’énergie E.

3-b. Développement de perturbation

Q. Eléments de matrice de la perturbation W

Remplacons dans (24) X par %((ﬂ + a). En utilisant les relations (B-9)

et (B-17) du Chapitre V, on obtient aprés un calcul simple :
W= _— [a" +a® +3Na' + 3(N + 1)a] (25)
ot N = afa a été défini dans le Chapitre V [formule (B-13)].
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On en déduit immédiatement les seuls éléments de matrice non nuls de W
associés a |pp) :

(n+3)(n+2)(n+ 1)} 2 b
8

n(n —1)(n — 2)} o

(sl W lpn) = 0 [

(real Wlen) = |

oo

n+1
(ora W lg) =30 : )

n
(n—1| W |pn) =30 5) (26)

5. Calcul des énergies

Reportons les résultats (26) dans le développement de perturbation de E,, en
utilisant la relation (12). Comme ’élément diagonal de W est nul, il n’y a pas de
correction du premier ordre. Les quatre éléments de matrice (26) interviennent par
contre dans la correction au deuxiéme ordre. Un calcul sans difficultés donne ainsi :

2
B 1 15 , 1 7,
En—(n+2>hw i (n+2) hw 16ahw+... (27)

L’effet de W est donc de déplacer les niveaux vers le bas (quel que soit le

signe de o), et ceci d’autant plus que n est plus grand (Fig. 2). L’écart entre deux
niveaux consécutifs vaut :

15
B, —E,_1 = hw {1 - 70%] (28)

Il n’est plus, comme c’était le cas pour l'oscillateur harmonique, indépendant de n.
Les niveaux d’énergie ne sont plus équidistants et se resserrent lorsque n croit.

5. Calcul des états propres

En portant les relations (26) dans le développement (14), on obtient aisément :

N
) = b =39 ("2 ) + 30 (5) o)

B % {(n +3)(n ;— 2)(n+ 1)} (onss)
+% {n(n_ 1§(n—2)]2 | on—s) + ... (29)

Sous Deffet de la perturbation W, I’état |p,, ) est donc contaminé par les états |p,41),
lon—1), [Pn+3) et [on—3).
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___n+l1l
—_rh ___
n=1__
~
n—2
____________ .

FIGURE 2 — Niveaux d’énergie de Hy (traits tiretés) et de H (traits pleins). Sous
Ueffet de la perturbation W, chaque niveau de Hy subit un déplacement vers le bas
d’autant plus important que la valeur de n est plus élevée.

3-c. Application : anharmonicité des vibrations d’une molécule diatomique

Dans le Complément Ay, nous avons montré qu'une molécule diatomique
hétéropolaire pouvait absorber ou émettre des ondes électromagnétiques dont la
fréquence coincide avec la fréquence de vibration des deux noyaux de la molécule
autour de leur position d’équilibre. Si 'on désigne par x ’écart r — r. des deux
noyaux par rapport a leur position d’équilibre r., le moment dipolaire électrique de
la molécule s’écrit :

Les fréquences de vibration de ce dipole sont donc les fréquences de Bohr suscep-
tibles d’apparaitre dans I'expression de (X)(¢). Pour un oscillateur harmonique, les
regles de sélection satisfaites par X sont telles qu’une seule fréquence de Bohr peut
intervenir, la fréquence w/27m (¢f. Complément Av).

Lorsqu’on tient compte de la perturbation W, les états |p,) de l'oscillateur
sont “contaminés” [c¢f. expression (29)], et X peut relier des états |1),,) et |¢),/) avec
n’ —n # +1 : de nouvelles fréquences peuvent alors étre absorbées ou émises par la
molécule.

Pour analyser de plus prés ce phénomene, nous supposerons que la molécule
est initialement dans son état fondamental de vibration [ig) (c’est pratiquement
toujours le cas a la température ordinaire 7' puisqu’en général hw > kT'). En
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utilisant 1’expression (29), on peut calculer au premier ordre® en o les éléments de
matrice de X entre 'état [o) et un état quelconque [1b,,). Un calcul sans difficulté
donne ainsi les éléments de matrice suivants (tous les autres sont nuls au premier
ordre en o) :

(1] X |ho) = \% (31a)
(2| X [ho) = \/%cr (31b)
(4ol X o) = 30 (310)

On en déduit les fréquences des transitions observables en absorption a partir
du niveau fondamental. On retrouve bien stir la fréquence :

By —Ey

A (32a)

V1

qui apparait avec la plus grande intensité puisque, d’aprés (31a), (1| X [tho) est
d’ordre zéro en o. Vient ensuite, avec une intensité beaucoup plus faible [cf. for-
mule (31b)], la fréquence :

Ey — E
vy =—2_2 (32b)
h
que l'on appelle souvent I'harmonique 2 (bien qu’elle ne soit pas rigoureusement
égale au double de 14).

Remarque:

Le résultat (31c) signifie que la valeur moyenne de X n’est pas nulle dans le niveau
fondamental. Ceci se comprend aisément d’apres la Figure 1. En effet, le mouvement
d’oscillation n’est plus symétrique autour de O. Si o est négatif (cas de la Figure 1),
Poscillateur passe plus de temps dans la région x > 0 que dans la région = < 0 et
la valeur moyenne de X doit étre positive. On comprend ainsi le signe qui figure
dans (31c).

Le calcul précédent ne fait ainsi apparaitre qu’une nouvelle raie dans le spectre
d’absorption. En réalité, on pourrait pousser le calcul de perturbation a un ordre
supérieur en o, et tenir compte des termes suivants dans le développement (30) du
moment dipolaire D(z), ainsi que des termes en z*, z°... dans le développement du
potentiel au voisinage de x = 0; on trouverait alors que toutes les fréquences :

E, — Ey

: (3)

Vp =
avecn = 3,4, 5... sont présentes dans le spectre d’absorption de la molécule (avec des
intensités décroissant treés vite lorsque n croit). Ceci donnerait finalement pour ce
spectre I'allure représentée sur la Figure 3. C’est ce que 'on observe effectivement.

3. Il ne serait pas correct de conserver dans les calculs les termes d’ordre supérieur a 1, car
le développement (29) n’est valable qu’au premier ordre en o.
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FIGURE & — Allure du spectre de vibration d’une molécule diatomique hétéropolaire.
Par suite de ’anharmonicité du potentiel et des termes d’ordre supérieur dans le
développement en puissances de x (distance entre les deux atomes) du moment
dipolaire D(x) de la molécule, il apparait, en plus de la fréquence fondamentale vy,
une série de fréquences “harmoniques” va, Vs ...y, ... Les raies correspondantes ne
sont d’ailleurs pas tout a fait équidistantes ; leur intensité décroit trés vite lorsque
n croit.

Notons que les différentes raies du spectre de la Figure 3 ne sont pas équidis-
tantes. En effet, d’apres la formule (28) :

El—EO w 152
—O=—=—(1—— 34
= h 271( 2‘7> (34)
FEy— F
vy — v = %: %(1—1502) (35)
FEs — F 45
nov= B = (1200 o

ce qui donne la relation :

15
oW 2

I (37)

(ra—w)—vi =Wz —12) = (2 —11) =

On congoit ainsi que 1’étude précise de la position des raies du spectre d’absorption
permette de remonter au parametre o.

Remarques:

(i) La constante ¢ figurant dans la formule (52) du Complément Fyir peut étre
évaluée a partir de la formule (27) du présent complément. En comparant ces
deux formules [et en remplagant dans (27) n par v], on obtient en effet :
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Or le potentiel perturbateur dans Fyr est égal & —gz® alors que nous I'avons
pris ici égal & chwi3, c’est-a-dire & :

On a donc :
1
h 2
— —a 40
? g <m3w5> (40)
ce qui, reporté dans (38), donne finalement :
15 ¢*h
_ 15 41
$= 7 i (41)

Dans le développement du potentiel au voisinage de = = 0, le terme en z* est
beaucoup plus petit que le terme en >, mais il corrige les énergies au premier
ordre, alors que le terme en z® n’intervient qu’au deuxiéme ordre (cf. § 3-b-8
ci-dessus). Il est donc nécessaire d’évaluer simultanément ces deux corrections
(qui peuvent étre comparables) lorsqu’on étudie de fagon précise le spectre de
la Figure 3.

Références et conseils de lecture :

Anharmonicité des vibrations d’une molécule diatomique : Herzberg (12.4),

Vol. I,
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2-c Application : spectre de résonance magnétique du gypse 1155
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Nous nous proposons dans ce complément d’étudier, par la théorie des per-
turbations stationnaires, les niveaux d’énergie d’un systeme de deux particules de
spin 1/2 plongées dans un champ magnétique statique By et couplées par une in-
teraction dipdle-dipdle magnétique.

De tels systemes existent effectivement. Par exemple, dans un monocristal de
gypse (CaSOy, 2H20), les deux protons de chaque molécule d’eau de cristallisation
occupent des positions fixes dans 'espace et 'interaction dipdle-dipdle qui existe
entre eux fait apparaitre une structure fine dans le spectre de résonance magnétique
nucléaire.

Dans I’'atome d’hydrogene, il existe également une interaction dipéle-dipole
entre le spin de I’électron et celui du proton. Dans ce dernier cas cependant, les deux
particules se déplacent I'une par rapport a ’autre et nous verrons que l'effet de I'in-
teraction dipole-dipole est nul par raison de symétrie dans I’état fondamental 1s.
La structure hyperfine que I'on observe dans cet état est donc due a d’autres inter-
actions (interaction de contact ; cf. Chap. XII, §§ B-2 et D-2 et Complément Axip).

1. Hamiltonien d’interaction W

1-a. Forme de I’hamiltonien W. Interprétation physique

Soient Sy et S les spins des particules (1) et (2), My et My les moments
magnétiques correspondants :

M; =718
My = 725, (1)
[11 et y2 : rapports gyromagnétiques de (1) et (2) ].

Appelons W l'interaction du moment magnétique M5 avec le champ créé par
M; au niveau de (2). Si n désigne le vecteur unitaire de la droite qui joint les deux
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particules, r la distance qui les sépare (Fig. 1), W s’écrit :
_ Ho 1
W= 72 5[S1-82=3(S1-n)(S2-n)] (2)
T r
Le calcul qui permet d’obtenir ’expression (2) est en tous points analogue & celui qui

est présenté dans le Complément Cxy et qui conduit a ’expression de l'interaction
entre deux dipodles électriques.

FIGURE 1 — Disposition relative des moments magnétiques V1 et My des parti-
cules (1) et (2) (r est la distance entre les deuz particules, n le vecteur unitaire de
la droite qui les joint).

1-b. Expression équivalente de W

Soient 0 et @ les angles polaires de n. Si 'on pose :

Er) =4 5 3)

on obtient aisément :
W = §(r){3 [S1zcos@ +sin b (S cos g + Siysin )]
X [S2, cos B + sin 8 (S24 cos ¢ + Sy sing)] — Sy - SQ}
= §(r){3 [Slz cosf + % sinf (Sy4e " + Sl_ei“")}
X [ng cos @ + %sin& (Sgqe™™ + Sg_ei“")} —S- SQ}
(4)
c’est-a-dire encore :

WZS(T) [T0+T6+T1 +T 4 +T2+T_2] (5)
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ou :

TO = (3 COS2 60— 1) Slz SQZ

T} —i (3 cos? 0 — 1) (S14 Sa— + 51— Sa4)
T, = g sin 6 cos f e ¢ (S1z S24 + S14 S22)
T 4= g sinfcosfe’? (S1, So_ + S1_ Saz)

3 .
T, = 1 sin? 6 6_2“’0514_ Sot

T_2 = Z SiIl2 0 621'3051_ SQ_

Chacun des termes T, (ou T}) figurant dans (5) est, d’apres (6), le produit
d’une fonction de 6 et ¢ proportionnelle & 'harmonique sphérique d’ordre deux Yy
par un opérateur agissant uniquement sur les degrés de liberté de spin [les opérateurs
d’espace et de spin figurant dans (6) sont des tenseurs d’ordre deux ; W est souvent
appelé pour cette raison “interaction tenseur »].

1-c. Régles de sélection

r, 0 et ¢ sont les coordonnées sphériques de la particule relative associée au
systéme des deux particules (1) et (2). L'opérateur W n’agit que sur ces variables
et sur les degrés de liberté de spin des deux particules. Soit {|¢n 1.m)} une base
standard dans l’espace des états &, de la particule relative, {|e1,2)} la base des
vecteurs propres communs a St et Sa, dans l'espace des états de spin (61 = £, 69 =
+). L’espace des états dans lequel agit W peut étre rapporté a la base {|¢n.im) ®
le1,e2)} dans laquelle il est tres facile, au moyen des expressions (5) et (6), de
trouver les régles de sélection auxquelles satisfont les éléments de matrice de W.

o. Degrés de liberté de spin
— Tp ne change ni €1, ni es.

— T} fait “basculer” les deux spins en sens inverse :
[+ =) — = +) et = 4) — [+ )

— T fait basculer un seul des deux spins vers le haut :
|—,e2) — |+,82) ou |e1,—) — |e1, +)

— De méme, T_; fait basculer un seul des deux spins vers le bas :
|[+,62) —> |—,e2) ou |e1,+) — |e1, —)

— Enfin, T5 et T_5 font basculer respectivement les deux spins vers le haut
et vers le bas :

|_7_> — ‘+7+> et |+7+> — |_7_>
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5. Degrés de liberté orbitaux

Lorsqu’on calcule I’élément de matrice de ()T, entre I'état |, 1.m) et état
|@ns.17. m), on voit apparaitre I'intégrale angulaire :

[ ¥ 6.0 Y100 V(6,00 a0 ™)
qui, d’apres les résultats du Complément Cx, n’est différente de zéro que pour :

V=1,1-2 142 (8a)
m' =m+q (8b)

Notons que le cas I = I” = 0, bien que non contradictoire avec (8), est exclu car
on doit pouvoir former un triangle avec [, I’ et 2, ce qui est impossible lorsque
I =1"=0; on a donc nécessairement :

LU >1 (8¢)

2. Effets de I'interaction dipéle-dipdle sur les sous-niveaux Zeeman des
deux particules supposées fixes

Dans ce § 2, nous supposerons les deux particules fixes dans ’espace. Nous
ne quantifierons donc que les degrés de liberté de spin et considérerons les quantités
r, B et € comme des parameétres donnés.

Les deux particules sont plongées dans un champ statique By parallele a Oz.
I’hamiltonien Zeeman H, qui décrit I'interaction des deux moments magnétiques
de spin avec By s’écrit par suite :

Hy = w151, +wa2Sa. 9)
avec :

w1 = —mbBo

Wy = —’YQB() (10)

En présence de l'interaction dipole-dipole W, 'hamiltonien total H du systeme
devient :

H=Hy+W (11)

Nous supposerons le champ By suffisamment grand pour que ’on puisse traiter W
comme une perturbation de Hy.

2-a. Cas ou les deux particules ont des moments magnétiques différents

Q. Niveaux Zeeman et spectre de résonance magnétique en [’absence
d’interaction

D’apres (9), on a :
h
H0|€1,€2> = 5 (61&11 + 82(.02) |€1,€2> (12)
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|+, +> h |+, +)
O L ne
|+ = h ) [+, —>
T 200~ VT e
I -+ > h l-j-a_j:_> L
-E(wx w,) : T —no
|——> A = =) v Yy
' S, + @) T ne
a b
FIGURE 2 - Niveauzr d’énergie des deux particules de spin 1/2, plongées dans un
champ statique By paralléle a Oz. Les deuzx pulsations de Larmor wy = —y1Bq et
wo = —Y2 By sont supposées différentes.

Pour la figure a, les niveauzr d’énergie sont calculés en ne tenant pas compte de
Uinteraction dipole-dipole W entre les deuz spins.

Pour la figure b, on tient compte de cette interaction ; les niveauzr subissent un
déplacement dont la valeur approchée, au premier ordre en W, est indiquée sur la
partie droite de la figure. Les fleches en traits pleins relient les niveaux entre lesquels
S1z a un élément de matrice non nul, les fléeches en traits tiretés ceux pour lesquels
c’est Sop.

La Figure 2a représente les niveaux d’énergie du systeme des deux spins en ’absence
d’interaction dipole-dipdle (on a supposé w; > ws > 0). Comme w; # wa, ces
niveaux sont tous non dégénérés.

Si 'on applique au systéme un champ de radiofréquence B; coswt parallele
a Oz, on obtient une série de raies de résonance magnétique. Les fréquences de ces
résonances correspondent aux diverses fréquences de Bohr susceptibles d’apparaitre
dans Iévolution de (7151 + 72S52,) (le champ de radiofréquence interagit en effet
avec la composante sur Oz du moment magnétique total). Les fleches en traits pleins
(tiretés) de la Figure 2a relient les niveaux entre lesquels Sy, (S2,) a un élément de
matrice non nul. On voit ainsi qu’il y a deux pulsations de Bohr distinctes, égales
a wy et wo (Fig. 3a), qui correspondent tout simplement aux résonances des spins
individuels (1) et (2).

5. Modifications apportées par l'interaction

Comme tous les niveaux de la Figure 2a sont non dégénérés, l'effet de W s’ob-
tient au premier ordre en calculant les éléments diagonaux de W, (g1, e2|W ey, €2).
11 ressort clairement des expressions (5) et (6) que, seul, le terme T; donne une
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0)2 a wl
4Q 4Q
<« —>
w, b @,

FIGURE 3 — Les fréquences de Bohr apparaissant dans l’évolution de (S1) et (Saz)
donnent les positions des raies de résonance magnétique observables sur le systéme
des deux spins (transitions correspondant auz fléches de la Figure 2). En l'absence
d’interaction dipdle-dipole, on obtient deuz résonances, correspondant a chacun des
deuz spins (fig. a). L’interaction dipdle-dipdle se traduit par un dédoublement de
chacune des deux raies précédentes (fig. b).

contribution non nulle a cet élément de matrice, qui vaut :

2 €1€2h2
(e1,82|Wler,e9) = &(r) (Bcos® 0 — 1) —— =162 hQD (13)
avec :
Q= fLﬁ(r) (3cos?0 —1) = —fito 7172 (3cos®0 —1) (14)
4 160 3
Comme W est tres petit devant Hy, on a :
O <K wy —woy (15)

On en déduit immédiatement les déplacements des niveaux au premier ordre en W :
R pour |+, 4+) et |—, =), —AQ pour |+, —), et pour |—,+) (Fig. 2b).

Que devient alors le spectre de résonance magnétique de la Figure 3a? Si
l’on ne s’intéresse qu’aux raies dont l'intensité est d’ordre zéro en W (c’est-a-dire
celles qui tendent vers les raies de la Figure 2a lorsque W tend vers zéro) il suffit,
pour calculer les fréquences de Bohr apparaissant dans (S1,) et (So;), d’utiliser
I'expression des vecteurs propres & ’ordre zéro '. Ce sont alors les mémes transitions
qui interviennent (comparer les fleches des Figures 2a et 2b). On voit cependant que
les deux raies correspondant a la fréquence wy en l'absence de couplage (fleches en
traits pleins) ont maintenant des fréquences différentes : wy + 20 et wy; — 225 de
méme les deux raies correspondant & wy (fleches en traits tiretés) ont maintenant

1. Si 'on utilisait 'expression des vecteurs propres & un ordre supérieur en W, on verrait
apparaitre d’autres raies d’intensité plus faible (elles disparaissent lorsque W — 0).
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pour fréquences ws + 282 et wy — 2. Le spectre de résonance magnétique se compose
donc maintenant de deux “doublets” centrés en wy et ws, 'intervalle entre les deux
composantes de chaque doublet étant égal a 4Q (Fig. 3b).

Ainsi, I'interaction dipole-dipdle a fait apparaitre dans le spectre de résonance
magnétique une structure fine dont on peut donner une interprétation physique
simple. Le moment magnétique M associé & Sy crée au niveau de la particule (2) un
“champ local” b. Comme nous supposons By tres grand, S; précesse tres rapidement
autour de Oz de sorte que l'on peut raisonner uniquement sur la composante S,
(le champ local créé par les autres composantes oscille trop vite pour avoir un effet
important). Le champ local b n’a donc pas le méme sens suivant que le spin est
dans létat |+) ou |—), c’est-a-dire suivant qu’il pointe vers le haut ou vers le bas. 1l
s’ensuit que le champ total “vu” par la particule (2), qui est la somme de By et b,
peut prendre deux valeurs possibles 2, ce qui explique 'apparition de deux fréquences
de résonance pour le spin (2). Le méme raisonnement permettrait évidemment de
comprendre l'origine du doublet centré en ws.

2-b. Cas ou les deux particules ont des moments magnétiques égaux
Q. Niveaux Zeeman et spectre de résonance magnétique en l’absence
d’interaction

La formule (12) demeure valable & condition de prendre w; et ws égaux. Nous
poserons donc :

w1 =wy=w=—7By (16)

Les niveaux d’énergie sont représentés sur la Figure (4a). Les niveaux supérieur
|+, +) et inférieur |—, —), d’énergies hw et —hw, sont non dégénérés. Par contre, le
niveau intermédiaire, d’énergie 0, est dégénéré deux fois : il lui correspond les deux
états propres [+, —) et |—, +).

Les fréquences des raies de résonance magnétique s’obtiennent en cherchant
les fréquences de Bohr qui interviennent dans 1’évolution de (S, 4 Sa2;) (le moment
magnétique total est cette fois proportionnel au spin total S = S; + Sz). On obtient
aisément les quatre transitions représentées par des fleches sur la Figure 4a, et qui
correspondent a une pulsation unique w; ceci donne finalement le spectre de la
Figure bHa.

5. Modifications apportées par l'interaction

Les déplacements des niveaux non dégénérés |+,+) et |—, —) s’obtiennent
comme plus haut, et sont égaux tous deux a hQ [il faut toutefois remplacer, dans
Pexpression (14) de Q, 1 et y2 par 7).

Comme le niveau intermédiaire est dégénéré deux fois, l'effet de W sur ce
niveau s’obtient maintenant en diagonalisant la matrice qui représente la restriction
de W a l'intérieur du sous-espace {|+, —),|—, +)}. Le calcul des éléments diagonaux
s’effectue comme plus haut et donne :

<+7 _|W|+7 _> = <_7+|W|_7+> = —hQ (17)

2. En fait, comme |Bg| > |b|, c’est seulement la composante de b sur Bg qui intervient.
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FIGURE 4 — Les deuz particules de spin 1/2 sont supposées avoir méme moment
magnétique, et par suite méme pulsation de Larmor w = —vBy.

En Uabsence d’interaction dipole-dipole, on obtient trois niveaux, dont l'un est dégé-
néré deuz fois (fig. a). Sous Ueffet de Uinteraction dipole-dipdle (fig. b), les niveaux
précédents subissent des déplacements dont les valeurs approchées (au premier ordre
en W) sont indiquées sur la partie droite de la figure. A Uordre zéro en W, les états
stationnaires sont les états propres |\S, M) du spin total. Les fléches relient les ni-
veauz entre lesquels S1, + Sop a un élément de matrice non nul.

Quant & Iélément non diagonal (+,—|W|—,+), on voit aisément sur les expres-
sions (5) et (6) que, seul, le terme T} y contribue :

(W) =~ (3050 - 1) x (. ~[(S1a + S1-Sa)| - 4)
= —f(r)th (3cos®0 —1) = —hQ (18)

Nous sommes donc conduits a la diagonalisation de la matrice :

—h$ (1 }) (19)

qui admet les valeurs propres —2h£) et 0 associées respectivement aux vecteurs
1 1
ropres =—(+,—)+|—,+)) et =—((+,—-)—|—*+))

La Figure 4b représente les niveaux d’énergie du systeme des deux spins
couplés; les énergies sont données a 'ordre 1 en W, les états propres a ’ordre 0.

On remarque que ces états propres ne sont autres que les états propres |.S, M)
communs & S2 et S,, ou S = S; + Sy est le spin total. L’opérateur S,,, commutant
avec S%, ne peut coupler que les états du triplet |1,0) et |1,1), |[1,0) et |1,—1),
ce qui donne les deux transitions représentées par des fleches sur la Figure 4b, et
auxquelles correspondent les fréquences de Bohr w + 32 et w — 3€2. Le spectre de
résonance magnétique se compose donc d’un doublet centré en w, I’écart entre les
deux composantes du doublet étant égal & 692 (Fig. 5b).
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6Q
—
. a AI/L b
w 7

FIGURE & — Allure du spectre de résonance magnétique observable sur un systéme
de deuz spins 1/2, de méme rapport gyromagnétique, plongés dans un champ sta-
tique By.

En Uabsence d’interaction dipdle-dipole, on observe une seule résonance (fig. a).
En présence d’une interaction dipéle-dipole (fig. b), la raie précédente se dédouble ;
Pécart 6§ entre les deux composantes du doublet est proportionnel d 3cos®> 0 — 1, 0
étant l'angle entre le champ statique By et la droite qui joint les deux particules.

2-c. Application : spectre de résonance magnétique du gypse

Le cas étudié dans le § 2-b ci-dessus correspond a celui des deux protons d’une
molécule d’eau de cristallisation dans un monocristal de gypse (CaSQOy4, 2H50) : ces
deux protons ont en effet des moments magnétiques identiques et on peut considérer
qu’ils occupent des positions fixes dans le cristal. De plus, ils sont beaucoup plus
proches I'un de l'autre que des autres protons (appartenant aux autres molécules
d’eau) ; comme 'interaction dipdle-dipole décroit tres vite lorsque la distance aug-
mente (loi en 1/73), on peut négliger les interactions entre protons appartenant a
des molécules d’eau différentes.

On observe effectivement que le spectre de résonance magnétique comporte
un doublet 3 dont la séparation dépend de ’angle 6 entre le champ By et la droite
qui joint les deux protons. Si 'on fait tourner le cristal par rapport au champ By,
cet angle 6 varie et ’écart entre les deux composantes du doublet change. On peut
ainsi, en étudiant les variations de cet écart, déterminer la position des molécules
d’eau par rapport aux axes cristallographiques.

Lorsque I’échantillon étudié n’est pas un monocristal, mais une poudre consti-
tuée de petits monocristaux orientés de maniere aléatoire, # prend toutes les valeurs
possibles. On observe alors une raie large, due a la superposition de doublets de sé-
paration variable.

3. Effets de l'interaction dans un état lié

Nous supposons maintenant que les deux particules (1) et (2) ne sont pas
fixes, mais peuvent se déplacer I'une par rapport a I'autre.

Considérons par exemple le cas de 'atome d’hydrogene, constitué d’un proton
et d’un électron. Lorsqu’on ne tient compte que des forces électrostatiques, 1’état
fondamental de cet atome (dans le repére du centre de masse) est décrit par le ket
|©1,0,0) repéré par les nombres quantiques n =1, 1 = 0, m = 0 (¢f. Chap. VII). Le

3. En fait, il y a dans un monocristal de gypse deux types de molécules d’eau, d’orientations
différentes, et par suite deux doublets correspondant aux deux valeurs possibles pour 6.
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proton et I'électron sont en fait des particules de spin 1/2. Le niveau fondamental
est donc dégénéré quatre fois et une base possible dans le sous-espace correspondant
est constituée par les quatre vecteurs :

{l1,0,0) ® le1,82)} (20)

ou €1 et g2, égaux a + ou —, représentent respectivement les valeurs propres de S,
et I, (S et I: spins de lélectron et du proton).

Quel est Veffet, sur cet état fondamental, de I'interaction dipole-dipole entre
S et I? Les éléments de matrice de W sont tres petits devant 1’écart d’énergie entre
I’état 1s et les états excités, de sorte qu’il est possible de traiter 'effet de W par la
théorie des perturbations. Il s’obtient au premier ordre en diagonalisant la matrice
4 x 4 d’éléments (¢1,0,0, €1, €5/ W]¢1,0,0,€1,€2). Le calcul de ces éléments de matrice
fait intervenir d’apreés (5) et (6) des intégrales angulaires de la forme :

[ Y900 ¥06.6) Y00, 0000 (21)

qui sont nulles d’aprés les régles de sélection établies au § 1-c ci-dessus [dans ce
cas particulier, on peut d’ailleurs montrer trés simplement que 'intégrale (21) est
nulle : en effet, V) étant une constante, I'expression (21) est proportionnelle au
produit scalaire de Yy par Y, qui est nul par suite des relations d’orthogonalité
des harmoniques sphériques].

L’interaction dipole-dipole ne modifie donc pas au premier ordre 'énergie
de l'état fondamental. Elle intervient par contre dans la structure (hyperfine) des
états excités de I > 1. En effet, il faut alors calculer des éléments de matrice
(Pn.tm’ €1, 5 Wonim, €1, €2), cest-a-dire des intégrales :

[ ¥ 0.0 ¥300.6) Y0, ) a0 (22)
qui d’apres (8c) sont non nulles dés que I > 1.

Références et conseils de lecture :

Manifestations expérimentales en résonance magnétique nucléaire de I'interac-
tion dipolaire entre deux spins en réseau rigide : Abragam (14.1), Chap. IV, § IT et
Chap. VII, § TA ; Slichter (14.2), Chap. 3; Pake (14.6).
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Complément Cy;

Forces de Van der Waals

1 Hamiltonien d’interaction électrostatique entre deux
atomes d’hydrogéne . . . . .. ... ... ... 1158
1-a Notations . . . . . .. .. ..o 1158
1-b Calcul de I’énergie d’interaction électrostatique . . . . . 1159
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2-c Discussion physique . . . .. .. .. ... ... ... 1162
3 Forces de Van der Waals entre un atome d’hydrogéne
dans 1’état 1s et un atome d’hydrogéne dans I’état 2p . 1164
3-a Energies des états stationnaires du systéme des deux
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4 Interaction d’un atome d’hydrogéne dans 1’état fon-
damental avec une paroi conductrice . . . . . .. .. .. 1166

Les forces qui s’exercent entre deux atomes neutres changent de caractere
suivant 'ordre de grandeur de la distance R qui sépare ces deux atomes.

Considérons par exemple deux atomes d’hydrogene. Lorsque R est de l'ordre
des dimensions atomiques (c’est-a-dire de l'ordre du rayon de Bohr ag), les fonc-
tions d’onde électroniques se recouvrent et les deux atomes s’attirent car ils ont
tendance a former une molécule Hs : ’énergie potentielle du systeme présente un
minimum ! pour une certaine valeur R. de la distance R. L’origine physique de
cette attraction, c’est-a-dire de la liaison chimique, tient au fait que les électrons
peuvent osciller entre les deux atomes (cf. §§ C-2-c et C-3-d du Chapitre IV) : les
fonctions d’onde stationnaires des deux électrons ne sont plus localisées autour de
I'un des deux noyaux seulement, ce qui abaisse I’énergie de ’état fondamental (cf.
Complément Gxi).

A plus grande distance, l'allure des phénomenes change complétement : les
électrons ne peuvent plus passer d’un atome a l'autre car 'amplitude de probabilité
d’un tel processus décroit comme le recouvrement des fonctions d’onde, c’est-a-
dire exponentiellement avec la distance. L’effet prépondérant est alors l'interaction
électrostatique entre les moments dipolaires électriques des deux atomes neutres,
ce qui donne naissance a une énergie d’attraction globale décroissant, non plus
exponentiellement, mais en 1/R® : c’est 1a Porigine des forces de Van der Waals
que nous nous proposons d’étudier dans ce complément, en utilisant la théorie des
perturbations stationnaires (et en nous limitant, pour simplifier, au cas de deux
atomes d’hydrogene).

Il faut bien voir que la nature profonde des forces de Van der Waals et des
forces responsables de la liaison chimique est la méme : 'hamiltonien de base est

1. A trés courte distance, les forces répulsives entre noyaux ’emportent toujours.
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FIGURE 1 - Disposition relative des deur atomes d’hydrogéne. R est la distance
entre les deux protons situés en A et B, n le vecteur unitaire de la droite qui les
joint; ra et rp sont les vecteurs positions des deux électrons par rapport aux points
A et B respectivement.

toujours électrostatique. Ce sont seulement les variations avec R des énergies des
états stationnaires quantiques du systeme des deux atomes qui permettent de définir
et de différencier ces deux types de forces.

Les forces de Van der Waals jouent un réle important en chimie physique,
notamment lorsque les deux atomes considérés n’ont pas d’électrons de valence
(forces entre atomes de gaz rare, entre molécules stables, etc.). Elles sont en partie
responsables des différences entre le comportement d’'un gaz réel et celui d'un gaz
parfait. Enfin, comme nous I'avons déja dit, ce sont des forces a longue portée, et
c’est la raison pour laquelle elles interviennent dans la stabilité des colloides.

Nous commencerons par déterminer ’expression de I’hamiltonien d’interac-
tion dipole-dipole entre deux atomes d’hydrogeéne neutres (§ 1), ce qui nous per-
mettra d’étudier ensuite les forces de Van der Waals entre deux atomes dans 1’état
1s (§ 2), ou entre un atome dans I’état 2p et un atome dans I’état 1s (§ 3); nous
montrerons enfin (§ 4) qu'un atome d’hydrogeéne dans ’état 1s est attiré par son
image électrique dans une paroi parfaitement conductrice.

1. Hamiltonien d’interaction électrostatique entre deux atomes d’hydrogéne

1-a. Notations

Les deux protons des deux atomes d’hydrogene sont supposés immobiles aux
points A et B (Fig. 1). Nous poserons :

R =0B - 0A (1)
R=|R| (2)
n= o 3)

R

R est la distance entre les deux atomes, n le vecteur unitaire de la droite qui les
joint. Soient r 4 le vecteur position par rapport au point A de I’électron attaché a
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Patome (A), rp le vecteur position par rapport & B de 1’électron attaché & ’atome
(B); on désigne par :

Dy =qra (4)
Dp =qrp (5)

les moments dipolaires électriques des deux atomes (g est la charge de 1’électron).
Nous supposerons dans tout ce complément que :

R > |ral,|rB| (6)

Tout en étant identiques, les électrons des deux atomes sont donc bien séparés
et leurs fonctions d’onde ne se recouvrent pas, de sorte qu’il n’est pas nécessaire
d’appliquer le postulat de symétrisation (cf. Chap. XIV, § D-2-b).

1-b. Calcul de I’énergie d’interaction électrostatique

L’atome (A) crée au niveau de (B) un potentiel électrostatique U avec lequel
les charges de (B) interagissent, ce qui donne naissance & une énergie d’interaction
W.

Nous avons vu dans le Complément Ex que 1'on peut calculer U en fonction
des moments multipolaires de I'atome (A), de R et de n. Comme (A) est neutre, la
contribution la plus importante a U est celle du moment dipolaire électrique D 4.
De méme, comme (B) est neutre, le terme le plus important dans VW provient de
Pinteraction entre le moment dipolaire D g de (B) et le champ électrique E = —VU
créé essentiellement par D 4, ce qui explique le nom “d’interaction dipdle-dipdle”
donné au terme le plus important de W. Il existe bien siir des termes plus petits
(dipdle-quadrupodle Wayq et Wyq, quadrupéle-quadrupole We,, etc.) et W s’écrit en
réalité :

W = Waa +Wag +Wga +Wgq + - -~ (7)

Pour calculer Wy4, nous partirons de I’expression du potentiel électrostatique créé
par D4 au niveau de (B) :

1 Ds-R
UR)= dmeg  R3 )
d’ou 'on tire :
q 1
E:—VRU:_Eﬁ[rA—?»(rA'H)n] ©)
et par suite :
&2
Wii = —E-Dp = 5 [ra-rp —3(ra n)(rp n) (10)

On a posé €2 = ¢?/4neq et utilisé les expressions (4) et (5) de D4 et Dp. Nous

prendrons dans ce complément 1’axe Oz paralléle & n, de sorte que (10) s’écrit :
2

Waq = s (raxB + Yays — 2242B) (11)
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En mécanique quantique, Wyq devient un opérateur Wy, obtenu en rempla-
cant dans (11) x4, ya, ... zp par les observables correspondantes X 4, Y, ... Zp
agissant dans 'espace des états €4 et £ des deux atomes d’hydrogene? :

2
(&
Waa = ﬁ (XAXB +YaYp — 2ZAZB) (12)
2. Forces de Van der Waals entre deux atomes d’hydrogene dans I'état

fondamental 1s

2-a. Existence d’une énergie d’attraction en —C/R°

Q. Principe du calcul

I’hamiltonien du systéme est :
H = Hya+ Hop + Wyq (13)

ou Hoa et Hyop sont les énergies des atomes (A) et (B) supposés isolés.
En 'absence de Wy, les états propres de H sont donnés par 1’équation :

(HOA + HOB) S0£7l7m; (pf/’l/m/> = (En + En/)

Pt m ‘Pf',l',m/> (14)

oules |@n.1.m ) et les E, ont été calculés au § C du Chapitre VII. En particulier, I’état
fondamental de Hoa + Hop est| ga‘f{o,o; @EO,O% d’énergie —2E; et non dégénéré (on
ne tient pas compte des spins).

Le probléme est d’évaluer le déplacement de cet état fondamental di a Wy,
en particulier sa dépendance en R. Ce déplacement représente en quelque sorte
I’énergie potentielle d’interaction des deux atomes dans 1’état fondamental.

Comme Wy4 est petit devant Hya et Hopp, on peut calculer son effet par la
théorie des perturbations stationnaires.

5. Effet de l'interaction dipdle-dipdle au premier ordre

La correction au premier ordre :

€1 = <90114,0,0 W’Eo,o [Waadl ‘Pf,o,o? ‘PE0,0> (15)

est nulle; en effet, £ fait intervenir, d’apres 'expression (12) de Wy, des produits
de la forme (@i'y o |Xal ©10.0) (¢FPo.0 X8| ¢P00) (et des quantités analogues ou
X 4 est remplacé par Ya, Za4 et Xp par Yg, Zg) qui sont nuls car, dans un état sta-
tionnaire de I’atome, les valeurs moyennes des composantes de 'opérateur position
sont nulles.

Remarque:

Les autres termes Weq, Wya, Wy - - - issus du développement (7) font interve-
nir des produits de deux moments multipolaires, I'un relatif & (A), Pautre a

2. On ne quantifie pas les degrés de liberté externes de translation des deux atomes : on
suppose pour simplifier les deux protons infiniment lourds et immobiles. Dans (12), R est donc un
parameétre et non une observable.
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(B), et dont 'un au moins est d’ordre supérieur a 1. Leur contribution est
également nulle au premier ordre : en effet, elle s’exprime en fonction des
valeurs moyennes dans I’état fondamental d’opérateurs multipolaires d’ordre
supérieur ou égal & un; or on sait (¢f. Complément Ex, § 2-¢) que de telles
valeurs moyennes sont nulles dans un état [ = 0 (régle du triangle des coeffi-
cients de Clebsch-Gordan). Il faut donc calculer leffet de Wy4 au deuxieme
ordre, qui constitue ainsi la correction la plus importante a 1’énergie.

. Effet de linteraction dipdle-dipdle au deuxiéme ordre

D’apres les résultats du Chapitre XI, la correction d’ordre 2 a 1’énergie s’écrit :

2
A .. ~B A . B
/ ‘<Sﬂn,z,m 3P 1 m! |Waal %1,0,0 901,0,0>’
2=
2 nlm, n’l’m’ _2EI — En — En/

(16)

ot la notation Y’ signifie que 1'état |<pﬂ0’0 ; gpfo’0> est exclu de la sommation 3.
Comme Wyq est proportionnel & 1/R?, €5 est proportionnel a 1/RS. D’autre
part, tous les dénominateurs d’énergie sont négatifs puisque 1'on part de I’état fon-

damental. Donc l"interaction dipole-dipole donne naissance a une énergie négative
en 1 / RS :

Eg = — (17)

RS

Les forces de Van der Waals sont donc attractives et varient en 1 / R".
Calculons enfin le développement de ’état fondamental au premier ordre in-
clus en Wyy. Il vient, d’apres la formule (B-11) du Chapitre XI :

|Y0) = |80114,0,0 ; 80{3,0,0>

A . B A . B
/ N B > <<Pn,l,m 5Pt 1t m! [Waadl ¥1,0,03 <P1,0,0>
+ E ; +

nlm, n'l'm’ @n,l,m > Pnltrm! —2EI - En - L’

(18)

Remarque:

Les éléments de matrice figurant dans les expressions (16) et (18) font intervenir les
quantités <<P£,z,m | X4l gof{o’0> <<pf,’l,’m, | XB| <p{3’0’0> (et des quantités analogues ou
X4 et Xp sont remplacés par Y4 et Yp ou Za et Zp) qui ne sont différentes de zéro
que si I =1 et I’ = 1. Ces quantités sont en effet proportionnelles & des produits
d’intégrales angulaires

{ / Y™ (Qa) Y (Q4) VS (Q4) dm] x { / Y () Y (28) Y (25) A0

qui, d’apres les résultats du Complément Cx, sont nulles si [ # 1 ou I’ # 1. On
peut donc, dans (16) et (18), remplacer [ et I’ par 1.

3. Cette sommation porte d’ailleurs, non seulement sur les états liés, mais également sur la
partie continue du spectre de Hopa + Hop.
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2-b. Calcul approché de la constante C

D’apres (16) et (12), la constante C figurant en (17) est donnée par :

’<¢ﬁ,l,m ?Sﬁ’f/,l/,m' |(XAXB +YaYp —224Z5)| @fo,o% 9050,0>

:

li
C =t
DD 2E; + Ep + By
(19)

On a forcément n > 2 et n/ > 2. Pour les états liés, |E,| = E;/n? est petit
devant E et 'on commet une erreur peu importante en remplacant dans (19) E,
et E, par 0. Pour les états du spectre continu, F,, varie de 0 a +o00. Les éléments
de matrice du numérateur sont cependant petits des que F,, est appréciable, car les
oscillations spatiales de la fonction d’onde sont alors nombreuses dans la région ou
©1,0,0(r) est non nulle.

On peut donc, pour avoir une idée de I'ordre de grandeur de C, remplacer tous
les dénominateurs d’énergie de (19) par 2E;. En utilisant la relation de fermeture
et le fait que I’élément diagonal de Wy est nul (§ 2-a-3), on obtient alors :

et A B 2] A B
Cx~ 3E; (P10,05 PTo0| XaXp +YaYp —2247Z5)% |010,0; ¢100) (20)

Cette expression est simple a calculer : en raison de la symétrie sphérique
de I’état 1s, les valeurs moyennes des termes croisés du type X aYa, XpYp, ... sont
nulles ; par ailleurs, et toujours pour la méme raison, les diverses quantités :

<80114,0,0 |Xfx| <P14,0,0> ) <</714,0,0 |Yj| <P14,0,0> e <80{3,0,0 |ZJQB| 80{3,0,0>

sont toutes égales entre elles, leur valeur commune coincidant avec le tiers de la
valeur moyenne de R% = X2 + Y3 + Z%. On obtient donc finalement, en utilisant
Pexpression de la fonction d’onde ¢1,0,0(r) :

2
=6 c%ap (21)

4

e R?
022EI><6‘<‘F’14,0,0|§4|‘/’14,0,0>

(ol ag est le rayon de Bohr) et, par suite :
ad e? rap\®
£~ 6 1) = —6 (E) (22)

Le calcul précédent n’est valable que si ap < R (pas de recouvrement des fonctions
d’onde). On voit ainsi que €5 est de l'ordre de linteraction électrostatique entre
deux charges ¢ et —g, multipliée par le facteur de réduction (ag/ R)5 < 1.

2-c. Discussion physique
Q. Interprétation “dynamique” des forces de Van der Waals

A un instant donné, le moment dipolaire électrique (nous dirons plus simple-
ment le dipole) de chaque atome a une valeur moyenne nulle dans 1’état fondamental
| 80114,0,0> ou | @{3’0,0> . Cela ne veut pas dire qu’une mesure individuelle d’une compo-
sante de ce dipdle donnera un résultat nul. Si I'on fait une telle mesure, on trouve
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en général une valeur non nulle; on a cependant la méme probabilité de trouver la
valeur opposée. On doit donc plutot se représenter le dipdle d’un atome d’hydrogene
dans I’état fondamental comme fluctuant sans cesse et de fagon aléatoire.

Commengons par négliger I'influence d’un dipole sur le mouvement de ’autre.
Comme ils fluctuent alors aléatoirement et indépendamment I'un de l'autre, leur
interaction moyenne est nulle : on interpréte ainsi physiquement le fait que Wy n’a
pas d’effet au premier ordre.

Cependant, les deux dipoles ne sont pas en réalité indépendants. Considérons
en effet le champ électrostatique créé par le dipole (A) au niveau de (B). Ce champ
suit les fluctuations du dipdle (A). Le dipole qu’il induit en (B) est donc corrélé avec
le dipdle (A), de sorte que le champ électrostatique qui “revient” en (A) n’est plus
sans corrélation avec le mouvement du dipdle (A). Ainsi, bien que le mouvement du
dipole (A) soit aléatoire, son interaction avec son propre champ qui lui est “réfléchi”
par (B) n’est pas nulle en valeur moyenne. C’est 1a interprétation physique de Peffet
de W44 au deuxiéme ordre.

L’aspect dynamique est donc utile pour comprendre 'origine des forces de
Van der Waals. Si l'on se représentait les deux atomes d’hydrogene dans 1'état
fondamental comme deux nuages d’électricité négative sphériques et “statiques”
(avec une charge positive ponctuelle au centre de chacun d’eux), on serait conduit
a une énergie d’interaction rigoureusement nulle.

B. Corrélations entre les deux moments dipolaires

Montrons de fagon plus précise qu’il existe une corrélation entre les deux
dipoles.

Lorsqu’on tient compte de Wy4, ’état fondamental du systeme n’est plus
|gpf070; ©P0.0), mais [tg) [cf. expression (18)]. Un calcul simple donne alors

(Yol Xa |tbo) = ... = (tbo| ZB [tho) =0 (23)

au premier ordre inclus en Wyg,.

En effet, considérons par exemple (1o Xa |tho). Le terme d’ordre zéro
<<p‘14,070;<p{3,070 | X 4l Lpﬁo,o;<pfo70> est nul car il est égal a la valeur moyenne de X4 dans
I’état fondamental |¢ﬁ0,0>. A Vordre 1, il faut faire intervenir la somme figurant dans la
formule (18). Comme Wgyq ne comprend que des produits de la forme X4 Xpg, les coeffi-
cients des kets |<,0f"0’0; gof,7l,7m,> et |<,02,l7m; 4,0{3’0’0> dans cette somme sont nuls; les termes
du premier ordre qui pourraient étre différents de zéro sont donc proportionnels a

A B A B
<%0n,l,m§<Pn’,l’,m' ‘XA| @1,0,0%%01,0,0>’ avec [ #0 et U # 0;

ces termes sont tous nuls car X 4 n’agit pas sur |p ) et (gof,’l,’m, l¢T0.0) = 0 pour I # 0.

Ainsi, méme en présence d’interaction, les valeurs moyennes des composantes
de chaque dipdle sont nulles. Ceci n’est pas surprenant : dans l'interprétation du
§ 2-c-a, le dipole induit sur (B) par le champ dii au dipole (A) fluctue comme ce
dernier de maniere aléatoire et a par suite une valeur moyenne nulle.

Montrons par contre que les deux dipdles sont corrélés en évaluant la valeur
moyenne d’un produit de deux composantes, 'une relative au dipole (A), Pautre au
dipole (B). Calculons par exemple la quantité (o] (XaXp + YaYp — 2Z475) |1)o)
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qui n’est autre, d’apres (12) que (R3/e?) (o] Waa |10). En utilisant (18), on trouve
immédiatement, compte tenu de (15) et (16), que :

3
(ol (XaXp +YaYp — 2Z425) |th) = 252]:—2 £0 (24)

Ainsi, les valeurs moyennes des produits X Xp , YaYp et Z4Zp ne sont pas
nulles comme le seraient, d’apres (21), les produits de valeurs moyennes (X 4)(Xg),
(Ya)(YB) et (Za){Zp). Ceci prouve bien I'existence d’une corrélation entre les deux
dipdles.

. Modification des forces de Van der Waals a longue distance

L’image développée au § 2-c-« ci-dessus permet de comprendre que les calculs
précédents ne sont plus valables si les deux atomes sont trop éloignés I'un de 'autre :
le champ issu de (A) et “réfléchi” par (B) revient sur (A) avec un retard dii au temps
de propagation (4) — (B) — (A) et nous avons raisonné comme si les interactions
étaient instantanées.

On congoit que ce temps de propagation ne puisse plus étre négligé lorsqu’il
devient de 'ordre des temps caractéristiques de I’évolution de ’atome, c’est-a-dire
de 27 /wp1, oU w,1 = (E, — Ep)/h désigne une pulsation de Bohr. En d’autres
termes, les calculs effectués dans ce complément supposent que la distance R entre
les deux atomes est tres inférieure aux longueurs d’onde 27¢/w,,1 du spectre de ces
atomes (soit environ 1 000 A).

Effectivement, un calcul tenant compte des effets de propagation donne une
énergie d’interaction qui décroit a grande distance comme 1/R". La loi en 1/R® que
nous avons trouvée s’applique donc & un domaine de distances intermédiaires, ni trop
grandes (a cause de leffet de retard), ni trop petites (pour éviter le recouvrement
des fonctions d’onde).

3. Forces de Van der Waals entre un atome d’hydrogéne dans I'état 1s et
un atome d’hydrogene dans I'état 2p

3-a. Energies des états stationnaires du systéme des deux atomes; effet de
résonance

Le premier niveau excité de I’hamiltonien non perturbé Hys + Hop est huit
fois dégénéré : le sous-espace propre associé est sous-tendu par les huit états :
{letho0s ¥500)3 195000 PT00)s [Plho0s ¥Bim). avec m=—1,0,+1;
|gp§471}m,; 50{37070% avec m' = —1,0,—|—1}
qui correspondent & une situation ou 'un des deux atomes est dans 1’état fonda-
mental, alors que l'autre est dans un état du niveau n = 2.

D’apres la théorie des perturbations d’un niveau dégénéré, il faut, pour ob-
tenir l'effet de Wy au premier ordre, diagonaliser la matrice 8 x 8 représentant la
restriction de W4 a I'intérieur du sous-espace propre précédent. Les seuls éléments
de matrice non nuls de Wy4 sont ceux qui relient un état }(,01470,0; gpg 1,m> a I'état
|gp‘24’1,m; ‘PE0,0>~ En effet, les opérateurs X a,Ya, Z4 figurant dans 'expression de
Waq sont impairs et ne peuvent donc coupler |<pf0’0> qu’a l'un des |¢§1’m>; un
raisonnement analogue vaut pour Xp,Yp, Zp ; enfin, 'interaction dipole-dipdle est
invariante lorsqu’on effectue une rotation des deux atomes autour de 'axe Oz qui
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les joint, de sorte que Wy4 commute avec L4, + Ly, et ne peut donc relier que deux
états pour lesquels la somme des valeurs propres de La, et Lp, est la méme.

Dongc, la matrice 8 x 8 précédente se décompose en quatre matrices 2 x 2 :
l'une est entierement nulle (celle qui concerne les états 2s), et les trois autres sont
de la forme :

(km(/)R?’ km(/)RS) (25)

ou l'on a posé :

km
<<P14,0,0; 90123,1,m| Waa |S¢’§4,1,m? 94’{3,0,0> = " (26)

k., est une constante, entierement calculable, de l'ordre de e?aZ, qu’il n’est pas
nécessaire ici de préciser davantage.
La diagonalisation de la matrice (25) est immédiate. On obtient les valeurs
propres +k,,/R? et —k,,/R® associées respectivement aux états propres :
1
NG (“Pf‘,om @51,m> + |@§1,m?@50,0>)
et :
1
ﬁ (“Pﬁom Sﬁ’gl,m> - |<P124,1,m?9050,0>)
ce qui met en évidence les résultats importants suivants :
— L’énergie d’interaction varie comme 1/R? et non comme 1/RS, car Wy
modifie maintenant les énergies au premier ordre. Les forces de Van der
Waals sont donc plus importantes qu’entre deux atomes d’hydrogene dans
Pétat 1s (effet de résonance entre deux états différents du systéme global,
de méme énergie non perturbée).
— Le signe de linteraction peut étre positif ou négatif (valeurs propres
+km /R3 et —k,,, /R3). 1l existe donc des états du systéme des deux atomes
pour lesquels il y a attraction et d’autres pour lesquels il y a répulsion.

3-b. Transfert d’excitation d’'un atome a I'autre

Les deux états |<pf‘7070;<p’23717m> et |<p‘24717m;<p5070> ont méme énergie non per-
turbée et sont couplés par une perturbation non diagonale. D’apres les résultats
généraux du § C du Chapitre IV (systéme a deux niveaux), on sait qu’il y a os-
cillation du systeme d’un niveau a l'autre avec une fréquence proportionnelle au
couplage.

Dong, si le systeme part de I'état |<pﬁ070; <p§17m> a l'instant ¢ = 0, il aboutit
au bout d’un certain temps, d’autant plus long que R est plus grand, dans D'état
|2 s ©P0.0) ¢ Vexcitation passe ainsi de (B) a (A), puis revient a (B), et ainsi de
suite.

Remarque:

Si les deux atomes ne sont pas fixes mais, par exemple, entrent en collision, R varie
au cours du temps et le passage de l'excitation d’un atome a l'autre n’est plus
périodique. Les collisions correspondantes, appelées collisions résonnantes, jouent
un role important dans 1’élargissement des raies spectrales.
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FIGURE 2 — Pour calculer l’énergie d’interaction d’un atome d’hydrogéne avec une
paroi parfaitement conductrice, on peul considérer que le moment dipolaire élec-
trique qr o de Uatome interagit avec son image électrique —qra a travers la paroi (d
est la distance entre le proton A et la paroi).

4. Interaction d’'un atome d’hydrogéne dans I'état fondamental avec une
paroi conductrice

Nous considérons maintenant un seul atome d’hydrogéne (A) situé a une dis-
tance d d’une paroi supposée parfaitement conductrice. L’axe Oz est pris suivant la
normale & la paroi passant par A (Fig. 2). La distance d est supposée grande devant
les dimensions atomiques, de sorte que l'on peut ignorer la structure atomique de
la paroi et considérer que I'atome interagit avec son image électrique a travers cette
paroi (c’est-a-dire avec un atome symétrique portant des charges opposées). L’éner-
gie d’interaction dipolaire entre 'atome et la paroi s’obtient aisément a partir de
Pexpression (12) de Wyq en faisant les substitutions suivantes :

e? — —e?

R —2d

Xp = X/, =X, (27)
Y —=Y,=Ya

Zp— 2\ =24

le changement de €2 en —e? est dit au changement de signe des charges images).
g g g g g

Il faut en plus diviser par 2 car le dipdle image est fictif, proportionnel au
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dipdle de I'atome *. On aboutit ainsi & I’expression :

62

W= —16s

(X3 +Y3+273) (28)

qui représente I’énergie d’interaction de atome avec la paroi [IW n’agit que sur les
degrés de liberté de (A)].

Si 'atome est dans son état fondamental, la correction a 1’énergie au premier
ordre en W est alors :

g1 = (¢1,0,0|Wle1,0,0) (29)

En utilisant la symétrie sphérique de I’état ls, on obtient :

2 2 2,2

p e R% e“ag
——_ 9 A =_-_Y 30
£ Lo (P00l =57 [e100) A (30)

On voit que I'atome est attiré par la paroi; I'énergie d’attraction varie comme 1/d3
et donc la force d’attraction comme 1/d*.

Le fait que W ait un effet des le premier ordre se comprend aisément a partir
de la discussion physique du § 2-c ci-dessus : dans le cas présent, il y a en effet
corrélation parfaite entre les deux dipoles, puisqu’ils sont images I'un de 'autre.

Références et conseils de lecture :

Kittel (13.2), Chap. 3, p. 82; Davydov (1.20), Chap. XII, §§ 124 et 125;
Langbein (12.9).

Pour une discussion des effets de retard, voir : Power (2.11), §§ 7.5 et 8.4
(approche électrodynamique quantique) ; Landau et Lifshitz (7.12), Chap. XIII,
§ 90 (approche fluctuations électromagnétiques).

Voir aussi larticle de Derjaguin (12.12).

4. Ce facteur 1/2 se comprend aisément si I’on se souvient que I’énergie d’un systéme électro-
statique est proportionnelle & I'intégrale dans tout I’espace du carré scalaire du champ électrique ;
or, pour le systéeme de la Figure 2, le champ est partout nul dans le demi-espace situé au dessous
du plan zOy.
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Complément Dy,

Effet de volume : influence de I'extension spatiale du noyau sur
les niveaux atomiques

1 Correction énergétique au premier ordre . . . . . ... 1170
1-a Calcul de la correction . . . . . . ... ... ... 1170
1-b Discussion physique . . . . ... .. .. o0 1172
2 Application a quelques systémes hydrogénoides . . . . 1173
2-a Atome d’hydrogene et ions hydrogénoides . . . . . . .. 1173
2-b Atomes muoniques . . . . . ... 1174

Les niveaux d’énergie et les états stationnaires de I'atome d’hydrogene ont
été étudiés dans le Chapitre VII en considérant le proton comme une particule
chargée ponctuelle, qui crée un potentiel électrostatique coulombien en 1/r. En
réalité, ce n’est pas tout a fait le cas : la charge du proton n’est pas strictement
ponctuelle, mais répartie dans un volume ayant une certaine extension (de l'ordre
de 1 fermi = 107! cm). Lorsqu'un électron est extrémement proche du centre du
proton, il “voit” un potentiel qui n’est plus en 1/r, et dépend de la distribution
spatiale de charge associée au proton. Il en est d’ailleurs de méme pour tous les
atomes : dans le volume du noyau, le potentiel électrostatique dépend de la maniere
dont les charges sont réparties. On comprend que les niveaux d’énergie atomiques,
qui sont déterminés par le potentiel auquel sont soumis les électrons en chaque
point de l'espace, soient sensibles & cette répartition : c’est ce qu’on appelle “effet
de volume”. L’étude expérimentale et théorique d’un tel effet est donc importante
car elle peut fournir des renseignements sur la structure interne des noyaux.

Dans ce complément, nous allons donner un traitement simplifié de 'effet de
volume des atomes hydrogénoides. Pour avoir une idée de 'ordre de grandeur des
déplacements énergétiques qu’il provoque, nous allons nous limiter & un modele ot
le noyau est représenté par une sphere de rayon pg, dans laquelle la charge —Z¢g
est répartie uniformément. Dans ce modele, le potentiel créé par le noyau est (cf.
Complément Ay, § 4-b) :

Ze?
r pourr = po
V) =3 pa/ .2 (1)
— =) -3
2po (po> pourr < po

(on a posé e? = ¢*/4me) ; lallure des variations de V() avec r est représentée sur
la Figure 1.

La résolution exacte de ’équation de Schrodinger pour un électron soumis
a un tel potentiel pose un probléeme compliqué. Aussi allons-nous nous contenter
d’une résolution approchée, basée sur la théorie des perturbations : en premiere
approximation, nous allons considérer que le potentiel est coulombien [ce qui revient
a faire pg = 0 dans (1)]; les niveaux d’énergie de I'atome d’hydrogéne sont alors
ceux qui ont été trouvés au § C du Chapitre VII. Puis nous traiterons la différence
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FIGURE 1 — Variations avec v du potentiel électrostatique V (r) créé par la distri-
bution de charge —Zq du noyau, que l'on suppose répartie uniformément dans une
sphére de rayon pg. Pour r < po, le potentiel est parabolique ; pour r = pq, il est
coulombien [le prolongement de ce potentiel coulombien dans la zone r < py est
représenté en tiretés ; W (r) est la différence entre V(r) et ce potentiel coulombien).

W (r) entre le potentiel V(r) écrit en (1) et le potentiel coulombien comme une
perturbation. Cette différence est nulle lorsque r est supérieur au rayon py du noyau;
on congoit donc qu’elle entraine un faible déplacement des niveaux atomiques (en
effet, les fonctions d’onde correspondantes s’étendent sur des dimensions de 'ordre
de ap > pp), ce qui justifie un traitement par la théorie des perturbations limitée
au premier ordre.

1. Correction énergétique au premier ordre

1-a. Calcul de la correction

La définition de W (r) entraine que :

(r)Q 5 ‘|
) 23]
<r<
£0o r 810\7“\/)0 (2)

0 sir > po

Ze
W(r)={ 2P0
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Soient |¢n,1,m) les états stationnaires de I'atome hydrogénoide en l'absence de la
perturbation W. Pour évaluer l'effet de W au premier ordre, nous devons calculer
les éléments de matrice :

<50n,l,m| w |§0n,l’,m’> = /dQ )/lm*(Q) )/lzn/ (Q)

X /0OO r? drRy, () Ry (r) W (r) (3)

Dans cette expression, l'intégrale angulaire donne simplement yy 6,/ Pour sim-
plifier 'intégrale radiale, nous allons faire une approximation : supposons' que :

po K ap (4)

c’est-a-dire que la région r < py ot W (r) n’est pas nul est trés petite comparée au
domaine de variation des fonctions R, ;(r) ; lorsque 7 < pg, on a alors :

Rn’l(T) ~ Rn,l(O) (5)

L’intégrale radiale peut donc étre écrite :

1:7| o ( |/ [( >2+2f°—] (6)

ce qui donne, apres un calcul simple :

1= 7% R0 ) 7)
et :
2
(Prpm| W |on1m) = 10 g R (0 ) S S (8)

On voit que la matrice représentant W dans le sous-espace &, correspon-
dant au niveau n de 'hamiltonien non perturbé est diagonale; donc, la correction
d’énergie au premier ordre associée a chaque état |y, 1.m) s'écrit simplement :

Ze 2
AE, = 25 02 Ry (0) (9)
10
Cette correction ne dépend pas? de m ; de plus, comme R,, ; (0) est nul sauf si i =0
(¢f. Chap. VII, § C-4-c), seuls les états s (états I = 0) sont déplacés d’'une quantité
qui vaut :
Ze? 9
A-En,O 10 pO |R7l 0 ( )l
27rZ e

)
(on a utilisé le fait que Y = 1/v/4m).

2 pn.0.0 (0))? (10)

1. Pour 'atome d’hydrogene, la relation (4) est largement vérifiée ; nous reviendrons au § 2
de maniére plus détaillée sur la discussion de cette condition.

2. Ce résultat était prévisible : en effet, la perturbation W, invariante par rotation, est
scalaire (cf. Complément By, § 5-b).
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1-b. Discussion physique

AE, o peut s’écrire :

3
AEpp = {;wP (11)
ou :
Ze?
w=—- 12
Po ( )

est I'énergie potentielle de I’électron lorsqu’il se trouve a une distance py du centre
du noyau, et :

4
P = g”pg |0n,0,0(0)]? (13)

est la probabilité de trouver ’électron a l'intérieur du noyau. Le fait que P et w
interviennent dans (11) provient de ce que 'effet de la perturbation W(r) ne se fait
sentir qu’a l'intérieur du noyau.

Pour que la méthode qui nous a conduits a (10) et (11) ait un sens, il faut que
la correction AE, o soit tres petite devant les différences d’énergie entre niveaux
non perturbés. Comme w est trés grand (un électron et un proton s’attirent trés
fortement lorsqu’ils sont tres proches), il faut donc que P soit extrémement faible.
Avant d’aborder le calcul plus précis du § 2, évaluons un ordre de grandeur de ces
quantités. Soit :

h2
= Zme?

le rayon de Bohr lorsque la charge totale du noyau est —Zq. Si n n’est pas trop
élevé, les fonctions d’onde ¢y 0,0 (r) sont pratiquement localisées dans une région

ao(Z) (14)

de l’espace dont le volume est approximativement [ag (Z )]3; quant au noyau, son
volume est de 'ordre de p3 de sorte que :

P= Loﬁzoz)r o)

L’égalité (11) donne alors :

2 3
AEmO ~ Z_@ |: po :|

po Lao(Z)
o Ze? Po °
" ao(2) LO(Z)} (16)

Or Ze?/ao(Z) est de ordre de grandeur de I’énergie de liaison E (Z) de I'atome
non perturbé. La correction vaut donc, en valeur relative :

o =]

(17)

Si la condition (4) est réalisée, cette correction sera donc effectivement tres faible.
Calculons-la maintenant de facon plus précise dans quelques cas particuliers.
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2. Application a quelques systemes hydrogénoides
2-a. Atome d’hydrogéne et ions hydrogénoides

Pour le niveau fondamental de I'atome d’hydrogeéne, on a [¢f. Chap. VII,
relation (C-39a)] :

Ryo(r) = 2(ag)~3/2e /a0 (18)

[oll ag est obtenu en faisant Z= 1 dans (14)]. La formule (10) donne alors :

2 2 4 2
AEyg=-— (p—0> = gEI (p—0> (19)

Or, on sait que, pour '’hydrogene :

ap~0,53 A=5310""m (20)
D’autre part, le rayon py du proton est de 'ordre de :

po (proton) ~ 1 F=10""m (21)
Si I’on reporte ces valeurs numériques dans (19), il vient :

AFB1o~4,5107"FE ~6 1077 eV (22)

Le résultat obtenu est donc tres faible.

Pour un ion hydrogénoide, le noyau a une charge —Z¢; on peut alors appliquer
la formule (10), ce qui revient & remplacer dans (19) e? par Ze? et ag par ag (Z) =
ap/Z; on obtient :

2 2%% [po(A, Z :

ol po (A, Z) est le rayon du noyau, constitué de A nucléons (protons ou neutrons)
dont Z protons. En pratique, le nombre de nucléons d’un noyau n’est pas tres
différent de 2 Z; de plus, la propriété de “saturation de la densité nucléaire” se
traduit par la relation approchée :

po(A, Z) xx A3 oc 71/3 (24)

Les variations en fonction de Z de la correction énergétique sont donc données par :

AE, o (Z) o Z1/3 (25)
ou encore :
AE10(Z) /3
Fr(2) xZ (26)

AE; o (Z) varie donc tres rapidement avec Z, sous leffet de plusieurs facteurs concor-
dants : lorsque Z augmente, ag décroit et pg croit. L’effet de volume est donc net-
tement plus important pour les ions hydrogénoides lourds que pour 'hydrogene.
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Remarque:

L’effet de volume existe également pour tous les atomes; il est responsable
d’un déplacement isotopique des raies du spectre d’émission. En effet, pour
deux isotopes distincts du méme élément chimique, le nombre Z de protons
du noyau est le méme, mais le nombre A — Z de neutrons est différent ; les
répartitions spatiales des charges nucléaires ne sont alors pas identiques pour
les deux noyaux.

En fait, pour les atomes légers, le déplacement isotopique provient principale-
ment de effet d’entrainement du noyau (c¢f. Complément Ay, § 1-a-a). Au
contraire, pour les atomes lourds (ol la masse réduite varie trés peu d’un iso-
tope a lautre), effet d’entrainement est faible ; par contre, leffet de volume
croit avec Z, et il devient prépondérant.

2-b. Atomes muoniques

Nous avons déja discuté plus haut de quelques propriétés simples des atomes
muoniques (¢f. Compléments Ay, § 4 et Ay, § 2-a). En particulier, nous avons
signalé que le rayon de Bohr qui leur est associé est nettement plus faible que pour
les atomes ordinaires (ceci provient de ce que la masse du muon pu~ est approxi-
mativement égale & 207 fois celle de ’électron). D’apres la discussion qualitative
du § 1-b, on peut donc s’attendre a un effet de volume important pour les atomes
muoniques. Nous allons I’évaluer en choisissant deux cas extrémes : atome muonique
léger (hydrogene) et lourd (plomb).

Q. Atome muonique d’hydrogéne

Le rayon de Bohr est alors :

— ao
ao(p™,p") = 207 (27)

c’est-a-dire de l'ordre de 250 fermi; il reste donc encore dans ce cas nettement
supérieur a pg. Si I'on remplace, dans (19), ag par ag/207, il vient :

AE o(p,pT) ~1,9x 1072 Ef(u~, pT) =5 x 1072 &V (28)

Bien que l'effet de volume soit beaucoup plus important que pour 'atome d’hydro-
gene ordinaire, cette fois encore il n’apporte qu’'une petite correction aux niveaux
d’énergie.

B. Atome muonique de plomb

Le rayon de Bohr de I'atome muonique de plomb est [¢f. Complément Ay,
égalité (25)] :

ao(p™, Pb) ~3x 107 m (29)
Le muon p~ est alors tres pres du noyau de plomb; il n’est donc pratiquement

pas sensible a la répulsion des électrons de I'atome, qui se trouvent a des distances
nettement supérieures. Ceci pourrait faire croire que la formule (10), qui a été établie
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pour les atomes et ions hydrogénoides, est directement applicable au cas qui nous
intéresse ici. En fait, il n’en est rien; en effet, le rayon du noyau de plomb vaut :

po(Pb) =8 5F =85x 107 m (30)

qui n’est pas petit devant ag(p~, Pb). La formule (10) conduirait alors & des cor-
rections importantes (plusieurs MeV), du méme ordre de grandeur que 1’énergie
Er(p—, Pb). On voit donc que, dans ce cas, l'effet de volume ne peut plus étre
traité comme une perturbation (voir la discussion du § 4 du Complément Ay ; pour
calculer les niveaux d’énergie, il faudrait connaitre exactement le potentiel V(r) et
résoudre ’équation de Schrodinger correspondante.

Le muon est donc plutot a l'intérieur du noyau qu’a 'extérieur, c’est-a-dire
d’aprés (1) dans une région ot le potentiel est parabolique. On pourrait d’ailleurs
considérer qu’en premiére approximation le potentiel est partout parabolique (c’est
ce qui est fait dans le Complément Ay, puis traiter comme une perturbation I’écart
qui existe pour r > p, entre le potentiel réel et ce potentiel parabolique. En fait,
I'extension de la fonction d’onde correspondant a un tel potentiel n’est pas suffi-
samment petite devant pg pour qu’une telle approximation conduise a des résultats
précis et la seule méthode valable consiste a résoudre I’équation de Schrodinger
correspondant au potentiel réel.

Références et conseils de lecture :

Effet de volume isotopique : Kuhn (11.1), Chap. VI, § C-3; Sobel'man (11.12),
Chap. 6, § 24.

Atomes muoniques (quelquefois encore appelés atomes mésiques) : Cagnac et Pebay-
Peyroula (11.2), Chap. XIX, § 7-C; De Benedetti (11.21); Wiegand (11.22);
Weissenberg (16.19), § 4-2.
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Complément Ey;

La méthode des variations

1 Principe de laméthode . . . . . . . ... ... ...... 1177
1-a Propriété du niveau fondamental d’un systeme . . . . . 1177
1-b Généralisation : théoreme de Ritz. . . . . . . . . .. .. 1178

1-c Cas particulier : famille d’essai formant un sous-espace
vectoriel . . . . ..o oo 1179
2 Application & un exemple simple . . . .. ... ... .. 1180
2-a Fonctions d’essai exponentielles . . . . . . . .. ... .. 1181
2-b Fonctions d’essai rationnelles . . . . . . . ... ... .. 1182
3 Discussion . . . . . . ... o o oo 1183

La théorie des perturbations que nous avons étudiée au Chapitre XI n’est pas
la seule méthode générale d’approximation applicable aux systémes conservatifs.
Nous allons décrire ici succinctement une autre de ces méthodes, susceptible elle
aussi de trés nombreuses applications, notamment en physique atomique et molé-
culaire, en physique nucléaire et en physique du solide. Nous indiquerons d’abord,
au § 1, le principe de la méthode des variations, puis nous nous contenterons, sur
I'exemple simple de l'oscillateur harmonique a une dimension, de dégager ses prin-
cipales caractéristiques (§ 2), que nous discuterons briévement au § 3. Les Com-
pléments Fxi et Gxr appliquent la méthode des variations & des modeles simples
permettant de comprendre le comportement des électrons dans un solide et le phé-
nomene de liaison chimique.

1. Principe de la méthode

Considérons un systéme physique quelconque dont ’hamiltonien H est indé-
pendant du temps. Nous supposerons, pour simplifier les notations, que le spectre
de H est entierement discret et non dégénéré :

Hlgn) = Enlen) ;n=0,1,2, ... (1)

Lorsqu’on ne sait pas calculer exactement les E,, et les |¢,), la méthode des varia-
tions permet d’en donner des expressions approchées.
1-a. Propriété du niveau fondamental d’un systéme

Prenons un ket quelconque [1)) de lespace des états du systéme. La valeur
moyenne de ’hamiltonien H dans 1'état [1)) est telle que :

<H> = M > Ey (2)

(¥l)

(ou Ey est la plus petite des valeurs propres de H), I’égalité se produisant si et
seulement si |1)) est vecteur propre de H avec la valeur propre Ey.
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Pour démontrer I'inégalité (2), développons le ket [1)) sur la base des états
propres de H :

[v) = ch|90n> (3)

On a alors :

<7/)| H|7/)> = Z |Cn|2 L, >EOZ |Cn|2 (4)

avec bien sir :

@) = leal® (5)

n

ce qui établit la relation (2). Pour que l'inégalité (4) devienne une égalité, il faut
et il suffit que tous les coefficients ¢,, soient nuls, & exception de co; [1) est alors
vecteur propre de H avec la valeur propre Ej.

Cette propriété sert de base & une méthode de détermination approchée de Ej.
On choisit (en principe de fagon arbitraire, en fait en utilisant des critéres physiques)
une famille de kets |¢)(«)) dépendant d’un certain nombre de parameétres que nous
symbolisons par «; on calcule la valeur moyenne (H) («) de I'hamiltonien H dans
ces états, et on minimise (H) («) par rapport aux parameétres « ; la valeur minimale
ainsi obtenue constitue une approximation du niveau fondamental Ey du systeme.
Les kets [¢)(«)) sont appelés kets d’essai, et la méthode elle-méme méthode des
variations.

Remarque:

La démonstration précédente se généralise sans difficulté aux cas ou le spectre
de H est dégénéré ou comporte une partie continue.

1-b. Généralisation : théoréeme de Ritz

Nous allons montrer que, de fagon plus générale, la valeur moyenne de l’ha-
miltonien H est stationnaire au voisinage de ses valeurs propres discreétes.
Considérons en effet la valeur moyenne de H dans 'état |¢) :

(V| H |¢)
(H) = =+ (6)
1)
comme une fonctionnelle du vecteur d’état [1), et calculons son accroissement § (H)
lorsque |¢) devient |¢) + |01)), ot |§1)) est supposé infiniment petit. Il est commode
pour cela d’écrire (6) sous la forme :

(H) (¢ [ 4) = (@ H [¢) (7)
et de différentier les deux membres de cette derniere égalité :
([ ) o (H) + (H) [(¢ | 69) + (69 | ¥)] (8)

= (Y| H |6¢) + (59 H [¢)
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soit, puisque (H) est un nombre :

(¥l) & (H)
= (W|[H = (H)][69) + (09| [H — (H)] [¢)) 9)

La valeur moyenne (H) sera stationnaire si :
d(H)=0 (10)

Ce qui signifie d’apres (9) :

(W [H — (H)]|6v) + (0¢| [H — (H)] [) =0 (11)
Posons :

o) = [H = (H)] |¢) (12)
L'égalité (11) s'écrit alors simplement :

(o1 09) + (00 | ¢) =0 (13)

Cette derniére relation doit étre vérifiée pour tout ket infinitésimal |§1)) ; en parti-
culier, si I’on choisit :

[0¢)) = X |p) (14)
(ot 0A est un infiniment petit réel), (13) devient :
2(p @) dA=0 (15)

Le ket |¢) est donc de norme nulle et par suite nécessairement nul; ceci entraine,
compte tenu de la définition (12) :

Hy) = (H) |¢) (16)

Par conséquent, la valeur moyenne (H) est stationnaire si et seulement si le vecteur
d’état |1p) auquel elle correspond est vecteur propre de H, et les valeurs stationnaires
de (H) sont les valeurs propres de ’hamiltonien.

On peut donc généraliser la méthode des variations, et 'appliquer a la déter-
mination approchée des valeurs propres de I'hamiltonien H : si la fonction (H) («)
obtenue a partir des kets d’essai [¢)(«)) présente plusieurs extremums, ceux-ci four-
nissent des valeurs approchées de certaines des énergies E, (cf. exercice 10 du
Complément Hxr)

1-c. Cas particulier : famille d’essai formant un sous-espace vectoriel

Supposons que l'on prenne pour kets d’essai ’ensemble des kets appartenant
a un sous-espace vectoriel F de £ Dans ce cas, la méthode des variations revient a
la résolution de l’équation aux valeurs propres de Uhamiltonien H a lintérieur de
F, et non plus dans £ tout entier.

Pour le comprendre, il suffit d’appliquer le raisonnement du § 1-b en se re-
streignant a des kets |¢) du sous-espace F. Les extremums de (H), caractérisés par
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0 (H) = 0, sont obtenus lorsque |¢)) est vecteur propre de H dans F; les valeurs
propres correspondantes constituent les approximations fournies par la méthode
variationnelle pour les véritables valeurs propres de H dans £. Elles en fournissent
également des majorants : nous I'avons vu que 1’énergie la plus basse obtenue est
plus grande que la véritable énergie du fondamental, mais on peut également mon-
trer (c¢f. article de MacDonald dans les références de ce complément) que Iénergie
immédiatement supérieure est plus grande que la véritable énergie du premier ni-
veau excité, etc. Quand on augmente la dimension de F d’une unité, on obtient une
nouvelle série d’énergies dont une apparait au dessus de toutes les autres, qui elles
diminuent (ou éventuellement restent inchangées).

Insistons sur le fait que la restriction de I’équation aux valeurs propres de
H a un sous-espace F de l'espace des états £ peut faciliter considérablement sa
solution ; cependant, si F est mal choisi, elle peut aussi donner des résultats assez
éloignés des véritables valeurs et vecteurs propres de H dans £ (cf. § 3). Le sous-
espace F sera donc pris de fagon a simplifier le probleme jusqu’a le rendre soluble
sans cependant altérer trop profondément les données physiques. On peut ainsi,
dans certains cas, réduire I’étude d’'un systéme complexe a celle d’un systeme a
deux niveaux (c¢f. Chap. IV), ou tout au moins & un nombre restreint de niveaux.
Un autre exemple important de ce procédé est la méthode de combinaison linéaire
d’orbitales atomiques, largement utilisée en physique moléculaire : cette méthode
consiste essentiellement (¢f. Complément Gxp) & chercher les fonctions d’onde des
électrons dans une molécule comme des combinaisons linéaires des fonctions propres
associées aux divers atomes constituant la molécule, traités comme s’ils étaient
isolés ; elle revient donc a limiter la recherche des états moléculaires & un sous-espace
choisi a partir de considérations physiques. De méme, dans le Complément Fxi,
nous prendrons comme fonction d’onde d’essai pour un électron dans un solide une
combinaison linéaire d’orbitales atomiques relatives aux divers ions constituant ce
solide.

Remarque:

Notons que la théorie des perturbations au premier ordre s’insere dans ce cas
particulier de la méthode variationnelle : F est alors un sous-espace propre
de I’hamiltonien non perturbé Hy.

2. Application a un exemple simple
Pour illustrer les raisonnements du § 1 et donner une idée de la validité des
approximations obtenues a 1’aide de la méthode des variations, nous allons appliquer

celle-ci a loscillateur harmonique & une dimension, dont on connait les valeurs et
états propres (¢f. Chap. V). Nous considérons donc 'hamiltonien :

(17)

et nous cherchons a résoudre approximativement son équation aux valeurs propres
par des calculs variationnels.
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2-a. Fonctions d’essai exponentielles

L’hamiltonien (17) étant pair, on peut montrer facilement que son état fon-
damental est forcément représenté par une fonction d’onde paire. Pour déterminer
les caractéristiques de cet état fondamental, on prendra donc des fonctions d’essai
paires. Choisissons par exemple la famille & un parametre :

Yo (@)= ; a>0 (18)

Le carré de la norme du ket |1),) vaut :

+oo 5
(o | o) = / dr o2 (19)

— 00

et 'on trouve facilement :

(Yol H [tha) = /_;OO dze—oe’ {—:;(f; + ;mw%ﬂ oo’
— [::na + ;mwQCﬂ /_:o dx e—20" (20)
de sorte que :
(H) (o) = ;—2@ + émrﬁl (21)

La dérivée de la fonction (H) («) s’annule pour :

1 mw
= = - — 22
o= 5k (22)
et I'on a alors :
1
<H> (Oéo) = §fm (23)

La valeur minimale de (H) (a) est donc ici exactement égale a 1’énergie du niveau
fondamental de 'oscillateur harmonique. Ce résultat est di a la simplicité du pro-
bléeme que nous étudions : il se trouve que la fonction d’onde de ’état fondamental
est précisément I'une des fonctions de la famille d’essai (18), celle qui correspond
a la valeur (22) du paramétre a; la méthode des variations donne dans ce cas la
solution exacte du probléme (ceci illustre le théoréme démontré au § 1-a).

Si I'on veut calculer (a priori de fagon approchée) le premier niveau excité Fy
de T'hamiltonien (17), on choisira des fonctions d’essai orthogonales & la fonction
d’onde de Iétat fondamental. En effet, le raisonnement du § 1-a montre que (H) est
bornée inférieurement par E7, et non plus Fy, si le coefficient ¢y est nul. Prenons
donc la famille de fonctions d’essai impaires :

2

Ya(r) =26 (24)

Dans ce cas :

+oo
(o | o) = / dr 2?20 (25)

— 00
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et :
K2 1 +o0
<7/)Oz| H |¢O¢> = % X 30é+ 5771(4}2 X 43a:| LOO dﬂ? I2 e—2a$2 (26)
ce qui donne :
3h2 3 1
(H) (o) = %OZ + gmw2a (27)

Cette fonction présente, pour la méme valeur oy que plus haut [formule (22)], un
minimum égal a :

(H) (00) = Shs (28)

Ici aussi, on retrouve exactement 1’énergie Fy et état propre associé parce que la
famille d’essai comprend la fonction d’onde correcte.

2-b. Fonctions d’essai rationnelles

Les calculs du § 2-a précédent nous ont permis de nous familiariser avec la
méthode variationnelle, mais ils ne permettent pas de juger véritablement de son
efficacité en tant que méthode d’approximation puisque les familles choisies compre-
naient chaque fois la fonction d’onde exacte. Nous allons donc prendre maintenant
des fonctions d’essai d’un type totalement différent, par exemple! :

ba(z) = —

Des calculs simples donnent alors :

Feo x 7r
<wa | wa> = ‘/_OO (XQCj- a)2 = 2a\/a (30)

et finalement :

P11,
La valeur minimale de cette fonction est obtenue pour :
1 h
— g — 32
a = ag 5 e (32)
et vaut :
1
H) (ag) = —=hw 33
(H) (00) = — (33)

Cette valeur minimale est donc égale a /2 fois I'énergie fondamentale exacte hw /2.
Pour apprécier erreur commise, on peut calculer le rapport entre (H) (ag) — hw/2
et le quantum d’énergie hw :

(H) (a;)w —5hw _ \/52— L o0% (34)

1. Nous faisons ici en sorte que les intégrales nécessaires soient calculables analytiquement.
Bien entendu, dans la plupart des cas réalistes, on a recours au calcul numérique.
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3. Discussion

L’exemple du § 2-b montre qu’il est facile d’obtenir ’énergie fondamentale
d’un systéme, sans commettre une erreur considérable, a partir de kets d’essai choi-
sis de fagon quelconque. C’est la 'un des principaux avantages de la méthode des
variations. Il est d’ailleurs parfaitement compréhensible que, la valeur propre exacte
étant un minimum de la valeur moyenne (H), celle-ci varie peu autour de ce mini-
mum.

En revanche, et le méme argument permet également de le comprendre, 1’état
“approché” peut étre assez différent du véritable état propre. C’est ainsi que, dans
I'exemple du § 2-b, la fonction d’onde 1/(z% + ag) [olt ag est donné par la formule
(32)] décroit trop vite pour les faibles valeurs de z et beaucoup trop lentement
lorsque x devient grand ; le tableau ci-dessous précise cette affirmation qualitative :
on y a porté, pour différentes valeurs de z2, celles de la fonction propre exacte
normée :

o(@) = (2a9/m) /1m0

[ap étant défini en (22)] et de la fonction d’onde approchée normée :

\/z (00)*/* hay (2) = \/Z fcj/ - \/Z (2v20) " m (35)

0 0,893 1,034
1/2 0,696 0,605
1 0,329 0,270
3/2 0,094 0,140
2 0,016 0,083
5/2 0,002 0,055
3 0,000 1 0,039
Tableau I

Il faut donc étre tres prudent lorsqu’on veut calculer ensuite, a partir de 1’état
approché fourni par la méthode variationnelle, des propriétés physiques autres que
Iénergie du systeme. En effet, la validité du résultat obtenu varie énormément
suivant la grandeur physique considérée. Dans le probléeme particulier que nous
étudions ici, on trouve par exemple que la valeur moyenne approchée de 'opérateur
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X? n’est pas trés différente? de la valeur exacte :

(ool X2 |tba) _ 1 B
Waolas) V2w

A comparer avec h/2mw; par contre la valeur moyenne de X4 est infinie pour la
fonction d’onde (35) alors qu’elle est bien siir finie pour la véritable fonction d’onde.
De facon plus générale, le Tableau I montre qu’on aura une trés mauvaise approxi-
mation pour toutes les propriétés qui dépendent fortement du comportement de la
fonction d’onde pour z 2 2/,/ag.

L’inconvénient que nous venons de mentionner est d’autant plus sérieux qu’il
est tres difficile, sinon impossible, d’évaluer ’erreur commise dans un calcul varia-
tionnel si ’on ne connait pas la solution exacte du probléme (et bien entendu, si 'on
utilise la méthode des variations, c’est qu’on ne connait pas cette solution exacte).

La méthode des variations est donc une méthode d’approximation tres souple,
pouvant s’adapter a des situations trés diverses et permettant d’utiliser largement
Iintuition physique dans le choix des kets d’essai. Elle donne assez facilement de
bonnes valeurs pour I’énergie, mais les vecteurs d’état approchés peuvent présenter
certaines caractéristiques compleétement erronées, sans que ’on puisse par avance
prévoir lesquelles ni controler 'erreur que 'on commet. Cette méthode est particu-
lierement indiquée lorsqu’on a une idée de I'allure qualitative ou semi-quantitative
des solutions a partir de raisonnements physiques.

(36)

Références et conseils de lecture :

La méthode de Hartree-Fock, tres utilisée en physique, est une application de
la méthode des variations, voir références du Chapitre XI et Complément Exv
du Tome III.

La méthode variationnelle est fondamentale en physique moléculaire, voir
références du Complément Gxr.

Pour une présentation simple de 'utilisation de principes variationnels en
physique, voir Feynman IT (7.2), Chap. 19.

J.K.L. MacDonald, Physical Review vol. 143, pages 830 a 833 (1933).

2. La valeur moyenne de X est automatiquement nulle, c’est-a-dire correcte, car nous avons
pris des fonctions d’essai paires.
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Complément Fy

Bandes d’énergie des électrons dans les solides : modeéle simple

1 Premiére approche du probléme : discussion qualitativel186
2 Etude plus précise sur un modéle simple . . ... ... 1190
2-a Calcul des énergies et des états stationnaires . . . . . . 1190
2-b Discussion physique . . . . ... .. ... ... ... 1195

Un cristal est constitué d’atomes disposés régulierement dans ’espace, de fa-
con a former un réseau périodique a trois dimensions. L’étude théorique des proprié-
tés d’un cristal, qui met en jeu un nombre extrémement élevé de particules (noyaux
et électrons), pose un probléme tellement compliqué qu’il est hors de question de le
traiter de maniere rigoureuse. Il faut donc avoir recours a des approximations.

La premiere d’entre elles est du méme type que I'approximation de Born-
Oppenheimer (que nous avons déja rencontrée dans le § 1 du Complément Ay) :
elle consiste a considérer tout d’abord les positions des noyaux comme fixes, ce qui
permet d’étudier les états stationnaires des électrons soumis au potentiel créé par
les noyaux; le mouvement de ces derniers n’est calculé qu’ensuite, a partir de la
connaissance des énergies électroniques '. Dans ce complément, nous ne nous inté-
resserons qu’a la premiere étape du calcul, et nous supposerons les noyaux immobiles
aux noceuds du réseau cristallin.

Le probléeme ainsi posé reste extrémement compliqué : il faut en effet cal-
culer les énergies d'un systeme d’électrons soumis a un potentiel périodique et in-
teragissant entre eux. On fait alors une seconde approximation : on suppose que
chaque électron, de position rj, est soumis a 'action d’un potentiel V' (r;) qui tient
compte, non seulement de 'attraction exercée par les noyaux, mais également de
Ieffet moyen de la répulsion de tous les autres électrons?. On est alors ramené &
un probléeme de particules indépendantes, se déplacant dans un potentiel qui a la
périodicité du réseau cristallin.

Les caractéristiques physiques d’un cristal dépendent donc en premiere ap-
proximation du comportement d’électrons indépendants soumis a un potentiel pé-
riodique. On pourrait penser a priori que, comme dans les atomes isolés, chaque
électron reste lié & un noyau donné. Nous allons voir qu’en réalité la situation est
toute différente. En effet, méme si un électron se trouve initialement au voisinage
d’un noyau donné, il peut passer par effet tunnel dans la zone d’attraction d’un
noyau voisin, puis d’'un autre, et ainsi de suite. En fait, les états stationnaires
des électrons ne sont pas localisés au voisinage d'un noyau quelconque, mais com-
pletement délocalisés : la densité de probabilité qui leur est associée est répartie
uniformément sur tous les noyaux?>. Ainsi, les propriétés d’un électron placé dans

1. Rappelons que I’étude du mouvement des noyaux conduit a introduire les modes propres
de vibration du cristal : les phonons (¢f. Complément Jv).

2. Cette approximation est du méme type que ’approximation du “champ central” pour les
atomes isolés (¢f. Complément Axyy, § 1).

3. Il s’agit 1a d’un phénomeéne analogue & celui que nous avons rencontré dans 1’étude de
la molécule d’ammoniac (¢f. Complément Gry) : Patome d’azote pouvant passer par effet tunnel
d’un coté a Pautre du plan des hydrogeénes, les états stationnaires donnent une probabilité égale
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un potentiel périodique rappellent davantage celles d’un électron libre de se déplacer
dans tout le cristal que celles d’'un électron lié dans un atome particulier. Un tel
phénomene n’existerait pas en mécanique classique : une particule lancée a travers
le cristal verrait constamment sa direction changer sous 'influence des variations
du potentiel (par exemple, lors du passage au voisinage d’un ion). En mécanique
quantique, ce sont les interférences entre les ondes diffusées par les différents noyaux
qui permettent la propagation d’un électron a l'intérieur du cristal.

Dans le § 1, nous étudions de maniére tres qualitative comment les niveaux
d’énergie des atomes isolés sont modifiés lorsqu’on rapproche progressivement les
uns des autres un ensemble d’atomes pour former une chaine linéaire. Puis, dans
le § 2, en nous limitant toujours pour simplifier au cas d’une chaine linéaire, nous
calculons de manieére un peu plus précise les énergies et les fonctions d’onde des états
stationnaires. Nous effectuons le calcul dans le cadre de “I’approximation des liaisons
fortes” : lorsqu’il se trouve en un site donné, 1’électron peut passer par effet tunnel
sur 'un des deux sites voisins ; 'approximation des liaisons fortes revient a supposer
que la probabilité de ce passage est faible. Nous établissons ainsi un certain nombre
de résultats (délocalisation des états stationnaires, apparition de bandes d’énergie
permises et interdites, forme des fonctions de Bloch) qui demeurent valables dans
des modeles plus réalistes (cristal & trois dimensions, liaisons de force quelconque).

L’approche “perturbative” que nous adoptons ici, et qui revient a construire
les états stationnaires des électrons a partir de fonctions d’onde atomiques localisées
autour des divers ions, a I’avantage de montrer comment on passe progressivement
des niveaux atomiques aux bandes d’énergie dans un solide. Mentionnons toutefois
que l'existence de bandes d’énergie peut étre établie directement a partir du carac-
tére périodique de la structure dans laquelle I'électron est plongé (voir par exemple
le Complément Orgr, ou 'on étudie la quantification des niveaux d’énergie dans un
potentiel périodique & une dimension).

Insistons enfin sur le fait que nous nous intéressons ici uniquement aux pro-
priétés des états stationnaires individuels des électrons. Pour construire a partir de
ces états individuels I'état stationnaire d’un ensemble de N électrons, il faut ap-
pliquer le postulat de symétrisation (¢f. Chap. XIV) car il s’agit d’un systéme de
particules identiques. Nous reprendrons ce probleme dans le Complément Cxry et
décrirons alors les conséquences spectaculaires du principe d’exclusion de Pauli sur
le comportement physique de I’ensemble des électrons d’un solide. De nombreuses
autres exemples des effets de la symétrisation seront traités dans les Chapitres XV
a XVII.

1. Premiére approche du probléme : discussion qualitative

Reprenons I'exemple de la molécule ionisée Hg, que nous avons déja étudié
dans les §§ C-2-c et C-3-d du Chapitre IV. Considérons donc deux protons P; et Py,
dont les positions sont fixes, et un électron subissant leur attraction électrostatique.
Cet électron est soumis & un potentiel V' (r) qui a lallure indiquée sur la Figure 1.
Quels sont, en fonction de la distance R entre P; et P, (considérée comme un
parametre), les énergies possibles et les états stationnaires correspondants?

Commengcons par considérer le cas limite ot R > ap (ap étant le rayon de
Bohr de 'atome d’hydrogene). Le niveau fondamental est alors deux fois dégénéré.

de le trouver dans chacune des deux positions correspondantes.

1186



® BANDES D’ENERGIE DES ELECTRONS DANS LES SOLIDES

A V(x)

FIGURE 1 — Potentiel vu par l’électron, dans la molécule ionisée H;', lorsqu’il se
déplace sur l'aze Ox défini par les deux protons. On obtient deux puits séparés par
une barriere. Si, a un instant donné, ’électron est localisé dans l'un des deuz puits,
il peut passer dans l'autre puits par effet tunnel a travers la barriére.

En effet, 1’électron peut former un atome d’hydrogene soit avec Py, soit avec Ps ; il
est pratiquement insensible a I’attraction de I'autre proton, qui est tres éloigné. En
d’autres termes, le couplage entre les états |p1) et |¢2) considéré au Chapitre IV
(états localisés au voisinage de P; ou de Py ; ¢f. Fig. 13 du Chapitre IV) est alors
négligeable, de sorte que |p1) et |p2) sont pratiquement des états stationnaires.

Si maintenant on choisit une valeur de R comparable & ag, il n’est plus possible
de négliger I'attraction de I'un ou l'autre des protons. En effet, si I’électron est a
I’instant initial localisé au voisinage de I'un d’entre eux, et méme si son énergie est
inférieure & la hauteur de la barriére de potentiel située entre Py et Py (cf. Fig. 1),
il peut passer par effet tunnel sur I'autre proton. Nous avons d’ailleurs étudié au
Chapitre IV T'effet du couplage entre les états |¢1) et |p2) et montré qu’il produit
une oscillation du systéme entre ces deux états (aspect dynamique); nous avons
également vu (aspect statique) que ce couplage leve la dégénérescence du niveau
fondamental et que les états stationnaires correspondants sont “délocalisés” (pour
ces états, la probabilité de trouver ’électron au voisinage de P; ou de P» est la
méme). La Figure 2 montre l'allure des variations en fonction de R des énergies
possibles du systéme %.

Deux effets apparaissent lorsqu’on diminue la distance R entre P} et P» :
d’une part une valeur de 1’énergie pour R = co donne naissance, lorsque R décroit,
a deux énergies distinctes (lorsque la distance R est fixée a une valeur donnée Ry,
la différence A entre ces deux énergies est d’autant plus grande que le couplage
entre les états |1) et |p2) est plus fort). D’autre part, les états stationnaires sont
délocalisés.

4. Une étude détaillée de I’ion H2+ est présentée dans le Complément Gxr.
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FIGURE 2 — Variation des énergies des états stationnaires de l’électron en fonction
de la distance R entre les deux protons de [’ion H;'. Lorsque R est grand, on ob-
tient deux niveaux pratiquement dégénérés, d’énergiec —E7 ; lorsque R décroit, cette
dégénérescence est levée, d’autant plus fortement que R est plus petit.

On imagine aisément ce qui se produit si I’électron est soumis a I’action, non
de deux, mais de trois particules attractives identiques (protons ou ions positifs)
disposées par exemple en ligne et séparées par un intervalle R. Lorsque R est treés
grand, les niveaux d’énergie sont triplement dégénérés, et les états stationnaires
de l'électron peuvent étre choisis localisés au voisinage de 1'une quelconque des
particules fixes. Si I'on diminue R, chaque énergie donne naissance a trois énergies
en général distinctes et, dans un état stationnaire, on a des probabilités comparables
de trouver I’électron dans les trois puits. De plus, si a 'instant initial 1’électron est
localisé dans le puits de droite par exemple, il passe dans les autres puits au cours
de son évolution ultérieure®.

Les mémes idées restent valables pour une chaine constituée d’un nombre
quelconque A d’ions attirant un électron; le potentiel vu par I’électron est alors
constitué de N puits identiques régulicrement espacés (& la limite ou N' — oo,
c’est un potentiel périodique). Lorsque la distance R entre les ions est grande, les
niveaux d’énergie ont une dégénérescence d’ordre N ; cette dégénérescence disparait
si 'on rapproche les ions : chaque niveau donne naissance a N niveaux distincts
répartis, comme l'indique la Figure 3, dans un intervalle d’énergie de largeur A.
Que se passe-t-il maintenant si la valeur de A/ est trés grande? Dans chacun des
intervalles A, les énergies possibles sont si proches qu’elles forment pratiquement
un continuum : on obtient ainsi des “bandes d’énergie permises », séparées par des
“bandes interdites ». Chaque bande permise comprend A niveaux (en fait 2\ si
lon tient compte du spin de 1’électron) ; sa largeur est d’autant plus grande que le
couplage qui fait passer ’électron d’un puits de potentiel au suivant est plus fort

5. Voir l'exercice 8 du Complément Jyy.
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(on s’attend par suite a ce que les bandes d’énergie les plus basses soient les moins
larges, puisque 'effet tunnel qui est responsable de ce passage est d’autant moins
probable que I'énergie est plus faible). Les états stationnaires de ’électron sont tous
délocalisés; I'analogue de la Figure 3 du Complément My est donné ici par la
Figure 4, qui schématise les niveaux d’énergie et les fonctions d’onde associées.

A}E
0 R, R
] 1 >
E' E
3
y
A/
ry
4 y
Y

FIGURE 3 - Niveauz d’énergie d’un électron soumis d l'action de N ions identiques
réqulierement espacés. Lorsque R est trés grand, les fonctions d’onde sont localisées
autour des divers ions et les niveaur d’énergie sont les niveauz atomiques, N fois
dégénérés (I’électron peut former un atome avec l'un quelconque des N ions); on
a représenté sur la figure deux de ces niveauz, d’énergies —E et —E'. Lorsque R
décroit, I’électron peut passer d’un ion a l'autre par effet tunnel, et la dégénérescence
des niveauz est levée, d’autant plus fortement que R est plus petit. Pour la valeur
Ry de R réalisée dans un cristal, chacun des deux niveaux atomiques de départ est
donc décomposé en N niveauz trés rapprochés. Si N est trés grand, ces niveauz sont
st proches qu’ils donnent des bandes d’énergie, de largeurs A et A’, séparées par une
bande interdite.

Notons enfin que, si a U'instant initial I’électron est localisé & une extrémité
de la chaine, il se propage le long de la chaine au cours de son évolution ultérieure.
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A V(x)

1B

41

FIGURE 4 — Schéma des niveauz d’énergie pour un potentiel constitué de plusieurs
puits régulierement espacés. On a représenté sur cette figure deux bandes, l'une de
largeur A, Dautre de largeur A’'. La bande est d’autant plus étroite qu’elle est plus
profonde, car le franchissement des barriéres par effet tunnel est alors plus difficile.

2. Etude plus précise sur un modeéle simple

2-a. Calcul des énergies et des états stationnaires

Pour compléter les considérations qualitatives du paragraphe précédent, re-
prenons le probléme de maniére plus précise dans le cadre d’'un modele simple. Nous
allons en fait mener des calculs analogues a ceux du § C du Chapitre IV, mais adap-
tés cette fois au cas ou le systeme considéré, au lieu d’étre constitué de deux ions,
en comprend une infinité, disposés régulierement sur une chaine linéaire.

Q. Description du modéle ; hypothéses simplificatrices

Considérons donc une chaine linéaire indéfinie d’ions positifs régulierement
espacés. Comme dans le Chapitre IV, nous allons supposer que 1’électron, lorsqu’il
est lié & un ion donné, n’a qu'un seul état possible : nous noterons |v,) 1'état de
I’électron lorsqu’il forme un atome avec le néme ion de la chaine. Pour simplifier,
nous négligeons le recouvrement mutuel des fonctions d’onde v, (x) associées a des
atomes voisins, et nous supposons la base {|v,)} orthonormée :

(Unlvp) = Gnp (1)

Nous allons de plus nous limiter au sous-espace de I'espace des états engendré par les
kets |uy,). Il est évident qu’en restreignant de la sorte I'espace des états accessibles &
I’électron, on fait une approximation. Sa justification peut étre obtenue a partir de
la méthode des variations (¢f. Complément Exy) : en diagonalisant I'hamiltonien
H, non dans I'espace total, mais dans celui engendré par les |v,,), on peut montrer
qu’on obtient une bonne approximation des véritables énergies de 1’électron.
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Ecrivons maintenant la matrice représentant ’hamiltonien H dans la base
{|vn)}. Les ions jouant tous des roles équivalents, les éléments de matrice (v, | H |vy,)
sont nécessairement tous égaux a une meéme énergie Fy. En plus de ces éléments
diagonaux, H a également des éléments non diagonaux (v, | H |v,) (couplage entre
les divers états |v,), qui traduit la possibilité pour P'électron de passer d'un ion
a un autre). Ce couplage est évidemment trés faible pour des ions éloignés; c’est
pourquoi nous ne tiendrons compte que des éléments de matrice (v, | H |up41), que
nous prendrons égaux a une constante réelle —A. Dans ces conditions, la matrice
(infinie) représentant H s’écrit :

By, A 0o 0
- A B —A 0
(H) = 0 -A B -A @)
0 0 -4 E

Pour trouver les énergies possibles et les états stationnaires correspondants, il faut
diagonaliser cette matrice.

B. Energies possibles ; notion de bande d’énergie
Soit |¢) un vecteur propre de H ; écrivons-le sous la forme :

“+oo

o) = Z cq [vg) (3)

g=—00

Compte tenu de (2), ’équation aux valeurs propres :

Hlp) = Elp) (4)
projetée sur |v,) donne :
Eocqg — Acgr1 — Acyg—1 = Ecy (5)

Lorsque ¢ prend toutes les valeurs entieres positives ou négatives, nous obte-
nons ainsi un systéme infini d’équations linéaires couplées qui, par certains aspects,
rappellent les équations couplées (5) du Complément Jy. Comme dans ce complé-
ment, nous allons chercher des solutions simples sous la forme :

cq = ek (6)

ou [ est la distance qui sépare deux ions consécutifs, et k une constante homogene
a l'inverse d’une longueur; nous imposons a k d’appartenir a la “premiere zone de
Brillouin”, c’est-a-dire de vérifier :
0 0
-7 <k < +7 (7)

Ceci est toujours possible puisque deux valeurs de k différant de 27/l donnent la
méme valeur & tous les coefficients ¢,. En reportant (6) dans (5), on obtient :

Ey ekl — A [etklat1)l +eik(q—1)l} — | oikal 8)
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c’est-a-dire, en divisant par e?*?

E =E(k)=FEy—2Acoskl 9)

Si cette condition est vérifiée, le ket |¢) donné par (3) et (6) est ket propre de H;
son énergie dépend du parametre k& comme l'indique (9).

La Figure 5 représente les variations de E en fonction de k. Elle montre que
les énergies possibles se situent dans U'intervalle [Fy — 24, Ey + 2A] ; nous obtenons
donc une bande d’énergie permise, dont la largeur 4A est proportionnelle & I'intensité
du couplage.

A E(k)

E, + 24 FIGURE 5 - Energies possibles
de [électron en fonction du pa-
ramélre k (k varie dans la pre-
miére zone de Brillouin). Il ap-
parait une bande d’énergie, dont
E, — 24 la largeur 4A est proportionnelle
au couplage entre atomes voisins.

3
T

— n/l 0 + =/l

y. Etats stationnaires ; fonctions de Bloch
Calculons la fonction d’onde ¢y () = (x| ¢i) associée & 1’état stationnaire
|pr) d’énergie E(k). Les égalités (3) et (6) donnent :

+oo

ey = D ™ uy) (10a)

g=—00

c’est-a-dire :

+oo
pr (@) = Y ey () (10b)
vg (7) = (| vg) (11)

est la fonction d’onde associée a I'état |v,). Comme I'état |v,) se déduit de 1’état
|vg) par une translation d’amplitude ¢l, on a :

Vg () = vo (x — ql) (12)
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de sorte que (10b) peut s’écrire :

Z eFalyg(z — ql) (13)

q=—00

Calculons alors ¢y, (z +1) :

ok (x+1) Z e®tlyg [z — (¢ — 1)1]
qg=—00
. +w .
_ ezlcl Z ezk(q—l)lvo [:E _ (q _ 1) l]

Mo () (14)

Pour traduire de facon simple cette propriété remarquable, posons :

ok (z) = * uy (z) (15)

La fonction wuy (x) ainsi définie vérifie alors :
k(@ +1) =ug(x) (16)

Dong, la fonction d’onde ¢y, (x) est le produit par e’** d'une fonction périodique,
ayant la période [ du réseau. Une fonction du type (15) est appelée fonction de
Bloch. Remarquons que, si n est un entier quelconque :

ok (& +nd)|* = liow () (17)

résultat qui met bien en évidence la délocalisation de 1’électron : la densité de
probabilité de trouver ce dernier en un point quelconque de l'axe des z est une
fonction périodique de x.

Remarque:

Les relations (15) et (16) ont été établies ici dans le cadre d’un modéle simple. En
fait, ce résultat est plus général et peut étre établi directement a partir des symétries
de 'hamiltonien H (théoréme de Bloch). En effet, désignons par S(a) Popérateur
unitaire associé & une translation de a le long de Oz (¢f. Complément Ep, § 3).
Le probléme étant invariant dans toute translation qui laisse inchangée la chaine
d’ions considérée, on doit avoir :

[H,S ()] =0 (18a)

On peut donc construire une base de vecteurs propres communs a 'opérateur S(1)
et & H. Or léquation (14) est en fait simplement celle qui définit les fonctions
propres de S (—1) [cet opérateur étant unitaire, on peut toujours écrire ses valeurs
propres sous la forme e'*, k vérifiant la condition (7); ¢f. Complément Crr, § 1-c] ;
il est alors facile de déduire comme plus haut (15) et (16) de (14).

Notons que, si a est quelconque, on a en général :

[H,5(a)] # 0 (18D)
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contrairement & ce qui se produirait pour une particule libre (ou soumise a ’action
d’un potentiel constant). Pour une particule libre, la commutation de H avec tous
les opérateurs S(a) (c’est-a-dire avec l'impulsion Py ; c¢f. Complément Eir, § 3)
donne des fonctions d’onde stationnaires de la forme :

wy, (z) o e (19)

En d’autres termes, dans (15) la fonction uy () est nécessairement une constante, ce
qui est une condition plus restrictive ; dans le probléme étudié dans ce complément,
le commutateur de (18b) ne s’annule que pour certaines valeurs de a, ce qui entraine
moins de restrictions pour la fonction d’onde.

d. Conditions auz limites périodiques

A chaque valeur de k comprise dans Uintervalle [— /I, +7/I] correspond donc
un état propre |¢) de H, les coefficients ¢, qui apparaissent dans le développement
(3) de |p) étant donnés par 1’équation (6). Nous obtenons ainsi une infinité continue
d’états stationnaires. Ceci est dii au fait que nous avons considéré une chaine linéaire
comprenant un nombre infini d’ions. Que se passe-t-il lorsqu’on considere une chaine
linéaire finie, de longueur L, constituée d’'un grand nombre N d’ions?

Les considérations qualitatives du § 1 montrent que 'on doit avoir alors A/
niveaux dans la bande (2 N si 'on tient compte du spin). La détermination exacte
des N états stationnaires correspondants est un probléme difficile, car il faut tenir
compte des conditions aux limites aux extrémités de la chaine. On congoit cependant
aisément que le comportement des électrons suffisamment loin des extrémités soit
peu affecté par les “effets de bords”®. C’est pourquoi I'on préfere généralement, en
physique du solide, substituer aux vraies conditions aux limites des conditions aux
limites nouvelles; malgré leur caractere artificiel, elles présentent le grand intérét
de conduire a des calculs beaucoup plus simples, tout en conservant 1’essentiel des
propriétés nécessaires a la compréhension des effets physiques (autres que les effets
de bords).

Ces nouvelles conditions aux limites, appelées conditions aux limites pério-
diques, ou encore “conditions de Born-Von Karman” (conditions B.V.K.), consistent
a imposer a la fonction d’onde de prendre la méme valeur aux deux extrémités de
la chaine. On peut encore imaginer que ’on met bout a bout une infinité de chaines
identiques, toutes de longueur L, la fonction d’onde de I’électron devant étre pério-
dique de période L. Les équations (5) demeurent toujours valables, de méme que
leur solution (6), mais la périodicité de la fonction d’onde impose maintenant :

ehl =1 (20)
Par suite, les seules valeurs possibles de k sont de la forme :

2
ou n est un entier positif, négatif ou nul. Vérifions alors que les conditions B.V.K.
redonnent bien le résultat correct en ce qui concerne le nombre d’états stationnaires
contenus dans la bande. Il faut pour cela calculer le nombre de valeurs permises k,,

6. Pour un cristal & trois dimensions, ceci revient & établir une distinction entre “effets de
volume” et “effets de surface”.
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comprise dans la premiére zone de Brillouin définie en (7); on l'obtient en divisant
la largeur 27/l de cette zone par l'intervalle 27/ L entre deux valeurs successives de
k, ce qui redonne bien

2 /27 L
7/ T -7 N-I=N (22)

Il faudrait également vérifier que les N états stationnaires obtenus a partir
des conditions B.V.K. se répartissent dans la bande permise avec la méme den-
sité” p(E) que les vrais états stationnaires (associés aux conditions aux limites
réelles). En effet, la densité d’états p (E) joue un role trés important pour la com-
préhension des propriétés physiques d’un solide (nous discuterons ce point dans le
Complément Cxry et il importe donc que les nouvelles conditions aux limites ne
la modifient pas. Le fait que les conditions B.V.K. donnent la densité d’états cor-
recte sera démontré dans le Complément Cxry (§ 1-¢) sur I'exemple simple d’un
gaz d’électrons libres enfermés dans une “boite rigide”; on peut en effet, dans ce
cas, calculer les vrais états stationnaires et les comparer a ceux que 1’on obtient en
utilisant des conditions aux limites périodiques sur les parois de la boite (voir aussi
le § 3-a du Complément Orpy).

2-b. Discussion physique

A partir d’un niveau discret et non dégénéré pour un atome isolé (par exemple
le niveau fondamental), nous avons donc obtenu pour la chaine d’ions considérée
une série d’énergies possibles, regroupées dans une bande permise de largeur 4A.
Si nous étions partis d’'un autre niveau de l'atome (par exemple le premier niveau
excité), nous aurions obtenu une autre bande d’énergie, et ainsi de suite : chaque
niveau atomique donne une bande d’énergie et il apparalt, comme le montre la
Figure 6, une série de bandes permises, séparées par des bandes interdites.

L’égalité (6) montre que, pour un état stationnaire, 'amplitude de probabilité
de trouver Iélectron dans 1’état |v,) est une fonction oscillante de ¢, dont le module
ne dépend pas de ¢; ceci rappelle les propriétés des phonons, modes propres de
vibration d’une infinité d’oscillateurs couplés ou tous les oscillateurs participent a
la vibration collective avec la méme amplitude, mais avec un certain déphasage (cf.
Complément Jv).

Bandes permises

T

—t —— ——Pt—

FIGURE 6 — Bandes permises (accolades) et bandes interdites (parties épaisses) sur
laze des énergies.

7. p(E)dEFE est le nombre d’états stationnaires distincts d’énergie comprise entre E et E+dE.
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Comment obtenir des états ou I’électron n’est pas totalement délocalisé ? Pour
un électron libre, nous avons vu au Chapitre I qu’il faut superposer des ondes planes
de facon a former un “paquet d’ondes” libres :

n 1 ~ ilkx—
U (x,t) = E /dkg(k)e [kz—E(k)t/h] (23)

Le maximum de ce paquet d’ondes se propage & la vitesse de groupe (¢f. Chap. I,

§C):
o1 {dE} ko
k=Fk

¢

dk T m (24)

m

[on ko est la valeur de k pour laquelle la fonction § (k) présente un pic]. Ici, il faut
superposer des fonctions d’onde du type (15), et le ket correspondant s’écrit :

0(t) = == [ akglkye # (25)

ot g(k) est une fonction de k ayant la forme d’un pic autour de k = ky. Calculons
lamplitude de probabilité de trouver I'électron dans 1'état |v,) ; elle s’écrit, compte
tenu de (10a) et de (1) :

(o |6) = = [ akg(iyetia-s0um (26)

Remplacons dans cette égalité ¢l par x; nous obtenons ainsi la fonction de z :

1 i —
Xat) = = [ akg(k) e ")

Seules les valeurs aux points x = 0, +ql, +2ql, etc. de cette fonction sont en réalité
significatives et donnent les amplitudes de probabilité cherchées.

L’égalité (27) est tout a fait analogue & (23); en appliquant la formule (24),
on montre alors que x(z,t) ne prend de valeurs notables que dans un domaine limité
de I'axe des x dont le centre se déplace a la vitesse :

1 [dE(k)
Vo=—-|——+ 28
Il s’ensuit que l'amplitude de probabilité (v, | ¢ (¢)) n’est importante que pour
certaines valeurs de q : l’électron n’est donc plus délocalisé; il se déplace dan le

cristal & la vitesse Vi donnée par (28).
L’égalité (9) permet de calculer explicitement cette vitesse :

2Al
VG = T sin kol (29)
Cette fonction est représentée sur la Figure 7. Elle est nulle lorsque ky = 0, c’est-a-
dire lorsque I’énergie est minimale ; nous retrouvons ainsi une propriété de I’électron
libre. Cependant, lorsque ko prend des valeurs non nulles, des différences impor-
tantes apparaissent avec le comportement d’un électron libre. Par exemple, dés que
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V(k)
SN B
h FIGURE 7 — Vitesse de groupe de [’élec-
tron en fonction du parametre k. Cette vi-
tesse s’annule non seulement pour k = 0
k  (comme pour l’électron libre), mais aussi
-l 0 +fl pour k = +m/l (bords de bande).
_________ _ 24l
h

ko > 7/2l, la vitesse de groupe n’est plus une fonction croissante de I’énergie. Elle
s’annule méme lorsque kg = 7/l (extrémités de la premieére zone de Brillouin);
ceci indique qu'un électron ne peut se déplacer dans le cristal si son énergie est
trop proche de la valeur maximale Ey + 2A apparaissant sur la Figure 5. L’ana-
logue optique de cette situation est la réflexion de Bragg : des rayons X dont la
longueur d’onde est égale au pas du réseau d’un cristal ne peuvent s’y propager, car
les interférences entre les ondes diffusées par chacun des ions donnent une réflexion
totale.

Références et conseils de lecture :

Feynman IIT (1.2), Chap. 13; Mott et Jones (13.7), Chap. II, § 4 ; références
de la section 13 de la bibliographie.
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® EXEMPLE SIMPLE DE LIAISON CHIMIQUE : L'ION H;r

Complément Gy

Exemple simple de liaison chimique : I'ion HJ

1. Introduction

Nous nous proposons dans ce complément de montrer comment la mécanique
quantique permet de comprendre I'existence et les propriétés de la liaison chimique,
qui est responsable de la formation de molécules plus ou moins complexes a partir
d’atomes isolés. Bien entendu, il s’agit ici d’expliquer I'aspect général des phéno-
menes, et non d’entrer dans des détails qui seraient du ressort d’un ouvrage spécia-
lisé de physique moléculaire. C’est pourquoi nous allons étudier la molécule la plus
simple possible, c’est-a-dire ’ion H;‘ , qui est constitué de deux protons et d’un seul
électron. En fait, nous avons déja abordé certains aspects de ce probleme au Cha-
pitre IV (§ C-2-¢) et dans lexercice 5 du Complément Kj; nous allons le reprendre
ici de facgon plus réaliste et systématique

1-a. Méthode générale

Lorsque les deux protons sont tres éloignés 'un de 'autre, I’électron forme un
atome d’hydrogéne avec I'un d’eux, 'autre restant isolé, sous forme d’ion H™. Si ’on
rapproche les deux protons, 1’électron va pouvoir “sauter” de I'un a I'autre, ce qui
modifie radicalement la situation (¢f. Chap. IV, § C-2). Il s’agit donc d’étudier les
variations des énergies des états stationnaires du systeme en fonction de la distance
entre les deux protons. Nous verrons que 1’énergie du niveau fondamental passe par
un minimum pour une certaine valeur de cette distance, ce qui explique la stabilité
de la molécule Hy .

Pour traiter le probleme exactement, il faudrait écrire 'hamiltonien du sys-
teme des trois particules et résoudre son équation aux valeurs propres. Il est ce-
pendant possible de simplifier considérablement ce probleme en se plagant dans le
cadre de l'approxzimation de Born-Oppenheimer (cf. Complément Ay, § 1-a) : le
mouvement de I’électron dans la molécule étant considérablement plus rapide que
celui des protons, on peut en premiere approximation négliger ce dernier; on est
alors ramené a résoudre I’équation aux valeurs propres de I’hamiltonien de ’électron
soumis a l'attraction des deux protons supposés fixes. Autrement dit, la distance R
entre les deux protons est traitée, non comme une variable quantique, mais comme
un parametre, dont dépend ’hamiltonien électronique et ’énergie totale du systéme.

Dans le cas de 'ion H;, il se trouve que I’équation ainsi simplifiée est exac-
tement soluble pour toute valeur de R. Il n’en est cependant pas de méme pour
les autres molécules, plus complexes. On doit alors faire appel a la méthode des
variations, que nous avons décrite dans le Complément Ex;. Bien que nous nous
limitions ici & 1’étude de Iion Hj, nous allons utiliser la méthode des variations,
puisque c’est elle qui est généralisable aux autres molécules.

1-b. Notations

Nous désignerons par R la distance entre les deux protons situés en P; et P,
par r1 et 7o la distance entre I’électron et chacun des deux protons (Fig. 1). Nous
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P, P,

FIGURE 1 - On désigne par r1 la distance entre [’électron M et le proton Py, par ro
la distance entre [’électron et le proton Ps, et par R la distance internucléaire Py Ps.

rapporterons ces longueurs a I'unité atomique naturelle constituée par le rayon de
Bohr ag (¢f. Chap. VII, § C-2), en posant :

p=R/ag
pP1 = Tl/ao P2 = Tz/ao (1)

La fonction d’onde normée associée a 1’état fondamental 1s d'un atome d’hy-
drogeéne constitué autour du proton P; s’écrit alors :

1 _
9012\/7T—a3€ . (2)
0

Nous exprimerons de méme les énergies en fonction de I'unité naturelle E; = €2 /2a0 ;
FE; est I'énergie d’ionisation de 'atome d’hydrogene.

Il nous sera parfois commode dans la suite d’utiliser un systeme de coor-
données elliptiques. Il consiste & repérer un point M de l'espace (ici 1’électron)
par :

1+ :,01+P2
R p

T — T2 P1 — P2
= = 3
7 P (3)

et Pangle ¢ repérant l'orientation du plan M P; P, autour de 'axe Py Py, par rapport
a l'une de ses positions choisie comme origine (cet angle intervient également dans
le systeme de coordonnées polaires dont ’axe Oz coincide avec Py Py). Si l'on fixe p
et v et si ¢ varie entre 0 et 2, le point M décrit un cercle d’axe Py P ; si p (ou v)
et ¢ sont fixés, M décrit une ellipse (ou une hyperbole) de foyers P; et P lorsque v
(ou p) varie. On montre facilement que 1’élément de volume s’écrit dans ce systéme
de coordonnées :
RS

d3r = g( 23 dp dv dy (4)

11 suffit pour cela de calculer le jacobien J de la transformation :

{z,y, 2} = {m,v,0} (5)
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On voit immédiatement que, si P1 P> est pris comme axe Oz, 'origine O étant au milieu
de P\ P :

R 2
T1=w2+y2+<z—5)

R 2
T2=w2+y2+<z+5)

y
tep =2 6
gy =" (6)

On peut alors calculer :

on 1(% %) 1<£+£> p
oz R\ Ox oz 1 T

R 172
a_v_l(%_%>__ ve
dr R\ Ox dx /) rirs
on _ 1y
oy  rira
o _ _ vy
oy  rire
op 1 |z—R/2 z+R/2 uz +vR/2
—_ = — _|_ =
0z R r1 ro 172
v 1 |z—R/2 2+R/2|  vz+uR/2
9z R 1 o - riT2
Qo _ 9o 9% _ g (7)
Ox 2 4 y? oy  x2+y? 0z

Le jacobien J s’écrit donc :

1 s ny pz +vR/2
J= BT —vz —vy —vz — uR/2
172 —y/(m2+y2) x/(m2+y2) 0
= mg(# —v) (8)
Comme :
pt oyt = T ©)

Il vient finalement :

8
J = R3(u2 — v2) (10)

1-c. Principe du calcul exact

Dans 'approximation de Born-Oppenheimer, I’équation & résoudre pour trou-
ver les niveaux d’énergie de 1’électron dans le champ coulombien des deux protons
supposés fixes s’écrit :

— A —— — — + | p(r) = Bp(r) (11)
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Sil’on passe aux coordonnées elliptiques définies en (3), on peut séparer les variables
u, v et p. En résolvant les équations ainsi obtenues on trouve, pour chaque valeur
de R, un spectre discret d’énergies possibles. Nous n’effectuerons pas ce calcul ici;
nous nous contenterons de représenter (courbe en trait plein de la Figure 2) les
variations de I’énergie du niveau fondamental en fonction de R ; ceci nous permettra
de comparer les résultats que nous obtiendrons par la méthode des variations aux
valeurs données par la solution exacte de ’équation (11).

2. Calcul variationnel des énergies

2-a. Choix d’une famille de kets d’essai

Supposons R tres grand devant ag. Si I'on s’intéresse a des valeurs de ry de
Iordre de ag, on a pratiquement :
o2 2

~

=%

pour R, re > ag (12)
T2

L’hamiltonien :
H=——-———+— (13)

est alors tres voisin de celui d’un atome d’hydrogene centré sur le proton P;. Des
considérations analogues valent bien str pour R grand devant ag et 72 de 'ordre de
ag. Donc, lorsque les deux protons sont trés éloignés I'un de l'autre, les fonctions
propres de ’hamiltonien (13) sont pratiquement des fonctions d’onde stationnaires
d’atomes d’hydrogene.

Ceci n’est bien str plus vrai lorsque ag n’est pas négligeable devant R. On
comprend pourtant qu’il soit intéressant, quel que soit R, de prendre une famille
de kets d’essai construite a partir d’états atomiques centrés sur chacun des deux
protons. Ce choix constitue en fait ’application, au cas particulier de 'ion H;, d’une
méthode générale connue sous le nom de méthode de combinaison linéaire d’orbitales
atomiques. Plus précisément, désignons par |p1) et |p2) les kets décrivant les états
1s des deux atomes d’hydrogene :

1
(r]e1) = rad

1
<I‘ | S02> = m

Nous prendrons comme famille de kets d’essai le sous-espace vectoriel F de I'espace
des états engendré par ces deux kets, c’est-a-dire Uensemble des kets |¢) tels que :

e P

e 2 (14)

[¥) = c1|e1) + 2 p2) (15)
La méthode des variations (Complément Exr) consiste alors & rendre stationnaire :
(Y| H [4)
(H) =~ =" (16)
R

a l'intérieur de cette famille d’essai. Comme il s’agit ici d’un sous-espace vectoriel, la
valeur moyenne (H) est extrémale lorsque [¢) est vecteur propre de H a Uintérieur
de ce sous-espace F, la valeur propre correspondante constituant une approximation
d’une véritable valeur propre de H dans I'espace des états total.
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AE
ot
I N
AN
N
~N
~
~— R
~— p=—
\§§_ ay
— E' ...... b . i Ly
3 .
—~————

FIGURE 2 - Variations de l’énergie E de l’ion moléculaire H} en fonction de la
distance R entre les deux protons.

. traits pleins : énergie totale exacte du niveau fondamental (la stabilité de l’ion H;
tient a Uezistence d’un minimum pour cette courbe).

. pointillés : élément de matrice diagonal Hy1 = Hao de Uhamiltonien H (ce ne
sont pas les variations de cet élément de matrice qui peuvent expliquer la liaison
chimique).

. tirets : résultats du calcul variationnel simple du § 2 pour les états liant et antiliant
(bien qu’approché, ce calcul permet de rendre compte de la stabilité de l'ion H;)

. triangles : résultats du calcul variationnel plus élaboré du § 3-a (le fait de prendre
des orbitales atomiques de rayon ajustable améliore considérablement la précision,
surtout a courte distance).

2-b. Equation aux valeurs propres de I’hamiltonien H dans le sous-espace vectoriel
F des kets d’essai

La résolution de I’équation aux valeurs propres de H a l'intérieur du sous-
espace F est légérement compliquée par le fait que |p1) et [p2) ne sont pas ortho-
gonaux.

Un vecteur |¢) quelconque de F est de la forme (15). Pour qu’il soit vecteur
propre de H dans F avec la valeur propre E, il faut et il suffit que :

(il H|p) = Epi [ ¢)  i=1,2 (17)
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c’est-a-dire :

2
> lil Hlgs) = B ¢ (ils) (1)

j=1
Posons :
Sij = (i | ¢j)
H;j = (pi| H |¢;5) (19)

On doit résoudre un systéme de deux équations linéaires et homogenes :

(Hi1 — ES11)c1+ (Hia— ES12)ca =0
(Hgl — ESQl) c1 + (H22 — ESQQ) Coy = 0 (20)

Ce systeme n’admet une solution non nulle que si :

Hyy —ES11 Hia— ESi2

=0 21
Hoyy — ES>1 Hyp — ESo» (21)

Les valeurs propres E possibles sont donc les racines d’une équation du second
degré.

2-c. Intégrales de recouvrement, de Coulomb et de résonance

Les kets |p1) et |p2) sont normés; par conséquent :
S11 =89 =1 (22)

Par contre, |p1) et |p2) ne sont pas orthogonaux. Les fonctions d’onde (14) associées
a ces deux kets étant réelles, on a :

512 = 521 =5 (23)
s=@u¢ﬂ=/H%wuwmu> (24)

S est appelée intégrale de recouvrement, car elle ne regoit de contribution que des
points de 'espace ot les fonctions d’onde atomiques 1 et @9 sont toutes deux diffé-
rentes de zéro (de tels points existent si les deux orbitales atomiques “se recouvrent”
partiellement). Un calcul simple donne :

S=e"” [1 +p+ %p2] (25)

Pour trouver ce résultat, on peut utiliser les coordonnées elliptiques (3), car :

+v
p1:“2 p
— VUV
pz:“2 p (26)
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D’apres l'expression (14) des fonctions d’onde et celle de I’élément de volume (4), on doit
calculer :

+oo +1 CL
S’:—3 du/ dl// dc,op 0 2—1/2)67””

Tag

2o -

ce qui donne facilement (25).

Par raison de symétrie :

Hi1 = Hoo (28)

D’aprés lexpression (13) de ’hamiltonien H, il vient :

2 2 2

(& 62 (&
Hu= (el |5 = =l = (il o) + & (alion) (29)

Or |¢1) est ket propre normé de % - % ; le premier terme de (29) est donc égal &

I'énergie —E; de 1'état fondamental de I'atome d’hydrogene, le troisieme a e?/R, et
l'on a :

2

e
Hyq :_EI+§_C (30)
avec :
e? 5 € 9
c:wn—wn:/dwfwmn (31)
T2 T2

C' est appelée intégrale de Coulomb. Elle décrit (au signe pres) I'interaction électro-
statique entre le proton P et la distribution de charge associée a ’électron lorsqu’il
se trouve dans ’état atomique 1s autour du proton P;. On trouve facilement :

C = By x % [1—e2 (14 p)] (32)

11 suffit pour cela d’utiliser encore une fois les coordonnées elliptiques :

2
_ e 1 plag 2 2 2 (e
C= 3 /(M —V)dududgome m

aop wag
too 41
= E1p2/ du/ dv (u+ v)e” e (33)
1 -1

Des intégrations élémentaires conduisent alors au résultat (32). Dans la relation (30),

on peut considérer C' comme une modification a I'énergie e2/R de répulsion des
deux protons : lorsque 1’électron se trouve dans I’état 1), la distribution de charge
correspondante “fait écran” autour du proton P;. Comme |p; (r)|* possede la sy-
métrie sphérique autour de Pi, si le proton P, se trouvait totalement en dehors
de cette distribution de charge, elle lui apparaitrait simplement comme une charge
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ponctuelle e négative située en son centre P;, de sorte que la charge du proton P;
serait totalement compensée ; ceci ne se passe en fait que si R est grand devant ag :

lim [6}: - C’] =0 (34)

R—o0

Pour R fini, l'effet d’écran ne peut étre que partiel, et I'on doit avoir :

o2
——-C>0 35
g (35)
Les variations de I’énergie % — C en fonction de R sont représentées sur la Figure 2
par la courbe en pointillés; il apparait clairement que ce ne sont pas les variations
avec R de Hy; (ou de Haz) qui peuvent expliquer la liaison chimique, puisque cette
courbe ne présente pas de minimum.

Calculons enfin His et Ho;. Comme les fonctions d’onde @7 (r) et @2 (r) sont
réelles, on a :

H12 = H21 (36)
L’expression (13) de I’hamiltonien donne :

L SR CUSEY (A 7

T2

c’est-a-dire, d’apres la définition (24) de S :

2
Hio = —FE;S+ %S - A (38)
avec
82 3 82
A= (o] < |po) = /d ror) & o) (30)
1 1

Nous appellerons A intégrale de résonance. Elle vaut :

A=FE;rx2"(1+p) (40)
En effet, le passage aux coordonnées elliptiques permet d’écrire A sous la forme :
2 3 3 —up
A:i%w (HZ—VQ)dudvdgoL
ao 7aj 8 (n+v)p

+oo (41)
= sz[/ dp2pe™ "
1

Le fait que His soit différent de zéro traduit la possibilité pour I’électron de
“sauter” du voisinage d’'un des protons a l'autre : si, a un certain instant, 1’électron
se trouve dans I'état |p1) (ou |p2)), il oscille au cours du temps entre les deux sites,
sous 'influence de I’élément de matrice non diagonal Hys ; Hyo est donc responsable

1. Certains auteurs appellent A “intégrale d’échange”. Nous préférons réserver cette dénomi-
nation pour un autre type d’intégrale, que nous rencontrerons dans I’étude des systémes a plusieurs
particules (Complément Bxrv, § 2-¢-5).
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du phénomeéne de résonance quantique, que nous avons décrit qualitativement au
§ C-2-¢ du Chapitre IV (d’out le nom de 'intégrale A).

En résumé, les parametres fonctions de R qui interviennent dans 1’équation
(21) donnant les énergies approchées E ont pour expressions :

S =522 =1 S12=2S821=S5
2
H11=H22=—E1+§—C

2
His = Hy1 = <_EI+§)S_A (42)
ou S, C' et A sont donnés par les formules (25), (32) et (40), et représentés sur
la Figure 3. Notons que les éléments non diagonaux du déterminant (21) ne sont

appréciables que si les orbitales @i (r) et 2 (r) se recouvrent partiellement ; en effet,
dans la définition (39) de A comme dans celle de S, figure le produit ¢; (r) @2 (r).

.a]

f _E
0,5( 2aq 1
|
0 6, _R
>p P

FIGURE 3 - Variations de S (intégrale de recouvrement), C (intégrale de Coulomb)
et A (intégrale de résonance) en fonction de p = R/ag. Lorsque R — oo, S et A
tendent exponentiellement vers zéro, alors que C décroit seulement en €2/R (I’in-
teraction “écrantée” (e2/R) — C' du proton Py avec l’atome centré en Py décroit
cependant, elle aussi, exponentiellement).
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2-d. Etats liant et antiliant
Q. Calcul des énergies approchées
Posons :
E=c¢Ey
A=a FEr
C=~E; (43)

L’équation (21) s’écrit alors :

_1+%_7_€ (—1+%>S—a—55’

=0 44
(—1—1—%)5—(1—65’ —1+%—'y—6 )

soit encore :
21? 2\ 17
{’Y—F&—Fl—] —[a+(6+1—>5} (45)
P P
Ceci donne facilement les deux valeurs suivantes pour ¢ :

2 a-—v

=—-1+= 4
€4 +p+1—S (46a)
2 a+7y
_==-14—-- 46b
€ +p 1+5 (46D)

€4+ et e_ tendent toutes deux vers —1 lorsque p tend vers I'infini ; cela signifie que les
deux énergies approchées F1 tendent vers —Ej, énergie du niveau fondamental d’un
atome d’hydrogeéne isolé. C’est bien ce que l'on attendait (§ 2-a). Il est d’ailleurs
commode de prendre cette valeur comme origine des énergies, c’est-a-dire de poser :

AE=F(p)—E(x)=FE+E; (47)

Compte tenu de (25), (32) et (40), les énergies approchées AE, et AE_ s’écrivent :

2
227 (1+p)F (1= (14 )]

AE: =E;{ =+
T LFe?(1+p+p?/3)

(48)

Les variations de AEy/E; en fonction de p sont représentées en traits tiretés sur la
Figure 2. On constate que AFE_ passe par un minimum négatif pour une certaine
valeur de la distance R entre les deux protons. Bien que de fagon approchée (cf.
Fig. 2), ceci permet de rendre compte du phénomeéne de liaison chimique.

Comme nous l'avons déja signalé plus haut, les variations avec R des éléments
diagonaux du Hi; et Hos du déterminant (21) ne font apparaitre aucun minimum
(courbe en pointillés de la Figure 2). Le minimum de AE_ provient donc de exis-
tence des éléments non diagonaux His et Si2. Ceci montre que le phénomene de
liaison chimique n’apparait que si les orbitales électroniques des deux atomes par-
ticipant a la liaison se recouvrent suffisamment.
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5. Etats propres de H a lintérieur du sous-espace F

L’état propre correspondant a F_ est appelé état liant ; celui qui correspond
a F est appelé état antiliant car E reste constamment supérieure a ’énergie —Er
du systeme formé par un atome d’hydrogene dans ’état fondamental et un proton
infiniment éloigné.

D’aprés (45) :

2 2
7+6+1——:i{a+(5+1——>5} (49)
p p
Le systéme (20) donne alors :

c1Ecy=0 (50)

Les états liant et antiliant sont donc les combinaisons linéaires symétrique et anti-
symétrique des kets |¢1) et |p2); pour les normer, il faut se rappeler que |p1) et
|p2) ne sont pas orthogonaux (leur produit scalaire est égal & S); on obtient donc :

) = g llen) — o) (512)
1
) = mﬂsﬁﬁ + [e2)] (51b)

Notons que [’état liant |¢_), associé & E_, est symétrique dans I’échange de |p1) et
|p2), alors que I’état antiliant est antisymétrique.

Remarque:

Le fait que les états propres de H a lintérieur du sous-espace F soient les
combinaisons symétrique et antisymétrique de |p1) et |p2) était prévisible
a priori : pour des positions données des deux protons, il y a symétrie par
rapport au plan médiateur de P P>, et H reste inchangé si 'on intervertit les
roles des deux protons.

Les états liant et antiliant sont des états stationnaires approchés du systeme
étudié ; nous avons d’ailleurs indiqué dans le Complément Ex1 que la méthode des
variations peut donner une approximation valable pour les énergies, mais plus dis-
cutable pour les fonctions propres. Il est cependant instructif, pour donner une idée
du mécanisme de la liaison chimique, de représenter graphiquement les fonctions
d’onde associées aux états liant et antiliant, que I'on appelle souvent orbitales mo-
léculaires liante et antiliante. Pour cela, on peut par exemple tracer les surfaces
d’égal [¢] (lieu des points de P'espace ou le module |1| de la fonction d’onde a une
valeur donnée); si ¢ est réelle, on indique par un signe + (ou —) les régions ou elle
est positive (ou négative). C’est ce qui est fait sur la Figure 4 pour ¢4 et ¢_ (les
surfaces d’égal |1 sont de révolution autour de Paxe Py Py, et la Figure 4 représente
seulement leur section par un plan contenant P; P5). La différence entre I'orbitale
liante et l'orbitale antiliante est frappante : dans la premiere, le “nuage électro-
nique” englobe les deux protons a la fois, alors que dans la deuxiéme la probabilité
de présence de I’électron est nulle dans le plan médiateur de P Ps.
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Remarque:
On peut sans difficulté calculer la valeur moyenne de 1’énergie potentielle
dans Pétat |¢_), qui vaut, compte tenu de (51b), (31) et (39) :

)= to-1[S - - o)
::§; —'Ii%i§[<¢1 ;; e1) + (o1 ;i ©2)
+{p1 g p1) + (o1 g 902>}
o B _ H%(2+ 204—1-’7)} (52)

Par différence avec (46b) on obtient 1’énergie cinétique :

= (5 )= -v)

2m

= E; (1-S+a) (53)

1+

Nous discuterons plus loin (§ 5) dans quelle mesure (52) et (53) donnent de
bonnes approximations pour les énergies cinétique et potentielle.

a b

FIGURE /4 — Représentations schématiques de 'orbitale moléculaire liante (fig. a) et
antiliante (fig. b) pour l’ion H; On a tracé la section par un plan contenant Py Py
d’un réseau de surfaces ot le module || de la fonction d’onde a une valeur constante
donnée ; ces surfaces sont de révolution autour de Py Py (on a représenté j surfaces
correspondant d 4 valeurs de || différentes). Les signes + et — indiqués sur la figure
sont ceux de la fonction d’onde (qui est réelle) dans les régions correspondantes. La
droite en tiretés est la trace du plan médiateur de Py Py qui est un plan nodal pour
l’orbite antiliante.
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3. Critique du modéle précédent. Améliorations possibles

3-a. Résultats pour R petit

Que deviennent I’énergie de I’état liant et la fonction d’onde correspondante lorsque
R— 07

On voit sur la Figure 3 que S, A et C tendent respectivement vers 1, 2Er et 2E7
lorsque p —» 0. Si 'on soustrait la répulsion e /R entre les deux protons, ce qui donne
I’énergie électronique, on obtient :

62

E -% 38 54
R nso o1 (54)

D’autre part, comme |p1) tend vers |p2), [1—) se réduit a |¢1) (état fondamental 1s de
Patome d’hydrogene).

Ce résultat est manifestement incorrect. Lorsque R = 0, on a l’équivalent? d’un
ion hélium He™. L’énergie électronique de ’état fondamental de H;L doit coincider, pour
R = 0, avec celle de ’état fondamental de He™ ; comme le noyau d’hélium est un noyau
de Z = 2, cette énergie est (c¢f. Complément Avyrr) :

—Z%Fr = —4F; (55)

et non —3E;. D’autre part, la fonction d’onde 9_(r) ne devrait pas tendre vers ¢ (r) =
(mad) Y2 e™P1 mais vers (mag/Z%) Y2 e %P1 avec Z = 2 (orbite de Bohr deux fois plus
petite). Ceci permet de comprendre pourquoi le désaccord entre le résultat exact et celui
du § 2 précédent devient important pour les faibles valeurs de R (Fig. 2) : ce calcul utilise
des orbitales atomiques trop étendues lorsque les deux protons P; et P> sont trés proches.

Une amélioration possible consiste donc a élargir la famille des kets d’essai en se
basant sur ces arguments physiques, et a utiliser des kets de la forme :

V) = e1lp1(2)) + calp2(2)) (56)

ol |p1(Z)) et |p2(Z)) sont associés & des orbitales atomiques 1s de rayon ao/Z, centrées en
P et P,. L’état fondamental correspond toujours pour des raisons de symétrie a ¢1 = ca.
On considére Z comme un parametre variationnel en cherchant, pour chaque valeur de R,
la valeur de Z qui rend ’énergie minimale.

Le calcul peut étre mené jusqu’au bout en coordonnées elliptiques. On trouve (cf.
Fig. 5), que la valeur optimale de Z décroit de Z =2 pour R=04& Z = 1 pour R — o0,
ce qui est tout a fait satisfaisant physiquement.

La courbe obtenue pour AE_ est nettement plus proche de la courbe exacte (cf.
Fig. 2). Le tableau I ci-dessous donne les valeurs de I’abscisse et de 'ordonnée du minimum
de AE_, obtenues a partir des divers modeles considérés dans ce complément. On vérifie
bien sur ce tableau que les énergies trouvées par la méthode des variations sont toujours
supérieures a 1’énergie exacte du niveau fondamental ; de plus, on voit qu'un élargissement
de la famille des kets d’essai améliore I’énergie obtenue.

3-b. Résultats pour R Grand

Lorsque R — o0, on constate sur (48) que E et E_ tendent vers la méme valeur
—FE7, et ceci de maniere exponentielle. En fait, cette limite ne devrait pas étre obtenue aussi
rapidement. Pour le voir, abordons le probleme de maniére perturbative, comme dans le
Complément Cxp (forces de Van der Waals) ou Exir (effet Stark de ’atome d’hydrogene).

2. En plus de ses deux protons, le noyau d’hélium comporte bien siir un ou deux neutrons.
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Evaluons la perturbation apportée a I’énergie d’'un atome d’hydrogeéne (dans l'état 1s)
situé en P» par la présence d’un proton P; situé a une distance R trés grande devant
ao (p > 1). Le proton Py crée au voisinage de P> un champ électrique E, en 1/R?, qui
polarise 'atome d’hydrogene et fait apparaitre un moment dipolaire D proportionnel &
E : la fonction d’onde électronique est distordue, et le centre de gravité de la distribution
de charge électronique se rapproche de P; (Fig. 6). E et D sont tous deux proportionnels
a l/R2 et de méme signe. L’interaction électrostatique entre le proton P; et ’atome situé
en P, doit donc donner naissance & un abaissement d’énergie qui, comme —E - D, varie®
en —1/R4. Par suite, le comportement asymptotique de AEy et AE_ doit étre, non
exponentiel, mais en —c/R* (oll ¢ est une constante positive).

z

1\

Rja,

v

1 . \ n
0 1 2 3 4 5

FIGURE & — Pour chaque valeur de la distance internucléaire, on calcule la valeur
de Z qui minimise ’énergie. Pour R = 0, on a l’équivalent d’un ion He™, et on
trouwve effectivement Z = 2. Pour R >> ag, on a pratiquement un atome d’hydrogéne
isolé, ce qui donne Z = 1. Entre ces deux extrémes, Z est une fonction décroissante
de p ; les énergies optimales correspondantes sont représentées par des triangles sur
la Figure 2.

Il est en fait possible de retrouver ce résultat par la méthode variationnelle. Au lieu
de superposer linéairement des orbitales 1s centrées en P; et P>, superposons des orbitales
X1 et x2 hybrides, n’ayant plus la symétrie sphérique autour de P; et P» ; I'orbitale hybride
X2 est obtenue par exemple en superposant linéairement une orbitale 1s et une orbitale 2p
centrées * toutes deux en P; :

x2(r) = ¢1,(r) + 0 91, (r) (57)

et a une forme analogue & celle représentée sur la Figure 6. Considérons alors le déter-
minant (21). Les éléments non diagonaux Hi2 = (x1|H|x2) et Si2 = (xi|x2) tendent
toujours exponentiellement vers zéro lorsque R — oo. En effet, dans les intégrales cor-
respondantes, figure le produit x1(r)x2(r); méme déformées, les orbitales x1(r) et x2(r)

3. De fagon plus précise, ’abaissement d’énergie est égal a —% E: D (c¢f. Complément Exy,

§1).
4. L’axe de symétrie de l'orbitale 2p est choisi confondu avec la droite qui joint les deux
protons.
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Distance d’équilibre Profondeur du puits de
des deux protons potentiel
(abscisse du minimum | (valeur du minimum de
de AE_) AFE_)
Méthode variationnelle du § 2
(orbitales 1s avec Z = 1) 2,50 ag 1,76 eV
Méthode variationnelle du § 3-a
(orbitales 1s avec Z variable) 2,00 ag 2,35 eV
Méthode variationnelle du § 3-b
(orbitales hybrides avec Z, Z’, o 2,00 ag 2,73 eV
variables)
Valeurs exactes 2,00 ag 2,79 eV
Tableau I

restent toujours localisées au voisinage respectivement de P; et P, et leur recouvrement
s’annule exponentiellement lorsque R — oco. Les deux valeurs propres E4 et E_ tendent
donc toutes deux vers Hyi1 = Haz lorsque R — oo, puisque le déterminant (21) devient
diagonal.

Or que représente Ha2 7 Comme nous ’avons vu plus haut (cf. § 2-c), c’est I’éner-
gie d’'un atome d’hydrogene placé en Ps, et perturbé par le proton P;. Le calcul du § 2
négligeait toute polarisation de l'orbitale électronique 1s sous l'effet du champ électrique
créé par P, et c’est pourquoi nous trouvions une correction en énergie décroissant expo-
nentiellement lorsque R croit. Par contre, si I'on tient compte, comme nous le faisons ici,
de la polarisation de 'orbitale électronique, on trouve une correction en —c/ R*. Le fait
que l'on ne considére dans (57) que la contamination par 1'état 2p entraine que la valeur
de ¢ fournie par le calcul variationnel est approchée (alors que le calcul de ¢ par la théorie
des perturbations fait intervenir tous les états excités; ¢f. Complément Exir).

Les deux courbes AEL et AE_ tendent donc bien exponentiellement 'une vers
l'autre, puisque I’écart entre Fy et E_ ne fait intervenir que les éléments non diagonaux
Hi2 et Si2 mais leur valeur commune pour R grand tend vers zéro proportionnellement &
—1/R* (Fig. 7).

La discussion précédente suggere d’ailleurs d’utiliser des orbitales polarisées comme
en (57), non seulement pour R grand, mais pour toutes les valeurs de R. En effet, on élargit

FIGURE 6 — Sous leffet du champ électrique B créé par le proton P, le nuage
électronique de 'atome d’hydrogéne centré en P> se déforme, et cet atome acquiert
un moment dipolaire électrique D. Il en résulte une énergie d’interaction qui décroit
comme 1/R* lorsque R augmente.
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AE,

;R

FIGURE 7 — Lorsque p — o0, les énergies des états liant et antiliant tendent expo-
nentiellement ['une vers l'autre ; par contre, elles se rapprochent moins rapidement
(en 1/R*) de leur valeur limite.

ainsi la famille des kets d’essai, et on améliore par suite la précision. Dans 1’expression (57),
on considere alors o comme un parametre variationnel, de méme que le parametre Z qui
définit le rayon de Bohr ag/Z associé aux orbitales 1s et 2p. Pour rendre la méthode encore
plus souple, on prend méme des paramétres Z et Z’ différents pour o1, et 2,. Pour chaque
valeur de R, on minimise ensuite la valeur moyenne de H dans I’état |x1)+ |x2) (qui, pour
des raisons de symétrie, est toujours 1’état fondamental) et on détermine ainsi les valeurs
optimales de o, Z, Z'. L’accord avec la solution exacte devient alors excellent (cf. tableau
I ci-dessus).

4.  Autres orbitales moléculaires de I'ion H

Dans les paragraphes précédents, nous avons construit, par la méthode des
variations, une orbitale moléculaire liante et une orbitale antiliante a partir de I’état
fondamental 1s de chacun des deux atomes d’hydrogene qui peuvent se former au-
tour des deux protons. Bien entendu, nous avons pris I’état 1s parce qu’il était
clair a priori que c’était la le meilleur choix pour obtenir une approximation de
I’état fondamental du systeme des deux protons et de 1’électron. On peut évidem-
ment envisager, dans le cadre de la méthode de combinaison linéaire d’orbitales
atomiques (§ 2-a), d’utiliser les états excités de 'atome d’hydrogéne pour obtenir
d’autres orbitales moléculaires, d’énergie plus élevée. Le principal intérét de ces or-
bitales excitées sera ici de donner une idée des phénomenes qui peuvent entrer en
jeu dans des molécules plus complexes que Iion HJ : par exemple, pour comprendre
les propriétés d’une molécule diatomique comportant plusieurs électrons, on peut en
premiere approximation traiter ces électrons individuellement, comme s’ils n’inter-
agissaient pas entre eux; on détermine alors les divers états stationnaires possibles
pour un électron isolé plongé dans le champ coulombien des noyaux, et on place
ensuite les électrons de la molécule dans ces états, en tenant compte du principe
de Pauli (Chap. XIV, § D-1) et en remplissant d’abord les états d’énergies les plus
basses (cette fagon de procéder est analogue a celle qui est décrite pour les atomes
a plusieurs électrons dans le Complément Axyv). Nous allons, dans ce paragraphe,
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indiquer les principales propriétés de ces orbitales moléculaires excitées de ’ion H; ,
tout en gardant présentes a 1’esprit les possibilités de généralisation a des molécules
plus complexes.

4-a.

(4)

(ii)

Symétries et nombres quantiques. Notation spectroscopique

Le potentiel V' créé par les deux protons possede la symétrie de révolution
autour de 'axe Py P, que nous prendrons pour axe Oz. Ceci signifie que
V, et par suite 'hamiltonien H de 1’électron, ne dépendent pas de la va-
riable angulaire ¢ qui repeére l'orientation autour de Oz du plan M Py Py
contenant 'axe Oz et le point M courant de ’espace. Il s’ensuit que H
commute avec la composante L, du moment cinétique orbital de 1’élec-
tron [en représentation {|r)}, L, devient Popérateur différentiel %6%), qui
commute avec tout opérateur indépendant de ¢]. On peut donc trouver
un systeme d’états propres de H qui soient également états propres de L.,
et les classer d’apres les valeurs propres mh de L.

Le potentiel V' est également invariant dans une réflexion par rapport a
un plan quelconque contenant P Ps, c’est-a-dire 'axe Oz. Dans une telle
réflexion, un état propre de L, de valeur propre mh est transformé en
un état propre de L. de valeur propre —mh (la réflexion change le sens
de rotation de électron autour de Oz). Par suite de 'invariance de V,
Iénergie d’un état stationnaire ne dépend que de |m].

En notation spectroscopique, on affecte a chaque orbitale moléculaire une
lettre grecque indiquant la valeur de |m|, suivant la correspondance :

lm| =0+« o
Im| =1« (58)
lm|=2+4§

(on notera I'analogie avec la notation spectroscopique atomique : o, 7, &
rappellent s, p, d). Par exemple, comme 1’état fondamental 1s de I'atome
d’hydrogene a un moment cinétique orbital nul, les deux orbitales que nous
avons étudiées aux paragraphes précédents sont des orbitales o (on peut
d’ailleurs montrer que ceci est également vrai pour les fonctions d’onde
stationnaires exactes, et pas seulement pour les états approchés obtenus
par la méthode variationnelle).

Ce qui précede n’utilise pas le fait que les deux protons de 'ion H;‘ ont
des charges égales; la classification o, 7, § des orbitales moléculaires reste
donc valable pour une molécule diatomique hétéropolaire.

Dans I'ion Hj (et plus généralement dans les molécules diatomiques ho-
mopolaires), le potentiel V' est invariant dans une réflexion par rapport au
milieu O de Py P>. On peut donc choisir les fonctions propres de I’hamil-
tonien H de facon qu’elles aient une parité définie par rapport au point
O. Pour une orbitale paire, on ajoute & la lettre grecque caractérisant |m|
un indice g (de l'allemand “gerade”); cet indice est u (“ungerade”) pour
les orbitales impaires. Ainsi, l'orbitale liante obtenue plus haut a partir
des états atomiques 1s est une orbitale o4, alors que l'orbitale antiliante
correspondante est o,,.

1215



COMPLEMENT Gy, @

(iv) On peut enfin utiliser I'invariance de H dans une réflexion par rapport
au plan médiateur de P; P> pour prendre des fonctions d’onde station-
naires ayant une parité définie dans cette opération, c’est-a-dire une pa-
rité définie par rapport au changement de signe de la seule variable z. Les
fonctions impaires dans cette réflexion sont affectées d’un astérisque. Elles
sont forcément nulles en tous les points du plan médiateur de P P>, comme
Porbitale représentée sur la Figure 4b; ce sont des orbitales antiliantes.

Remarque:

La réflexion par rapport au plan médiateur de P; P, peut étre obtenue en
effectuant une réflexion par rapport a O suivie d’une rotation de m autour
de Oz. La parité (iv) n’est donc pas indépendante des symétries précédentes
(les états “g” auront un astérisque pour |m| impair, pas d’astérisque pour |m)|
pair; la situation sera inversée pour les états “u”). Elle est cependant com-
mode a considérer, car elle permet de déterminer immédiatement les orbitales

antiliantes.

4-b. Orbitales moléculaires construites a partir des orbitales atomiques 2p

Si 'on part de I'état excité 2s de l'atome d’hydrogene, des raisonnements
analogues a ceux des paragraphes précédents donneront une orbitale liante o, (2s)
et une orbitale antiliante o} (2s) de formes semblables a celles de la Figure 4. Nous
allons donc nous intéresser plutét aux orbitales moléculaires obtenues a partir des
états atomiques excités 2p.

Q. Orbitales issues de 2p,

Nous noterons |5, ) et |3, ) les états atomiques 2p. (¢f. Complément By,
§ 2-b) centrés sur P; et P» respectivement. La forme des orbitales correspondantes
est schématisée sur la Figure 8 (notons le choix des signes, indiqué sur la figure).

Par un calcul variationnel analogue a celui du § 2, on peut construire, a
partir de ces deux états atomiques, deux états propres approchés de I’hamiltonien
(13); les symétries rappelées au § 4-a précédent impliquent que, & un facteur de
normalisation pres, ces états moléculaires s’écrivent :

|(p%pz> + |¢%pz> (59&)
035, ) — [#35.) (59b)

L’allure des deux orbitales moléculaires ainsi obtenues se déduit simplement de la
Figure 8; elle est représentée sur la Figure 9.

Les deux états atomiques 2p, sont états propres de L, avec la valeur propre
zéro; il en est donc de méme des deux états (59). L’orbitale moléculaire associée a
(59a) est paire, elle est donc notée o4(2p;) ; celle qui correspond a (59b) est impaire
dans une réflexion par rapport a O ainsi que dans une réflexion par rapport au plan
médiateur de P; Py, et on la désigne donc par o (2p,).
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FIGURE 8 — Représentation schématique des orbitales atomiques 2p. centrées en
Py et Py (Uaze Oz est choisi suivant Py Py) et utilisées comme base pour construire
les orbitales moléculaires excitées o,(2p;) et o) (2p.) représentées sur la Figure 9
(on notera la convention de signe choisie).

*
7,(2p.) o.(2p,)
\\\ //
\ /
\ / .
\ / T
\ / / \
\ / / \
\ / { \
|
: . 3 E 0: ‘| °
)
,’P 1 P 2 Pl‘\\ /o2
\ /
/ \ N !
/ \ S
/ \
/’ \
a b

FIGURE 9 — Représentation schématique des orbitales moléculaires excitées liante
04(2p2) (fig. a) et antiliante o};(2p.) (fig. b). Comme sur la Figure 8, on a tracé la
section par un plan contenant Py Py d’une surface ot le module 1| de la fonction
d’onde a une valeur constante donnée. Cetle surface est de révolution autour de
Py P,. Le signe indiqué est celui de la fonction d’onde (réelle). Les courbes en tiretés
sont les sections par le plan de la figure des surfaces nodales (|| =0).

Remarque :

Comme nous ’avons mentionné dans l'introduction de ce complément, l'intérét
principal des orbitales excitées que nous étudions ici est leur application a des
molécules plus complexes que HQ+ Les orbitales 2s et 2p ont alors des énergies
différentes et il est légitime de les considérer séparément. Si cependant 1'on étudie
spécifiquement I'ion moléculaire hydrogene, les états 2s et 2p sont alors dégénérés,
et donc immédiatement mélangés par le champ électrique d’un proton voisin. Il
n’y a dans ce cas pas de raison de considérer séparément les orbitales 2s et 2p, ; il
convient plutét d’introduire des orbitales hybrides du type de celles considérées au
§ 3 du Complément Evyrr.
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5. Orbitales issues de 2p, ou 2p,

Partons maintenant des états atomiques |3, ) et |03, ), auxquels sont asso-
ciées des fonctions d’onde réelles (¢f. Complément Evyir, § 2-b), schématisées sur la
Figure 10 (notons que les surfaces d’égal |¢)| dont la Figure 10 donne la section par
le plan O~z sont de révolution, non pas autour de Oz, mais autour d’axes paralléles
a Ox et passant par Py et P). Rappelons que l'orbitale atomique 2p, est obtenue
par combinaison linéaire d’états propres de L. correspondant a m =1 et m = —1.
Les orbitales moléculaires construites a partir de ces orbitales atomiques auront
donc |m| = 1; ce seront des orbitales 7.

x

SR>
O O

FIGURE 10 — Représentation schématique des orbitales atomiques 2p, centrées en
Py et Py (l'axe Oz est choisi suivant Py Ps ), et utilisées comme base pour construire
les orbitales moléculaires excitées m,(2p.) et m,(2p.) représentées sur la Figure 11.
Pour chaque orbitale la surface d’égal || (dont on a représenté la section par le plan
x0z) est de révolution, non plus autour de Oz, mais autour d’une droite paralléle
a Oz et passant soit par Py, soit par Ps.

Ici aussi, les états moléculaires approchés issus des états atomiques 2p, sont
les combinaisons linéaires symétrique et antisymétrique :

|03, ) — 195, (60b)

La forme de ces orbitales moléculaires est facile a déduire qualitativement de la
Figure 10 : les surfaces d’égal |¢| ne sont pas de révolution autour de Oz, mais
simplement symétriques par rapport au plan xOz; leur section par ce plan est
représentée sur la Figure 11. On voit immédiatement sur cette figure que l'orbitale
associée & ’état (60a) est impaire par rapport au milieu O de P, P,, mais paire
par rapport au plan médiateur de PP ; on la note donc m,(2p,). Au contraire,
Porbitale correspondant & (60b) est paire par rapport au point O et impaire par
rapport au plan médiateur de PP, : c’est une orbitale antiliante, notée 7 (2pa).
Insistons sur le fait que ces orbitales m admettent un plan de symétrie, et non plus
un axe de révolution comme les orbitales o.

Bien entendu, les orbitales moléculaires issues des états atomiques 2p, se
déduisent des précédentes par une rotation de 7/2 autour de Py Ps.
Des orbitales 7 analogues aux précédentes interviennent dans les doubles ou
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n,(2p,) ny(2p,)

-

P, 172 P, P

/

a b

FIGURE 11 — Représentation schématique des orbitales moléculaires excitées liante
7u(2pz) (fig- a) et antiliante w;(2p.) (fig. b). On a tracé pour chacune de ces deux
orbitales la section par le plan xOz d’une surface ot |¢| a une valeur constante
donnée. Cette surface n’est plus de révolution et admet simplement le plan Oz
comme plan de symétrie. La signification des signes et des lignes en tliretés est la
méme que sur les Figures 4, 8, 9, 10.

triples liaisons issues d’atomes tels que le carbone (c¢f. Complément Evyiy, §§ 3-c et
4-c).

Remarque:

Nous avons vu plus haut (§ 2-d) que la séparation énergétique entre niveaux
liant et antiliant provient du recouvrement entre les fonctions d’onde ato-
miques. Or, pour une méme distance R, le recouvrement entre les orbitales
wépz et wgpz, qui pointent 'une vers l'autre, est plus important que le re-
couvrement de go%pz et go%pz, dont les axes sont paralléles (Fig. 8 et 10). On
en déduit que lécart entre o4(2p,) et o (2p,) est supérieur & lécart entre
7w (2pz) et 7 (2ps) [ou mu(2py) et 7 (2p,)]. L'ordre de succession des niveaux
correspondants est indiqué sur la Figure 12.

5. Origine de la liaison chimique; théoréme du viriel

5-a. Position du probléeme

Lorsque la distance R entre les protons diminue, leur répulsion électrostatique
e? /R augmente. Le fait que 1’énergie totale E_(R) de I'état liant diminue (lorsque R
décroit a partir d’une valeur trés grande) et passe ensuite par un minimum, signifie
donc que Iénergie électronique commence par diminuer plus vite que e?/R ne croit
(bien siir, comme ce terme diverge lorsque R — 0, c¢’est la répulsion entre les pro-
tons qui 'emporte a courte distance). On peut alors se poser la question suivante :
I’abaissement d’énergie électronique qui rend possible la liaison chimique provient-
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or 2p,
7[: 2px 1!‘; Zp)'
2p,, 2p,, 2p,
m, 2p, m, 2p,
o, 2pz

FIGURE 12 - Schéma indiquant les énergies des diverses orbitales moléculaires ex-
citées construites a partir d’orbitales atomiques 2p., 2p, et 2p, centrées en Py et Py
(Vaze Oz est choisi suivant Py Py ). Par raison de symétrie, les orbitales moléculaires
issues des orbitales atomiques 2p, sont dégénérées avec celles issues des orbitales
atomiques 2p,. L’écart entre les orbitales moléculaires liante et antiliante T, (2pg.y)
et my (2pa,y) est cependant moins grand que lécart correspondant aux orbitales mo-
léculaires o4(2p,) et 0 (2p,). Ceci est di au recouvrement plus important des deux
orbitales atomiques 2p, .

il d’'un abaissement de ’énergie potentielle électronique, ou d’un abaissement de
I’énergie cinétique, ou encore des deux a la fois?

Nous avons déja calculé en (52) et (53) des expressions approchées des énergies
potentielle (totale) et cinétique; on pourrait donc songer a étudier les variations
avec R de ces expressions. Une telle méthode serait cependant sujette a caution
puisque, comme nous 'avons déja signalé, les fonctions propres fournies par un
calcul variationnel sont beaucoup moins précises que les énergies; nous discuterons
d’ailleurs ce point plus en détail dans le § 5-d-( suivant.

Il est en fait possible de répondre de maniere rigoureuse a la question posée
plus haut, grace au “théoreme du viriel”, qui fournit des relations exactes entre
E(R) et les énergies cinétique et potentielle moyennes. Nous allons donc, dans ce
paragraphe 5, démontrer ce théoréme et en discuter les conséquences physiques. Les
résultats obtenus sont d’ailleurs tout a fait généraux et s’appliquent, non seulement
a 'ion moléculaire H; , mais a toute molécule. Avant d’en venir au théoreme du
viriel lui-méme, commencons par établir quelques résultats dont nous aurons besoin
pour la suite.

5-b. Quelques théorémes utiles
Q. Théoréme d’Euler
Rappelons qu’'une fonction f (z1, x2, ..., x,,) de plusieurs variables z1, xa,

... &, est dite homogene de degré s si elle est multipliée par A® lorsqu’on multiplie
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toutes les variables par A :
FQx1, Axg, . Aay) = N f (21, 29, ... 2y) (61)

Par exemple, le potentiel d’un oscillateur harmonique a trois dimensions :
Lo o9/ 2 2 2
V(z,y,z) = 1w (@ +y° +2%) (62)
est homogene de degré 2. De méme, I'énergie d’interaction électrostatique entre
deux particules :
€a€p €a€p

P s LN Ty ER S (®3)

est homogene de degré —1.
Le théoreme d’Euler indique que toute fonction f homogene de degré s vérifie
I'identité :

)
in ;: = Sf(zlv ey Ly weny l’n) (64)

=1

Calculons en effet les dérivées par rapport & A des deux membres de (61). D’apres
le théoréeme des fonctions de fonctions, celle du premier membre vaut :

of

1

9 _ of
(A1, ooy An) X o (Aas) = Zx o (A1, s ATn) (65)

D’autre part, celle du second membre est :
SN (@1, vy ) (66)

11 suffit alors d’écrire 1'égalité de (65) et (66) en faisant A = 1 pour obtenir (64).
On peut tres facilement vérifier le théoreme d’Euler sur les exemples (62) et
(63).

5. Théoreme de Hellmann-Feynman

Soit H () un opérateur hermitique dépendant d’un parametre réel A, |¢(\))
un vecteur propre normé de H(A) de valeur propre E(A) :

HN)[p(A) = EQ)[Y(A)) (67)

(WN)(N) =1 (68)
Le théoréme de Hellmann-Feynman indique que :

d d

SEO) = WO HOO) (69)

En effet, d’apreés (67) et (68), on a :

EQA) = @NIHN[DA) (70)
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Dérivons cette égalité par rapport a A; il vient :

d d
DEO) = (W HV[O)
+ [ Sl HOwon + wonae [ Swon] (M

c’est-a-dire, compte tenu de (67) et de I’égalité adjointe [H () est hermitique, donc
E(\) réelle] :

d d
D) = WO T HNB )

+ 80 { |35 0| ooy + ot | gzivon| | (72)

Dans le second membre, I'expression entre accolades est la dérivée de (¥ (N)|Y(N)),
qui est nulle puisque |(\)) est normé; nous trouvons donc bien (69).

5. Valeur moyenne du commutateur [H, A] dans un état propre de H

Soit [¢)) un vecteur propre normé de lopérateur hermitique H, de valeur
propre E; quel que soit Popérateur A :

(W|[H, All¢) =0 (73)
En effet, comme H|y) = E|) et (|H = E(1)] :

(W[(HA - AH)[Y) = E|Alp) — EW]A[p) =0 (74)
5-c. Théoréme du viriel appliqué aux molécules
a.  Energie potentielle du systéme

Considérons une molécule quelconque constituée de N noyaux et de @ élec-
trons. Nous désignerons par r}(k =1, 2, ... N) les positions classiques des noyaux,
par r{ et pS(i =1, 2, ... Q) les positions et impulsions classiques des électrons; les
composantes de ces vecteurs seront notées ., v, 2, etc.

Nous nous placons ici dans le cadre de I'approximation de Born-Oppenheimer,
en considérant les r}} comme des parametres classiques donnés; seuls les r§ et p§
deviennent dans le calcul quantique des opérateurs R{ et P¢. Il s’agit donc de
résoudre 1’équation aux valeurs propres :

H(r}, ..., )|l oo vy)) = E(re}, ..., o)), . o)) (75)

d’un hamiltonien i dépendant des parametres r7, ..., r'y et agissant dans ’espace
des états des électrons. L’expression de H s’écrit :

H=T.+V(], ..., ry) (76)

ou T, est 'opérateur énergie cinétique des électrons :
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et V(r7, ..., r) Popérateur que l'on obtient en remplacant les r{ par les opérateurs
R¢ dans l'expression de 1’énergie potentielle classique. Cette derniere est la somme
de D'énergie de répulsion V.. entre électrons, de l’énergie d’attraction électrons-
noyaux Ve, et de ’énergie de répulsion entre noyaux V,,,, de sorte que :

V(ry, ooy tR) = Vee + Ven (x, ooy TR) + Vo (x, -0y TR (78)

En fait, comme V,,,, ne dépend que des r}}, et ne fait pas intervenir les R, Vi,
est un nombre et non un opérateur agissant dans I’espace des états des électrons;
le seul effet de V;,,, est donc de déplacer en bloc toutes les énergies, I’équation (75)
étant équivalente a :

He(ry, ..., )Y, oy TR)) = Ee(rl, o, rR)|(rY, ooy 1)) (79)
ou :

He(x?, ooy v) = Te 4+ Vee + Ven (r7, ooy t) = H = Vo (r7 oy TR (80)
et ou I'énergie électronique F, est reliée a I’énergie totale F par :

E.(r7, ..., r%) = B}, ..., ry) = Vo (e}, .., r) (81)

Nous pouvons appliquer le théoréme d’Euler a 1’énergie potentielle classique,
car c’est une fonction homogene de degré —1 de [’ensemble des coordonnées élec-
troniques et nucléaires. Comme les opérateurs R{ commutent tous entre eux, nous
en déduisons ’égalité entre opérateurs quantiques :

N Q
VIV 4Y RE-VIV = -V (82)
> >

k=1 i=1

ol V7 et V¢ désignent les opérateurs obtenus par substitution des R{ aux r§ dans
les gradients par rapport a r}! et r{ de I'expression classique de 1'énergie potentielle.
L’égalité (82) servira de base a notre démonstration du théoréme du viriel.

s. Démonstration du théoréme du viriel

Appliquons ’égalité (73) au cas particulier ou :

Q
A= Z R¢ - P¢ (83)
=1

Pour cela, calculons le commutateur de H et de A :

Q
lH7 > R{-P§
i=1

ZZ{H X?)PE, + XE[H, PS)}

i=1x,y,2

— hZ{ +Re VfV} (84)
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(on a utilisé les relations de commutation d’une fonction de l'impulsion avec la
position, ou inversement ; ¢f. Complément By, § 4-¢). Le premier terme de ’accolade
est proportionnel & I’énergie cinétique T, ; d’apres (82) le second terme vaut :

N
V=1 Viv (85)
k=1
Par suite, I’égalité (73) nous donne :
N
2Te) + (V) + > rp - (VRV) =0 (86)
k=1

c’est-a-dire encore, comme I’hamiltonien  ne dépend des parameétres rj} que par
Iintermédiaire de V :

M=

2Te) +(V) == ) i - (ViH) (87)

k=1

Les composantes r} jouent ici un role analogue & celui du parametre A dans (69);
Iapplication du théoreme de Hellmann-Feynman au second membre de ’équation
(87) donne alors :

N

2T + (V) == 1  VREQ], ., 1}, o TR) (88)
k=1

D’autre part, on a évidemment :
(Te) +(V) = E(r], ..., r) (89)

On déduit alors aisément de (88) et (89) les égalités :

N
(T.)=—-E— Y 1} - V}E
N (90)
(V)y=2E+ > r} - V}E
k=1

Nous obtenons ainsi un résultat tres simple, qui constitue le théoreme du viriel
appliqué aux molécules; il permet de calculer les énergies cinétique et potentielle
moyennes si I'on connailt les variations de I’énergie totale en fonction des positions
des noyaux.

Remarque:
L’énergie électronique totale E. et I’énergie potentielle électronique (V.) sont
également liées par :

N
(Vo) =2E.+ 3. 1} - V}E, (91)
k=1
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On peut établir cette relation en reportant (81) et 'expression explicite de Vin
en fonction des r; dans la deuxiéme égalité (90). Il est cependant plus simple
de remarquer que I’énergie potentielle électronique Ve = Vee 4+ Vern est, comme
I’énergie potentielle totale V, une fonction homogene de degré —1 des coordonnées
de ’ensemble des particules; par suite, les raisonnements précédents s’appliquent
aussi bien & He qu’a H et on peut simultanément remplacer, dans les deux égalités
(90), E par E. et V par Ve.

5. Cas particulier : molécule diatomique

Lorsque le nombre N de noyaux est égal a deux, les énergies ne dépendent
que de la distance internucléaire R; ceci simplifie encore I'expression du théoreme
du viriel, qui devient :

E
(T,) = —F — R4
d%R (92)
—2F 4+ R
V) +R

En effet, comme E ne dépend des coordonnées des noyaux que par l'intermédiaire
de R, on a:

OE _ dE R

921 ~ dR 02! (93)

et par suite :
nOF dE n OR
ZZ%—%—@ZZW (94)
k=1,2x,y,z k=1,2z,y,z

Or la distance R entre les noyaux est une fonction homogene de degré 1 des coordonnées
des noyaux; I'application du théoréme d’Euler & cette fonction permet de remplacer la
double somme. qui figure au second membre de (94) par R et il vient finalement :

n n dFE
k=1,2

Ce résultat, une fois reporté dans (90), donne les égalités (92).
Dans (92) comme dans (90), on peut remplacer E par E, et V par V.

5-d. Discussion physique
Q. La liaison chimique est due d un abaissement de l’énergie potentielle
électronique

Soit Fo la valeur de I’énergie totale E du systéme lorsque les divers noyaux
sont infiniment éloignés les uns des autres. S’il est possible de former une molécule
stable en rapprochant les noyaux, c’est qu’il existe une certaine disposition relative
de ces noyaux pour laquelle ’énergie totale E passe par un minimum Fy < EF ;
pour les valeurs correspondantes des rj, on a donc :

ViE=0 (96)
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Les relations (90) indiquent alors que, pour cette position d’équilibre, les énergies
cinétique et potentielle valent :

(Te)o = —Eo
(V)o = 2Ep (97)

D’autre part, lorsque les noyaux sont infiniment éloignés, le systeme est constitué
par un certain nombre d’atomes ou d’ions sans interactions mutuelles (I’énergie ne
dépend plus des r}) ; pour chacun de ces sous-systemes, le théoréme du viriel indique
que (T.) = —E, (V) = 2F et, pour I’ensemble du systéme, on a donc également :

<Te>oo = _Eoo
(V)ew =2E (98)

La différence des égalités (98) et (97) donne alors :

(Te)o — (Te)oo = —(Eo — Exg) >0
(V)o—(V)eo =2(Eo — Ex) <0 (99)

La formation d’'une molécule stable s’accompagne donc toujours d’une augmenta-
tion de I’énergie cinétique des électrons et d’une diminution de I’énergie poten-
tielle totale; I’énergie potentielle électronique doit d’ailleurs diminuer encore da-
vantage puisque la valeur moyenne (V) (répulsion entre noyaux), nulle & 1'infini,
est toujours positive. C’est donc un abaissement de 1'énergie potentielle des élec-
trons (Ve + Vi) qui est responsable de la liaison chimique, cet abaissement devant
Pemporter a ’équilibre sur 'augmentation de (T¢) et de (Vin).

B. Cas particulier de l’ion Hj

(¢) Application du théoréme du viriel & I’énergie variationnelle approchée.

Revenons sur 'étude des variations de (T.) et de (V') pour I'ion HJ et commencons
par examiner les prévisions du modéle variationnel du § 2 & partir duquel nous avons
obtenu les expressions approchées (52) et (53). De la seconde de ces égalités, on déduit
que :

AT, = (T.) — (Tu)oo = —— (A — 28 Ey) (100)

Comme S est constamment supérieur & A/2E; (cf. Fig. 3), ce calcul tendrait a
indiquer que AT, est toujours négatif. Ceci apparait d’ailleurs sur la Figure 13, ou l'on a
représenté en traits tiretés les variations des expressions approchées (52) et (53); on voit
notamment sur cette figure que, d’apres le calcul variationnel, AT, est négatif a 1’équilibre
(p =~ 2,5) et AV positif ; ces résultats sont tous deux inexacts d’apres (99). Nous voyons ici
les limites d’un calcul variationnel, qui fournit une valeur acceptable pour ’énergie totale
(T.+V), mais pas pour (T.) et (V') séparément ; ces derniéres valeurs moyennes dépendent
trop de la fonction d’onde.

Le théoreme du viriel permet, sans avoir besoin de recourir au calcul rigoureux
évoqué au § 1-c, d’obtenir une bien meilleure approximation pour (Te) et (V). Il suffit
en effet d’appliquer les égalités exactes (92) a Iénergie E calculée par la méthode des
variations; on s’attend a trouver ainsi un résultat acceptable puisque 'approximation
variationnelle n’est utilisée que pour fournir 1’énergie totale E. Les valeurs ainsi obtenues
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FIGURE 13 - Energie cinétique électronique (T.) et énergie potentielle (V') de l’ion
HI en fonction de p = R/aqy (a titre de comparaison, on a également représenté
Uénergie totale E = (T.) + (V)).

. traits pleins : valeurs exactes (la liaison chimique tient au fait que (V') décroit un
peu plus vite que (Te) ne croit).

. tirets longs : valeurs moyennes calculées a partir de la fonction d’onde liante
donnée par la méthode variationnelle simple du § 2.

. tirets courts : valeurs obtenues par application du théoréeme du wviriel a l’énergie
fournie par le méme calcul variationnel.

pour (T.) et (V) sont représentées par des courbes en tirets courts sur la Figure 13; &
titre de comparaison, on a également porté en traits pleins les vraies valeurs de (%) et (V)
(obtenues par application du théoréme du viriel a la courbe en traits pleins de la Figure 2).
Tout d’abord, on constate que pour p = 2,5 les courbes en tirets courts indiquent, comme
on doit s’y attendre, que AT, est positif et AV négatif. De plus, 'allure générale de ces
courbes reproduit assez fidélement celle des courbes en traits pleins : tant que p = 1,5, le
théoreme du viriel appliqué a I’énergie variationnelle donne en fait des valeurs tres proches
de la réalité, ce qui est une amélioration considérable par rapport au calcul direct des
valeurs moyennes dans les états approchés.

(i) Comportement de (T') et (V)

Les courbes en traits pleins de la Figure 13 (courbes exactes) montrent que (T.) —
4F;, et (V) — 400 lorsque R — 0. Effectivement, lorsque R = 0 on a Iéquivalent d’un
ion He' pour lequel I’énergie cinétique électronique est 4E; ; la divergence de (V) est due
au terme (Vi) = 62/R qui devient infini lorsque R — 0 (’énergie potentielle électronique
(Vo) = (V) — €?/R reste finie et tend vers —8FEr, qui est bien sa valeur dans I’ion He™).

Le comportement pour R grand mérite une discussion plus détaillée. Nous avons
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vu plus haut (§ 3-b) que I'énergie E_ de I’état fondamental se comporte, lorsque R > ao,
comme :

a

FE_~—-FE;— R (101)
ol a est une constante proportionnelle & la polarisabilité de I’atome d’hydrogene. En
portant ce résultat dans les formules (92), on obtient :

3a
<Te> ~ E[ — ﬁ
2a

(V) ~ =21 + (102)

Lorsque R décroit a partir d’une valeur trés grande, (7.) commence donc par décroitre en
1/R" & partir de sa valeur asymptotique Er, (V) & croitre & partir de —2E;. Ces variations
changent ensuite de sens (il ne peut en étre autrement puisque (Te)o est plus grand que
(Te) oo, (V)0 plus petit que (V)oo) : lorsque R continue & diminuer (c¢f. Fig. 13), (T.) passe
par un minimum, puis croit ensuite jusqu’a sa valeur 4F; pour R = 0; quant a ’énergie
potentielle (V'), elle passe par un maximum, décroit ensuite, passe par un minimum, puis
tend vers l'infini lorsque R — 0. Comment interpréter ces variations ?

P, P,

— a, 1 _ E’ ap

FIGURE 14 - Variation de ’énergie potentielle V. de ’électron soumis a l'attraction
simultanée des deux protons Py et Py lorsqu’il se déplace sur la droite de Py Ps.
Dans ’état liant, la fonction d’onde est concentrée dans la région située entre Py et
Py, et l’électron bénéficie a la fois de I'attraction des deux protons.

Comme nous l'avons noté a plusieurs reprises, les éléments non diagonaux Hi2
et Hs1 du déterminant (21) tendent exponentiellement vers zéro lorsque R — 00 ; nous
pouvons donc raisonner uniquement sur H11 ou Hae pour discuter les variations de I’énergie
de I'ion H} aux grandes distances internucléaires. Nous sommes alors ramenés a ’étude de
la perturbation d’un atome d’hydrogene centré en P> par le champ électrique du proton
P;. Ce champ tend a déformer l'orbitale électronique en 'allongeant dans la direction de
Py (cf. Fig. 6). Par suite, la fonction d’onde s’étend dans un volume plus grand, ce qui,
d’apres les relations d’incertitude de Heisenberg, permet de diminuer I’énergie cinétique;
ainsi peut s’expliquer le comportement de (T%.) pour R grand.
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Raisonnons de méme sur Haz pour expliquer le comportement asymptotique de (V).
La discussion du § 3-b a montré que, pour R >> ao, la polarisation de I'atome d’hydrogene

situé en P, entraine que son énergie d’interaction <—§ + %> avec P; est légérement
négative (en —1/R*); si (V) est positif, c’est que I'énergie potentielle <—§> de l'atome
en P> augmente plus vite, lorsqu’on approche P; de P», que <—§ + %> ne décroit. Cette

augmentation de <— §> tient au fait que 'attraction de P; éloigne légérement 1’électron de

P> et l’entraine dans des régions de ’espace ol le potentiel créé par P» est moins négatif.

Pour R ~ Ry (position d’équilibre de 'ion HJ), la fonction d’onde de ’état
liant est localisée surtout dans la région entre les deux protons; la décroissance de
(V) (malgré augmentation de e?/R) provient de ce que 1’électron se trouve dans
une région de ’espace ou il bénéficie simultanément de I'attraction des deux protons,
ce qui abaisse son énergie potentielle (¢f. Fig. 14). Cette attraction conjuguée des
deux protons se traduit également par une diminution de I'extension spatiale de la
fonction d’onde électronique, qui se trouve concentrée dans la région intermédiaire :
c’est pourquoi, pour R voisin de Ry, (T.) augmente lorsque R diminue.

Références et conseils de lecture (ion HJ, molécule Hz, nature de la liaison chimique,
etc.) :

Pauling (12.2); Pauling et Wilson (1.9), Chap. XII et XIIT; Levine (12.3),
Chap. 13 et 14; Karplus et Porter (12.1), Chap. 5, § 6; Slater (1.6), Chap. 8
et 9; Eyring et al. (12.5), Chap. XI et XII; Coulson (12.6), Chap. IV ; Wahl
(12.13).
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Complément Hy,

Exercices

1. Une particule de masse m est plongée dans un puits infini a une dimension de
largeur a :

V(z)=0 pour 0<z<a

V(z) = +o0o partout ailleurs

Elle est soumise a une perturbation W constituée par le potentiel :

W(xz) = awy 6 (;E - g)

oll wy est une constante réelle, ayant les dimensions d’une énergie.

a. Calculer, au premier ordre en wy, les modifications apportées par W (z)
aux niveaux d’énergie de la particule.

b. Le probléme est en réalité soluble exactement. On posera k = \/2mE /h?
et on montrera que les valeurs possibles de I’énergie sont données par I'une
des deux équations sin (ka/2) = 0 ou tg (ka/2) = —h%*k/mawy (comme
dans l'exercice 2 du Complément K;, on prendra garde a la discontinuité
de la dérivée de la fonction d’onde en = = a/2).

Discuter les résultats obtenus en fonction du signe et de la grandeur de wg. A la
limite ot wg — 0, retrouver les résultats de la question précédente.

2. On considere une particule de masse m plongée dans un puits de potentiel infini
a deux dimensions, de largeur a (¢f. Complément Gyp) :

V(z,y) =0 si 0<z<a et 0<y<a
V(z,y) = +oo partout ailleurs

Cette particule est soumise de plus & une perturbation W décrite par le potentiel :

W(z,y) =wy pour 0<zx < et 0<y<

\CRS]

a
2
Wi(z,y) =0 partout ailleurs.
a. Calculer, au premier ordre en wy, 1’énergie perturbée du niveau fonda-
mental.

b. Méme question pour le premier niveau excité. Donner les fonctions d’onde
correspondantes a ’ordre zéro en wy.

3. Une particule de masse m, assujettie a se déplacer dans le plan Oy, a pour
hamiltonien :

P2 P2 1
Ho=_"+ Y 4+ mw*(X*+Y?
0= 5 Ty T oM (XY
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(oscillateur harmonique a deux dimensions, de pulsation w). On veut étudier Peffet
sur cette particule d’une perturbation W donnée par :

W =MW1 + A Ws

ou A1 et Ay sont des constantes, et W et Wy ont pour expression :

Wy =

mw?XY

h?

2
s (59

(L. est la composante sur Oz du moment cinétique orbital de la particule).
Dans les calculs de perturbation, on se limitera toujours au premier ordre
pour les énergies et a ’ordre zéro pour les vecteurs d’état.

a.

Indiquer sans calculs les valeurs propres de Hy, leur degré de dégénéres-
cence, et les vecteurs propres associés.

Dans la suite, on s’intéressera uniquement au deuxieme niveau excité de
Hy, d’énergie 3w et trois fois dégénéré.

Calculer les matrices représentant les restrictions de Wi et W5 au sous-
espace propre de la valeur propre 3hw de Hy.

On suppose Ao =0 et \; < 1.

Calculer par la théorie des perturbations l'effet du terme A;W;p sur le
deuxieme niveau excité de Hy.

Comparer les résultats obtenus en ¢ au développement limité de la solu-
tion exacte, que l'on cherchera en s’inspirant des méthodes développées

dans le Complément Hy (modes propres de vibration de deux oscillateurs
harmoniques couplés).

. On suppose A2 < A1 < 1. En considérant les résultats de la question

¢ comme une nouvelle situation non perturbée, calculer 'effet du terme
Ao Wa.

. On suppose maintenant que \; = 0 et Ay < 1.

Calculer par la théorie des perturbations effet du terme AWs sur le
deuxieme niveau excité de Hy.

. Comparer les résultats obtenus en f a la solution exacte telle qu’elle peut

étre déduite des considérations du Complément Dyr.

. On suppose enfin que \; < Ay < 1. En considérant les résultats de la

question f comme une nouvelle situation non perturbée, calculer I'effet
du terme \; Wj.

4. On considere une particule P de masse p assujettie a se déplacer dans le plan
2Oy sur un cercle de centre O et de rayon fixe p (rotateur a deux dimensions).
L’unique variable du systéme est donc l'angle a = (Ox, OP) et Iétat quantique
de la particule est défini par la fonction d’onde ¥ () (qui représente 'amplitude
de probabilité de trouver la particule au point du cercle repéré par 'angle o). En
chaque point du cercle, 1¥(«) ne prend qu’'une valeur, de sorte que :

(o +27) = ¥(a)
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Y(ar) est normée si :

2
/ () da = 1
0

h d
a. On considere l'opérateur M = ——. M est-il hermitique? Calculer les
i da

valeurs propres et les fonctions propres normées de M. Quelle est la signi-
fication physique de M ?

b. L’énergie cinétique de la particule s’écrit :

Calculer les valeurs propres et les fonctions propres de Hy. Les énergies
trouvées sont-elles dégénérées ?

c. A linstant t = 0, la particule a pour fonction d’onde N cos? o (ot N est
un coefficient de normalisation). Discuter la localisation de la particule
sur le cercle a un instant ultérieur ¢.

d. On suppose que la particule a une charge g et qu’elle interagit avec un
champ électrique uniforme £ paralléle a Oz. 1l faut donc ajouter a ’ha-
miltonien Hy la perturbation :

W = —¢€ pcosa

Calculer la nouvelle fonction d’onde du niveau fondamental au premier
ordre inclus en &£. Déterminer le coefficient de proportionnalité x (sus-
ceptibilité linéaire) entre le dipdle électrique paralléle & Oz acquis par la
particule et le champ &.

e. On considere la molécule d’éthane CHs — CHjs et on s’intéresse a la rotation
d’un groupement CHjs par rapport a 'autre, autour de la droite qui joint
les deux atomes de carbone.

En premiere approximation, cette rotation peut se faire librement, et I’ha-
miltonien Hy introduit en b décrit I’énergie cinétique de rotation de I'un
des groupements CHjs par rapport a l'autre (il faut toutefois remplacer
241p? par M, ot I est le moment d’inertie du groupement CHz par rap-
port a I’axe de rotation et A une constante). Pour tenir compte de I’énergie
d’interaction électrostatique entre les deux groupements CHgs, on ajoute
a Hy un terme de la forme :

W = bcos3a

ol b est une constante réelle.

Justifier physiquement la dépendance en o de W. Calculer I’énergie et la
fonction d’onde du nouvel état fondamental (au premier ordre inclus en
b pour la fonction d’onde, au second ordre pour I’énergie). Interprétation
physique du résultat.
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5. On consideére un systéme de moment cinétique J. On se limite dans tout I'exercice
4 un sous-espace a trois dimensions, sous-tendu par trois kets | + 1), |0), | — 1),
états propres communs a J? (valeur propre 2h2) et .J, (valeurs propres +h, 0, —h).
L’hamiltonien Hy du systéme est :

b
Hy = alJ, + ﬁJf
ou a et b sont deux constantes positives, ayant les dimensions d’une pulsation.

a. Quels sont les niveaux d’énergie du systéme ? Pour quelle valeur du rap-
port b/a y a-t-il dégénérescence ?

b. On applique un champ statique By dans une direction u d’angles polaires
0 et . L’interaction avec By du moment magnétique du systeme :

M=~J
(v : rapport gyromagnétique, supposé négatif) est décrite par 'hamilto-
nien :

W = wody
ol wg = —|Bo| est la pulsation de Larmor dans le champ By, et J, la

composante de J sur la direction u :
Ju =J.co86 + J,sinf cosp + J,sinfsing

Ecrire la matrice représentant W dans la base des trois états propres de
H().

c. On suppose que b = a et que la direction u est parallele a Ox. D’autre
part, on a wy K a.
Calculer les énergies et les états propres du systeme a ’ordre 1 en wg pour
les énergies et a 'ordre 0 pour les états propres.

d. On suppose que b = 2a et qu’on a toujours wy < a, la direction de u étant
maintenant quelconque.
Quel est, dans la base {| + 1), |0), | — 1)}, le développement de I’état
fondamental |¢)g) de Hy 4+ W, au premier ordre inclus en wg ?
Calculer la valeur moyenne (M) du moment magnétique M du systéme
dans I'état |1)o); (M) et By sont-ils paralléles ?
Montrer que l'on peut écrire :

(M;) = Z Xij Bj

avec 1, j = x,y, z. Calculer les coefficients x;; (composantes du tenseur de
susceptibilité).

6. On considere un systeme formé d’un spin électronique S et de deux spins nu-
cléaires I et Iy (S est par exemple le spin de P'électron célibataire d’une molécule
diatomique paramagnétique, I; et Iy les spins des deux noyaux de cette molécule).
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On suppose que S, I, I sont tous trois des spins 1/2; I'espace des états du
systéme des trois spins est rapporté & la base orthonormée des huit kets |eg, €1, €2),
vecteurs propres communs & S, I1,, I»., de valeurs propres respectives esh/2, £1h/2,
eah/2 (avec eg = +, &1 = +, g9 = +). Par exemple, le ket |+, —, +) correspond
aux valeurs propres +//2 pour S,, —h/2 pour I, +1/2 pour Is..

a. On commence par négliger tout couplage entre les trois spins. On suppose

par contre qu’ils sont plongés dans un champ magnétique uniforme B
parallele & Oz. Les facteurs gyromagnétiques de I; et Iy étant égaux,
I’hamiltonien Hy du systéme s’écrit :

Hy=QS, +wli, +wls,

ot 2 et w sont des constantes réelles, positives, proportionnelles & |B|. On
suppose @ > 2w.

Quelles sont les énergies possibles du systéme des trois spins et leur degré
de dégénérescence ? Tracer le diagramme d’énergie.

b. On tient compte maintenant d’un couplage entre les spins, qui est décrit
par I’hamiltonien :

W=aS-1I{ +aS - I

ol a est une constante réelle positive (le couplage direct entre I; et I est
négligeable).

A quelles conditions doivent satisfaire e, €1, €2, €, €], €4 pour que aS-I;
ait un élément de matrice non nul entre |eg, €1, €2) et |ey, €], €5) 7 Méme
question pour aS - Io.

c. On suppose que :
ah?® < hQY, hw

de sorte que W peut étre traité comme une perturbation vis-a-vis de Hy.
Quelles sont, a 'ordre 1 en W, les valeurs propres de 'hamiltonien total
H = Hy+W 7 Quels sont les états propres de H, a l'ordre 0 en W 7 Tracer
le diagramme d’énergie.

d. Dans le cadre de I'approximation de la question précédente, déterminer
les fréquences de Bohr susceptibles d’apparaitre dans 1’évolution de (S,)
lorsqu’on tient compte du couplage W entre les spins.

Dans une expérience de R.P.E. (Résonance Paramagnétique Electronique),

les fréquences des raies de résonance observées sont égales aux fréquences
de Bohr précédentes. Quelle est I'allure du spectre R.P.E. observé sur
le systeme des trois spins 7 Comment peut-on déterminer, a partir de ce
spectre, la constante de couplage a?

e. On suppose maintenant que le champ magnétique B est nul, de sorte que
Q0 = w = 0. L’hamiltonien se réduit alors a W.

a. Soit I =1I; 4+ I le spin nucléaire total. Quelles sont les valeurs propres
de I? et leur degré de dégénérescence? Montrer que W n’a pas d’élé-
ments de matrice entre des états propres de I? de valeurs propres
différentes.
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B. Soit J = S+1 le spin total. Quelles sont les valeurs propres de J2 et leur
degré de dégénérescence? Déterminer les valeurs propres de 1’énergie
du systeme des trois spins et leur degré de dégénérescence. L’ensemble
{32, J.} forme-t-il un E.C.0.C.? Méme question pour {I?, J2, J.}

7. On considére un noyau de spin I = 3/2, dont I’espace des états est sous-tendu par
les quatre vecteurs |m) (m = +3/2, +1/2, —1/2, —3/2), vecteurs propres communs
a I? (valeur propre 15h2/4) et I, (valeur propre mh).

Ce noyau est placé a l'origine des coordonnées dans un champ électrique non
uniforme dérivant d’un potentiel U(z,y, z). Les directions des axes sont choisies de
telle sorte que, a l'origine :

o’U 09U 90U _0
0xdy  Oydz 0z0x

On rappelle que U satisfait a ’équation de Laplace :
AU =0

On admettra que '’hamiltonien d’interaction entre le gradient de champ élec-
trique a l'origine et le moment quadrupolaire électrique porté par le noyau s’écrit :

qQ

1
Hy= 1%
07 21(21 — 1) 12

[azlz + aylj + aZIZQ]

ou ¢ est la charge de 1’électron, @ une constante ayant les dimensions d’une surface
et proportionnelle au moment quadrupolaire du noyau, et :

(PO (PO (U
e = 83020’%_ 8y20’a2_ 2% ),

(Iindice 0 indique que les dérivées sont prises a l'origine).
a. Montrer que, si U a la symétrie de révolution autour de Oz, Hy prend la
forme :
Ho = A[BI? — I(I +1)]
A étant une constante que I'on précisera. Quels sont les valeurs propres

de Hy, leur degré de dégénérescence, les états propres correspondants ?

b. Montrer que, dans le cas général, Hy s’écrit :
Ho = ABI? —I(I +1)]+ B(I2 +I?)

A et B étant des constantes que I'on exprimera en fonction de a, et a,.

Quelle est la matrice représentant Hy dans la base {|m)} ? Montrer qu’elle
se décompose en deux sous-matrices 2 x 2. Déterminer les valeurs propres
de Hj et leur degré de dégénérescence, ainsi que les états propres corres-
pondants.
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c. En plus de son moment quadrupolaire, le noyau a un moment magnétique
M = 1T (v : rapport gyromagnétique); on superpose au champ électro-
statique un champ magnétique By de direction u quelconque. On pose
wo = —7|Bo.

Quel terme W faut-il ajouter & Hy pour tenir compte du couplage entre
M et By ? Calculer au premier ordre en By les énergies du systeme.

d. On suppose Bg parallele a Oz et assez faible pour que les états propres
trouvés en b et les énergies au premier ordre en wy trouvées en c soient de
bonnes approximations.

Quelles sont les fréquences de Bohr susceptibles d’apparaitre dans 1’évo-
lution de (I;) ? En déduire lallure du spectre de résonance magnétique

nucléaire observable avec un champ de radiofréquence oscillant le long
de Oz.

8. Une particule de masse m est plongée dans un puits de potentiel infini a une
dimension de largeur a :

{V(x)—O pour 0<z<a

V(z) = +o00 partout ailleurs

On suppose que cette particule, de charge —q, est soumise a 'action d’un champ
électrique uniforme &, la perturbation correspondante W s’écrivant :

W =q€& (X - Q)
2

a. Soient 1 et €9 les corrections d’ordre 1 et 2 en £ a I'énergie du niveau
fondamental.

Montrer que €1 est nul. Donner I'expression de 5 sous forme d’une sé-
rie dont on calculera les différents termes en fonction de ¢,&, m,a,h (on
pourra utiliser les intégrales données a la fin de 'exercice).

b. En majorant les termes de la série qui donne €5, donner une limite su-
périeure de €5 (cf. § B-2-¢c du Chapitre XI). Donner de méme une limite
inférieure de €5 obtenue en ne conservant que le terme prépondérant de
la série.

Avec quelle précision les deux limites précédentes permettent-elles d’en-
cadrer la valeur exacte du déplacement AE du niveau fondamental a
l'ordre 2 inclus en £ 7

c. On se propose de calculer a présent le déplacement AFE par la méthode

des variations. On choisit comme fonction d’essai :

a(z) = \/gsin (%) {1 + A€ (:E - g)}

ou A est le parametre de variation. Expliquer ce choix de fonction d’essai.

Calculer 'énergie moyenne (H)(A) de I’état fondamental au second ordre
inclus en &€ [on suppose en effet que & est assez petit pour qu’il soit suffi-
sant de prendre le développement limité de (H)(\) au second ordre inclus
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en &]. Déterminer la valeur optimale de A. En déduire le résultat AFy,,
que donne la méthode des variations pour le déplacement du niveau fon-
damental au second ordre en £.

En comparant AE,,,; aux résultats de b, évaluer la précision de la méthode
des variations appliquée a cet exemple.

On donne les intégrales :

g/a (;E — 2) sin (H) sin 2nmz dx = __16na 71
a Jo 2 a a w2 (1 —4n2)?

n=1223, ..

2 (¢ 2 2

7/ (x—g> sin2<ﬂ>dx:a— L
a /o 2 a 2 \6 w2
2/“ a\ . [/Tx T a
— (m——) sin (—) cos (—) der = ——
a Jo 2 a a 2m

On prendra pour tous les calculs numériques 72 = 9,87.

9. On veut calculer ’énergie de ’état fondamental de 'atome d’hydrogeéne par la
méthode des variations, en prenant pour fonctions d’essai des fonctions ¢, (r) a

symétrie sphérique, dont la dépendance en r est donnée par :
Yal(r) = C(l — Z) pour 7 <«
!
wa(r) =0 pour 7>«

C est une constante de normalisation et « le parametre variationnel.

a. Calculer la valeur moyenne des énergies cinétique et potentielle de 1’élec-

tron dans l’état |pa). On exprimera la valeur moyenne de I'énergie ciné-
tique en fonction de Vi, de maniere a éviter les “fonctions delta” qui
apparaissent dans Ay (Vi est en effet discontinu).

. En déduire la valeur optimale ay de «. Comparer oy au rayon de Bohr

agp.

. Comparer la valeur approchée obtenue pour I’énergie de I’état fondamental

a la valeur exacte —F;.

10. On se propose d’appliquer la méthode des variations pour déterminer les énergies
d’une particule de masse m dans un puits de potentiel infini :

V(z)=0 —a<z<a

V(z) = o0 partout ailleurs
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(famille variationnelle réduite a une seule fonction d’essai).

Calculer la valeur moyenne de I’hamiltonien H dans cet état; en compa-
rant le résultat obtenu avec la vraie valeur, évaluer I'erreur commise.

b. On élargit la famille des fonctions d’essai en prenant un polynéme pair du
quatrieme degré qui s’annule en x = +a :

Yo () = (a2 — x2) (a2 — cwc2) pour —a<z<a

Yo(z) =0 partout ailleurs

(famille variationnelle dépendant du parametre réel «).

() Montrer que la valeur moyenne de H dans I'état v, (x) vaut :

_h? 330 —42a+ 105
T 2ma? 202 — 12a + 42

(H)(a)

(8) En déduire que les valeurs de o qui rendent (H)(«) extrémale sont
données par les racines de 1’équation :

130 =98 +21 =0

(7) Montrer que I'une des racines de cette équation fournit, lorsqu’on la
reporte dans (H)(«), une valeur de Pénergie de 'état fondamental
beaucoup plus précise que celle obtenue en a.

(0) Quelle autre valeur propre approxime-t-on lorsqu’on utilise la deuxiéme
racine de 1’équation obtenue en b-5 7 Pouvait-on le prévoir a priori?
Evaluer la précision de cette détermination.

c. Expliquer pourquoi le polynoéme le plus simple permettant d’approximer
la fonction d’onde du premier niveau excité est z(a? — x?).

Quelle valeur approchée obtient-on ainsi pour ’énergie de ce niveau ?
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A. Introduction

Les forces les plus importantes qui existent au sein des atomes sont les forces
électrostatiques de Coulomb. Nous en avons tenu compte au Chapitre VII en prenant
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pour hamiltonien de I’atome d’hydrogene 1’expression :
P2

Hy = 2 +V(R) (A-1)
Le premier terme représente ’énergie cinétique de 'atome dans le référentiel du
centre de masse (1 est la masse réduite), le deuxiéme terme :

2 2

a1 _ € (A-2)

dmeg R R
Pénergie d’interaction électrostatique entre ’électron et le proton (¢ est la charge
de I’électron). Nous avons calculé en détail au § C du Chapitre VII les états propres
et valeurs propres de Hy.

En fait, 'expression (A-1) n’est qu’approchée : elle ne tient compte d’aucun
effet relativiste ; en particulier, tous les effets magnétiques liés au spin de ’électron
sont ignorés. De plus, on n’a pas introduit le spin du proton et les interactions
magnétiques correspondantes. L’erreur commise est en réalité trés petite, car 'atome
d’hydrogeéne est un systéme faiblement relativiste (rappelons que, dans le modeéle
de Bohr, la vitesse v sur la premiere orbite n = 1 vérifie v/c = €?/hc = 1/137 < 1) ;
de méme, le moment magnétique du proton est tres faible.

Cependant, la précision considérable des expériences de physique atomique
permet de mettre facilement en évidence des effets que 'on ne peut pas expliquer
a partir de 'hamiltonien (A-1). Aussi allons-nous tenir compte des corrections que
nous venons de mentionner : nous écrirons '’hamiltonien complet de 'atome d’hy-
drogene sous la forme

H=Hy+W (A-3)

V(R)

ot Hy est donné par (A-1) et ou W représente ’ensemble des termes négligés jus-
qu’ici. Comme W est tres petit devant Hy, il est possible de calculer ses effets par la
théorie des perturbations exposée au Chapitre XI. C’est ce que nous nous proposons
de faire dans le présent chapitre. Nous allons montrer que W fait apparaitre une
“structure fine” ainsi qu’'une “structure hyperfine” dans les divers niveaux d’énergie
calculés au Chapitre VII; ces structures sont d’ailleurs mesurables expérimentale-
ment avec une trés grande précision (la structure hyperfine de 1’état fondamental
1s de 'atome d’hydrogéne est actuellement connue avec douze chiffres significatifs;
le rapport entre les fréquences de certaines transitions atomiques a récemment été
mesuré avec 18 chiffres significatifs!). Nous aborderons également dans ce chapitre
et ses compléments I’étude de 'influence d’un champ extérieur statique, magnétique
ou électrique, sur les divers niveaux de l'atome d’hydrogeéne (effet Zeeman — effet
Stark).

Le but de ce chapitre est en fait double. Il s’agit, d’une part, d’illustrer sur un
cas concret et réaliste la théorie générale des perturbations stationnaires développée
au chapitre précédent ; ’étude ainsi présentée, qui porte sur 'un des systemes les
plus fondamentaux de la physique (atome d’hydrogéne), permet d’autre part de
dégager un certain nombre de notions de base de physique atomique. C’est ainsi par
exemple que le § B est consacré a une discussion approfondie de diverses corrections
relativistes et magnétiques intervenant au sein d’un atome. A cet égard, ce chapitre
peut étre considéré comme un complément important, non indispensable pour la
lecture des deux derniers chapitres, et constituant surtout une ouverture vers la
physique atomique.
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B. Termes supplémentaires dans I’hamiltonien

Le premier probléme a résoudre consiste évidemment a trouver 1’expression
de W.

B-1. Hamiltonien de structure fine
B-1-a. L’équation de Dirac dans le domaine faiblement relativiste

Nous avons déja mentionné au Chapitre IX que le spin apparait de fagon
naturelle lorsqu’on essaie d’établir pour I’électron une équation satisfaisant a la fois
aux postulats de la relativité restreinte et a ceux de la mécanique quantique. Une
telle équation existe : c’est [’équation de Dirac, qui a permis de rendre compte de
nombreux phénomenes (spin de ’électron, structure fine de ’hydrogene, etc.) et de
prévoir l'existence du positron.

La facon la plus rigoureuse d’obtenir ’expression de I’ensemble des corrections
relativistes [figurant dans le terme W de (A-3)] consiste donc & écrire I’équation
de Dirac pour un électron plongé dans le potentiel V (r) créé par le proton (que
lon considére comme infiniment lourd et immobile a l'origine des coordonnées),
puis a chercher la forme limite que prend cette équation lorsque le systeme est
faiblement relativiste (ce qui est le cas, comme nous lavons déja signalé, pour
Patome d’hydrogéne). On constate alors que la description de 'état de 1’électron
nécessite la donnée d’un spineur & deux composantes (c¢f. Chap. IX, § C-1); les
opérateurs de spin S, Sy, S, introduits au Chapitre IX apparaissent de fagon
naturelle; on obtient enfin pour '’hamiltonien H une expression telle que (A-3),
ou W apparait sous forme d’un développement en puissances de v/c, entierement
calculable.

Il n’est évidemment pas question ici d’étudier I’équation de Dirac, ni d’établir
la forme qu’elle prend dans le domaine faiblement relativiste. Nous nous contente-
rons de donner les premiers termes du développement de W en puissances de v/c
et de les interpréter physiquement :

P2 P 1 1dV(R) h?
H=m.*+_— +V(R)— = L-S AV (R) +...
mec 2me. +V(R) 8m3c2  2m2c? R dR * 8m2c? (B)+
Ho Wono Wso Wb
(B-1)

On reconnait dans (B-1) I'énergie au repos mec® de I’dlectron (premier terme) et
I’hamiltonien non relativiste Hy (deuxiéme et troisieme termes)!; les termes sui-
vants sont appelés termes de structure fine.

1. L’expression (B-1) a été obtenue en supposant le proton infiniment lourd ; ¢’est pourquoi
apparait la masse me de 1’électron et non, comme dans (A-1), la masse réduite p de 'atome. Pour
ce qui est de Hop, on tient compte de l'effet d’entrainement du proton en remplacant me par p. Par
contre, nous négligerons cet effet dans les termes suivants de H qui sont déja des corrections; il
serait d’ailleurs difficile a évaluer car la description relativiste d’un systéme de deux particules en
interaction pose des problémes sérieux [signalons notamment qu’il n’est pas suffisant de remplacer
me par p dans les derniers termes de (B-1)].
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Remarque:

Signalons qu’il est possible de résoudre exactement 1’équation de Dirac pour un
électron plongé dans un potentiel coulombien ; on trouve ainsi les niveaux d’énergie
de 'atome d’hydrogene, sans qu’il soit nécessaire de faire un développement limité
en puissance de v/c des états propres et valeurs propres de H. Le point de vue
“perturbatif” que nous adoptons ici est cependant trés utile pour dégager la forme
et la signification physique des diverses interactions existant au sein d’un atome, ce
qui permet ensuite une généralisation au cas des atomes a plusieurs électrons (pour
lesquels on ne sait pas écrire I’équivalent de I’équation de Dirac).

B-1-b. Interpretation physique des différents termes de I’hamiltonien de structure fine
o. Variation de la masse avec la vitesse (terme Wiy, )

(7) Origine physique
L’origine physique du terme W,,,,, est tres simple. Partons de I’expression rela-
tiviste de I’énergie d’une particule classique de masse au repos m. et d’impulsion p :

E =c¢\/p? + m2c? (B-2)

et effectuons un développement limité de E en puissance de |p|/m.c. On obtient :

2 4
p p
E= 24— -
e 2m,  8mic?

(B-3)

En plus de I'énergie au repos (m.c?) et de I'énergie cinétique non relativiste (p?/2m.),
on retrouve ainsi le terme —p?*/8m2c? qui figure dans (B-1). Ce terme représente
donc la premiere correction a 1’énergie, due a la variation relativiste de la masse
avec la vitesse.

(i4) Ordre de grandeur

Pour évaluer 'importance de cette correction, calculons l'ordre de grandeur
du rapport W,,,,/Hy :

pt
Wmv -~ 8m382 _ p2 — l (E)Q Na2 ~ L ? (B-4)
Hy = p? dm2c2 4 \e¢/ T \137

2Me

puisque nous avons déja mentionné que, pour 'atome d’hydrogene, v/¢ ~ . Comme
Hy ~ 10 eV, on en déduit que Wy, ~ 1073 €V.

B. Couplage spin-orbite (terme Wso)

(¢) Origine physique

L’électron se déplace & la vitesse v = p/m, dans le champ électrostatique
E créé par le proton. La relativité restreinte indique qu’il apparait alors, dans le
référentiel propre de I'électron, un champ magnétique B’ donné (au premier ordre
en v/c) par :

1
B =5 vxE (B-5)
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Comme 1’électron posséde un moment magnétique intrinseque Mg = ¢S/m., il
interagit avec ce champ B’; I’énergie d’interaction correspondante s’écrit :

W' = -Mg - B’ (B-6)

Explicitons davantage W’. Le champ électrostatique E qui figure dans (B-5) est
1dV 2

égal & —— d(T) ! ,ouV(r) = < est ’énergie électrostatique de 1’électron. On
ror r

en déduit que :

g L1Ve e

= B-7
gczr dr me (B-7)

Dans l'opérateur quantique correspondant apparait :
PxR=-L (B-8)

Il vient finalement :
1 1dV(R) e? 1

W' = — L-S= — L-S B-9
m2c? R dR m2c? R3 (B-9)

On retrouve ainsi, au facteur 1/2 prés?, le terme spin-orbite Wso qui figure dans
(B-1). Ce terme représente donc physiquement I'interaction du moment magnétique
de spin de I’électron avec le champ magnétique “vu” par ’électron du fait de son
mouvement dans le champ électrostatique du proton.

(it) Ordre de grandeur

Comme L et S sont de 'ordre de &, on a :

e? h?

Comparons Wso a Hp qui est de 'ordre de €?/R :
e2h?
WSO m202R3 ﬁ2
~ ¢ = B-11
Hy e? m2c? R? ( )
R
R est de l'ordre du rayon de Bohr ag = h2/m662. Par suite :
Wso et 9 1)\
o~ =a‘=|-—— B-12
Hy re “ 137 (B-12)

5. Terme de Darwin Wp
() Origine physique

2. On peut montrer que ce facteur 1/2 est dii au fait que le mouvement de I’électron autour
du proton n’est pas rectiligne et uniforme. Ceci entraine une rotation du spin de I’électron par
rapport au référentiel du laboratoire [précession de Thomas, voir Jackson (7.5) section 11-8, Omnes
(16.13) Chap. 4 § 2, ou Bacry (10.31) Chap. 7 § 5-d].
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Dans I’équation de Dirac, 'interaction entre 1’électron et le champ coulombien
du noyau est “locale”; le champ intervient par sa valeur au point r ou se trouve
Pélectron. Cependant, 'approximation non relativiste (développement en puissances
de v/c) conduit, pour le spineur & deux composantes décrivant 1’état de I’électron,
a une équation ou l'interaction entre I’électron et le champ est devenue non locale :
I’électron est alors sensible a ’ensemble des valeurs prises par le champ dans un
domaine centré au point r et dont I'extension est de l'ordre de la longueur d’onde
de Compton h/m.c de 1’électron. C’est 1a I'origine de la correction représentée par
le terme de Darwin.

Pour le comprendre de fagon plus précise, supposons que 1’énergie potentielle de
Pélectron, au lieu d’étre égale a V (r), soit donnée par une expression de la forme :

/ o flp)V(r+p) (B-13)

ou f(p) est une fonction dont I'intégrale vaut 1, qui ne dépend que de |p|, et ne prend de
valeurs appréciables que dans un volume de lordre de (fi/ mec)?’ centré en p = 0.

Si 'on néglige les variations de V(r) sur une distance de l'ordre de ii/mecc, on peut
dans (B-13) remplacer V(r + p) par V(r) et sortir V(r) de 'intégrale, qui vaut alors 1;
(B-13) se réduit dans ce cas a V(r).

Une meilleure approximation consiste a remplacer, dans (B-13), V(r 4+ p) par son
développement de Taylor au voisinage de p = 0. Le terme d’ordre zéro donne V(r); le
terme d’ordre un s’annule & cause de la symétrie sphérique de f(p); le terme d’ordre
deux fait intervenir les dérivées secondes de 1’énergie potentielle V(r) au point r et des
fonctions quadratiques des composantes de p, pondérées par f(p), et intégrées sur d®p, ce
qui conduit & un résultat de I'ordre de

(h/mec)> AV (r)

On concoit donc aisément que ce terme d’ordre deux soit le terme de Darwin.

(#4) Ordre de grandeur

En remplagant V(R) par —e?/R, on peut écrire le terme de Darwin sous la
forme :

h? 1 me?h?
2
—ef—— Al =) =—= R B-14
N 8m2c? (R) 2m2c? (R) ( )
(on a utilisé I'expression du laplacien de 1/R donnée par la relation (61) de I’Ap-
pendice II).
Lorsqu’on prend la valeur moyenne de (B-14) dans un état atomique, on
trouve une contribution égale a :
me?h? 5
—— (0
e [VO)
o1 ¥(0) est la valeur de la fonction d’onde & l'origine. Le terme de Darwin n’affecte
donc que les électrons s qui sont les seuls pour lesquels 1(0) # 0 (¢f. Chap. VII,
§ C-4-c). L'ordre de grandeur de [4)(0)|” s'obtient en écrivant que intégrale du
carré du module de la fonction d’onde sur un volume de l'ordre de a3 (ag étant le
rayon de Bohr) est égale a 1; il vient ainsi :

1 m3eb
0)°~ & = —¢ B-15
[¥(0)] p 76 ( )
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ce qui donne 'ordre de grandeur du terme de Darwin :

me?h? 9 e8
Wp ~ Dy [(0)]” ~ mGCQW =mectat (B-16)

Comme Hy ~ m.c?a?, on voit cette fois encore que :

”D 2 1 ?
_— = —_— B—17
FZ7 S (137) (B-17)

Ainsi tous les termes de structure fine sont environ 10 fois plus petits que 'hamil-
tonien non relativiste du Chapitre VII.

B-2. Interactions magnétiques liées au spin du proton : hamiltonien hyperfin
B-2-a. Spin et moment magnétique du proton

Jusqu’ici nous avons considéré le proton comme un point matériel de masse
M, de charge g, = —q. En fait le proton est, comme I’électron, une particule de
spin 1/2. Nous désignerons par I 'observable de spin correspondante.

Au spin I du proton est associé un moment magnétique M;. Cependant, le
rapport gyromagnétique est différent de celui de I’électron :

M, = gpun I/h (B-18)
ou [y, est le magnéton de Bohr nucléaire :

Hn = qph
oM,

(B-19)

et le facteur g, vaut pour le proton g, ~ 5,585. Par suite de la présence de M,
(masse du proton) au dénominateur de (B-19), p, est prés de 2000 fois plus petit
que le magnéton de Bohr up (rappelons que up = qh/2m.). Bien que les moments
cinétiques du proton et de I’électron soient les mémes, le magnétisme nucléaire est,
par suite de la différence de masse, beaucoup moins important que le magnétisme
électronique. Les interactions magnétiques auxquelles donne naissance le spin du
proton I sont donc tres faibles.

B-2-b. L’hamiltonien hyperfin magnétique W}, ;

L’électron se déplace donc, non seulement dans le champ électrostatique du
proton, mais également dans le champ magnétique créé par M;. Lorsqu’on intro-
duit le potentiel vecteur correspondant dans I’équation de Schrédinger®, on trouve
qu’il faut ajouter & ’hamiltonien (B-1) une série de termes supplémentaires dont
Pexpression est (¢f. Complément Axyy) :

Ho q 1
Whyr=—— L-M — [3(Mg - M; - —Mg-M
hf 47T{m6R3 1+ 23 [3(Ms -n)(My - n) s - My]

+8§MS ‘M, 5(R)} (B-20)
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M

FIGURE 1 - Disposition relative
4 des moments magnétiques My et
Mg du proton et de l’électron ; n
est le vecteur unitaire de la droite
n qui joint les deux particules.

Mg est le moment magnétique de spin de I’électron, n le vecteur unitaire de la
droite qui joint le proton & I’électron (Fig. 1).

Nous allons voir que W}, introduit des déplacements énergétiques petits de-
vant ceux créés par Wy ; c’est pourquoi Wy, est appelé “hamiltonien de structure
hyperfine”.

B-2-c. Interprétation physique des différents terme de W, s

Le premier terme de Wps représente l'interaction du moment magnétique
nucléaire M7 avec le champ magnétique (uo/47)gL/mer® créé au niveau du proton
par la rotation de la charge électronique.

Le deuxieme terme représente 'interaction dipole-dipdle entre les moments
magnétiques électronique et nucléaire : interaction du moment magnétique de spin
de l’électron avec le champ magnétique créé par My (c¢f. Complément Bxi), ou vice
versa.

Enfin, le dernier terme, appelé encore “terme de contact” de Fermi, provient
de la singularité en r = 0 du champ créé par le moment magnétique du proton.
En réalité, le proton n’est pas ponctuel. On peut montrer (¢f. Complément Axir)
que le champ magnétique régnant a l'intérieur du proton n’a pas la méme forme
que celui créé a l'extérieur par M; (et qui intervient dans l'interaction dipdle-
dipole). Le terme de contact décrit l'interaction du moment magnétique de spin de
Pélectron avec le champ magnétique existant a 'intérieur du proton (la fonction
“delta” exprime bien que ce terme de contact n’existe, comme son nom l’indique,
que lorsque les fonctions d’onde de I’électron et du proton se recouvrent).

B-2-d. Ordre de grandeur

On vérifie aisément que 1'ordre de grandeur des deux premiers termes de Wp, ¢
est :
q2 h2 1o e2h? 1

0 B-21
meMpR3 4n mMpc® R3 ( )

En utilisant (B-10), on voit que ces termes sont environ 2 000 fois plus petits que
WSO.

3. Comme les interactions hyperfines sont des termes correctifs tres faibles, on peut se
contenter de les déduire de I’équation non relativiste de Schrodinger.
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Quant au dernier terme de (B-20), il est également 2 000 fois plus petit que
le terme de Darwin, qui contient lui aussi une fonction §(R).

C. Structure fine du niveau n = 2

C-1. Position du probléme
C-1-a. Dégénérescence du niveau n = 2

Nous avons vu au Chapitre VII que I’énergie de I'atome d’hydrogene ne dé-
pend que du nombre quantique n : les états 2s (n =2,1=0) et 2p (n =2,1=1)
ont donc méme énergie, égale a :

Si l’on ne tient pas compte des spins, la sous-couche 2s est constituée d’un seul état,
et la sous-couche 2p de trois états distincts : ceux-ci different par la valeur propre
mph de la composante L, du moment cinétique orbital L(my, = 1, 0, —1). Par suite
de 'existence des spins de I’électron et du proton, la dégénérescence du niveau n = 2
est plus élevée que celle calculée au Chapitre VII. Les composantes S, et I, des deux
spins peuvent prendre chacune deux valeurs mg = +1/2, m; = +1/2. Une base
orthonormée possible dans la multiplicité n = 2 est donc donnée pas les kets :

1 1
{n:2;le;mLzo;m5:i2;m1::|:2>} (C-1)
(sous-couche 2s de dimension 4) et :

1 1
{n—2;l—l;mL——l,O,—i-l;ms—:I:2;m1—:|:2>} (C-2)

(sous-couche 2p de dimension 12).
La couche n = 2 a donc une dégénérescence totale égale a 16.

D’apres les résultats du Chapitre XI (§ C), il est nécessaire, pour calculer
l'effet d’une perturbation W sur la multiplicité n = 2, de diagonaliser la matrice
16 x 16 représentant la restriction de W a l'intérieur de cette multiplicité. Les valeurs
propres de cette matrice seront les corrections d’ordre un en W a I’énergie, les états
propres correspondants étant les états propres de 'hamiltonien a l'ordre zéro en W.

C-1-b. Hamiltonien de perturbation

Nous supposerons dans tout ce paragraphe qu’aucun champ extérieur n’est
appliqué a l'atome. La différence W entre 'hamiltonien exact H et 'hamiltonien
Hy du Chapitre VII (§ C) comporte des termes de structure fine, indiqués au § B-1
ci-dessus :

Wi =W + Wso + Wp (C-3)
et des termes de structure hyperfine W, ¢ introduits au § B-2. On a donc :
W =Wy + Wiy (C-4)
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Comme Wy est pres de 2 000 fois plus grand que W,y (cf. § B-2-d), il faut évidem-
ment commencer par étudier l'effet de Wy, avant celui de Wp,¢, sur la multiplicité
n = 2. Nous verrons que la dégénérescence n = 16 de cette multiplicité est partiel-
lement levée par Wy. La structure qui apparait ainsi est appelée “structure fine”.

Wiy peut ensuite lever éventuellement la dégénérescence résiduelle des ni-
veaux de structure fine et faire apparaitre une “structure hyperfine” a 'intérieur de
chacun de ces niveaux.

Nous nous limiterons dans ce § C a 'étude de la structure fine du niveau
n = 2. Les calculs se généraliseraient aisément aux autres niveaux.

C-2. Matrice représentant I’hamiltonien de structure fine W; a l'intérieur de la
multiplicité n = 2

C-2-a. Propriétés générales

Les propriétés de Wy permettent, comme nous allons le voir, de montrer que la
matrice 16 X 16 qui le représente dans la multiplicité n = 2 se décompose en une série
de sous-matrices carrées de dimension inférieure. Ceci simplifiera considérablement
la recherche des valeurs propres et vecteurs propres de cette matrice.

Q. Wy n’agit pas sur les variables de spin du proton

On voit sur (B-1) que les termes de structure fine ne dépendent pas de I. 1T
s’ensuit que 'on peut oublier le spin du proton pour I’étude de la structure fine
(quitte a multiplier ensuite par 2 tous les degrés de dégénérescence obtenus). La
dimension de la matrice a diagonaliser passe donc de 16 a 8.

5. W ne connecte pas les sous-couches 2s et 2p

Démontrons tout d’abord que L? commute avec Wy : L? commute en effet
avec les diverses composantes de L, avec R (L? n’agit que sur les variables angu-
laires), avec P? [c¢f. formule (A-16) du Chapitre VII], avec S (L? n’agit pas sur les
variables de spin) ; L? commute donc avec W,,,, (qui est proportionnel & P*4), avec
Wso (qui ne dépend que de R, L, S), et avec Wp (qui ne dépend que de R).

Les états 2s et 2p sont états propres de L2 avec des valeurs propres différentes
(0 et 2A2) ; donc Wy, qui commute avec L2, n’a pas d’élément de matrice entre un
état 2s et un état 2p. La matrice 8 x 8 représentant W, a I'intérieur de la multiplicité
n = 2 se décompose par suite en une matrice 2 x 2 relative a I’état 2s et une matrice
6 x 6 relative a I’état 2p :

2s 2p

92 e 0
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(les pointillés indiquent les positions ot peuvent se trouver des éléments de matrice
non nuls).

Remarque:

La propriété précédente peut également étre considérée comme une consé-
quence du fait que W; est pair : dans une réflexion d’espace, R est changé
en —R (R = |R| restant inchangé), P en —P, L en L, S en S; on vérifie
alors aisément que Wy reste invariant. Wy n’a donc pas d’éléments de matrice
entre les états 2s et 2p qui sont de parités opposées (c¢f. Complément Fip).

C-2-b. Matrice représentant W, dans la sous-couche 2s

La dimension 2 du sous-espace 2s provient des deux valeurs possibles my =
+1/2 de S, (puisqu’on oublie I, pour le moment).

Wine et Wp ne dépendent pas de S. Les matrices qui représentent ces deux
opérateurs dans le sous-espace 2s sont donc des multiples de la matrice unité, avec
des coefficients de proportionnalité respectivement égaux aux éléments de matrice
purement orbitaux :

P4
et :
h2

Comme on connait les fonctions propres de Hy, le calcul de ces éléments de matrice
ne présente aucune difficulté de principe. On trouve (c¢f. Complément Bxy) :

13
(Winv)os = —Egmec%/1 (C-5)
1
(Wp)ys = —ggmec’a’ (C-6)

Enfin, le calcul des éléments de matrice de Wgo fait intervenir des éléments
de matrice “angulaire” de la forme ({ =0, my, =0 | Ly, . | I = 0,mz = 0), qui sont
nuls a cause de la valeur [ = 0 du nombre quantique /. Donc :

(Ws0)a, =0 (C-7)

Au total, sous leffet des termes de structure fine, la sous-couche 2s est dépla-
cée en bloc d'une quantité égale & —5m.c?a*/128 par rapport a la position calculée
au Chapitre VII.

C-2-c. Matrice représentant W, dans la sous-couche 2p
Q. Termes Wi, et Wp

Les termes W,,, et Wp commutent avec les diverses composantes de L :
en effet, L n’agit que sur les variables angulaires et commute avec R et P? (qui ne
dépend de ces variables que par I'intermédiaire de L? ; ¢f. Chapitre VII) ; L commute
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donc avec W, et Wp. Par suite, W,,,,, et Wp sont des opérateurs scalaires vis-a-vis
des variables orbitales (¢f. Complément By, § 5-b). Comme W,,,, et Wp n’agissent
pas sur les variables de spin, il s’ensuit que les matrices représentant W, et Wp
a lintérieur du sous-espace 2p sont des multiples de la matrice unité. Le calcul du
coefficient de proportionnalité est donné dans le Complément Bxir et conduit & :

7
(Winw) g, = —@mec%fl (C-8)

<WD>2p =0 (C-9)

Le résultat (C-9) provient de ce que Wp est proportionnel a 6(R) et ne peut donc
avoir de valeur moyenne non nulle que dans un état s (pour [ > 1, la fonction d’onde
est nulle a 'origine).

s. Terme Wso

Il nous faut calculer les différents éléments de matrice :

(n=2i1=1ss= g imysmy | ML [n=2:1=15 5= 55 mys ms)
(C-10)
avec :
e 1
g(R):Wﬁ (C-11)

Si lon passe en représentation {|r)}, on peut séparer la partie radiale de
Pélément de matrice (C-10) de ses parties angulaire et de spin, et obtenir ainsi le
résultat :

1 1
m(l=1;s==:my;ms|L-S|l=1; s==; mp; mg C-12
P 2 L S 2

ol &;, est un nombre, égal & 'intégrale radiale :

62 <1 2 9
€2y = W/o R (1) 2 dr (C-13)
Comme on connait la fonction radiale Roq(r) de I'état 2p, on peut calculer &;,. On
trouve (¢f. Complémen Bxi) :

&op = ﬁmec%ﬁ (C-14)

Les variables radiales ont donc disparu et, d’apreés (C-12), nous sommes rame-
nés a la diagonalisation de I'opérateur &z, L - S qui n’agit plus que sur les variables
angulaires et de spin.

Pour représenter 'opérateur &»,, L-S par une matrice, on peut choisir plusieurs
bases différentes :

— tout d’abord, la base :

{’l—l;s—é;mL;ms>} (C-15)
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que nous avons utilisée jusqu’a présent et qui est construite a partir d’états propres
communs & L2, S2, L., S, ;
— ou encore, en introduisant le moment cinétique total :

J=L+S (C-16)

la base :

{l=tm L)) e

construite & partir d’états propres communs & L2, S2, J2, J,. D’apres les résultats du
Chapitre X, comme ! = 1 et s = 1/2, J peut prendre deux valeurs: J = 14+1/2 = 3/2
et J =1—1/2 =1/2. On sait d’autre part passer d’une base & l'autre grace aux
coefficients de Clebsch-Gordan [formules (36) du Complément Ax].

Nous allons montrer maintenant que la deuxiéme base (C-17) est mieux adap-
tée que la premiere au probleme qui nous intéresse ici : &2, LS est en effet diagonal
dans la base (C-17). Pour le voir, élevons au carré les deux membres de (C-16); il
vient (L et S commutent) :

J2=(L+8)*=L*+S*+2L-S (C-18)
ce qui donne :

g%L-széﬁpuz—L?—y) (C-19)

Chacun des vecteurs de la base (C-17) est état propre de L?, S2, J2; on a donc :

1 1 3 1
§2pL-S’l— ;8= §;J;m,]> = 5521,712 {J(J+l)—2— Z] ‘l—l;s— 5;J;m,;>

(C-20)

On voit sur (C-20) que les valeurs propres de &2, L - S ne dépendent que de
J et non de m ; elles valent :

pour J =1/2 et :
pour J = 3/2.

La dégénérescence d’ordre 6 du niveau 2p est donc partiellement levée par
Wso : on obtient un niveau correspondant & J = 3/2 dégénéré 4 fois, et un niveau
correspondant & J = 1/2 dégénéré 2 fois. La dégénérescence d’ordre 2.J+41 de chaque
niveau J est une dégénérescence essentielle liée a I'invariance de Wy par rotation.
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Remarques:

(¢) Dans le sous-espace 2s (I = 0, s = 1/2), J ne peut prendre qu'une seule
valeur, J=0+1/2=1/2.

(i4) Dans le sous-espace 2p, W,,, et Wp sont représentés par des multiples
de la matrice unité. Cette propriété demeure valable dans n’importe quelle
base puisque la matrice unité est invariante dans un changement de base. Le
choix de la base (C-17), imposé par le terme Wgo, est donc également adapté
aux termes W,,, et Wp.

C-3. Résultats : structure fine du niveau n = 2
C-3-a. Notation spectroscopique

En plus des nombres quantiques n, I (et s), ’étude précédente a fait apparaitre
le nombre quantique J : la correction en énergie due au terme de couplage spin-
orbite dépend de J.

Pour le niveau 2s, J = 1/2; pour le niveau 2p, J = 1/2 ou J = 3/2. On
convient généralement de désigner le niveau associé a un jeu de valeurs, n, [, J en
ajoutant un indice J au symbole qui représente la sous-couche (n,l) en notation
spectroscopique (¢f. Chap. VII, § C-4-b) :

nly (C-23)

ou [ est la lettre s pour [ = 0, p pour [ = 1, d pour | = 2, f pour | = 3... Ainsi,
le niveau n = 2 de l'atome d’hydrogene donne naissance aux niveaux 2sy /o, 2py /2,

2p3 /2.

C-3-b. Position des niveaux 2s1 /2, 2p; /2, 2p3/2

En regroupant les résultats du § 2 précédent, on peut maintenant calculer la
position des niveaux 2sy 3, 2py /2, 2p3/2 par rapport a I'énergie “non perturbée” du
niveau n = 2 calculée au Chapitre VII et égale & —uc?a?/8.

D’apres les résultats du § 2.b, le niveau 2s; s, est abaissé d’une quantité égale
a:

5 2 4
198 eC @ (C-24)

D’apres les résultats du § 2.c, le niveau 2p; /5 est abaissé d'une quantité égale a :

7 1 2 4 5 2 4
55 s o e = —TagMe -2
( 39 48) MeC 19g"eC @ (C-25)

On voit ainsi que les niveaux 2s /5 et 2p; /2 ont méme énergie. Dans le cadre de la
théorie présentée ici, cette dégénérescence doit étre considérée comme accidentelle,
par opposition a la dégénérescence essentielle 2.J + 1 de chaque niveau J.

Enfin, le niveau 2p3/, est abaissé d’une quantité :

v 1 2 4 1 2 4
—_ _— e = —_— e _2
( 384+96>mca TogMeC @ (C-26)

L’ensemble des résultats précédents est porté sur la Figure 2.
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—mmec [

Y JV
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FIGURE 2 - Structure fine du niveau n = 2 de Uatome d’hydrogéne. Sous leffet
de Uhamiltonien de structure fine Wy, le niveau n = 2 se scinde en trois niveaux
de structure fine, notés 2sy/2, 2p1/2, 2p3s2- On a indiqué la valeur algébrique des
déplacements, calculés a Uordre un en Wy : le déplacement est le méme pour les
niveauz 28y /o et 2py /o (résultat qui demeure d’ailleurs valable a tous les ordres en
W ). Lorsqu’on tient compte du caractére quantique du champ électromagnétique, on
trouve que la dégénérescence entre les niveauz 2y /5 et 2py o est levée (déplacement
de Lamb ; voir Figure J et remarque (%i) page 1255).

Remarques:

(i) C’est uniquement le couplage spin-orbite qui est responsable de la sépa-
ration entre les niveaux 2py /5 et 2pz/o puisque W, et Wp déplacent en bloc
le niveau 2p.

(ii) L’atome d’hydrogene peut passer de 'état 2p a I’état 1s en émettant un
photon Lyman « (A = 1216 A) L’étude présentée dans ce chapitre montre
que, par suite du couplage spin-orbite, la raie Lyman « comporte en fait deux
raies voisines?, 2p1j2 — 18172 et 2p3/5 — 1819, séparées par un intervalle
énergétique égal a

1
—mectat = —mectat

128 32
Lorsqu’on les regarde avec une résolution suffisante, les raies du spectre de
I’hydrogene présentent donc une “structure fine”.

(7i7) On constate sur la Figure 2 que les deux niveaux de méme J ont méme
énergie. Ce résultat n’est pas seulement vrai au premier ordre en Wy : il

4. Dans ’état fondamental on a Il = 0 et s = 1/2, de sorte que J ne peut prendre qu'une
valeur J = 1/2; Wy ne léve donc pas la dégénérescence de 'état 1s et il n’y a qu’un niveau de
structure fine, le niveau 1s; /5. Il s’agit la d’un cas particulier, puisque I’état fondamental est le
seul pour lequel [ est nécessairement nul; c’est pourquoi nous avons choisi ici d’étudier le niveau
excité n = 2.
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demeure valable a tous les ordres. En effet, la résolution exacte de 1’équa-
tion de Dirac donne pour ’énergie d’'un niveau caractérisé par les nombres
quantiques n,l, s, J, la valeur :

—1/2

1+a2<n_J_;+¢m)_] (c2n)

On constate bien que I'énergie ne dépend que de n et J, et non de [.
Si lon fait un développement limité de la formule (C-27) en puissances
de «, on obtient :

E, ;= mec2

2

1 1 MeC n 3
By =me® — —mec?a®— — e (D2t C-28
ST g T o \Txijy ) T (C-28)

Le premier terme est 1’énergie au repos de I’électron ; le deuxieme découle de
la théorie du Chapitre VII; le troisieme donne la correction au premier ordre
en Wy calculée dans le présent chapitre.
(iv) Méme en labsence de tout champ extérieur et de tout photon incident,
on doit considérer qu’il existe dans l’espace un champ électromagnétique
fluctuant (¢f. Complément Ky, § 3-d-9). Ce phénomene est lié au caractere
quantique du champ électromagnétique dont nous n’avons pas tenu compte
ici. Le couplage de I'atome avec ces fluctuations du champ électromagnétique
a pour effet de lever la dégénérescence entre les niveaux 2s;,5 et 2p;y/o : le
niveau 2sy,5 est ¢levé par rapport au niveau 2p;,, d’une quantité que I'on
appelle le “déplacement de Lamb” et qui est de 'ordre de 1060 MHz (Fig. 4,
page 1261).

L’étude théorique et expérimentale de ce phénomene, qui a été décou-
vert en 1949, a fait 'objet de tres nombreux travaux; elle est a l'origine du
développement de 1’électrodynamique quantique moderne.

D.  Structure hyperfine du niveau n =1

Il semblerait logique d’étudier maintenant 'effet de Wj,; & lintérieur des
niveaux de structure fine 25, /5, 2p1 /2 et 2p3 /2, afin de voir si les interactions li¢es au
spin I du proton font apparaitre une structure hyperfine dans chacun de ces niveaux.
Cependant, comme Wy ne léve pas la dégénérescence du niveau fondamental 1s, il
est plus simple d’étudier 'effet de Wj¢ sur le niveau fondamental. Les résultats
obtenus dans ce cas particulier se généralisent aisément aux niveaux 2s; 9, 2p1 /2 et
2p3 /2.

D-1. Position du probléeme
D-1-a. Dégénérescence du niveau 1s

Pour le niveau 1s, il n’y a pas de dégénérescence orbitale (I = 0). Par contre,
les composantes S, et I, de S et I peuvent toujours prendre deux valeurs : mg =
+1/2 et my = £1/2. La dégénérescence du niveau 1s est donc égale a 4, et une base
possible dans cette multiplicité est formée par les vecteurs :

{
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D. STRUCTURE HYPERFINE DU NIVEAU N =1

D-1-b. Le niveau 1s n’a pas de structure fine

Montrons que le terme Wy ne leve pas la dégénérescence du niveau 1s.

Les termes W,,, et Wp n’agissent pas sur mg et my et sont représentés, dans
le sous-espace 1s, par des multiples de la matrice unité. On trouve (c¢f. Complé-
ment BXII) :

5
(Wonu)y, = —gmec’al (D-2)
1
(Wp)y, = smeca® (D-3)

Enfin, le calcul des éléments de matrice du terme Wgo fait intervenir des éléments de
matrice “angulaires” (I =0,mz =0 Ly, |l =0,mr =0) qui sont évidemment
nuls (I =0); donc :

(Wso),,=0 (D-4)

En conclusion, Wy ne fait que déplacer en bloc le niveau 1s d’'une quantité
égale a :

5 1 1
(—g + 5) mectat = —gmec2a4 (D-5)

sans y faire apparaitre de structure fine. Ce résultat est d’ailleurs prévisible : comme
Il =0et s=1/2, J ne peut prendre qu'une seule valeur, J = 1/2, et le niveau 1s
ne donne donc naissance qu’a un seul niveau de structure fine 2s; /5.
L’hamiltonien W; ne faisant apparaitre aucune structure dans le niveau 1s,
nous pouvons passer maintenant a 1’étude de l'effet du terme Wpyy. Pour cela, il
nous faut d’abord calculer la matrice représentant Wj¢ dans la multiplicité 1s.

D-2. Matrice représentant 1V, dans la multiplicité 1s
D-2-a. Termes autres que le terme de contact

Les deux premiers termes de Wp,¢ [formule (B-20)] donnent une contribution
nulle.

Le calcul de la contribution du premier terme —4° CqR3L - M; conduit en
effet & des éléments de matrice “angulaires” ({ = 0;m;, =0| L |1 =0,mz = 0) qui
sont évidemment nuls (I = 0).

De méme, on peut montrer (¢f. Complément Bxi, § 3) que les éléments de
matrice du deuxiéme terme (interaction dipdle-dipole) sont nuls par suite de la

symétrie sphérique de I’état 1s.

D-2-b. Terme de contact

Les éléments de matrice du dernier terme de (B-20), c’est-a-dire du terme de
contact, sont de la forme :

2
<n:1;l:0;mL:0;mg~;m’I —%

Mg-M; §(R) |n = 1;1 = 0;my, = 0;ms;m1>
(D-6)
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Si I'on passe en représentation {|r)}, on peut séparer les parties orbitales et
de spin de cet élément de matrice, et le mettre ainsi sous la forme :

A(migimy [ 1-8 | mg;mr) (D-7)

ou A est un nombre donné par :

2

q Jp
= = 1‘l = M = 5 = 1‘l = N =
36082 meMp <TL ) O7mL 0 | (R) | n ) OamL 0>
2
q gp 1 2
= — |R10(0
3eoc? me My, AT |10 (0)]
4 me 9 4 Me S
= — P e 1 — — D_
3gpMpmcoz ( —i—Mp) 2 (D-8)

On a utilisé les expressions reliant Mg et M; a4 S et I [¢f. B-18], de méme que
I'expression de la fonction radiale Rio(r), donnée dans le § C-4-c du Chapitre VII®.

Les variables orbitales ont donc completement disparu, et nous sommes ra-
menés a un probléme de deux spins 1/2, I et S, couplés par une interaction de la
forme :

AI-S (D-9)
ou A est une constante.

D-2-c. Etats propres et valeurs propres du terme de contact

Pour représenter 'opérateur AT - S, nous n’avons considéré jusqu’a présent
que la base :

{

formée par les vecteurs propres communs a S2, I2, S,, I,. On peut également, en
introduisant le moment cinétique total® :

1 1
3:5;12 §;ms;m1>} (D-lO)

F=S+1 (D-11)

utiliser la base :

{

formée par les états propres communs a S%, 12, F2, F,. Comme s = [ = 1/2, F ne
peut prendre que les deux valeurs F' = 0 et F' = 1. On peut d’autre part passer
aisément d’une base a ’autre au moyen des formules (B-22) et (B-23) du Chapitre X.

1 1
— .= >:F:m D-12
s 2’ 97 F>} ( )

5. Le facteur (1 4 me/Mp)~3 dans (D-8) provient du fait que c’est la masse réduite p qui
intervient dans Ri0(0); il se trouve que, pour le terme de contact, il est correct de tenir compte
de l'effet d’entrainement du noyau de cette maniere.

6. Le moment cinétique total est en fait F = L 4+ S + I, c’est-a-dire F = J + I. Cependant,
pour I’état fondamental, le moment orbital est nul, de sorte que F se réduit a (D-11).
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La base {|F,mp)} est mieux adaptée que la base {|mg,mr)} & 1’étude de
lopérateur AI- S, car cet opérateur est représenté dans la base {|F, mp)} par une
matrice diagonale (nous omettons, pour simplifier, d’écrire s = 1/2 et I =1/2). En
effet, il vient, & partir de (D-11) :

AL-S = ? (F?-1* - 8?) (D-13)

11 s’ensuit que les états |F,mp) sont états propres de AI-S :

A

AL-S|F,mp) = =

[F(F+1)—I(I+1)—S8(S+1)]|F,mp) (D-14)

On voit sur (D-14) que les valeurs propres ne dépendent que de F' et non de mp.
Elles valent :

An? | 3 3] Ar?
— 2= ——|=— D-1
2 4 4] 4 (D-15)
pour FF =1, et :
AR? | 3 3] 3AR?
—0=-==—| == D-1
2 0 4 4] 4 (D-16)
pour F' = 0.

La dégénérescence d’ordre 4 du niveau 1s est donc partiellement levée par
Wi, : on obtient un niveau F' = 1 dégénéré trois fois, et un niveau F' = 0, non dégé-
néré. La dégénérescence 2F + 1 du niveau F' = 1 est essentielle et liée a I'invariance
de Wp,y par rotation du systéme total.

D-3. Structure hyperfine du niveau 1s
D-3-a. Position des niveaux

Sous l'effet de Wy, ’énergie du niveau 1s est abaissée d"une quantité m.c*a’/8
par rapport a la valeur —puc?a?/2 calculée au Chapitre VII; Wy scinde ensuite le
niveau 1s1/5 en deux niveaux hyperfins séparés par une énergie Ah? (Fig. 3). ARh?
est souvent appelée “structure hyperfine de 1’état fondamental”.

Remarque:

On trouverait de méme que W}y décompose chacun des niveaux de structure
fine 2519, 2p1/2 et 2p3/2 en une série de niveaux hyperfins, correspondant
a toutes les valeurs de F' séparées d’'une unité et comprises entre J + I et
|/ —I|. Pour les niveaux 2s; 5 et 2p; /3 ona J = 1/2; donc, I prend les deux
valeurs F' = 1 et ' = 0. Pour le niveau 2p3/5, J = 3/2, et on a par suite
F=2et F=1 (¢ Fig. 4).

D-3-b. Importance de la structure hyperfine du niveau 1s

La structure hyperfine du niveau fondamental de ’atome d’hydrogene est
la grandeur physique qui est actuellement connue expérimentalement avec le plus
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ls
1
_ 1 2.4
3 m,c o
F=1
/ x
/ 2
________ \/ __I+ i
ls,,, \
\ Ah? 3
\ 2
\ ——oh
\ 4
\ Y w‘
F=0

FIGURE 8 — Structure hyperfine du niveau n = 1 de l'atome d’hydrogéne. Sous
Ueffet de Wy, le niveau n = 1 subit un déplacement global égal a —mec?a*/8; J
ne peut-prendre qu’une seule valeur, J = 1/2. Lorsqu’on tient compte du couplage
hyperfin Wiy, le niveau 1sy /o se scinde en deux niveauzr hyperfins ' =1 et F = 0.
La transition hyperfine F = 1 <> F = 0 (raie de longueur d’onde 21 cm étudiée
en radioastronomie) a une fréquence connue expérimentalement avec douze chiffres
significatifs (grace a la réalisation du maser & hydrogéene).

grand nombre de chiffres significatifs. Elle vaut 7 :

h
;‘— =1420405751,767+ 0,001 Hz (D-17)
s

Une telle précision expérimentale a été rendue possible grace a la réalisation,
en 1963, du “maser a hydrogene”. Le principe d’un tel appareil est tres schémati-
quement le suivant : des atomes d’hydrogene, préalablement triés (au moyen d’une
sélection magnétique de type Stern et Gerlach) de fagon qu’ils se trouvent dans le
niveau hyperfin supérieur F' = 1, sont stockés dans une enceinte de verre (schéma

7. Les calculs présentés dans ce chapitre sont évidemment tout a fait insuffisants pour rendre
compte de tous ces chiffres significatifs! Les théories les plus avancées ne permettent d’ailleurs a
I’heure actuelle d’expliquer que les cing ou six premiers chiffres de (D-17).
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_________ F=2
1 2p3p A F =1
AFE

) F=1

251/2 \\\ F
y - O
v v ) F=1
2p1/2 A F = O

FIGURE 4 — Structure hyperfine du niveau n = 2 de l'atome d’hydrogéne. L’écart .
entre les deur niveauzr 2515 et 2py /o est le déplacement de Lamb, environ dix fois
plus petit que Uintervalle de structure fine AE qui sépare les deuz niveaux 2py /o
et 2p3jp (& =~ 10578 MHz; AE ~ 10969,1 MHz). Lorsqu’on tient compte du
couplage hyperfin Wiy, chaque niveau se scinde en deux sous-niveauz hyperfins (la
valeur correspondante du mombre quantique F' est indiquée sur la partie droite de
la figure). Les écarts hyperfins valent 23,7 MHz pour le niveau 2p3/o, 177,56 MHz
pour le niveau 2515, 59,19 MHz pour le niveau 2p; /o (pour plus de clarté, la figure
ne respecte pas l’échelle).

voisin de celui représenté sur la Figure 6 du Complément Fry. On obtient ainsi un
milieu amplificateur pour la fréquence hyperfine [E(F = 1) — E(F = 0)]/h. Si I'en-
ceinte est placée dans une cavité accordée a la fréquence hyperfine et si les pertes
de la cavité sont suffisamment faibles pour que le gain du milieu soit supérieur
aux pertes, le systeme devient instable et peut osciller : on obtient un “oscilla-
teur atomique” (maser). La fréquence de loscillateur est trés stable et d’une tres
grande pureté spectrale ; sa mesure donne directement la valeur de ’écart hyperfin,
exprimée en Hz.

Notons enfin que les atomes d’hydrogéne qui se trouvent dans l’espace in-
terstellaire sont détectés en radioastronomie grace a la radiation qu’ils émettent
spontanément en passant du niveau hyperfin /' = 1 au niveau hyperfin F' = 0 de
Pétat fondamental (cette transition correspond & une longueur d’onde de 21 cm).
La plupart des renseignements que nous possédons sur les nuages d’hydrogene in-
terstellaire proviennent de I’étude de cette raie a 21 cm.
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E. Effet Zeeman de structure hyperfine du niveau fondamental 1s
E-1. Position du probléeme
E-1-a. Hamiltonien Zeeman W,

Nous supposons maintenant que ’atome est plongé dans un champ magné-
tique statique uniforme Bg parallele & Oz. Ce champ interagit avec les divers mo-

ments magnétiques présents dans ’'atome : moments magnétiques orbital et de

¢y, et Mg = 4 S ; moment magnétique du noyau,

€ me

M; = —;ﬁp I [¢f. expression (B-18)].

L’hamiltonien Zeeman Wy qui décrit 1’énergie d’interaction de 'atome avec
le champ By s’écrit donc :

spin de I’électron, My =

Wz =—-Bo- (Mg + Mg+ M;j)
=wo (Ly +2S,) +wnl, (E-1)

ol wy (pulsation de Larmor dans le champ By) et w,, sont définis par :

wo = — 23% By (E-2)
Wy, = 2;;41)%30 (E-3)

Comme M), > m,, on a bien str :
|wol > [wn| (E-4)

Remarque:

En toute rigueur, Wy contient un autre terme, quadratique en By (terme
diamagnétique). Ce terme n’agit pas sur les variables de spin électronique et
nucléaire et ne fait que déplacer en bloc le niveau 1s, sans modifier son dia-
gramme Zeeman que nous étudions plus loin. De plus, il est trés petit devant
(E-1). Rappelons qu’'une étude détaillée de l'effet du terme diamagnétique
est présentée dans le Complément Dvy.

E-1-b. Perturbation “vue” par le niveau 1s

Dans ce § E, nous nous proposons d’étudier l'effet de W, sur le niveau fon-
damental 1s de I'atome d’hydrogéne (le cas du niveau n = 2 est légeérement plus
compliqué car, en champ magnétique nul, ce niveau possede a la fois une structure
fine et hyperfine, alors que le niveau n = 1 n’a qu’une structure hyperfine; le prin-
cipe du calcul est néanmoins le méme). Méme avec les champs magnétiques les plus
intenses réalisables au laboratoire, Wy est tres petit devant I'écart qui sépare le
niveau ls des autres niveaux et I'on peut par suite traiter son effet par la théorie
des perturbations.

L’effet d’'un champ magnétique sur un niveau d’énergie atomique s’appelle
“effet Zeeman”. Lorsqu’on porte en abscisses le champ By, en ordonnées les éner-
gies des divers sous-niveaux auxquels il donne naissance, on obtient un diagramme
Zeeman.
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Si By est suffisamment fort, ’hamiltonien Zeeman Wy peut étre du méme
ordre de grandeur ou méme plus grand que ’hamiltonien hyperfin Wy, 8 ; au contraire,
si By est tres faible, Wz < Wj,s. Il n’est donc pas en général possible d’établir une
hiérarchie entre Wz et Wy et il faut, pour obtenir les énergies des divers sous-
niveaux, diagonaliser ’ensemble Wz + W}, a I'intérieur de la multiplicité n = 1.

Nous avons montré au § D-2 que la restriction de Wy a lintérieur de la
multiplicité n = 1 pouvait se mettre sous la forme AT - S. En utilisant ’expression
(E-1) de W, on voit qu’il faut en plus calculer des éléments de matrice de la forme :

(n=11=0ymy = 0;mg;my|wo(L:+28:)Fwnl:|n = 1,1 = 0ymy = 0;ms;my)
(E-5)

La contribution de wgL, est nulle car [ et my sont nuls. Comme 2wyS, + w1,
n’agit que sur les variables de spin, on peut, pour ce dernier terme, séparer la partie
orbitale de I’élément de matrice :

n=11=0mr=0|n=11l=0mr=0)=1 (E-6)

de la partie de spin.
En conclusion, il faut donc, oubliant les nombres quantiques n,l, mr, diago-
naliser 'opérateur :

AT~ S+ 2wpS, + wpl, (E-7)

qui n’agit plus que sur les degrés de liberté de spin. On peut pour cela utiliser soit
la base {|mg,ms)}, soit la base {|F,mp)}.

D’apres (E-4), le dernier terme de (E-7) est trés petit devant le second. Pour
simplifier la discussion, nous négligerons dans la suite le terme w, [ (il serait cepen-
dant possible d’en tenir compte?). La perturbation “vue” par le niveau 1s s’écrit
donc finalement :

AL-S + 2w, (E-8)

E-1-c. Distinction des différents domaines de champ

En faisant varier By, on peut modifier de fagon continue I'importance du
terme Zeeman 2wgS,. Nous distinguerons trois domaines de champ, selon les ordres
de grandeur respectifs du terme hyperfin et du terme Zeeman :

(i) hwo < AR? : champs faibles
(ii) hwo > ARh? : champs forts
(iii) hwo ~ ARh? : champs intermédiaires
Nous verrons plus loin qu’il est possible de diagonaliser de fagon exacte 1'opéra-
teur (E-8). Cependant, afin d’illustrer la théorie des perturbations sur un exemple

particulierement simple, nous allons utiliser dans les cas (i) et (i7) une méthode 1é-
gerement différente : nous traiterons, dans le cas (), 2wpS, comme une perturbation

8. Rappelons que W; déplace en bloc le niveau 1s; il déplace donc également en bloc le
diagramme Zeeman.

9. C’est ce que nous faisons dans le Complément Cxiy, ou nous étudions des systémes
hydrogénoides (muonium, positronium) pour lesquels il n’est pas possible de négliger le moment
magnétique de 'une des deux particules.
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vis-a-vis de AI- S, et au contraire, dans le cas (i), AI-S comme une perturbation
vis-a-vis de 2wpS,. La diagonalisation exacte de ’ensemble des deux opérateurs,
indispensable dans le cas (ii7), nous permettra d’ailleurs de controler les résultats
précédents.

E-2. Effet Zeeman en champ faible

Les états propres et valeurs propres de AI - S ont déja été déterminés au
§ D-2. On obtient donc deux multiplicités ; la multiplicité

{|F = 15 mp = _1707+1>}7

dégénérée trois fois, d’énergie Ah?/4, et la multiplicité {|F = 0;mz = 0)}, non dé-
générée, d’énergie —3.4h%/4. Comme nous traitons 2wpS, comme une perturbation
vis-a-vis de AT - S, il faut maintenant diagonaliser séparément les deux matrices
représentant 2wgS, dans les deux multiplicités F' = 1 et F' = 0 correspondant aux
deux valeurs propres distinctes de AT - S.

E-2-a. Matrice représentant S, dans la base {|F,mp)}

Comme nous en aurons besoin ultérieurement, commencons par écrire la ma-
trice représentant S, dans la base {|F,mpg)} (pour le probléme qui nous occupe ici,
il suffirait d’écrire les deux sous-matrices correspondant aux sous-espaces F' = 1 et
F =0).

En utilisant les formules (B-22) et (B-23) du Chapitre X, on obtient aisément :

h
S:|F=1mp=1) :§|F:1§mF:1>

h
SZ|F:1;mF=O> = §|F:0;mF:O>

h
SZ|F:1;mF:—1): —§|F:1;mF:_1>

h
SZ|F:0;mF 0>:§|F:1;mF:0>

ce qui donne, pour la matrice représentant S, dans la base {|F,mpg)}, Uexpression
suivante (les vecteurs de base sont rangés dans lordre |1, 1), |1,0), |1,—1), |0,0)) :

1 0 010

h 0 0 01

0 1 010
Remarque:

Il est instructif de comparer la matrice précédente avec celle qui représente I, dans
la méme base :

1 0 00
0O 0 010

F)=tl o o 110 (B-11)
0O 0 010
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On constate tout d’abord que les deux matrices ne sont pas proportionnelles : la
matrice (F.) est diagonale alors que la matrice (S.) ne lest pas.

Si P'on se limite cependant aux restrictions des deux matrices dans le sous-espace
F = 1 [délimitées par un trait renforcé sur les expressions (E-10) et (E-11)], on
constate qu’elles sont proportionnelles; en désignant par P le projecteur sur le
sous-espace F' =1 (¢f. Complément Bir), on a :

PLS. P — %PlFZPl (E-12)

On vérifierait aisément que la méme relation existe entre S, et F, d’une part, Sy
et Fy, d’autre part.

On retrouve ainsi dans un cas particulier le théoréeme de Wigner-Eckart
(Complément Dx) d’apres lequel, dans une multiplicité donnée du moment ciné-
tique total, toutes les matrices représentant des opérateurs vectoriels sont propor-
tionnelles. On voit clairement sur cet exemple que cette proportionnalité n’existe
que pour les restrictions des opérateurs a l'intérieur d’une multiplicité donnée du
moment cinétique total, non pour les opérateurs eux-mémes.

De plus, le coefficient de proportionnalité 1/2 qui figure dans (E-12) peut étre
obtenu immédiatement a partir du théoréme de projection. D’apres la formule (30)
du Complément Ex, ce coefficient est en effet égal a :

(S F)p=1 FF+1)+s(s+1)—II+1)

(F2Ypor 2F(F + 1) (E-13)

Comme s = I =1/2, (E-13) est bien égal a 1/2.

E-2-b. Etats propres et valeurs propres en champ faible

D’apres les résultats du § a précédent, la matrice représentant 2wyS, dans la
multiplicité F' = 1 s’écrit :

hwo 0 0
0 0 0 (B-14)
0 0 —hwp

Dans la multiplicité F' = 0, cette matrice se réduit a un nombre égal a 0.

Ces deux matrices étant diagonales, on en déduit immeédiatement les états
propres (& lordre zéro en wy) et les valeurs propres (a 'ordre un en wp) en champ
faible :

Etats propres Valeurs propres
|[F=1,mp=1) ATW—FMO
[F=1;mrp=0) & AThz—i-O (E-15)
|[F'=1mp=-1)& AThQ—ﬁwo
|[F=0;mp=0) & —3ATh2+0

Sur la Figure 5, on porte en abscisses fiwg, en ordonnées les énergies des
quatre sous-niveaux Zeeman (diagramme Zeeman). En champ nul, on a les deux
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niveaux hyperfins F' =1 et F' = 0. Lorsqu’on applique le champ By, le sous-niveau
|F =0, mp = 0), qui n’est pas dégénéré, part avec une pente nulle; la dégénéres-
cence d’ordre trois du niveau F' = 1 est completement levée : on obtient trois sous-
niveaux équidistants qui varient linéairement en fonction de fwy avec des pentes
respectivement égales a +1, 0, —1.

E A
mg
+1
pF=1 0 FIGURE & — Diagramme Zeeman en
champ faible du niveau fondamental 1s de
-1 l'atome d’hydrogéne. Le niveau hyperfin

F =1 se scinde en trois niveaux équidis-
tants correspondant chacun a une valeur
bien définie du nombre quantiqgue mp. Le
niveau F' = 0 ne subit aucun déplacement
au premier ordre en wy.

Ah?

YVF=0f— 0

0 haw,

>

Le traitement précédent est valable tant que I’écart hwgy entre deux sous-
niveaux Zeeman consécutifs de la multiplicité F' = 1 reste petit devant ’écart entre
les niveaux F' =1 et F' =0 en champ nul (structure hyperfine).

Remarque:

Le théoreme de Wigner-Eckart mentionné plus haut permet de montrer que, dans
une multiplicité donnée F' du moment cinétique total, ’hamiltonien Zeeman wo (L. +
25.) est représenté par une matrice proportionnelle & F.. On peut ainsi écrire, en
désignant par Pr le projecteur sur la multiplicité F :

Pr [wo(Lz + 252)] Pr = ng()PFFZPF (E—16)
gr s’appelle le facteur de Landé du niveau F. Dans le cas qui nous intéresse ici,
gr=1= L.

E-2-c. Fréquences de Bohr intervenant dans I'évolution de (F') et (S). Comparaison avec le

modele vectoriel de I'atome

Nous déterminons dans ce § c¢ les différentes fréquences de Bohr qui apparaissent
dans Iévolution de (F') et (S), et montrons que les résultats obtenus rappellent par certains
cotés ceux du modele vectoriel de 'atome (cf. Complément Fx).
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Rappelons tout d’abord briévement les prévisions du modele vectoriel de I'atome
(ou les divers moments cinétiques sont considérés comme des vecteurs classiques) en ce
qui concerne le couplage hyperfin entre I et S. En champ nul, F = I+ S est une constante
du mouvement ; I et S précessent autour de leur résultante F avec une vitesse angulaire
proportionnelle a la constante de couplage A entre I et S. Si le systéme est de plus plongé
dans un champ statique faible By parallele a Oz, au mouvement rapide de précession de
I et S autour de F se superpose un mouvement lent de précession de F autour de Oz
(précession de Larmor; Fig. 6).

FIGURE 6 — Mouvements de S, I et F dans le modéle vectoriel de l’atome : en champ
faible, S et 1 précessent rapidement autour de ¥ sous leffet du couplage hyperfin ;
F précesse lentement autour de By (précession de Larmor).

F, est donc une constante du mouvement, alors que S, comporte une partie statique
(projection sur Oz de la composante de S parallele a F), et une partie modulée a la
fréquence de précession hyperfine (projection sur Oz de la composante de S perpendiculaire
a F, qui précesse autour de F).

Comparons ces résultats semi-classiques a ceux de la théorie quantique présentée
dans ce § E. Il faut pour cela étudier I’évolution dans le temps des valeurs moyennes (F.)
et (S.). D’apreés la discussion du § D-2-d du Chapitre 111, on sait que la valeur moyenne
(G)(t) d’une grandeur physique G comporte une série de composantes oscillant aux diverses
fréquences de Bohr (E — E')/h du systéme; d’autre part, une fréquence de Bohr donnée
n’apparait dans (G)(t) que si ’élément de matrice de G entre les états correspondant
aux deux énergies est différent de zéro. Dans le probleme qui nous intéresse ici, les états
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propres de 'hamiltonien en champ faible sont les états |F, mr). Considérons alors les deux
matrices (E-10) et (E-11) représentant S. et F. dans cette base. Comme F. n’a que des
éléments de matrice diagonaux, il ne peut apparaitre aucune fréquence de Bohr différente
de zéro dans (F.)(t) : (F.) est donc statique. Par contre, S, a non seulement des éléments
de matrice diagonaux (auxquels est associée une composante statique de (S.)), mais égale-
ment un élément non diagonal entre les états |[F' = 1;mp = 0) et |F = 0; mpr = 0), dont la
séparation énergétique est AA?, d’apres le tableau (E-15) (ou la Figure 5). Il s’ensuit que
(S-) présente, en plus d’une composante statique, une composante modulée a la pulsation

Al ; ce résultat rappelle ainsi celui du modéle vectoriel de ’atome °.

Remarque:

On peut établir un lien entre la théorie des pertubations et le modele vectoriel de
I'atome. En effet, I'influence d’un champ By faible sur les multiplicités F' = 1 et
F = 0 s’obtient en ne retenant de I’hamiltonien Zeeman 2w S, que les éléments de
matrice dans les multiplicités F' = 1 et F' = 0, c’est-a-dire en “oubliant” ’élément
de matrice de S entre |[F' = 1;mp = 0) et |F = 0;mp = 0). En procédant ainsi, on
“oublie” également la composante modulée de (S.), qui est proportionnelle & cet
élément de matrice. On ne garde donc que la composante de (S) parallele a (F).

Or c’est précisément ce que I'on fait dans le modéle vectoriel de ’atome lorsqu’on
veut évaluer I'énergie d’interaction avec le champ Bg. En champ faible, F précesse
en effet autour de By beaucoup moins vite que S autour de F. L’interaction de Bog
avec la composante de S perpendiculaire & F a donc un effet nul en moyenne, et
seule compte la projection de S sur F. C’est ainsi par exemple que ’on calcule le
facteur de Landé.

E-3. Effet Zeeman en champ fort

Il faut maintenant diagonaliser en premier lieu le terme Zeeman.

E-3-a. Etats propres et valeurs propres du terme Zeeman

Ce terme est diagonal dans la base {|mg, mr)} :
2wo S, |ms, mr) = 2mg hwo |mg, mr) (E-17)

Comme mg = £1/2, les valeurs propres sont égales & +hwg. Chacune d’elles est
dégénérée deux fois, & cause des deux valeurs possibles de m;. On a donc'! :

2w S, |+, +) = +hwol+, £)

(E-18)
2L¢JOSZ|—, :|:> = —hw0|—, :|:>

10. On pourrait également établir un paralléle entre I’évolution de (Fy), (Sz), (Fy), (Sy),
et celle des projections sur Ox et Oy des vecteurs F et S de la Figure 6. Signalons cependant
que le mouvement de (F) et (S) ne coincide pas parfaitement avec celui de moments cinétiques
classiques : en particulier, le module de (S) n’est pas forcément constant (en mécanique quantique,
<S2> # (S)?); voir la discussion du Complément Fx.

11. Pour simplifier les notations, nous écrirons souvent |eg,er) a la place de |mg, my), e5 et
ey étant égaux a + ou — suivant le signe de mg et my.
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E-3-b. Effet du terme hyperfin considéré comme une perturbation

Les corrections au premier ordre en A s’obtiennent en diagonalisant les restric-
tions de l'opérateur AI-S aux deux sous-espaces {|+, +)} et {|—, &)} correspondant
aux deux valeurs propres différentes de 2wg.S,.

Remarquons tout d’abord que, dans chacun de ces deux sous-espaces, les
deux vecteurs de base |4+, +) et [+, —) (ou |—,+) et |—, —)) sont également vecteurs
propres de F., mais ne correspondent pas a la méme valeur de mp = mg + my;
comme l'opérateur AI-S = 2 (F? — I? — §2) commute avec F%, il n’a pas d’élé-
ments de matrice entre les deux états |[+,+) et [+, —), ou |—,+) et |—,—). Les
deux matrices représentant AI- S dans les deux sous-espaces {|+, %)} et {|—, £)}
sont donc diagonales, et leurs valeurs propres sont tout simplement les éléments
diagonaux (mg;my | AI-S | mg;ms) que l'on peut écrire encore, en utilisant la
relation :

1
I-S :IZSZ+§(I+S_+I_S+) (E-19)
sous la forme :

(mg,mr | AL-S | mg,my)
= <m5,m[ | .AIZSZ | mg,m1> = Athng (E—QO)

Finalement les états propres (a Pordre zéro en A) et les valeurs propres (&
l'ordre un en A) en champ fort sont :

Etats propres Valeurs propres
I+, +) & hwo+ ATHQ
l+,—) & hwo— AThQ (B-21)
=+ & —hwo— AThQ
- =) & —hwo+ ATFLQ

Sur la Figure 7, les courbes tracées en traits pleins a droite de la figure (pour
hwo > AR?) représentent les niveaux d’énergie en champ fort : on obtient deux
droites paralléles de pente + 1, séparées par une énergie Ah?/2, et deux droites
paralléles de pente — 1, également séparées par Ah%/2. Les traitements de pertur-
bation présentés dans ce paragraphe et le précédent donnent donc les asymptotes
en champ fort et le départ des niveaux d’énergie (tangente a l'origine).

Remarque:

On peut interpréter de la facon suivante I'écart Ah%/2 qui existe en champ
fort entre les deux niveaux |+, +) et [+, —), ou |—,+) et |—, —). Nous avons
vu que seul le terme I,.S, de I'expression (E-19) de I-S intervient en champ
fort, lorsqu’on traite le couplage hyperfin comme une perturbation vis-a-vis
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FIGURE 7 — Diagramme Zeeman en champ fort du niveau fondamental 1s de [’atome
d’hydrogéne. Pour chaque orientation du spin électronique (eg = + ou eg = —),
on obtient deux droites paralléles séparées par une énergie Ah*/2, correspondant

STRUCTURE FINE ET HYPERFINE DE L’ATOME D’HYDROGENE
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chacune a une orientation différente du spin du proton (e; =+ oue; = —).

du terme Zeeman. L’hamiltonien total (E-8) peut donc s’écrire en champ

fort :

2woS; + ALLS, =2 (wo + ?IZ) S

Tout se passe donc comme si le spin électronique “voyait”, en plus du champ
extérieur By, un “champ interne” plus petit, provenant du couplage hyperfin
entre I et S, et prenant deux valeurs possibles suivant que le spin nucléaire
pointe vers le haut ou vers le bas. Ce champ s’ajoute (ou se retranche) & By ;
il est responsable de la différence d’énergie entre |[+,+) et |+, —), ou entre
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|_7+> et |_7 _>'

E-3-c. Fréquences de Bohr intervenant dans I'évolution de (S.)

En champ fort, le couplage Zeeman de S avec By est plus important que le
couplage hyperfin de S avec I. Si I'on néglige tout d’abord ce couplage hyperfin,
le modele vectoriel de 'atome prévoit que S précesse (trés rapidement car |Bg| est
grand) autour de la direction Oz de Bg (I reste immobile car nous avons supposé
wy, négligeable).

FIGURE 8 - Mouvement de S dans le mo-
déle vectoriel de 'atome : en champ fort,
S précesse rapidement autour de Bg (on
néglige ici a la fois le couplage Zeeman
entre I et By et le couplage hyperfin entre
I etS, de sorte que I reste immobile).

.=

&—
@

La décomposition (E-19) pour le couplage hyperfin reste valable pour des
vecteurs classiques. Par suite de la précession tres rapide de S, les termes S et S_
oscillent tres vite et ont un effet nul en moyenne, de sorte que seul le terme 1.5,
compte. L’effet du couplage hyperfin est donc d’ajouter un petit champ paralléle a
Oz, et proportionnel a I, (¢f. remarque du paragraphe précédent) qui accélére ou
ralentit la précession de S autour de Oz suivant le signe de I,. Le modele vectoriel
de atome prévoit ainsi que S, est statique en champ fort.

Montrons que la théorie quantique donne un résultat analogue pour la va-
leur moyenne (S.) de 'observable S.. En effet, en champ fort, les états d’énergie
déterminée sont, comme nous l'avons vu, les états |mg, my). Or, dans cette base,
lopérateur S, n’a que des éléments de matrice diagonaux. Aucune fréquence de
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Bohr différente de zéro ne peut donc apparaitre dans (S.), qui est par suite une
grandeur statique 12, contrairement & ce qui se passe en champ faible (cf. § E-2-c).

E-4. Effet Zeeman en champ intermédiaire

E-4-a. Matrice représentant la perturbation totale
dans la base {|F,mp)}

Les états {|F,mp)} sont états propres de Popérateur AT - S. La matrice re-
présentant cet opérateur dans la base{|F,mp)} est donc diagonale : les éléments
diagonaux correspondant & F' = 1 sont égaux a Ah? /4, celui correspondant & F = 0
a —3Ah? /4. Par ailleurs, nous avons déja écrit en (E-10) la matrice représentant S,
dans la méme base. Il est alors tres simple d’écrire la matrice représentant la per-
turbation totale (E-8). En rangeant les vecteurs de base dans lordre |1,1), |1, —1),
[1,0), |0,0), on obtient ainsi :

AL 1 hwo 0 0 0
0 AR p |0 0
(E-23)
0 0 AR g
0 0 hwo | — 34K
Remarque:

S, et F, commutent; 2wpS, ne peut donc avoir d’éléments de matrice non
nuls qu’entre deux états de méme mp. On pouvait ainsi prévoir a priori tous
les zéros de la matrice (E-23).

E-4-b. Valeurs de I'énergie en champ quelconque

La matrice (E-23) se décompose en deux matrices 1 X 1 et une matrice 2 x 2.
Les deux matrices 1 x 1 fournissent immédiatement deux valeurs propres :

h2
Fi = AT + hwo
E-24)
h2 (
E2 — AT - h(.(.)o

correspondant respectivement & 1’état |1,1) (ou encore & 1’état |+,+)) et & Iétat
|1, —1) (ou encore & I’état |—, —)). Sur la Figure 9, les deux droites de pente +1
et —1 passant en champ nul par le point d’ordonnée +.4h2/4 (et dont le traite-
ment de perturbation ne donnait que le départ et le comportement asymptotique)
représentent donc, quel que soit By, deux des sous-niveaux Zeeman.

12. L’étude de (Sz) et (Sy) ne présente aucune difficulté. On trouve deux pulsations de Bohr :
I'une, wo + Ah/2, légérement plus grande que wo, et lautre, wo — Ah/2, légerement plus petite ;
elles correspondent aux deux orientations possibles du “champ interne” produit par I, et qui vient
s’ajouter au champ extérieur By.

On trouve de méme que I précesse autour du “champ interne” produit par S.
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L’équation aux valeurs propres de la matrice 2 x 2 restante s’écrit :

2 2
(AI - E) (- 3“? - E) —hwE =0 (E-25)

Ah?[4
(F=1)

— 3h2/4
(F=0)

0 h(l)o

>

FIGURE 9 - Diagramme Zeeman (en champ quelconque) du niveau fondamental 1s
de l'atome d’hydrogene ; mp reste un bon nombre quantique pour toute valeur du
champ. On obtient deux droites, de pentes opposées, correspondant aux valeurs +1
et —1 de mp, ainsi qu’une hyperbole dont les deux branches sont associées aux deux
niweaur mp = 0. Les figures 5 et 7 donnent respectivement les tangentes a l’origine
et les asymptotes des niveaur représentés sur ce diagramme.
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Les deux racines de cette équation se calculent aisément :

2 2\ 2
A Y s (B29
2 2\ 2
pu= A () o)

Lorsqu’on fait varier hwy, les deux points d’abscisses hwg et d’ordonnées Fs5 et
E, décrivent les deux branches d’une hyperbole (Fig. 9). Les asymptotes de cette
hyperbole sont les deux droites d’équation E = —(Ah?/4) + hwy obtenues au § 3
précédent. Les deux sommets de I’hyperbole ont pour abscisse wg = 0 et pour
ordonnées —(Ah?/4) 4+ Ah? /2, c’est-a-dire Ah? /4 et —3.Ah%/4. Les tangentes en ces
deux points sont horizontales. On retrouve ainsi les résultats du § 2 pour les états
|F=1;mp =0)et |[F=0;mp =0).

L’ensemble des résultats précédents est regroupé sur la figure 9 qui représente
le diagramme Zeeman du niveau fondamental 1s.

&
I

E-4-c. Découplage hyperfin partiel

En champ faible, les états d’énergie bien définie sont les états |F,mp); en
champ fort, ce sont les états |mg, mr); en champ intermédiaire, ce sont les états
propres de la matrice (E-23), qui sont intermédiaires entre les états |F,mp) et les
états |mg,my).

On passe ainsi contintiment d’un couplage fort entre I et S (base couplée) a
un découplage total (base découplée) par I'intermédiaire d’un couplage partiel.

Remarque:

Un phénomene analogue existe pour 'effet Zeeman de structure fine. Si 'on
néglige pour simplifier W}, s, on sait (§ C) qu’en champ nul, les états propres
de I’hamiltonien H sont les états |.J,m ) correspondant & un couplage fort
entre L et S (couplage spin-orbite). Cette propriété demeure valable tant que
Wz < Wy, Si au contraire le champ By est suffisamment grand pour que
Wz > Wy, on trouve que les états propres de H sont les états |mr,mg)
correspondant & un découplage total entre L et S. La zone intermédiaire
(Wz =~ Wy) correspond & un couplage partiel entre L et S. Voir par exemple
le Complément Dxip, ou l'on étudie leffet Zeeman du niveau 2p (sans tenir
compte de Wy,y).

Références et conseils de lecture :

Spectre de 'atome H : Series (11.7), Bethe et Salpeter dans (11.10).

Equation de Dirac : sous-section mécanique quantique relativiste de la sec-
tion 2 de la bibliographie et Messiah (1.17), Chap. XX, notamment §§ V et
IvV-27.

Structure fine du niveau n= 2. Lamb-shift : Lamb et Retherford (3.11) :
Frisch (3.13); Series (11.7), Chap. VI, VII et VIIL.

Structure hyperfine du niveau fondamental : Crampton et al. (3.12).
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Effet Zeeman et modele vectoriel de 'atome : Cagnac et Pebay-Peyroula
(11.2), Chap. XVII, §§ 3E et 4C; Born (11.4), Chap. 6, § 2.
Hydrogene interstellaire : Roberts (11.17); Encrenaz (12.11), Chap. IV.
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COMPLEMENTS DU CHAPITRE XII

Axi1 : HAMILTONIEN HYPERFIN
MAGNETIQUE

Etablissement de l’expression de Ihamiltonien
hyperfin utilisée dans le Chapitre XII. Interpréta-
tion physique des différents termes apparaissant
dans cet hamiltonien, en particulier du terme de
contact. Assez difficile.

Bxir : CALCUL DES VALEURS MOYENNES DE
L’HAMILTONIEN DE STRUCTURE FINE DANS LES
ETATS 1s, 25 ET 2p

Calcul technique de certaines intégrales radiales
apparaissant dans les expressions obtenues au
Chapitre XII pour les déplacements des niveaux
d’énergie. Aucune difficulté de principe.

Cxir : STRUCTURE HYPERFINE ET EFFET ZEE-
MAN DU MUONIUM ET DU POSITRONIUM

Extension de I’étude des §§ D et E du Chapitre XII
a deux systémes hydrogénoides importants, le
muonium et le positronium, déja présentés dans
le Complément Avyyr. Description sommaire des
méthodes d’étude expérimentale de ces deux
systémes. Facile si I’on a bien suivi les calculs des
§§ D et E du Chapitre XII.

Dx11 : INFLUENCE DU SPIN ELECTRONIQUE SUR
L’EFFET ZEEMAN DE LA RAIE DE RESONANCE
DE L'HYDROGENE

Etude de Deffet du spin électronique sur la fré-
quence et la polarisation des composantes Zeeman
de la raie de résonance de I’hydrogéne. Améliore
les résultats obtenus dans le Complément Dvrrp,
ot l'on ignorait le spin de 1’électron (utilise
d’ailleurs certains résultats de ce complément).
Difficulté moyenne.

Exir : EFFET STARK DE L’ATOME D’HYDRO-

GENE

Etude de leffet d’un champ électrique statique
sur le niveau fondamental (n = 1) et le premier
niveau excité (n = 2) de 'atome d’hydrogene
(effet Stark). Montre I'importance pour Deffet
Stark de l'existence d’une dégénérescence entre

deux niveaux de parités différentes. Assez facile.

1277






® HAMILTONIEN HYPERFIN MAGNETIQUE

Complément Ay,

Hamiltonien hyperfin magnétique

1 Interaction de 1’électron avec les potentiels scalaire et
vecteur créés par leproton . . . . . ... ... 0L 1279
2 Forme détaillée de I’hamiltonien hyperfin . . . . .. .. 1280
2-a Couplage du moment magnétique du proton avec le mo-
ment orbital de I’électron . . . . .. ... 1280
2-b Couplage avec le spin de I’électron . . . . . . . ... .. 1282
3 Conclusion : hamiltonien de structure hyperfine . . . . 1285

Le but de ce complément est de justifier I’expression de I’hamiltonien hyperfin
que nous avons donnée au Chapitre XII [relation (B-20)]. Comme dans ce chapitre,
nous raisonnerons sur l’atome d’hydrogene, constitué d’un seul électron et d’un
proton, bien que la plupart des idées restent valables pour un atome quelconque.
Nous avons déja dit que 'hamiltonien hyperfin a pour origine le couplage entre
Pélectron et le champ électromagnétique créé par le proton. Appelons donc Aj(r) et
Ui (r) les potentiels vecteur et scalaire associés a ce champ électromagnétique ; nous
allons commencer par étudier I’hamiltonien d’un électron soumis a ces potentiels.

1. Interaction de I'électron avec les potentiels scalaire et vecteur créés par
le proton

Soient R et P la position et 'impulsion de I’électron, S son spin, m, sa masse
et ¢ sa charge; up = qh/2m. est le magnéton de Bohr.
L’hamiltonien H de I’électron dans le champ du proton s’écrit :

1
H =
2

Me

P (R U (R) - 2 (5 ) (V % An(R)) (1)
Cet opérateur est obtenu en ajoutant a Uexpression (B-46) du Chapitre IIT (hamil-
tonien d’une particule sans spin) I’énergie de couplage entre le moment magnétique
2upS/h associé au spin et le champ magnétique V x Aj(r).

Commencons par étudier les termes qui, dans (1), proviennent du potentiel
scalaire Uy (r). D’apres le Complément Ex, nous savons que ce potentiel résulte de
la superposition de plusieurs contributions, chacune d’entre elles étant associée a
I'un des moments multipolaires électriques du noyau. Pour un noyau quelconque, il
faut considérer :

(1) La charge totale —Z¢ du noyau (moment d’ordre & = 0), qui donne une
énergie potentielle :

Zq?
dmegr

Vo(r) = qUo(r) = (2)

(avec, pour le proton, Z = 1). Or 'hamiltonien que nous avons pris dans le Cha-
pitre VII lors de I’étude de 'atome d’hydrogene est précisément :
P2
2me

Hy = + Vo(R) (3)
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Vo(R) est donc déja pris en compte dans ’hamiltonien Hy.

(i4) Le moment quadrupolaire électrique (k = 2) du noyau. Le potentiel cor-
respondant vient s’ajouter au potentiel V) et donne un terme de I’hamiltonien hy-
perfin, appelé terme quadrupolaire électrique. Les résultats du Complément Ex
permettent d’écrire ce terme sans difficulté; dans le cas de 'atome d’hydrogene,
il est nul car le proton, particule de spin 1/2, n’a pas de moment quadrupolaire
électrique (c¢f. § 2-c-a du Complément Ex).

(7i7) Les moments multipolaires électriques d’ordre k = 4, 6, etc. qui inter-
viennent en principe tant que k < 21 ; pour le proton, ils sont tous nuls.

Finalement, pour I'atome d’hydrogene, le potentiel (2) est effectivement le
potentiel vu par I’édlectron ', sans qu’il soit nécessaire de lui apporter de correction
(par atome d’hydrogeéne, nous entendons le systéme électron-proton, et excluons les
isotopes comme le deuterium : le noyau de ce dernier ayant un spin I = 1, il faudrait
tenir compte d’un hamiltonien hyperfin quadrupolaire électrique; cf. remarque ()
a la fin de ce complément).

Prenons maintenant, dans (1), les termes provenant du potentiel vecteur
A (r). Désignons par M; le moment dipolaire magnétique du proton (ce dernier,
pour la méme raison que plus haut, ne peut avoir de moments multipolaires ma-
gnétiques d’ordre £ > 1). On a :

ILL()M]XI‘
_ Mo 4
47 3 (4)

L’hamiltonien hyperfin W}, s’obtient alors en gardant dans (1) les termes linéaires
en Ay :

A[(I‘)

q
2me

S
Whi = — [P-Ar(R)+A/(R) P]—2up (ﬁ) -V x A(R) (5)
et en remplagant A; par son expression (4) (comme Wy apporte déja une tres
faible correction aux niveaux d’énergie de Hy, il est en effet parfaitement légitime
d’ignorer le terme du second ordre, en A?); c’est ce que nous allons faire dans le
paragraphe suivant.

2. Forme détaillée de I’hamiltonien hyperfin
2-a. Couplage du moment magnétique du proton avec le moment orbital de
I’électron

Calculons tout d’abord le premier terme de (5). On a, compte tenu de (4) :

P-AI(R)+A1(R)-P_Z;{P(MIXR)];?)+J;:))(MI><R)~P} (6)

On peut appliquer les régles du produit mixte de vecteurs a des opérateurs vectoriels,
tant que l'on ne change pas lordre de deux opérateurs ne commutant pas. Les
composantes de M; commutant avec R et P, on a :

(M; xR)-P=(RxP)-M;=L-M; (7)

1. Nous ne nous intéressons ici qu’au potentiel a 'extérieur du noyau, ou le développement
en moments multipolaires est possible. A l'intérieur du noyau, on sait que le potentiel n’a pas la
forme (2), ce qui entraine un déplacement des niveaux atomiques appelé “effet de volume”; cet
effet a été étudié dans le Complément Dxp, et nous n’en tiendrons pas compte ici.
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FIGURE 1 — Disposition relative du mo-

ment magnétique My du proton et du

champ B créé par la boucle de courant

v associée au mouvement de [’électron, de

charge q et de vitesse v (Bp, est antipa-

q ralléle au moment cinétique orbital L de
Uélectron).

ou :
L=RxP (8)

est le moment cinétique orbital de 1’électron. On montre facilement que :

[L, }H —0 )

(toute fonction de |R| est un opérateur scalaire), de sorte que :

1 L-M;
De méme :
1 1 M; L
P-(MIXR)ﬁ:—MI-(PXR)ﬁ: E (11)
car :
-PxR=L (12)

Pour finir, le premier terme de (5) donne & W}, s une contribution Wth qui vaut :

po g  M;-L po,, My - (L/h)
wk = -2 =-_Poy=t
MZ T 4rom,” RS P T

(13)

Physiquement, ce terme correspond au couplage entre le moment magnétique nu-
cléaire M; et le champ magnétique :

po gL
B, =
L™= 4n mers

créé par la boucle de courant associée a la rotation de 1’électron (cf. Fig. 1).
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Remarque:

La présence du terme en 1/R? dans (13) pourrait laisser croire qu’une diver-
gence se produit a l'origine, et que certains éléments de matrice de W}ff sont
infinis. En réalité, il n’en est rien ; considérons en effet 1’élément de matrice

<<pk7l,m | Wth | gpk/7y7m/> Ol |Pk.1,m) €t |k 17.ms) sont des états stationnaires

de atome d’hydrogeéne trouvés au Chapitre VII. En représentation {|r)}, on
a:

(v rim) = rim(r) = Ri(r) V™0, ) (14)
avec [¢f. Chap. VII, relation (A-28)] :

Rk,l(T) e Crt (15)

Compte tenu de la présence du terme en r?dr dans I’élément de volume
d’intégration, la fonction a intégrer sur r se comporte a l'origine comme
P H2=3 — =1 Dautre part, la présence de lopérateur hermitique L
dans (13) entraine que I’élément de matrice (pg.im | Wth | @k 17 .ms) est nul

dés que [ ou I’ est nul. On a donc [ +1' > 2, et P =1 reste fini & Iorigine.

2-b. Couplage avec le spin de I'électron

Nous allons voir que, pour le dernier terme de (5), les problémes liés a la
singularité a l’origine du potentiel vecteur (4) sont importants. C’est pourquoi, pour
étudier ce terme, nous allons prendre un proton de dimension finie, et faire tendre
son rayon vers zéro a la fin du calcul. D’ailleurs, d’un point de vue physique, on sait
actuellement que le proton possede effectivement une certaine extension spatiale, et
que son magnétisme est réparti dans un certain volume. Cependant, les dimensions
du proton sont trés petites devant le rayon de Bohr ag; ceci justifie que, dans le
résultat final du calcul, on fasse comme si le proton était ponctuel.

Q. Champ magnétique associé au proton

Considérons le proton comme une particule de rayon pg (Fig. 2), placée a
lorigine. La répartition du magnétisme a I'intérieur du proton crée au loin un champ
B que 'on peut calculer en attribuant au proton un moment magnétique My que
nous prendrons parallele & Oz. Pour r > pg, on obtient les composantes de B en
calculant le rotationnel du potentiel vecteur écrit en (4) :

B, = -—3M;—
an s
Mo Yyz
Lo 322 — r?
B, = —
dr T

Les expressions (16) demeurent d’ailleurs valables mémes si r n’est pas trés grand
devant pg. En effet, nous avons déja souligné plus haut que le proton, étant une
particule de spin 1/2, n’a pas de moment multipolaire magnétique d’ordre k& > 1.
Le champ a U'extérieur du proton est donc purement dipolaire.
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FIGURE 2 — Champ magnétique créé par le proton. A 'extérieur du proton, le champ
est celui d’un dipole ; a l'intérieur, le champ dépend de la répartition exacte du ma-
gnétisme du proton mais on peut, en premiere approximation, le considérer comme
uniforme. Le terme de contact correspond a l'interaction entre le moment magné-
tique de spin de l’électron et ce champ uniforme B;, régnant a l’intérieur du proton.

A Pintérieur du proton, le champ magnétique dépend de la répartition exacte
du magnétisme. Nous supposerons ce champ B; uniforme? (par raison de symétrie,
il est alors nécessairement paralléle & My, donc & Oz).

Pour calculer le champ B; a l'intérieur du proton, écrivons la nullité du flux
du champ magnétique a travers une surface fermée limitée par le plan Oy et la
demi-sphére supérieure de centre O et de rayon infini. Comme la décroissance de
IB|, lorsque r — oo, est en 1/r3, le flux & travers cette demi-sphere est nul ; donc,
si ®;(po) désigne le flux a travers le cercle de centre O et de rayon pg, dans le plan
20y, D.(pg) le flux & travers le reste du plan 20y, on a :

®i(po) + Pe(po) =0 (17)

Les égalités (16) permettent de calculer aisément ®.(pp), et Pon obtient :

+oo Lo 1
P, =2 dr |——M;—
oy =2n [ rar | K

Mo , . 2T
=2\, 2t 18
Mo (18)
Quant au flux ®;(pg) de By, il vaut :
®i(po) = mp3 B (19)
de sorte que (17) et (18) donnent :
Ho 2
B; =2 M = 20
A ng ( )

2. Le raisonnement qui va suivre se généralise cependant au cas ou B; varie a I'intérieur du
proton [cf. remarque (i¢) & la fin de ce complément].
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Nous connaissons ainsi les valeurs du champ créé par le proton en tous les points
de l'espace; nous pouvons alors calculer la partie de Wj,y relative au spin S de
Iélectron.

5. Terme dipolaire magnétique

Si l'on reporte (16) dans le terme —2up5 (%) -V x At on obtient 'opérateur :

dipi_@ZuBMI ZXSz‘FYSy"'ZSz_i 921
Wi =~ n {3 RS R3 (21)
c’est-a-dire, compte tenu du fait que M est par hypothese parallele a Oz :
aip _ po2pp 1 fo 20 o(S-R)(Mr-R) 0
th_47th3{S 1-3 R? (22)

Nous retrouvons ainsi ’expression de I’hamiltonien d’interaction dipole-dipole entre
les deux moments magnétiques M et Mg = 2up S/h (¢f. Complément Bxi, § 1).

En réalité, 'expression (16) du champ magnétique créé par le proton n’est
valable que pour r > pg, et (22) ne peut en principe étre appliqué qu’a la partie
des fonctions d’onde qui satisfait cette condition. Cependant, lorsqu’on fait tendre
po vers zéro, Pexpression (22) ne donne aucune singularité a l'origine; elle est donc
valable dans tout I’espace.

Considérons en effet I’élément de matrice :

dip
<<Pk,l,m,s | th | Wk',l’,m',s’>

(nous ajoutons ici des indices € et €’ aux états | ¢k,,m) considérés plus haut de fagon &
repérer les valeurs propres €hi/2 et €'hi/2 de S.), et plus particulierement I'intégrale radiale

! —
qui lui correspond. A Dorigine, la fonction de r & intégrer se comporte comme /70 273 =

rlHl*l; or, d’aprés la condition (8-c) du Complément Bxr, les éléments de matrice non
nuls sont obtenus pour [ + 1" > 2; il n’y a donc aucune divergence & l'origine. A la limite
ou po — 0, l'intégrale sur r devient une intégrale de 0 & l'infini, et Pexpression (22) est

valable dans tout ’espace.

5. Terme de contact

Reportons maintenant (20) dans le dernier terme de (5), de fagon & obtenir la
contribution a Wp,y du champ interne du proton. Nous obtenons ainsi un opérateur
Wi s, que nous appellerons “terme de contact”, dont les éléments de matrice en
représentation {|¢x i,m.e)} sont :

(Phtm e Wi f |1 10 me o)
o 21 My n 2 /// 3 .
=—————"V(e|S,|€) = d°r @5 1 o () ©rr 1 e (T
o \elS:] >P% e Tt (1) (r)
(23)

Faisons tendre pgy vers zéro; le volume d’intégration sur r, 4mp3/3, tend vers zéro,
et le second membre de (23) devient :

_@ 2,MBM] 8T

PP (e | 8. 1€) 5 Gt = 0) v = 0) (24)
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Le terme de contact est donc donné par :

. _ _ho8T 2158

Donc, bien que le volume ou régne le champ magnétique interne (20) tende vers
zéro lorsque pg — 0, la valeur de Wy, reste finie, car ce champ interne tend vers

linfini comme 1/p3.

Remarques:
(1) Dans (25), la fonction 6(R) de Popérateur R est simplement le projecteur :

§(R) = [r = 0)(r = 0] (26)

(#1) L’élément de matrice écrit en (23) n’est différent de zéro quesil =1" =0,
condition nécessaire pour que @k m(r = 0) et Y 1/ s (r = 0) ne s’annulent
pas (¢f. Chap. VII, § C-4-c-53) : le terme de contact n’intervient donc que
pour les états s.
(7i7) Pour étudier, au § 2-a, le couplage entre M; et le moment orbital de
Pélectron, nous avons supposé que I'expression (4) de Aj(r) est valable dans
tout espace, ce qui revient & ignorer que le champ B a en réalité la forme (20)
a lintérieur du proton. On peut se demander si cette maniére de faire est
correcte, et s’il n’existe pas également un terme de contact orbital dans Wth.
En réalité, il n’en est rien. En effet, le terme en P-A ;4 A ;-P conduirait,
pour le champ B;, & un opérateur proportionnel a :
B,-L="n 21
i - Ar 1 3z (27)
Po

Calculons I’élément de matrice d’un tel opérateur en représentation {|¢g.1.m )}
La présence de I'opérateur L, impose, comme plus haut, que [,1’ > 1; la fonc-
tion radiale a intégrer entre 0 et pg se comporte alors a I’origine comme Pl +2
et s’annule donc au moins aussi vite que r*. Malgré la présence du terme en
1/p8 dans (27), Pintégrale entre r = 0 et r = po s’annule donc a la limite ol
pPo — 0.

3. Conclusion : hamiltonien de structure hyperfine

Faisons maintenant la somme des opérateurs Wth, W,‘j}p et Wﬁf, et utilisons
le fait que le moment dipolaire magnétique M; du proton est proportionnel a son
moment cinétique I :

I
M =gyt 1) (28)
(cf. § B-2-a du Chapitre XII). Nous obtenons :

fo 2iingy (1L (I-R)S-R) 1-S 8r
- _|_3 —
47 h?

th:

2 = Sy 1S 5(R)} (29)
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Cet opérateur agit a la fois dans 'espace des états de 1’électron et dans 1’espace des
états du proton; on vérifie immédiatement que c’est bien l'opérateur introduit au
Chapitre XITI [¢f. (B-20)].

1286

Remarques:

(4)

On peut se demander comment généraliser la formule (29) au cas d’'un
atome dont le noyau a un spin I > 1/2.

Tout d’abord, si I = 1, nous avons déja noté plus haut que le noyau
peut posséder un moment électrique quadrupolaire, qui ajoute sa contri-
bution au potentiel V;(r) écrit en (2). Un terme hyperfin quadrupolaire
électrique est donc présent dans ’hamiltonien hyperfin, en plus du terme
dipolaire magnétique (29). Du fait qu’une interaction électrique n’affecte
pas directement le spin électronique, ce terme quadrupolaire n’agit que
sur les variables orbitales du (ou des) électron(s).

Si maintenant I > 1, d’autres moments multipolaires nucléaires élec-
triques ou magnétiques sont susceptibles d’exister, d’autant plus nom-
breux que I a une valeur plus élevée. Les moments électriques donnent
lieu a des termes hyperfins n’agissant que sur les variables électroniques or-
bitales, les moments magnétiques a des termes agissant sur les deux types
de variables, orbitales et de spin. Pour les valeurs élevées de I, 'hamilto-
nien hyperfin a donc une structure compliquée. En pratique cependant,
on peut dans la tres grande majorité des cas se limiter aux hamiltoniens
hyperfins dipolaire magnétique et quadrupolaire électrique. En effet, les
moments multipolaires nucléaires d’ordre supérieur a deux donnent des
contributions faibles aux structures hyperfines atomiques, contributions
qui sont par suite difficiles a observer expérimentalement. Physiquement,
ceci tient a la tres petite taille des noyaux comparée a ’extension spatiale
ag des fonctions d’onde électroniques.

L’hypothese simplificatrice que nous avons faite sur le champ B(r) créé par le
proton (champ strictement uniforme & I'intérieur d’une sphére, dipolaire a I’exté-
rieur) n’est pas essentielle : la forme (25) de 'hamiltonien dipolaire magnétique
reste valable lorsque le magnétisme du noyau est réparti de facon quelconque
et donne par suite au champ interne B;(r) des variations plus compliquées
(nous supposons cependant toujours ici que l'extension spatiale du noyau est
négligeable devant ao ; c¢f. remarque suivante). Le raisonnement est de fait une
généralisation directe de celui que nous avons donné dans ce complément. On
considére une sphére S. centrée a l'origine, contenant le noyau, et de rayon
e <K agp.

Si I = %, le champ a Dextérieur de S: a la forme (16) et, comme & est
trés petit devant ag, sa contribution donne facilement les termes (13) et (22).
Quant a la contribution du champ B(r) & l'intérieur de S., elle ne dépend que
des valeurs & l'origine des fonctions d’onde électroniques et de l'intégrale de
B(r) dans S.. Compte tenu de la nullité du flux de B(r) a travers toute surface
fermée, l'intégrale dans S. de chaque composante de B(r) peut étre ramenée
a une intégrale hors de S: ou B(r) a la forme (16); un calcul simple redonne
alors exactement lexpression (25), qui est donc indépendante des hypotheses
simplificatrices que nous avions posées.

Sil > %, la contribution du champ électromagnétique du noyau hors de
S: donne les hamiltoniens hyperfins multipolaires dont il a été question dans la
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remarque () ci-dessus. Par contre, on montre aisément que la contribution du
champ dans St ne donne lieu & aucun terme nouveau : seul le dipéle magnétique
possede un terme de contact.

(#17) Tous les raisonnements effectués jusqu’ici supposent totalement négligeables
les dimensions du noyau comparées a celles des fonctions d’onde électroniques
(nous avons pris la limite po/ag — 0). Cette hypothése n’est évidemment pas
parfaitement réalisée, en particulier pour les atomes lourds dont le noyau a une
extension spatiale relativement grande. Si ’on étudie ces “effets de volume” (en
gardant par exemple les termes d’ordre le plus bas en pg/ao), on voit apparaitre
une série de nouveaux termes dans ’hamiltonien d’interaction électron-noyau.
Nous avons déja rencontré dans le Complément Dx; ce type d’effet lorsque nous
avons étudié les effets de la répartition radiale de la charge du noyau (moment
multipolaire nucléaire d’ordre k£ = 0). Des phénomenes analogues se produisent
en ce qui concerne la répartition spatiale du magnétisme nucléaire, et se ma-
nifestent par des modifications des différents termes de I’hamiltonien hyperfin
(29). En particulier, un nouveau terme vient s’ajouter au terme de contact (25)
lorsque les fonctions d’onde électroniques varient de fagon non négligeable a I'in-
térieur du noyau. Ce nouveau terme n’est pas simplement proportionnel a 6(R.),
ni au moment magnétique total du noyau; il dépend de la répartition spatiale
du magnétisme nucléaire. D’un point de vue pratique, l'intérét d’un tel terme
est qu’il permet, grace a des mesures de précision des structures hyperfines des
atomes lourds, d’obtenir des informations sur les variations du magnétisme dans
le volume des noyaux correspondants.

Références et conseils de lecture :

Hamiltonien hyperfin incluant l'interaction électrique quadrupolaire : Abra-
gam (14.1), Chap. VI; Kuhn (11.1), Chap. VI, § B; Sobel’'man (11.12), Chap. 6.
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Complément By,

Calcul des valeurs moyennes de I’hamiltonien de structure fine
dans les états 1s, 2s et 2p

1 Calcul de (1/R), (1/R*) et (1/R*) . . . ... ... ..... 1289
2 Valeurs moyennes (Wip) « v v v v v v v v v v v v v v 1291
3 Valeurs moyennes (Wp) . . . . . . v oo v v i 1292
4 Calcul du coefficient &3, associé & Wso dans le niveau 2p1292

Pour 'atome d’hydrogene, I’hamiltonien de structure fine Wy est la somme
de trois termes :

Wy =W +Wso + Wp (1)

qui ont été étudiés en détail dans le § B-1 du Chapitre XII.

Le but de ce complément est de donner le calcul des valeurs moyennes de ces
trois opérateurs pour les états 1s, 2s et 2p de 'atome d’hydrogene, calcul qui a été
omis dans le Chapitre XII dans un but de simplification. Commencons pour cela
par calculer les valeurs moyennes (1/R), (1/R?) et (1/R3) dans ces états.

1.  Calcul de (1/R), (1/R?) et (1/R3)

La fonction d’onde associée a un état stationnaire de 'atome d’hydrogene
s’écrit (¢f. Chap. VIL, § C).
ntm(r) = Ryt (r)Y," (0, ¢) (2)

Y™ (0, ¢) est une harmonique sphérique ; les fonctions radiales R,, ;(r) correspondant
aux états 1s, 2s et 2p ont pour expression :

Rl,o(’f‘) = 2(&0)_3/2 e‘r/ao

= —3/2 r —r/2a
Raotr) = 2000) ¥ (1= ) o7 ®)
R2,1(T) = (2@0)_3/2(3)_1/2L e—T/an
ao
ap étant le rayon de Bohr :
h? h2
ag = 4meg = @

meq?  mee?

Les Y} sont normées en tant que fonctions de 6 et ¢, de sorte que la valeur moyenne
(R?) de la puissance géme (g étant un entier positif ou négatif) de 'opérateur R
associé a r = |r| dans 1'état |y, 1.,) sécrit* :

(R 1 = / P2 Ry () dr (5)
0

1. Bien siir, cette valeur moyenne n’existe que pour les valeurs de ¢ qui rendent l'intégrale (5)
convergente.
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Elle ne dépend donc pas de m. Si I'on reporte (3) dans (5), on voit apparaitre des
intégrales de la forme :

I(k,p) = /0 rFePr/ao (6)

ou p et k sont des nombres entiers; nous allons supposer ici que k > 0, c’est-a-dire
q > —2. Une intégration par parties donne alors immédiatement :

00 k fo%e)
I(k,p) = [—aoe_pr/a“ ’/‘k:| + rdo / rk=le=pr/ao0 gy
p 0 P Jo

= %I(k ~1,p) (7)

Comme par ailleurs :
o a
10p)= [ eroar = ®
0 p
on obtient, par récurrence :

I(k,p) = k! (%)Hl (9)

Appliquons maintenant ce résultat aux valeurs moyennes cherchées. 11 vient :

4 o0
(1/R)1s = —5 re”2r/a0 g
ap Jo
4 1
= —_J1(1,2) = — 10
P (1,2) a (10a)
(1/R)2s = i/OOT 1-— Qe_r/aodr
> 8ad 2ay
1 1 1
= o [I(1,1) = —I(2,1)+ —5I(3,1
s | 104 = 2o 12.0) 4 12103,
1
- 10b
4a0 ( )
o0 2
11
1/R)op = — = — | e/a0q
/Ry =g [ () oo
S N (10¢)
©24ad” 7 Adag
De méme :
4 2
(1/R*)s = —51(0,2) = 5 (11a)
ag ag
(1/R%)5, = € 1(0,1) — i1(1 1)+ il(2 | = = (11b)
> 243 ' ap 4at” 4a?
1 1
1/R%o, = —=1(2,1) = —— 11
< /R >2p 24@8 ( ’ ) 12&3 ( C)
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Pour la valeur moyenne de 1/R3, on voit aisément qu’elle n’a pas de sens pour les
états 1s et 2s ['intégrale (5) étant divergente]. Pour 1’état 2p, elle vaut :

1 1
1/R¥op = —=I1(1,1) = —— 12
< / >2p 24@8 ( ) ) 24048 ( )
2. Valeurs moyennes (W,,,,)
Soit :
P2
Hy = v 13
0 ome + (13)

I’hamiltonien de I’électron soumis au potentiel coulombien. On a :

P! = 4m? [Hy — V]’ (14a)
avec
2
V= —% (14b)

de sorte que :

1

Imc? [Hy— V] (15)

Wmv:_

Prenons la valeur moyenne des deux membres de cette expression dans un
état | 1.m). Les opérateurs Hy et V' étant hermitiques, il vient :

1

Wmv n,dm — —
< Int 2mec?

[(En)? +2En€® (1/R)ny +€* (1/R?)n,] (16)

Dans cette expression, on a posé :

Ly 1
En = _ﬁ = —ﬁOszecQ (17)
ol :

62

a=. (18)

est la constante de structure fine.
Appliquons 'égalité (16) au cas de I'état 1s. Il vient, compte tenu de (10a)
et (11a) :

1 Ly 94 2 262 et
(Wno)1s = “om Za mict — amec w —|—2a—(2J (19)

c’est-a-dire, puisque d’apres (4) et (18), €?/ag = a*mec? :

5
Winw)1s = — mec2 { — 1+ 2} = —§Oé4m602 (20)

1291



COMPLEMENT By, ®

Le méme type de calcul conduit pour le niveau 2s a :

1 1\ 111 13
Wodae = ——amuc? [ (=) =222 4+ 5| = — =2 a%muc? 21
(Wi )2 g & M€ (8) 84+4] 128" M€ (21)
et pour le niveau 2p, a :
1 1\ 111 7
Wmv — _ - 4 . 2 - _9-= [l 4 . 2 29
(Winu)2p = —5a7mee (8) ga " 121 384" MeC (22)
3.  Valeurs moyennes (Wp)

Compte tenu de (14b) et du fait que A(1/r) = —47d(r), la valeur moyenne
de Wp dans I'état |¢y,,1.m) s'écrit [voir aussi la formule (B-14) du Chapitre XII] :

h? 5
WZLWBQ |<pn,l’m(r = O)' (23)

<WD>n,l,m =
Cette expression s’annule si ¢y, ;. m(r = 0) = 0, c’est-a-dire si [ # 0. Donc :
<WD>2p =0 (243)

Pour les niveaux 1s et 2s, on obtient, en utilisant (2), (23), et le fait que Y =

1/V4x :

h? 5 1
(Wp)is = Smic? e?|R10(0)]° = §a4m502 (24b)
ainsi que :
o 2 Ly 2
<WD>25 = Sm—gCQ e |R20(0)| = EO{ mecC (24C>
4, Calcul du coefficient £, associé a Wso dans le niveau 2p

Dans le § C-2-c-8 du Chapitre XII, nous avons défini le coefficient :

2 [*|Roa(r)?
§2p - 2m582 /0 r dr (25)
D’apres (3), il vient :
e? 1
Eap I(1,1) (26)

~ 2m2¢? 244
L’égalité (9) donne alors :

e? 1 1 4,

Sop 2m2c? 24a qgn2” e 27)

Références

Plusieurs intégrales radiales hydrogénoides sont données dans Bethe et Sal-
peter, cf. Ref. (11.10).
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Dans le Complément Avyyr, nous avons étudié quelques systémes hydrogé-
noides constitués, comme ’atome d’hydrogene, de deux particules de charges oppo-
sées qui s’attirent électrostatiquement. Parmi ces systémes, deux sont particuliere-
ment intéressants : le muonium (qui comprend un électron e~ et un muon positif ™)
et le positronium (qui comprend un électron e~ et un positron e™). Leur importance
tient au fait que les diverses particules qui entrent en jeu, (1’électron, le positron et
le muon) ne sont pas directement sensibles aux interactions fortes (alors que c’est le
cas pour le proton). L’étude théorique et expérimentale du muonium et du positro-
nium permet donc de vérifier de fagon tres directe la validité de I'électrodynamique
quantique.

Des renseignements tres précis que 'on possede actuellement sur ces deux
systemes proviennent de I’étude de la structure hyperfine de leur niveau fondamen-
tal 1s [les raies optiques reliant 1’état fondamental 1s aux divers niveaux excités ont
été observées expérimentalement, cf. ref. (11.25)]. Cette structure hyperfine résulte,
comme pour 'atome d’hydrogene, des interactions magnétiques entre les spins des
deux particules. Nous nous proposons de décrire dans ce complément quelques carac-
téristiques intéressantes de la structure hyperfine et de l'effet Zeeman du muonium
et du positronium.

1. Structure hyperfine du niveau fondamental 1s

Soit S; le spin de ’électron, So celui de lautre particule (le muon ou le
positron, qui sont tous deux des particules de spin 1/2). La dégénérescence du
niveau fondamental 1s est donc, comme pour I’hydrogene, égale a 4.

On peut utiliser la théorie des perturbations stationnaires pour étudier 'effet,
sur le niveau fondamental 1s, des interactions magnétiques entre Sy et S,. Le calcul
est tres analogue a celui du § D du Chapitre XII; on est ramené & un probleme de
deux spins 1/2 couplés par une interaction de la forme :

AS; -8, (1)
ou A est une constante qui dépend du systéeme étudié. Nous désignerons par Ag,

A, Ap les trois valeurs de A correspondant respectivement a 1’hydrogene, au
muonium et au positronium.
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On peut prévoir aisément que :
AH < AM < .AP (2)

En effet, le moment magnétique de la particule (2) est d’autant plus grand que la
masse de cette particule est plus petite ; or le positron est environ 200 fois plus léger
que le muon, lequel est pres de 10 fois plus léger que le proton.

Remarque:

La théorie du Chapitre XII est insuffisante lorsqu’on veut étudier de facon extréme-
ment précise la structure hyperfine de ’hydrogene, du muonium et du positronium.
En particulier, ’hamiltonien hyperfin W,y donné dans le § B-2 de ce chapitre ne
décrit qu’'une partie des interactions existant entre les deux particules (1) et (2). Par
exemple, le fait que ’électron et le positron soient antiparticules 'un de 'autre (ils
peuvent s’annihiler en donnant naissance a des photons) est responsable d’un cou-
plage supplémentaire entre 1’électron et le positron, qui n’a pas d’équivalent pour
I’hydrogeéne et le muonium. De plus, il faut tenir compte d’une série de corrections
(relativistes, radiatives, effets de recul, etc.) dont le calcul est compliqué et releve
de I’électrodynamique quantique. Enfin, pour ’hydrogene, interviennent également
des corrections nucléaires liées a la structure et a la polarisabilité du proton. On
peut cependant montrer que la forme (1) du couplage entre S; et S2 demeure va-
lable, la constante A étant donnée par une expression beaucoup plus compliquée
que la formule (D-8) du Chapitre XII. C’est précisément la confrontation entre la
valeur théorique de A et les résultats expérimentaux qui constitue tout l'intérét des
systémes hydrogénoides étudiés dans ce complément.

Les états propres de A Sy - Sy sont les états |F,mp), ou F et mp sont les
nombres quantiques relatifs au moment cinétique total :

F=S+8S, (3)

Comme pour 'atome d’hydrogene, F' peut prendre deux valeurs, FF =1 et F = 0.
Les deux multiplicités FF = 1 et FF = 0 ont des énergies respectivement égales a
Ah? /4 et —3AR?/4. L’intervalle Ah? qui les sépare donne la structure hyperfine du
niveau fondamental 1s. Exprimé en MHz, cet intervalle vaut :

h
?AM =4463,3174+ 0,021 MHz  pour le muonium (4)
T
et :
h . .
2—Ap =203403+ 12 MHz  pour le positronium (5)
T
2. Effet Zeeman du niveau fondamental 1s
2-a. Hamiltonien Zeeman

Si 'on applique un champ statique B parallele a Oz, il faut ajouter, a I’ha-
miltonien hyperfin (1), ’hamiltonien Zeeman qui décrit le couplage avec By des
moments magnétiques :

M; =718 (6)
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et :

M; =282 (7)
des deux spins, de rapports gyromagnétiques 1 et 2. Si 'on pose :

w1 = —71Bo (8)

ws = —72 By (9)
cet hamiltonien Zeeman s’écrit :

w151, + waSa, (10)

Dans le cas de I’hydrogene, le moment magnétique du proton est tres petit
devant celui de I’électron. Nous nous sommes servis de cette propriété au § E-
1 du Chapitre XII pour négliger le couplage Zeeman du proton devant celui de
I’électron®. Une telle approximation est moins justifiée pour le muonium car le
moment magnétique du muon est plus grand que celui du proton. Nous tiendrons
donc compte des deux termes de (10). Pour le positronium, ils ont d’ailleurs méme
importance : 1’électron et le positron ont en effet des masses égales et des charges
opposées, de sorte que :

" =—" (positronium) (11)
soit encore :

w1 = —ws (positronium) (12)
2-b. Energie des états stationnaires

Lorsque By n’est pas nul il faut, pour trouver I’énergie des états stationnaires,
diagonaliser la matrice représentant ’hamiltonien total :

ASi Sy +wiSiy +we S (13)

dans une base orthonormée a priori quelconque ; nous allons utilier la base {|F, mp)}
et ranger ses quatre vecteurs de base dans l'ordre :

|171>7 |17_1>7 |17O>7 |O7O>

Des calculs tres analogues a ceux du § E-4 du Chapitre XII conduisent alors a la
matrice suivante :

2
st 0 0 | o
0 0
O 'ATh2 — %(wl + (.UQ) ‘
2
0 0 AZL ‘ %(wl — (:)2)
’ ! B —w) [ M
(14)

1. Rappelons que le rapport gyromagnétique du spin de ’électron est v1 = 2up/h (ou
up est le magnéton de Bohr), de sorte que si 'on pose wg = —upBo/h (pulsation de Larmor),
la constante wi définie en (8) est égale a 2wp (c’est d’ailleurs la notation utilisée dans le § E
du Chapitre XII; pour retrouver les résultats de ce paragraphe il suffit donc, dans le présent
complément, de remplacer wi par 2wg et wa par 0).
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La matrice (14) se décompose en deux sous-matrices 1 x 1 et une sous-matrice
2 x 2. Deux valeurs propres sont donc évidentes :

h? A

F = AT + 5(&}1 —|—(.O2) (15)
AR?h

E2 = T - 5(&}1 —|—(.O2) (16)

Elles correspondent respectivement aux états |1, 1) et |1, —1), qui coincident d’ailleurs
avec les états |+, +) et |—, —) de la base {|e1,e2)} des états propres commuuns & S7,

et So.. Les deux autres valeurs propres s’obtiennent en diagonalisant la sous-matrice

2 x 2. restante. Elles valent :

AR? AR2\? | K2 ,
e ARG a

AR? ARN? B2 )
E4——4—\/(2) + B ) (19)

Elles correspondent respectivement, en champ faible, aux états |1,0) et |0,0), en
champ fort aux états [+, —) et |—, +).

Es

2-c. Diagramme Zeeman du muonium

Les seules différences avec les résultats du § E-4 du Chapitre XII proviennent
de ce que nous tenons compte ici du couplage Zeeman de la particule (2). Ces
différences n’apparaissent qu’en champ suffisamment élevé.

Pour simplifier la discussion, nous supposons que wy > wo (le cas inverse ne
présente aucune difficulté particuliére). Etudions donc la forme que prennent les
énergies E3 et E4 lorsque h(w; — wy) > Ah?. Dans ce cas :

AR?  h

E3 >~ —T + 5((4)1 — (.UQ) (19)
AR? h

S B ) (20)

Comparons alors (19) avec (15), (20) avec (16). On voit qu’en champ fort les niveaux
d’énergie ne sont plus représentés par des droites paralleles deux a deux comme
¢’était le cas dans le § E-3 du Chapitre XII. Les asymptotes des niveaux F; et Fs
ont pour pentes respectives —2(y1 4+ 72) et —2(y; — 72), celles des niveaux E» et
Ey, B(v1 4+ 72) et Z(y1 — 72). Comme les deux particules (1) et (2) ont des charges
opposées, v1 et 2 sont de signe contraire; par conséquent, en champ suffisamment
élevé, le niveau E3 (auquel correspond alors I’état |+, —)) passe au-dessus du niveau
Ey (6tat |+, +)), puisqu’il a une pente —2 (v — y2) supérieure & —2 (1 + 2).

La distance entre les deux niveaux F; et FEs varie donc de la fagon suivante en
fonction de By (cf. Fig. 1) : elle croit a partir de 0, passe par un maximum pour la valeur
de Bo qui annule la dérivée de :

2
By — By = ATH + £(Bo) (21)
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avec :

f(Bo) = _’22(71 +72)Bo — \/(A—hQ> + e (71 — 72)2 (22)

2 4

g’annule de nouveau, puis croit indéfiniment. Quant a la distance entre les niveaux Fs et
E.4, elle décroit a partir de la valeur A/?, passe par un minimum pour la valeur de By qui
annule la dérivée de :

2
Ey — FEy = A% — f(Bo) (23)

puis croit indéfiniment.

Comme c’est la méme fonction f(Bg) qui intervient dans (21) et (23), on en déduit
que, pour la méme valeur de By [celle qui annule la dérivée de f(By)], la distance entre les
niveaux F et F3 d’une part, )2 et F4 d’autre part passe par un extremum. Cette propriété
a été utilisée récemment pour améliorer la précision des déterminations expérimentales de
la structure hyperfine du muonium.

En stoppant des muons polarisés (par exemple dans ’état |[+)) dans une cible de gaz
rare, on prépare en champ fort des atomes de muonium préférentiellement dans les états

|+, +) et |—, +). Si Pon applique alors simultanément deux champs de radiofréquence dont
les fréquences sont voisines de (E1 — E3)/h et (E2 — E4)/h, on induit des transitions réson-
nantes de |+, +) vers |+, —) et de |—,+) vers |—, —) (fléches de la Figure 1). Ce sont ces

transitions que 'on détecte expérimentalement car elles correspondent a un basculement
du spin du muon qui se traduit par un changement de l'anisotropie des positrons émis
lors de la désintégration 8 des muons. Si 'on opére dans un champ By tel que la dérivée
de f(Bo) soit nulle, les inhomogénéités du champ statique, qui peuvent éventuellement
exister d’un point a I’autre du récipient contenant le gaz rare, ne sont pas génantes car les
fréquences de résonance du muonium (F1 — E3)/h et (E2 — E4)/h ne sont pas sensibles au
premier ordre & une variation de By [référence (11.24)].

Remarque:

On obtient, pour I’état fondamental de 'atome d’hydrogene, un diagramme
Zeeman analogue a celui de la Figure 1 lorsqu’on tient compte du couplage
Zeeman entre le spin du proton et le champ By.

2-d. Diagramme Zeeman du positronium

Si lon fait w1 = —ws (cette propriété est une conséquence directe du fait que
le positron est lantiparticule de ’électron) dans les formules (15) et (16), on voit
que les niveaux F et Ey sont indépendants de By :

h2
By =By = 2 (24)
4
En revanche, on obtient a partir de (17) et (18) :
1 n2\®
r= A () o
h? n2\®
Bi= -7 - % (%) +mmiss (26
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Le diagramme Zeeman du positronium a donc ’allure représentée sur la Figure 2. 11
est constitué de deux droites confondues et paralleles a ’axe By et d’une hyperbole.

En fait, le positronium n’est pas stable. Il se désintegre en émettant des photons.
En champ nul, on peut montrer par des considérations de symétrie que 1’état F' = 0 (état
singulet du spin, ou encore “parapositronium”) se désintégre en émettant deux photons.
Sa durée de vie est de 'ordre de 70 ~ 1,25 1071% s. Par contre, Pétat F = 1 (état triplet de
spin, ou encore “orthopositronium”) ne peut se désintégrer qu’en émettant trois photons
(la transition vers un état final a deux photons étant interdite) ; ce processus est beaucoup
moins probable et la durée de vie du triplet beaucoup plus longue, de l'ordre de 7 =~
1,41077 s.

Lorsqu’on applique un champ statique, les niveaux F1 et E2 conservent la méme
durée de vie car les états propres correspondants ne dépendent pas de By. Par contre,
létat |1,0) est “contaminé” par Iétat |0,0), et réciproquement. Des calculs analogues &
ceux du Complément Hyy permettent alors de montrer que la durée de vie du niveau E3
est raccourcie par rapport a la valeur 71 qu’elle a en champ nul (celle du niveau Ea1 est
allongée par rapport a la valeur 70) : les atomes de positronium dans 1'état Es ont alors
une certaine probabilité de se désintégrer par émission de deux photons.

Cette inégalité entre les durées de vie des trois états d’énergies F1, F2, E3 lorsque
By est non nul est a la base des méthodes de détermination de la structure hyperfine du
positronium. La formation des atomes de positronium par capture d’un positron par un
électron peuple en général de facon égale les quatre états d’énergies F1, E2, F3, E4. Dans
un champ By non nul, les deux états IV1 et E2 se désintegrent moins vite que I'état Es, de
sorte qu’en régime permanent ils sont plus peuplés que ce dernier. Si 'on applique alors
un champ de radiofréquence oscillant & la fréquence (Es — E1)/h = (F3 — E2)/h, on induit
des transitions résonnantes des états E1 et Ea vers 'état E3 (fleche de la Figure 2). On
augmente ainsi le taux de désintégration par émission de deux photons, ce qui permet de
détecter le passage a la résonance lorsque (Bo étant fixé) on fait varier la fréquence du
champ oscillant. La détermination de Fs — E; pour une valeur donnée de By permet alors
de remonter a la constante A grace aux formules (24) et (25).

On pourrait également induire en champ nul des transitions résonnantes entre les
multiplicités F' = 1 et ' = 0 qui sont inégalement peuplées. Cependant, la fréquence de
résonance correspondante, donnée en (5), est élevée et peu commode & réaliser expérimen-
talement. C’est pourquoi ’on préfére généralement utiliser la transition “basse fréquence”
représentée par la fleche de la Figure 2.

Références et conseils de lecture :

Voir la sous-section “Atomes exotiques” de la section 11 de la bibliographie.
L’annihilation du positronium est discutée dans Feynman 11T (1.2), § 18-3.
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0

FIGURE 1 — Diagramme Zeeman du miveau fondamental 1s du muonium. Comme
on ne néglige pas ici le couplage Zeeman entre le moment magnétique du muon et
le champ statique By, les deuz droites (correspondant en champ fort d une méme
orientation du spin électronique mais a deux orientations différentes du spin du
muon) ne sont plus paralléles comme c’était le cas pour Uhydrogéne (le diagramme
Zeeman de la Figure 9 du Chapitre XII est tracé en négligeant la pulsation de Lar-
mor wy, du proton). Pour une méme valeur du champ statique By, l’écart entre les
niweaur Fy et Es d’une part, entre les niveaur Fo et E4 d’autre part, passe par une
valeur extrémale ; les fleches représentent les transitions étudiées expérimentalement
pour cette valeur du champ By.
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E A
F=1
F=0
0 B

FIGURE 2 — Diagramme Zeeman du niveau fondamental 1s du positronium. Comme
pour U’hydrogéne et le muonium, ce diagramme est constitué d’une hyperbole et de
deux droites. Cependant, comme les rapports gyromagnétiques de l’électron et du
positron sont exactement opposés, les deux droites ont une pente nulle et sont par
suite confondues (dans les deux états d’énergie Ey et Eo correspondants, le moment
magnétique global est nul, car les spins de l’électron et du positron sont paralléles).
La fléche représente la transition étudiée expérimentalement.
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1. Introduction

Les conclusions du Complément Dvyyp relatives a 'effet Zeeman de la raie
de résonance du spectre de Patome d’hydrogene (transition 1s <+ 2p) doivent étre
modifiées pour tenir compte du spin de 1’électron et des interactions magnétiques
supplémentaires auxquelles il donne naissance. C’est ce que nous nous proposons de
faire dans ce complément, en utilisant les résultats obtenus au Chapitre XII.

Pour simplifier la discussion, nous négligerons les effets liés au spin du noyau
(qui sont beaucoup plus petits que ceux liés au spin de I’électron). Nous ne tien-
drons donc pas compte du couplage hyperfin Wy, (Chap. XII, § B-2) et prendrons
I’hamiltonien H sous la forme :

H=Hy+W;+Wz (1)

Hy est P'hamiltonien électrostatique étudié au Chapitre VII (§ C), W la somme
des termes de structure fine (Chap. XII, § B-1) :

Wy =W +Wp + Wso (2)

et Wz hamiltonien Zeeman (Chap. XII, § E-1) décrivant l'interaction de l'atome
avec un champ magnétique B parallele a Oz :

Wy, = OJQ(LZ + 252) (3)

ou la pulsation de Larmor wg est donnée par :

q
wo = 2me Bo (4)
[nous négligerons w;,, devant wy ; voir formule (E-4) du Chapitre XII].

La recherche des valeurs propres et vecteurs propres de H s’effectue suivant
une méthode analogue a celle du § E du Chapitre XII : Wy et Wy sont traités
comme des perturbations de Hy. Bien qu’ayant méme énergie non perturbée, les
multiplicités 2s et 2p peuvent étre étudiées séparément car elles ne sont reliées
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entre elles ni par W (Chap. XII, § C-2-a-3), ni par Wz. Dans ce complément, le
champ magnétique Bg sera qualifié de faible ou fort suivant que Wy est petit ou
grand devant Wy. Notons bien que les champs magnétiques considérés ici comme
“faibles” sont tels que Wz soit petit devant Wy, mais grand devant W3 que nous
avons négligé; ces “champs faibles” sont donc considérablement plus intenses que
ceux que nous avons envisagés au § E du Chapitre XII.

Une fois que les états propres et valeurs propres de H ont été ainsi obtenus,
il est possible d’étudier I’évolution des valeurs moyennes des trois composantes
du moment dipolaire électrique de ’atome. Un calcul analogue ayant été déja fait
en détail dans le Complément Dy, nous ne le reprendrons pas ici; nous nous
contenterons d’indiquer, en champ faible et en champ fort, les fréquences et les
états de polarisation des diverses composantes Zeeman de la raie de résonance de
I’hydrogeéne (raie Lyman «).

2. Diagrammes Zeeman des niveaux 1s et 2s

Nous avons vu dans le § D-1-b du Chapitre XII que Wy déplace en bloc le
niveau 1s et ne donne naissance qu’a un niveau de structure fine 1s; 5. Il en est de
méme du niveau 2s, qui devient 2s; /5. Dans chacune de ces deux multiplicités, on
peut prendre une base :

{

de vecteurs propres communs & Ho, L2, L., S,, I, (les notations sont identiques &
celles du Chapitre XII; comme H n’agit pas sur le spin du proton, nous ignorerons
my dans tout ce qui suit).

Les vecteurs (5) sont visiblement vecteurs propres de Wy avec les valeurs
propres 2mgshwy, de sorte que chaque multiplicité 1s;,5 ou 2s1 /5 se scinde dans un
champ By en deux sous-niveaux Zeeman d’énergies :

2 2

1 1
n;le;mLzo;mSZ:I:;mIZ:I:>} (5)

E(n;l = 0;mp = 0;ms) = E(nsy2) + 2mshwo (6)

olt F(nsy/z) est I'énergie du niveau ns;/, en champ nul, calculée aux §§ C-2-b et
D-1-b du Chapitre XII. Le diagramme Zeeman du niveau 1s;,, (ainsi d’ailleurs
que celui du niveau 2s;/5) est donc constitué de deux droites de pentes +1 et —1
(Fig. 1), correspondant respectivement aux deux orientations possibles du spin par
rapport & By (mg = +1/2 ou mg = —1/2).

La comparaison entre la Figure 1 et la Figure 9 du Chapitre XII montre bien
que négliger, comme nous le faisons ici, les effets liés au spin du noyau revient a
considérer des champs By suffisamment grands pour que Wz > W}, : on se trouve
alors dans la région asymptotique du diagramme de la Figure 9 du Chapitre XII
et on ignore le dédoublement des niveaux d’énergie dit au spin du proton et au
couplage hyperfin.

3. Diagramme Zeeman du niveau 2p

Dans le sous-espace 2p de dimension 6, on peut choisir 'une des deux bases :

{In=2;l=1Lmp;ms)} (7)
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FIGURE 1 - Diagramme Zeeman du ni-
veau 1515 lorsqu’on néglige le couplage
hyperfin Wyy. L’ordonnée du point ou les
deux niveaur mg = +1/2 se croisent est
Iénergie du niveau 1sy,5 (valeur propre
—FEr de Hy corrigée du déplacement glo-
bal produit par Uhamiltonien de structure
fine Wy). La Figure 9 du Chapitre XII
donne une idée des modifications de ce
diagramme produites par Why.

E(ls ;)

{ln=2;1=1;J;m;)} (8)

adaptées respectivement aux moments cinétiques individuels L et S ou au moment
cinétique total J = L + S [¢f. formules (36a) et (36b) du Complément Ax].

Les termes Wy, et Wp qui figurent dans I’expression (2) de Wy déplacent en
bloc le niveau 2p. 11 suffit donc, pour étudier le diagramme Zeeman du niveau 2p, de
diagonaliser la matrice 6 x 6 représentant Wso+ Wz dans I'une quelconque des deux
bases (7) ou (8). En fait, comme aussi bien Wz que Wgo = &2 L - S commutent
avec J, = L, + 5., cette matrice 6 x 6 se décompose en autant de sous-matrices qu’il
y a de valeurs distinctes de m ;. Il apparait ainsi deux sous-matrices de dimension 1
(correspondant respectivement & mj = +3/2 et mjy = —3/2) et deux sous-matrices
de dimension 2 (correspondant respectivement & my; = +1/2 et my = —1/2). Le
calcul des valeurs propres et vecteurs propres associés (qui est d’ailleurs treés proche
de celui du § E-4 du Chapitre XII) ne présente aucune difficulté et conduit au
diagramme Zeeman représenté sur la Figure 2 : ce diagramme est composé de deux
droites et de quatre branches d’hyperbole.

En champ nul, les énergies ne dépendent que de J. On obtient les deux niveaux
de structure fine 2p3 /5 et 2p; /2 déja étudiés dans le § C du Chapitre XII et dont les
énergies valent :

E(2ps2) = E(2p) + %fzpfﬂ 9)
E(2py)2) = E(2p) — &, (10)

E(2p) est énergie E(2p) du niveau 2p corrigée du déplacement global dii & W,
et Wp [cf. expressions (C-8) et (C-9) du Chapitre XII]; &, est la constante qui
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E(2p3/2)

E(2p)

E(2p,/;)

0 Aoy

FIGURE 2 — Diagramme Zeeman du niveau 2p (lorsqu’on néglige le couplage hyperfin
Why). En champ nul, on retrouve les niveaur de structure fine 2p; o et 2p3;o. Le
diagramme Zeeman est constitué de deuz droites et de deux hyperboles (dont on a
représenté les asymptotes en traits tiretés). Le couplage hyperfin Wiy ne modifierait
ce diagramme de maniére importante qu’au voisinage de wy = 0. E(2p) est l’énergie
du niveau 2p (valeur propre —E;/4 de Hy) corrigée du déplacement global produit
par Wi + Wh.

apparait dans la restriction &, L - S de Wgo a l'intérieur de la multiplicité 2p [cf.
expression (C-13) du Chapitre XII].

En champ faible (Wz <« Ws0), la pente des niveaux d’énergie peut également
s’obtenir en traitant Wz comme une perturbation de W;. Il faut alors diagonaliser
les matrices 4 x 4 et 2 x 2 représentant Wz dans les multiplicités 2pz,o et 2pyz.
Des calculs analogues a ceux du § E-2 du Chapitre XII montrent que ces deux sous-
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matrices sont repectivement proportionnelles a celles qui représentent wg.J, dans
les mémes sous-espaces; les coefficients de proportionnalité, appelés “facteurs de
Landé” (cf. Complément Dx, § 3), valent respectivement ! :

9(2p3/2) = 3 (11)
2

9(2p1y2) = (12)

w

En champ faible, chaque niveau de structure fine se scinde donc en 2J + 1 sous-
niveaux Zeeman équidistants; les états propres sont les états de la base “couplée”
(8), correspondant aux valeurs propres :

E(J,my) = E(2p;s) +myg(2ps) hwo (13)

ol les F(2p ;) sont donnés par les expressions (9) et (10).

En champ fort (Wz > Wso), on peut au contraire traiter Wgo = &2, L+ S
comme une perturbation de Wy, qui est diagonal dans la base (7). Comme dans le
§ E-3-b du Chapitre XII, on montre aisément que seuls les éléments diagonaux de
&2p L-S interviennent lorsqu’on calcule les corrections au premier ordre en Wgo. On
trouve ainsi qu’en champ fort les états propres sont les états de la base découplée (7),
les valeurs propres correspondantes étant :

E(mL,mS) = E(?p) + (mL + 2m5)ﬁwo +mrmg h2§2p (14)

La formule (14) donne les asymptotes du diagramme de la Figure 2.

Lorsque le champ magnétique By croit, on passe contintiment de la base (8)
a la base (7) : le champ magnétique découple progressivement le moment cinétique
orbital et le spin. Cette situation est I’analogue de celle étudiée dans le § E du
Chapitre XII, ou les moments cinétiques S et I sont couplés ou découplés suivant
I'importance relative du terme hyperfin et du terme Zeeman.

4, Effet Zeeman de la raie de résonance

4-a. Position du probléeme

Des raisonnements du méme type que ceux du § 2-¢c du Complément Dvyyp
(voir en particulier la remarque située a la fin de ce complément) permettent de
montrer que la transition optique entre un sous-niveau Zeeman 2p et un sous-niveau
Zeeman 1s n’est possible que si I’élément de matrice de 'opérateur dipdle électrique
gR entre ces deux états est différent de zéro? ; de plus, suivant que c’est 'opérateur
q(X+1iY), ¢(X —iY") ou ¢Z qui a un élément de matrice non nul entre les deux sous-
niveaux Zeeman considérés, 1’état de polarisation de la lumiére émise est o+, o~ ou
m. 1l suffit donc d’utiliser les vecteurs propres et valeurs propres de H déterminés
précédemment pour obtenir les fréquences des diverses composantes Zeeman de la
raie de résonance de I’hydrogene et leur état de polarisation.

1. On peut d’ailleurs calculer directement ces facteurs de Landé & partir de la relation (43)
du Complément Dx.

2. Le dipdle électrique, étant un opérateur impair, n’a pas d’élément de matrice entre les
états 1s et 2s, qui sont tous deux pairs. C’est pourquoi nous ignorons ici les états 2s.
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Remarque:

Les opérateurs ¢(X + iY), ¢(X — 1Y) ou ¢Z n’agissent que sur la partie orbi-
tale de la fonction d’onde et font varier my respectivement de +1, —1 et 0 (cf.
Complément Dvyrr, § 2-¢), mg n’étant pas affecté; comme m; = my + mg est un
bon nombre quantique (quelle que soit la grandeur du champ By), les transitions
Amy = +1 ont une polarisation o™, les transitions Am; = —1 une polarisation
o, et les transitions Am; = 0 une polarisation .

4-b. Composantes Zeeman en champ faible

La Figure 4 représente les positions, en champ faible, des divers sous-niveaux
Zeeman issus des niveaux 1sy /2, 2p1/2 et 2p3 /2, obtenues a partir des expressions (6),
(13), (11) et (12). Les fleches verticales indiquent les diverses composantes Zeeman
de la raie de résonance; la polarisation est o+, 0~ ou 7 suivant que Amy = +1, —1
ou 0.

3
—&h
4r °%P
D >
a
v
b
A n ot ¢ 6 m mw o ot
@Wo
2n
«- >

FIGURE 3 — Fréquences des diverses composantes Zeeman de la raie de résonance
de I’hydrogéne.

a) En champ nul : on observe deuz raies, séparées par l'intervalle de structure fine
3&ph/AT (E2p est la constante de couplage spin-orbite du niveau 2p), et correspon-
dant respectivement auz transitions 2ps/; <+ 1s1/5 (raie a droite sur la figure) et
2p1 /2 ¢ 1512 (raie de gauche).

b) En champ By faible : chaque raie se décompose en une série de composantes
Zeeman dont on a indiqué les polarisations ; wo /2w est la fréquence de Larmor dans
le champ By.

La Figure 3 montre la position de ces diverses composantes sur une échelle
de fréquences, repérée par rapport a la position des raies en champ nul. Le résultat
obtenu differe notablement de celui du Complément Dvyyp (voir la Figure 2 de ce
complément) ot 'on avait (dans une direction d’observation perpendiculaire & By)
trois composantes équidistantes de polarisation o+, 7, 0~ séparées par un intervalle
de fréquence wq /2.
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E A
J my
4 32 32
; I = ho,
- 3 32 12
E(2py/,) 4 ; § f 32— 12
g g { 3 ! 32 — 32
é ‘ ‘ % 2 1/2 1/2
E(2py/3) - I D L D 4 13““’0 1?2 - 1?2
ot n; g o*% nz g~ n) o )ot) =
L
R I
12 12
E(1s,,,) 4 § E g g g I2ha)o
12 - 12

FIGURE /4 — Disposition, en champ faible, des sous-niveaux Zeeman issus des niveaus
de structure fine 1sy/2, 2p1/2, 232 (dont les énergies en champ nul sont inscrites
sur Uéchelle verticale d’énergie). Sur la partie droite de la figure sont indiqués les
écarts entre sous-niveaur Zeeman consécutifs (par souci de clarté, ces écarts sont
exagérés par rapport a l'intervalle de structure fine qui sépare les niveaux 2p; /o et
2p3)2), ainsi que les valeurs des nombres quantiques J et m; associés d chaque
sous-niveau. Les fléches indiquent les composantes Zeeman de la raie de résonance,
qui ont chacune une polarisation bien définie, o, o~ ou .

4-c. Composantes Zeeman en champ fort

La Figure 5 représente les positions, en champ fort, des sous-niveaux Zeeman
issus des niveaux 1s et 2p [voir les expressions (6) et (14)]. Au premier ordre en Wgo,
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E A my mg
1 h?
j 1 5 2hw, +7fzp
1
0 5 hwo
~ 1 !
E(2p) 4 T2 h?
1 0 _752"
; é g ? i
ry 0 -E - hwo
IR 3
—1—5 — 2hw, +7fz,,
g7) o~ n) A a*(
0 3 hw,
E(ls,,,) 4
1
0 -3 — ho,

FIGURE 5 — Disposition en champ fort (structure fine découplée) des sous-niveauz
Zeeman issus des niveauz 1s et 2p. Sur la partie droite de la figure sont indiquées les
valeurs des nombres quantiques my, et mg associés a chaque sous-niveau Zeeman,
ainsi que l’énergie correspondante, repérée par rapport a E(1sy3) ou E(2p). Les
fléches verticales indiquent les composantes Zeeman de la raie de résonance.

la dégénérescence entre les états |mp = —1,mg = 1/2) et |mp = 1,mg = —1/2)
n’est pas levée. Les fleches verticales indiquent les composantes Zeeman de la raie
de résonance. La polarisation est ¢, 0~ ou 7 suivant que Am; = +1,—1 ou 0
(rappelons qu’au cours d’une transition dipolaire électrique, le nombre quantique
mg n'est pas affecté).

Le spectre optique correspondant est représenté sur la Figure 6. Les deux
transitions 7 ont méme fréquence (cf. Fig. 5); il existe par contre un léger écart
h&ap, /27 entre les fréquences des deux transitions o et entre celles des deux tran-
sitions o~ . L’intervalle moyen entre le doublet o et la raie 7 (ou entre la raie 7 et
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le doublet 07 est égal & wy/2m. Le spectre de la Figure 6 rappelle donc beaucoup
celui de la Figure 2 du Complément Dyyr. Le dédoublement des raies ot et o, dii
a Dexistence du spin électronique, se comprend d’ailleurs bien physiquement.

nE,, he,,
2n 2n
4—>r 4—>
g g || a* ot
D e T —— >
w, - >
- o
2n _0
2n

FIGURE 6 — Position, en champ fort, des composantes Zeeman de la raie de réso-
nance de lhydrogéne. Mis d part le dédoublement des raies ot et 0=, ce spectre est
identique a celui obtenu dans le Complément Dy, ot 'on ignorait les effets liés au
spin électronique.

En champ fort, L et S sont découplés; la transition is 1s <+ 2p étant dipolaire
électrique, seul le moment orbital L de ’électron est affecté au cours de la transition
optique. Un raisonnement analogue a celui du § E-3-b du Chapitre XII montre que
les interactions magnétiques liées au spin peuvent étre décrites par un “champ
interne” qui vient s’ajouter au champ extérieur By et qui n’a pas le méme signe
suivant que le spin pointe vers le haut ou vers le bas. C’est ce champ interne qui
provoque le dédoublement des raies ot et o~ (la raie 7 n’étant pas affectée par
suite de la valeur nulle du nombre quantique my,).

Références et conseils de lecture :

Cagnac et Pebay-Peyroula (11.2), Chap. XI et XVII (en particulier le § 5-A
de ce chapitre) ; White (11.5), Chap. X ; Kuhn (11.1), Chap. III, § F'; Sobel’'man
(11.12), Chap. 8, § 29.
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Complément Ey,

Effet Stark de I’atome d’hydrogene

1 Effet Stark du niveaun=1.. ... ... ......... 1311
1-a Le déplacement du niveau 1s est quadratique en € . . . 1311
1-b Polarisabilité de I'état 1s . . . . . . . . ... ... ... 1312
2 Effet Stark du niveaun=2. ... ............. 1312

Considérons un atome d’hydrogene plongé dans un champ électrique statique
uniforme & parallele & Oz. A 'hamiltonien étudié dans le Chapitre XII, il faut ajou-
ter 'hamiltonien Stark Wg qui décrit 'énergie d’interaction du moment dipolaire
électrique ¢gR de I'atome avec le champ £ ; Wy s’écrit :

Wg=—q& R=—qEZ (1)

Méme avec les champs électriques les plus intenses que 'on sait réaliser en
laboratoire, on a toujours Wg < Hy. Par contre, si £ est suffisamment fort, Wg
peut étre du méme ordre de grandeur ou plus grand que Wy et W}, ¢. Pour simplifier
la discussion, nous supposerons dans tout ce complément que £ est assez grand
pour que l'effet de Wg soit beaucoup plus important que celui de Wy et Wpy.
Nous calculerons donc directement, par la théorie des perturbations, l'effet de Wg
sur les états propres de Hy trouvés au Chapitre VII (I’étape suivante, que nous
n’aborderons pas ici, consisterait a évaluer I'effet de Wy, puis de Wp,r, sur les états
propres de Hy + Wg).

Comme aussi bien Hy que Wg n’agissent pas sur les variables de spin, nous
ignorerons les nombres quantiques mg et mj.

1. Effet Stark du niveau n =1

1-a. Le déplacement du niveau 1s est quadratique en £

D’apres la théorie des perturbations, 'effet du champ électrique s’obtient au
premier ordre en calculant 1’élément de matrice

_qé'(n: 1,l:0,mL :0|Z|n: 1’1207mL :0>

Comme l'opérateur Z est impair et que le niveau fondamental a une parité bien
définie (il est pair), I’élément de matrice précédent est nul.

Il n’y a donc pas d’effet linéaire en & et il faut passer au terme suivant de la
série de perturbation :

2
202 |<17070|Z|nvlvm>|
=q°& 2
£2=¢ > B L. (2)
n#1l,l,m
E, = —E;/n? étant la valeur propre de Hy associée a 1'état propre |n,l,m) (cf.

Chap. VII, § C). La somme précédente n’est certainement pas nulle, car il existe
des états |n,l,m) de parité opposée & celle de |1,0,0). On en conclut qu’a l'ordre
le plus bas en &, le déplacement Stark du niveau fondamental 1s est quadratique.
Comme E; — E,, est toujours négatif, le niveau fondamental est abaissé.
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1-b. Polarisabilité de I'état 1s

Nous avons déja mentionné que, pour des raisons de parité, les valeurs moyennes
des composantes de 'opérateur gR sont nulles dans I'état |1,0,0) (état fondamental
non perturbé).

En présence du champ électrique € parallele a Oz, 1’état fondamental n’est
plus |1,0,0), mais (d’apres les résultats du § B-1-b du Chapitre XI) :

>(n,l,m|Z|1,0,0> n

|¢0> = |17070> —q€ Z B —E, (3)

n#l,l,m

Ceci montre que la valeur moyenne du moment dipolaire électrique ¢R dans 1’état
fondamental perturbé est, au premier ordre inclus en &, (¢g|qR|1)o). En utilisant
Pexpression (3) de [tg), on obtient alors :

(olaR|to) = —¢°€ >

n#l,l,m
(1,0,0/R|n,I,m){n,l,m|Z|1,0,0) + (1,0,0|Z|n,l,m)(n,l,m|R|1,0,0)
E, - E,

(4)

On voit ainsi que le champ électrique £ fait apparaitre un moment dipolaire
“induit”, proportionnel a £. En fait, on peut montrer aisément, en utilisant les rela-
tions d’orthogonalité des harmoniques sphériques?, que (1o|qX |10) et (vo|qY |1bo)
sont nuls, et que la seule valeur moyenne non nulle est :

m|Z|1 0,0)

n

(PolgZ|vo) = —24°E Z

n#1

I,m

(5)

En d’autres termes, le moment dipolaire induit est parallele au champ appliqué
£, ce qui n'est pas surprenant, étant donné la symétrie sphérique de 1’état 1s.
Le coefficient de proportionnalité y entre le moment dipolaire induit et le champ
s’appelle la susceptibilité électrique linéaire. On voit que la mécanique quantique
permet de calculer cette susceptibilité pour I’état 1s :

le 0,0
Yis :_2q2 Z | | >| (6)

n
n#1

l,m

2. Effet Stark du niveau n = 2

L’effet de Wg sur le niveau n = 2 s’obtient au premier ordre en diagonalisant
la restriction de Wy a 'intérieur du sous-espace sous-tendu par les quatre états de
base {|2,0,0);|2,1,m),m = —1,0,+1} .

1. Cette relation entraine que (1,0,0|Z|n,l, m) n’est différent de zéro quesil =1, m =0 (le
raisonnement est le méme que celui qui est fait pour (2,1, m|Z|2,0,0) au début du § 2 suivant) ;
par suite, dans (2), (3), (4), (5), (6), la sommation ne porte en fait que sur n (elle inclut d’ailleurs
les états du continuum d’énergies positives).
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L’état |2,0,0) est pair; les trois états |2,1,m) sont impairs. Comme Wy
est impair, 1’élément de matrice (2,0,0/Ws|2,0,0) et les neuf éléments de matrice
(2,1,m'|Ws|2,1,m) sont nuls (¢f. Complément Fyr). Par contre, comme les états
[2,0,0) et |2,1,m) sont de parités opposées, (2,1, m|Wg|2,0,0) peut étre différent
de zéro.

Montrons en fait que seul (2,1,0|Wg|2,0,0), est non nul. En effet, Wg est
proportionnel & Z = Rcosf, donc a Y (f). L’intégrale angulaire qui intervient dans
Pélément de matrice (2,1, m|Wg|2,0,0) est donc de la forme :

/ Y () Q) YO(©) de

Comme Y{ est une constante, cette intégrale est proportionnelle au produit scalaire
de Y? par Y™, et n’est donc différente de zéro que si m = 0. De plus, comme Y,
Roo(r) et Ryp(r) sont réels, I’élément de matrice correspondant de Wy est réel. Nous
poserons :

(2,1,0[W5s2,0,0) = »& (7)

sans nous préoccuper de la valeur exacte de v [que 'on pourrait calculer sans diffi-
culté puisque I'on connait les fonctions d’onde 2 1,0(r) et ¢2.0.0(r)].

La matrice représentant Wg dans la multiplicité n = 2 a donc finalement
la forme suivante (les vecteurs de base sont rangés dans ordre |2,1,1), |2,1,—1),
12,1,0), |2,0,0)) :

00
olol 0|0

(8)
0/0] 0 |~E
00/~ 0

On en déduit immédiatement les corrections a 'ordre un en &, et les états propres
a lordre zéro :

Etats propres Corrections
12,1,1) “ 0
[2,1,-1) — 0
. (9)

(12,1,0)+12,0,0)) & €

5

2
1
V2

On voit ainsi que la dégénérescence du niveau n = 2 est partiellement levée et
que les déplacements énergétiques sont linéaires et non plus quadratiques en &.
L’apparition d’un effet Stark linéaire est typique de I'existence de deux niveaux de
parité opposée et de méme énergie, ici les niveaux 2s et 2p. Cette situation n’existe
que dans le cas de 'hydrogene (dégénérescence [ des couches n # 1).

(|27 170> - |27070>) < _75
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Remarque:

Les états du niveau n = 2 ne sont pas stables. Toutefois, la durée de vie de
I’état 2s est considérablement plus longue que celle des états 2p, car I’atome
passe facilement de 2p a 1s par émission spontanée d’un photon Lyman «
(durée de vie de l'ordre de 107?s), alors que la désexcitation & partir de
Pétat 2s nécessite ’émission de deux photons (durée de vie de lordre de la
seconde). On dit pour cette raison que les états 2p sont instables, et I’état 2s
métastable.

L’hamiltonien Stark Wg ayant un élément de matrice non nul entre
2s et 2p, tout champ électrique (statique ou oscillant) “contamine” I'état
métastable 2s par 1’état instable 2p et confere a 1’état 2s une durée de vie
beaucoup plus courte qu’en champ électrique nul. Ce phénomene est appelé
“quenching de métastabilité” (voir aussi le Complément Hyy ot 'on étudie
Peffet d’'un couplage entre deux états de durées de vie différentes).

Références et conseils de lecture :

Effet Stark dans les atomes : Kuhn (11.1), Chap. III, §§ A-6 et G; Ruark et

Urey (11.9), Chap. V, §§ 12 et 13; Sobel’'man (11.12), Chap. 8, § 28.

La sommation sur les états intermédiaires apparaissant dans (2) et (6) peut

étre calculée exactement par la méthode de Dalgarno et Lewis, voir Borowitz

(1

.7, § 14-5; Schiff (1.18), § 33. Références originales : (2.34), (2.35), (2.36).

“Quenching” de métastabilité : voir Lamb et Retherford (3.11), App. II;

Sobel'man (11.12), Chap. 8, § 28.5.
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CHAPITRE XIll METHODES D’APPROXIMATION POUR LES PROBLEMES DEPENDANT DU TEMPS

A. Position du probleme

Considérons un systéme physique d’hamiltonien Hy ; les valeurs propres et
vecteurs propres de Hy seront désignés par E,, et |p,) :

H0|50n> = En|¢n> (A'l)

Nous raisonnerons pour simplifier dans le cas ou le spectre de H est discret et
non dégénéré; les formules obtenues se généralisent facilement (voir par exemple le
§ C-3). On suppose que Hy ne dépend pas explicitement du temps, de sorte que ses
états propres sont des états stationnaires.

A Tlinstant ¢ = 0, une perturbation est appliquée au systeme physique; son
hamiltonien devient alors :

H(t) = Ho+ W (t) (A-2)
W (t) = AW (t) (A-3)

ol A est un parametre réel sans dimensions tres inférieur a 1, et W(t) une observable
(pouvant dépendre explicitement du temps) du méme ordre de grandeur que Hy,
nulle pour ¢ < 0.

Le systéme est supposé initialement dans I’état stationnaire |;), état propre
de Hy, de valeur propre E;. A partir de 'instant ¢ = 0 ou la perturbation est
appliquée, le systéme évolue : en effet, 'état |p;) n’est plus, en général, état propre
de ’hamiltonien perturbé. Nous nous proposons, dans ce chapitre, de calculer la
probabilité &;;(t) de trouver, a I'instant ¢, le systeme dans un autre état propre |¢y)
de Hy. En d’autres termes, il s’agit d’étudier les transitions qui peuvent étre induites
par la perturbation W (t) entre les états stationnaires du systéme non perturbé.

Le principe du calcul est tres simple. Entre les instants 0 et t, le systéme
évolue conformément a 1’équation de Schrodinger :

in o) = [Ho+ A1) (o) (A-4)

La solution |¢(t)) de cette équation différentielle du premier ordre, correspondant
a la condition initiale :

[ (t = 0)) = |¢i) (A-5)
est unique. La probabilité cherchée & (t) s’écrit :
Zir(t) = [{eslo D)) (A-6)

Tout le probléme consiste donc a trouver la solution |¢(t)) de (A-4) cor-
respondant & la condition initiale (A-5); cependant, un tel probléme n’est pas en
général soluble rigoureusement ; c’est pourquoi on a alors recours a des méthodes
d’approximation. Nous allons montrer dans ce chapitre comment, si A est suffisam-
ment petit, on peut trouver la solution [¢)(¢)) sous forme d’un développement limité
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en puissances de A. Nous calculerons ainsi explicitement [¢(¢)) jusqu’a I'ordre un
compris en A, ainsi que la probabilité correspondante (§ B). Les formules générales
obtenues seront ensuite appliquées (§ C) a I'étude d’un cas particulier important,
celui ou la perturbation est une fonction sinusoidale du temps ou une constante
(interaction d’un atome avec une onde électromagnétique, qui rentre dans cette
catégorie, est traitée en détail dans le Complément Axiyr); nous mettrons ainsi en
évidence le phénomene de résonance. Deux situations seront envisagées : celle ou le
spectre de Hy est discret, puis celle ot I’état initial |p;) est couplé & un continuum
d’états finals; dans ce dernier cas, nous établirons une formule importante connue
sous le nom de “régle d’or de Fermi”. Au § D nous aborderons un autre cas impor-
tant, celui ou la perturbation fluctue de fagon aléatoire; elle est alors caractérisée
par sa fonction de corrélation dépendant du temps, et traitée par un calcul pertur-
batif valable aux temps courts. Nous verrons ensuite, au § E, comment prolonger la
validité de ce calcul aux temps longs, dans le cadre d’une approximation générale
appelée “condition de rétrécissement par le mouvement”.

Remarque:

L’étude faite au § C-3 du Chapitre IV peut étre considérée comme un cas
particulier du probléme général que nous abordons dans ce Chapitre XIII.
Rappelons qu'il s’agissait au Chapitre IV d’un systéme & deux niveaux (états
|p1) et |p2)), initialement dans Iétat |p1), et soumis a partir de linstant
t = 0 a l'action d’une perturbation constante W. Le calcul de la probabilité
P12(t) peut alors étre effectué de fagon exacte et conduit a la formule de
Rabi.

Le probleme que nous abordons ici est beaucoup plus général : nous consi-
dérons un systéme ayant un nombre quelconque de niveaux (parfois méme,
comme au § C-3, une infinité continue) et une perturbation W (t) dépendant
du temps de maniere quelconque. C’est ce qui explique que nous ne puissions
en général obtenir qu’une solution approchée.

B. Résolution approchée de I'équation de Schrodinger

B-1.  Equation de Schrédinger en représentation {|¢,)}

La probabilité Z;;(t) fait intervenir explicitement les états propres |p;) et
de Hy; il est donc tout a fait indiqué de choisir la représentation {|p,)}.
wf ¥

B-1-a. Systéme différentiel donnant les composantes du vecteur d’état

Soient ¢, (t) les composantes du ket [1(t)) dans la base {|p,)} :

[(t)) = ch(t)|90n> (B-1)

avec :
cn(t) = {pnl¥(t)) (B-2)

et Wnk(t) les éléments de matrice de I'observable W(t) dans la méme base :
(enlW ()l on) = W) (B-3)
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Rappelons que Hj est représenté dans la base {|¢,,)} par une matrice diagonale :
<50n|HO|<Pk> = Ey0nk (B—4)

Projetons les deux membres de 1’équation de Schrodinger (A-4) sur [pp);
pour cela, insérons la relation de fermeture :

Z lon) {pr| =1 (B-5)
k
et utilisons les égalités (B-2), (B-3) et (B-4); nous obtenons :

z’h%cn(t) — Bpen(t) + Xk: AW (£)x (8) (B-6)

L’ensemble des équations (B-6), écrites pour les diverses valeurs de n, constitue un
systeme d’équations différentielles linéaires couplées, du premier ordre en t, permet-
tant en principe de déterminer les composantes ¢, (t) de |[¢(¢)). Le couplage entre
ces équations provient uniquement de l'existence de la perturbation )\W(t) qui, par
ses éléments de matrice non diagonaux AW, (t), relie I'évolution de ¢, (t) & celle de
tous les autres coefficients cy(t).

B-1-b. Changement de fonctions
Lorsque AW (t) est nul, les équations (B-6) ne sont plus couplées, et leur
solution est tres simple. Elle s’écrit :
Cn(t) = by~ Ent/h (B-7)

ou b, est une constante dépendant des conditions initiales.

Si maintenant )\W(t) n’est pas nul,tout en restant tres petit devant Hy par
suite de la condition A < 1, on s’attend & ce que la solution ¢, (t) des équations
(B-6) soit assez voisine de la solution (B-7). En d’autres termes, si I'on effectue le
changement de fonctions :

cn(t) = by (t)e " Ent/h (B-8)

on peut prévoir que les b, (t) seront des fonctions lentement variables du temps.
Portons donc (B-8) dans 1’équation (B-6); nous obtenons :

. d .
ihe ™ Enth by (8) + By ba(t) €~ Fnt/0
= Epnbu(t) e 0 1N S AWk (8) bi(t) e P70
k

(B-9)

Multiplions alors les deux membres de cette égalité par et*F»t/7 et introduisons la
pulsation de Bohr :

E,—FE
Wk = Tk (B-10)
relative au couple de niveaux E,, et Ey ; il vient :
. d iwWnkt 1
iho ba(t) = Azk:e R (1) b (1) (B-11)
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B-2. Equations de perturbation

Le systéme d’équations (B-11) est rigoureusement équivalent a 1’équation de
Schrodinger (A-4) ; on ne sait pas en général trouver sa solution exacte. C’est pour-
quoi nous allons utiliser le fait que A est tres petit devant 1 pour essayer de détermi-
ner cette solution sous forme d’un développement en série de puissances de A (dont
on peut espérer qu’il sera rapidement convergent si A est suffisamment petit) :

b (t) = O (1) + X (8) + A2 () + .. (B-12)

Si l'on porte ce développement dans (B-11), et si 'on égale les coefficients de
A" dans les deux membres de ’équation, on trouve :

(i) pour r =0:

d. o
ih dtb( )(t) =0 (B-13)
En effet, par suite de la présence de A\ en facteur dans le deuxiéme membre de
(B-11), celui-ci ne contient aucun terme indépendant de A(r = 0). L’égalité (B-13)
exprime que b ne dépend pas de t; nous retrouvons ainsi que, si A est nul, by, (¢)
se réduit & une constante [cf. (B-7)].

() pour r # 0 :

m& IO Zewwt £) bV (1) (B-14)
On voit ainsi que, la solution & l'ordre zéro étant déterminée a partir de (B-13) et
des conditions initiales, la relation de récurrence (B-14) permet d’obtenir la solution
a lordre 1 (r = 1); elle fournit ensuite la solution & lordre 2 (r = 2) & partir de
celle d’ordre 1 et, de proche en proche, la solution a un ordre r quelconque a partir
de celle d’ordre r — 1.

B-3. Solution a I'ordre 1 en \
B-3-a. Etat du systéme a l'instant ¢

Pour ¢t < 0, le systéme est par hypothése dans 1'état |p;) : parmi tous les
coefficients by, (t), seul b;(t) est différent de zéro (et d’ailleurs indépendant de ¢
puisque AW est alors nul). A linstant ¢ = 0, )\W(t) subit éventuellement une
discontinuité en passant d’une valeur nulle a la valeur )\W(O); cependant, comme
AW (t) reste fini, la solution de I'équation de Schrédinger est continue en ¢t = 0. 11
s’ensuit que :

bu(t = 0) = 0 (B-15)

cette égalité étant valable quel que soit \. Par suite, les coefficients du développe-
ment (B-12) doivent vérifier :

b (t =0) = 6, (B-16)
b (t=0)=0 si r>1 (B-17)

L’équation (B-13) donne alors immédiatement, pour tout ¢ positif :

b(o ( ) = Oni (B'18)
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ce qui détermine complétement la solution a 1’ordre zéro.
Ce résultat permet ensuite d’écrire (B-14), pour r = 1, sous la forme :

d . N
. (1) _ Wkt )
ih-b}; (t) = Ek ek Wi () O

— et (1) (B-19)

équation qui s’integre sans difficulté. Compte tenu de la condition initiale (B-17),
on trouve :

1t
o) = = / e W (1) dt! (B-20)
thJo

Si maintenant nous reportons (B-18) et (B-20) dans (B-8) puis dans (B-1),
nous obtenons I'état |1 (t)) du systéme a I'instant ¢, calculé jusqu’a lordre 1 inclus
en A

B-3-b. Probabilité de transition 27, (t)

D’apres (A-6) et la définition (B-2) de cy(t), la probabilité de transition
P;r(t) est égale & |cp(t)]?, c'est-a-dire, puisque by(t) et cf(t) ont méme module
[¢f. (B-8)]

Pip(t) = |bs(t)]? (B-21)
by(t) =09 (1) + MW (1) + .. (B-22)

peut étre calculé a partir des formules établies au paragraphe précédent.
A partir de maintenant, nous supposons que les états |¢;) et |¢) sont dif-
férents ; nous nous intéressons donc aux transitions induites par AW (¢) entre deux

états stationnaires distincts de Hy. On a alors b;o)(t) = 0, et par suite
1
P (t) = X (1) (B-23)

En utilisant (B-20) et en remplacant \W () par W (t) [cf. (A-3)], on obtient finale-
ment :

2

I
/ eIt W, (t') dt’ (B-24)
0

Pit) = 1

Considérons la fonction Wp;(t'), qui est nulle pour ¢ < 0 et ¢’ > t, et égale
a Wpi(t') pour 0 < ' < t (¢f Fig. 1). Wy(t') est 'élément de matrice de la
perturbation “vue” par le systeme entre I'instant ¢ = 0 et I'instant ¢ de la mesure,
ou l'on cherche & déterminer si le systéme est dans I'état |ps). Le résultat (B-24)
montre que Z;;(t) est proportionnelle au carré du module de la transformée de
Fourier de la perturbation “vue” Wp;(t'); cette transformée de Fourier est prise
pour une pulsation égale a la pulsation de Bohr associée a la transition étudiée.

On remarque d’autre part que la probabilité de transition ;¢ (t) est nulle au
premier ordre si I’élément de matrice Wp;(t) est nul quel que soit ¢.
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A

FIGURE 1 - Variations avec t'
de la fonction W}l(t’) s Wt
coincide avec Wy;i(t') dans l'in-
tervalle 0 < t' < t, et s’annule
a lextérieur de cet intervalle.
C’est la transformée de Fourier
de Wyi(t') qui intervient dans la
probabilité de transition P;z(t) a
Uordre le plus bas.

~V

Remarque:

Nous n’avons pas discuté les conditions de validité de I'approximation du
premier ordre en A. La comparaison de (B-11) et (B-19) montre que cette
approximation revient simplement a remplacer, dans le deuxiéme membre de
(B-11), les coefficients by (t) par leur valeur by (0) & 'instant ¢t = 0. Il est done
clair que, tant que t reste suffisamment petit pour que by (0) differe peu de
bi(t), Papproximation reste valable. Par contre, lorsque ¢ devient grand, rien
ne permet a priori d’affirmer que les corrections d’ordre 2, 3 etc. en A sont
négligeables.

C. Cas particulier important : perturbation sinusoidale ou constante

C-1. Application des formules générales

Supposons maintenant que W (t) ait I'une des deux formes simples :

A

W(t) = W sinwt (C-1a)
W (t) = W coswt (C-1b)

W étant une observable indépendante du temps et w une pulsation constante. Une
telle situation se rencontre souvent en physique. Par exemple, dans les Complé-
ments Axyrr et Bxirr, nous nous intéressons a la perturbation d’un systeme physique
par une onde électromagnétique de pulsation w; & ¢(t) représente alors la probabi-
lité de transition induite par le rayonnement monochromatique incident entre 1’état
initial |p;) et I'état |py).

Avec la forme particuliére (C-1a) de W(t), les éléments de matrice W, () se
mettent sous la forme :

A

. . Wi ,
Wpi(t) = Wyisinwt = Tf'(em ) (C-2)

ol Wfi est un nombre complexe indépendant du temps. Calculons alors le vecteur
d’état du systéme a Pordre 1 en \; si 'on porte (C-2) dans la formule générale
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(B-20), on obtient :
Wni ! i ! i !
oIt = - / I (C-3)
0

L’intégrale qui figure au deuxieme membre de cette égalité est aisément calculable;
il vient :

W) =

Wni 1— i(wpitw)t 1— i(wpi—w)t
Wi [ e e ] (C4)

2ih Wni + w B Wni — W
Donc, dans le cas particulier ott nous nous sommes placés, la formule générale (B-24)
devient :

1— ei(wfi+w)t 1— ei(wfi—w)t 2

2 Weil?
Pyttiw) = 22 D) = 4£2|

(C-5a)

Wi +w Wi —w

(nous avons ajouté la variable w dans la probabilité &;¢ car celle-ci dépend de la
fréquence de la perturbation).

Si 'on choisit pour W (t) la forme particuliére (C-1b) au lieu de (C-1a), un
calcul analogue au précédent donne :
_ sl i

1— ei(wfi+w)t 1— ei(wfi—w)t

(C-5b)

Wt +w W — W

L’opérateur W coswt devient indépendant du temps si 'on prend w = 0. La proba-
bilité de transition &;¢(t) induite par une perturbation constante W s’obtient donc
en remplagant w par 0 dans (C-5b) :

|I/Vfi|2 iwpit |2
Pir(t) = |1—e“"f1
th?i
Wil
_| hf2| F(t,wys) (C-6)
avec :
sin(wyg;t/2 2
F(t,wpi) = |: (L(Uff/Q/) ):| (C-7)

Pour étudier le contenu physique des équations (C-5b) et (C-6), nous allons
envisager successivement le cas ol |g;) et |pf) sont tous deux des niveaux discrets
(§ C-2), puis celui ol |¢y) appartient & un continuum d’états finals (§ C-3). Dans le
premier cas, Z;r(t;w) [ou P f(t)] représente réellement une probabilité de transi-
tion accessible & la mesure alors que, dans le second, il s’agit en fait d’une densité de
probabilité (les quantités vraiment mesurables font alors intervenir une sommation
sur un ensemble d’états finals). Du point de vue physique, les deux cas précédents
se différencient trés nettement : nous verrons en effet dans les Compléments Cxyrp
et Dxr que, sur un intervalle de temps suffisamment long, le systéeme oscille entre
les états |¢;) et |¢y) dans le premier cas; il quitte irréversiblement I'état |¢;) dans
le second.

Dans le § C-2, pour mettre accent sur le phénomeéne de résonance, nous
choisirons une perturbation sinusoidale, mais les résultats obtenus sont facilement
transposables au cas d'une perturbation constante. Inversement, c’est dans ce der-
nier cas que nous nous placerons pour mener la discussion du § C-3.
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C-2. Perturbation sinusoidale couplant deux états discrets : phénomeéne de résonance
C-2-a. Caractere résonnant de la probabilité de transition

Lorsqu’on fixe le temps ¢, la probabilité de transition &;(t;w) est une fonc-
tion de la seule variable w. Nous allons voir que cette fonction présente un maximum
pour :

W~ W (C-8a)
ou :
WX —Wr (C_Sb)

Il se produit donc un phénomene de résonance lorsque la pulsation de la perturba-

tion coincide avec la pulsation de Bohr associée au couple d’états |¢;) et |pf). Sil'on
convient de prendre w > 0, les égalités (C-8) donnent les conditions de résonance
correspondant respectivement aux cas wyg; > 0 et wy; < 0 : dans le premier cas (cf.
Fig. 2-a), le systéme absorbe de facon résonnante un quantum d’énergie fuw pour
passer du niveau inférieur d’énergie F; au niveau supérieur Fy ; dans le deuxieme
cas (cf. Fig. 2-b), la perturbation résonnante stimule le passage du systéme du ni-
veau supérieur E; au niveau inférieur Ey (passage qui s’accompagne de 1'émission
induite d'un quantum d’énergie hw). Dans tout ce paragraphe, nous supposerons
que wy; est positif (situation de la Figure 2.a); le cas olt wy; est négatif se traiterait
de maniere analogue.

E .
S i |¢l>

oy >

L l‘/’i) E/

a b

o>

FIGURE 2 - Disposition relative des énergies E; et Ef associées aux états |¢;) et
los). Si E; < Ey (fig. a), la transition |@;) — |pr) s’effectue par absorption d’un
quantum d’énergie hw ; si au contraire E; > Ey (fig. b), la transition |¢;) — |of)
s’effectue par émission induite d’un quantum d’énergie hw.

Pour mettre en évidence le caractere résonnant de la probabilité de transition,
remarquons que les expressions (C-ba) et (C-5b) de &;¢(t;w) font intervenir le
module au carré d’une somme de deux termes complexes : le premier de ces termes
est proportionnel a :

1 — eilwpitw)t P T sin [(wyi + w)t/2]
wri +w (wfi +w)/2

A+ = (C—ga)
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et le second a :

1— ei(wf,i—w)t

A=

_ _iei(wf,i—w)t/Z sin [(wf1 - w)t/Q] (C—gb)
wp—w (wri —w)/2

Le dénominateur du terme en A_ s’annule pour w = wy;, celui du terme en A,
pour w = —wy;. On s’attend par suite a ce que, si w est voisin de wy;, seul le terme
A_ soit important ; ¢’est pourquoi il est appelé “terme résonnant”, alors que celui
en Ay est appelé “terme antirésonnant” (A4 deviendrait résonnant si, wy; étant
négatif, w était voisin de —wy;).

Placons-nous donc dans le cas ot :

|w —wril < Jwpil (C-10)

et négligeons le terme antirésonnant Ay (la validité de cette approximation sera
discutée au § C-2-c¢ suivant). Il vient alors, compte tenu de (C-9b) :

| 2

Pyl =

12 F(t,w—wyi) (C-11)

avec :

F(t,w—wp) = {

sin [(wys — w)t/2] }2
(wpi —w)/2

La Figure 3 représente les variations de ;¢ (t; w) en fonction de w, t ayant une valeur
fixée ; elle montre clairement le caractere résonnant de la probabilité de transition.
Cette derniére présente un maximum lorsque w = wy;, et vaut alors Wy, |*t? /4h? ;
elle décroit ensuite au fur et & mesure que I'on s’éloigne de w¢;, puis s’annule lorsque
|w—wy;| = 2m/t. Lorsque |w — wy;| continue a augmenter, elle oscille entre la valeur
[Wril?/h?(w — wyi)? et zéro (courbe de diffraction).

(C-12)

C-2-b. Largeur de la resonance et relation d’incertitude temps-énergie

La largeur Aw de la résonance peut étre définie approximativement comme
étant la distance qui sépare les deux premiers zéros de & (t; w) autour de w = wy; :
c’est dans cet intervalle que la probabilité de transition prend les valeurs les plus
importantes [le premier maximum secondaire de Z; 7, obtenu lorsque (w—wy;)t/2 =
3m/2, vaut |Wp;|? /t2 /972 h?, ¢’est-a-dire moins de 5 % de la probabilité de transition
a résonance]. On a donc :

Aw ~ " (C-13)
Cette largeur est d’autant plus faible que le temps t est plus grand.

Le résultat (C-13) présente une certaine analogie avec la relation d’incertitude
temps-énergie (c¢f. Chap. III, § D-2-¢). En effet, supposons que ’on cherche & mesurer
la différence d’énergie Iy — E; = hwy; en appliquant au systeme une perturbation
sinusoidale de pulsation w, et en faisant varier w de fagon a détecter la résonance.
Si la perturbation agit pendant le temps ¢, I'incertitude AE sur la valeur Ef — E;
sera, d’aprés (C-13), de l'ordre de :

AE = hAw ~ 7; (C-14)
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1 2,4t 0)
Wil | .
4n?

4n

Ao = —

/ t

|
0 W o
FIGURE 3 — Variations avec w de la probabilité de transition au premier ordre

Pif(t;w) associée d une perturbation sinusoidale de pulsation w; t a une valeur
fizée. Lorsque w ~ wy;, il apparait une résonance dont l'intensité est proportionnelle
a t2 et la largeur inversement proportionnelle d t.

Donc, le produit tAE ne peut pas étre inférieur a . Ceci rappelle la relation d’incer-
titude temps-énergie, bien que ¢ ne soit pas ici un intervalle de temps caractéristique
de I’évolution libre du systeme considéré, mais soit au contraire imposé de l'exté-
rieur.

C-2-c. Validité du traitement de perturbation utilisé

Examinons maintenant les conditions de validité des calculs qui nous ont
conduits au résultat (C-11). Nous allons successivement discuter I'approximation
résonnante, qui consiste a négliger le terme antirésonnant A, , puis approximation
du premier ordre dans le développement en perturbation du vecteur d’état.

Q. Discussion de l’approximation résonnante

En nous appuyant sur I'hypothése w ~ wy;, nous avons négligé A4 devant

A_. Comparons donc les modules de A4 et A_.

La Figure 3 montre l'allure de la fonction |A_(w)|?; comme |A;(w)

|A_(—w)|?, on obtient |A;(w)|? en prenant la courbe symétrique de la précédente
par rapport a I'axe vertical w = 0. Si ces deux courbes, de largeur Aw, sont centrées
en des points dont la distance est grande devant Aw, il est clair qu’au voisinage
de w = wy;, le module de A, est négligeable devant celui de A_. L’approximation

|2_
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résonnante est donc justifiée & condition! que :
2wy > Aw (C-15)
c’est-a-dire, compte tenu de (C-13) :

1

t>>
lwpil — w

(C-16)

Le résultat (C-11) n’est donc valable que si la perturbation sinusoidale agit pen-
dant un temps t grand devant 1/w. La signification physique d’une telle condition
est claire : elle exprime que, durant Uintervalle [0,¢], la perturbation a effectué
de nombreuses oscillations et peut donc étre ressentie par le systeme comme une
perturbation sinusoidale. Si au contraire ¢ était petit devant 1/w, la perturbation
n’aurait pas le temps d’osciller et serait, en fait, équivalente a une perturbation

variant linéairement en fonction du temps dans le cas (C-1a), ou constante dans le
cas (C-1b).

Remarque:

Pour une perturbation constante, la condition (C-16) ne peut jamais étre
satisfaite, puisque w est nul. Cependant, il n’est pas difficile d’adapter les
calculs du § C-2-b précédent pour les rendre valables dans ce cas : nous
avons déja obtenu en (C-6) la probabilité de transition &;;(t) pour une
perturbation constante en faisant directement w = 0 dans la formule (C-5b).
Notons que les deux termes A, et A_ sont alors égaux, ce qui montre bien
que, si (C-16) n’est pas vérifiée, le terme antirésonnant n’est pas négligeable.
Les variations de la probabilité Z;;(t) en fonction de la différence d’énergie
hwy; (le temps ¢ étant fixé) sont représentées sur la Figure 4. Cette probabilité
est maximale lorsque wy; = 0, ce qui correspond bien a ce que nous avons
trouvé au § C-2-b précédent : si sa pulsation est nulle, la perturbation est
résonnante lorsque wyp; = 0 (niveaux dégénérés). De maniére plus générale,
les considérations du § C-2-b concernant les caractéristiques de la résonance
peuvent étre transposées a ce cas.

5. Limites du calcul au premier ordre

Nous avons déja noté plus haut (¢f. remarque de la fin du § B-3-b) que lap-
proximation du premier ordre peut cesser d’étre valable lorsque le temps t devient
trop grand. C’est effectivement ce que ’on observe sur ’expression (C-11).

Celle-ci s’écrit en effet a résonance :

Wil
Piftiw=wyp;) = 422

t2 (C-17)

Cette fonction devient infinie lorsque t — 00, ce qui est absurde puisqu’une pro-
babilité ne peut en aucun cas étre supérieure a 1.

1. Notons que, si la condition (C-15) n’est pas vérifiée, les termes résonnant et antirésonnant
interférent : il ne suffit pas d’ajouter simplement A1 |2 et |A_|2.
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A 2,0

'Wi|2t2

hz
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0 o)

FIGURE / - Variations en fonction de wy; = (Ey — E;)/h de la probabilité de transi-
tion P;f(t) associée a une perturbation constante; t a une valeur fizée. Il apparait
une résonance centrée autour de wy; = 0 (conservation de l’énergie), ayant méme
largeur que la Tésonance de la Figure 3, mais une intensité quatre fois plus grande
(par suite d’une interférence constructive entre les termes résonnant et antiréson-
nant qui, pour une perturbation constante, sont égauz).

En pratique, pour que 'approximation au premier ordre puisse étre valable
a résonance, il faut que la probabilité écrite en (C-17) soit trés petite devant 1,
c’est-a-dire que ? :

< e (C-18)
(Wil

Pour montrer de fagon précise pourquoi cette inégalité est liée & la validité de Iapproxi-

mation du premier ordre, il faudrait calculer a partir de (B-14) les corrections d’ordres

supérieurs, et examiner dans quelles conditions elles sont négligeables. On verrait alors

que, si Pinégalité (C-18) est nécessaire, elle n’est pas en toute rigueur suffisante : par

exemple, dans les termes d’ordre deux ou plus apparaitraient des éléments de matrice

2. Pour que la théorie qui a été développée ici ait un sens, il faut évidemment que les
conditions (C-16) et (C-18) soient compatibles, c’est-a-dire que :

RS

<
lwril (Wil

inégalité qui exprime simplement que la différence d’énergie |Ey — E;| = hlwy;| est trés grande
devant I’élément de matrice de W (t) entre |p;) et |@f).
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Wirn de W autres que Wy;, auxquels il faudrait imposer certaines conditions pour que les
corrections correspondantes soient faibles.

Signalons que le probleme du calcul de la probabilité de transition lorsque
t ne satisfait pas (C-18) est abordé dans le Complément Cxyip ot 'on utilise une
approximation d’un type différent (approximation séculaire).

C-3. Couplage avec des états du spectre continu

Si I'énergie F; appartient a une partie continue du spectre de Hy, c’est-a-
dire si les états finals sont repérés par des indices continus, il n’est pas question de
mesurer la probabilité de trouver a l'instant ¢ le systéme dans un état |¢;) bien
déterminé. Effectivement, les postulats du Chapitre III indiquent dans ce cas que la
quantité [{¢ [ (t))|? que nous avons calculée ci-dessus (de fagon approchée) est une
densité de probabilité. Les prévisions physiques relatives a une mesure donnée font
intervenir alors une sommation de cette densité de probabilité sur un certain groupe
d’états finals (qui dépend de la mesure envisagée) ; étudions ce que deviennent dans
ce cas les résultats des paragraphes précédents.

C-3-a. Sommation sur un continuum d’états finals; densité d’états
Q. FEtude d’un exemple concret

Pour bien comprendre comment on effectue cette sommation sur les états
finals, raisonnons d’abord sur un exemple concret.

Intéressons-nous au probleme de la diffusion d’une particule sans spin, de
masse m, par un potentiel W(r) (¢f. Chap. VIII). On peut développer I’état |)(t))
de la particule & I'instant ¢ sur les états |p) d’impulsions p bien définies et d’énergies :

E=— (C-19)
les fonctions d’onde correspondantes étant les ondes planes :

1 3/2 y
_ ip-r/h 5
oo = (57) ¢ (C-20)

La densité de probabilité associée a une mesure de I'impulsion est |(p|i(¢))|?, le ket
[1(t)) étant supposé normé.

Le détecteur utilisé dans I'expérience (voir par exemple la Figure 2 du Cha-
pitre VIII) donne un signal lorsque la particule est diffusée avec I'impulsion py ;
bien siir, ce détecteur a toujours une ouverture angulaire finie et sa sélectivité en
énergie n’est pas parfaite : il donne un signal toutes les fois que I'impulsion p de la
particule pointe dans I’angle solide §€2 ¢ autour de py et que son énergie est comprise
dans I'intervalle 0 £y centré en £y = p?/2m. Si 'on désigne par Dy le domaine de
I’espace des p défini par ces conditions, la probabilité d’obtenir un signal sur le
détecteur est donc :

5P (py 1) = / O (C-21)
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Pour utiliser les résultats des paragraphes précédents, nous aurons besoin d’effectuer
un changement de variables qui fasse apparaitre une intégrale sur 1’énergie ; ceci ne
présente pas de difficulté, puisqu’on peut écrire :

d3p = p?dpdQ (C-22)
et remplacer la variable p par ’énergie FE qui lui est reliée par (C-19); on obtient
ainsi :

d®p = p(E)dE dQ (C-23)
(()ﬁ la gonction p(E), appelée densité d’états finals, ’écrit, d’apres (C-19), (C-22) et

C-23) :

dp m
_ 24P _ 2 3
p(E)=p g =P ) mv2mE (C-24)
La relation (C-21) devient alors :
0P t) = | (g ¢ s, Q2 AE p(E) [Pl (1)) (C-25)
{E € 8B

B. Cas général

Supposons que, dans un probléme déterminé, certains états propres de Hy
soient repérés par un ensemble continu d’indices, que nous symboliserons par «, tel
que la relation d’orthonormalisation s’écrive :

(ala’) =6(a — o) (C-26)

Le systéme étant décrit a Uinstant ¢ par le ket normé [¢(¢)), on veut calculer la
probabilité § Z(a, t) de le trouver, lors d’une mesure, dans un groupe donné d’états
finals ; on caractérise ce groupe d’états par un domaine D de valeurs des parametres
a, centré autour de oy, et on suppose que leurs énergies forment un continuum. Les
postulats de la mécanique quantique donnent alors :

5P(ag,1) = / _ dafalu o) (C-27)

Comme dans I'exemple du § o précédent, changeons de variables de maniere
a faire apparaitre la densité en énergie des états finals : au lieu de caractériser ces
états par les parametres «, utilisons I’énergie E et un ensemble d’autres parametres
B (qui sont nécessaires lorsque Hy ne constitue pas & lui seul un E.C.0.C.). On peut
alors exprimer da en fonction de dE et df :

do = p(B, E)dBdE (C-28)

ce qui fait apparaitre la densité d’états finals p(B, E) 3. Si 'on désigne par 63y et
0Ey les intervalles de valeurs des parametres § et E définis par Dy, il vient :

5P (ast) = / ABAE p(, E) (B, E|(1))|? (C-29)
BESBy; EESEy

ol la notation |a) a été remplacée par |, E) pour mettre en évidence la dépendance
en E et (3 de la densité de probabilité |(a|y(t))]?.

3. Dans le cas général, la densité d’états p dépend a la fois de F et de 3 ; cependant, il arrive
souvent (cf. exemple du § a ci-dessus) que p ne dépende que de E.
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C-3-b. Reégle d’or de Fermi

Dans V'expression (C-29), [¢(¢)) est le vecteur d’état normé du systéme a
Iinstant ¢. Comme dans le § A de ce chapitre, prenons un systéme initialement dans
un état propre |¢;) de Hy [|¢;) appartient donc au spectre discret de Hy, puisque
Pétat initial du systéme doit étre, comme |1 (¢)), normalisable]. Nous remplacerons,
dans (C-29), la notation § 2 (ay,t) par 62 (p;, ar, t) pour rappeler que le systéme
part de létat |p;).

Les calculs du § B et leur application au cas d’une perturbation sinusoidale
ou constante (§§ C-1 et C-2) demeurent valables lorsque ’état final du systéme
appartient au spectre continu de Hy. Si nous supposons W constant, on peut donc
utiliser la formule (C-6) pour calculer, au premier ordre en W, la densité de proba-
bilité |(3, E|(t))|?. On obtient ainsi :

8, B0} = =5 1(6, EIW i) (t, £ ;Ei) (C-30)

ou E et F; sont les énergies des états |5, E) et |¢;) respectivement, et F' la fonction
définie en (C-7). Finalement il vient pour § Z(p;, ay,t) :

1

E—-FE;
52(pnar.t) = o5 [ A84E (5, E) 6 EW ) PP (1,55
BesBy; ECSEy

(C-31)

La fonction F' (t7 E_hE‘) varie trés rapidement autour de E = FE; (c¢f. Fig. 4). Si t
est assez grand, cette fonction peut étre assimilée, a un facteur pres, a la fonction
0(F — E;); on a en effet, d’apres les relations (11) et (20) de I’Appendice II :

lim F (t, E %E> = 7té (E ;ﬁE) = 21ht §(E — E;) (C-32)

t—o0

En revanche, la fonction p(3, E)|(3, E|W|g;)|? varie en général de maniére beaucoup
plus lente avec E. Nous supposerons ici que t est suffisamment grand pour que la
variation de cette fonction sur un intervalle d’énergie de largeur 47h/t centré en
E = E; soit négligeable®; on peut alors, dans (C-31), remplacer F (t, E%E) par
sa limite (C-32), ce qui permet d’effectuer immédiatement Uintégrale sur E. Si, de
plus, 63 est tres petit, I'intégrale sur § est inutile et on obtient finalement :

— lorsque I'énergie E; appartient au domaine 0Ey :

2w
0P (piap.t) = 087t [(Br, Ey = Ei|Wlgi)[*p(By, By = Ei) (C-33a)
— lorsque I’énergie E; n’appartient pas a ce domaine :

§P(pirayf,t) =0 (C-33h)

Comme nous 'avons vu dans la remarque du § C-2-c-«, une perturbation
constante ne peut induire de transitions qu’entre états d’énergies égales; le systéme
doit nécessairement avoir la méme énergie (& 2mh/t prés) dans I’état initial et dans

4. p(B, E)|(B, E|W|p;)|? doit varier suffisamment lentement pour qu’il soit possible de trou-
ver des valeurs de t satisfaisant a la condition énoncée, tout en restant suffisamment petites pour
que le traitement de W en perturbation soit valable. Nous supposons de plus ici que §Ef >> 4mwh/t.
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I’état final. C’est pourquoi, si le domaine §E; exclut I’énergie E;, la probabilité de
transition est nulle.

La probabilité (C-33a) croit proportionnellement au temps. Par conséquent,
la probabilité de transition par unité de temps 6W(p;, o) définie comme :

d
(SW(@% a.f) = 56‘@(901'7 af, t) (0'34>

est indépendante du temps. Introduisons la densité de probabilité de transition par
unité de temps et par unité d’intervalle de la variable 3¢ :

5 79 f
w(p;, ap) = W(ngaf) (C-35)

Elle est égale a :

2
wlpi ag) = 7 |8, By = BlWe)l? p(By. By = Ey) (C-36)

Ce résultat important est connu sous le nom de régle d’or de Fermi.

Remarques:

(i) Supposons que W soit une perturbation sinusoidale de la forme (C-1a) ou
(C-1b) qui couple un état (J;) & un continuum d’états |3, Ef) d’énergies
E; voisines de E; + hiw. On peut effectuer a partir de la formule (C-11)
le méme raisonnement que plus haut, ce qui donne :

i
w(pi, op) = oh (Bs, Ey = Ei+hw|W|pi)|*p(By, By = E; + hw) (C-37)

(m) Revenons au probléme de la diffusion d’une particule par un potentiel W dont
les éléments de matrice en représentation {|r)} sont donnés par :

{e|W|t"y = W(r)é(r —x") (C-38)

Supposons maintenant que ’état initial du systéme soit un état d’impulsion
bien définie :

[(t =0)) = |p:) (C-39)

et calculons la probabilité de diffusion d’une particule incidente, d’impulsion p;,
dans des états d’impulsions p groupées autour d’une valeur donnée py (avec
|ps| = |pi]). La formule (C-36) donne la probabilité de diffusion w(p;, py) par
unité de temps et par unité d’angle solide autour de p = py :

2

w(pi, Pf) = & (P |Wpi)|*p(Ef = E:) (C-40)

11 vient alors, compte tenu de (C-20), (C-38) et de expression (C-24) de p(E) :

2

6 .
w(pi, py) = Q%m\/m (%) ’/d%e“pf“’f’r/hW(r) (C-41)
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On reconnait au second membre de cette égalité la transformée de Fourier du
potentiel W(r), prise pour la valeur de p égale a p; — py.

On peut noter que 1'état initial |p;) que nous avons pris ici n’est pas norma-
lisable, et qu’il ne peut représenter 1'état physique d’une particule. Cependant,
bien que la norme de |p;) soit infinie, le second membre de (C-41) garde une va-
leur finie ; on peut donc s’attendre, en raisonnant de maniere intuitive, & obtenir
a partir de cette égalité un résultat physique correct. Effectivement, divisons la
probabilité obtenue par le courant de probabilité :

1 \3 hk; 1 \3 2F;
Ji’(%) m o (%) \V (C-42)

associé, d’apres (C-20), & état |p;); on obtient ainsi :

2
w(pi,py) _ _m?

Ji T 4m2ps

/ dPr e PP/ My (r) (C-43)

qui coincide avec l'expression de la section efficace de diffusion dans ’approxi-
mation de Born (§ B-4 du Chap. VIII).

Bien que non rigoureux, le raisonnement précédent permet ainsi de montrer
que les sections efficaces de diffusion & I'approximation de Born peuvent étre
également obtenues par une approche temporelle, & partir de la régle d’or de
Fermi.

D. Perturbation aléatoire

Un autre cas intéressant a étudier est celui ol la perturbation agissant sur
le systéeme fluctue dans le temps de maniere aléatoire. Considérons par exemple
un atome (a) qui posséde un moment magnétique de spin, et se déplace dans un
gaz de particules (b) possédant elles aussi un moment magnétique. Il subit alors
en permanence des collisions avec ces dernieres, au cours desquelles les particules
(b) créent au niveau de (a) un champ magnétique fluctuant de manieére aléatoire
d’une collision a I’autre. Les interactions qui en résultent peuvent alors désorienter
le moment magnétique de la particule (a). L’objet de ce § D est de traiter une
situation de ce type. Pour cela nous reprendrons les calculs du § B en supposant
que Pélément de matrice Wy;(t) de la perturbation est une fonction aléatoire du
temps. Notre but est d’étudier la probabilité &7 ,(t) de transition entre I'état |¢;)
et I’état |py) au bout d'un temps ¢, ce qui nous permettra de voir dans quelle mesure
elle differe de ce que nous avons trouvé dans la partie précédente.

D-1. Propriétés statistiques de la perturbation

Nous prenons ici le point de vue ou 1'on s’intéresse a ’évolution d’un systeme
quantique unique, 'atome (a) dans l’exemple mentionné plus haut, afin d’étudier
son évolution moyenne dans le temps. Ce sont alors les propriétés des moyennes
statistiques sur le temps ® de la perturbation W (¢) qui vont jouer un rdle important.

5. Dans le Complément Exyr1, nous prenons un point de vue qui s’applique plus directement
a la majorité des expériences : nous étudions un ensemble de N systemes quantiques individuels
décrits par leur opérateur densité. Les deux approches sont cependant équivalentes dans la mesure
ol, en mécanique statistique, le calcul d’une moyenne sur un “ensemble de Gibbs” est équivalent
a celui d’'une moyenne sur un temps long pour un systéme unique.
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Nous notons W (t) la valeur moyenne de I’élément de matrice Wy (¢), et supposons
que cette valeur moyenne est nulle :

Wis(t) =0 (D-1)

ce qui signifie que Wiy (¢) fluctue entre des valeurs qui peuvent étre opposées.
Comme les éléments de matrice W;; et Wy; sont deux nombres complexes conju-
gués, leur produit est nécessairement positif ou nul, de sorte que sa valeur moyenne
est non nulle en général :

Wi () Wis () > 0 (D-2)

Il est utile pour la suite de considérer également les valeurs moyennes prises a des
instants différents t et ¢ + 7, que nous appelons la “fonction de corrélation” C;f(7) :

Cif(1) =Wyt +T)Wip(t) #0 (D-3)

La dépendance en 7 de C; () caractérise le temps de pendant lequel la perturbation
garde une mémoire de sa valeur : C;f(7) n’est non nulle que pendant I'intervalle de
temps ot Wp;(t+7) reste corrélé avec Wy (t). La fonction de corrélation C;r(7) tend
vers 0 quand la différence des temps |7| est supérieure & un temps caractéristique
7. appelé “temps de corrélation” :

Cif(t) — 0 si |7 > (D-4)

Nous allons nous intéresser au cas ou 7. est trés court devant tous les autres temps
d’évolution du systéme. Dans l’exemple donné plus haut de I'atome (a) diffusant
dans un gaz de particules (b), le temps de corrélation 7, est de I'ordre du temps que
dure une collision élémentaire, généralement (beaucoup) plus court que 1071 s.

Nous supposons que la perturbation aléatoire est stationnaire, de sorte que ces
fonctions de corrélation ne dépendent que de la différence 7 entre les deux instants
t+ 7 et t. On a donc également :

Wii(t)Wip(t — 1) = Cig (1) (D-5)

Or, par conjugaison complexe, la relation (D-3) devient :

Wip(t + 1)Wyilt) = Wei() Wi (t +7) = Cjy (1) (D-6)

La comparaison avec (D-5) montre que :
i(1) = Cig(=7) (D-7)

Le changement du signe de la variable 7 transforme donc la fonction C;/(7) en sa
complexe conjuguée; en particulier, C;¢(0) est réel.

Pour les calculs qui suivent, il sera commode d’introduire la transformée de
Fourier C;f(w) de la fonction Cjf(7) :

1 [ ;
Cif(w) = —— dr 7T Cip (T D-8
@ == ) 05)
d’out découle la relation inverse :
1 +oo L
Cir(T) = —/ dwe™7C;r(w D-9
(1) N F(w) (D-9)
La relation (D-7) entraine que Cj(w) est une fonction réelle.
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D-2. Calcul perturbatif de la probabilité de transition

Comme en (B-8), nous effectuons le changement de fonctions qui transforme
les ¢, (t) en b, (t), afin d’éliminer les variations des coefficients introduites par Hy
seul (ceci revient au passage en point de vue d’interaction, cf. exercice 15 du Com-
plément Lip). Nous supposons que b;(0) = 1 et br(0) = 0; nous nous intéressons a
lamplitude de probabilité by(t) pour que le systéme, partant & Uinstant ¢ = 0 de
létat |p;), soit trouvé a linstant ¢ dans 1'état |¢ ). L’équation (B-20) s’écrit alors :

I L
b0 = = /0 et Wri(t)dt' (D-10)

La probabilité de trouver le systéme dans 1'état [¢ ) & U'instant ¢ s’obtient en multi-

pliant (D-10) par son complexe conjugué. Comme wy; = —w;s et W73, = Wiy, nous
obtenons :
1 1 t . " t . ’
[b(f )(t)]* % [b(fl)(t)] _ hQ/Q piwist Wz‘j’(t”)dt”/o eiwrit Wfi(t/)dt/ (D-11)

La probabilité de transition Z;¢(t) est la moyenne de (D-11) sur les diverses réali-
sations de la perturbation aléatoire. Nous obtenons ainsi :

t t
Pu(t) = DD O * (0] = 75 / a’ / e U (YW (87)
0 0

(D-12)
Si nous posons :
T=t -t (D-13)
l'utilisation de (D-5) permet de ré-écrire (D-12) sous la forme :
1 t t’ _
Pir(t) = —2/ dt’/ dr e U TCi(T) (D-14)
h2 Jo t—t
(le changement de signe provenant de dr = —dt’ est compensé par 'interversion
des bornes d’intégration).
Dans tout ce qui suit, nous supposerons :
t>T, (D-15)

L’intégrale sur dt’ est prise sur I'intervalle de temps de 0 & ¢, qui est trés grand devant
T.. On peut donc, sans modifier sensiblement sa valeur, raccourcir cet intervalle de
quelques 7, aux deux extrémités. Sin est de 'ordre de quelques unités (par exemple,
n =2 ou n = 3), nous avons donc :

1 t—nTe t’ )
Py [ v [ areroy (D-16)

Dans l'intégrale sur dr, la borne supérieure est t' > n7.; comme C,¢(7) tend vers
zéro si T > 7., nous pouvons remplacer cette borne par I'infini, puisque nous ajou-
tons ainsi une contribution a 'intégrale ou la fonction a intégrer est nulle. De méme,
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nous pouvons remplacer la borne inférieure négative t’ —t par —oo, puisque la condi-
tion ¢’ —t < —n7. garantit que la fonction a intégrer est nulle dans le domaine d’in-
tégration supplémentaire ainsi ajouté. L’intégrale sur d7 devient alors indépendante
de t/, de sorte que celle sur dt’ s’effectue immédiatement et introduit :

t—nTe
/ dt’ = (t —2n7e) ~ ¢ (D-17)
Nous obtenons alors :

Pir(t) ~Tt (D-18)
ou la constante I' est définie par :

1 [T V27 ~

I = ﬁ N Cif(T) e WiuTdr = 72 Cif(wif) (D-lg)

1l apparait ainsi la transformée de Fourier C;s(w;s) de la fonction de corrélation
Cis(7) définie en (D-8), prise a la fréquence (angulaire) w;y = —wy; de la transition
reliant I’état initial |p;) a 'état final |p ). Comme nous 'avons déja noté, la relation
(D-7) montre que la constante I" est réelle.

La probabilité de transition de |¢;) & |¢f) au bout d'un temps t est donc
proportionnelle au temps. Lorsque la perturbation est aléatoire, on peut ainsi définir
(au moins pour les temps courts® o le calcul de perturbation a 1'ordre le plus bas
est valable) une probabilité de transition par unité de temps de |p;) a |py); elle
est proportionnelle & la transformée de Fourier de la fonction de corrélation de la
perturbation évaluée a la pulsation wy;. Ce résultat est totalement différent de celui
obtenu auparavant en (C-11) et (C-12) pour une perturbation sinusoidale, pour
laquelle la probabilité de transition croissait en t? aux temps courts, et oscillait
ensuite.

D-3. Condition de validité du calcul perturbatif

Le résultat (D-18), obtenu par un calcul perturbatif, n’est valable que tant
que la probabilité de transition reste faible, donc si :

1
At < = (D-20)

r
Mais d’autre part, pour établir (D-18) nous avons supposé en (D-15) que t est trés
grand devant 7.. Les deux conditions (D-20) et (D-15) ne sont compatibles que si :

Te K 1 (D-21)
r
Le calcul présenté ci-dessus suppose donc l'existence de deux échelles de temps
trés différentes : le temps d’évolution du systéme, de 'ordre de 1/T, souvent ap-
pelé “temps de relaxation”; le temps de corrélation 7., beaucoup plus court, qui
caractérise la mémoire des fluctuations de la perturbation aléatoire.

6. Nous verrons dans la partie suivante a quelles conditions ce résultat demeure valable aux
temps longs.
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L’équation (D-21) exprime simplement que, pendant ce temps de corrélation,
le systéme doit trés peu évoluer. Si 'on y remplace I' par son expression (D-19), on
obtient une inégalité qui s’exprime uniquement en termes des caractéristiques de la
perturbation ; on appelle souvent cette inégalité “condition de rétrécissement par le
mouvement”, pour des raisons qui seront précisées au § 2-c-6 du Complément Exipy.

E. Comportement aux temps longs pour un atome a deux niveaux

Jusqu’ici, nous nous sommes limités dans ce chapitre a des calculs perturba-
tifs de la probabilité de transition au bout d’un temps ¢ ; nous avons trouvé qu’elle
croit comme t? pour une perturbation sinusoidale, mais linéairement en ¢ pour une
perturbation aléatoire de mémoire courte. Comme une probabilité ne peut évidem-
ment pas dépasser I'unité, une telle croissance ne peut pas rester valable pour les
grandes valeurs du temps. Le but de cette derniere partie du chapitre est de pré-
senter des approches permettant de faire des prédictions aux temps ¢ longs pour les
deux types de perturbations, et d’interpréter les différences entre les deux sortes de
comportement obtenus. Comme les calculs sont plus simples pour un systeme ne
possédant que deux niveaux, nous nous limiterons a ce cas.

E-1. Perturbation sinusoidale

En fait, nous avons déja étudié dans le Complément Fry le comportement
aux temps longs d’un systeme a deux niveaux soumis a une perturbation sinusoi-
dale. Nous avons en effet calculé exactement 1’évolution d’un spin 1/2 dans le cas
particulier ou 'hamiltonien H est celui de la relation (14) de Fry :

B A wo wle—iwt
H(t) = (wlem o (E-1)

(la base utilisée pour écrire cette matrice est celle {|+),|—)} des vecteurs propres
de la composante S, du spin). Les éléments de matrice de 'hamiltonien H, sont
ceux qui se situent sur la diagonale de cette matrice; Hy provient du couplage du
spin avec un champ magnétique statique By, parallele a I'axe Oz. L’hamiltonien de
perturbation W (¢) correspond aux parties non diagonales de la matrice; il traduit
I’action d’un champ de radiofréquence tournant a la fréquence angulaire w autour de
I’axe Oz. Nous avons montré dans ce Complément Fry que ’évolution quantique du
spin 1/2 reproduit exactement ’évolution classique d’un dipdle magnétique portant
un moment cinétique qui lui est proportionnel; ceci permet d’obtenir une image
commode de I’évolution d’un spin dans un champ magnétique qui est la somme
d’un champ constant et d’'un autre tournant.

Or nous avons vu au Complément Cry que tout systeme & deux niveaux est
parfaitement isomorphe & un spin 1/2. Les états |p;) et |¢s) sont associés aux états
|[+) et |=) du spin, et I'hamiltonien Hy donne naissance aux deux énergies non
perturbées E; = fwg/2 et Ef = —hwo/2; on a donc wy = w; 5. Nous supposons que
la perturbation W couplant les deux états |¢;) et |ps) est 'analogue de Ueffet d'un
champ magnétique B; tournant a la fréquence w dans le plan zOy ; elle introduit
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donc les éléments de matrice non diagonaux de (E-1), avec :

hwl Ciw
Wip () = == e
ﬁwl iw
Wri () = =" ' (E-2)

(le nombre wq est supposé réel ; s’il ne 'est pas, un changement de la phase relative
de |p;) et |os) permet de satisfaire cette condition). Nous pouvons alors transpo-
ser directement les résultats du Complément Fry, sans calcul supplémentaire. La
relation (27) du Complément Fry indique ainsi que la probabilité de transition est
donnée par la “formule de Rabi” :

i = (w1)2 sin? w1)? + (W — wip)? ! -
P €)= (w1)? + (w — wif)? [\/( ) i) 2 (E-3)

Puisque les évolutions quantique et classique coincident dans cette situation,
on peut les interpréter simplement en termes de précession classique d’un moment
magnétique autour d’un “champ efficace”. A résonance, le champ efficace se trouve
dans le plan 2Oy, par exemple le long de I'axe Oz. Le spin, initialement paralléle
a Oz, précesse alors en effectuant de grands cercles dans le plan yOz. La relation
(E-3) indique que la probabilité de le trouver dans la direction opposée s’écrit alors :

Py (£) = sin? (“2”) (E-4)

qui oscille entre 0 et 1 avec une fréquence angulaire de précession wy = 2Wy;/h,
appelée “fréquence de Rabi”. Il est clair qu'une approche perturbative ne peut per-
mettre " d’obtenir ce type d’oscillation, qui dure indéfiniment.

Lorsque la perturbation n’est pas résonnante, le champ efficace acquiert une
composante le long de 'axe Oz, de sorte que la précession du moment magnétique
s’effectue maintenant sur un cdne; son angle au sommet est d’autant plus petit
que la fréquence w est plus éloignée de la fréquence de résonance (Figure 2 du
Complément Fry). Il faut alors utiliser la relation compléte (E-3) qui, & nouveau,
prévoit une oscillation sinusoidale. On remarque au passage que, si |w —w;f| >
Wiy /2h, on retrouve le résultat des équations (C-11) et (C-12) du ChapitreXIII,
qui fournissent donc une bonne approximation dans ce cas.

Remarque:

Les résultats qui précedent supposent que la perturbation est assimilable a
un champ tournant. Si I'on remplace dans (E-1) les exponentielles e™** par
des sinwt ou des coswt, on introduit deux champs tournants de fréquences
opposées +w qui agissent simultanément sur le systeme, et la situation est
plus compliquée. Les résultats restent toutefois valables tant que la pertur-
bation reste suffisamment faible (condition w; < wy) et que w n’est pas trop

éloigné de l'une des deux résonances (w >~ wp Ou W >~ —wy).

7. 1l faudrait sommer un nombre infini de termes de perturbation pour reconstruire le carré
du sinus.
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E-2. Perturbation aléatoire

Comme pour le spin 1/2 considéré ci-dessus, nous supposerons que la pertur-
bation W n’a pas d’éléments diagonaux :

Wii =Wgp =0 (E-5)

(le Complément Exyip présente un calcul plus général, ol cette hypothése n’est pas
nécessaire).

Dans le § E-1, nous avons supposé que le systéme était initialement dans
Pétat |¢;); seul b;(t = 0) était non nul, ce qui exclut toute superposition d’états
a l'instant initial. Pour lever cette restriction, nous supposons maintenant que le
systéme est, a un instant ¢, dans une superposition linéaire quelconque des états

lpi) et [pf)
W (1)) = bi(t)e /M ;) + by (t)e ™ Est/M o) (E-6)

Nous considérons ensuite un instant ultérieur ¢ + At, et calculons I’évolution du
systeme entre les instants ¢ et ¢ + At a 'ordre 2 inclus en W.

E-2-a. Vecteur d’état du systéme a l'instant ¢t + At a I'ordre 2 inclus en W

A Tordre zéro en perturbation, la relation (B-13) montre que b;(t + At) et
bs(t + At) ne dépendent pas de At :

0 0
b0 (t + At) = bi(t) : b(t+ At) = by(t) (E-7)
Au premier ordre, nous utilisons la relation (B-14) pour r = 1; 'hypothése (E-5)

entraine que b; n’est couplé qu’a by, et inversement. Si nous intégrons sur le temps,
nous obtenons :

bV (t + At)

Il
|
>

S

t+ At ) ,
o [ o
t

At
e -
0

(avec t” =t/ —t) ainsi qu’une relation semblable ot les indices i et f sont échangés :

1 At ”
b (1 + A1) = = bi(1) / MWy (¢ + ¢t (E-9)
Le terme (E-8) décrit un atome qui était a l'instant ¢ dans Pétat |pf) et qui est
passé a U'instant ¢ 4+ " dans 1'état |¢;) ; le terme (E-9) décrit le processus inverse.
Au second ordre, il nous faut a nouveau utiliser la relation (B-14), cette fois

avec r = 2; apres intégration, elle nous conduit a :
1 [tHAt
ih J,

- = it RO (4 ¢7)BLD (¢ + ) dt” (E-10)
th Jo

b2 (¢ + At) e Wip (200 (¢)at
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Remplacons dans cette expression la variable d’intégration ¢ par ', puis reportons
la relation (E-9) en y remplagant At par ¢’ ; nous obtenons :

1 At : ’ tl : "
bl(z) (t + At) = —73 bi(t)/ elwiy (t+1 )Wif(t + t’)dt’/ elwsi(t+t )Wfi(t +t")dt"
0 0
1 At , t .
— _ﬁ bi(t)A elWift Wif(t —|—t/)dt//0 eZOint Wfi(t —|—t”)dt”
(E-11)

Ce terme perturbatif décrit un atome qui était a Uinstant ¢ dans Uétat |p;), qui
est passé dans 'état |pr) & un instant ¢ + ¢” (compris entre ¢ et t + '), puis est
revenu dans 'état |¢;) & un instant ¢ (compris entre ¢ et ¢ + At). Ici aussi, on peut
intervertir les indices ¢ et f pour obtenir I'expression de 'amplitude de probabilité
pour le processus inverse.

E-2-b. Probabilités moyennes d’occupation a I'ordre 2 inclus

Pour une réalisation donnée des variables aléatoires W; s et Wy;, la probabilité
de trouver le systéme dans Détat ;) est [b;(t + At)|*. A lordre 2 en W, ce module
au carré contient les termes suivants :

— le carré du module de bgo)(t + At), qui est d’ordre 0.

— un terme d’ordre 1 contenant le produit de bl(-o) (t + At) par le complexe

conjugué de bl(-l)(t—i— At), ou l'inverse ; du fait de la condition (E-5), ce terme linéaire

en W s’annule cependant par moyenne sur les réalisations possibles de Wy et Wy;,
de sorte que nous n’en tiendrons pas compte.

— le module au carré de bl(.l)(t + At) qui est d’ordre 2.

— enfin le double de la partie réelle du produit de bgo)(t + At) par le complexe
conjugué de b§2)(t + At), qui est également d’ordre 2.

Nous obtenons ainsi :
| bi(t + At) P~
160t + At) [2 + | b (t+ At) [2 +2Re {[bf.‘” (t+ A1) x b2 (¢ + At)]*}
(E-12)
Cette expression est ré-écrite ci-dessous de facon différente. Nous regroupons le
premier et le troisieme terme dans une premiere ligne, le second terme étant mis
dans la seconde ligne. De plus, pour le premier terme, nous utilisons (E-7) ; dans le
troisiéme nous insérons la complexe conjuguée de la seconde ligne de (E-11), obtenue

en remplacant w; ¢ par wy; (et inversement) ainsi que W par Wy; (et inversement).
Ceci nous conduit a :

| bi(t + At) |?~
2 At : ’ tl : "
| bi(t) |? (1 - ﬁRe/ elwrit Wﬁ(t+t’)dt’/ ewirt Wif(t+t”)dt”>
0 0

1 At , At .,
+ | bs(t) |2 = /0 et Wi (t + t')dt! /0 Wit W (¢ + YAt (E-13)
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Moyennons maintenant cette probabilité sur les diverses réalisations des va-
riables aléatoires Wy; et W;,. Dans (E-13) apparaissent des produits de 2 éléments
de matrice de W par des carrés des amplitudes b;(t) et bs(t). En toute rigueur, ces
quantités ne sont pas mutuellement indépendantes, car I’état du systeme a l'instant
t est déterminé par les valeurs de la perturbation aux instants antérieurs a t. Mais
cette corrélation ne dure qu'un temps beaucoup plus court que At, de 'ordre du
temps de corrélation 7. des fonctions de Wy; et Wi — ¢f. relation (D-4); apres un
intervalle de temps tres court 7, suivant l'instant ¢, Wy; et Wiy se sont décorrélés
de la valeur des |b;, f(t)|2. I1 devient alors possible d’effectuer séparément les calculs
des deux valeurs moyennes :

| b; ;(t) |2 x Double intégrale ~ | b; ;(¢) |> x Double intégrale (E-14)

Les moyennes | b;(t) |? et | bs(¢) |? des populations des états |p;) et |os) ne
sont autres que les éléments diagonaux de 'opérateur densité (Complément Ejy) ;
si nous notons p(t) cet opérateur, nous avons donc :

pia(t) = |bi(t)[?

()

prr(t) = 1bs(t)] (E-15)
La vitesse de variation de p;;(t) entre les instants ¢t et ¢ + At est :
Apii(t) _ |bi(t + A)|* — [bi(2)]” (E-16)
At At
La relation (E-13) fournit alors :
Apii(t ~ L~
P pat) L+ 1+ s (t) o (B17)
ou Jj et J sont des moyennes de doubles intégrales :
11 At o
Ji=—=— dt’ [ dt” e TEIW L (E+ ) Wip (t+ ¢
1 hQAt/O /O e it + ) Wig(t + ")
1 1 At At ) , .
Jop = — — dt// a¢” e—ZOJif(t —t )Wfi(t + t/)vvif(t 4 t”) (E—18)

Le calcul de la valeur moyenne de ces deux doubles intégrales est semblable
a celui qui a été mené au § D-2. 11 est explicité ci-dessous et conduit & :

Jy =T (E-19)
r
Ji= +id (E-20)

Dans ces relations, I' et § s’expriment en fonction de la transformée de Fourier
Cir(w) de Ciy(7), introduite en (D-8). La constante I" a été définie en (D-19) :

I'= =5 Ciylwiy) =

V2 ~ 1 [T .
2 = / Cig(r) e~ u7dr (E-21)

— 00
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et 0 est défini par :

1 +eo 1 -
5= /_ P Gy (E-22)

ol P désigne une partie principale (Appendice 11, 1-b).

Calcul de J, et J> :

La double intégrale apparaissant dans Jo a déja été obtenue en (D-12), lors du
calcul de la valeur de #;¢(t); il suffit d’y remplacer ¢ par At. Sa valeur est donnée
en (D-18), qui devient ici 'At, et qu’il faut ensuite diviser par At selon la définition
(E-18) de Jz. Le résultat conduit alors a (E-19).

Le calcul de J; est semblable a celui de Jz2, sauf que la borne supérieure de 'intégrale
sur dt” est At au lieu de ¢'. Dans la premiére ligne de (E-18), on peut utiliser le
changement de variables t' — ¢ = 7 pour transformer les intégrations selon :

At t At 0 At t/
/ dr’ / dt’ = — / dr’ / dr = / dt’ / dr (E-23)
0 0 0 t/ 0 0

Comme en (D-16) nous pouvons, lorsque At > 7, remplacer la borne inférieure
de l'intégrale sur dt’ par quelques 7., sans changer appréciablement le résultat ; la
borne supérieure de 'intégrale sur dr est alors supérieure a quelques 7. et peut étre
remplacée par +oo. L’intégrale sur dt’ introduit alors simplement un facteur At,
qui se simplifie avec celui du dénominateur de (E-18). Il vient ainsi :

1 oo —iW; T
J1 >~ ﬁA dr e "™/ Wfi(t’)Wif(t’ — T) (E-24)
soit, si 'on utilise la relation (D-9) pour introduire la transformée de Fourier de
Cl‘f (T) :
1 +oo 5 +oo . )
Jp~y —— dw Ci¢(w dre"' @ wif)T E-25
= | o) | (525

L’intégrale sur 7 introduit :

+oo .
/ dr e @i (E-26)
0

que nous rendons convergente en y insérant un facteur e "

zéro. Nous obtenons alors :

avec € qui tend vers

+oo ) ) 1 i
dreiwwiptia)T — __ = - (E-27)
0 H(w—wif +ie) w—wif+ie
A la limite ¢ — 0 nous avons donc, compte tenu de la relation (12) de I’Appendice
I :
Foo ) ) 1
/ dr e @ it = 1§ (w — wip) + P (E-28)
0 W — Wif

11 nous suffit alors de reporter ce résultat dans (E-25) pour retrouver (E-20), ou I'
et ¢ sont donnés par (E-21) et (E-22).
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E-2-c. Equations d’évolution des populations

D’apres (E-20), nous avons J; +.J; = I'. En reportant ce résultat dans (E-17)
et en utilisant (E-19), nous obtenons :

25 — _rput) + Togs(t)
018 _ yrp(t) ~ Tigs 1) (5-29)

L’interprétation de ces deux équations est claire : & tout instant ¢ le systeme passe
de |¢;) & |pf), et de |pf) & |p;), avec une probabilité par unité de temps constante
et égale a I'. Si, & l'instant ¢, les deux populations de |¢;) et |os) sont différentes,
elles vont ensuite tendre toutes deux exponentiellement vers la méme valeur (1/2),
sans jamais revenir a leurs valeurs initiales. Cette irréversibilité aux temps longs est
évidemment tres différente de ce que nous avions obtenu pour un systeme a deux
niveaux soumis a une perturbation sinusoidale, & savoir un comportement oscillant
et réversible, similaire & la précession de Rabi du spin 1/2 associé au systéme a deux
niveaux (§ E-1).

On peut se demander comment il est possible de faire une prédiction correcte
aux temps longs, alors que nous avons utilisé des calculs perturbatifs limités a ’ordre
2 inclus en W : des expressions comme (E-11) et (E-13) ne sont certainement plus
valables aux grandes valeurs de At. Cette possibilité est liée au caractere aléatoire
de la perturbation et a son temps de corrélation 7. tres court devant le temps
d’évolution T'~1. En effet, & chaque instant ¢ (méme trés éloigné de 'état initial
t = 0) le systéme garde un souvenir tres faible de son évolution passée : son évolution
entre les instants ¢ et t + At ne dépend du passé de 'instant ¢ que dans U'intervalle
[t — 7c,t]. Si T, est trés court devant At, I'évolution du systeme entre ¢ et ¢ + At
reste faible et peut étre calculée de maniére perturbative. Cela revient a subdiviser
I’axe des temps en intervalles de largeur At, tres longs devant 7. mais cependant
courts devant le temps caractéristique de I’évolution I'~!.

E-2-d. Equations d’évolution des cohérences

Outre les populations (E-15) des deux niveaux, il faut aussi considérer les “co-
hérences” qui existent entre eux, c’est-a-dire les éléments non diagonaux de I'opé-
rateur densité :

pif(t+ At) = [b;(t + At)] [by(t + At)]* (E-30)

qui caractérisent l'existence de superpositions linéaires cohérentes des deux états.
Cet élément non diagonal comprend un terme d’ordre zéro en perturbation, un terme
d’ordre un, et un terme du second ordre. Le terme d’ordre zéro est une constante,
puisque nous avons défini en (E-6) les coefficients b;(t) et b(t) en représentation
d’interaction (en représentation ordinaire, ceci correspond a ’évolution libre de la
cohérence & sa fréquence de Bohr) ; ce terme existe en I’absence de perturbation et
ne présente rien de nouveau. Le terme d’ordre 1 s’annule du fait que nous avons
supposé que les valeurs moyennes des éléments de matrice de la perturbation sont
nulles. A Pordre 2 en W, ces cohérences sont obtenues en remplagant, dans (E-30),
[bi(t + At)] et [by(t + At)]* par leurs développements en puissances de W, puis en
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prenant la valeur moyenne sur les diverses réalisations de la perturbation aléatoire.
On obtient ainsi :

pig(t+ At) — pip(t) = B0 (¢ + A1) pF (¢ + An))*
+ b+ A b+ At

+ B+ An) P+ A+ (E-31)

(7) Commengons par prendre en compte les deux premiéres lignes de cette
relation (nous montrons plus bas pourquoi la troisiéme ligne peut étre laissée de
coté). Les termes d’ordre zéro, [bgo) (t+ At)] et [b;o) (t+ At)]*, restent égaux a leurs
valeurs initiales, de sorte qu’on peut y remplacer At par zéro. L’utilisation de la
seconde ligne de (E-11) nous permet d’écrire :

B2 (¢t + At)] pP (¢ + An)*

1 At , t .,
= (1) b 1) / T (4 1)t / eirst W dt” (E-32)
0 0

Il suffit alors de prendre la valeur moyenne de cette expression pour obtenir la
deuxiéme ligne de (E-31).

Le terme de la premiére ligne de (E-31) est obtenu en intervertissant ¢ et f
dans la seconde ligne de (E-11), et en prenant le complexe conjugué. On obtient
ainsi :

B (¢ + At)] P (¢ + An)*

1 At , t ) .,
= h2b i(t) b (t) / eI (t 4 t)dt! / e WITWE(E+ ")t (B-33)
0 0

Cette expression est égale a celle de (E-32) car wy; = —wip et Wi, = Wiy,
Prenons maintenant la valeur moyenne sur les W et Wy;. Comme plus haut,
on peut moyenner indépendamment b;(¢)b%(t) et la double intégrale de (E-32). Le
calcul de la valeur moyenne de cette double intégrale a déja été effectué au § E-2-b;
il conduit & un résultat At x Jq, ot Jq est donné en (E-20). Il faut doubler ce résultat

puisque les deux termes (E-32) et (E-33) s’ajoutent, comme nous venons de le voir.
On obtient finalement :

Pir(t+ At) = pip ()1 — 2J1 At] = piy(¢)[1 — At(T + 2i9)] (E-34)
c’est-a-dire encore :

Apig(t) _ pig(t+At) — pig(t) _
At At

(T +2i) pis(t) (E-35)
Revenons maintenant aux composantes initiales ¢;(¢) et ¢;(t) du vecteur

d’état. La relation (B-8) indique que les éléments de la matrice densité construite
a partir de ces composantes sont :

pig(t) = [e(O)] [er (D] = e " E=EDR [ (@)] [op (1)]* = e~ pi (1) (E-36)
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de sorte que :

d . d

—pif(t) = —iwip pif(t Tt =Gt E-37
g Pif (8) = —iwir pis(t) +e 3 Pit (@) (E-37)
Mais la dérivée de p;¢(t) est donnée par (E-35) si At est suffisamment court. Si nous
reportons cette égalité dans (E-37), nous obtenons :

S purt) =~ 0 i iy +26)] pig () (E-35)
Ce résultat montre que la cohérence entre |p;) et o) est amortie avec un taux T,
et que sa fréquence d’évolution est modifiée d’un déplacement 24.

(#7) La troisieme ligne de (E-31) est proportionnelle & by(t 4+ At)bF (t + At)
et donne donc naissance & un couplage entre j;;(t + At) et pri(t + At) : la vitesse
de variation de p;f(t + At) dépend donc a priori de jz;(t + At). On peut cepen-
dant montrer que, si la perturbation aléatoire a statistiquement une symétrie de
révolution® autour de I'axe Oz, cette troisitme ligne est nulle ; la démonstration est
donnée dans un cas plus général® au Complément Exiir.

E-2-e. Déplacements énergétiques

Le précédent calcul montre que les deux états sont déplacés par la perturba-
tion, mais il n’indique pas quel est le déplacement de chaque état ; il prédit seulement
que la différence des déplacements 7(5; —d7) des deux états est égale a 2710. On peut
cependant montrer que §; et d5 sont opposés, de sorte que d; = d et 6y = —6. La
facon la plus claire pour s’en convaincre est d’utiliser la théorie de “’atome ha-
billé”, présentée au Complément Cxx ; nous utilisons ici une démonstration plus
élémentaire.

On peut imaginer qu’il existe un troisiéme état |¢x), dit “spectateur”, qui n’est pas
couplé a la perturbation de sorte qu’il ne peut pas étre déplacé par elle. Supposons
alors qu’il existe une cohérence p;(t) entre |¢;) et |¢k), et étudions comment elle
est modifiée par la perturbation agissant sur |¢;). Le calcul de p;x(t + At) est en
tous points analogue a celui de p;5(t + At), sauf que by (t + At) reste égal a bi(t) a
tous les ordres en W (puisque 1'état |p)) n’est pas sensible & la perturbation W). Si
Pon remplace f par k dans (E-31), le seul terme non nul est alors celui de la seconde

ligne, égal a bl(.Q)(t + At)b;(t). La suite du calcul est la méme que pour celui fait

plus haut pour bgz)(t + At)b3(t) et conduit & un résultat identique a (E-32), avec
bien str f remplacé par k. La moyenne sur W conduit alors & un résultat identique
a (E-34) avec ici aussi f remplacé par k. Le facteur 2 multipliant J; est absent,
puisque le terme de la premiére ligne de (E-31) n’intervient pas ici pour doubler
celui de la seconde. On obtient finalement :

Apir(t) _ pik(t + At) — pir(t) r

AL At = —(5 +10)pi(t) (E-39)

La cohérence entre |¢;) et |¢r) est donc amortie avec un taux I'/2 et sa fréquence
d’évolution, égale en l’absence de perturbation a w; — wy, est augmentée d’une

8. L’axe Oz est défini pour le spin 1/2 associé au systéme a deux niveaux.

9. Les éléments diagonaux de W ne sont en général pas nuls, de sorte que les cohérences
peuvent étre aussi couplées aux populations; dans ce complément, W est supposé invariant dans
une rotation par rapport & n’importe quel axe.
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quantité hd. Comme état |pr) n’est pas affecté par la perturbation, il en découle
que c’est 1'état |p;) qui est déplacé de 0; = hd. Pour I'état |py), il est déplacé de
0 = —hd; en effet la différence entre les deux déplacements de |p;) et |pf) doit,
d’apres (E-35), étre égale a 2h0.

Etudions enfin le signe de §, dont l'expression est donnée en (E-22). Nous avons
vu au § D-1 que éif (w) est réel; nous supposons cette fonction positive dans un
domaine de fréquences angulaires centré en w = we, nulle ailleurs. La relation (E-22)
montre alors que :

We>wip — 0>0 5 we<wyy — 06<0 (E-40)

Si E; > Ey, on a wiy > 0; lorsque we > w;y, la relation (E-38) montre que le
déplacement § augmente la différence d’énergie entre les deux états |p;) et |pg). Si
E; < Ey,on aw;y < 0; c’est maintenant lorsque w. < w;y que le déplacement aug-
mente la différence d’énergie. Dans les deux cas, c’est donc lorsque |we| > |wif| que
les deux niveaux d’énergie sont s’éloignent ; dans le cas contraire, ils se rapprochent.

E-3. Excitation optique d’un atome en raie large

Montrons enfin comment les considérations précédentes s’appliquent a I’étude
de l'excitation d’'un atome a deux niveaux par un rayonnement de large bande
spectrale. Ce dernier est décrit comme une superposition incohérente de champs
monochromatiques dont les fréquences w s’étendent sur un intervalle de largeur
Aw, et dont les phases sont aléatoires. Le couplage entre atome et rayonnement
est alors effectivement une perturbation aléatoire, dont le temps de corrélation est
d’autant plus court que Aw est plus grand, comme nous le verrons plus bas. On
se trouve ainsi dans le méme cadre que celui des §§ D et E, dont les résultats
peuvent directement étre utilisés pour obtenir le taux d’absorption du rayonnement
par 'atome, ainsi que les déplacements énergétiques diis au couplage entre ’atome
et le rayonnement 1°.

E-3-a. Fonctions de corrélation de I'hamiltonien d’interaction

L’élément de matrice Wy;(t) de la perturbation W associée au couplage
atome-rayonnement peut s’écrire :

Wyi(t) = (¢s| = DE(t) |pi) = —DE(t) (E-41)

ou D est I'opérateur moment dipolaire électrique de atome et E(t) le champ élec-
trique du rayonnement incident ! ; nous avons posé :

D = (¢ Dloy) (E-42)

et, pour simplifier, nous supposerons que D est réel (ceci peut étre obtenu par un
changement de la phase relative de |¢;) et |¢r)). La fonction de corrélation de la
perturbation est alors proportionnelle a celle du champ électrique :

Wy OWip(t—7)=D*EQX)E(t—7) (E-43)

10. Ce probléme est également étudié dans le § 3-b du Complément Axyyr par une autre
méthode, qui consiste & sommer les probabilités de transition associées a chacune des ondes mo-
nochromatiques formant le rayonnement incident.

11. Pour simplifier ’écriture des équations, nous ignorons ici le caractére vectoriel du champ
E(t) et du dipdle D.
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Nous pouvons décomposer ce champ sur ses composantes de Fourier en écri-
vant :

1 +oo L
Et)=— dw e E(w E-44
M=—=/_ ® (-44)
avec, puisque le champ est réel :
E(—w) = E*(w) (E-45)

Nous supposons les phases de chacune des composantes w mutuellement indépen-
dantes et completement aléatoires. Nous avons alors :

== _ 2

EW)E*(w') = |[EW)[ §(w—-w') =T (w) §(w—uw) (E-46)

ou :
= 2
I(w)= |E(w)| (E-47)
décrit la distribution spectrale du rayonnement incident; nous supposons que la
fonction I (w) a une largeur Aw.

Dans ces conditions, la fonction de corrélation (E-43) devient, compte tenu
de (E-45) et (E-46) :

D? e
Wi () Wig (t—7) = o / dw / dw’ et e =T) B (w) E* (w')

™

D? .

_ TWT

=5 dw I (w) e (E-48)
Nous notons en premier lieu que cette fonction ne dépend que de la diffférence des
temps ; la perturbation est donc bien une fonction aléatoire stationnaire. En second
lieu nous remarquons que, si la distribution spectrale du rayonnement incident I (w)
est une courbe en cloche de largeur Aw, la fonction de corrélation temporelle de la
perturbation décroit en un temps 7. inversement proportionnel a cette largeur :

1
T, ——
T Aw

Si donc nous supposons que 'excitation de I'atome se fait en spectre suffisamment
large, nous pouvons supposer le temps de corrélation 7, aussi court que nécessaire
pour remplir les conditions qui permettent d’appliquer les résultats des §§ D et E.

(E-49)

E-3-b. Taux d’absorption et déplacements lumineux

Nous pouvons utiliser la relation (E-48), qui indique que :

D2

Ciy (w) = I(w) (E-50)

5l

de sorte que la valeur (D-19) de IT" devient ici :

D2
=51 (wi) (E-51)
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Or nous avons vu que I fournit la valeur du taux de transition par unité de temps
entre les états |p;) et |¢r). Ce taux est donc proportionnel & I(wy;), c’est-a-dire a
la valeur de la transformée de Fourier de la fonction de corrélation temporelle de
la perturbation, évaluée a la fréquence wy; de la transition. Ce résultat est com-
pletement différent de celui obtenu avec un rayonnement monochromatique qui, a
résonance, donne naissance a une oscillation de Rabi entre les deux états |p;) et
o)

Si l'on s’intéresse a la probabilité d’excitation de I'atome dans son état fon-
damental par le rayonnement, les états |¢;) et |ps) sont alors respectivement les
états inférieur et supérieur de la transition. On a donc :

Ei—Ef:hwif <0 (E—52)

La fréquence angulaire wy; qui apparait dans (E-51) est alors négative : dans un
processus d’absorption, ce sont les composantes de Fourier de fréquences w néga-
tives qui interviennent (cependant, pour un champ électrique en coswt ou sinwt,
les composantes de fréquences positives ou négatives ont méme intensité, de sorte
que la distinction n’est pas essentielle). De plus, le calcul précédent reste valable
lorsque E; — Ef > 0, cas auquel on étudie un processus dit “émission stimulée” (ou
encore émission induite) au cours duquel le rayonnement stimule la retombée de
I'atome depuis un état excité vers ’état fondamental. Il est ainsi possible de justi-
fier I'introduction par Einstein des coefficients By; et B;; décrivant les processus
d’absorption et d’émission induite en présence du rayonnement du corps noir, qui
est a large bande.

Nous pouvons également évaluer les déplacements énergétiques causés par
la perturbation lumineuse. Les résultats du § E-2-¢ permettent de montrer que
Pexcitation de ’atome par un rayonnement de large bande donne aussi naissance a
des déplacements +hd et —ho des états |¢;) et |¢f), appelés déplacements lumineux
(ou “light-shifts” en anglais). Ils sont proportionnels a l'intégrale sur w du produit
de I(w) par la partie principale de 1/(w — w;y), le coeflicient de proportionnalité
étant positif :

§ x /dw I(w)gz; (E-53)

W — wif

Ces déplacements lumineux sont proportionnels & 'intensité lumineuse puisqu’ils
dépendent linéairement de I(w). Leur signe dépend du désaccord entre la fréquence
centrale wy du rayonnement incident et la fréquence wy; de la transition atomique. Si
wo est supérieur a wy;, en d’autres termes si le rayonnement incident est désaccordé
vers le bleu de la transition atomique, la relation (E-53) montre que § est positif :
le niveau |p;) est déplacé vers le haut et par suite le niveau |¢y) vers le bas; ces
conclusions sont inversées si le rayonnement incident est désaccordé vers le rouge de
la transition atomique. Nous reviendrons sur ces déplacements lumineux en utilisant
le “point de vue de I'atome habillé” dans le Complément Cxx, et verrons qu’ils
existent aussi pour un atome excité par un champ monochromatique et qu’ils se
révelent des outils utiles pour manipuler les atomes.

Références et conseils de lecture :

Développement en perturbations de I'opérateur d’évolution : Messiah (1.17),
Chap. XVII, §§ 1 et 2.
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Modification soudaine ou adiabatique de I’hamiltonien : voir Messiah (1.17),
Chap. XVII, § IT; Schiff (1.18), Chap. 8, § 35.

Représentations diagrammatiques de la série de perturbation (diagrammes de
Feynman) : Ziman (2.26), Chap. 3; Mandl (2.9), Chap. 12 & 14; Bjorken et Drell
(2.10), Chap. 16 et 17.
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COMPLEMENTS DU CHAPITRE XIII

Axir : INTERACTION D'UN ATOME AVEC UNE
ONDE ELECTROMAGNETIQUE

Illustration, sur l’exemple trés important de
linteraction entre un atome et une onde élec-
tromagnétique sinusoidale, des considérations
générales du § C-2 du Chapitre XIII. Introduction
de notions fondamentales telles que : regles de
sélection des transitions spectrales, absorption
et émission induite de rayonnement, force
d’oscillateur... Bien que de difficulté moyenne,
peut étre conseillé en premiere lecture par suite
de l’importance des notions introduites pour la

physique atomique.

Bxrrr : REPONSES LINEAIRE ET NON LINEAIRE
D’UN SYSTEME A DEUX NIVEAUX SOUMIS A UNE
PERTURBATION SINUSOIDALE

Etude, sur un modéle simple, de quelques effets
non linéaires apparaissant lors de l’interaction
entre une onde électromagnétique et un systéme
atomique (effets de saturation, transitions a
Plus

(niveau troisi¢me cycle); devrait donc étre réservé

plusieurs quanta...). difficile que Axinr

pour une étude ultérieure.

Cxyrr : OSCILLATIONS D'UN SYSTEME ENTRE
DEUX ETATS DISCRETS SOUS L’EFFET D’UNE
PERTURBATION RESONNANTE

Etude du comportement, sur un intervalle de
temps long, d’un systéme possédant des niveaux
d’énergie discrets, lorsqu’il est soumis a une
perturbation résonnante. Compléte et précise les
résultats du § C-2 du Chapitre XIII, qui ne sont
valables que sur un intervalle de temps court.

Relativement facile.

Dxirr : DESINTEGRATION D'UN ETAT DISCRET
COUPLE DE MANIERE RESONNANTE A UN
CONTINUUM D’ETATS FINALS

Etude du comportement, sur un intervalle de
temps long, d’un état discret couplé de maniere
résonnante a un continuum d’états finals. Com-
pléte et précise les résultats obtenus au § C-3 du
Chapitre XIII (régle d’or de Fermi), qui n’ont
été établis que pour des intervalles de temps
courts; démontre que la probabilité de présence
dans le niveau discret subit une décroissance
exponentielle et justifie la notion de durée de
maniere

vie introduite de phénoménologique

dans le Complément Kjr. Se situe au niveau

du troisieme cycle. Important pour de tres

nombreuses applications physiques.
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Exrir : PERTURBATION ALEATOIRE DEPENDANT
DU TEMPS, RELAXATION

Ce complément reprend de fagon plus précise
et générale 'étude des §§ D et E-2 sur les
effets d’une perturbation aléatoire. On suppose
satisfaite la condition de “rétrécissement par le
mouvement”, qui indique que le temps de mémoire
de la perturbation est trés court devant le temps
nécessaire pour qu’elle ait un effet notable. Dans
une premiere partie, ce complément donne les
équations générales d’évolution des éléments de
la matrice densité. Dans une seconde partie, la
théorie est appliquée & un ensemble de spins 1/2
couplés a une perturbation aléatoire isotrope. Ce
complément est important du fait des nombreuses
applications possibles en résonance magnétique,
optique, etc.

FXIII : EXERCICES

L’exercice 10 peut étre fait a la suite du Com-
il fait étudier

Deffet des degrés de liberté externes d’un systéeme

plément Axyrr; trés progressif,

quantique sur les fréquences du rayonnement
électromagnétique qu’il est susceptible d’absorber
(effet Doppler, énergie de recul, effet Mossbauer).

Certains exercices (notamment les exercices 8 et 9)
sont d’un niveau plus difficile que ceux des autres
compléments, mais étudient des phénomenes phy-
siques importants.
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Complément Ay

Interaction d’un atome avec une onde électromagnétique

1 Hamiltonien d’interaction. Régles de sélection . . . . . 1352
1-a Champs et potentiels associés a une onde électromagné-
tique plane . . . . ... Lo 1352
1-b Hamiltonien d’interaction a la limite des faibles intensités1353
1-c Hamiltonien dipolaire électrique . . . . . ... ... .. 1354
1-d Hamiltonien dipolaire magnétique et quadrupolaire élec-
trique . . ..o oo o oo 1359
2 Excitation non résonnante. Comparaison avec le mo-
dele de 1’électron élastiquement lié . . . . .. ... ... 1362
2-a Modele classique de I’électron élastiquement lié . . . . . 1362
2-b Calcul quantique du moment dipolaire induit . . . . . . 1364
2-c Discussion physique. Force d’oscillateur . . . . . . . .. 1364
3 Excitation résonnante. Absorption et émission induite 1365
3-a Probabilité de transition associée a une onde monochro-
matique . . . ..o Lo 1365

3-b Excitation par un spectre large. Probabilité de transition
par unité detemps . . . . .. ... L. 1366

Dans le § C du Chapitre XIII, nous avons étudié le cas particulier d’une
perturbation dépendant sinusoidalement du temps : W (¢) = W sinwt ; nous avons
ainsi mis en évidence le phénomene de résonance qui se produit lorsque w est voisin
de l'une des pulsations de Bohr wy; = (Ey — E;)/h du systéme physique étudié.

Un exemple particulierement important d’application de cette théorie est 1’in-
teraction d’un atome avec une onde électromagnétique monochromatique. L’étude
de cet exemple nous permettra dans ce complément d’illustrer les considérations
générales du Chapitre XIII et de préciser un certain nombre de notions fondamen-
tales de physique atomique telles que : régles de sélection des transitions spectrales,
absorption et émission induite de rayonnement, forces d’oscillateur, etc.

Comme dans le Chapitre XIII, nous allons limiter les calculs de perturbation
au premier ordre. Quelques effets d’ordre supérieur dans l'interaction d’un atome
avec une onde électromagnétique (effets “non linéaires”) seront abordés ensuite dans
le Complément Bxr.

Nous commencerons, dans une premiére partie (§ 1), par analyser la struc-
ture de ’hamiltonien d’interaction entre un atome et le champ électromagnétique.
Ceci nous permettra d’isoler les termes dipolaire électrique, dipolaire magnétique,
quadrupolaire électrique, et d’étudier les regles de sélection correspondantes. Puis
nous calculerons le moment dipolaire électrique induit par une onde incidente non
résonnante (§ 2), et comparerons les résultats ainsi obtenus avec ceux du modele de
Pélectron élastiquement lié. Enfin, nous étudierons (§ 3) les processus d’absorption
et d’émission induite de rayonnement, qui apparaissent lors de ’excitation réson-
nante d’un atome.
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Remarque:

Dans tous les compléments du Chapitre XIII I'atome est traité quantiquement, mais le
champ électromagnétique est traité classiquement, comme une perturbation dépendant du
temps agissant sur ’atome. Dans le Chapitre XX et ses compléments, nous proposerons
une étude plus élaborée mettant en ceuvre un traitement pleinement quantique de ’atome
et du champ ; ’hamiltonien d’interaction est alors indépendant du temps. Ceci permettra
de décrire un plus grand nombre d’effets physiques, par exemple 1’émission spontanée de
photons par des atomes dans des états excités, effet qui n’apparait pas si le champ est
traité classiquement.

1. Hamiltonien d’interaction. Régles de sélection

1-a. Champs et potentiels associés a une onde électromagnétique plane

Considérons une onde électromagnétique plane !, de vecteur d’onde k (paral-
lele & Oy), de pulsation w = ck; le champ électrique de 'onde est paralléle a Oz, le
champ magnétique & Oz (Fig. 1).

AE FIGURE 1 — Champs électrique E
et magnétique B d’une onde plane
de vecteur d’onde k.

Pour une telle onde on peut toujours, par un choix convenable de jauge (cf.
Appendice II1, § 4-b-«), prendre le potentiel scalaire U(r, t) nul; le potentiel vecteur
A(r,t) est alors donné par I'expression réelle :

A(r,t) = Age,e' =t | fre o=ilky—wt) "

ol Ap est une constante complexe dont 'argument dépend du choix de l'origine des
temps. Il vient alors :

E(r,t) = —%A(r, t) = iwAge,e! V=9t _ iy Ase eI Fy—wt) (2)
B(r,t) = V x A(r,t) = ikApe !Vt — ik Ase, et (ky—wt) (3)

Choisissons l'origine des temps de facon que la constante Ag soit imaginaire pure

1. Pour simplifier, nous nous limitons ici au cas d’une onde plane; les résultats obtenus dans
ce complément peuvent cependant étre généralisés & un champ électromagnétique quelconque.
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et posons :
E
wAy = 5 (4a)
B
ou £ et B sont deux quantités réelles telles que :
£ w
Il vient alors :
E(r,t) = e, cos(ky — wt) (6)
B(r,t) = Be, cos(ky — wt) (7)

& et B sont donc les amplitudes des champs électrique et magnétique de 'onde plane
considérée.
Calculons enfin le vecteur de Poynting? G associé & cette onde plane :

G =¢cc’ExB (8)

En remplagant dans (8) E et B par leurs expressions (6) et (7) et en prenant la
valeur moyenne dans le temps sur un grand nombre de périodes, on obtient grace

a(5) :

_ &2
G = c0c5 ey 9)
1-b. Hamiltonien d’interaction a la limite des faibles intensités

L’onde précédente interagit avec un électron atomique (de masse m, de charge
q) situé a une distance r de O et 1ié a ce point O par un potentiel central V (r) (créé
par un noyau supposé immobile en O). L’hamiltonien quantique de cet électron
s’écrit :

o= ﬁ[P —GAROP +V(R) - L8 BR.1) (10)

Le dernier terme de (10) représente l'interaction du moment magnétique de spin de
Pélectron avec le champ magnétique oscillant de onde plane; A(R,t)