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Avertisssement important : “mode d’emploi”

L’exposé qui va suivre est composé de deux parties distinctes, bien qu’im-
briquées : les chapitres et les compléments.

– Les chapitres contiennent les notions de base : à quelques développe-
ments et quelques variations près, leur niveau correspond à celui d’un
cours en Licence 3 pour le premier tome, Master 1 pour le second, et Mas-
ter 2 pour le troisième. Ces chapitres, au nombre de 21 en tout, forment
un tout, qui peut être étudié indépendamment des compléments.

– Les compléments suivent chacun des chapitres ; ils sont repérés par une
lettre à laquelle, en indice, est adjoint le numéro du chapitre auquel ils
sont attachés (par exemple, les compléments qui suivent le Chapitre V
sont notés, dans l’ordre : AV, BV, CV, etc.), et peuvent être immédia-
tement distingués par un signe • figurant en haut des pages correspon-
dantes. A la fin de chaque chapitre figure un guide de lecture et une liste
de ses compléments, dont le nombre est variable (de 2 à 14).

Les compléments sont de types divers : certains sont par exemple destinés
à faciliter l’assimilation du chapitre auquel ils sont attachés, ou à préci-
ser certains points ; d’autres peuvent également indiquer des applications
physiques concrètes, ou encore ouvrir des perspectives sur différents do-
maines de la physique ; l’un de ces compléments (généralement le dernier)
regroupe des exercices.

Les compléments sont de niveaux variés : tous peuvent être compris à
partir des chapitres qui les précèdent, mais certains en sont des appli-
cations ou des prolongements très simples, alors que d’autres sont plus
difficiles (quelques uns peuvent même se situer au niveau du Master 2
ou s’intéresser à des sujets proches de la recherche).

En aucun cas il n’est conseillé d’étudier l’ensemble des compléments d’un
chapitre dans l’ordre où ils se présentent. Suivant ses préoccupations et
ses intérêts, le lecteur en choisira un petit nombre (par exemple 2 ou 3),
plus quelques exercices ; les autres compléments pourront être réservés
pour une lecture ultérieure. Il pourra s’appuyer pour cela sur le guide de
lecture des compléments qui figure à la fin de chaque chapitre.

Signalons engin que, dans le texte des chapitres et des compléments,
certains passages pouvant être sautés en première lecture sont imprimés
en petits caractères.



Avant-propos

Avant-propos

La mécanique quantique est une branche de la physique dont l’importance
n’a cessé de s’accroître au cours des dernières décennies. Elle est bien sûr essentielle
pour comprendre la structure et la dynamique des objets microscopiques comme
les atomes, les molécules, ainsi que leurs interactions avec le rayonnement électro-
magnétique. Mais elle est aussi à la base du fonctionnement de nombreux systèmes
nouveaux comme les sources laser (communications, médecine, usinage, etc.), les
horloges atomiques (essentielles, en particulier, pour le GPS), les transistors (et
donc les communications, l’informatique), l’imagerie par résonance magnétique, la
production d’énergie (capteurs solaires, nucléaire), etc., donc des applications pra-
tiques innombrables. Elle permet également d’expliquer des phénomènes surpre-
nants comme la superfluidité ou la supraconductivité. Un grand intérêt est actuel-
lement porté aux états quantiques intriqués, dont les propriétés de non-localité et
non-séparabilité sont peu intuitives, et permettent d’envisager des applications re-
marquables dans le domaine de l’information quantique. Notre civilisation devient
ainsi de plus en plus imprégnée par les applications technologiques qui découlent
des concepts quantiques. Il est par suite clair qu’une attention particulière doit être
portée à l’enseignement de la mécanique quantique. L’objet de ces trois tomes est
de concourir à cet objectif.

Un premier contact avec la mécanique quantique peut cependant être très
déroutant. Le présent ouvrage, issu de plusieurs enseignements auprès des étudiants,
a été conçu dans le but de faciliter une approche initiale, et d’aider ensuite le
lecteur à progresser continûment vers un niveau avancé de mécanique quantique.
Les deux premiers tomes, publiés il y a plus de 40 ans, ont été utilisés dans le
monde entier et traduits dans de multiples langues. Ils restaient toutefois à un
niveau intermédiaire ; l’ouvrage est maintenant complété par un troisième tome qui
permet au lecteur d’aller plus loin. L’ensemble est systématiquement fondé sur une
approche progressive des problèmes, où aucune difficulté n’est passée sous silence,
et où chaque aspect des diverses questions est discuté en détail (en partant souvent
d’un rappel classique).

Cette volonté d’aller au fond des choses « sans tricher ni prendre de rac-
courci» se concrétise dans la structure même de l’ouvrage, construite à l’aide de
deux textes distincts mais imbriqués : les chapitres et les compléments. Les cha-
pitres se suivent pour présenter les idées générales et les notions de base. Chaque
chapitre est suivi de plusieurs compléments, en nombre variable, qui illustrent les
méthodes et concepts qui viennent d’être introduits. Les compléments sont indépen-
dants les uns des autres, et leur but est de proposer un large éventail d’applications
diverses et prolongements intéressants. Pour faciliter l’orientation du lecteur et lui
permettre d’organiser ses lectures successives, un guide de lecture comprenant une
liste de commentaires des compléments un par un est proposée à la fin de chaque
chapitre.

Le tome I présente une introduction générale du sujet, suivie d’un chapitre
détaillé qui décrit les outils mathématiques de base de la mécanique quantique. Ce
chapitre peut paraître un peu long et dense, mais l’expérience d’enseignement des
auteurs a montré que cette présentation est à terme la plus efficace. Les postulats
sont clairement énoncés à partir du troisième chapitre, avec de nombreuses illus-
trations en compléments. Ensuite sont décrites quelques grandes applications de la
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mécanique quantique, par exemple l’oscillateur harmonique, qui donne lieu à de très
nombreuses applications (vibration des molécules, phonons, etc.), dont bon nombre
font l’objet d’un complément spécifique.

Le tome II poursuit dans cette voie, en élargissant sa portée, et à un niveau un
peu plus élevé. Il aborde la théorie des collisions, le spin, la composition des moments
cinétiques et les calculs des perturbations indépendantes ou dépendantes du temps.
Il fait une première incursion dans l’étude des particules identiques. Dans ce tome,
comme dans le précédent, toute notion théorique est immédiatement illustrée par
des applications diverses présentées dans des compléments. Comme le tome I, il a
bénéficié de quelques corrections récentes, mais il a également été augmenté : le
chapitre XIII comprend maintenant deux §§ D et E qui traitent des perturbations
aléatoires, et un complément entier sur la relaxation a été ajouté à ce chapitre.

Enfin le tome III vient maintenant compléter les deux premiers, en se si-
tuant à un niveau plus élaboré. Il se base sur l’usage du formalisme des opérateurs
de création et d’annihilation (deuxième quantification), d’utilisation courante en
théorie quantique des champs. Dans une première partie, on étudie les systèmes de
particules identiques, fermions et bosons. Les propriétés des gaz parfaits en équi-
libre thermique sont exposées. Pour les fermions, la méthode de Hartree-Fock est
présentée en détail ; elle est à la base d’un nombre considérable d’études en chimie,
physique atomique ou du solide, etc. Pour les bosons, l’équation de Gross-Pitaevskii
et la théorie de Bogolubov sont discutées. Une présentation originale qui regroupe
les effets d’appariement dans les fermions et les bosons permet d’obtenir la théo-
rie BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer) et de Bogolubov dans un cadre unifié. Une
seconde partie du tome III est consacrée à l’électrodynamique quantique, son in-
troduction générale, l’étude des interactions entre atomes et photons, et diverses
applications (émission spontanée, transitions multi-photoniques, pompage optique,
etc.). La méthode de l’atome habillé est présentée et illustrée dans des cas concrets.
Un dernier chapitre discute la notion d’intrication quantique et certains aspects
fondamentaux de la mécanique quantique, en particulier les inégalités de Bell et
leur violation.

Mentionnons enfin que nous n’avons abordé, ni la discussion des implications
philosophiques de la mécanique quantique, ni celle des diverses interprétations de
cette théorie, malgré le très grand intérêt qui s’attache à ces sujets. Nous nous
sommes en fait limités à présenter que l’on appelle souvent “le point de vue ortho-
doxe”, et seul le Chapitre XXI s’approche un peu de certaines questions touchant
les fondements de la mécanique quantique (sa non-localité, etc.). Nous avons fait
ce choix car il nous semble que l’on peut s’intésser aux questions relatives aux fon-
dements de façon plus efficace une fois que l’on a acquis au préalable une bonne
aisance dans le maniement pratique de la mécanique quantique, ainsi que de ses ap-
plications si nombreuses. Ces sujets sont abordés dans l’ouvrage Comprenons-nous
vraiment la Mécanique Quantique ? (F. Laloë, EDP Sciences, 2017) ; voir également
la section 5 de la bibliographie des Tomes I et II.
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A. Introduction

A-1. Importance des phénomènes de collision

Un grand nombre d’expériences de physique, notamment en physique des
hautes énergies, consistent à diriger un faisceau de particules (1) (obtenu par exemple
à l’aide d’un accélérateur) sur une cible constituée de particules (2), et à étudier
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les collisions qui en résultent : on détecte les différentes particules 1 qui composent
l’état final du système, c’est-à-dire l’état après la collision (cf. Fig. 1), et on me-
sure leurs caractéristiques (direction d’émission, énergie, etc.). Le but d’une telle
étude est évidemment de déterminer les interactions qui existent entre les diverses
particules intervenant dans la collision.

Figure 1 – Schéma d’une expérience de collision entre les particules (1) d’un fais-
ceau incident et les particules (2) d’une cible. On a représenté sur la figure deux
détecteurs mesurant le nombre de particules diffusées dans des directions faisant des
angles θ1 et θ2 avec le faisceau incident.

Les phénomènes observés sont parfois très complexes. Par exemple, si les
particules (1) et (2) sont en fait composées de constituants plus fondamentaux
(protons et neutrons pour les noyaux), ces derniers peuvent, lors de la collision,
se redistribuer entre deux ou plusieurs particules finales composées, différentes des
particules initiales ; on parle dans ce cas de “collisions de réarrangement”. De plus,
se manifeste à haute énergie la possibilité relativiste de “matérialisation” d’une
partie de l’énergie : on assiste alors à la création de nouvelles particules, et l’état
final peut en comprendre un grand nombre (d’autant plus grand que l’énergie du
faisceau incident est plus élevée). De façon générale, on dit que les collisions donnent
lieu à des réactions, que l’on note le plus souvent comme en chimie :

(1) + (2) → (3) + (4) + (5) + ... (A-1)

Parmi toutes les réactions possibles 2 dans des conditions données, on désigne sous
le nom de diffusions celles dans lesquelles l’état final est constitué des mêmes par-
ticules (1) et (2) que l’état initial. De plus, une diffusion sera dite élastique si l’état
interne d’aucune des particules ne change lors de la collision.

A-2. Diffusion par un potentiel

Nous nous limiterons dans ce chapitre à l’étude de la diffusion élastique des
particules incidentes (1) par les particules (2) de la cible. Si les lois de la mécanique

1. En pratique, il n’est pas toujours possible de détecter toutes les particules émises, et on
doit souvent se contenter d’informations partielles sur le système final.

2. Les processus étudiés se produisant au niveau quantique, il n’est pas possible en général
dé prévoir avec certitude quel état final va résulter d’une collision donnée ; on cherche seulement
à prédire les probabilités des divers états possibles.
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classique étaient applicables, il s’agirait de déterminer la déviation que subissent
les trajectoires des particules incidentes sous l’effet des forces exercées par les par-
ticules (2). Il n’est bien sûr pas question, pour des processus qui se produisent à
l’échelle atomique ou nucléaire, de traiter le problème par la mécanique classique : il
faut étudier l’évolution de la fonction d’onde associée aux particules incidentes sous
l’influence des interactions avec les particules de la cible [d’où l’expression de “diffu-
sion” des particules (1) par les particules (2)]. Encore n’aborderons-nous pas cette
étude dans toute sa généralité ; nous introduirons les hypothèses simplificatrices
suivantes :

(i) Les particules (1) et (2) seront supposées sans spin. Ceci simplifie nota-
blement la théorie, mais ne signifie pas que le spin des particules est sans
importance dans les phénomènes de diffusion.

(ii) Nous ne tiendrons pas compte de la structure interne que présentent dans
certains cas les particules (1) et (2). Les raisonnements qui suivent ne
s’appliquent donc pas aux diffusions dites “inélastiques”, pour lesquelles
[l’état final étant toujours constitué des particules (1) et (2)] une fraction
de l’énergie cinétique de (1) a été absorbée par les degrés de liberté internes
de (1) et (2) (cf. par exemple l’expérience de Franck et Hertz) ; nous nous
limiterons au cas des diffusions élastiques, qui n’affectent pas la structure
interne éventuelle des particules.

(iii) Nous admettrons que la cible est suffisamment mince pour que l’on puisse
négliger les processus de diffusion multiple, c’est-à-dire les processus au
cours desquels une particule incidente déterminée subit plusieurs diffusions
successives avant de sortir de la cible.

(iv) Nous négligerons toute cohérence entre les ondes diffusées par les diffé-
rentes particules constituant la cible. Ceci est justifié lorsque l’extension
des paquets d’ondes associés aux particules (1) est petite devant la dis-
tance moyenne entre particules (2). Nous nous intéressons donc unique-
ment au processus élémentaire de diffusion d’une particule (1) du fais-
ceau par une particule (2) de la cible. Ceci exclut un certain nombre de
phénomènes pourtant très intéressants, comme par exemple la diffusion
cohérente par un cristal (diffraction de Bragg) ou celle de neutrons lents
par les phonons d’un solide, qui fournissent de précieux renseignements
sur la structure et la dynamique des réseaux cristallins. Dans le cas où
l’on peut négliger ces effets de cohérence, le flux de particules détectées
est simplement la somme des flux diffusés par chacune des N particules
de la cible, c’est-à-dire N fois le flux diffusé par l’une quelconque d’entre
elles (les dimensions de la cible étant très petites devant sa distance au
détecteur, la position de la particule diffusante à l’intérieur de la cible est
sans importance).

(v) Nous supposerons que les interactions entre particules (1) et (2) peuvent
être décrites par une énergie potentielle V (r1 − r2) ne dépendant que de
la position relative r = r1 − r2 des deux particules. D’après le § B du
Chapitre VII, nous sommes alors ramenés, dans le référentiel du centre
de masse 3 des deux particules (1) et (2), à l’étude de la diffusion par

3. Pour interpréter les résultats obtenus dans des expériences de diffusion, il faut bien en-
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le potentiel V (r) d’une particule unique, la “particule relative”, dont la
masse μ est reliée aux masses m1 et m2 de (1) et (2) par la formule :

1
μ

=
1

m1
+

1
m2

(A-2)

A-3. Définition de la section efficace de diffusion

Soit Oz la direction le long de laquelle arrivent les particules incidentes de
masse μ (Fig. 2). Le potentiel V (r) est localisé autour de l’origine O des coordonnées
[qui est en fait le centre de masse des deux particules réelles (1) et (2)]. Nous noterons
Fi le flux de particules dans le faisceau incident, c’est-à-dire le nombre de particules
traversant par unité de temps une surface unité perpendiculaire à Oz qui serait
placée dans la région des z très grands négatifs (le flux Fi est supposé suffisamment
faible pour que les interactions entre les différentes particules du faisceau incident
soient complètement négligeables).

On dispose, loin de la région où règne le potentiel et dans la direction repérée
par les angles polaires θ et ϕ, un détecteur dont l’ouverture est vue de O sous l’angle
solide dΩ (le détecteur est situé à une distance de O grande devant les dimensions li-
néaires de la zone d’action du potentiel) ; on compte ainsi le nombre dn de particules
diffusées par unité de temps dans l’angle solide dΩ autour de la direction (θ, ϕ).

Figure 2 – Le faisceau incident, dont le flux de particules est Fi, est parallèle à
l’axe Oz ; il est supposé beaucoup plus large que la zone d’action du potentiel V (r),
centrée en O. Loin de cette zone d’action, on dispose un détecteur D mesurant le
nombre dn de particules diffusées par unité de temps dans l’angle solide dΩ, centré
autour de la direction d’angles polaires θ et ϕ. Le nombre dn est proportionnel
à Fi et à dΩ ; le coefficient de proportionnalité σ(θ, ϕ) est par définition la “section
efficace” de diffusion dans la direction (θ, ϕ).

dn est évidemment proportionnel à dΩ et au flux incident Fi ; nous désigne-
rons par σ(θ, ϕ) le coefficient de proportionnalité entre dn et Fi dΩ :

dn = Fi σ(θ, ϕ)dΩ (A-3)

tendu revenir au référentiel lié au laboratoire. Le passage d’un référentiel à l’autre est un problème
simple de cinématique que nous n’aborderons pas ici. Voir par exemple Messiah (1.17), Vol. I,
Chap X, § 7.
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Les dimensions de dn et Fi étant respectivement T −1 et (L2T )−1, σ(θ, ϕ) est ho-
mogène à une surface ; σ(θ, ϕ) est appelé section efficace différentielle de diffusion
dans la direction (θ, ϕ). On mesure fréquemment les sections efficaces en barns ou
en sous-multiples du barn :

1 barn = 10−24 cm2 (A-4)

On peut interpréter la définition A-3 de la façon suivante : le nombre de
particules arrivant par unité de temps au détecteur est égal au nombre de particules
qui traverseraient par unité de temps une surface σ(θ, ϕ) dΩ disposée normalement
à Oz dans le faisceau incident.

On définit également la section efficace totale de diffusion σ par la formule :

σ =
∫

σ(θ, ϕ) dΩ (A-5)

Remarques:

(i) La définition A-3, où dn est proportionnel à dΩ, implique que seules sont
prises en compte les particules diffusées, dont le flux tombant sur un
détecteur D donné [de surface fixée et placé dans la direction (θ, ϕ)] est
inversement proportionnel au carré de la distance entre D et O (cette
propriété est caractéristique d’un flux diffusé). En pratique, le faisceau
incident est limité latéralement [sa largeur restant toutefois très grande
devant l’extension de la zone d’action de V (r)], et le détecteur est placé
hors de son trajet, de façon à ne recevoir que les particules diffusées. Bien
sûr, un tel montage ne permet pas de mesurer la section efficace dans
la direction θ = 0 (direction avant), qui ne peut être obtenue que par
extrapolation à partir des valeurs de σ(θ, ϕ) pour θ petit.

(ii) La notion de section efficace n’est pas limitée au cas des diffusions élas-
tiques : on définit de manière analogue des sections efficaces de réaction.

A-4. Organisation de ce chapitre

Le § B est consacré à l’étude succincte de la diffusion par un potentiel V (r)
quelconque (décroissant cependant plus vite que 1/r à l’infini) : nous introduisons
tout d’abord, dans le § B-1, les notions fondamentales d’état stationnaire de diffusion
et d’amplitude de diffusion ; puis nous montrons (§ B-2) comment la connaissance du
comportement asymptotique des fonctions d’onde associées aux états stationnaires
de diffusion permet d’obtenir les sections efficaces de diffusion ; nous discutons en-
suite de manière plus précise, au § B-3, l’existence de ces états stationnaires de
diffusion à partir de l’équation intégrale de la diffusion ; enfin (§ B-4) une réso-
lution approchée de cette équation, valable pour des potentiels faibles, conduit à
l’approximation de Born, dans laquelle la section efficace est très simplement reliée
à la transformée de Fourier du potentiel.

Lorsque le potentiel V (r) est un potentiel central V (r), les méthodes générales
décrites au § B restent bien sûr applicables, mais on leur préfère le plus souvent la
méthode des déphasages, qui est exposée au § C. Cette méthode est basée (§ C-1)
sur la comparaison entre les états stationnaires de moment cinétique bien défini
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dans le potentiel V (r) (que nous appellerons “ondes partielles”) et leurs analogues
en l’absence de potentiel (“ondes sphériques libres”). Aussi commençons-nous par
étudier, au § C-2, les propriétés essentielles des états stationnaires d’une particule
libre, et plus particulièrement celles des ondes sphériques libres ; ensuite (§ C-3),
nous montrons que la différence entre une onde partielle dans le potentiel V (r) et
l’onde sphérique libre de même moment cinétique l est caractérisée par un “dépha-
sage” δl ; il suffit alors de savoir comment les états stationnaires de diffusion peuvent
être construits à partir des ondes partielles pour obtenir l’expression des sections
efficaces en fonction des déphasages (§ C-4).

B. Etats stationnaires de diffusion. Calcul de la section efficace

Pour décrire quantiquement le processus de diffusion d’une particule inci-
dente donnée par le potentiel V (r), il faut étudier le comportement au cours du
temps du paquet d’ondes représentant l’état de la particule. Les caractéristiques de
ce paquet d’ondes sont supposées connues pour les temps t grands et négatifs, où
la particule se trouve dans la région négative lointaine de l’axe Oz et n’a pas en-
core été affectée par le potentiel V (r). On sait que l’évolution ultérieure du paquet
d’ondes s’obtient immédiatement si on l’exprime comme une superposition d’états
stationnaires. C’est pourquoi nous allons étudier tout d’abord l’équation aux valeurs
propres de l’hamiltonien :

H = H0 + V (r) (B-1)

où :

H0 =
P2

2μ
(B-2)

décrit l’énergie cinétique de la particule.
En fait, pour simplifier les calculs, nous allons raisonner directement sur les

états stationnaires et non sur des paquets d’ondes. Nous avons déjà utilisé ce pro-
cédé au Chapitre I, dans l’étude des potentiels “carrés” à une dimension (§ D-2 et
Complément HI) ; il consiste à considérer un état stationnaire comme représentant
un fluide de probabilité en régime d’écoulement permanent, et à étudier la struc-
ture des courants de probabilité correspondants. Bien entendu, ces raisonnements
simplifiés ne sont pas rigoureux : il resterait à montrer qu’ils conduisent aux mêmes
résultats que l’approche correcte du problème, basée sur des paquets d’ondes ; nous
admettrons ce point, ce qui nous permettra de développer plus facilement certaines
idées générales, en évitant de les noyer dans des calculs compliqués 4.

B-1. Définition des états stationnaires de diffusion

B-1-a. Equation aux valeurs propres de l’hamiltonien

L’équation de Schrödinger décrivant l’évolution de la particule dans le poten-
tiel V (r) admet des solutions d’énergie E bien définie (états stationnaires) :

ψ(r, t) = ϕ(r) e−iEt/� (B-3)

4. La démonstration a été faite dans le Complément JI pour un problème particulier à une
dimension ; nous avons alors vérifié qu’on obtient les mêmes résultats en calculant le courant de
probabilité associé à un état stationnaire de diffusion, ou en étudiant l’évolution d’un paquet
d’ondes décrivant une particule qui subit une collision.
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où ϕ(r) est solution de l’équation aux valeurs propres :[
− �

2

2μ
Δ + V (r)

]
ϕ(r) = E ϕ(r) (B-4)

Nous allons supposer que le potentiel V (r) décroît à l’infini plus vite que 1/r.
Remarquons que cette hypothèse exclut le potentiel coulombien ; celui-ci nécessite
un traitement particulier, que nous n’aborderons pas ici.

Nous ne nous intéressons qu’aux solutions de (B-4) associées à une énergie E
positive ; E est égale à l’énergie cinétique de la particule incidente avant qu’elle n’ait
abordé la zone d’action du potentiel. Nous poserons :

E =
�

2k2

2μ
(B-5)

V (r) =
�

2

2μ
U(r) (B-6)

de sorte que (B-4) s’écrit :[
Δ + k2 − U(r)

]
ϕ(r) = 0 (B-7)

Pour chaque valeur de k (c’est-à-dire de l’énergie E), l’équation (B-7) admet
une infinité de solutions (les valeurs propres positives de l’hamiltonien H sont infini-
ment dégénérées). Comme dans les problèmes de potentiels “carrés” à une dimension
(cf. Chap. I, § D-2, et Complément HI), il nous faut choisir, parmi ces solutions,
celle qui correspond au problème physique étudié (par exemple, quand nous voulions
déterminer la probabilité pour qu’une particule d’énergie donnée franchisse une bar-
rière de potentiel à une dimension, nous choisissions l’état stationnaire comportant
seulement une onde transmise dans la région située après la barrière). Ici, ce choix
s’avère plus compliqué, car la particule évolue dans l’espace à trois dimensions et le
potentiel V (r) a une forme a priori quelconque. Nous allons donc préciser, en utili-
sant de manière intuitive les propriétés des paquets d’ondes, les conditions qu’il faut
imposer aux solutions de l’équation (B-7) pour qu’elles puissent être utilisées dans
la description d’un processus de diffusion. Nous appellerons états stationnaires de
diffusion les états propres de l’hamiltonien vérifiant ces conditions, et nous noterons
v

(diff)
k (r) les fonctions d’onde associées.

B-1-b. Forme asymptotique des états stationnaires de diffusion. Amplitude de diffusion

Pour t grand négatif, la particule considérée est libre [V (r) est pratique-
ment nul si l’on se place suffisamment loin du point O], et son état est représenté
par un paquet d’ondes planes ; par conséquent, la fonction d’onde stationnaire que
nous cherchons doit comporter un terme en eikz , k étant la constante qui figure
dans l’équation (B-7). Lorsque le paquet d’ondes aborde la région où règne le po-
tentiel V (r), sa structure est profondément modifiée et son évolution compliquée.
Cependant, pour t grand positif, il est sorti de cette région et présente à nouveau
une forme simple : il s’est alors scindé en un paquet d’ondes transmises poursuivant
leur propagation le long de Oz dans le sens positif (donc en eikz) et un paquet
d’ondes diffusées. Par conséquent, la fonction d’onde v

(diff)
k (r) représentant l’état

937



CHAPITRE VIII THÉORIE QUANTIQUE ÉLÉMENTAIRE DES COLLISIONS

stationnaire de diffusion associé à une énergie E = �
2k2/2μ donnée doit s’obte-

nir en superposant l’onde plane eikz et une onde diffusée (nous laissons de côté le
problème de la normalisation).

La structure de l’onde diffusée dépend évidemment du potentiel V (r). Tou-
tefois, sa forme asymptotique (valable loin de la région d’action du potentiel) est
simple ; en raisonnant par analogie avec l’optique ondulatoire, on comprend que
l’onde diffusée doit présenter, pour r grand, les caractéristiques suivantes :

(i) Dans une direction donnée (θ, ϕ), sa dépendance radiale doit être en
eikr/r. En effet, c’est une onde divergente (ou “sortante”) de même éner-
gie que l’onde incidente. Le facteur 1/r provient des trois dimensions de
l’espace : (Δ + k2)eikr n’est pas nul, alors que :

(Δ + k2)
eikr

r
= 0 pour r ≥ r0 positif quelconque (B-8)

(en optique, le facteur 1/r assure que le flux total d’énergie à travers
une sphère de rayon r est indépendant de r pour r grand ; en mécanique
quantique, c’est le flux de probabilité à travers cette sphère qui ne dépend
pas de r).

(ii) La diffusion n’étant en général pas isotrope, l’amplitude de l’onde sortante
dépend de la direction (θ, ϕ) que l’on considère.

Finalement, l’état stationnaire de diffusion v
(diff)
k (r) est par définition la so-

lution de l’équation (B-7) dont le comportement asymptotique est de la forme

v
(diff)
k (r) ∼

r→∞ eikz + fk(θ, ϕ) eikr

r (B-9)

Dans cette expression, seule la fonction fk(θ, ϕ), que l’on appelle l’amplitude de
diffusion, dépend du potentiel V (r). On peut montrer (cf. § B-3) que l’équation (B-
7) admet effectivement, pour chaque valeur de k,une solution et une seule qui vérifie
la condition (B-9).

Remarques:

(i) Nous avons déjà signalé que, pour obtenir simplement l’évolution dans le
temps du paquet d’ondes représentant l’état de la particule incidente, il faut
le développer, non pas sur la base des ondes planes, mais sur celle des états
propres de l’hamiltonien total H . Considérons donc une fonction d’onde de
la forme 5 :

ψ(r, t) =
∫ ∞

0
dk g(k) v

(diff)
k (r) e−iEkt/� (B-10)

où :

Ek =
�

2k2

2μ
(B-11)

5. En réalité, il faudrait aussi superposer des ondes planes correspondant à des vecteurs
d’onde k de directions légèrement différentes, car le paquet d’ondes incident est limité dans les
directions perpendiculaires à Oz. Nous ne nous intéressons ici pour simplifier qu’à la dispersion en
énergie (qui se traduit alors par une limitation de l’extension du paquet d’ondes le long de Oz).
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et où la fonction g(k), que nous prendrons réelle pour simplifier, présente
un pic prononcé en k = k0 et s’annule pratiquement en dehors de ce pic ;
ψ(r, t) est solution de l’équation de Schrödinger, et peut donc décrire correc-
tement l’évolution dans le temps de la particule. Reste à nous assurer que
cette fonction vérifie bien les conditions aux limites imposées par le problème
physique particulier que nous étudions. Asymptotiquement, elle se présente
d’après (B-9) comme la somme d’un paquet d’ondes planes et d’un paquet
d’ondes diffusées :

ψ(r, t) ∼
r→∞

∫ ∞

0
dk g(k) eikz e−iEkt/� +

∫ ∞

0
dk g(k) fk(θ, ϕ)

eikr

r
e−iEkt/�

(B-12)

La position du maximum de chacun de ces paquets peut être obtenue par la
condition de phase stationnaire (cf. Chap. I, § C-2). Un calcul simple donne
ainsi pour le paquet d’ondes planes :

zM (t) = vGt (B-13)

avec :

vG =
�k0

μ
(B-14)

Quant au paquet diffusé, son maximum dans la direction (θ, ϕ) se trouve à
la distance du point O donnée par :

rM (θ, ϕ; t) = −α′
k0

(θ, ϕ) + vGt (B-15)

où α′
k(θ, ϕ) est la dérivée par rapport à k de l’argument de l’amplitude de

diffusion fk(θ, ϕ). Notons que les formules (B-13) et (B-15) ne sont valables
que dans la région asymptotique, c’est-à-dire pour |t| grand.
Pour t grand et négatif, il n’y a pas de paquet diffusé ; en effet, d’après (B-15),
les ondes qui le composent interfèrent constructivement pour des valeurs de
r négatives, et donc situées en dehors du domaine de variation accessible à r.
Seul existe alors le paquet d’ondes planes qui, d’après (B-13), se dirige vers la
région d’interaction à la vitesse de groupe vG. Pour t grand positif, les deux
paquets sont effectivement présents ; le premier s’éloigne le long de la partie
positive de l’axe Oz, prolongeant le paquet incident ; le second diverge dans
toutes les directions de l’espace. La condition asymptotique (B-9) permet
donc bien de décrire le processus de diffusion.

(ii) L’extension spatiale Δz du paquet d’ondes (B-10) est reliée à la dispersion en impulsion
�Δk par la relation :

Δz � 1
Δk

(B-16)

Nous supposerons Δk suffisamment petit pour que Δz soit grand devant les dimensions
linéaires de la zone d’action du potentiel. Dans ces conditions, le paquet d’ondes se dirigeant
à la vitesse vG vers le point O (Fig. 3) mettra un temps :

ΔT � Δz
vG

� 1
vGΔk

(B-17)
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à traverser cette zone. Fixons l’origine des temps à l’instant où le centre du paquet d’ondes
incident atteint le point O. Il n’existe d’ondes diffusées que pour t � −ΔT/2, après que
le front avant du paquet d’ondes incident ait abordé la zone d’action du potentiel ; pour
t = 0, la partie la plus éloignée du paquet d’ondes diffusé est à une distance de l’ordre de
Δz/2 du point O.
Considérons maintenant un problème a priori différent, dans lequel on aurait un potentiel
dépendant du temps, obtenu en multipliant V (r) par une fonction f(t) qui croît lentement
de 0 a 1 entre t = −ΔT/2 et t = 0 ; pour t très inférieur à −ΔT/2, le potentiel est nul, et
nous supposerons que l’état de la particule est représenté par une onde plane (remplissant
tout l’espace). Cette onde plane ne commence à être modifiée que pour t � −ΔT/2 et, à
l’instant t = 0, l’allure des ondes diffusées est semblable à celle du cas précédent.
On conçoit donc qu’il y ait une certaine analogie entre les deux problèmes différents que
nous venons de décrire : d’une part, diffusion par un potentiel constant d’un paquet d’ondes
incident dont l’amplitude au point O croît régulièrement entre les instants −ΔT/2 et zéro ;
d’autre part, diffusion d’une onde plane d’amplitude constante par un potentiel que l’on
“branche” lentement sur le même intervalle de temps [−ΔT/2, 0].
Si Δk → 0, le paquet d’ondes (B-10) tend vers un état stationnaire de diffusion [g(k) tend
vers δ(k−k0)] ; par ailleurs, d’après (B-17), ΔT devient infini et le branchement du poten-
tiel associé à la fonction f(t) devient infiniment lent (on l’appelle souvent pour cette raison
“branchement adiabatique”). La discussion précédente, bien que très qualitative, permet
ainsi de se représenter un état stationnaire de diffusion comme résultant du branchement
adiabatique du potentiel diffuseur sur une onde plane libre. On peut préciser cette inter-
prétation en étudiant de façon plus détaillée l’évolution de l’onde plane initiale dans le
potentiel f(t)V (r).

Figure 3 – Le paquet d’ondes incident, de longueur Δz, se dirige à la vitesse v0

vers le potentiel V (r) ; il interagit avec le potentiel pendant un temps de l’ordre de
ΔT = Δz/vG (la dimension de la zone d’action du potentiel est supposée négligeable
devant Δz).

B-2. Calcul de la section efficace à partir des courants de probabilité

B-2-a. Fluide de probabilité associe a un état stationnaire de diffusion

Pour évaluer la section efficace de diffusion, il faudrait en toute rigueur étu-
dier la diffusion d’un paquet d’ondes incident par le potentiel V (r). Toutefois, on
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peut obtenir beaucoup plus simplement le résultat en raisonnant sur les états sta-
tionnaires de diffusion ; on considère un tel état comme décrivant un fluide de pro-
babilité en régime d’écoulement permanent, et l’on calcule la section efficace à partir
du courant incident et du courant diffusé. Cette méthode est, comme nous l’avons
déjà signalé, analogue à celle que nous avons utilisée dans les problèmes de barrières
“carrées” à une dimension : dans ces problèmes, le rapport entre le courant réfléchi
(ou transmis) et le courant incident donne directement le coefficient de réflexion (ou
de transmission).

Nous allons donc calculer les contributions de l’onde incidente et de l’onde
diffusée au courant de probabilité dans un état stationnaire de diffusion. Rappelons
l’expression du courant J(r) associé à une fonction d’onde ϕ(r) :

J(r) =
1
μ

Re
[
ϕ∗(r)

�

i
∇ϕ(r)

]
(B-18)

B-2-b. Courant incident et courant diffusé

Le courant incident Ji s’obtient en remplaçant, dans (B-18), ϕ(r) par l’onde
plane eikz ; Ji est donc dirigé suivant l’axe Oz, dans le sens positif, et son module
vaut :

|Ji| =
�k

μ
(B-19)

L’onde diffusée étant exprimée dans la formule (B-9) en coordonnées sphé-
riques, nous allons calculer les composantes du courant diffusé Jd sur les axes locaux
définis par ce système de coordonnées. Rappelons que les composantes correspon-
dantes de l’opérateur ∇ sont :

(∇)r =
∂

∂r

(∇)θ =
1
r

∂

∂θ

(∇)ϕ =
1

r sin θ

∂

∂ϕ
(B-20)

En prenant pour ϕ(r), dans la formule (B-18), la fonction fk(θ, ϕ)eikr/r, on obtient
facilement le courant diffusé dans la région asymptotique :

(Jd)r =
�k

μ

1
r2 |fk(θ, ϕ)|2

(Jd)θ =
�

μ

1
r3 Re

[
1
i
f∗

k (θ, ϕ)
∂

∂θ
fk(θ, ϕ)

]
(Jd)ϕ =

�

μ

1
r3 sin θ

Re
[

1
i
f∗

k (θ, ϕ)
∂

∂ϕ
fk(θ, ϕ)

]
(B-21)

Comme r est grand, (Jd)θ et (Jd)ϕ sont négligeables devant (Jd)r, et le courant
diffusé est pratiquement radial.
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B-2-c. Expression de la section efficace

Le faisceau incident est composé de particules indépendantes, que nous suppo-
sons toutes préparées de la même façon ; envoyer un grand nombre de ces particules
revient à effectuer un grand nombre de fois la même expérience sur une particule
dont l’état est à chaque fois le même. Si cet état est v

(diff)
k (r), on conçoit que le flux

incident Fi, c’est-à-dire le nombre de particules du faisceau incident qui franchissent
par unité de temps une surface unité perpendiculaire à Oz, soit proportionnel au
flux du vecteur Ji à travers cette surface, c’est-à-dire d’après (B-19) :

Fi = C|Ji| = C
�k

μ
(B-22)

Le nombre dn de particules qui frappent par unité de temps l’ouverture utile
du détecteur (Fig. 2) est, de la même façon, proportionnel au flux du vecteur Jd

à travers la surface dS limitant cette ouverture [la constante de proportionnalité C
étant la même qu’en (B-22)] :

dn = C Jd · dS = C (Jd)rr2 dΩ

= C
�k

μ
|fk(θ, ϕ)|2 dΩ (B-23)

On voit que dn est indépendant de r pourvu que r soit suffisamment grand.
Si l’on reporte les formules (B-22) et (B-23) dans la définition (A-3) de la

section efficace différentielle σ(θ, ϕ), on obtient :

σ(θ, ϕ) = |fk(θ, ϕ)|2 (B-24)

La section efficace différentielle est donc simplement donnée par le carré du module
de l’amplitude de diffusion.

B-2-d. Interférences entre l’onde plane et l’onde diffusée

Dans les paragraphes précédents, nous avons négligé une contribution au courant associé
à v

(diff)
k

(r) dans la région asymptotique : celle qui provient de l’interférence entre l’onde
plane eikz et l’onde diffusée, et qui s’obtient en remplaçant dans (B-18) ϕ∗(r) par e−ikz

et ϕ(r) par fk(θ, ϕ)eikr/r, et vice versa.
On peut se convaincre cependant que ces termes d’interférence n’interviennent pas lors-
qu’on s’intéresse à la diffusion dans une direction autre que la direction avant (θ = 0).
Reprenons pour cela la description de la collision en termes de paquets d’ondes (Fig. 4),
et tenons compte du fait qu’en pratique, le paquet d’ondes a toujours une extension laté-
rale finie. Initialement, le paquet d’ondes incident se dirige vers la zone d’action de V (r)
(Fig. 4a). Après la collision (Fig. 4b), on se trouve en présence d’un paquet d’ondes planes
provenant simplement de la propagation du paquet d’ondes incident (comme si le potentiel
diffuseur était nul) et d’un paquet d’ondes diffusées s’éloignant du point O dans toutes les
directions. L’onde transmise résulte donc de l’interférence des deux types d’ondes, planes
et sphériques. En général cependant, on place le détecteur D hors du faisceau, de façon
qu’il ne soit pas frappé par les particules transmises ; on n’observe alors que le paquet
d’ondes diffusées et il n’est pas nécessaire de tenir compte des termes d’interférence que
nous venons de mentionner.

Il ressort cependant de la Figure 4b que l’interférence entre le paquet d’ondes planes et

le paquet d’ondes diffusées ne peut être négligée dans la direction avant, où ils occupent

une même région de l’espace. Le paquet d’ondes transmis résulte de cette interférence.
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D’autre part, il doit avoir une amplitude plus faible que le paquet incident, puisqu’il y a

conservation de la probabilité totale, c’est-à-dire conservation du nombre de particules :

les particules diffusées dans toutes les directions de l’espace autres que la direction avant

quittent le faisceau, dont l’intensité est ainsi atténuée après traversée de la cible. C’est

donc l’interférence destructive entre le paquet d’ondes planes et le paquet d’ondes diffusées

vers l’avant qui assure la conservation globale du nombre total de particules.

Figure 4 – Avant la collision (fig. a), le paquet d’ondes incident se dirige vers la
zone d’action du potentiel. Après la collision (fig. b), on se trouve en présence d’un
paquet d’ondes planes et d’un paquet d’ondes sphériques diffusées par le potentiel
(traits tiretés sur la figure). Ces ondes interfèrent dans la direction avant de façon
destructive (conservation de la probabilité totale) ; le détecteur D est placé dans une
direction latérale, et n’est sensible qu’aux ondes diffusées.

B-3. Equation intégrale de la diffusion

Nous nous proposons d’indiquer maintenant, de façon plus précise qu’au § B-
1-b, comment on peut démontrer l’existence de fonctions d’onde stationnaires ayant
un comportement asymptotique de la forme (B-9). Nous allons pour cela écrire
l’équation intégrale de la diffusion, dont les solutions sont précisément les fonctions
d’onde des états stationnaires de diffusion.

Reprenons l’équation aux valeurs propres de H [formule (B-7)] et mettons-la
sous la forme :

(Δ + k2) ϕ(r) = U(r) ϕ(r) (B-25)

Supposons (nous verrons plus loin que c’est effectivement le cas) que l’on
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connaisse une fonction G(r) telle que :

(Δ + k2) G(r) = δ(r) (B-26)

[G(r) est appelée “fonction de Green” de l’opérateur Δ + k2]. Alors, toute fonction
ϕ(r) qui vérifie :

ϕ(r) = ϕ0(r) +
∫

d3r′ G(r − r′) U(r′) ϕ(r′) (B-27)

où ϕ0(r) est solution de l’équation libre :

(Δ + k2)ϕ0(r) = 0 (B-28)

La fonction ϕ(r) satisfait à l’équation différentielle (B-25). En effet, appliquons
l’opérateur Δ + k2 aux deux membres de (B-27) ; compte tenu de (B-28), nous
obtenons :

(Δ + k2)ϕ(r) = (Δ + k2)
∫

d3r′G(r − r′) U(r′) ϕ(r′) (B-29)

Admettons qu’on puisse faire passer l’opérateur dans l’intégrale. Il agit alors seule-
ment sur la variable r et donnera d’après (B-26) :

(Δ + k2)ϕ(r) =
∫

d3r′δ(r − r′) U(r′) ϕ(r′)

= U(r) ϕ(r) (B-30)

Inversement, on peut montrer que toute solution de (B-25) vérifie (B-27) 6. On peut
donc remplacer l’équation différentielle (B-25) par l’équation intégrale (B-27).

Nous allons voir qu’il est souvent plus facile de raisonner sur l’équation inté-
grale. Son principal avantage vient de ce que, en choisissant ϕ0(r) et G(r) de façon
adéquate, on peut incorporer dans l’équation le comportement asymptotique désiré :
ainsi, une seule équation intégrale, dite équation intégrale de la diffusion, devient
l’équivalent de l’équation différentielle (B-25) et de la condition asymptotique (B-9).

Considérons tout d’abord l’équation (B-26). Elle implique que (Δ + k2)G(r)
doit être identiquement nul dans toute région de l’espace excluant l’origine [ce qui,
d’après (B-8), est le cas de eikr/r] ; de plus, d’après la formule (61) de l’Appendice II,
G(r) doit se comporter, pour r tendant vers zéro, comme −1/4πr. Effectivement, il
est facile de montrer que les fonctions :

G±(r) = − 1
4π

e±ikr

r
(B-31)

sont solutions de l’équation (B-26). En effet :

ΔG±(r) = e±ikrΔ
(

− 1
4πr

)
− 1

4πr
Δ
(
e±ikr

)
+ 2
[
∇

(
− 1

4πr

)]
· [∇e±ikr

]
(B-32)

6. On le comprend intuitivement si l’on considère U(r)ϕ(r) comme un second membre
d’équation différentielle : la solution générale de (B-25) s’obtient alors en ajoutant à la solu-
tion générale de l’équation sans second membre une solution particulière de l’équation complète
[deuxième terme de (B-27)].
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Un calcul simple donne alors (cf. Appendice II) :

ΔG±(r) = −k2G±(r) + δ(r) (B-33)

ce qui démontre le résultat annoncé ; G+ et G− sont appelées respectivement “fonc-
tions de Green sortante et entrante”.

La forme même du comportement asymptotique (B-9) que l’on veut obtenir
suggère de choisir pour ϕ0(r) l’onde plane incidente eikz et pour G(r) la fonction de
Green sortante G+(r). Nous allons effectivement montrer que l’équation intégrale
de la diffusion s’écrit :

v
(diff)
k (r) = eikz +

∫
d3r′G+(r − r′) U(r′) v

(diff)
k (r′) (B-34)

c’est-à-dire que les solutions de (B-34) ont le comportement asymptotique (B-9).
Plaçons-nous pour cela en un point M (position r) très éloigné des divers

points P (position r′) de la zone d’action du potentiel, dont les dimensions linéaires
sont de l’ordre 7 de L (Fig. 5) :

r � L

r′ � L (B-35)

Figure 5 – Calcul approché de la distance
|r−r′| entre un point M très éloigné de O
et un point P situé dans la zone d’action
du potentiel (les dimensions de cette zone
d’action sont de l’ordre de L).

L’angle entre MO et MP étant très petit, la longueur MP , c’est-à-dire |r−r′|,
est à une très bonne approximation égale à la projection de MP sur MO :

|r − r′| � r − u · r′ (B-36)

7. Rappelons que nous avons explicitement supposé que U(r) décroît à l’infini plus vite que
1/r.
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où u désigne le vecteur unitaire dans la direction de r. On en déduit que, pour r
grand :

G+(r − r′) = − 1
4π

eik|r−r′|

|r − r′| ∼
r→∞ − 1

4π

eikr

r
e−iku·r′

(B-37)

En reportant cette expression dans l’équation (B-34), on obtient le comportement
asymptotique de v

(diff)
k (r) :

v
(diff)
k (r) ∼

r→∞ eikz − 1
4π

eikr

r

∫
d3r′e−ik u·r′

U(r′) v
(diff)
k (r′) (B-38)

qui est bien de la forme (B-9) puisque l’intégrale n’est plus fonction de la distance
r = OM mais seulement (par l’intermédiaire du vecteur unitaire u) des angles
polaires θ et ϕ repérant la direction du vecteur OM. Il suffit donc de poser :

fk(θ, ϕ) = − 1
4π

∫
d3r′e−ik u·r′

U(r′) v
(diff)
k (r′) (B-39)

pour retrouver exactement l’expression (B-9).
En définitive, les solutions de l’équation intégrale de la diffusion (B-34) sont

bien les états stationnaires de diffusion 8.

Remarque:

Il est souvent commode de définir le vecteur d’onde incident ki comme le
vecteur de module k dirigé suivant l’axe Oz du faisceau, de sorte que :

eikz = eiki·r (B-40)

De même, le vecteur kd de même module k que le vecteur d’onde incident
mais dont la direction est repérée par les angles θ et ϕ est appelé vecteur
d’onde diffusé dans la direction (θ, ϕ) :

kd = k u (B-41)

Enfin, le vecteur d’onde transféré dans la direction (θ, ϕ) est la différence
entre kd et ki (Fig. 6) :

K = kd − ki (B-42)

B-4. Approximation de Born

B-4-a. Solution approchée de l’équation intégrale de la diffusion

Compte tenu de (B-40), on peut écrire l’équation intégrale de la diffusion sous
la forme :

v
(diff)
k (r) = eiki·r +

∫
d3r′G+(r − r′) U(r′) v

(diff)
k (r′) (B-43)

8. Pour prouver rigoureusement l’existence des états stationnaires de diffusion, il suffirait
donc de démontrer que l’équation (B-34) admet une solution.
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Figure 6 – Vecteurs d’onde incident ki,
diffusé kd et transféré K.

Nous allons chercher à résoudre cette équation par itération.
Un simple changement de notations (r =⇒ r′ ; r′ =⇒ r′′) permet d’écrire :

v
(diff)
k (r′) = ei ki·r′

+
∫

d3r′′G+(r′ − r′′) U(r′′) v
(diff)
k (r′′) (B-44)

Si l’on reporte cette expression dans l’équation (B-43), on obtient :

v
(diff)
k (r) = ei ki·r +

∫
d3r′G+(r − r′) U(r′) ei ki·r′

+
∫

d3r′
∫

d3r′′G+(r − r′) U(r′) G+(r′ − r′′) U(r′′) v
(diff)
k (r′′)

(B-45)

Dans le second membre de (B-45), les deux premiers termes sont connus ; seul le
troisième contient la fonction inconnue v

(diff)
k (r). On peut répéter ce procédé : on

change r en r′′ et r′ en r′′′ dans (B-43), ce qui donne v
(diff)
k (r′′), que l’on insère à

nouveau dans l’équation (B-45) ; on trouve alors :

v
(diff)
k (r) = ei ki·r +

∫
d3r′G+(r − r′) U(r′) ei ki·r′

+
∫

d3r′
∫

d3r′′G+(r − r′) U(r′) G+(r′ − r′′) U(r′′) ei ki·r′′

+
∫

d3r′
∫

d3r′′
∫

d3r′′′G+(r − r′) U(r′) G+(r′ − r′′) U(r′′)

× G+(r′′ − r′′′) U(r′′′) v
(diff)
k (r′′′) (B-46)

où les trois premiers termes sont connus ; la fonction inconnue v
(diff)
k (r) a été re-

poussée dans le quatrième.
On construit ainsi de proche en proche ce que l’on appelle le développement

de Born de la fonction d’onde stationnaire de diffusion. Notons que chaque terme
de ce développement fait intervenir le potentiel une fois de plus que le précédent.
Si donc le potentiel est faible, les termes successifs sont de plus en plus petits. En
poussant le développement suffisamment loin, on pourra négliger le dernier terme
du second membre, ce qui donne v

(diff)
k (r) en fonction de quantités toutes connues.

Si l’on porte ce développement de v
(diff)
k (r) dans l’expression (B-39), on ob-

tient le développement de Born de l’amplitude de diffusion. En particulier, si l’on
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se limite au premier ordre en U , il suffit de remplacer v
(diff)
k (r′) par eiki·r′

dans le
second membre de (B-39). C’est l’approximation de Born :

f
(B)
k (θ, ϕ) = − 1

4π

∫
d3r′ e−ik u·r′

U(r′) ei ki·r′

= − 1
4π

∫
d3r′ e−i(kd−ki)·r′

U(r′)

= − 1
4π

∫
d3r′ e−iK·r′

U(r′) (B-47)

où K est le vecteur d’onde transféré défini en (B-42). La section efficace de diffusion
est donc très simplement reliée, dans l’approximation de Born, à la transformée de
Fourier du potentiel ; en effet, si l’on utilise (B-24) et (B-6), on voit que la relation
(B-47) entraîne que :

σ
(B)
k (θ, ϕ) =

μ2

4π2�4

∣∣∣∣∫ d3r e−iK·r V (r)
∣∣∣∣2 (B-48)

D’après la Figure 6, la direction et le module du vecteur d’onde transféré K
dépendent à la fois du module k de ki et kd et de la direction de diffusion (θ, ϕ)
considérée. Ainsi, pour θ et ϕ fixés, la section efficace de Born varie avec k, c’est-
à-dire avec l’énergie du faisceau incident ; de même, pour une énergie donnée, σ(B)

varie avec θ et ϕ. On voit donc, dans le cadre simple de l’approximation de Born,
comment l’étude des variations de la section efficace différentielle en fonction de la
direction de diffusion et de l’énergie incidente peut permettre d’atteindre expéri-
mentalement le potentiel V (r).

B-4-b. Interprétation des formules

On peut donner de la formule (B-45) une interprétation physique qui sou-
ligne très clairement l’analogie formelle entre la mécanique quantique et l’optique
ondulatoire.

Considérons la zone d’action du potentiel comme un milieu diffuseur dont la
densité serait proportionnelle à U(r). La fonction G+(r−r′) représente [formule (B-
31)] l’amplitude de l’onde rayonnée au point r par une source ponctuelle qui serait
située au point r′. Par conséquent, les deux premiers termes de la formule (B-45)
donnent l’onde totale au point r comme résultant de la superposition de l’onde inci-
dente eiki·r et d’une infinité d’ondes provenant des sources secondaires induites dans
le milieu diffuseur par l’onde incidente : l’amplitude de chacune de ces sources est
en effet proportionnelle aux valeurs que prennent, au point correspondant r′, l’onde
incidente (eiki·r′

) et la densité de matière diffusante [U(r′)]. Cette interprétation,
qui est schématisée sur la Figure 7, est à rapprocher du principe de Huygens en
optique ondulatoire.

En réalité, la formule (B-45) comporte un troisième terme. On peut cependant
interpréter de façon analogue les termes successifs du développement de Born. En
effet, comme le milieu diffuseur est étendu, une source secondaire donnée est excitée
non seulement par l’onde incidente mais également par les ondes diffusées provenant
des autres sources secondaires. La Figure 8 représente ainsi de façon symbolique
le troisième terme du développement de Born [cf. formule (B-46)]. Si le milieu
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Figure 7 – Schématisation de
l’approximation de Born : on ne
tient compte que de l’onde inci-
dente et des ondes diffusées par
une seule interaction avec le po-
tentiel.

Figure 8 – Schématisation du
terme du second ordre en U dans
le développement de Born : on
tient compte ici des ondes deux
fois diffusées par le potentiel.

diffuseur est très peu dense [U(r) très petit], on peut négliger l’influence des sources
secondaires les unes sur les autres.

Remarque:

L’interprétation que nous venons de donner pour les termes d’ordre supérieur
du développement de Born n’a rien à voir avec les processus de diffusion mul-
tiple qui peuvent se produire à l’intérieur d’une cible épaisse : il s’agit toujours
ici de décrire la diffusion d’une particule du faisceau par une particule unique
de la cible, alors que la diffusion multiple fait intervenir des interactions suc-
cessives d’une même particule incidente avec plusieurs particules différentes
de la cible.

C. Diffusion par un potentiel central. Méthode des déphasages

C-1. Principe de la méthode des déphasages

Dans le cas particulier où le potentiel V (r) est central, le moment cinétique
orbital L de la particule est une constante du mouvement. Il existe donc des états
stationnaires de moment cinétique bien défini, c’est-à-dire des états propres com-
muns à H , L2 et Lz. Nous appellerons ondes partielles les fonctions d’onde associées
à ces états, et nous les noterons ϕk,l,m(r), les valeurs propres correspondantes de H ,
L2 et Lz étant respectivement �

2k2/2μ, l(l + 1)�2 et m� ; leur dépendance angu-
laire est toujours donnée par les harmoniques sphériques Y m

l (θ, ϕ) ; le potentiel V (r)
n’intervient que dans leur dépendance radiale.

On s’attend à ce que, pour r grand, les ondes partielles soient très proches
des fonctions propres communes à H0, L2 et Lz où H0 est l’hamiltonien libre [for-
mule (B-2)]. C’est pourquoi nous allons commencer par étudier, au § C-2, les états
stationnaires d’une particule libre, et en particulier ceux qui ont un moment ci-
nétique bien défini. Les fonctions d’onde correspondantes ϕ

(0)
k,l,m(r) sont les ondes

sphériques libres : leur dépendance angulaire est bien sûr celle d’une harmonique
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sphérique ; nous allons voir que le comportement asymptotique de leur fonction ra-
diale est la superposition d’une onde entrante e−ikr/r et d’une onde sortante eikr/r
présentant une différence de phase bien déterminée.

Le comportement asymptotique de l’onde partielle ϕk,l,m(r) dans le poten-
tiel V (r) est également (§ C-3) la superposition d’une onde entrante et d’une onde
sortante. Toutefois, la différence de phase entre ces deux ondes diffère de celle qui
caractérise l’onde sphérique libre correspondante : le potentiel V (r) introduit un
déphasage δl supplémentaire. Ce déphasage constitue la seule différence entre les
comportements asymptotiques de ϕk,l,m et ϕ

(0)
k,l,m ; par conséquent la connaissance,

pour k fixé, des déphasages δl pour toutes les valeurs de l doit être suffisante pour
calculer la section efficace.

Pour effectuer ce calcul, on construit (§ C-4) l’état stationnaire de diffusion
v

(diff)
k (r) comme combinaison linéaire d’ondes partielles ϕk,l,m(r) de même énergie

mais de moments cinétiques l différents. Des arguments physiques simples suggèrent
que les coefficients de cette combinaison linéaire doivent être les mêmes que ceux du
développement de l’onde plane eikz sur les ondes sphériques libres, ce qu’un calcul
explicite confirme effectivement.

L’utilisation des ondes partielles permet ainsi d’exprimer l’amplitude de dif-
fusion, et par suite la section efficace, en fonction des déphasages δl. Cette méthode
est particulièrement intéressante lorsque la portée du potentiel n’excède pas trop
la longueur d’onde associée au mouvement de la particule, car dans ce cas n’inter-
viennent effectivement qu’un petit nombre de déphasages (§ C-3-b-β).

C-2. Etats stationnaires d’une particule libre

En mécanique classique, une particule libre de masse μ est animée d’un mou-
vement rectiligne uniforme. Son impulsion p, son énergie E = p2/2μ et son moment
cinétique LLL = r × p par rapport à l’origine des coordonnées sont des constantes du
mouvement.

En mécanique quantique, les observàbles P et L = R × P ne commutent pas.
Elles représentent donc des grandeurs incompatibles : il est impossible de mesurer
simultanément l’impulsion et le moment cinétique d’une particule.

L’hamiltonien quantique H0 d’une particule libre s’écrit :

H0 =
1

2μ
P2 (C-1)

H0 ne constitue pas à lui seul un E.C.O.C. : ses valeurs propres sont infiniment
dégénérées (§ 2-a). Par contre, les quatre observables :

H0, Px, Py, Pz (C-2)

forment un E.C.O.C. Leurs états propres communs sont des états stationnaires
d’impulsion bien définie.

On peut également considérer une particule libre comme plongée dans un
potentiel central nul. Les résultats du Chapitre VII indiquent alors que les trois
observables :

H0, L2, Lz (C-3)
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forment un E.C.O.C. Les états propres correspondants sont des états stationnaires
de moment cinétique bien défini (plus exactement, L2 et Lz ont des valeurs bien
définies, mais pas Lx et Ly).

Les bases de l’espace des états définies par les E.C.O.C. (C-2) et (C-3) sont
distinctes, puisque P et L sont des grandeurs incompatibles. Nous allons étudier
ces deux bases, puis indiquer comment on peut passer de l’une à l’autre.

C-2-a. Etats stationnaires d’impulsion bien définie. Ondes planes

Nous savons déjà (cf. Chap. II, § E-2-d) que les trois observables Px, Py et Pz

forment un E.C.O.C. (pour une particule sans spin). Leurs états propres communs
sont les états de base de la représentation {|p〉} :

P |p〉 = p |p〉 (C-4)

Comme H0 commute avec ces trois observables, les états |p〉 sont forcément états
propres de H0 :

H0 |p〉 =
p2

2μ
|p〉 (C-5)

Le spectre de H0 est donc continu, et comprend tous les nombres positifs ou
nuls. Chacune de ces valeurs propres est infiniment dégénérée : si l’on se fixe une
énergie E positive, il lui correspond une infinité de kets |p〉, puisqu’il existe une
infinité de vecteurs ordinaires p dont le module vérifie :

|p| =
√

2μE (C-6)

Les fonctions d’onde associées aux kets |p〉 sont les ondes planes (cf. Chap. II,
§ E-1-a) :

〈r|p〉 =
(

1
2π�

)3/2

eip·r/� (C-7)

Nous introduirons ici le vecteur d’onde k pour caractériser une onde plane :

k =
p
�

(C-8)

et nous poserons :

|k〉 = (�)3/2 |p〉 (C-9)

Les kets |k〉 sont des états stationnaires d’impulsion bien définie :

H0 |k〉 =
�

2k2

2μ
|k〉 (C-10a)

P |k〉 = �k |k〉 (C-10b)

Ils sont orthonormés au sens large :

〈k|k′〉 = δ(k − k′) (C-11)
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et forment une base dans l’espace des états :∫
d3k |k〉 〈k| = 1 (C-12)

Les fonctions d’onde associées sont les ondes planes normalisées de façon
légèrement différente :

〈r|k〉 =
(

1
2π

)3/2

ei k·r (C-13)

C-2-b. Etats stationnaires de moment cinétique bien défini. Ondes sphériques libres

Pour obtenir les fonctions propres communes à H0, L2 et Lz, il suffit de
résoudre l’équation radiale pour un potentiel central identiquement nul. Cette ré-
solution est effectuée en détail dans le Complément AVIII ; nous nous contenterons
d’en donner ici les résultats.

Les ondes sphériques libres sont les fonctions d’onde associées aux états sta-
tionnaires |ϕ(0)

k,l,m〉 de la particule libre qui ont un moment cinétique bien défini ;
elles s’écrivent :

ϕ
(0)
k,l,m(r) =

√
2k2

π
jl(kr) Y m

l (θ, ϕ) (C-14)

où jl est une fonction de Bessel sphérique définie par :

jl(ρ) = (−1)l ρl

(
1
ρ

d
dρ

)l sin ρ

ρ
(C-15)

Les valeurs propres correspondantes de H0, L2 et Lz sont respectivement �
2k2/2μ,

l(l + 1)�2 et m�.
Les ondes sphériques libres (C-14) sont orthonormées au sens large :〈

ϕ
(0)
k,l,m|ϕ(0)

k′,l′,m′

〉
=

2
π

kk′
∫ ∞

0
jl(kr) jl′ (k′r) r2 dr ×

∫
dΩ Y m∗

l (θ, ϕ) Y m′
l′ (θ, ϕ)

= δ (k − k′) δll′ δmm′ (C-16)

et forment une base dans l’espace des états :∫ ∞

0
dk

∞∑
l=0

+l∑
m=−l

∣∣∣ϕ(0)
k,l,m

〉〈
ϕ

(0)
k,l,m

∣∣∣ = 1 (C-17)

C-2-c. Propriétés physiques des ondes sphériques libres

α. Dépendance angulaire

La dépendance angulaire de l’onde sphérique libre ϕ
(0)
k,l,m(r) est entièrement

contenue dans l’harmonique sphérique Y m
l (θ, ϕ). Elle est donc fixée par les valeurs

propres de L2 et Lz (c’est-à-dire par les indices l et m), et non par l’énergie. Par
exemple, une onde sphérique libre s(l = 0) est toujours isotrope.
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β. Comportement au voisinage de l’origine

Fixons-nous un angle solide infinitésimal dΩ0 autour de la direction (θ0, ϕ0) ;
lorsque l’état de la particule est |ϕ(0)

k,l,m〉, la probabilité de trouver la particule, dans
cet angle solide, entre r et r + dr est proportionnelle à :

r2 j2
l (kr) |Y m

l (θ0, ϕ0)|2 dr dΩ0 (C-18)

On peut montrer (Complément AVIII, § 2-c-α) que, pour ρ tendant vers zéro :

jl(ρ) ∼
ρ→0

ρl

(2l + 1)!!
(C-19)

Ce résultat (qui était prévisible d’après le raisonnement général du Cha-
pitre VII, § A-2-c) entraîne que la probabilité (C-18) se comporte comme r2l+2

près de l’origine, et croît donc d’autant plus lentement que l est plus grand.
L’allure des variations de la fonction ρ2j2

l (ρ) est indiquée sur la Figure 9. Il
se trouve que cette fonction reste très petite tant que :

ρ <
√

l(l + 1) (C-20)

Figure 9 – Allure de la fonction ρ2j2
l (ρ) donnant la dépendance radiale de la pro-

babilité de présence dans l’état |ϕ(0)
k,l,m〉 ; la figure est tracée pour l = 4. A l’origine,

cette fonction se comporte comme ρ2l+2 ; elle reste pratiquement nulle tant que
ρ <

√
l(l + 1).

On peut donc considérer que la probabilité (C-18) est pratiquement nulle
pour :

r <
1
k

√
l(l + 1) (C-21)
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Ce résultat est très important physiquement, car il implique qu’une particule dans
l’état |ϕ(0)

k,l,m〉 est pratiquement insensible à ce qui se passe à l’intérieur d’une sphère
centrée en O et de rayon :

bl(k) =
1
k

√
l(l + 1) (C-22)

Nous reviendrons sur ce point au § C-3-b-β.

Remarque:

En mécanique classique, une particule libre d’impulsion p et de moment ciné-
tique LLL décrit une droite dont la distance b au point O est donnée (Fig. 10)
par :

b =
|LLL |
|p| (C-23)

b est appelé le “paramètre d’impact” de la particule par rapport à O ; il est
d’autant plus grand que |LLL | est plus grand et que l’impulsion (c’est-à-dire
l’énergie) est plus faible. Si, dans (C-23), on remplace |LLL | par �

√
l(l + 1) et

|p| par �k on retrouve l’expression (C-22) de bl(k), dont on donne ainsi une
interprétation semi-classique.

Figure 10 – Définition du para-
mètre d’impact classique b d’une
particule d’impulsion p et de mo-
ment cinétique LLL par rapport à
l’origine O.

γ. Comportement asymptotique

On peut montrer (Complément AVIII, § 2-c-β) que, pour ρ tendant vers l’in-
fini :

jl(ρ) ∼
ρ→∞

1
ρ

sin
(

ρ − l
π

2

)
(C-24)
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Par conséquent, le comportement asymptotique de l’onde sphérique libre ϕ
(0)
k,l,m(r)

est tel que :

ϕ
(0)
k,l,m(r, θ, ϕ) ∼

r→∞ −
√

2k2

π
Y m

l (θ, ϕ)
e−ikr eil π

2 − eikr e−il π
2

2ikr
(C-25)

A l’infini, ϕ
(0)
k,l,m résulte donc de la superposition d’une onde entrante e−ikr/r

et d’une onde sortante eikr/r, dont les amplitudes présentent une différence de phase
égale à lπ.

Remarque:

Supposons que l’on construise un paquet d’ondes sphériques libres correspon-
dant toutes aux mêmes valeurs de l et m. On peut lui appliquer un raison-
nement analogue à celui de la remarque (i) du § B-1-b. On trouve le résultat
suivant : pour t grand négatif, il existe seulement un paquet d’ondes en-
trantes, alors que pour t grand positif, il existe seulement un paquet d’ondes
sortantes. On peut donc se représenter schématiquement une onde sphérique
libre de la manière suivante : on a d’abord une onde entrante qui converge
vers O ; elle se déforme en approchant de ce point, rebrousse chemin à une
distance de l’ordre de bl(k) [formule (C-22)], et donne naissance à une onde
sortante déphasée de lπ.

C-2-d. Développement d’une onde plane en ondes sphériques libres

Nous connaissons donc deux bases distinctes d’états propres de H0, la base
{|k〉} associée aux ondes planes et la base {|ϕ(0)

k,l,m〉} associée aux ondes sphériques
libres. Il est possible de développer un ket quelconque de l’une d’elles sur les vecteurs
de l’autre.

Considérons en particulier le ket |0, 0, k〉, auquel est associée une onde plane
de vecteur d’onde k dirigé suivant Oz :

〈r|0, 0, k〉 =
(

1
2π

)3/2

eikz (C-26)

|0, 0, k〉 représente un état d’énergie et d’impulsion bien définies (E = �
2k2/2μ ; p

dirigé suivant Oz et de module �k). Or :

eikz = eikr cos θ (C-27)

est indépendant de ϕ ; comme Lz agit en représentation {|r〉} comme
�

i

∂

∂ϕ
, le ket

|0, 0, k〉 est également vecteur propre de Lz, avec la valeur propre zéro :

Lz |0, 0, k〉 = 0 (C-28)

En utilisant la relation de fermeture (C-17), on peut écrire :

|0, 0, k〉 =
∫ ∞

0
dk′

∞∑
l=0

+l∑
m=−l

∣∣∣ϕ(0)
k′,l,m

〉〈
ϕ

(0)
k′,l,m

∣∣∣0, 0, k
〉

(C-29)
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Comme |0, 0, k〉 et
∣∣∣ϕ(0)

k,l,m

〉
sont deux états propres de H0, ils sont orthogonaux si

les valeurs propres correspondantes sont différentes ; leur produit scalaire est donc
proportionnel à δ(k′ − k). De même, ils sont tous deux états propres de Lz, et leur
produit scalaire est proportionnel à δm0 [cf. relation (C-28)]. La formule (C-29)
prend donc la forme :

|0, 0, k〉 =
∞∑

l=0

ck,l

∣∣∣ϕ(0)
k,l,0

〉
(C-30)

On peut calculer explicitement les coefficients ck,l (Complément AVIII, § 3). On
obtient ainsi :

eikz =
∞∑

l=0

il
√

4π(2l + 1)jl(kr) Y 0
l (θ) (C-31)

Un état d’impulsion bien définie est donc une superposition d’états correspondant
à tous les moments cinétiques possibles.

Remarque:
L’harmonique sphérique Y 0

l (θ) est proportionnelle au polynôme de Legendre Pl(cos θ)
(Complément AVI, § 2-e-α) :

Y 0
l (θ) =

√
(2l + 1)

4π
Pl(cos θ) (C-32)

On écrit donc souvent le développement (C-31) sous la forme :

eikz =
∞∑

l=0

il(2l + 1) jl(kr)Pl(cos θ) (C-33)

C-3. Ondes partielles dans le potentiel V (r)

Nous allons maintenant étudier les fonctions propres communes à H (hamil-
tonien total), L2 et Lz, c’est-à-dire les ondes partielles ϕk,l,m(r).

C-3-a. Equation radiale. Déphasages

Quel que soit le potentiel V (r) central, les ondes partielles ϕk,l,m(r) sont de
la forme :

ϕk,l,m(r) = Rk,l(r)Y m
l (θ, ϕ) =

1
r

uk,l(r) Y m
l (θ, ϕ) (C-34)

où uk,l(r) est la solution de l’équation radiale :[
− �

2

2μ

d2

dr2 +
l(l + 1)�2

2μr2 + V (r)
]

uk,l(r) =
�

2k2

2μ
uk,l(r) (C-35)

satisfaisant la condition à l’origine :

uk,l(0) = 0 (C-36)
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Tout se passe donc comme si l’on avait affaire à un problème à une dimension,
dans lequel une particule de masse μ serait plongée dans le potentiel (Fig. 11) :

Veff(r) = V (r) +
l(l + 1)�2

2μr2 pour r > 0

Veff(r) infini pour r < 0 (C-37)

Figure 11 – Le potentiel effec-
tif Veff(r) est la somme du poten-
tiel V (r) et du terme centrifuge
l(l + 1)�2

2μr2 .

Pour r grand, l’équation (C-35) se réduit à :[
d2

dr2 + k2
]

uk,l(r) �
r→∞ 0 (C-38)

dont la solution générale est :

uk,l(r) ∼
r→∞ A eikr + B e−ikr (C-39)

Comme uk,l(r) doit vérifier la condition (C-36), les constantes A et B ne peuvent
pas être quelconques. Dans le problème à une dimension équivalent [formules (C-
37)], l’équation (C-36) est liée au fait que le potentiel est infini pour r négatif, et
l’expression (C-39) représente la superposition d’une onde plane “incidente” e−ikr

venant de la droite (sur l’axe où se déplace la particule fictive étudiée) et d’une
onde plane “réfléchie” eikr se propageant de gauche à droite ; comme il ne peut y
avoir d’onde “transmise” [puisque V (r) est infini sur le demi-axe négatif], le courant
“réfléchi” doit être égal au courant “incident”. On voit ainsi que la condition (C-36)
entraîne, dans l’expression asymptotique (C-39) :

|A| = |B| (C-40)

Par conséquent :

uk,l(r) ∼
r→∞ |A| [eikr eiϕA + e−ikr eiϕB

]
(C-41)

ce que l’on peut écrire sous la forme :

uk,l(r) ∼
r→∞ C sin (kr − βl) (C-42)
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La phase réelle βl est parfaitement déterminée lorsqu’on suit par continuité
la solution de (C-35) s’annulant à l’origine. Dans le cas d’un potentiel V (r) identi-
quement nul, nous avons vu au § C-2-c-γ que βl est égal à lπ/2 ; il est commode de
prendre cette valeur comme référence, c’est-à-dire de poser :

uk,l(r) ∼
r→∞ C sin

(
kr − l

π

2
+ δl

)
(C-43)

Le nombre δl ainsi défini est appelé déphasage de l’onde partielle ϕk,l,m(r) ; il dépend
évidemment de k, c’est-à-dire de l’énergie.

C-3-b. Intérêt physique des déphasages

α. Comparaison entre ondes partielles et ondes sphériques libres

Compte tenu de (C-34) et (C-43), le comportement asymptotique de ϕk,l,m(r)
s’écrit :

ϕk,l,m(r) ∼
r→∞ C

sin(kr − lπ/2 + δl)
r

Y m
l (θ, ϕ)

∼
r→∞ −C Y m

l (θ, ϕ)
e−ikr ei(l π

2 −δl) − eikr e−i(l π
2 −δl)

2ir
(C-44)

On trouve ici aussi, comme pour une onde sphérique libre [formule (C-25)], que
l’onde partielle ϕk,l,m(r) résulte de la superposition d’une onde entrante et d’une
onde sortante.

Pour préciser la comparaison entre ondes partielles et ondes sphériques libres,
on peut modifier l’onde entrante de (C-44) de façon qu’elle soit identique à celle
de (C-25) ; on définit pour cela une nouvelle onde partielle ϕ̃k,l,m(r) en multipliant
ϕk,l,m(r) par eiδl (ce facteur de phase global est sans importance du point de vue
physique) et en choisissant la constante C de façon que :

ϕ̃k,l,m(r) ∼
r→∞ −Y m

l (θ, ϕ)
e−ikr eilπ/2 − eikr e−ilπ/2 e2iδl

2ikr
(C-45)

On peut alors interpréter cette expression de la façon suivante (cf. remarque du § C-
2-c-γ) : on a au départ la même onde entrante que dans le cas de la particule libre
(mise à part la constante de normalisation

√
2k2/π) ; au fur et à mesure que cette

onde entrante s’approche de la zone d’action du potentiel, elle est de plus en plus
perturbée par ce potentiel ; quand, après avoir rebroussé chemin, elle se transforme
en onde sortante, elle a accumulé un déphasage 2δl par rapport à l’onde sortante
libre que l’on aurait obtenue si le potentiel V (r) avait été identiquement nul. Le
facteur e2iδl (qui varie avec l et k) résume donc finalement tout l’effet du potentiel
sur la particule de moment cinétique l.

Remarque:
En fait, la discussion précédente n’est valable que si l’on raisonne sur un paquet
d’ondes formé en superposant des ondes partielles ϕk,l,m(r) de même l et m, mais de
k légèrement différents. Pour t grand et négatif, on a uniquement un paquet d’ondes
entrantes ; c’est l’évolution ultérieure de ce paquet d’ondes se dirigeant vers la zone
d’action du potentiel que nous avons analysée ci-dessus.

958



C. DIFFUSION PAR UN POTENTIEL CENTRAL. MÉTHODE DES DÉPHASAGES

On pourrait également adopter le point de vue de la remarque (ii) du § B-1-b,
c’est-à-dire étudier l’effet d’un “branchement” lent du potentiel V (r) sur une onde
sphérique libre stationnaire. Le même type de raisonnement permettrait alors de
montrer que l’onde partielle ϕk,l,m(r) peut être obtenue en branchant adiabatique-
ment le potentiel V (r) sur une onde sphérique libre ϕ(0)

k,l,m(r).

β. Potentiels de portée finie

Supposons que le potentiel V (r) étudié ait une portée finie r0, c’est-à-dire
que :

V (r) = 0 pour r > r0 (C-46)

Nous avons indiqué plus haut (§ C-2-c-β) que l’onde sphérique libre ϕ
(0)
k,l,m ne

pénètre pratiquement pas à l’intérieur d’une sphère centrée en O et de rayon bi(k)
[formule (C-22)]. Si l’on reprend alors l’interprétation que nous venons de donner de
la formule (C-45), on voit qu’un potentiel vérifiant (C-46) n’affectera pratiquement
pas les ondes pour lesquelles :

bl(k) � r0 (C-47)

puisque l’onde entrante correspondante rebrousse chemin avant d’avoir atteint la
zone d’action de V (r). Pour chaque valeur de l’énergie, il existe donc une valeur
critique lM du moment cinétique, donnée approximativement d’après (C-22) par :√

lM (lM + 1) � kr0 (C-48)

Les déphasages δl ne sont appréciables que pour l inférieur ou de l’ordre de lM .
lM est d’autant plus petit que la portée du potentiel est plus courte et que

l’énergie incidente est plus basse 9. Il peut donc arriver que les seuls déphasages non
nuls soient ceux qui correspondent aux premières ondes partielles : onde s(l = 0) à
très basse énergie, puis ondes s et p pour des énergies légèrement supérieures, etc.

C-4. Expression de la section efficace en fonction des déphasages

Les déphasages caractérisent les modifications apportées par le potentiel au
comportement asymptotique des états stationnaires de moment cinétique bien dé-
fini. Leur connaissance doit donc permettre de déterminer la section efficace. Pour
le montrer, il suffit d’exprimer l’état stationnaire de diffusion v

(diff)
k (r) en fonction

des ondes partielles 10, et de calculer ainsi l’amplitude de diffusion.

C-4-a. Construction de l’état stationnaire de diffusion à partir des ondes partielles

Nous cherchons une superposition linéaire d’ondes partielles dont le compor-
tement asymptotique soit de la forme (B-9). Comme l’état stationnaire de diffusion
est état propre de l’hamiltonien H , le développement de v

(diff)
k (r) ne comportera

9. lm est de l’ordre de kr0, c’est-à-dire de l’ordre du rapport entre la portée r0 du potentiel
et la longueur d’onde de la particule incidente.

10. S’il existe des états liés de la particule dans le potentiel V (r) (états stationnaires d’énergie
négative), le système des ondes partielles ne constitue pas une base de l’espace des états ; pour
former une telle base, il faut adjoindre aux ondes partielles les fonctions d’onde des états liés.
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que des ondes partielles de même énergie �
2k2/2μ. Remarquons de plus que, dans

le cas d’un potentiel central V (r), le problème de diffusion que nous étudions pré-
sente la symétrie de révolution autour de l’axe Oz défini par le faisceau incident ;
par conséquent, la fonction d’onde stationnaire de diffusion v

(diff)
k (r) est indépen-

dante de l’angle azimutal ϕ, de sorte que son développement ne comprendra que
des ondes partielles pour lesquelles m est nul. En définitive, on aura une expression
de la forme :

v
(diff)
k (r) =

∞∑
l=0

cl ϕ̃k,l,0(r) (C-49)

Le problème est donc de trouver les coefficients cl.

α. Raisonnement intuitif

Lorsque V (r) est identiquement nul, la fonction v
(diff)
k (r) se réduit à l’onde

plane eikz , et les ondes partielles aux ondes sphériques libres ϕ
(0)
k,l,m(r). Dans ce cas,

on connaît le développement (C-49) : il est donné par la formule (C-31).
Pour V (r) non nul, v

(diff)
k (r) comprend, en plus de l’onde plane, une onde

diffusée divergente ; d’autre part, nous avons vu que ϕ̃k,l,0(r) ne diffère de ϕ
(0)
k,l,0(r),

dans son comportement asymptotique, que par l’onde sortante, de même dépen-
dance radiale que l’onde diffusée. On s’attend donc à ce que les coefficients cl du
développement (C-49) soient les mêmes que dans la formule (C-31) 11, c’est-à-dire :

v
(diff)
k (r) =

∞∑
l=0

il
√

4π(2l + 1)ϕ̃k,l,0(r) (C-50)

Remarque:
On peut également comprendre (C-50) à partir de l’interprétation indiquée dans la re-
marque (ii) du § B-1-b et dans celle du § C-3-b-α. Lorsqu’on branche adiabatiquement
le potentiel V (r) sur une onde plane dont le développement est donné en (C-31), elle se
transforme en un état stationnaire de diffusion : le membre de gauche de (C-31) doit alors

être remplacé par v(diff)
k

(r). Par ailleurs, chacune des ondes sphériques libres jl(kr)Y 0
l

(θ)
figurant au second membre de (C-31) se transforme, lors de ce branchement, en une onde
partielle ϕ̃k,l,0(r). Compte tenu de la linéarité de l’équation de Schrödinger, on obtient
finalement (C-50).

β. Démonstration précise

Considérons maintenant la formule (C-50) qui nous a été suggérée par une
approche physique du problème et montrons qu’elle donne effectivement le dévelop-
pement cherché.

Tout d’abord, le second membre de (C-50) est une superposition d’états
propres de H associés à la même énergie �

2k2/2μ ; par conséquent, cette super-
position reste un état stationnaire.

11. Notons que le développement (C-31) fait intervenir jl(kr)Y 0
l

(θ), c’est-à-dire l’onde sphé-

rique libre ϕ(0)
k,l,0

divisée par le facteur de normalisation
√

2k2/π ; c’est pour cela que nous avons

défini plus haut ϕ̃k,l,m(r) [formule (C-45)] à partir de l’expression (C-25) divisée par ce même
facteur.
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Il suffit donc de s’assurer que le comportement asymptotique de la somme (C-
50) est bien du type (B-9). Pour cela, nous utilisons (C-45) :

∞∑
l=0

il
√

4π(2l + 1)ϕ̃k,l,0(r) ∼
r→∞ −

∞∑
l=0

il
√

4π(2l + 1) Y 0
l (θ)

× 1
2ikr

[
e−ikr eil π

2 − eikr e−il π
2 e2iδl

]
(C-51)

Pour faire apparaître la forme asymptotique du développement (C-31), nous écri-
vons :

e2iδl = 1 + 2i eiδl sin δl (C-52)

et nous regroupons les termes indépendants de δl :

∞∑
l=0

il
√

4π(2l + 1)ϕ̃k,l,0(r) ∼
r→∞ −

∞∑
l=0

il
√

4π(2l + 1) Y 0
l (θ)

×
[

e−ikr eilπ/2 − eikr e−ilπ/2

2ikr
− eikr

r

1
k

e−il π
2 eiδl sin δl

]
(C-53)

Compte tenu de (C-25) et (C-31), on reconnaît dans le premier terme du second
membre le développement asymptotique de l’onde plane eikz , et l’on obtient finale-
ment :

∞∑
l=0

il
√

4π(2l + 1)ϕ̃k,l,0(r) ∼
r→∞ eikz + fk(θ)

eikr

r
(C-54)

avec 12 :

fk(θ) =
1
k

∞∑
t=0

√
4π(2l + 1) eiδl sin δl Y 0

l (θ) (C-55)

Nous avons donc démontré que le développement (C-50) est correct, et trouvé
en même temps l’expression de l’amplitude de diffusion fk(θ) en fonction des dé-
phasages δl.

C-4-b. Calcul de la section efficace

La section efficace différentielle de diffusion est alors donnée par la formule (B-
24) :

σ(θ) = |fk(θ)|2 =
1
k2

∣∣∣∣∣
∞∑

l=0

√
4π(2l + 1) eiδl sin δl Y 0

l (θ)

∣∣∣∣∣
2

(C-56)

12. Le facteur il est compensé par e−il π
2 = (−i)l =

(
1
i

)l

.
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On en déduit la section efficace totale de diffusion en intégrant sur les angles :

σ =
∫

dΩ σ(θ) =
1
k2

∑
l,l′

4π
√

(2l + 1)(2l′ + 1) ei(δl−δl′ ) sin δl sin δl′

×
∫

dΩ Y 0∗
l′ (θ) Y 0

l (θ) (C-57)

Comme les harmoniques sphériques sont orthonormées [formule (D-23) du Cha-
pitre VI], il vient finalement :

σ =
4π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1) sin2 δl (C-58)

Les termes d’interférence entre ondes de moment cinétique différent disparaissent
donc de la section efficace totale ; quel que soit le potentiel V (r), la contribution
4π(2l + 1) sin2 δl/k2 associée à une valeur donnée de l est positive et bornée supé-
rieurement, à énergie fixée, par 4π(2l + 1)/k2.

En principe, les formules (C-56) et (C-58) exigent la connaissance de tous les
déphasages δl. Rappelons (cf. § C-3-a) que ceux-ci se calculent, si le potentiel V (r)
est connu, à partir de l’équation radiale ; cette équation doit être résolue séparé-
ment pour chaque valeur de l (le plus souvent, il faut d’ailleurs avoir recours à des
techniques de résolution numériques). C’est dire que la méthode des déphasages
n’est intéressante, du point de vue pratique, que si les déphasages non nuls sont en
nombre fini et assez petit : pour un potentiel V (r) de portée finie, nous avons vu
au § C-3-b-β que les déphasages δl sont négligeables pour l > lM , la valeur critique
lM étant définie par la formule (C-48).

Lorsque le potentiel V (r) est inconnu au départ, on tente de reproduire les
courbes expérimentales donnant la section efficace différentielle à une énergie fixée
en introduisant un petit nombre de déphasages non nuls. La forme même de la dé-
pendance en θ de la section efficace suggère d’ailleurs souvent le nombre minimum
de déphasages nécessaires : par exemple, si l’on se limite à l’onde s, la formule (C-
56) donne une section efficace différentielle isotrope (Y 0

0 est une constante) ; si donc
les expériences indiquent en fait une variation de σ(θ) avec θ, c’est que d’autres
déphasages que celui de l’onde s sont différents de zéro. Une fois que l’on a ainsi dé-
terminé, à partir des, résultats expérimentaux correspondant à différentes énergies,
les déphasages qui contribuent effectivement à la section efficace, on peut chercher
des modèles théoriques de potentiels qui donnent ces déphasages et leur dépendance
en énergie.

Remarque:

La dépendance des sections efficaces par rapport à l’énergie E = �
2k2/2μ

de la particule incidente est tout aussi intéressante que la dépendance en θ
de σ(θ). En particulier, on observe dans certains cas des variations rapides
de la section efficace totale σ au voisinage de certaines valeurs de l’énergie.
Par exemple, si l’un des déphasages δl passe par la valeur π/2 pour E = E0,
la contribution à σ correspondante atteint sa borne supérieure et la section
efficace peut présenter un maximum aigu pour E = E0. Ce phénomène est
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appelé “résonance de diffusion”. On peut le rapprocher du comportement
trouvé au Chapitre I (§ D-2-c-β) pour le coefficient de transmission d’un
puits de potentiel “carré” à une dimension.

Références et conseils de lecture :

Dicke et Wittke (1.14), Chap. 16 ; Messiah (1.17), Chap. X ; Schiff (1.18),
Chap. 5 et 9.

Niveau plus avancé :

Diffusion coulombienne : Messiah (1.17), Chap. XI ; Schiff (1.18), § 21 ; Da-
vydov (1.20), Chap. XI, § 100.

Théorie formelle des collisions et matrice S : Merzbacher (1.16), Chap. 19 ;
Roman (2.3), partie II, Chap. ; Messiah (1.17), Chap. XIX ; Schweber (2.16),
partie 3, Chap. 11.

Description de la collision en termes de paquets d’ondes : Messiah (1.17),
Chap. X, §§ 4, 5, 6 ; Goldberger et Watson (2.4), Chap. 3 et 4.

Détermination du potentiel à partir des déphasages (problème inverse) : Wu
et Ohmura (2.1), § G.

Applications : Davydov (1.20), Chap. XI ; Sobel’man (11.12), Chap. 11 ; Mott
et Massey (2.5) ; Martin et Spearman (16.18).

Diffusion par un système de particules à l’approximation de Born et fonctions
de corrélation spatio-temporelles : Van Hove (2.39).
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COMPLÉMENTS DU CHAPITRE VIII

Le Chapitre VIII est surtout destiné à servir de référence pour d’autres cours, par
exemple de physique nucléaire. On se reportera à ces cours pour trouver des applications
physiques de la théorie des collisions.

AVIII : LA PARTICULE LIBRE : ETATS STATION-
NAIRES DE MOMENT CINETIQUE BIEN DEFINI

Etude technique des fonctions d’onde station-
naires pour une particule libre de moment
cinétique bien défini. L’utilisation des opérateurs
L+ et L− permet d’introduire les fonctions de
Bessel sphériques, et de démontrer un certain
nombre de leurs propriétés, utilisées dans le § C
du Chapitre VIII.

BVIII : DESCRIPTION PHENOMENOLOGIQUE
DES COLLISIONS AVEC ABSORPTION

Ce complément permet d’étendre aux collisions
avec absorption le formalisme du Chapitre VIII,
en prenant un point de vue phénoménologique
analogue dans son principe à celui du Complé-
ment KIII ; il établit le théorème optique. Pas
de difficulté notable si l’on a bien assimilé de
Chapitre VIII.

CVIII : EXEMPLES SIMPLES D’APPLICATION DE
LA THEORIE DE LA DIFFUSION

Ce complément fournit une illustration des
résultats du Chapitre VIII sur quelques exemples
précis. Le § 1 est conseillé en première lecture,
car on y arrive de façon simple à des résultats
physiques importants (formule de Rutherford).
Le § 2 peut être considéré comme un exercice
corrigé, le § 3 donne des énoncés d’exercices sans
corrigés.
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Complément AVIII

La particule libre : états stationnaires de moment cinétique
bien défini

1 Equation radiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 967
2 Les ondes sphériques libres . . . . . . . . . . . . . . . . 969

2-a Relations de récurrence . . . . . . . . . . . . . . . . . . 969
2-b Calcul des ondes sphériques libres . . . . . . . . . . . . 970
2-c Propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 974

3 Relation entre les ondes sphériques libres et les ondes
planes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 976

Nous avons introduit, dans le § C-2 du Chapitre VIII, deux bases distinctes
d’états stationnaires d’une particule (sans spin) libre, dont l’hamiltonien s’écrit :

H0 =
P2

2μ
(1)

La première de ces bases est constituée par les états propres communs à H0 et aux
trois composantes de l’impulsion P ; les fonctions d’onde associées sont les ondes
planes. La seconde comprend les états stationnaires de moment cinétique bien défini,
c’est-à-dire les états propres communs à H0, L2 et Lz, dont nous avons indiqué les
principales propriétés dans les §§ C-2-b, c et d du Chapitre VIII. Nous nous propo-
sons ici d’étudier plus en détail cette deuxième base, et en particulier de démontrer
un certain nombre de résultats que nous avons utilisés dans le Chapitre VIII.

1. Equation radiale

L’hamiltonien (1) commute avec les trois composantes du moment cinétique
orbital L de la particule :

[H0, L] = 0 (2)

On peut par suite appliquer à ce problème particulier la théorie générale développée
au § A du Chapitre VII. Nous savons donc que les ondes sphériques libres (fonctions
propres communes à H0, L2 et Lz) sont nécessairement de la forme :

ϕ
(0)
κ,l,m(r) = R

(0)
κ,l (r) Y m

l (θ, ϕ) (3)

La fonction radiale R
(0)
κ,l (r) est solution de l’équation :[

− �
2

2μ

1
r

d2

dr2 r +
l(l + 1)�2

2μr2

]
R

(0)
κ,l (r) = Eκ,l R

(0)
κ,l (r) (4)

où Eκ,l est la valeur propre de H0 correspondant à ϕ
(0)
κ,l,m(r). Si l’on pose :

R
(0)
κ,l (r) =

1
r

u
(0)
κ,l(r) (5)
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la fonction u
(0)
κ,l est donnée par l’équation :[

d2

dr2 − l(l + 1)
r2 +

2μEκ,l

�2

]
u

(0)
κ,l(r) = 0 (6)

à laquelle il faut adjoindre la condition :

u
(0)
κ,l(0) = 0 (7)

On peut montrer en premier lieu que les équations (6) et (7) permettent
de retrouver le spectre de l’hamiltonien H0 que nous connaissons par l’étude des
ondes planes [formule (C-5) du Chapitre VIII]. Remarquons pour cela que la va-
leur minimale du potentiel (qui est en fait identiquement nul) est zéro, et que par
conséquent il ne peut exister d’état stationnaire d’énergie négative (cf. Complé-
ment MIII). Considérons alors une valeur positive quelconque de la constante Eκ,l

figurant dans l’équation (6), et posons :

k =
1
�

√
2μEκ,l (8)

Lorsque r tend vers l’infini, le terme centrifuge l(l+1)/r2 devient négligeable devant
le terme constant de l’équation (6), qui s’écrit donc approximativement :[

d2

dr2 + k2
]

u
(0)
κ,l(r) �

r→∞ 0 (9)

Par conséquent, toutes les solutions de l’équation (6) ont un comportement asymp-
totique (combinaison linéaire de eikr et e−ikr) acceptable physiquement. La seule
restriction vient alors de la condition (7) : nous savons (cf. Chap. VII, § A-3-b) qu’il
existe, pour une valeur donnée de Eκ,l, une fonction et une seule (à un facteur près)
qui vérifie (6) et (7). Pour Eκ,l positif quelconque, l’équation radiale (6) a donc une
solution acceptable et une seule.

Le spectre de H0 comprend donc bien toutes les énergies positives. Nous
voyons de plus que l’ensemble des valeurs possibles pour Eκ,l ne dépend pas de l ;
nous supprimerons donc l’indice l pour les énergies. Quant à l’indice κ, nous l’iden-
tifierons avec la constante définie en (8), ce qui permet d’écrire :

Ek =
�

2 k2

2μ
; k ≥ 0 (10)

Chacune de ces énergies est infiniment dégénérée. En effet, k étant fixé, il
existe une solution acceptable u

(0)
κ,l(r) de l’équation radiale correspondant à l’éner-

gie Ek pour chaque valeur (entière, positive ou nulle) de l ; de plus, à une fonction
radiale u

(0)
k,l (r) déterminée sont associées, par la formule (3), (2l+1) fonctions d’onde

ϕ
(0)
k,l,m(r) indépendantes. Nous retrouvons ainsi dans ce cas particulier le résultat

général démontré au § A-3-b du Chapitre VII : H0, L2 et Lz forment un E.C.O.C.
dans Er, et la donnée des trois indices k, l et m suffit à déterminer une fonction
unique de la base correspondante.
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2. Les ondes sphériques libres

On peut trouver les fonctions radiales R
(0)
k,l (r) = u

(0)
k,l (r)/r en résolvant direc-

tement l’équation (6) ou l’équation (4). Cette dernière se ramène en effet facilement
(remarque du § 2-c-β ci-dessous) à une équation différentielle connue sous le nom
d’“équation de Bessel sphérique”, dont les solutions ont été étudiées en détail par
ailleurs. Au lieu d’utiliser directement les résultats de cette étude, nous allons voir
comment les diverses fonctions propres communes à H0, L2 et Lz peuvent se déduire
simplement de celles qui correspondent à la valeur propre 0 de L2.

2-a. Relations de récurrence

Définissons l’opérateur :

P+ = Px + iPy (11)

à partir des composantes Px et Py de l’impulsion P. Nous savons que P est une
observable vectorielle (cf. Complément BVI, § 5-c), ce qui se traduit par les relations
de commutation suivantes 1 entre ses composantes et celles du moment cinétique L :

[Lx, Px] = 0

[Lx, Py] = i�Pz

[Lx, Pz] = −i�Py (12)

et les égalités qui se déduisent des précédentes par permutation circulaire des in-
dices x, y, z. A partir de ces relations, un calcul algébrique sans difficulté donne les
commutateurs de Lz et L2 avec l’opérateur P+ ; on trouve :

[Lz , P+] = �P+ (13a)

[L2, P+] = 2� (P+Lz − PzL+) + 2�2 P+ (13b)

Considérons alors une fonction propre quelconque ϕ
(0)
k,l,m(r) commune à H0,

L2 et Lz, les valeurs propres correspondantes étant Ek, l(l + 1)�2 et m�. Par ap-
plication des opérateurs L+ et L−, on peut obtenir les 2l autres fonctions propres
associées à la même énergie Ek et la même valeur de l. En effet, comme H0 commute
avec L, on a par exemple :

H0L+ ϕ
(0)
k,l,m(r) = L+H0 ϕ

(0)
k,l,m(r) = EkL+ ϕ

(0)
k,l,m(r) (14)

et L+ ϕ
(0)
k,l,m(r) (qui n’est pas nulle si m est différent de l) est fonction propre de

H0 avec la même valeur propre que ϕ
(0)
k,l,m(r). Donc :

L± ϕ
(0)
k,l,m(r) ∝ ϕ

(0)
k,l,m±1(r) (15)

Faisons maintenant agir P+ sur ϕ
(0)
k,l,m(r). Tout d’abord, comme H0 commute

avec P, on peut répéter pour P+ ϕ
(0)
k,l,m le raisonnement précédent. D’autre part,

1. Ces relations peuvent s’obtenir directement à partir de la définition L = R × P et des
règles de commutation canoniques.
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d’après la relation (13a) :

LzP+ ϕ
(0)
k,l,m(r) = P+Lz ϕ

(0)
k,l,m + �P+ ϕ

(0)
k,l,m

= (m + 1)�P+ ϕ
(0)
k,l,m(r) (16)

P+ ϕ
(0)
k,l,m est donc fonction propre de Lz avec la valeur propre (m + 1)�. Si l’on

utilise de la même façon l’égalité (13b), on voit que la présence du terme PzL+

implique que P+ ϕ
(0)
k,l,m n’est pas, en général, fonction propre de L2 ; toutefois, si

m = l, la contribution de ce terme est nulle :

L2P+ ϕ
(0)
k,l,l = P+L2 ϕ

(0)
k,l,l + 2�P+Lz ϕ

(0)
k,l,l + 2�2P+ ϕ

(0)
k,l,l

= [l(l + 1) + 2l + 2]�2P+ ϕ
(0)
k,l,l

= (l + 1)(l + 2)�2P+ ϕ
(0)
k,l,l (17)

Par conséquent, P+ ϕ
(0)
k,l,l est fonction propre commune à H0, L2 et Lz avec les

valeurs propres Ek, (l + 1)(l + 2)�2 et (l + 1)� respectivement. Comme ces trois
observables forment un E.C.O.C. (§ 1), il existe, à un facteur près 2, une seule
fonction propre associée à cet ensemble de valeurs propres :

P+ ϕ
(0)
k,l,l(r) ∝ ϕ

(0)
k,l+1,l+1(r) (18)

Nous allons utiliser les relations de récurrence (15) et (18) pour construire la
base {ϕ

(0)
k,l,m(r)} à partir des fonctions ϕ

(0)
k,0,0(r) correspondant à des valeurs propres

nulles 3 pour L2 et Lz.

2-b. Calcul des ondes sphériques libres

α. Solution de l’équation radiale pour l = 0

Pour déterminer les fonctions ϕ
(0)
k,0,0(r), nous revenons à l’équation radiale (6),

dans laquelle nous faisons l = 0 ; compte tenu de la définition (10), cette équation
s’écrit alors :[

d2

dr2 + k2
]

u
(0)
k,0(r) = 0 (19)

La solution qui s’annule à l’origine [condition (7)] est de la forme :

u
(0)
k,0(r) = ak sin kr (20)

2. Nous préciserons plus loin (§ 2-b) les coefficients qui assurent l’orthonormalisation de la

base {ϕ(0)
k,l,m

(r)} (au sens large, puisque k est un indice continu).
3. Il ne faudrait pas croire que l’opérateur P− = Px − iPy permet de “redescendre” d’une

valeur quelconque de l à la valeur zéro. On montre en effet facilement, par un raisonnement
analogue au précédent, que :

P− ϕ
(0)
k,l,−l

(r) ∝ ϕ
(0)

k,l+1,−(l+1)
(r)

.
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Nous choisissons la constante ak de telle sorte que les fonctions ϕ
(0)
k,0,0(r) soient

orthonormées au sens large, c’est-à-dire que :∫
d3r ϕ

(0)∗
k,0,0(r) ϕ

(0)
k′,0,0(r) = δ (k − k′) (21)

Il est facile de montrer (voir ci-dessous) que la condition (21) est vérifiée si :

ak =

√
2
π

(22)

ce qui donne (Y 0
0 étant égale à 1/

√
4π) :

ϕ
(0)
k,0,0(r) =

√
2k2

π

1√
4π

sin kr

kr
(23)

Vérifions que les fonctions (23) satisfont la relation d’orthonormalisation (21). Il suffit pour
cela de calculer :∫

d3r ϕ
(0)∗
k,0,0

(r)ϕ(0)

k′,0,0
(r) =

2
π
kk′ 1

4π

∫ ∞

0

r2dr
sinkr
kr

sin k′r
k′r

∫
dΩ

=
2
π

∫ ∞

0

dr sin kr sin k′r (24)

En remplaçant les sinus par des exponentielles imaginaires et en étendant l’intervalle d’in-
tégration de −∞ à +∞, on obtient :

2
π

∫ ∞

0

dr sin kr sin k′r =
2
π

(
− 1

4

)∫ +∞

−∞
dr
[
ei(k+k′)r − ei(k−k′)r

]
(25)

Comme k et k′ sont tous deux positifs, k+k′ est toujours différent de zéro, et la contribution
du premier terme du crochet est toujours nulle ; d’après la relation (34) de l’Appendice II,
le deuxième terme donne finalement :∫

d3r ϕ
(0)∗
k,0,0

(r)ϕ(0)

k′,0,0
(r) =

2
π

(
− 1

4

)
(−2π) δ(k − k′)

= δ(k − k′) (26)

β. Construction des autres ondes par récurrence

Appliquons maintenant l’opérateur P+ défini en (11) à la fonction ϕ
(0)
k,0,0(r)

que nous venons de trouver. D’après la relation (18) :

ϕ
(0)
k,1,1(r) ∝ P+ ϕ

(0)
k,0,0(r)

∝ P+
sin kr

kr
(27)

Dans la représentation {|r〉} où nous nous sommes placés dès le début, P+ est
l’opérateur différentiel :

P+ =
�

i

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
(28)
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Dans la formule (27), il agit sur une fonction de r seul. Or :

P+f(r) =
�

i

(x

r
+ i

y

r

) d
dr

f(r)

=
�

i
sin θ eiϕ d

dr
f(r) (29)

On obtient donc :

ϕ
(0)
k,1,1(r) ∝ sin θ eiϕ

[
cos kr

kr
− sin kr

(kr)2

]
(30)

On reconnaît effectivement la dépendance angulaire de Y 1
1 (θ, ϕ) [Complément AVI,

relation (32)] ; par action de L−, on peut calculer ϕ
(0)
k,1,0(r) et ϕ

(0)
k,1,−1(r).

Bien que ϕ
(0)
k,1,1(r) dépende de θ et ϕ, l’application de P+ à cette fonction

est encore très simple. Les relations de commutation canoniques indiquent en effet
immédiatement que :

[P+, X + iY ] = 0 (31)

Par conséquent, ϕ
(0)
k,2,2(r) est donnée par :

ϕ
(0)
k,2,2(r) ∝ P 2

+
sin kr

kr

∝ P+
x + iy

r

d
dr

sin kr

kr

∝ (x + iy)P+
1
r

d
dr

sin kr

kr

∝ (x + iy)2 1
r

d
dr

[
1
r

d
dr

sin kr

kr

]
(32)

De façon générale :

ϕ
(0)
k,l,l(r) ∝ (x + iy)l

(
1
r

d
dr

)l sin kr

kr
(33)

La dépendance angulaire de ϕ
(0)
k,l,l est contenue dans le facteur :

(x + iy)l = rl(sin θ)l eilϕ (34)

qui est bien proportionnel à Y l
l (θ, ϕ).

Posons alors :

jl(ρ) = (−1)l ρl

(
1
ρ

d
dρ

)l sin ρ

ρ
(35)

jl, ainsi définie, est la fonction de Bessel sphérique d’ordre l. Le calcul précédent
montre que ϕ

(0)
k,l,l(r) est proportionnelle au produit de Y l

l (θ, ϕ) par jl(kr). Nous
prendrons (voir ci-dessous le problème de la normalisation) :

R
(0)
k,l (r) =

√
2k2

π
jl(kr) (36)
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Les ondes sphériques libres s’écrivent alors :

ϕ
(0)
k,l,m(r) =

√
2k2

π
jl(kr) Y m

l (θ, ϕ) (37)

Elles vérifient la relation d’orthonormalisation :∫
d3r ϕ

(0)∗
k,l,m(r) ϕ

(0)
k′,l′,m′(r) = δ(k − k′) δll′ δmm′ (38)

et la relation de fermeture :∫ ∞

0
dk

∞∑
l=0

+l∑
m=−l

ϕ
(0)
k,l,m(r) ϕ

(0)∗
k,l,m(r′) = δ(r − r′) (39)

Examinons maintenant la normalisation des fonctions (37). Pour cela, commençons par
préciser les facteurs de proportionnalité des relations de récurrence (15) et (18). En ce qui
concerne la première, nous connaissons déjà ce facteur d’après les propriétés des harmo-
niques sphériques (cf. Complément AVI) :

L± ϕ
(0)
k,l,m

(r) = �

√
l(l + 1) −m(m ± 1)ϕ(0)

k,l,m±1
(r) (40)

Quant à la relation (18), on peut montrer assez facilement, en utilisant l’expression expli-
cite de Y l

l (θ, ϕ) [formules (4) et (14) du Complément AVI], les égalités (31) et (29) et la
définition (35), qu’elle s’écrit compte tenu de (37) :

P+ ϕ
(0)
k,l,l

(r) =
�k

i

√
2l+ 2
2l+ 3

ϕ
(0)
k,l+1,l+1

(r) (41)

Dans la relation d’orthonormalisation (38), les facteurs δll′δmm′ du second membre pro-
viennent de l’intégration angulaire et de l’orthonormalité des harmoniques sphériques. Pour
établir la relation (38), il suffit donc de montrer que l’intégrale :

Il(k, k
′) =

∫
d3r ϕ

(0)∗
k,l,l

(r)ϕ(0)

k′,l,l
(r) (42)

est égale à δ(k−k′). Nous savons déjà, d’après (26), que I0(k, k′) a bien cette valeur. Nous
allons par conséquent démontrer que, si :

Il(k, k
′) = δ(k − k′) (43)

alors il en est de même pour Il+1(k, k′). La relation (41) permet d’écrire Il+1(k, k′) sous
la forme :

Il+1(k, k′) =
1

�2kk′
2l+ 3
2l+ 2

∫
d3r

[
P+ ϕ

(0)
k,l,l

(r)
]∗ [

P+ ϕ
(0)

k′,l,l
(r)
]

=
1

�2kk′
2l+ 3
2l+ 2

∫
d3r ϕ

(0)∗
k,l,l

(r)P− P+ ϕ
(0)

k′,l,l
(r) (44)

où P− = Px − iPy est l’adjoint de P+. Or :

P− P+ = P 2
x + P 2

y = P2 − P 2
z (45)

ϕ
(0)

k′,l,l
est fonction propre de P2 ; comme d’autre part Pz est hermitique, il vient :

Il+1(k, k′) =
1

�2kk′
2l+ 3
2l+ 2

{
�

2k′2Il(k, k
′) −
∫

d3r

[
Pz ϕ

(0)
k,l,l

(r)
]∗ [

Pz ϕ
(0)

k′,l,l
(r)
]}

(46)
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Il reste à calculer Pz ϕ
(0)
k,l,l

(r). En utilisant le fait que Y l
l

(θ, ϕ) est proportionnelle à (x +

iy)l/rl, on trouve facilement :

Pz ϕ
(0)
k,l,l

(r) = −�k

i

√
2k2

π
cos θ Y l

l (θ, ϕ) jl+1(kr)

= −�k

i

1√
2l + 3

ϕ
(0)
k,l+1,l

(r) (47)

d’après la formule (35) du Complément AVI. En reportant ce résultat dans (46), on obtient
finalement :

Il+1(k, k′) =
2l + 3
2l + 2

k′

k
Il(k, k

′) − 1
2l + 2

Il+1(k, k′) (48)

L’hypothèse (43) entraîne donc :

Il+1(k, k′) = δ(k − k′) (49)

ce qui achève le raisonnement par récurrence.

2-c. Propriétés

α. Comportement à l’origine

Lorsque ρ tend vers zéro, la fonction jl(ρ) se comporte (voir ci-dessous)
comme :

jl(ρ) ∼
ρ→0

ρl

(2l + 1)!!
(50)

Par conséquent, ϕ
(0)
k,l,m(r) est proportionnelle à rl au voisinage de l’origine :

ϕ
(0)
k,l,m(r) ∼

r→0

√
2k2

π
Y m

l (θ, ϕ)
(kr)l

(2l + 1)!!
(51)

Pour démontrer la formule (50) à partir de la définition (35), il suffit de développer sin ρ/ρ
en série de puissances de ρ :

sin ρ
ρ

=

∞∑
p=0

(−1)p ρ2p

(2p + 1)!
(52)

On applique ensuite l’opérateur
(

1
ρ

d
dρ

)l

, ce qui donne :

jl(ρ) = (−1)lρl
(

1
ρ

d
dρ

)l−1
∞∑

p=0

(−1)p 2p
(2p + 1)!

ρ2p−1−1

= (−1)lρl

∞∑
p=0

(−1)p 2p(2p − 2)(2p − 4) . . . [2p− 2(l − 1)]
(2p + 1)!

ρ2p−2l (53)

Les l premiers termes de la somme (p = 0 à l− 1) ont un coefficient nul, et le (l+ 1) ème s’écrit :

jl(ρ) ∼
ρ→0

(−1)l ρl (−1)l 2l(2l − 2)(2l − 4) . . . 2
(2l + 1)!

(54)

ce qui démontre (50).
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β. Comportement asymptotique

Lorsque leur argument tend vers l’infini, les fonctions de Bessel sphériques
sont reliées aux fonctions trigonométriques :

jl(ρ) ∼
ρ→∞

1
ρ

sin
(

ρ − l
π

2

)
(55)

Le comportement asymptotique des ondes sphériques libres est donc :

ϕ
(0)
k,l,m(r) ∼

r→∞

√
2k2

π
Y m

l (θ, ϕ)
sin(kr − lπ/2)

kr
(56)

En appliquant une première fois l’opérateur
1
ρ

d
dρ

à
sin ρ
ρ

, on peut écrire jl(ρ) sous la forme :

jl(ρ) = (−1)lρl
(

1
ρ

d
dρ

)l−1 [ cos ρ
ρ2

− sin ρ
ρ3

]
(57)

Dans le crochet, le deuxième terme est négligeable devant le premier pour ρ tendant vers l’infini.

De plus, lorsqu’on applique une deuxième fois
1
ρ

d
dρ

, le terme dominant vient encore de la dérivée

du cosinus. On voit donc que :

jl(ρ) ∼
ρ→∞

(−1)lρl 1
ρl

1
ρ

(
d
dρ

)l

sin ρ (58)

Comme :(
d
dρ

)l

sin ρ = (−1)l sin
(
ρ− l

π

2

)
(59)

on aboutit bien à la formule (55).

Remarque:

Si l’on pose :

kr = ρ (60)

[k étant défini par la formule (10)], l’équation radiale (4) devient :[
d2

dρ2 +
2
ρ

d
dρ

+
(

1 − l(l + 1)
ρ2

)]
Rl(ρ) = 0 (61)

C’est l’équation de Bessel sphérique d’ordre l. Elle admet deux solutions
linéairement indépendantes, que l’on peut par exemple distinguer par leur
comportement à l’origine ; l’une d’elles est alors la fonction de Bessel sphé-
rique jl(ρ), qui vérifie (50) et (55) ; on peut choisir pour l’autre la “fonction
de Neumann sphérique d’ordre l”, notée nl(ρ), et telle que :

nl(ρ) ∼
ρ→0

(2l − 1)!!
ρl+1 (62a)

nl(ρ) ∼
ρ→∞

1
ρ

cos
(

ρ − l
π

2

)
(62b)
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3. Relation entre les ondes sphériques libres et les ondes planes

Nous connaissons deux bases distinctes d’états propres de H0 : les ondes
planes v

(0)
k (r) sont fonctions propres des trois composantes de l’impulsion P avec

les valeurs propres qui sont les composantes de �k – cf. relation (C-13) du Cha-
pitre VIII ; les ondes sphériques libres ϕ

(0)
k,l,m(r) sont fonctions propres de L2 et Lz.

Ces deux bases sont différentes parce que P ne commute pas avec L2 et Lz.
Une fonction donnée de l’une de ces bases peut évidemment être développée

sur l’autre base. Nous allons par exemple exprimer une onde plane v
(0)
k (r) comme

superposition linéaire des ondes sphériques libres. Fixons-nous donc un vecteur k
de l’espace ordinaire. L’onde plane v

(0)
k (r) qu’il caractérise étant fonction propre

de H0 avec la valeur propre �
2k2/2μ, son développement ne comprendra que des

ϕ
(0)
k,l,m correspondant à cette même énergie, c’est-à-dire telles que :

k = |k| (63)

Ce développement sera donc de la forme :

v
(0)
k (r) =

∞∑
l=0

+l∑
m=−l

cl,m(k) ϕ
(0)
k,l,m(r) (64)

les indices libres k et k étant reliés par l’égalité (63). Effectivement, il est facile de
montrer, à partir des propriétés des harmoniques sphériques (cf. Complément AVI)
et des fonctions de Bessel sphériques, que :

eik·r = 4π
∞∑

l=0

+l∑
m=−l

il Y m∗
l (θk, ϕk) jl(kr) Y m

l (θ, ϕ) (65)

où θk et ϕk sont les angles polaires qui repèrent la direction du vecteur k. Si k est
dirigé suivant Oz, le développement (65) se réduit à :

eikz =
∞∑

l=0

il
√

4π(2l + 1) jl(kr) Y 0
l (θ)

=
∞∑

l=0

il(2l + 1)jl(kr) Pl(cos θ) (66)

où Pl est le polynôme de Legendre de degré l [cf. égalité (57) du Complément AVI].

Démontrons tout d’abord la relation (66) ; supposons pour cela que le vecteur k choisi soit
colinéaire à Oz :

kx = ky = 0 (67)

et de même sens. L’égalité (63) devient dans ce cas :

kz = k (68)

et nous voulons développer la fonction :

eikz = eikr cos θ (69)

976



• LA PARTICULE LIBRE : ÉTATS STATIONNAIRES DE MOMENT CINÉTIQUE BIEN DÉFINI

sur la base {ϕ(0)
k,l,m

(r)}. Comme cette fonction est indépendante de l’angle ϕ, elle va être
une combinaison linéaire des seules fonctions de base pour lesquelles m = 0 :

eikr cos θ =

∞∑
l=0

al ϕ
(0)
k,l,0

(r)

=

∞∑
l=0

cl jl(kr)Y
0

l (θ) (70)

Pour calculer les nombres cl, on peut considérer eikr cos θ comme une fonction de la va-
riable θ, r jouant le rôle d’un paramètre. Les harmoniques sphériques formant une base
orthonormée pour les fonctions de θ et ϕ, le “coefficient” cl jl(kr) s’écrit :

cl jl(kr) =

∫
dΩY 0∗

l (θ) eikr cos θ (71)

Remplaçons Y 0
l par son expression à partir de Y l

l (θ, ϕ) [formule (25) du Complément AVI] :

cl jl(kr) =
1√
(2l)!

∫
dΩ

[(
L−
�

)l

Y l
l (θ, ϕ)

]∗
eikr cos θ

=
1√
(2l)!

∫
dΩY l∗

l (θ, ϕ)

[(
L+

�

)l

eikr cos θ

]
(72)

car L+ est l’opérateur adjoint de L−. La formule (16) du Complément AVI donne alors :(
L+

�

)l

eikr cos θ = (−1)l eilϕ(sin θ)l dl

d(cos θ)l
eikr cos θ

= (−1)l eilϕ(sin θ)l(ikr)l eikr cos θ (73)

Or (sin θ)l eilϕ n’est autre, à un facteur près, que Y l
l

(θ, ϕ) [cf. formules (4) et (14) du
Complément AVI]. Par conséquent :

cl jl(kr) = (ikr)l 2l l!√
(2l)!

√
4π

(2l + 1)!

∫
dΩ
∣∣Y l

l (θ, ϕ)
∣∣2 eikr cos θ (74)

Il suffit alors de choisir une valeur particulière de kr, pour laquelle on connaisse la valeur
de jl(kr), pour pouvoir calculer cl. Faisons par exemple tendre kr vers zéro : on sait que
jl(kr) se comporte comme (kr)l, et il en est effectivement de même du second membre de
l’égalité (74). De façon plus précise, en utilisant 50), on trouve :

cl
1

(2l + 1)!!
= il

2l l!√
(2l)!

√
4π

(2l + 1)!

∫
dΩ
∣∣Y l

l (θ, ϕ)
∣∣2 (75)

c’est-à-dire, comme Y l
l est normé à 1 :

cl = il
√

4π(2l + 1) (76)

Ceci démontre la formule (66).
La relation générale (65) peut alors être obtenue comme conséquence du théorème d’addi-
tion des harmoniques sphériques [formule (70) du Complément AVI]. En effet, lorsque k a
une direction quelconque (d’angles polaires θk et ϕk), on peut toujours, par une rotation
du système d’axes, se ramener au cas que nous venons de traiter ; par conséquent, le déve-
loppement (66) reste valable à condition de remplacer kz par k · r et cos θ par cosα, où α
est l’angle entre k et r :

eik·r =

∞∑
l=0

il (2l + 1) jl(kr)Pl(cosα) (77)

Mais le théorème d’addition des harmoniques sphériques permet d’exprimer Pl(cosα) en

fonction des angles (θ, ϕ) et (θk, ϕk), ce qui donne finalement la formule (65).
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Les développements (65) et (66) montrent qu’un état d’impulsion bien définie
fait intervenir tous les moments cinétiques orbitaux possibles.

Pour obtenir le développement d’une fonction ϕ
(0)
k,l,m(r) donnée sur les ondes

planes, il suffit d’inverser la formule (65) en utilisant la relation d’orthonormalisation
des harmoniques sphériques fonctions de θk et ϕk, qui entraîne :∫

dΩ Y m
l (θk, ϕk)eik·r = 4πil jl(kr) Y m

l (θ, ϕ) (78)

On trouve donc :

ϕ
(0)
k,l,m(r) =

(−1)l

4π
il

√
2k2

π

∫
dΩk Y m

l (θk, ϕk) eik·r (79)

Une fonction propre de L2 et Lz apparaît alors comme une superposition
linéaire de toutes les ondes planes de même énergie : un état de moment cinétique
bien défini fait intervenir toutes les directions passibles de l’impulsion.

Références et conseils de lecture :

Messiah (1.17), App. B § 6 ; Arfken (10.4), § 11.6 ; Butkov (10.8), Chap. 9,
§ 9 ; voir sous-section fonctions spéciales et tables diverses de la section 10 de la
bibliographie.
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Complément BVIII

Description phénoménologique des collisions avec absorption

1 Principe de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 979

2 Calcul des sections efficaces . . . . . . . . . . . . . . . . 980

2-a Section efficace de diffusion élastique . . . . . . . . . . . 980

2-b Section efficace d’absorption . . . . . . . . . . . . . . . . 981

2-c Section efficace totale. Théorème optique . . . . . . . . 983

Nous nous sommes limités dans le Chapitre VIII à l’étude de la diffusion élas-
tique 1 de particules par un potentiel. Mais nous avons signalé dans l’introduction
que, dans certains cas (en particulier si l’énergie des particules incidentes est éle-
vée), les collisions sont susceptibles de devenir inélastiques, et conduisent à diverses
réactions, incluant la création ou l’annihilation de particules. Lorsque de telles ré-
actions sont possibles et qu’on ne cherche à détecter que les diffusions élastiques, on
constate que certaines particules du faisceau incident “disparaissent”, c’est-à-dire
qu’on ne les retrouve ni dans le faisceau transmis ni parmi les particules diffusées
élastiquement ; on dit que ces particules ont été absorbées lors de l’interaction ; en
réalité, elles ont pris part à des réactions autres qu’une simple diffusion élastique.
Si l’on ne s’intéresse qu’à la diffusion élastique, on cherchera à décrire globalement
l’“absorption”, sans entrer dans les détails des autres réactions possibles. Nous al-
lons montrer ici que la méthode des déphasages fournit un cadre commode pour
une telle description phénoménologique.

1. Principe de la méthode

Nous supposerons que les interactions responsables de la disparition de parti-
cules incidentes sont invariantes par rotation autour de O. L’amplitude de diffusion
pourra donc toujours être décomposée en ondes partielles dont chacune correspond
à une valeur déterminée du moment cinétique.

Dans ce paragraphe, nous allons voir comment on peut modifier la méthode
des déphasages pour tenir compte d’une éventuelle absorption. Reprenons pour
cela l’interprétation des ondes partielles que nous avons donnée au § C-3-b-α du
Chapitre VIII : une onde entrante libre pénètre dans la zone d’action du potentiel et
donne naissance à une onde sortante ; l’influence du potentiel se traduit par le fait
que cette onde sortante est multipliée par e2iδl . Comme ce facteur a pour module 1
(le déphasage δl est réel), l’amplitude de l’onde sortante est égale à celle de l’onde
entrante, et par conséquent (voir le calcul du § 2-b ci-dessous), le flux total de l’onde
entrante est égal à celui de l’onde sortante : il y a conservation de la probabilité
au cours de la diffusion, c’est-à-dire conservation du nombre total de particules.
Ces considérations suggèrent que, dans les cas où se produisent des phénomènes
d’absorption, on peut en tenir compte de façon simple en donnant au déphasage

1. Une collision est dite élastique si elle ne change, ni la nature, ni l’état interne des particules
concernées. Elle est dite inélastique dans le cas contraire.
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une partie imaginaire de telle sorte que :∣∣e2iδl
∣∣ < 1 (1)

L’amplitude de l’onde sortante de moment cinétique l est ainsi plus faible que celle
de l’onde entrante dont elle provient ; le flux de probabilité sortant est inférieur au
flux entrant, ce qui traduit la “disparition” d’un certain nombre de particules.

Nous allons préciser cette idée et en déduire l’expression des sections efficaces
de diffusion et d’absorption. Insistons cependant sur le fait qu’il s’agit là d’une
méthode purement phénoménologique : les paramètres par lesquels nous allons ca-
ractériser l’absorption (module de e2iδl dans chaque onde partielle) recouvrent en
fait une réalité souvent très complexe. Remarquons également que, si la probabilité
totale n’est plus conservée, il est impossible de décrire l’interaction par un simple
potentiel : un traitement correct de l’ensemble des phénomènes qui peuvent alors se
produire au cours de la collision nécessiterait un formalisme plus élaboré que celui
que nous avons exposé dans le Chapitre VIII.

2. Calcul des sections efficaces

Nous allons donc reprendre les calculs du § C-4 du Chapitre VIII, en posant :

ηl = e2iδl (2)

Comme la possibilité de produire d’autres réactions que la diffusion élastique se tra-
duit toujours par une diminution du nombre de particules diffusées élastiquement,
on doit avoir :

|ηl| � 1 (3)

(l’égalité correspond aux cas où seule la diffusion élastique est possible). La forme
asymptotique de la fonction d’onde décrivant la diffusion élastique est alors [cf.
formule (C-51) du Chapitre VIII] :

v
(diff)
k (r) ∼

r→∞ −
∞∑

l=0

il
√

4π(2l + 1)Y 0
l (θ)

e−ikr eil π
2 − ηl eikr e−il π

2

2ikr
(4)

2-a. Section efficace de diffusion élastique

Le raisonnement du § C-4-a du Chapitre VIII reste valable, et donne l’ampli-
tude de diffusion fk(θ) sous la forme :

fk(θ) =
1
k

∞∑
l=0

√
4π(2l + 1) Y 0

l (θ)
ηl − 1

2i
(5)

On en déduit la section différentielle de diffusion élastique :

σel(θ) =
1
k2

∣∣∣∣∣
∞∑

l=0

√
4π(2l + 1) Y 0

l (θ)
ηl − 1

2i

∣∣∣∣∣
2

(6)

et la section efficace totale de diffusion élastique :

σel =
π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1) |1 − ηl|2 (7)
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Remarque:

D’après le raisonnement développé au § 1, l’absorption dans l’onde (l) est
maximale lorsque |ηl| est nul, c’est-à-dire lorsque :

ηl = 0 (8)

La formule (7) indique cependant que, même dans ce cas extrême, la contri-
bution de l’onde (l) à la section efficace de diffusion élastique n’est pas nulle 2.
Autrement dit, même si la région d’interaction est parfaitement absorbante,
elle produit des diffusions élastiques. Ce phénomène important est un effet
purement quantique ; on peut le rapprocher du comportement d’une onde
lumineuse arrivant sur un milieu absorbant : même si l’absorption est totale
(sphère ou disque parfaitement noir), on observe une onde diffractée (qui est
d’ailleurs concentrée dans un angle solide d’autant plus petit que la surface
du disque est plus grande). La diffusion élastique produite par une interaction
totalement absorbante est appelée pour cette raison diffusion d’ombre.

2-b. Section efficace d’absorption

On définit, suivant le même principe qu’au § A-3 du Chapitre VIII, la section
efficace d’absorption σabs : c’est le rapport entre le nombre de particules absorbées
par unité de temps et le flux incident.

Pour calculer cette section efficace, il suffit, comme au § B-2 du Chapitre VIII,
d’évaluer la quantité totale de probabilité ΔP qui “disparaît” par unité de temps. On
peut obtenir cette probabilité à partir du courant J associé à la fonction d’onde (4) :
ΔP est égal à la différence entre le flux des ondes entrantes à travers une sphère (S)
de rayon R0 très grand et celui des ondes sortantes, c’est-à-dire à l’opposé du flux
algébrique du vecteur J sortant de cette sphère. Donc :

ΔP = −
∫

(S)
J · dS (9)

avec :

J = Re
[
v

(diff)*
k (r)

�

iμ
∇v

(diff)
k (r)

]
(10)

Seule la composante radiale Jr du courant contribue à l’intégrale (9) :

ΔP = −
∫

r=R0

Jr r2 dΩ (11)

avec :

Jr = Re
[
v

(diff)*
k (r)

�

iμ

∂

∂r
v

(diff)
k (r)

]
(12)

Dans la formule (12), la dérivation ne modifie pas la dépendance angulaire
des divers termes qui composent v

(diff)
k (r) [formule (4)] ; par conséquent, à cause

2. Cette contribution n’est nulle que si ηl = 1, c’est-à-dire si le déphasage est réel et égal à
un multiple entier de π [ceci était déjà visible sur la formule (C-58) du Chapitre VIII].
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de l’orthogonalité des harmoniques sphériques, les termes croisés entre une onde
partielle (l) dans v

(diff)
k (r) et une onde (l′) différente dans v

(diff)*
k (r) donnent une

contribution nulle à l’intégrale (11). On a donc :

ΔP = −
∞∑

l=0

∫
r=R0

J (l)
r r2 dΩ (13)

où J
(l)
r est la composante radiale du courant associé à l’onde partielle (l). Un calcul

simple donne :

J (l)
r ∼

r→∞ −�k

μ

π(2l + 1)
k2r2

[
1 − |ηl|2

] ∣∣Y 0
l (θ)

∣∣2 (14)

c’est-à-dire finalement, puisque Y 0
l (θ) est normée :

ΔP =
�k

μ

π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1)
[
1 − |ηl|2

]
(15)

La section efficace d’absorption σabs est alors égale à la probabilité ΔP divisée
par le courant incident �k/μ :

σabs =
π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1)
[
1 − |ηl|2

]
(16)

On remarque évidemment que σabs est nulle si tous les ηl ont pour module 1, c’est-
à-dire d’après (2) si tous les déphasages sont réels. Dans ce cas, il ne se produit
que des diffusions élastiques, et le flux global de probabilité sortant d’une sphère
de rayon R0 grand est constamment nul : la probabilité totale apportée par les
ondes entrantes se retrouve intégralement dans les ondes sortantes. Au contraire,
lorsque ηl est nul, la contribution de l’onde (l) à la section efficace d’absorption est
maximale.

Remarque:

Le calcul de l’expression (15) montre que
�k

μ

π

k2
(2l + 1) est la quantité de probabilité

entrant par unité de temps et provenant de l’onde partielle (l). Si l’on divise cette quantité
par le courant incident �k/μ, on obtient une surface que l’on peut appeler la “section
efficace d’entrée dans l’onde partielle (l)” :

σl =
π

k2
(2l + 1) (17)

Cette formule est suceptible d’une interprétation classique. On peut en effet considérer
l’onde plane incidente comme décrivant un faisceau de particules d’impulsion �k parallèle
à Oz et dont la densité serait uniforme. Quelle est alors la proportion de ces particules
qui abordent le potentiel diffuseur avec le moment cinétique �

√
l(l + 1) ? Nous avons déjà

mentionné le lien entre moment cinétique et paramètre d’impact en mécanique classique
[cf. formule (C-23) du Chapitre VIII] :

L = b|p| = �k b (18)

Il suffit alors de tracer, dans le plan passant par O et perpendiculaire à Oz, une couronne
circulaire de centre O, de rayon moyen bl tel que :

�

√
l(l+ 1) = �k bl (19)
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et de largeur Δbl correspondant à Δl = 1 dans la formule (19) (Fig. 1). Toutes les particules
traversant cette surface abordent le potentiel diffuseur avec un moment cinétique égal à
�

√
l(l + 1) à � près. De (19) on tire :

bl =
1
k

√
l(l + 1) � 1

k

(
l +

1
2

)
(20)

si l � 1, et par suite :

Δbl =
1
k

(21)

L’aire de la couronne circulaire de la Figure 1 vaut donc :

2π bl Δbl � π

k2
(2l + 1) (22)

On retrouve ainsi très simplement σl.

Figure 1 – Les particules incidentes doivent aborder le potentiel avec le paramètre
d’impact bl à Δbl près pour que leur moment cinétique classique soit �

√
l(l + 1) à

� près.

2-c. Section efficace totale. Théorème optique

Lorsqu’une collision peut donner lieu à plusieurs réactions ou diffusions diffé-
rentes, on définit la section efficace totale σtot comme la somme des sections efficaces
(intégrées sur toutes les directions de l’espace) correspondant à tous ces processus.
La section efficace totale est donc le quotient par le flux incident du nombre de par-
ticules qui, par unité de temps, participent à l’une ou l’autre des réactions possibles,
c’est-à-dire sont affectées par les interactions étudiées.

Si, comme ci-dessus, on traite de façon globale toutes les réactions autres que
la diffusion élastique, on a simplement :

σtot = σel + σabs (23)
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Les formules (7) et (16) donnent alors :

σtot =
2π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1)(1 − Re ηl) (24)

Or (1 − Re ηl) est la partie réelle de (1 − ηl) qui apparaît dans l’amplitude de
diffusion élastique [formule (5)]. On connaît de plus la valeur de Y 0

l (θ) pour θ = 0 :

Y 0
l (0) =

√
2l + 1

4π
(25)

[cf. Complément AVI, relations (57) et (60)]. Par conséquent, si l’on calcule à partir
de (5) la partie imaginaire de l’amplitude de diffusion élastique dans la direction
avant, on trouve :

Im fk(0) =
1
k

∞∑
l=0

(2l + 1)
1 − Re ηl

2
(26)

En comparant cette expression à la formule (24), on voit que :

σtot =
4π

k
Im fk(0) (27)

Cette relation entre la section efficace totale et la partie imaginaire de l’amplitude
de diffusion élastique vers l’avant est valable de façon tout à fait générale ; elle
constitue ce que l’on appelle le théorème optique.

Remarque:

Le théorème optique est évidemment valable dans le cas d’une diffusion pu-
rement élastique (σabs = 0; σtot = σel). Le fait que fk(0), c’est-à-dire l’onde
diffusée vers l’avant, soit liée à la section efficace totale était prévisible à
partir de la discussion du § B-2-d du Chapitre VIII : c’est l’interférence vers
l’avant entre l’onde plane incidente et l’onde diffusée qui permet d’interpré-
ter l’atténuation du faisceau transmis, liée à la diffusion des particules dans
toutes les directions de l’espace.

Références et conseils de lecture :

Modèle optique : Valentin (16.1), § X-3. Collisions proton-proton à haute énergie :
Amaldi (16.31).
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Complément CVIII

Exemples simples d’application de la théorie de la diffusion

1 Approximation de Born pour un potentiel de Yukawa 985
1-a Calcul de l’amplitude et de la section efficace de diffusion 985
1-b Limite de la portée infinie . . . . . . . . . . . . . . . . . 987

2 Diffusion par une sphère dure à basse énergie . . . . . 988
3 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 989

3-a Diffusion de l’onde p par une sphère dure . . . . . . . . 989
3-b “Puits carré sphérique” : états liés et résonances de dif-

fusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 990

Il n’existe pas de potentiel pour lequel le problème de la diffusion puisse
être résolu exactement 1 par un calcul analytique simple. Aussi allons-nous nous
contenter, dans les exemples que nous allons traiter ici, d’utiliser des approximations
que nous avons introduites dans le Chapitre VIII.

1. Approximation de Born pour un potentiel de Yukawa

Considérons un potentiel de la forme :

V (r) = V0
e−αr

r
(1)

où V0 et α sont des constantes réelles, α étant de plus positif. Ce potentiel est
attractif ou répulsif suivant que V0 est négatif ou positif ; il est d’autant plus intense
que |V0| est plus grand. D’autre part, sa portée est caractérisée par la longueur :

r0 =
1
α

(2)

En effet, comme le montre la Figure 1, V (r) est pratiquement nul dès que r dépasse
2r0 ou 3r0.

Le potentiel (1) porte le nom de Yukawa, qui eut l’idée de l’associer aux
forces nucléaires, dont la portée est de l’ordre du fermi ; pour expliquer l’origine de
ce potentiel, Yukawa fut amené à prédire l’existence du méson π, qui fut effective-
ment découvert par la suite. Remarquons que, pour α = 0, on retrouve le potentiel
coulombien, qui apparaît ainsi comme un potentiel de Yukawa de portée infinie.

1-a. Calcul de l’amplitude et de la section efficace de diffusion

Nous allons supposer que |V0| est suffisamment petit pour que l’approxima-
tion de Born (§ B-4 du Chapitre VIII) soit valable. D’après la formule (B-47) du
Chapitre VIII, l’amplitude de diffusion f

(B)
k (θ, ϕ) est alors donnée par :

f
(B)
k (θ, ϕ) = − 1

4π

2μV0

�2

∫
d3r e−iK·r e−iαr

r
(3)

1. En réalité, on peut traiter exactement le cas du potentiel coulombien ; il nécessite cepen-
dant, comme nous l’avons signalé dans le Chapitre VIII (§ B-1), une méthode spéciale.
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Figure 1 – Potentiel de Yukawa et potentiel coulombien. La présence du terme
e−αr fait que le potentiel de Yukawa s’annule beaucoup plus rapidement lorsque
r � r0 = 1/α (portée du potentiel).

où K est l’impulsion transférée dans la direction (θ, ϕ), définie par la relation (B-42)
du Chapitre VIII.

L’expression (3) fait intervenir la transformée de Fourier du potentiel de Yu-
kawa. Comme ce potentiel ne dépend que de la variable r, on peut facilement ef-
fectuer les intégrations angulaires (§ 2-e de l’Appendice I) et mettre l’amplitude de
diffusion sous la forme :

f
(B)
k (θ, ϕ) = − 1

4π

2μV0

�2

4π

|K|
∫ ∞

0
rdr sin |K|r e−αr

r
(4)

On trouve alors après un calcul simple :

f
(B)
k (θ, ϕ) = −2μV0

�2

1
α2 + |K|2 (5)

La Figure 6 du Chapitre VIII montre que :

|K| = 2k sin
θ

2
(6)

où k est le module du vecteur d’onde incident et θ l’angle de diffusion.
La section efficace différentielle de diffusion s’écrit donc dans l’approximation

de Born :

σ(B)(θ) =
4μ2V 2

0

�4

1[
α2 + 4k2 sin2 θ/2

]2 (7)

986



• EXEMPLES SIMPLES D’APPLICATION DE LA THÉORIE DE LA DIFFUSION

Elle est indépendante de l’angle azimutal ϕ, ce qui était prévisible puisque le pro-
blème de la diffusion par un potentiel central présente la symétrie de révolution au-
tour de la direction du faisceau incident. Par contre, elle dépend, pour une énergie
donnée (c’est-à-dire pour k fixé), de l’angle de diffusion : en particulier, la section
efficace vers l’avant (θ = 0) est plus grande que la section efficace vers l’arrière
(θ = π). Enfin, σ(B)(θ) est, pour θ fixé, une fonction décroissante de l’énergie. Re-
marquons de plus que le signe de V0 est sans importance pour la diffusion, du moins
dans l’approximation de Born.

La section efficace totale de diffusion s’obtient facilement par intégration :

σ(B) =
∫

dΩ σ(B)(θ) =
4μ2V 2

0

�4

4π

α2(α2 + 4k2)
(8)

1-b. Limite de la portée infinie

Nous avons noté plus haut que le potentiel de Yukawa tend vers un potentiel
coulombien lorsque α tend vers zéro. Que deviennent dans cette limite les formules
que nous venons d’établir ?

Pour obtenir le potentiel d’interaction coulombienne entre deux particules de
charges respectives Z1q et Z2q (q étant la charge de l’électron), nous poserons :

α = 0

V0 = Z1Z2 e2 (9)

avec :

e2 =
q2

4πε0
(10)

La formule (7) donne alors :

σ(C)(θ) =
4μ2

�4

Z2
1 Z2

2 e4

16k4 sin4 θ

2

=
Z2

1 Z2
2 e4

16E2 sin4 θ

2

(11)

(on a remplacé k par sa valeur en fonction de l’énergie).
Il se trouve que l’expression (11) est effectivement celle de la section efficace de

diffusion coulombienne (formule de Rutherford). Bien entendu, la façon dont nous
l’avons obtenue ne constitue pas une démonstration : la théorie que nous avons
utilisée ne s’applique pas au potentiel coulombien. Il est cependant intéressant de
constater que l’approximation de Born pour le potentiel de Yukawa donne préci-
sément la formule de Rutherford à la limite où la portée du potentiel tend vers
l’infini.

Remarque:

La section efficace totale de diffusion par un potentiel coulombien est infinie,
car l’intégrale correspondante diverge aux petites valeurs de θ [l’expression
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(8) devient effectivement infinie lorsque α tend vers zéro]. Ceci provient de la
portée infinie du potentiel coulombien : même si la particule passe très loin
du point O, elle est affectée par le potentiel, et l’on conçoit ainsi que la sec-
tion efficace de diffusion soit infinie. Dans la réalité cependant, on n’observe
jamais d’interaction coulombienne rigoureusement pure jusqu’à des distances
infinies : le potentiel créé par une particule chargée est toujours modifié par
la présence, dans un voisinage plus ou moins immédiat, d’autres particules
de charge opposée (effet d’écran).

2. Diffusion par une sphère dure à basse énergie

Considérons un potentiel central tel que :

V (r) = 0 pour r > r0

= ∞ pour r < r0 (12)

On dit dans ce cas qu’il s’agit d’une “sphère dure” de rayon r0. Nous supposerons
que l’énergie de la particule incidente est suffisamment faible pour que kr0 soit petit
devant 1 ; on peut alors (§ C-3-b-β du Chapitre VIII et exercice 3-a ci-dessous)
négliger tous les déphasages sauf celui de l’onde s(l = 0). L’amplitude de diffusion
fk(θ) s’écrit dans ces conditions :

fk(θ) =
1
k

eiδ0(k) sin δ0(k) (13)

(car Y 0
0 = 1/

√
4π) ; la section efficace différentielle est isotrope :

σ(θ) = |fk(θ)|2 =
1
k2 sin2 δ0(k) (14)

de sorte que la section efficace totale vaut simplement :

σ =
4π

k2 sin2 δ0(k) (15)

Pour calculer le déphasage δ0(k), il faut résoudre l’équation radiale corres-
pondant à l = 0. Cette équation s’écrit [cf. formule (C-35) du Chapitre VIII] :[

d2

dr2 + k2
]

uk,0(r) = 0 pour r > r0 (16)

et il faut la compléter par la condition :

uk,0(r0) = 0 (17)

puisque le potentiel devient infini en r = r0. La solution uk,0(r) des équations (16)
et (17) est unique à un facteur près :

uk,0(r) = C sin k(r − r0) pour r > r0

= 0 pour r < r0 (18)
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Le déphasage δ0 est par définition donné par la forme asymptotique de uk,0(r) :

uk,0(r) ∼
r→∞ sin(kr + δ0) (19)

On trouve donc à partir de la solution (18) :

δ0(k) = −kr0 (20)

Si l’on reporte cette valeur dans l’expression (15) de la section efficace totale,
on obtient :

σ =
4π

k2 sin2 kr0 � 4πr2
0 (21)

puisque par hypothèse kr0 est petit devant 1 ; σ est donc indépendante de l’énergie,
et égale à quatre fois la surface apparente de la sphère dure vue par les particules
du faisceau incident. Un calcul basé sur la mécanique classique donnerait comme
section efficace cette surface apparente πr2

0 : seules seraient déviées les particules
qui rebondissent élastiquement sur la sphère dure. En mécanique quantique au
contraire, on étudie l’évolution de l’onde associée aux particules incidentes, et la
variation brutale de V (r) en r = r0 produit un phénomène analogue à la diffraction
d’une onde lumineuse.

Remarque:

Même lorsque la longueur d’onde des particules incidentes devient négligeable
devant r0 (kr0 � 1), la section efficace quantique ne tend pas vers πr2

0 ; il est
en effet possible, pour k très grand, de sommer la série qui donne la section
efficace totale à partir des déphasages [formule (C-58) du Chapitre VIII] ; on
trouve alors :

σ ∼
k→∞

2πr2
0 (22)

Les effets ondulatoires persistent donc dans la limite des très petites longueurs
d’onde ; ceci est dû au fait que le potentiel étudié est discontinu en r = r0 : il
varie toujours de façon appréciable dans un intervalle inférieur à la longueur
d’onde des particules (cf. Chap. I, § D-2-a).

3. Exercices

3-a. Diffusion de l’onde p par une sphère dure

On veut étudier le déphasage δ1(k) produit par une sphère dure dans l’onde
p(l = 1) et s’assurer en particulier qu’il devient négligeable devant δ0(k) à basse
énergie.

α. Ecrire l’équation radiale donnant la fonction uk,1(r) pour r > r0. Montrer
que sa solution générale est de la forme :

uk,1(r) = C

[
sin kr

kr
− cos kr + a

(
cos kr

kr
+ sin kr

)]
où C et a sont des constantes.
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β. Montrer que la définition de δ1(k)implique que :

a = tg δ1(k)

γ. Déterminer la constante a à partir de la condition imposée à uk,1(r) en
r = r0.

δ. Montrer que, pour k tendant vers zéro, δ1(k) se comporte comme 2 (kr0)3,
ce qui le rend négligeable devant δ0(k).

3-b. “Puits carré sphérique” : états liés et résonances de diffusion

On considère un potentiel central V (r) tel que :

V (r) = −V0 pour r < r0

= 0 pour r > r0

où V0 est une constante positive. On posera :

k0 =

√
2μV0

�2

et on se limitera à l’étude de l’onde s(l = 0).

α. États liés (E < 0)

(i) Ecrire l’équation radiale dans les deux régions r > r0 et r < r0, ainsi que
la condition à l’origine. Montrer que, si l’on pose :

ρ =

√
−2μE

�2

K =
√

k2
0 − ρ2

la fonction u0(r) est nécessairement de la forme :

u0(r) = A e−ρr pour r > r0

= B sin Kr pour r < r0

(ii) Ecrire les conditions de raccordement en r = r0. En déduire que les seules
valeurs possibles pour ρ sont celles qui vérifient l’équation :

tg Kr0 = −K

ρ

(iii) Discuter cette équation : indiquer le nombre d’états liés s en fonction
de la profondeur du puits (r0 étant fixé), et montrer en particulier que, si cette
profondeur est trop faible, il n’y a pas d’état lié.

2. Ce résultat est général : pour un potentiel quelconque de portée finie r0, le déphasage
δl(k) se comporte comme (kr0)2l+1 à basse énergie.
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β. Résonances de diffusion (E > 0)

(i) Ecrire à nouveau l’équation radiale, en posant cette fois :

k =

√
2μE

�2

K ′ =
√

k2
0 + k2

Montrer que uk,0(r) est de la forme :

uk,0(r) = A sin(kr + δ0) pour r > r0

= B sin K ′r pour r < r0

(ii) On choisit A = 1. Montrer, à partir des conditions de continuité en r = r0,
que la constante B et le déphasage δ0 sont donnés par :

B2 =
k2

k2 + k2
0 cos2 K ′r0

δ0 = −kr0 + α(k)

avec :

tg α(k) =
k

K ′ tg K ′r0

(iii) Tracer la courbe représentant B2 en fonction de k. Cette courbe met en
évidence des résonances, pour lesquelles B2 est maximum. Quelles sont les valeurs
de k associées à ces résonances ? Que vaut alors α(k) ? Montrer que, s’il existe une
telle résonance pour une énergie faible (kr0 � 1), la contribution correspondante
de l’onde s à la section efficace totale est pratiquement maximale.

γ. Relation entre états liés et résonances de diffusion

On suppose que k0r0 est très voisin de (2n + 1)
π

2
, où n est entier, et l’on

pose :

k0r0 = (2n + 1)
π

2
+ ε avec ε � 1

(i) Montrer que, si ε est positif, il existe un état lié dont l’énergie de liaison
E = −�

2ρ2/2μ est donnée par :

ρ � εk0

(ii) Montrer que, si au contraire ε est négatif, il existe une résonance de
diffusion à une énergie E = �

2k2/2μ telle que :

k2 � −2k0ε

r0

(iii) En déduire que, si l’on diminue progressivement la profondeur du puits
(r0 étant fixé), l’état lié qui disparaît lorsque k0r0 passe par un multiple impair de
π/2 donne naissance à une résonance de diffusion à basse énergie.

Références et conseils de lecture :

Messiah (1.17), Chap. IX, §10 et Chap. X, §§ III et IV ; Valentin (16.1), Annexe II.
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Jusqu’ici, nous avons considéré l’électron comme un point matériel possédant
trois degrés de liberté associés à ses trois coordonnées x, y et z ; aussi la théorie
quantique que nous avons développée est-elle basée sur l’hypothèse qu’un état de
l’électron est, à un instant donné, caractérisé par une fonction d’onde ψ(x, y, z) ne
dépendant que de x, y et z. Dans ce cadre, nous avons étudié un certain nombre de
systèmes physiques et notamment, au Chapitre VII, l’atome d’hydrogène qui pré-
sente en particulier l’intérêt de permettre des vérifications expérimentales très pré-
cises. On constate effectivement que les résultats obtenus dans ce chapitre rendent
bien compte du spectre d’émission et d’absorption de l’hydrogène : ils donnent cor-
rectement les niveaux d’énergie et permettent d’expliquer, à partir des fonctions
d’onde correspondantes, les règles de sélection (qui indiquent quelles fréquences ap-
paraissent dans le spectre, parmi toutes les fréquences de Bohr a priori possibles).
On peut d’ailleurs traiter de façon analogue les atomes à plusieurs électrons (en
ayant toutefois recours à des méthodes d’approximation car, même pour l’atome
d’hélium à deux électrons, la complexité de l’équation de Schrödinger interdit une
solution analytique exacte du problème) ; dans ce cas encore, l’accord entre la théo-
rie et l’expérience est satisfaisant.

Cependant, lorsqu’on étudie de manière détaillée les spectres atomiques il
apparaît, comme nous allons le voir dans la suite, certains phénomènes qui ne s’in-
terprètent pas dans le cadre de la théorie que nous avons développée. Ce résultat
n’est pas surprenant ; on comprend bien en effet qu’il est nécessaire de compléter
la théorie précédente par un certain nombre de corrections relativistes : il faut te-
nir compte des modifications apportées par la cinématique relativiste (variation de
la masse avec la vitesse, etc.), et des effets magnétiques que nous avons négligés.
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Nous savons d’ailleurs que ces corrections sont faibles (§ C-4-a du Chapitre VII) ;
toutefois elles existent effectivement et la précision des mesures expérimentales est
largement suffisante pour les mettre en évidence.

En fait, en mécanique quantique relativiste on décrit l’électron par l’équation
de Dirac. La forme même de cette équation implique une modification profonde dans
la description quantique des propriétés de l’électron : en plus des corrections déjà
signalées qui concernent ses variables de position, apparaît une nouvelle caractéris-
tique de l’électron, son spin. De manière plus générale, la structure du groupe de
Lorentz (groupe des transformations relativistes de l’espace-temps) fait apparaître
le spin comme une propriété intrinsèque des diverses particules, au même titre que
leur masse au repos 1.

Historiquement, le spin de l’électron fut découvert à partir de résultats ex-
périmentaux, avant l’introduction de l’équation de Dirac. De plus, Pauli développa
une théorie qui permet d’incorporer aisément, moyennant quelques postulats sup-
plémentaires, le spin à la mécanique quantique non relativiste 2 ; on obtient ainsi
pour les spectres atomiques des prévisions théoriques dont l’accord avec l’expérience
est excellent 3).

C’est la théorie de Pauli, beaucoup, plus simple que celle de Dirac, que nous
allons développer dans ce chapitre. Nous commencerons, dans le § A, par décrire
un certain nombre de résultats expérimentaux qui ont mis en évidence l’existence
du spin de l’électron, puis nous préciserons les postulats sur lesquels est basée la
théorie de Pauli. Nous examinerons ensuite, dans le § B, les propriétés particulières
d’un moment cinétique 1/2. Enfin, nous montrerons au § C comment on peut te-
nir compte à la fois des variables de position et de spin d’une particule telle que
l’électron.

A. Introduction du spin de l’électron

A-1. Evidence expérimentale

Les manifestations expérimentales de l’existence du spin de l’électron sont
nombreuses et apparaissent dans divers phénomènes physiques de grande impor-
tance. Par exemple, les propriétés magnétiques de nombreux corps et notamment
celles des métaux ferromagnétiques ne peuvent s’expliquer si l’on ne tient pas compte
du spin. Nous allons toutefois nous limiter ici à un certain nombre de phénomènes
simples observés expérimentalement en physique atomique : la structure fine des
raies spectrales, l’effet Zeeman et, enfin, le comportement des atomes d’argent dans
l’expérience de Stern et Gerlach.

1. Ceci ne signifie cependant pas que le spin soit purement d’origine relativiste ; on peut
également le faire apparaître dans le cadre du groupe de Galilée (groupe des changements de
repère non relativistes).

2. La théorie de Pauli peut d’ailleurs être obtenue comme limite de la théorie de Dirac
lorsque la vitesse de l’électron est faible devant celle de la lumière.

3. Nous verrons par exemple au Chapitre XII, en utilisant la théorie générale des perturba-
tions exposée au Chapitre XI, comment les corrections relativistes et l’existence du spin permettent
de rendre compte quantitativement des détails du spectre de l’atome d’hydrogène (qui seraient in-
explicables si l’on se limitait à la théorie du Chapitre VII.
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A-1-a. Structure fine des raies spectrales

L’étude expérimentale précise des raies spectrales des atomes (atome d’hydro-
gène par exemple) fait apparaître une structure fine : chaque raie comporte en fait
plusieurs composantes, de fréquences très voisines 4, mais qu’un appareil à bonne
résolution distingue nettement. Cela signifie qu’il existe des groupes de niveaux
atomiques très proches mais non confondus ; en particulier, les calculs du § C du
Chapitre VII donnent les énergies moyennes des différents groupes de niveaux pour
l’atome d’hydrogène, mais n’expliquent pas leur séparation à l’intérieur de chaque
groupe.

A-1-b. Effet Zeeman“anormal”

Lorsqu’un atome est plongé dans un champ magnétique uniforme, chacune
de ses raies (c’est-à-dire chacune des composantes de structure fine) se divise en un
certain nombre de raies équidistantes, séparées par un intervalle proportionnel au
champ magnétique : c’est l’effet Zeeman. L’origine de l’effet Zeeman se comprend
aisément à partir des résultats des Chapitres VI et VII (Complément DVII) ; l’ex-
plication est basée sur le fait qu’au moment cinétique orbital L d’un électron est
associé un moment magnétique

M =
μB

�
L (A-1)

où μB est le “magnéton de Bohr” :

μB =
q�

2me
(A-2)

Cependant, si cette théorie est dans certains cas confirmée par l’expérience (effet
Zeeman dit “normal”), elle est dans d’autres cas impuissante à rendre compte quan-
titativement des phénomènes observés (effet Zeeman dit “anormal”). L’“anomalie”
la plus frappante apparaît pour les atomes de numéro atomique Z impair (c’est-
à-dire en particulier pour l’atome d’hydrogène) : leurs niveaux se divisent en un
nombre pair de sous-niveaux Zeeman, alors que ce nombre devrait, d’après la théo-
rie précédente, être toujours impair, puisqu’égal à (2l + 1) avec l entier.

A-1-c. Existence de moments cinétiques demi-entiers

La même difficulté se retrouve d’ailleurs à propos de l’expérience de Stern
et Gerlach que nous avons décrite au Chapitre IV (§ A-1) : les atomes d’argent
du jet se répartissent en deux taches symétriques. Ces résultats suggèrent que les
valeurs demi-entières de j (dont nous avons vu au § C-2 du Chapitre VI qu’elles
étaient a priori possibles) sont effectivement réalisées. Mais ceci pose un problème
sérieux, puisque nous avons montré au § D-1-b du même Chapitre VI que le moment
cinétique orbital d’une particule telle que l’électron ne pouvait être qu’entier (c’est
plus précisément le nombre quantique l qui est entier). Même dans les atomes à
plusieurs électrons, chacun de ceux-ci a un moment cinétique orbital entier, et nous
montrerons au Chapitre X que, dans ces conditions, le moment cinétique orbital

4. Par exemple, la raie de résonance de l’atome d’hydrogène (transition 2p ↔ 1s) est en fait
double : les deux composantes sont séparées par un intervalle de l’ordre de 10−4 eV, c’est-à-dire
environ 105 fois plus petit que l’énergie moyenne de la transition 2p − 1s, égale à 10,2 eV.
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global de l’atome est forcément entier. L’existence de moments cinétiques demi-
entiers ne peut donc pas être expliquée sans hypothèse supplémentaire.

Remarque:

Il n’est pas possible de mesurer directement le moment cinétique de l’élec-
tron à l’aide de l’appareil de Stern et Gerlach : en effet, contrairement aux
atomes d’argent, les électrons possèdent une charge électrique q, et la force
due à l’interaction entre leur moment magnétique et le champ magnétique
inhomogène serait complètement masquée par la force de Laplace qv × B.

A-2. Description quantique : postulats de la théorie de Pauli

Pour résoudre les difficultés précédentes, Uehlenbeck et Goudsmit (1925) pro-
posèrent l’hypothèse suivante : l’électron “tourne sur lui-même” (en anglais, “to
spin”), ce qui lui confère un moment cinétique intrinsèque, qu’on appelle le spin ;
pour interpréter les résultats expérimentaux décrits plus haut, on est conduit de
plus à admettre qu’à ce moment cinétique S est associé un moment magnétique 5 :

MS = 2
μB

�
S (A-3)

Notons que le coefficient de proportionnalité entre moment cinétique et moment
magnétique est deux fois plus grand dans (A-3) que dans (A-1) : on dit que le
rapport gyromagnétique de spin est double du rapport gyromagnétique orbital.

Pauli précisa ensuite cette hypothèse, et donna du spin une description quan-
tique valable à la limite non relativiste. Les postulats généraux de la mécanique
quantique que nous avons énoncés au Chapitre III doivent être complétés par un
certain nombre de postulats relatifs au spin, que nous allons maintenant préciser.

Jusqu’ici, nous avons étudié la quantification des variables orbitales : à la
position r et l’impulsion p d’une particule telle que l’électron, nous avons associé
des observables R et P agissant dans l’espace des états Er, isomorphe à l’espace F
des fonctions d’onde ; toutes les grandeurs physiques sont des fonctions des variables
fondamentales r et p, et les règles de quantification permettent de leur associer des
observables agissant dans Er. Nous appellerons Er l’espace des états orbitaux.

A ces variables orbitales nous ajoutons des variables de spin qui vérifient les
postulats suivants :

(i) L’opérateur de spin S est un moment cinétique. Cela signifie (§ B-2 du
Chapitre VI) que ses trois composantes sont des observables vérifiant les
relations de commutation :

[Sx, Sy] = i�Sz (A-4)

et les deux formules qui s’en déduisent par permutation circulaire des
indices x, y, z.

5. En fait, lorsqu’on tient compte du couplage de l’électron avec le champ électromagnétique
quantifié (électrodynamique quantique), on trouve que le coefficient de proportionnalité entre MS

et S n’est pas exactement 2μB/�. La différence, de l’ordre de 10−3 en valeur relative, est facilement
observable expérimentalement ; elle est souvent désignée sous le nom de “moment magnétique
anormal” de l’électron.

996



A. INTRODUCTION DU SPIN DE L’ÉLECTRON

(ii) Les opérateurs de spin agissent dans un nouvel espace, “espace des états
de spin” Es, où S2 et Sz constituent un E.C.O.C. L’espace Es est donc
engendré par l’ensemble des états propres |s, m〉 communs à S2 et Sz :

S2 |s, m〉 = s(s + 1)�2 |s, m〉 (A-5a)

Sz |s, m〉 = m� |s, m〉 (A-5b)

D’après la théorie générale du moment cinétique (§ C du Chapitre VI),
nous savons que s ne peut être qu’entier ou demi-entier, et que m prend
toutes les valeurs comprises entre −s et +s et différant de ces deux
nombres par un entier (éventuellement nul). Une particule donnée est
caractérisée par une valeur unique de s : on dit que cette particule a un
spin s. L’espace des états de spin Es est donc toujours de dimension finie
(2s+1), et tous les états de spin sont vecteurs propres de S2 avec la même
valeur propre s(s + 1)�2.

(iii) L’espace des états E de la particule considérée est le produit tensoriel de
Er et Es :

E = Er ⊗ Es (A-6)

Par conséquent (§ F du Chapitre II), toute observable de spin commute
avec toute observable orbitale.
Sauf dans le cas particulier où s = 0, il ne suffit donc pas de se donner
un ket de Er (c’est-à-dire une fonction d’onde de carré sommable) pour
caractériser un état de la particule ; en d’autres termes, les observables X ,
Y et Z ne constituent pas un E.C.O.C. dans l’espace des états E de la
particule (pas plus que Px, Py, Pz ou tout autre E.C.O.C. de Er). Il faut
également connaître l’état de spin de la particule, c’est-à-dire adjoindre
à l’E.C.O.C. de Er un E.C.O.C. de Es formé par des observables de spin,
par exemple S2 et Sz (ou S2 et Sx). Un état quelconque de la particule
est une combinaison linéaire de vecteurs produits tensoriels d’un ket de
Er et d’un ket de Es (§ C ci-dessous).

(iv) L’électron est une particule de spin 1/2 (s = 1/2) et son moment ma-
gnétique intrinsèque est donné par la formule (A-3). Pour l’électron, la
dimension de l’espace Es est donc 2.

Remarques:

(i) Le proton et le neutron, constituants des noyaux, sont aussi des particules
de spin 1/2, mais leurs rapports gyromagnétiques sont différents de celui
de l’électron. On connaît à l’heure actuelle des particules de spin 0, 1/2,
1, 3/2, 2, etc.

(ii) Pour expliquer l’existence du spin, on pourrait envisager qu’une particule
comme l’électron, au lieu d’être ponctuelle, ait une certaine extension
spatiale ; ce serait alors la rotation de l’électron sur lui-même qui intro-
duirait un moment cinétique intrinsèque. Il importe cependant de noter
que, pour décrire une structure plus complexe qu’un point matériel, il
serait nécessaire d’introduire plus de trois variables de position (si par
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exemple l’électron se comportait comme un corps solide, il faudrait six
variables : trois coordonnées pour repérer un de ses points choisi une fois
pour toutes, tel que son centre de gravité, et trois angles pour spécifier
son orientation dans l’espace). La théorie que nous envisageons ici est ra-
dicalement différente : elle continue à traiter l’électron comme ponctuel
(sa position est repérée par trois coordonnées), et le moment cinétique de
spin n’est dérivé d’aucune variable de position ni d’impulsion 6. Le spin
n’a donc pas d’analogue classique.

B. Propriétés particulières d’un moment cinétique 1/2

Nous nous restreindrons dans la suite au cas de l’électron, particule de spin 1/2.
Nous savons, d’après les chapitres précédents, traiter ses variables orbitales. Nous
allons maintenant étudier plus en détail ses degrés de liberté de spin.

L’espace des états de spin Es est ici à deux dimensions. Nous y prendrons
comme base le système orthonormé {|+〉 , |−〉} des kets propres communs à S2 et
Sz, qui vérifient les équations :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

S2 |±〉 =
3
4
�

2 |±〉

Sz |±〉 = ±1
2
� |±〉

(B-1a)

(B-1b)

{〈+ | −〉 = 0

〈+ | +〉 = 〈− | −〉 = 1

(B-2a)

(B-2b)

|+〉 〈+ | + | −〉 〈−| = 1 (B-3)

où 1 est l’opérateur unité. L’état de spin le plus général est décrit par un vecteur
quelconque de Es :

|χ〉 = c+ | +〉 + c− |−〉 (B-4)

où c+ et c− sont des nombres complexes. D’après (B-1a), tous les kets de Es sont
vecteurs propres de S2 avec la même valeur propre 3�2/4, ce qui entraîne que S2

est proportionnel à l’opérateur identité de Es :

S2 =
3
4
�

2 (B-5)

(dans le second membre de cette équation, comme on le fait souvent l’opérateur
unité 1 est sous-entendu). L’opérateur S, étant par définition un moment cinétique,
possède toutes les propriétés générales démontrées au § C du Chapitre VI. L’action
des opérateurs :

S± = Sx ± iSy (B-6)

6. Il serait d’ailleurs, dans un tel cas, nécessairement entier.
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sur les vecteurs de base |+〉 et |−〉 est donnée par les formules générales (C-50) du
Chapitre VI, où l’on fait j = s = 1/2 :

S+ |+〉 = 0 S+ |−〉 = � |+〉 (B-7a)

S− |+〉 = � |−〉 S− |−〉 = 0 (B-7b)

Tout opérateur agissant dans Es peut être représenté, sur la base {|+〉 , |−〉}, par
une matrice 2 × 2. Rappelons en particulier que, à partir de (B-1b) et (B-7), on
trouve les matrices correspondant à Sz, Sy et Sz sous la forme :

(S) =
�

2
σ (B-8)

où σ désigne l’ensemble des trois matrices de Pauli :

σx =
(

0 1
1 0

)
σy =

(
0 − i

i 0

)
σz =

(
1 0
0 − 1

)
(B-9)

Les matrices de Pauli possèdent les propriétés suivantes, que l’on peut aisé-
ment vérifier à partir de leur forme explicite (B-9) (voir aussi le Complément AIV) :

σ2
x = σ2

y = σ2
z = 1 (B-10a)

σxσy + σyσx = 0 (B-10b)

[σx, σy] = 2iσz (B-10c)

σxσy = iσz (B-10d)

(il faut adjoindre aux trois dernières formules celles que l’on obtient par permutation
circulaire des indices x, y, z). Il découle également de (B-9) que :

Tr σx = Tr σy = Tr σz = 0 (B-11a)

Det σx = Det σy = Det σz = −1 (B-11b)

De plus, n’importe quelle matrice 2 × 2 peut être écrite comme une combinaison
linéaire, à coefficients complexes, des trois matrices de Pauli et de la matrice unité ;
cela est dû simplement au fait qu’une matrice 2 × 2 n’a que quatre éléments. Enfin,
on démontre facilement (voir Complément AIV) l’identité suivante :

(σ · A)(σ · B) = (A · B) 1 + i σ · (A × B) (B-12)

où A et B sont deux vecteurs quelconques, ou deux opérateurs vectoriels dont les
trois composantes commutent avec celles du spin S (si A et B ne commutent pas
entre eux, l’identité reste valable, à condition de conserver dans le second membre
l’ordre dans lequel A et B apparaissent au premier membre).

Outre les propriétés qui découlent directement de la théorie générale du mo-
ment cinétique, les opérateurs associés au spin de l’électron en possèdent d’autres,
liées à la valeur particulière de s (c’est-à-dire de j), qui est la plus petite possible
(mis à part zéro). Ces propriétés particulières se déduisent immédiatement de (B-8)
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et des formules (B-10) :

S2
x = S2

y = S2
z =

�
2

4
(B-13a)

SxSy + SySx = 0 (B-13b)

SxSy =
i

2
�Sz (B-13c)

S2
+ = S2

− = 0 (B-13d)

où l’opérateur unité 1 est sous-entendu au second membre de (B-13a), comme nous
le ferons à partir de maintenant pour simplifier les équations.

C. Description non relativiste d’une particule de spin 1/2

Nous savons maintenant décrire séparément les degrés de liberté externes (or-
bitaux) et internes (de spin) de l’électron. Nous allons dans ce paragraphe combiner
ces différentes notions en un formalisme unique.

C-1. Observables et vecteurs d’état

C-1-a. Espace des états

Lorsque l’on tient compte de l’ensemble de ses degrés de liberté, l’état quan-
tique d’un électron est caractérisé par un ket appartenant à l’espace E produit
tensoriel de Er et Es (§ A-2).

On prolonge dans E , suivant la méthode décrite au § F-2-b du Chapitre II,
et les opérateurs primitivement définis dans Er, et ceux qui agissaient initialement
dans Es (nous continuerons à noter ces prolongements comme les opérateurs dont
ils sont issus). On obtient alors un E.C.O.C. dans E en juxtaposant un E.C.O.C. de
Er et un de Es : dans Es, on prend S2 et Sz (ou S2 et une composante quelconque
de S) ; dans Er, on peut choisir {X, Y, Z}, ou {Px, Py, Pz}, ou bien encore, si H
désigne l’hamiltonien associé à un potentiel central,

{
H, L2, Lz

}
, etc. ; on en déduit

divers E.C.O.C. dans E :{
X, Y, Z, S2, Sz

}
(C-1a){

Px, Py, Pz , S2, Sz

}
(C-1b){

H, L2, Lz, S2, Sz

}
(C-1c)

etc. Comme tous les kets de E sont vecteurs propres de S2 avec la même valeur
propre [formule (B-5)], on peut supprimer S2 dans les ensembles d’observables.

Nous allons utiliser plus particulièrement ici le premier de ces E.C.O.C., (C-
1a). En effet, nous prendrons comme base de E l’ensemble des vecteurs obtenus par
produit tensoriel des kets |r〉 ≡ |x, y, z〉 de Er et des kets |ε〉 de Es :

|r, ε〉 ≡ |x, y, z, ε〉 = |r〉 ⊗ |ε〉 (C-2)

où x, y, z, composantes du vecteur r, peuvent varier de −∞ à +∞ (indices continus),
et ε est égal à + ou − (indice discret). Par définition, |r, ε〉 est un vecteur propre
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commun à X , Y , Z, S2 et Sz :

X |r, ε〉 = x |r, ε〉
Y |r, ε〉 = y |r, ε〉
Z |r, ε〉 = z |r, ε〉
S2 |r, ε〉 =

3
4
�

2 |r, ε〉

Sz |r, ε〉 = ε
�

2
|r, ε〉 (C-3)

Chaque ket |r, ε〉 est unique à un facteur près, puisque X , Y , Z, S2 et Sz constituent
un E.C.O.C. Le système {|r, ε〉} est orthonormé (au sens large), car les ensembles
{|r〉} et {|+〉 , |−〉} le sont dans Er et Es respectivement :

〈r′, ε′ | r, ε〉 = δε′εδ(r′ − r) (C-4)

(δε′ε vaut 1 ou 0 suivant que ε′ et ε sont identiques ou différents). Il vérifie enfin
une relation de fermeture dans E :∑

ε

∫
d3r |r, ε〉 〈r, ε| =

∫
d3r |r, +〉 〈r, +| +

∫
d3r |r, −〉 〈r, −| = 1 (C-5)

C-1-b. Représentation {|r, ε〉}
α. Vecteurs d’état

Un état |ψ〉 quelconque de l’espace E peut être développé sur la base {|r, ε〉} ;
il suffit pour cela d’utiliser la relation de fermeture (C-5) :

|ψ〉 =
∑

ε

∫
d3r |r, ε〉 〈r, ε | ψ〉 (C-6)

Le vecteur |ψ〉 peut donc être représenté par l’ensemble de ses coordonnées dans la
base {|r, ε〉}, c’est-à-dire par les nombres :

〈r, ε | ψ〉 = ψε(r) (C-7)

qui dépendent des trois indices continus x, y, z (plus brièvement r) et de l’indice
discret ε (+ ou –). Pour caractériser complètement l’état d’un électron, il faut donc
se donner deux fonctions des variables d’espace x, y et z :

ψ+(r) = 〈r, + | ψ〉
ψ−(r) = 〈r, − | ψ〉 (C-8)

On écrit souvent ces deux fonctions sous la forme d’un spineur à deux com-
posantes, que nous noterons [ψ](r) :

[ψ](r) =
(

ψ+(r)
ψ−(r)

)
(C-9)

Le bra 〈ψ| associé au ket |ψ〉 est donné par l’expression adjointe de (C-6) :

〈ψ| =
∑

ε

∫
d3r 〈ψ | r, ε〉 〈r, ε| (C-10)
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c’est-à-dire, compte tenu de (C-7) :

〈ψ| =
∑

ε

∫
d3r ψ∗

ε(r) 〈r, ε| (C-11)

Le bra 〈ψ| est donc représenté par les deux fonctions ψ∗
+(r) et ψ∗−(r), que l’on peut

écrire sous forme du spineur adjoint de (C-9) :

[ψ]†(r) =
(
ψ∗

+(r) ψ∗
−(r)

)
(C-12)

Avec cette notation, le produit scalaire de deux vecteurs d’état |ψ〉 et |ϕ〉, qui d’après
(C-5) est égal à :

〈ψ|ϕ〉 =
∑

ε

∫
d3r 〈ψ | r, ε〉 〈r, ε | ϕ〉

=
∫

d3r
[
ψ∗

+(r)ϕ+(r) + ψ∗
−(r)ϕ−(r)

]
(C-13)

s’écrit sous la forme :

〈ψ | ϕ〉 =
∫

d3r [ψ]†(r) [ϕ] (r) (C-14)

Cette formule est très semblable à celle qui permet de calculer le produit scalaire
de deux kets de Er à partir des fonctions d’onde correspondantes ; il faut cependant
noter qu’elle implique, avant l’intégration spatiale, la multiplication matricielle des
spineurs [ψ]†(r) et [ϕ] (r). En particulier, la normalisation du vecteur |ψ〉 se traduit
par :

〈ψ|ψ〉 =
∫

d3r [ψ]† (r) [ψ] (r) =
∫

d3r
[|ψ+(r)|2 + |ψ−(r)|2] = 1 (C-15)

Parmi les vecteurs de E , certains sont des produits tensoriels d’un ket de Er

par un ket de Es (c’est le cas par exemple pour les vecteurs de base). Si le vecteur
d’état considéré est de ce type :

|ψ〉 = |ϕ〉 ⊗ |χ〉 (C-16)

avec :

|ϕ〉 =
∫

d3r ϕ(r) |r〉 ∈ Er

|χ〉 = c+ |+〉 + c− |−〉 ∈ Es (C-17)

Le spineur qui lui est associé prend la forme simple :

[ψ](r) =
(

ϕ(r)c+

ϕ(r)c−

)
= ϕ(r)

(
c+

c−

)
(C-18)

En effet, par suite de la définition du produit scalaire dans E , on a dans ce cas :

ψ+(r) = 〈r, + | ψ〉 = 〈r | ϕ〉 〈+ | χ〉 = ϕ(r)c+ (C-19a)

ψ−(r) = 〈r, − | ψ〉 = 〈r | ϕ〉 〈− | χ〉 = ϕ(r)c− (C-19b)

Le carré de la norme de |ψ〉 est alors donné par :

〈ψ|ψ〉 = 〈ϕ|ϕ〉 〈χ|χ〉 =
(| c+ |2 +(| c− |2) ∫ d3r | ϕ(r) |2 (C-20)
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β. Opérateurs

Soit |ψ′〉 le ket obtenu par action de l’opérateur linéaire A sur le ket |ψ〉 de
E . D’après les résultats du paragraphe précédent, |ψ′〉 et |ψ〉 peuvent être repré-
sentés par des spineurs à deux composantes [ψ′](r) et [ψ](r). Nous allons montrer
maintenant que l’on peut associer à A une matrice 2 × 2 [[A]] telle que :

[ψ′](r) = [[A]][ψ](r) (C-21)

et dont les éléments demeurent en général des opérateurs différentiels vis-à-vis de
la variable r.

(i) Opérateurs de spin. Ils étaient initialement définis dans Es. Par conséquent,
ils n’agissent que sur l’indice ε des vecteurs de base |r, ε〉, et leur forme matricielle
est celle que nous avons rappelée au § B. Nous nous contenterons de prendre un
exemple, disons celui de l’opérateur S+. Son action sur un vecteur |ψ〉, développé
comme en (C-6), donne un vecteur |ψ′〉 tel que :

|ψ′〉 = �

∫
d3r ψ−(r) |r, +〉 (C-22)

puisque S+ annihile tous les kets |r, +〉 et transforme |r, −〉 en � |r, +〉. Les com-
posantes de |ψ′〉 sur la base {|r, ε〉} sont, d’après (C-22) :

〈r, + |ψ′〉 = ψ′
+(r) = �ψ−(r)

〈r, − |ψ′〉 = ψ′
−(r) = 0 (C-23)

Le spineur représentant |ψ′〉 sera donc :

[ψ′](r) = �

(
ψ−(r)

0

)
(C-24)

C’est bien ce que l’on obtient si l’on multiplie matriciellement le spineur [ψ](r) par :

[[S+]] =
�

2
(σx + iσy) = �

(
0 1
0 0

)
(C-25)

(ii) Opérateurs orbitaux. Au contraire des précédents, ils laissent toujours
inchangé l’indice ε des vecteurs de base |r, ε〉 : considérés comme des matrices
2 × 2, ils sont toujours proportionnels à la matrice unité. D’autre part, leur action
sur la dépendance en r des spineurs est identique à celle qu’ils ont sur les fonctions
d’onde ordinaires. Prenons par exemple les kets |ψ′〉 = X |ψ〉 et |ψ′′〉 = Px |ψ〉.
Leurs composantes dans la base {|r, ε〉} valent respectivement :

ψ′
ε(r) = 〈r, ε | X | ψ〉 = x ψε(r) (C-26a)

ψ′′
ε (r) = 〈r, ε | Px | ψ〉 =

�

i

∂

∂x
ψε(r) (C-26b)

Les spineurs [ψ′](r) et [ψ′′](r) s’obtiennent donc à partir de [ψ](r) au moyen des
matrices 2 × 2 :

[[X ]] =
(

x 0
0 x

)
(C-27a)

[[Px]] =
�

i

⎛⎜⎝ ∂

∂x
0

0
∂

∂x

⎞⎟⎠ (C-27b)
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(iii) Opérateurs mixtes. L’opérateur le plus général agissant dans E est représenté,
dans la notation matricielle, par une matrice 2 × 2 dont les éléments sont des opé-
rateurs différentiels portant sur les variables r. Par exemple :

[[LzSz]] =
�

2

⎛⎜⎝
�

i

∂

∂ϕ
0

0 −�

i

∂

∂ϕ

⎞⎟⎠ (C-28)

ou :

[[S · P]] =
�

2
(σxPx + σyPy + σzPz) =

�
2

2i

⎛⎜⎜⎝
∂

∂z

∂

∂x
− i

∂

∂y
∂

∂x
+ i

∂

∂y
− ∂

∂z

⎞⎟⎟⎠ (C-29)

Remarques:

(i) La représentation spinorielle {|r, ε〉} est analogue à la représentation {|r〉}
de Er : l’élément de matrice 〈ψ|A|ϕ〉 d’un opérateur A quelconque de E
est donné par la formule :

〈ψ|A|ϕ〉 =
∫

d3r[ψ]†(r)[[A]][ϕ](r) (C-30)

où [[A]] désigne la matrice 2 × 2 représentant l’opérateur A (on effectue
d’abord les produits matriciels, puis on intègre dans tout l’espace). On
n’aura recours à cette représentation que dans les cas où elle simplifie
raisonnements et calculs : comme dans Er, on utilisera autant que possible
les vecteurs et opérateurs eux-mêmes.

(ii) Il existe évidemment aussi une représentation {|p, ε〉}, dont les vecteurs
de base sont les vecteurs propres communs à l’E.C.O.C. des opérateurs{

Px, Py, Pz, S2, Sz

}
. La définition du produit scalaire dans E donne :

〈r, ε | p, ε′〉 = 〈r | p〉 〈ε | ε′〉 =
1

(2π�)3/2
eip·r/�δεε′ (C-31)

Dans la représentation {|p, ε〉}, on associe à chaque vecteur |ψ〉 de E un
spineur à deux composantes :

[ψ](p) =
(

ψ+(p)

ψ−(p)

)
(C-32)

avec :

ψ+(p) = 〈p, + | ψ〉
ψ−(p) = 〈p, − | ψ〉 (C-33)

D’après (C-31), ψ+(p) et ψ−(p) sont les transformées de Fourier de ψ+(r)
et ψ−(r) :

ψε(p) = 〈p, ε | ψ〉 =
∑

ε′

∫
d3r 〈p, ε | r, ε′〉 〈r, ε′ | ψ〉

=
1

(2π�)3/2

∫
d3r e−ip·r/�ψε(r) (C-34)
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Les opérateurs sont encore représentés par des matrices 2 × 2, celles qui
correspondent aux opérateurs de spin restant les mêmes qu’en représen-
tation {|r, ε〉}.

C-2. Calcul des prévisions physiques

A partir du formalisme que nous venons d’expliciter, l’application des postu-
lats énoncés au Chapitre III permet d’obtenir les prédictions concernant les diverses
mesures que l’on peut envisager d’effectuer sur un électron. Nous allons en donner
quelques exemples.

Précisons tout d’abord l’interprétation probabiliste des composantes ψ+(r) et
ψ−(r) du vecteur d’état |ψ〉, que nous supposerons normé [formule (C-15)]. Imagi-
nons pour cela une mesure simultanée de la position de l’électron et de la composante
de son spin suivant Oz. Comme X , Y , Z et Sz constituent un E.C.O.C., il existe
un seul vecteur d’état correspondant à un résultat donné : x, y, z et ±�/2. La
probabilité d3P(r, +) pour que l’électron soit trouvé dans le volume infinitésimal
d3r autour du point r(x, y, z) avec son spin “vers le haut” (composante suivant Oz
égale à +�/2) vaut :

d3P(r, +) = |〈r, + |ψ〉|2 d3r = |ψ+(r)|2 d3r (C-35)

De la même façon :

d3P(r, −) = |〈r, − |ψ〉|2 d3r = |ψ−(r)|2 d3r (C-36)

est la probabilité pour que l’électron soit trouvé dans le même volume que ci-dessus
mais avec son spin “vers le bas” (composante sur Oz égale à −�/2).

Si c’est la composante du spin le long de Ox que l’on mesure en même temps
que la position, il suffit d’utiliser les formules (A-20) du Chapitre IV. Les opérateurs
X , Y , Z et Sx forment aussi un E.C.O.C. : au résultat de mesure {x, y, z, ±�/2}
correspond un seul vecteur d’état :

|r〉 |±〉x =
1√
2

[|r, +〉 ± |r, −〉] (C-37)

La probabilité pour que l’électron se trouve dans le volume d3r autour du point r
avec son spin dans la direction positive de l’axe Ox est donc :

d3r ×
∣∣∣∣ 1√

2
[〈r, + | ψ〉 + 〈r, − | ψ〉]

∣∣∣∣2 =
1
2

|ψ+(r) + ψ−(r)|2 d3r (C-38)

On peut évidemment mesurer l’impulsion de l’électron au lieu de sa position. On
utilisera alors les composantes de |ψ〉 selon les vecteurs |p, ε〉 [cf. remarque (ii)
du § 1], c’est-à-dire les transformées de Fourier ψ±(p) de ψ±(r). La probabilité
d3P(p, ±) pour que l’impulsion soit p à d3p près et la composante du spin suivant
Oz ± �/2 est donnée par :

d3P(p, ±) = | 〈p, ±|ψ〉 |2 d3p = |ψ±(p)|2 d3p (C-39)

Les diverses mesures que nous avons envisagées jusqu’ici sont toutes “complètes”, en
ce sens qu’elles portent chaque fois sur un E.C.O.C. Pour des “mesures incomplètes”,
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plusieurs états orthogonaux correspondront au même résultat, et il faudra sommer
les carrés des modules des amplitudes de probabilité correspondantes.

Par exemple, si l’on ne cherche pas à mesurer son spin, la probabilité d3P(r)
pour trouver l’électron dans le volume d3r au voisinage du point r vaut :

d3P(r) =
[|ψ+(r)|2 + |ψ−(r)|2]d3r (C-40)

En effet, au résultat {x, y, z} sont associés deux vecteurs d’état orthogonaux, |r, +〉
et |r, −〉, les amplitudes de probabilité correspondantes étant ψ+(r) et ψ−(r).

Calculons enfin la probabilité P+ pour que la composante du spin suivant
Oz soit +�/2 (on ne cherche pas à mesurer les variables orbitales). Il existe une
infinité d’états orthogonaux, par exemple tous les |r, +〉 avec r quelconque, qui
correspondent au résultat de mesure. Il faut donc sommer sur toutes les valeurs
possibles de r les carrés des modules des amplitudes 〈r, + | ψ〉 = ψ+(r), ce qui
donne :

P+ =
∫

d3r |ψ+(r)|2 (C-41)

Bien entendu, s’il s’agit de la composante du spin selon Ox et non Oz, on intègre
dans tout l’espace le résultat (C-38). Ces considérations généralisent celles du § B-2
du Chapitre IV, où nous ne nous préoccupions que des observables de spin, puisque
les variables orbitales pouvaient être traitées classiquement.

Références et conseils de lecture :

Historique de la découverte du spin et références aux articles originaux :
Jammer (4.8), § 3-4.

Manifestation du spin en Physique Atomique : Eisberg et Resnick (1.3),
Chap. 8 ; Born (11.4), Chap. VI ; Kuhn (11.1), Chap. III, §§ A5, A6 et F ; voir
références du Chapitre IV sur l’expérience de Stern et Gerlach.

Moment magnétique de spin de l’électron : Cagnac et Pebay-Peyroula (11.2),
Chap. XII ; Crane (11.16).

Equation de Dirac : Schiff (1.18), Chap. 13 ; Messiah (1.17), Chap. XX ;
Bjorken et Drell (2.6), Chap. 1 à 4. Voir aussi Omnès (16.13), Chap. X.

Groupe de Lorentz : Bacry (10.31), Chap. 7 et 8 ; Omnès (16.13), Chap. IV.
Particules de Spin 1 : Messiah (1.17), Chap. XIII, § 21.
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COMPLÉMENTS DU CHAPITRE IX

On trouvera à la suite du Chapitre IV plusieurs compléments concernant les pro-
priétés du spin 1/2 ; c’est pourquoi ce Chapitre IX comporte seulement deux compléments.

AIX : OPÉRATEURS DE ROTATION POUR UNE
PARTICULE DE SPIN 1/2

Ce complément fait suite au Complément BVI

et étudie de façon détaillée le lien entre le
moment cinétique d’un spin 1

2 et les rotations
géométriques de ce spin. Difficulté moyenne, peut
être sauté en première lecture.

BIX : EXERCICES L’exercice 4 est corrigé en détail ; il étudie la
polarisation d’un jet de particules de spin 1

2

par réflexion sur un matériau ferromagnétique
aimanté, méthode effectivement utilisée dans
certaines expériences.
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• OPÉRATEURS DE ROTATION POUR UNE PARTICULE DE SPIN 1/2

Complément AIX

Opérateurs de rotation pour une particule de spin 1/2

1 Opérateurs de rotation dans l’espace des états . . . . . 1009

1-a Moment cinétique total . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1009

1-b Décomposition des opérateurs de rotation en produits
tensoriels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1009

2 Rotation des états de spin . . . . . . . . . . . . . . . . . 1010

2-a Calcul explicite des opérateurs de rotation dans Es . . . 1010

2-b Opérateur associé a une rotation d’angle 2π . . . . . . . 1011

2-c Lien entre le caractère vectoriel de S et le comportement
d’un état de spin dans une rotation . . . . . . . . . . . . 1012

3 Rotation des spineurs à deux composantes . . . . . . . 1013

Nous allons appliquer au cas d’une particule de spin 1/2 les notions sur les
rotations introduites dans le Complément BVI : nous étudierons d’abord la forme
que prennent dans ce cas les opérateurs de rotation ; nous examinerons ensuite le
comportement, dans une rotation, du ket représentant l’état de la particule et du
spineur à deux composantes qui lui est associé.

1. Opérateurs de rotation dans l’espace des états

1-a. Moment cinétique total

Une particule de spin 1/2 possède un moment cinétique orbital L et un mo-
ment cinétique de spin S. Il est naturel de définir son moment cinétique total comme
la somme de ces deux moments cinétiques :

J = L + S (1)

Cette définition est bien conforme aux considérations générales développées dans
le Complément BVI : elle assure en effet que non seulement R et P, mais aussi S,
sont des observables vectorielles (il suffit, pour le vérifier, de calculer les commuta-
teurs entre les composantes de ces observables et celles de J ; cf. § 5-c du Complé-
ment BVI).

1-b. Décomposition des opérateurs de rotation en produits tensoriels

A la rotation géométrique d’un angle α autour du vecteur unitaire u, que
nous notons Ru(α), est associé, dans l’espace des états de la particule considérée,
l’opérateur de rotation (cf. Complément BVI, § 4) :

Ru(α) = e− i
�

αJ·u (2)

où J est le moment cinétique total (1).
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Comme L agit seulement dans Er et S dans Es (ce qui entraîne en particulier
que toute composante de L commute avec toute composante de S), on peut écrire
Ru(α) sous la forme d’un produit tensoriel :

Ru(α) = (r)Ru(α) ⊗ (s)Ru(α) (3)

où :

(r)Ru(α) = e− i
�

αL·u (4)

et :

(s)Ru(α) = e− i
�

αS·u (5)

sont les opérateurs de rotation associés à Ru(α) dans Er et Es respectivement.
Par conséquent, si l’on effectue la rotation Ru(α) sur une particule de spin 1/2

dont l’état est caractérisé par un ket produit tensoriel :

|ψ〉 = |ϕ〉 ⊗ |χ〉 (6)

avec :

|ϕ〉 ∈ Er

|χ〉 ∈ Es (7)

son état après rotation sera :

|ψ′〉 = Ru(α) |ψ〉 =
[

(r)Ru(α) |ϕ〉
]

⊗
[

(s)Ru(α) |χ〉
]

(8)

L’état de spin de la particule est donc lui aussi affecté par la rotation ; c’est ce que
nous allons étudier plus en détail au § 2.

2. Rotation des états de spin

Nous avons déjà étudié (§ 3 du Complément BVI) les opérateurs de rotation
(r)R dans l’espace Er. Nous allons nous intéresser ici aux opérateurs (s)R agissant
dans l’espace des états de spin Es.

2-a. Calcul explicite des opérateurs de rotation dans Es

Posons comme au Chapitre IX :

S =
�

2
σ (9)

Nous voulons calculer l’opérateur :

(s)Ru(α) = e− i
�

αS·u = e−i α
2 σ·u (10)

Utilisons pour cela la définition d’une exponentielle d’opérateur :

(s)Ru(α) = 1 − iα

2
σ · u +

1
2!

(
−i

α

2

)2
(σ · u)2 + ... +

1
n!

(
−i

α

2

)n

(σ · u)n + ... (11)
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Or, en appliquant l’identité (B-12) du Chapitre IX, on voit immédiatement que :

(σ · u)2 = u2 = 1 (12)

ce qui entraîne :

(σ · u)n =
{

1 si n est pair
σ · u si n est impair

(13)

Par conséquent, si l’on regroupe séparément les termes pairs et impairs, le dévelop-
pement (11) s’écrit :

(s)Ru(α) =
[
1 − 1

2!

(α

2

)2
+ ... +

(−1)p

(2p)!

(α

2

)2p

+ ...

]
− iσ · u

[
α

2
− 1

3!

(α

2

)3
+ ... +

(−1)p

(2p + 1)!

(α

2

)2p+1
+ ...

]
(14)

c’est-à-dire finalement :

(s)Ru(α) = cos
α

2
− iσ · u sin

α

2
(15)

Sous cette forme, il sera très facile de calculer l’action de l’opérateur (s)R sur un
état de spin quelconque.

On peut, à partir de cette formule, écrire explicitement la matrice de rota-
tion Ru

(1/2)(α) dans la base {|+〉 , |−〉} : on connaît en effet [formules (B-9) du
Chapitre IX] les matrices représentant les opérateurs σx, σy et σz. On trouve ainsi :

R(1/2)
u (α) =

⎛⎜⎝ cos
α

2
− iuz sin

α

2
(−iux − uy) sin

α

2

(−iux + uy) sin
α

2
cos

α

2
+ iuz sin

α

2

⎞⎟⎠ (16)

où ux, uy et uz sont les composantes cartésiennes du vecteur u.

2-b. Opérateur associé a une rotation d’angle 2π

Si l’angle de rotation α est pris égal à 2π, la rotation géométrique Ru(2π)
coïncide, quel que soit le vecteur u, avec la rotation identité. Pourtant, si l’on fait
α = 2π dans la formule (15), on voit que :

(s)Ru(2π) = −1 (17)

alors que :

(s)Ru(0) = 1 (18)

L’opérateur associé à une rotation d’angle 2π n’est pas l’opérateur identité, mais son
opposé ; la loi de groupe n’est donc conservée que localement dans la correspondance
entre rotations géométriques et opérateurs de rotation dans Es [voir la discussion du
Complément BVI, remarque (iii) du § 3-c-γ]. Ceci est dû à la valeur demi-entière
du moment cinétique de spin de la particule que nous considérons.
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Le fait que l’état de spin change de signe au cours d’une rotation d’angle 2π
n’est pas gênant, puisque deux vecteurs d’état ne différant que par un facteur de
phase global ont les mêmes propriétés physiques. Il est plus important d’étudier la
façon dont se transforme une observable A au cours d’une telle rotation. On vérifie
aisément que :

A′ = (s)Ru(2π) A (s)R†
u(2π) = A (19)

Ce résultat est satisfaisant physiquement : une rotation de 2π ne peut modifier
l’appareil de mesure associé à A ; par conséquent, le spectre de A′ doit rester le
même que celui de A.

Remarque:

Nous avons montré dans le Complément BVI [remarque (iii) du § 3-c-γ] que :

(r)Ru(2π) = 1 (20)

Par conséquent, dans l’espace des états global E = Er ⊗ Es, on a comme dans
Es :

Ru(2π) = (r)Ru(2π) ⊗ (s)Ru(2π) = −1 (21)

2-c. Lien entre le caractère vectoriel de S et le comportement d’un état de spin
dans une rotation

Considérons un état de spin |χ〉 quelconque. Nous avons montré au Chapitre IV (§ B-1-c)
qu’il existe forcément des angles θ et ϕ tels que |χ〉 s’écrive (mis à part un facteur de phase
global sans signification physique) :

|χ〉 = e−iϕ/2 cos
θ

2
|+〉 + eiϕ/2 sin

θ

2
|−〉 (22)

|χ〉 apparaît alors comme le vecteur propre, associé à la valeur propre +�/2, de la com-
posante S · v du spin S sur le vecteur unitaire v défini par les angles polaires θ et ϕ.
Effectuons alors une rotation donnée sur l’état |χ〉. Comme S est une observable vecto-
rielle, l’état |χ′〉 après rotation doit être vecteur propre, avec la valeur propre +�/2, de la
composante S ·v′ de S sur le vecteur unitaire v′, transformé de v par la rotation considérée
(cf. Complément BVI, § 5) :

|χ〉 = |+〉v =⇒
∣∣χ′〉 = R |χ〉 ∝ |+〉v′ (23)

avec :

v′ = Rv (24)

Nous nous contenterons de vérifier qu’il en est bien ainsi dans un cas particulier (cf. Fig. 1) :
prenons pour v le vecteur unitaire ez de l’axe Oz et pour v′ un vecteur unitaire quelconque,
d’angles polaires θ et ϕ ; v′ s’obtient à partir de v = ez par une rotation d’angle θ autour
du vecteur unitaire u caractérisé par les angles polaires :

θu =
π

2

ϕu = ϕ+
π

2
(25)

On doit donc trouver que :

(s)Ru(θ) |+〉 ∝ |+〉v′ (26)
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Les composantes cartésiénnes du vecteur u étant :

ux = − sinϕ

uy = cosϕ

uz = 0 (27)

l’opérateur (s)Ru(θ) s’écrit, d’après la formule (15) :

(s)Ru(θ) = cos
θ

2
− iσ · u sin

θ

2

= cos
θ

2
− i (−σx sinϕ+ σy cosϕ) sin

θ

2

= cos
θ

2
− 1

2

(
σ+e−iϕ − σ−eiϕ

)
sin

θ

2
(28)

avec :

σ± = σx ± iσy (29)

Or on sait [cf. formules (B-7) du Chapitre IX] que :

σ+ |+〉 = 0

σ− |+〉 = 2 |−〉 (30)

Le transformé du ket |+〉 par l’opérateur (s)Ru(θ) est donc :

(s)Ru(θ) |+〉 = cos
θ

2
|+〉 + eiϕ sin

θ

2
|−〉 (31)

On reconnaît effectivement, à un facteur près, le ket |+〉v′ [cf. formule (22)] :

(s)Ru(θ) |+〉 = eiϕ/2 |+〉v′ (32)

Figure 1 – Le vecteur v = ez est
amené sur le vecteur unitaire v′,
d’angles polaires θ et ϕ, par une
rotation d’angle θ autour de u.

3. Rotation des spineurs à deux composantes

Nous sommes maintenant en mesure d’étudier le comportement global d’une
particule de spin 1/2 dans une rotation, c’est-à-dire de tenir compte à la fois de ses
degrés de liberté externes et internes.
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Considérons une particule de spin 1/2 dont l’état est caractérisé par le ket
|ψ〉 de l’espace des états E = Er ⊗ Es. Le ket |ψ〉 peut être représenté par le spineur
[ψ](r), de composantes :

ψε(r) = 〈r, ε | ψ〉 (33)

On effectue sur cette particule une rotation géométrique R donnée. Son état devient
alors :

|ψ′〉 = R |ψ〉 (34)

où :

R = (r)R ⊗ (s)R (35)

est l’opérateur associé, dans E , à la rotation géomérique R. Comment le spineur
[ψ′](r), correspondant à l’état |ψ′〉, s’obtient-il à partir de [ψ](r) ?

Pour répondre à cette question, écrivons les composantes ψ′
ε(r) de [ψ′] :

ψ′
ε(r) = 〈r, ε | ψ′〉 = 〈r, ε | R | ψ〉 (36)

On peut faire apparaître les composantes de ψ(r) en intercalant la relation de fer-
meture relative à la base {|r′, ε′〉} entre R et |ψ〉 :

ψ′
ε(r) =

∑
ε′

∫
d3r′ 〈r, ε | R | r′, ε′〉 〈r′, ε′ | ψ〉 (37)

Or, comme les vecteurs de la base {|r, ε〉} sont des produits tensoriels, les éléments
de matrice de l’opérateur R dans cette base se décomposent sous la forme :

〈r, ε | R | r′, ε′〉 =
〈

r | (r)R | r′
〉〈

ε | (s)R | ε′
〉

(38)

Nous savons déjà [cf. Complément BVI, formule (26)] que :〈
r | (r)R | r′

〉
=
〈R−1r | r′〉 = δ

[
r′ − (R−1r)

]
(39)

Par conséquent, si nous posons :〈
ε | (s)R | ε′

〉
= R

(1/2)
εε′ (40)

la formule (37) s’écrit finalement :

ψ′
ε(r) =

∑
ε′

R
(1/2)
εε′ ψε′(R−1r) (41)

c’est-a-dire explicitement :(
ψ′

+(r)

ψ′
−(r)

)
=

(
R

(1/2)
+ + R

(1/2)
+ −

R
(1/2)
− + R

(1/2)
− −

)(
ψ+(R−1r)

ψ−(R−1r)

)
(42)

Nous aboutissons donc au résultat suivant : chacune des composantes du
nouveau spineur [ψ′] au point r est une combinaison linéaire des deux composantes
de l’ancien spineur [ψ] prises au point R−1r (c’est-à-dire au point que la rotation
amène en r) 1 ; les coefficients de ces combinaisons linéaires sont les éléments de la
matrice 2 × 2 représentant (s)R sur la base {|+〉 , |−〉} de Es [cf. formule (16)].

1. On notera l’étroite analogie entre ce comportement et celui d’un champ de vecteurs dans
une rotation.
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Références et conseils de lecture :

Feynman III (1.2), Chap. 6, § 18-4 et “added note” 1 du Chap. 18 ; Messiah
(1.17), App. C ; Edmonds (2.21), Chap. 4.

Groupe des rotations et SU(2) : Bacry (10.31), Chap. 6 ; Wigner (2.23),
Chap. 15 ; Meijer et Bauer (2.18), Chap. 5.

Expérience sur les rotations d’un spin 1/2 : article de Werner et al. (11.18).
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Complément BIX

Exercices

1. On considère une particule de spin 1/2. On désigne son spin par S, son moment
cinétique orbital par L et son vecteur d’état par |ψ〉. Les deux fonctions ψ+(r) et
ψ−(r) sont définies par :

ψ±(r) = 〈r, ± | ψ〉

On suppose que :

ψ+(r) = R(r)
[
Y 0

0 (θ, ϕ) +
1√
3

Y 0
1 (θ, ϕ)

]
ψ−(r) =

R(r)√
3

[
Y 1

1 (θ, ϕ) − Y 0
1 (θ, ϕ)

]
où r, θ, ϕ sont les coordonnées de la particule, et R(r) est une fonction donnée de
r.

a. A quelle condition doit satisfaire R(r) pour que |ψ〉 soit normé ?

b. On mesure Sz sur la particule dans l’état |ψ〉 ; quels résultats peut-on
trouver, et avec quelles probabilités ? Même question pour Lz, puis pour
Sx.

c. Lors d’une mesure de L2 sur la particule dans l’état |ψ〉, on a trouvé
zéro ; quel est l’état décrivant la particule juste après cette mesure ? Même
question si la mesure de L2 a donné 2�2.

2. On considère une particule de spin 1/2 ; P et S désignent les observables associées
à son impulsion et à son spin. On rapporte l’espace des états à la base orthonormée
|px, py, pz, ±〉 de vecteurs propres communs à Px, Py, Pz et Sz (valeurs propres
respectives px, py, pz et ±�/2).

On se propose de résoudre l’équation aux valeurs propres de l’opérateur A
défini par :

A = S · P

a. A est-il hermitique ?

b. Montrer qu’on peut chercher une base de vecteurs propres de A qui sont
aussi vecteurs propres de Px, Py, Pz . Dans le sous-espace engendré par les
kets |px, py, pz, ±〉 où px, py, pz sont fixés, quelle est la matrice représen-
tant A?

c. Quelles sont les valeurs propres de A, et leur degré de dégénérescence ?
Donner un système de vecteurs propres communs à A et Px, Py, Pz .
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3. Hamiltonien de Pauli
L’hamiltonien d’un électron de masse m, de charge q, de spin �σ/2 (les trois

composantes de σ sont les matrices de Pauli σx, σy, σz), plongé dans un champ
électromagnétique caractérisé par les potentiels vecteur A(r, t) et scalaire U(r, t),
s’écrit

H =
1

2m
[P − qA(R, t)]2 + qU(R, t) − q�

2m
σ · B(R, t)

Le dernier terme représente l’interaction entre le moment magnétique de spin (q�/2m)σ
et le champ magnétique B(R, t) = ∇ × A(R, t).

Montrer, en utilisant les propriétés des matrices de Pauli, que l’hamiltonien
précédent peut s’écrire également sous la forme suivante (“hamiltonien de Pauli”) :

H =
1

2m
{σ.[P − qA(R, t)]}2 + qU(R, t)

4. On se propose d’étudier la réflexion d’un jet de neutrons monocinétiques arrivant
sous incidence normale sur un bloc de matériau ferromagnétique. On appelle Ox la
direction de propagation du jet incident, yOz la surface du matériau ferromagné-
tique, qui occupe toute la région x > 0 (voir Figure 1). Soit E l’énergie de chaque
neutron incident, m sa masse. Le spin des neutrons est s = 1/2 et leur moment
magnétique s’écrit M = γS (γ, rapport gyromagnétique ; S, opérateur de spin).

Figure 1

L’énergie potentielle des neutrons est la somme de deux termes :
— le premier correspond à l’interaction avec les nucléons du matériau ; on

le représente phénoménologiquement par un potentiel V (x) défini par
V (x) = 0 pour x ≤ 0, V (x) = V0 > 0 pour x > 0.

— le deuxième terme correspond à l’interaction du moment magnétique de
chaque neutron avec le champ magnétique interne B0 du matériau (B0

est supposé uniforme et parallèle à Oz). On a donc W = 0 pour x ≤ 0,
W = ω0Sz pour x > 0 (avec ω0 = −γB0). On se limitera dans tout
l’exercice au cas :

0 <
�ω0

2
< V0

a. Déterminer les états stationnaires de la particule correspondant à une
impulsion incidente positive et à un spin, soit parallèle, soit antiparallèle
à Oz.

1018



• EXERCICES

b. On suppose dans cette question que V0 − �ω0/2 < E < V0 + �ω0/2.
Le faisceau incident de neutrons est non polarisé. Calculer le taux de
polarisation du faisceau réfléchi. Connaissez-vous une application pratique
de l’étude précédente ?

c. On se place maintenant dans le cas général où l’énergie E est positive
quelconque. Le spin des neutrons incidents pointe dans la direction Ox.
Quelle est la direction du spin des particules réfléchies (on distinguera
trois cas, suivant les valeurs relatives de E et de V0 ± �ω0/2) ?

Corrigé de l’exercice 4

a. L’hamiltonien H de la particule est :

H =
P2

2m
+ V (X) + W (1)

V (X), qui n’agit que sur les variables orbitales, commute avec Sz ; comme W est
proportionnel à Sz, il commute également avec cet opérateur. D’autre part, V (X)
commute avec Py et Pz, ainsi bien sûr que W qui n’agit que sur les variables de
spin. On peut donc chercher une base de vecteurs propres communs à H , Sz, Py,
Pz, qui s’écrivent :∣∣∣ϕ±

E,py,pz

〉
=
∣∣ϕ±

E

〉⊗ |py〉 ⊗ |pz〉 ⊗ |±〉 (2)

avec :∣∣ϕ±
E

〉 ∈ Ex

|py〉 ∈ Ey ; Py |py〉 = py |py〉
|pz〉 ∈ Ez ; Pz |pz〉 = pz |pz〉

|±〉 ∈ Es ; Sz |±〉 = ±�

2
|±〉 (3)

le ket
∣∣ϕ±

E

〉
étant solution de l’équation aux valeurs propres :[

P 2
x

2m
+ V (X) +

1
2m

(
p2

y + p2
z

)± �ω0

2

] ∣∣ϕ±
E

〉
= E

∣∣ϕ±
E

〉
(4)

On suppose dans l’énoncé que le jet de neutrons arrive sous incidence normale, de
sorte qu’on peut poser py = pz = 0. Soit ϕ±

E(x) = 〈x | ϕ±
E〉 la fonction d’onde

associée à
∣∣ϕ±

E

〉
; elle vérifie :[

− �
2

2m

d2

dx2 + V (x) ± �ω0

2

]
ϕ±

E(x) = Eϕ±
E(x) (5)

Nous sommes alors ramenés à un problème classique de “potentiel carré” à une
dimension : la réflexion sur une “marche de potentiel” (cf. Complément HI).

Dans la région x < 0, V (x) est nul et l’énergie totale E (positive) est supé-
rieure à l’énergie potentielle ; nous savons dans ce cas que la fonction d’onde est une
superposition d’exponentielles imaginaires oscillantes :

ϕ±
E(x) = A±eikx + B±e−ikx si x < 0 (6)
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avec :

k =

√
2m

�2 E (7)

A± donne l’amplitude de l’onde associée à une particule incidente de spin soit
parallèle soit antiparallèle à Oz, B± l’amplitude de l’onde associée à une particule
réfléchie pour ces deux mêmes directions du spin.

Dans la région x > 0, V (x) vaut V0 et, suivant les valeurs relatives de E et
V0 ± �ω0/2, les fonctions d’onde peuvent avoir un comportement d’exponentielles
oscillantes ou amorties. Nous allons distinguer trois cas :

(i) Si E > V0 + �ω0/2, on pose :

k′
± =

√
2m

�2

(
E − V0 ∓ �ω0

2

)
(8)

et l’onde transmise se comporte comme une exponentielle oscillante :

ϕ±
E(x) = C±eik′

±x si x > 0 (9)

Les conditions de continuité de la fonction d’onde et de sa dérivée impliquent d’autre
part [cf. Complément HI, relations (13) et (14)] :

B±
A±

=
k − k′

±
k + k′±

C±
A±

=
2k

k + k′±
(10)

(ii) Si au contraire E < V0 − �ω0/2, il faut introduire les quantités ρ± par :

ρ± =

√
2m

�2

(
V0 ± �ω0

2
− E

)
(11)

et l’onde dans la région x > 0 est une exponentielle réelle amortie (onde évanes-
cente) :

ϕ±
E(x) = D±e−ρ±x si x > 0 (12)

avec, cette fois [cf. Complément HI, équations (22) et (23)] :

B±
A±

=
k − iρ±
k + iρ±

;
D±
A±

=
2k

k + iρ±
(13)

(iii) Enfin, dans le cas intermédiaire V0 − �ω0/2 < E < V0 + �ω0/2, on a :

ϕ+
E(x) = D+e−ρ+x si x > 0 (14a)

ϕ−
E(x) = C−e−ik′

−x si x > 0 (14b)

[les égalités (8) et (11) étant toujours valables pour définir k′
− et ρ+] ; suivant

l’orientation du spin, l’onde est soit une exponentielle amortie, soit une exponentielle
oscillante On a alors :

B+

A+
=

k − iρ+

k + iρ+
;

D+

A+
=

2k

k + iρ+
(15a)

B−
A−

=
k − k′−
k + k′−

;
C−
A−

=
2k

k + k′−
(15b)
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b. Lorsque V0 − �ω0/2 < E < V0 + �ω0/2, on est dans le cas (iii) précédent.
Si la projection sur Oz du spin du neutron incident vaut �/2, le coefficient de

réflexion correspondant est :

R+ =
∣∣∣∣B+

A+

∣∣∣∣2 =
∣∣∣∣k − iρ+

k + iρ+

∣∣∣∣2 = 1 (16)

Par contre, si la projection du spin sur Oz vaut −�/2, le coefficient de réflexion
n’est plus 1, car il est donné par :

R− =
∣∣∣∣B−
A−

∣∣∣∣2 =
(

k − k′
−

k + k′−

)2

< 1 (17)

On comprend donc comment le faisceau réfléchi peut être polarisé puisque, suivant
la direction de son spin, le neutron a une probabilité différente d’être réfléchi. Un
faisceau incident non polarisé peut être considéré comme formé de neutrons dont le
spin a la probabilité 1/2 d’être dans l’état |+〉 et la probabilité 1/2 d’être dans l’état
|−〉. Compte tenu de (16) et (17), on voit que la probabilité pour qu’une particule
du faisceau réfléchi ait son spin dans l’état |+〉 est 1/(1 + R−), alors que pour l’état
|−〉 elle est R−/(1 + R−) ; donc, le taux de polarisation du faisceau réfléchi est :

T =
1 − R−
1 + R−

=
2kk′

−
k2 + k

′2−
(18)

En pratique, la réflexion sur un ferromagnétique saturé est effectivement utili-
sée en laboratoire pour obtenir des faisceaux de neutrons polarisés. Pour augmenter
le taux de polarisation obtenu, on fait tomber le faisceau obliquement sur la sur-
face du miroir ferromagnétique, de sorte que les résultats théoriques que nous avons
obtenus ne sont pas directement applicables ; cependant, le principe de l’expérience
est le même. Le ferromagnétique choisi est souvent le cobalt ; lorsque ce dernier est
aimanté à saturation, on peut obtenir des taux de polarisation T élevés (T � 80 %).
Signalons d’ailleurs que le même dispositif de réflexion du faisceau de neutrons peut
aussi bien servir “d’analyseur” que de “polariseur” pour la direction des spins ; cette
possibilité a été exploitée dans des mesures de précision du moment magnétique du
neutron.

c. Considérons un neutron dont l’impulsion est parallèle à Ox et a pour mo-
dule p = �k, et dont la projection 〈Sx〉 du spin vaut �/2. Son état est [cf. Chap. IV,
relation (A-20)] :

|ψ〉 = |p〉 ⊗ 1√
2

[|+〉 + |−〉] (19)

avec :

〈r|p〉 =
1

(2π�)3/2
eipx/� (20)

Comment construire un état stationnaire de la particule pour lequel l’onde incidente
ait la forme (19) ? On voit aisément qu’il suffit de considérer l’état :

|ψS〉 =
1√
2

[∣∣∣ϕ+
E,0,0

〉
+
∣∣∣ϕ−

E,0,0

〉]
(21)
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combinaison linéaire de deux kets propres de H définis en (2), associés à la même
valeur propre E = p2/2m. La partie du ket |ψS〉 qui décrit l’onde réfléchie est alors :

|−p〉 ⊗ 1√
2

[B+ |+〉 + B− |−〉] (22)

où B+ et B− sont donnés suivant les cas par (10), (13) ou (15) (A+ et A− étant
remplacés par 1). Calculons, pour un état tel que (22), la valeur moyenne 〈S〉 ; cet
état étant un produit tensoriel, les variables de spin et les variables orbitales ne sont
pas corrélées ; 〈S〉 peut alors être obtenu simplement à partir du vecteur d’état de
spin B+ |+〉 + B− |−〉, ce qui donne :

〈Sx〉 =
�

2
B∗

+B− + B∗−B+

|B+|2 + |B−|2 (23a)

〈Sy〉 =
�

2
i(B∗

−B+ − B∗
+B−)

|B+|2 + |B−|2 (23b)

〈Sz〉 =
�

2
|B+|2 − |B−|2
|B+|2 + |B−|2 (23c)

Trois cas peuvent alors être distingués :

(i) Si E > V0 + �ω0/2, on voit sur (10) que B+ et B− sont réels. Les for-
mules (23) indiquent alors que 〈Sx〉 et 〈Sz〉 ne sont pas nuls, mais que
〈Sy〉 = 0. Lors de sa réflexion, le spin a donc subi une rotation autour de
Oy. Physiquement, c’est la différence entre les taux de réflexion pour des
neutrons dont le spin est parallèle ou antiparallèle à Oz qui explique que
la composante 〈Sz〉 devienne positive.

(ii) Si E < V0 − �ω0/2, les égalités (13) indiquent que B+ et B− ne sont
pas réels : ce sont deux nombres complexes de phases différentes, mais de
même module. D’après (23), on a dans ce cas 〈Sz〉 = 0, mais 〈Sx〉 �= 0 et
〈Sy〉 �= 0. Lors de la réflexion, le spin subit donc une rotation autour de
Oz, dont l’origine physique est la suivante : du fait de l’existence de l’onde
évanescente, le neutron passe un certain temps dans la région x > 0 ; la
précession de Larmor autour de B0 qu’il subit alors explique la rotation
de son spin.

(iii) Si V0 − �ω0/2 < E < V0 + �ω0/2, B+ est un nombre complexe tandis
que B− est un nombre réel, de module différent. Aucune des composantes
〈Sx〉, 〈Sy〉 ou 〈Sz〉 du spin n’est alors nulle ; cette rotation du spin lors
de la réflexion s’explique par une combinaison des effets signalés en (i)
et (ii).
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A. Introduction

A-1. Le moment cinétique total en mécanique classique

Considérons, en mécanique classique, un système de N particules ; le moment
cinétique total L de ce système par rapport à un point O fixe est la somme vectorielle
des moments cinétiques individuels des N particules par rapport à ce point O :

L =
N∑

i=1

Li (A-1)

avec :

Li = ri × pi (A-2)
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La dérivée de L par rapport au temps est égale au moment en O des forces ex-
térieures. Par conséquent, lorsque les forces extérieures sont nulles (système isolé),
ou toutes dirigées vers un même centre, le moment cinétique total du système (par
rapport à un point quelconque dans le premier cas et par rapport au centre de
forces dans le deuxième) est une constante du mouvement. Il n’en est pas de même
pour chacun des moments cinétiques individuels Li, s’il existe des forces intérieures,
c’est-à-dire si les différentes particules du système interagissent.

Précisons ce point sur un exemple. Considérons un système constitué de deux
particules, (1) et (2), soumises au même champ de forces central (ce champ peut être
créé par une troisième particule supposée suffisamment lourde pour rester immo-
bile à l’origine des coordonnées). Si ces deux particules n’exercent l’une sur l’autre
aucune force, leurs moments cinétiques L1 et L2 par rapport au centre de force O
sont tous deux des constantes du mouvement. En effet, la seule force agissant alors
sur la particule (1), par exemple, est dirigée vers O ; son moment par rapport à ce
point est donc nul, et d

dtL1 l’est aussi. Au contraire, si la particule (1) est en plus
soumise à une force due à la présence de la particule (2), le moment par rapport
à O de cette force n’est en général pas nul, et par conséquent L1 n’est plus une
constante du mouvement. Cependant, si l’interaction entre les deux particules obéit
au principe de l’action et de la réaction, le moment en O de la force exercée par (1)
sur (2) compense exactement celui de la force exercée par (2) sur (1) : le moment
cinétique total L se conserve au cours du temps.

Donc, dans un système de particules en interaction, seul le moment cinétique
total est une constante du mouvement : les forces intérieures au système induisent un
transfert de moment cinétique d’une particule à l’autre. On comprend donc l’intérêt
qu’il y a à étudier les propriétés du moment cinétique total.

A-2. Intérêt du moment cinétique total en mécanique quantique

Reprenons l’exemple précédent et traitons-le maintenant en mécanique quan-
tique. Dans le cas où les deux particules n’interagissent pas, l’hamiltonien du sys-
tème s’écrit simplement, en représentation {|r1, r2〉} :

H0 = H1 + H2 (A-3)

avec :

H1 = − �
2

2μ1
Δ1 + V (r1)

H2 = − �
2

2μ2
Δ2 + V (r2) (A-4)

[μ1 et μ2 sont les masses des deux particules, V (r) le potentiel central auquel elles
sont soumises, et Δ1 et Δ2 désignent les opérateurs laplaciens relatifs aux coordon-
nées des particules (1) et (2) respectivement]. Nous savons d’après le Chapitre VII
(§ A-2-a) que les trois composantes de l’opérateur L1 associé au moment cinétique
L1 de la particule (1) commutent avec H1 :

[L1, H1] = 0 (A-5)
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D’autre part, toutes les observables liées à l’une des particules commutent avec
toutes celles qui correspondent à l’autre, et en particulier :

[L1, H2] = 0 (A-6)

On déduit de (A-5) et (A-6) que les trois composantes de L1 sont des constantes
du mouvement. Bien évidemment, un raisonnement analogue est valable pour L2.

Supposons maintenant que les deux particules interagissent, et que l’énergie
potentielle correspondante v(|r1 − r2|) ne dépende que de leur distance 1 |r1 − r2| :

|r1 − r2| =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2 (A-7)

L’hamiltonien du système est dans ce cas :

H = H1 + H2 + v(|r1 − r2|) (A-8)

où H1 et H2 sont donnés par les formules (A-4). D’après (A-5) et (A-6), le commu-
tateur de L1 avec H se réduit à :

[L1, H ] = [L1, v(|r1 − r2|)] (A-9)

c’est-à-dire, pour la composante L1z par exemple :

[L1z , H ] = [L1z, v(|r1 − r2|)] =
�

i

(
x1

∂v

∂y1
− y1

∂v

∂x1

)
(A-10)

L’expression (A-10) n’est en général pas nulle : L1 n’est plus une constante du
mouvement. Par contre, si l’on définit l’opérateur moment cinétique total L par une
formule semblable à (A-1) :

L = L1 + L2 (A-11)

on obtient un opérateur dont les trois composantes sont des constantes du mouve-
ment. Pour le montrer, calculons par exemple :

[Lz , H ] = [L1z + L2z, H ] (A-12)

D’après (A-10), ce commutateur vaut :

[Lz , H ] = [L1z + L2z, H ]

=
�

i

(
x1

∂v

∂y1
− y1

∂v

∂x1
+ x2

∂v

∂y2
− y2

∂v

∂x2

)
(A-13)

Mais, comme v dépend seulement de |r1 − r2| donné en (A-7), on a :

∂v

∂x1
= v′ ∂|r1 − r2|

∂x1
= v′ x1 − x2

|r1 − r2| (A-14a)

∂v

∂x2
= v′ ∂|r1 − r2|

∂x2
= v′ x2 − x1

|r1 − r2| (A-14b)

1. Les forces classiques correspondantes vérifient alors nécessairement le principe de l’action
et de la réaction.
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et des expressions analogues pour ∂v/∂y1, ∂v/∂y2, ∂v/∂z1 et ∂v/∂z2 (v′ est la
dérivée de v considérée comme fonction d’une variable). Reportons ces valeurs dans
(A-13) :

[Lz , H ] =
�

i

v′

|r1 − r2| {x1(y1 − y2) − y1(x1 − x2) + x2(y2 − y1) − y2(x2 − x1)}

= 0 (A-15)

Nous aboutissons donc à la même conclusion qu’en mécanique classique.
Nous avons implicitement supposé jusqu’ici que les particules considérées

n’avaient pas de spin. Examinons maintenant un autre exemple important : ce-
lui d’une particule unique mais possédant un spin. Supposons d’abord que cette
particule soit soumise seulement à un potentiel central V (r). Son hamiltonien est
alors celui que nous avons étudié au § A du Chapitre VII. Nous savons que les
trois composantes du moment cinétique orbital L commutent avec cet hamiltonien ;
d’autre part, comme les opérateurs de spin commutent avec les observables orbi-
tales, les trois composantes du spin S sont aussi des constantes du mouvement.
Mais nous verrons au Chapitre XII que les corrections relativistes introduisent dans
l’hamiltonien un terme de couplage spin-orbite de la forme :

HS0 = ξ(r)L · S (A-16)

où ξ(r) est une fonction connue de la seule variable r (la signification physique de
ce couplage sera donnée au Chapitre XII). Lorsque l’on tient compte de ce terme,
L et S ne commutent plus avec l’hamiltonien total. En effet, on a par exemple 2 :

[Lz , HS0] = ξ(r)[Lz , LxSx + LySy + LzSz]

= ξ(r)(i�LySx − i�LxSy) (A-17)

et de même :

[Sz , HS0] = ξ(r)[Sz , LxSx + LySy + LzSz]

= ξ(r)(i�LxSy − i�LySx) (A-18)

Cependant, si l’on pose :

J = L + S (A-19)

les trois composantes de J sont des constantes du mouvement. Il suffit pour le voir
d’ajouter membre à membre les égalités (A-17) et (A-18) :

[Jz , HS0] = [Lz + Sz, HS0] = 0 (A-20)

(la démonstration serait analogue pour les autres composantes de J). On dit que
l’opérateur J défini en (A-19) est le moment cinétique total de la particule à spin.

Dans les deux cas que nous venons de décrire, nous avons deux moments ci-
nétiques partiels J1 et J2, qui commutent entre eux. Nous connaissons une base de

2. Pour établir (A-17) et (A-18), on utilise le fait que L, qui n’agit que sur les variables
angulaires θ et ϕ, commute avec ξ(r) qui ne dépend que de r.
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l’espace des états constituée de vecteurs propres communs à J2
1, J1z , J2

2, J2z. Cepen-
dant, J1 et J2 ne sont pas des constantes du mouvement, alors que les composantes
du moment cinétique total :

J = J1 + J2 (A-21)

commutent avec l’hamiltonien du système. On cherchera donc à construire, à partir
de la base précédente, une nouvelle base formée de vecteurs propres de J2 et Jz. Le
problème ainsi posé en termes généraux est celui de la composition (ou l’addition)
des deux moments cinétiques J1 et J2.

L’intérêt de cette nouvelle base, formée de vecteurs propres de J2 et Jz , se
comprend aisément : pour déterminer les états stationnaires du système, c’est-à-dire
les états propres de H , il est plus simple de diagonaliser la matrice représentant H
dans cette nouvelle base. En effet, comme H commute avec J2 et Jz, cette matrice
se décompose en autant de blocs qu’il y a de sous-espaces propres associés aux
divers ensembles de valeurs propres de J2 et Jz (cf. Chap. II, § D-3-a) ; sa structure
est beaucoup plus simple que celle de la matrice représentant H dans la base de
vecteurs propres communs à J2

1, J1z, J2
2, J2z, puisque ni J1z ni J2z ne commutent

en général avec H .
Nous laisserons de côté pour le moment le problème de la diagonalisation

(exacte ou approchée) de H dans la base des états propres de J2 et Jz, et nous
nous concentrerons plutôt sur la construction de cette nouvelle base à partir de
celle formée par les états propres de J2

1, J1z, J2
2, J2z. Un certain nombre d’applica-

tions physiques (atomes à plusieurs électrons, structure fine et hyperfine des raies,
etc.) seront abordées ultérieurement, après l’étude de la théorie des perturbations
(Compléments du Chapitre XI et Chapitre XII).

Nous allons commencer (§ B) par traiter de façon élémentaire un cas simple,
celui où les deux moments cinétiques partiels que nous voulons composer sont des
spins 1/2. Cela nous permettra de nous familiariser avec les divers aspects du pro-
blème, avant d’aborder au § C la composition de deux moments cinétiques quel-
conques.

B. Composition de deux spins 1/2. Méthode élémentaire

B-1. Position du problème

Nous considérons un système de deux particules de spin 1/2 (électrons ou
atomes d’argent dans l’état fondamental, par exemple) et nous nous intéressons
uniquement à leurs degrés de liberté de spin ; soient S1 et S2 les opérateurs de spin
respectifs des deux particules.

B-1-a. Espace des états

Nous avons déjà défini l’espace des états d’un tel système. Rappelons que
c’est un espace à quatre dimensions, obtenu par produit tensoriel des espaces de
spin individuels des deux particules. Nous y connaissons une base orthonormée, que
nous noterons {|ε1, ε2〉}, c’est-à-dire explicitement :

{|ε1, ε2〉} = {|+, +〉, |+, −〉, |−, +〉, |−, −〉} (B-1)
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Ces vecteurs sont états propres des quatre observables S2
1, S1z, S2

2, S2z (il s’agit plus
exactement des prolongements, dans l’espace produit tensoriel, d’opérateurs définis
dans chacun des espaces de spin) :

S2
1|ε1, ε2〉 = S2

2|ε1, ε2〉 =
3
4
�

2|ε1, ε2〉 (B-2a)

S1z |ε1, ε2〉 = ε1
�

2
|ε1, ε2〉 (B-2b)

S2z |ε1, ε2〉 = ε2
�

2
|ε1, ε2〉 (B-2c)

S2
1, S2

2, S1z et S2z constituent un E.C.O.C. (les deux premières de ces observables
sont en réalité des multiples de l’opérateur identité, et peuvent être retirées sans
que l’ensemble d’opérateurs cesse d’être complet).

B-1-b. Spin total S. Relations de commutation

On définit le spin total S du système par l’égalité :

S = S1 + S2 (B-3)

Il est facile, sachant que S1 et S2 sont des moments cinétiques, de montrer que S
en est un aussi. En effet, calculons par exemple le commutateur de Sx et Sy :

[Sx, Sy] = [S1x + S2x, S1y + S2y]

= [S1x, S1y] + [S2x, S2y]

= i�S1z + i�S2z

= i�Sz (B-4)

On obtient l’opérateur S2 en prenant le carré scalaire de l’équation de défi-
nition (B-3) :

S2 = (S1 + S2)2 = S2
1 + S2

2 + 2S1 · S2 (B-5)

car S1 et S2 commutent. Le produit scalaire S1 · S2 peut s’exprimer en fonction des
opérateurs S1±, S1z et S2±, S2z ; on vérifie en effet aisément que :

S1 · S2 = S1xS2x + S1yS2y + S1zS2z

=
1
2

(S1+S2− + S1−S2+) + S1zS2z (B-6)

Remarquons que, comme S1 et S2 commutent séparément avec S2
1 et S2

2, il
en est de même des trois composantes de S ; en particulier, S2 et Sz commutent
avec S2

1 et S2
2 :

[Sz, S2
1] = [Sz , S2

2] = 0 (B-7a)

[S2, S2
1] = [S2, S2

2] = 0 (B-7b)

D’autre part, Sz commute évidemment avec S1z et S2z :

[Sz , S1z] = [Sz, S2z] = 0 (B-8)
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Par contre, S2 ne commute ni avec S1z ni avec S2z. En effet, d’après (B-5) :

[S2, S1z] = [S2
1 + S2

2 + 2S1 · S2, S1z]

= 2[S1 · S2, S1z]

= 2[S1xS2x + S1yS2y, S1z ]

= 2i�(−S1yS2x + S1xS2y) (B-9)

[ce calcul est analogue à celui que nous avons mené en (A-17) et (A-18)]. Le com-
mutateur de S2 avec S2z est bien sûr exactement opposé au précédent, de façon que
Sz = S1z + S2z commute avec S2.

B-1-c. Le changement de base à effectuer

La base (B-1) est, comme nous l’avons vu, constituée des vecteurs propres
communs à l’E.C.O.C. :

{S2
1, S2

2, S1z, S2z} (B-10)

D’autre part, nous venons de démontrer que les quatre observables :

S2
1, S2

2, S2, Sz (B-11)

commutent entre elles. Nous verrons d’ailleurs dans la suite qu’elles forment aussi
un E.C.O.C.

Composer les deux spins S1 et S2 consiste à construire le système orthonormé
des vecteurs propres communs à l’ensemble (B-11). Ce système sera différent de (B-
1) puisque S2 ne commute pas avec S1z et S2z . Nous noterons les vecteurs de cette
nouvelle base |S, M〉, en sous-entendant les valeurs propres de S2

1 et S2
2 qui restent

les mêmes que précédemment. Les vecteurs |S, M〉 vérifieront donc les équations :

S2
1|S, M〉 = S2

2|S, M〉 =
3
4
�

2|S, M〉 (B-12a)

S2|S, M〉 = S(S + 1)�2|S, M〉 (B-12b)

Sz |S, M〉 = M�|S, M〉 (B-12c)

Nous savons que S est un moment cinétique ; par conséquent, S ne peut être
qu’entier ou demi-entier positif, et M varie par sauts d’une unité entre −S et +S.
Le problème posé est donc de trouver quelles valeurs S et M peuvent effectivement
prendre, et d’exprimer les vecteurs de la base {|S, M〉} à partir de ceux de la base
que nous connaissons.

Dans ce § B, nous nous contenterons de résoudre ce problème par la méthode
élémentaire qui consiste à calculer et à diagonaliser les matrices 4 × 4 représentant
S2 et Sz dans la base {|ε1, ε2〉}. Dans le § C, tout en nous guidant sur ces résultats,
nous utiliserons une autre méthode, plus élégante, et nous la généraliserons au cas
de deux moments cinétiques quelconques.

B-2. Les valeurs propres de Sz et leur degré de dégénérescence

Nous n’avons pas à nous préoccuper des observables S2
1 et S2

2 : tous les vec-
teurs de l’espace des états en sont vecteurs propres avec la même valeur propre
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3�2/4, et par conséquent les équations (B-12a) sont automatiquement satisfaites
quels que soient les kets |S, M〉.

Nous avons noté ci-dessus [formules (B-7) et (B-8)] que Sz commute avec
les quatre observables de l’E.C.O.C. (B-10). Nous devons donc nous attendre à ce
que les vecteurs de la base {|ε1, ε2〉} soient déjà vecteurs propres de Sz. On vérifie
effectivement, en utilisant (B-2b) et (B-2c), que :

Sz |ε1, ε2〉 = (S1z + S2z)|ε1, ε2〉 =
1
2

(ε1 + ε2)�|ε1, ε2〉 (B-13)

|ε1, ε2〉 est donc état propre de Sz avec la valeur propre :

M =
1
2

(ε1 + ε2) (B-14)

Comme ε1 et ε2 peuvent être égaux chacun à ±1, on en déduit que M peut prendre
les valeurs +1, 0 et −1.

Les valeurs M = 1 et M = −1 ne sont pas dégénérées : il leur correspond
un seul vecteur propre, |+, +〉 pour la première et |−, −〉 pour la deuxième. Par
contre, M = 0 est deux fois dégénérée : deux vecteurs propres orthogonaux lui sont
associés, |+, −〉 et |−, +〉 ; toute combinaison linéaire de ces deux vecteurs est état
propre de Sz avec la valeur propre 0.

Ces résultats apparaissent clairement sur la matrice représentant Sz dans la
base {|ε1, ε2〉} ; si l’on prend les vecteurs de base dans l’ordre indiqué en (B-1), elle
s’écrit en effet :

(Sz) = �

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎠ (B-15)

B-3. Diagonalisation de S2

Il ne reste donc plus qu’à calculer puis diagonaliser la matrice représentant S2

dans la base {|ε1, ε2〉}. Nous savons à l’avance qu’elle n’est pas diagonale, puisque
S2 ne commute pas avec S1z et S2z.

B-3-a. Calcul de la matrice representative de S2

Nous allons appliquer S2 à chacun des vecteurs de base. Pour cela, nous
utiliserons les formules (B-5) et (B-6) :

S2 = S2
1 + S2

2 + 2S1zS2z + S1+S2− + S1−S2+ (B-16)

Les quatre vecteurs |ε1, ε2〉 sont vecteurs propres de S2
1, S2

2, S1z et S2z [formules
(B-2)], et l’action des opérateurs S1± et S2± se déduit des formules (B-7) du Cha-
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pitre IX. On trouve donc :

S2|+, +〉 =
(

3
4
�

2 +
3
4
�

2
)

|+, +〉 +
1
2
�

2|+, +〉

= 2�2|+, +〉 (B-17a)

S2|+, −〉 =
(

3
4
�

2 +
3
4
�

2
)

|+, −〉 − 1
2
�

2|+, −〉 + �
2|−, +〉

= �
2[|+, −〉 + |−, +〉] (B-17b)

S2|−, +〉 =
(

3
4
�

2 +
3
4
�

2
)

|−, +〉 − 1
2
�

2|−, +〉 + �
2|+, −〉

= �
2[|−, +〉 + |+, −〉] (B-17c)

S2|−, −〉 =
(

3
4
�

2 +
3
4
�

2
)

|−, −〉 +
1
2
�

2|−, −〉

= 2�2|−, −〉 (B-17d)

La matrice représentant S2 dans la base des quatre vecteurs |ε1, ε2〉 rangés dans
l’ordre défini en (B-1) est donc :

(S2) = �
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2 0 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (B-18)

Remarque:

Les zéros qui figurent dans cette matrice pouvaient être prévus sans calculs.
En effet, S2 commute avec Sz , et n’a donc d’éléments de matrice non nuls
qu’entre vecteurs propres de Sz associés à la même valeur propre ; d’après les
résultats du § 2, les seuls éléments non diagonaux de S2 qui pouvaient être
différents de zéro sont ceux qui relient |+, −〉 à |−, +〉.

B-3-b. Valeurs et vecteurs propres de S2

La matrice (B-18) se décompose en trois sous-matrices (que nous avons dé-
limitées par des pointillés). Deux d’entre elles sont de dimension 1 : les vecteurs
|+, +〉 et |−, −〉 sont vecteurs propres de S2, comme l’indiquent d’ailleurs les éga-
lités (B-17a) et (B-17d) ; les valeurs propres associées sont toutes deux égales à
2�2.

Reste à diagonaliser la sous-matrice 2 × 2 :

(S2)0 = �
2
(

1 1
1 1

)
(B-19)
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qui représente S2 à l’intérieur du sous-espace à deux dimensions engendré par |+, −〉
et |−, +〉 , c’est-à-dire du sous-espace propre de Sz correspondant à M = 0. Les
valeurs propres λ�2 de la matrice (B-19) s’obtiennent en résolvant l’équation carac-
téristique :

(1 − λ)2 − 1 = 0 (B-20)

Les racines de cette équation sont λ = 0 et λ = 2, ce qui donne les deux dernières
valeurs propres de S2 : 0 et 2�2. Un calcul élémentaire donne les vecteurs propres
correspondants :

1√
2

[|+, −〉 + |−, +〉] pour la valeur propre 2�2 (B-21a)

1√
2

[|+, −〉 − |−, +〉] pour la valeur propre 0 (B-21b)

(bien entendu, ils ne sont déterminés qu’à un facteur de phase global près ; les
coefficients 1/

√
2 assurent leur normalisation).

L’opérateur S2 possède donc deux valeurs propres distinctes : 0 et 2�2. La
première est non dégénérée, et il lui correspond le vecteur (B-21b) ; la deuxième
est dégénérée d’ordre 3, et les vecteurs |+, +〉, |−, −〉 et (B-21a) forment une base
orthonormée dans le sous-espace propre qui lui est associé.

B-4. Résultats : triplet et singulet

Nous avons ainsi obtenu les valeurs propres de S2 et Sz, et un système de
vecteurs propres communs à ces deux observables. Nous allons résumer ces résultats
en les exprimant dans les notations des équations (B-12).

Le nombre quantique S de la formule (B-12b) peut prendre deux valeurs : 0
et 1. La première est atteinte pour un seul vecteur, (B-21b), qui est aussi vecteur
propre de Sz avec la valeur propre 0, puisque c’est une combinaison linéaire de
|+, −〉 et |−, +〉 ; nous notons donc ce vecteur |0, 0〉 :

|0, 0〉 =
1√
2

[|+, −〉 − |−, +〉] (B-22)

À la valeur S = 1 sont associés trois vecteurs qui se différencient par la valeur de
M :⎧⎪⎨⎪⎩

|1, 1〉 = |+, +〉
|1, 0〉 =

1√
2

[|+, −〉 + |−, +〉]
|1, −1〉 = |−, −〉

(B-23)

On vérifie aisément que les quatre vecteurs |S, M〉 donnés en (B-22) et (B-23)
forment une base orthonormée. La donnée de S et M suffit à définir un vecteur et
un seul de cette base ; on en déduit que S2 et Sz constituent un E.C.O.C. (on peut
leur ajouter S2

1 et S2
2, quoique ce ne soit pas nécessaire ici).

Donc, lorsque l’on compose deux spins 1/2 (s1 = s2 = 1/2), le nombre S qui
caractérise les valeurs propres S(S + 1)�2 de l’observable S2 peut être égal, soit à
1, soit à 0. À chacune de ces deux valeurs de S est associée une famille de (2S + 1)
vecteurs orthogonaux (trois pour S = 1, un pour S = 0) correspondant aux (2S +1)
valeurs de M compatibles avec S.
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Remarques:

(i) La famille (B-23) des trois vecteurs |1, M〉 (M = 1, 0, −1) constitue ce
que l’on appelle un triplet d’états ; le vecteur |0, 0〉 est dit état singulet.

(ii) Les états du triplet sont symétriques par rapport à l’échange des deux
spins, l’état singulet antisymétrique : cela signifie que, si l’on remplace
chaque vecteur |ε1, ε2〉 par le vecteur |ε2, ε1〉, les expressions (B-23) res-
tent invariantes, alors que (B-22) est changée en son opposée. Nous verrons
au Chapitre XIV l’importance de cette propriété lorsque les deux parti-
cules dont on compose les spins sont identiques. Elle permet en tout cas de
retrouver immédiatement quelle est la combinaison linéaire de |+, −〉 et
|−, +〉 qu’il faut adjoindre à |+, +〉 et |−, −〉 (visiblement symétriques)
pour compléter le triplet ; l’état singulet est au contraire la combinaison
linéaire antisymétrique de |+, −〉 et |−, +〉, orthogonale à la précédente.

C. Composition de deux moments cinétiques quelconques.
Méthode générale

C-1. Rappels sur la théorie générale du moment cinétique

Considérons un système quelconque, d’espace des états E , et un moment
cinétique J relatif à ce système (J peut être aussi bien un moment cinétique partiel
que le moment cinétique total du système). Nous avons montré au Chapitre VI
(§ C-3) que l’on peut toujours construire une base standard {|k, j, m〉} constituée
de vecteurs propres communs à J2 et Jz :

J2|k, j, m〉 = j(j + 1)�2|k, j, m〉 (C-1a)

Jz|k, j, m〉 = m�|k, j, m〉 (C-1b)

tels que l’action des opérateurs J+ et J− obéisse aux relations :

J±|k, j, m〉 = �

√
j(j + 1) − m(m ± 1)|k, j, m ± 1〉 (C-2)

Désignons par E(k, j) l’espace vectoriel engendré par l’ensemble des vecteurs
de la base standard qui correspondent à des valeurs fixées de k et j ; ces vecteurs
sont au nombre de (2j+1) et, d’après (C-1) et (C-2), ils se transforment les uns dans
les autres sous l’action de J2, Jz , J+ et J−. L’espace des états peut être considéré
comme une somme directe de sous-espaces E(k, j) orthogonaux deux à deux et
possédant les propriétés suivantes :

(i) E(k, j) est de dimension (2j + 1).

(ii) E(k, j) est globalement invariant sous l’action de J2, Jz, J± et, plus géné-
ralement, de toute fonction F (J) ; en d’autres termes, ces opérateurs n’ont
d’éléments de matrice non nuls qu’à l’intérieur de chacun des sous-espaces
E(k, j).

(iii) À l’intérieur d’un sous-espace E(k, j), les éléments de matrice d’une fonc-
tion quelconque F (J) du moment cinétique J sont indépendants de k.
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Remarque:
Comme nous l’avons signalé au § C-3-a du Chapitre VI, on peut donner à l’indice k
une signification physique concrète en choisissant comme base standard le système des
vecteurs propres communs à J2, Jz et une ou plusieurs observables commutant avec les
trois composantes de J et formant un E.C.O.C. avec J2 et Jz Si par exemple :

[A, J] = 0 (C-3)

et si l’ensemble {A, J2, Jz} est un E.C.O.C., on impose aux vecteurs |k, j, m〉 d’être
vecteurs propres de A :

A|k, j, m〉 = ak,j |k, j, m〉 (C-4)

Les relations (C-1), (C-2) et (C-4) déterminent dans ce cas la base standard {|k, j, m〉} ;
chacun des E(k, j) est sous-espace propre de A, l’indice k servant à distinguer entre elles
les diverses valeurs propres ak,j associées à chaque valeur de j.

C-2. Position du problème

C-2-a. Espace des états

Considérons un système physique formé par la réunion de deux sous-systèmes
(par exemple un système de deux particules). Nous affecterons d’indices 1 et 2
respectivement les grandeurs relatives aux deux sous-systèmes.

Nous supposons connue, dans l’espace des états E1 du sous-système (1), une
base standard {|k1, j1, m1〉} constituée de vecteurs propres communs à J2

1 et J1z,
où J1 est l’opérateur moment cinétique du sous-système (1) :

J2
1|k1, j1, m1〉 = j1(j1 + 1)�2|k1, j1, m1〉 (C-5a)

J1z |k1, j1, m1〉 = m1�|k1, j1, m1〉 (C-5b)

J1±|k1, j1, m1〉 = �

√
j1(j1 + 1) − m1(m1 ± 1)|k1, j1, m1 ± 1〉 (C-5c)

De même, l’espace des états E2 du sous-système (2) est rapporté à une base standard
{|k2, j2, m2〉} :

J2
2|k2, j2, m2〉 = j2(j2 + 1)�2|k2, j2, m2〉 (C-6a)

J2z |k2, j2, m2〉 = m2�|k2, j2, m2〉 (C-6b)

J2±|k2, j2, m2〉 = �

√
j2(j2 + 1) − m2(m2 ± 1)|k2, j2, m2 ± 1〉 (C-6c)

L’espace des états du système global est le produit tensoriel de E1 et E2 :

E = E1 ⊗ E2 (C-7)

Nous y connaissons une base, formée par produit tensoriel des bases choisies dans
E1 et E2. Nous noterons |k1, k2; j1, j2; m1, m2〉 les vecteurs de cette base :

|k1, k2; j1, j2; m1, m2〉 = |k1, j1, m1〉 ⊗ |k2, j2, m2〉 (C-8)

Les espaces E1 et E2 peuvent être considérés comme des sommes directes de
sous-espaces E1(k1, j1) et E2(k2, j2) possédant les propriétés rappelées au § C-1 :

E1 =
∑

⊕
E1(k1, j1) (C-9a)

E2 =
∑

⊕
E2(k2, j2) (C-9b)
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Par conséquent, E est somme directe des sous-espaces E(k1, k2; j1, j2) obtenus par
produit tensoriel d’un espace E1(k1, j1) et d’un espace E2(k2, j2) :

E =
∑

⊕
E(k1, k2; j1, j2) (C-10)

avec :

E(k1, k2; j1, j2) = E1(k1, j1) ⊗ E2(k2, j2) (C-11)

Le sous-espace E(k1, k2; j1, j2) a pour dimension (2j1 + 1)(2j2 + 1) ; il est glo-
balement invariant sous l’action d’une fonction quelconque de J1 et J2 (J1 et J2

désignent ici les prolongements dans E des opérateurs de moment cinétique primi-
tivement définis dans E1 et E2 respectivement).

C-2-b. Moment cinétique total. Relations de commutation

Le moment cinétique total du système considéré est défini par :

J = J1 + J2 (C-12)

où J1 et J2, prolongements d’opérateurs agissant dans des espaces E1 et E2 différents,
commutent. Bien entendu, les composantes de J1 d’une part, et de J2 d’autre part,
vérifient les relations de commutation caractéristiques des moments cinétiques. Il
est facile de s’assurer que les composantes de J vérifient également de telles relations
[le calcul est le même qu’en (B-4)].

Comme J1 et J2 commutent séparément avec J2
1 et J2

2, il en est de même de
J ; en particulier, J2 et Jz commutent avec J2

1 et J2
2 :

[Jz, J2
1] = [Jz , J2

2] = 0 (C-13a)

[J2, J2
1] = [J2, J2

2] = 0 (C-13b)

D’autre part, J1z et J2z commutent évidemment avec Jz :

[J1z , Jz] = [J2z , Jz] = 0 (C-14)

mais pas avec J2. En effet, ce dernier opérateur s’écrit, en fonction de J1 et J2, sous
la forme :

J2 = J2
1 + J2

2 + 2J1 · J2 (C-15)

et, comme en (B-9) ; J1z et J2z ne commutent pas avec J1 · J2. On peut ici aussi
transformer l’expression de J2 en :

J2 = J2
1 + J2

2 + 2J1zJ2z + J1+J2− + J1−J2+ (C-16)

C-2-c. Le changement de base à effectuer

Un vecteur |k1, k2; j1, j2; m1, m2〉 de la base (C-8) est simultanément état
propre des observables :

J2
1, J2

2, J1z, J2z (C-17)
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avec les valeurs propres respectives j1(j1 + 1)�2, j2(j2 + 1)�2, m1�, m2�. La base
(C-8) est bien adaptée à l’étude des moments cinétiques individuels J1 et J2 des
deux sous-systèmes.

D’après les égalités (C-13), les observables :

J2
1, J2

2, J2, Jz (C-18)

commutent aussi entre elles. Nous allons construire un système orthonormé de vec-
teurs propres communs à ces dernières observables : cette nouvelle base sera bien
adaptée à l’étude du moment cinétique total du système. Notons que cette base sera
distincte de la précédente, puisque J2 ne commute pas avec J1z et J2z (§ C-2-bs
ci-dessus).

Remarque:
Pour donner une signification concrète aux indices k1 et k2, supposons (cf. remarque du
§ C-1) que l’on connaisse dans E1 un E.C.O.C. {A1, J2

1, J1z} où A1 commute avec les trois
composantes de J1, et dans E2 un E.C.O.C. {A2, J2

2, J2z} où A2 commute avec les trois
composantes de J2. On peut alors choisir pour base standard {|k1, j1, m1〉} le système
orthonormé des vecteurs propres communs à A1, J2

1 et J1z , et pour {|k2, j2, m2〉} celui
des vecteurs propres communs à A2, J2

2 et J2z . L’ensemble :

{A1, A2; J2
1, J2

2; J1z , J2z} (C-19)

constitue alors un E.C.O.C. dans E, dont les vecteurs propres sont les kets (C-8). Comme
l’observable A1 commute séparément avec les composantes de J1 et celles de J2, elle
commute également avec J, et en particulier avec J2 et Jz ; il en est de même bien sûr de
A2. Par conséquent, les observables :

A1, A2, J2
1, J2

2, J2, Jz (C-20)

commutent entre elles. Nous verrons qu’elles forment en fait un E.C.O.C. ; la nouvelle base
que nous cherchons à déterminer constitue le système orthonormé des vecteurs propres de
cet E.C.O.C.

Le sous-espace E(k1, k2; j1, j2) de E défini en (C-11) est globalement invariant
sous l’action de tout opérateur fonction de J1 et J2, et donc sous l’action de toute
fonction du moment cinétique total J. Il s’ensuit que les observables J2 et Jz que
nous voulons diagonaliser n’ont d’éléments de matrice non nuls qu’entre vecteurs
appartenant à un même sous-espace (k1, k2; j1, j2) ; les matrices (en général infinies)
qui représentent J2 et Jz dans la base (C-8) sont “diagonales par blocs”, c’est-à-
dire qu’elles se décomposent en une suite de sous-matrices dont chacune correspond
à un sous-espace E(k1, k2; j1, j2) déterminé. Le problème est donc ramené à un
changement de base à l’intérieur de chacun des sous-espaces E(k1, k2; j1, j2), de
dimension finie (2j1 + 1)(2j2 + 1).

De plus, les éléments de matrice dans la base (C-8) d’une fonction quelconque
de J1 et J2 sont indépendants de k1 et k2 ; c’est donc le cas pour ceux de J2 et Jz.
Par suite, le problème de la diagonalisation de J2 et Jz se présente de façon identique
à l’intérieur de tous les sous-espaces E(k1, k2; j1, j2) correspondant aux mêmes va-
leurs de j1 et j2. C’est pour cette raison que l’on parle le plus souvent de composer
les moments cinétiques j1 et j2, sans préciser les autres nombres quantiques. Pour
alléger l’écriture, nous supprimerons désormais les indices k1 et k2 ; nous noterons
E(j1, j2) le sous-espace E(k1, k2; j1, j2) et |j1, j2; m1, m2〉 les vecteurs de la base
(C-8) appartenant à ce sous-espace :

E(j1, j2) ≡ E(k1, k2; j1, j2) (C-21a)

|j1, j2; m1, m2〉 ≡ |k1, k2; j1, j2; m1, m2〉 (C-21b)
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Comme J est un moment cinétique et que E(j1, j2) est globalement invariant sous
l’action d’une fonction quelconque de J, les résultats du Chapitre VI rappelés ci-
dessus (§ C-1) sont applicables ; par suite E(j1, j2) est une somme directe de sous-
espaces E(k, J) orthogonaux deux à deux, chacun d’entre eux étant globalement
invariant sous l’action de J2, Jz , J+ et J− :

E(j1, j2) =
∑

⊕
E(k, J) (C-22)

Il s’agit finalement de résoudre le double problème suivant :

(i) j1 et j2 étant donnés, quelles sont les valeurs de J qui apparaissent dans la
formule (C-22), et combien de sous-espaces E(k, J) distincts sont associés
à chacune d’elles ?

(ii) Comment les vecteurs propres de J2 et Jz appartenant à E(j1, j2) se
développent-ils sur la base {|j1, j2; m1, m2〉} ?

Le § C-3 fournit la réponse à la première de ces deux questions, et le § C-4 à la
deuxième.

Remarques:

(i) Nous avons présenté J1 et J2 comme les moments cinétiques de deux
sous- systèmes distincts. En fait, nous savons (§ A-2) qu’on peut avoir
à composer le moment cinétique orbital et le spin d’une même particule.
Tous les raisonnements et résultats de ce § C sont applicables à ce cas, E1

et E2 étant simplement remplacés par Er et Es.

(ii) Pour composer plusieurs moments cinétiques, on compose d’abord les
deux premiers, puis le moment cinétique ainsi obtenu avec le troisième,
et ainsi de suite jusqu’au dernier.

C-3. Valeurs propres de J2 et Jz

C-3-a. Cas particulier de deux spins 1/2

Reprenons tout d’abord le problème simple que nous avons traité au § B. Les
espaces E1 et E2 comprennent chacun, dans ce cas, un seul sous-espace invariant, et
l’espace produit tensoriel E un seul sous-espace E(j1, j2), pour lequel j1 = j2 = 1/2.

Les résultats rappelés au § C-1 permettent de retrouver très simplement les va-
leurs du nombre quantique S associé au spin total. En effet, l’espace E = E(1/2, 1/2)
doit être une somme directe de sous-espaces E(k, S) à (2S + 1) dimensions ; chacun
de ces sous-espaces contient un vecteur propre de Sz et un seul correspondant à
chacune des valeurs de M telles que |M | ≤ S. Or nous savons (cf. § B-2) que les
seules valeurs atteintes par M sont 1, −1 et 0, les deux premières étant non dégéné-
rées, et la troisième dégénérée d’ordre 2. On en déduit directement les conclusions
suivantes :

(i) Les valeurs de S supérieures à 1 sont exclues : pour que S = 2, par
exemple, soit possible, il faudrait qu’il existe au moins un vecteur propre
de Sz de valeur propre 2�.

(ii) S = 1 est réalisée (puisque M = 1 l’est), et une seule fois : M = 1 n’est
pas dégénérée.
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(iii) Il en est de même pour S = 0 : le sous-espace caractérisé par S = 1 com-
prend un seul vecteur ayant M = 0, et cette valeur de M est doublement
dégénérée dans l’espace E(1/2, 1/2).

L’espace à quatre dimensions E(1/2, 1/2) se décompose donc en un sous-
espace associé à S = 1 (trois dimensions) et un sous-espace associé à S = 0 (une
dimension).

C’est par un raisonnement tout à fait analogue au précédent que nous allons
déterminer les valeurs possibles de J dans le cas général où j1 et j2 sont quelconques.

C-3-b. Les valeurs propres de Jz et leur degré de dégénérescence

Conformément aux conclusions du § C-2-c ci-dessus, nous nous plaçons à
l’intérieur d’un sous-espace E(j1, j2), bien déterminé, de dimension (2j1+1)(2j2+1).
Nous supposerons que j1 et j2 sont numérotés de telle sorte que :

j1 ≥ j2 (C-23)

Les vecteurs |j1, j2; m1, m2〉 sont déjà états propres de Jz :

Jz |j1, j2; m1, m2〉 = (J1z + J2z)|j1, j2; m1, m2〉
= (m1 + m2)�|j1, j2; m1, m2〉 (C-24)

et les valeurs propres M� correspondantes sont telles que :

M = m1 + m2 (C-25)

Par conséquent, M prend les valeurs suivantes :

j1 + j2 , j1 + j2 − 1 , j1 + j2 − 2 , ..., −(j1 + j2) (C-26)

Pour trouver le degré de dégénérescence gj1,j2 (M) de ces diverses valeurs,
on peut utiliser le procédé géométrique suivant. À chaque vecteur |j1, j2; m1, m2〉
on fait correspondre, sur un diagramme à deux dimensions, le point d’abscisse m1

et d’ordonnée m2. Tous ces points sont situés à l’intérieur, ou sur les côtés, du
rectangle dont les sommets ont pour coordonnées (j1, j2), (j1, −j2), (−j1, −j2) et
(−j1, j2) ; la Figure 1 représente par exemple les 15 points associés aux vecteurs
de base dans le cas où j1 = 2 et j2 = 1 (les valeurs de m1 et m2 sont indiquées à
côté de chaque point). Tous les points situés sur une même parallèle à la deuxième
bissectrice correspondent à la même valeur de M = m1 + m2 ; leur nombre est donc
égal à la dégénérescence gj1,j2(M) de cette valeur de M .

Considérons alors les diverses valeurs de M , que nous classerons par ordre
décroissant, et traçons la parallèle à la deuxième bissectrice définie par chacune
d’elles (Fig. 1) ; M = j1+j2 n’est pas dégénérée, car la droite qu’elle caractérise passe
uniquement par le sommet supérieur droit du rectangle, de coordonnées (j1, j2) :

gj1,j2 (j1 + j2) = 1 (C-27)

M = j1 +j2 −1 est doublement dégénérée, puisque la droite correspondante contient
les points (j1, j2 − 1) et (j1 − 1, j2) :

gj1,j2 (j1 + j2 − 1) = 2 (C-28)
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Figure 1 – Couples de valeurs (m1, m2) possibles pour les kets |j1, j2; m1, m2〉 ;
on a pris le cas où j1 = 2 et j2 = 1. Les points associés à une valeur donnée de
M = m1 + m2 sont situés sur une droite parallèle à la deuxième bissectrice (droites
en traits tiretés).

Le degré de dégénérescence augmente ainsi d’une unité chaque fois qu’on diminue
M d’une unité, et ceci jusqu’à ce qu’on atteigne le sommet inférieur droit du rec-
tangle (m1 = j1, m2 = −j2), c’est-à-dire la valeur M = j1 − j2 ; le nombre de points
sur la droite est alors maximum, et vaut :

gj1,j2 (j1 − j2) = 2j2 + 1 (C-29)

Lorsque M décroît au-delà de j1 −j2, gj1,j2 (M) reste d’abord constant et égal à son
maximum tant que la droite associée à M coupe le rectangle dans toute sa largeur,
c’est-à-dire jusqu’à ce qu’elle passe par le sommet supérieur gauche du rectangle
(m1 = −j1, m2 = j2) :

gj1,j2 (M) = 2j2 + 1 pour − (j1 − j2) ≤ M ≤ j1 − j2 (C-30)

Enfin, pour M inférieur à −(j1 − j2), la droite correspondante ne coupe plus le côté
horizontal supérieur du rectangle, et gj1,j2 (M) décroît régulièrement d’une unité
quand M décroît d’une unité, pour atteindre à nouveau 1 lorsque M = −(j1 + j2)
(sommet inférieur gauche du rectangle) ; par conséquent :

gj1,j2 (−M) = gj1,j2 (M) (C-31)

Ces résultats sont résumés, pour j1 = 2 et j2 = 1, sur la Figure 2 qui donne g2,1(M)
en fonction de M .

C-3-c. Les valeurs propres de J2

Remarquons tout d’abord que les valeurs (C-26) de M sont toutes entières si
j1 et j2 sont tous deux entiers ou tous deux demi-entiers, et toutes demi-entières
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Figure 2 – Valeur du degré de dégénérescence gj1,j2 (M) en fonction de M ; comme
sur la Figure 1, on a représenté le cas où j1 = 2 et j2 = 1. Le degré de dégénérescence
gj1,j2 (M) s’obtient simplement en comptant le nombre de points sur une des droites
tiretées de la Figure 1.

si j1 et j2 sont l’un entier et l’autre demi-entier. Par conséquent, les valeurs de J
correspondantes vont, elles aussi, être toutes entières dans le premier cas et toutes
demi-entières dans le deuxième.

La valeur maximale atteinte par M étant j1 + j2, aucune des valeurs de
J supérieures à j1 + j2 n’est réalisée dans E(j1, j2), et n’apparaît donc dans la
somme directe (C-22). A J = j1 + j2 est associé un sous-espace invariant (puisque
M = j1 + j2 existe) et un seul (puisque M = j1 + j2 n’est pas dégénérée). Dans ce
sous-espace E(J = j1 + j2) figure un vecteur et un seul ayant M = j1 + j2 − 1 ; or
cette valeur de M est deux fois dégénérée dans E(j1, j2) ; donc J = j1 + j2 − 1 est
aussi réalisée, et il lui correspond un seul sous-espace invariant E(J = j1 + j2 − 1).

De façon plus générale, désignons par pj1,j2 (J) le nombre de sous-espaces
E(k, J) de E(j1, j2) associés à une valeur donnée de J , c’est-à-dire le nombre de
valeurs différentes de k pour cette valeur de J (j1 et j2 étant déjà fixés au départ) ;
pj1,j2(J) et gj1,j2(M) sont très simplement reliés. Considérons en effet une valeur
particulière de M ; il lui correspond un vecteur et un seul dans chacun des sous-
espaces E(k, J) tels que J ≥ |M | ; son degré de dégénérescence gj1,j2(M) dans
E(j1, j2) peut donc s’écrire :

gj1,j2 (M) = pj1,j2 (J = |M |) + pj1,j2 (J = |M | + 1)

+ pj1,j2 (J = |M | + 2) + ... (C-32)

On en déduit inversement pj1,j2 (J) en fonction de gj1,j2(M) :

pj1,j2 (J) = gj1,j2(M = J) − gj1,j2 (M = J + 1)

= gj1,j2(M = −J) − gj1,j2(M = −J − 1) (C-33)

Les résultats du § C-3-b permettent alors de déterminer immédiatement les va-
leurs du nombre quantique J qui sont effectivement réalisées dans E(j1, j2) et le
nombre de sous-espaces invariants E(k, J) qui leur sont associés. Tout d’abord, on
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a évidemment :

pj1,j2 (J) = 0 pour J > j1 + j2 (C-34)

puisque gj1,j2(M) est nul pour |M | > j1+j2. D’autre part, d’après (C-27) et (C-28) :

pj1,j2 (J = j1 + j2) = gj1,j2 (M = j1 + j2) = 1 (C-35a)

pj1,j2 (J = j1 + j2 − 1) = gj1,j2 (M = j1 + j2 − 1) − gj1,j2 (M = j1 + j2) = 1
(C-35b)

On trouve ainsi de proche en proche toutes les valeurs de pj1,j2 (J) :

pj1,j2 (J = j1 + j2 − 2) = 1, ..., (C-36a)

..., pj1,j2 (J = j1 − j2) = 1 (C-36b)

et enfin d’après (C-30) :

pj1,j2 (J) = 0 pour J < j1 − j2 (C-37)

Donc, pour j1 et j2 fixés [c’est-à-dire à l’intérieur d’un espace E(j1, j2) déterminé],
les valeurs propres de J2 sont telles que 3 :

J = j1 + j2 , j1 + j2 − 1 , j1 + j2 − 2 , ..., |j1 − j2| (C-38)

A chacune de ces valeurs est associé un seul sous-espace invariant E(J), de sorte que
l’indice k qui figure dans (C-22) est en réalité inutile. Ceci entraîne en particulier
que, si l’on se fixe une valeur de J appartenant à l’ensemble (C-38) et une valeur
de M compatible avec la précédente, il leur correspond un vecteur et un seul dans
E(j1, j2) ; en effet, la donnée de J suffit à déterminer le sous-espace E(J), dans lequel
la donnée de M définit un vecteur et un seul. Autrement dit, J2 et Jz forment un
E.C.O.C. dans E(j1, j2).

Remarque:
On peut vérifier que le nombre de couples (J, M) réalisés dans E(j1, j2) est
bien égal à la dimension (2j1 + 1)(2j2 + 1) de cet espace. En effet, ce nombre
vaut (si par exemple j1 ≥ j2) :

j1+j2∑
J=j1−j2

(2J + 1) (C-39)

Si nous posons :

J = j1 − j2 + i (C-40)

la somme (C-39) se calcule aisément :

j1+j2∑
J=j1−j2

(2J + 1) =
2j2∑
i=0

[2(j1 − j2 + i) + 1]

= [2(j1 − j2) + 1](2j2 + 1) + 2
2j2(2j2 + 1)

2
= (2j2 + 1)(2j1 + 1) (C-41)

3. Nous avons jusqu’ici supposé j1 ≥ j2, mais il est facile de reprendre le raisonnement dans
le cas contraire j1 < j2 : il suffit d’intervertir les indices 1 et 2.
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C-4. Vecteurs propres communs à J2 et Jz

Nous noterons |J, M〉 les vecteurs propres communs à J2 et Jz appartenant à
l’espace E(j1, j2) ; en toute rigueur, il conviendrait de rappeler dans cette notation
les valeurs de j1 et j2, mais nous les sous-entendrons, puisqu’elles sont les mêmes
que dans les vecteurs (C-21b) dont les |J, M〉 seront combinaisons linéaires. Bien
entendu, les indices J et M se réfèrent aux valeurs propres de J2 et Jz :

J2|J, M〉 = J(J + 1)�2|J, M〉 (C-42a)

Jz|J, M〉 = M�|J, M〉 (C-42b)

et les vecteurs |J, M〉, comme tous ceux de l’espace E(j1, j2), sont vecteurs propres
de J2 et J2

2 avec les valeurs propres j1(j1 + 1)�2 et j2(j2 + 1)�2 respectivement.

C-4-a. Cas particulier de deux spins 1/2

Nous allons tout d’abord montrer comment l’utilisation de résultats généraux
concernant les moments cinétiques permet de retrouver simplement, sans diagona-
liser la matrice représentative de S2, l’expression des vecteurs |S, M〉 établie au
§ B-3. C’est en généralisant cette méthode que nous construirons ensuite (§ 4-b) les
vecteurs |J, M〉 dans le cas où j1 et j2 sont quelconques.

α. Le sous-espace E(S = 1)

Le ket |+, +〉 est, dans l’espace des états E = E(1/2, 1/2), l’unique vecteur
propre de Sz associé à M = 1. Comme S2 et Sz commutent et que la valeur M = 1
n’est pas dégénérée, |+, +〉 est forcément aussi vecteur propre de S2 (§ D-3-a du
Chapitre II). D’après le raisonnement du § C-3-a, la valeur correspondante de S ne
peut être que 1. Nous pouvons donc choisir la phase du vecteur |S = 1, M = 1〉 de
façon que :

|1, 1〉 = |+, +〉 (C-43)

Il est ensuite facile de trouver les autres états du triplet. Nous savons en effet,
d’après la théorie générale du moment cinétique, que :

S−|1, 1〉 = �

√
1(1 + 1) − 1(1 − 1)|1, 0〉

= �
√

2|1, 0〉 (C-44)

Par conséquent :

|1, 0〉 =
1

�
√

2
S−|+, +〉 (C-45)

Pour calculer explicitement |1, 0〉 dans la base {|ε1, ε2〉}, il suffit de se rappeler que
la définition (B-3) du spin total S implique :

S− = S1− + S2− (C-46)
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On obtient alors :

|1, 0〉 =
1

�
√

2
(S1− + S2−)|+, +〉

=
1

�
√

2
[�|−, +〉 + �|+, −〉]

=
1√
2

[|−, +〉 + |+, −〉] (C-47)

On peut enfin appliquer à nouveau S− à |1, 0〉, c’est-à-dire (S1−+S2−) à l’expression
(C-47), ce qui donne :

|1, −1〉 =
1

�
√

2
S−|1, 0〉

=
1

�
√

2
(S1− + S2−)

1√
2

[|−, +〉 + |+, −〉]

=
1
2�

[�|−, −〉 + �|−, −〉]
= |−, −〉 (C-48)

Bien entendu, ce dernier résultat aurait pu être obtenu directement par un raison-
nement analogue à celui qui a été appliqué ci-dessus à |+, +〉. Le calcul précédent
a cependant un léger avantage : il permet de fixer, conformément aux conventions
générales posées au § C-3-a du Chapitre VI, les facteurs de phase qui pourraient
apparaître dans |1, 0〉 et |1, −1〉 à partir de celui qui a été choisi pour |1, 1〉 en
(C-43).

β. L’état |S = 0, M = 0〉
L’unique vecteur |S = 0, M = 0〉 du sous-espace E(S = 0) est déterminé à un

facteur près par la simple condition d’être orthogonal aux trois vecteurs |1, M〉 que
nous venons de construire.

En effet, étant orthogonal à |1, 1〉 = |+, +〉 et |1, −1〉 = |−, −〉, |0, 0〉 ne
peut être qu’une combinaison linéaire de |+, −〉 et |−, +〉 :

|0, 0〉 = α|+, −〉 + β|−, +〉 (C-49)

qui sera normée si :

〈0, 0|0, 0〉 = |α|2 + |β|2 = 1 (C-50)

Ecrivons alors que son produit scalaire par |1, 0〉 [cf. (C-47)] est nul :

1√
2

(α + β) = 0 (C-51)

Les coefficients α et β sont donc opposés, ce qui, compte tenu de (C-50), les fixe à
un facteur de phase près :

α = −β =
1√
2

eiχ (C-52)
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où χ est un nombre réel quelconque. Nous choisirons χ = 0, ce qui donne :

|0, 0〉 =
1√
2

[|+, −〉 − |−, +〉] (C-53)

Nous avons ainsi calculé les quatre vecteurs |S, M〉 sans avoir à écrire expli-
citement la matrice représentant S2 dans la base {|ε1, ε2〉}.

C-4-b. Cas général (j1, et j2 quelconques)

Nous avons montré au § C-3-c que la décomposition de E(j1, j2) en somme
directe de sous-espaces invariants E(J) s’écrit :

E(j1, j2) = E(j1 + j2) ⊕ E(j1 + j2 − 1) ⊕ ... ⊕ E (|j1 − j2|) (C-54)

Nous allons voir maintenant comment on peut déterminer les vecteurs |J, M〉 qui
engendrent ces sous-espaces.

α. Le sous-espace E(J = j1 + j2)

Le ket |j1, j2; m1 = j1, m2 = j2〉 est, dans E(j1, j2), l’unique vecteur propre
de Jz associé à M = j1+j2. Comme J2 et Jz commutent et que la valeur M = j1+j2

n’est pas dégénérée, |j1, j2; m1 = j1, m2 = j2〉 est forcément aussi vecteur propre
de J2. D’après (C-54), la valeur correspondante de J ne peut être que j1 + j2. Nous
pouvons choisir la phase du vecteur

|J = j1 + j2 , M = j1 + j2〉

de façon que :

|j1 + j2 , j1 + j2〉 = |j1, j2; j1, j2〉 (C-55)

A partir de cette formule, l’application répétée de l’opérateur J− permet de
compléter la famille des vecteurs |J, M〉 pour lesquels J = j1 + j2. Ainsi, d’après
les formules générales (C-50) du Chapitre VI :

J− |j1 + j2 , j1 + j2〉 = �

√
2(j1 + j2) |j1 + j2 , j1 + j2 − 1〉 (C-56)

On peut donc calculer le vecteur correspondant à J = j1 + j2 et M = j1 + j2 − 1 en
appliquant J− = J1− + J2− au vecteur |j1, j2; j1, j2〉 :

|j1 + j2 , j1 + j2 − 1〉 =
1

�
√

2(j1 + j2)
J− |j1 + j2 , j1 + j2〉

=
1

�
√

2(j1 + j2)
(J1− + J2−) |j1, j2; j1, j2〉

=
1

�
√

2(j1 + j2)

[
�

√
2j1 |j1, j2; j1 − 1, j2〉

+ �
√

2j2 |j1, j2 ; j1, j2 − 1〉 ] (C-57)
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c’est-à-dire :

|j1 + j2 , j1 + j2 − 1〉 =

√
j1

j1 + j2
|j1, j2 ; j1 − 1, j2〉

+

√
j2

j1 + j2
|j1, j2 ; j1, j2 − 1〉 (C-58)

Remarquons qu’on obtient bien ainsi une combinaison linéaire des deux vecteurs de
base correspondant à M = j1 + j2 − 1, et que cette combinaison est directement
normée.

On répète ensuite le procédé : on construit |j1 + j2, j1 + j2 −2〉 en faisant agir
J− sur les deux membres de (C-58) (pour le second membre, on prend cet opérateur
sous la forme J1− + J2−), et ainsi de proche en proche jusqu’à |j1 + j2, −(j1 + j2)〉,
qu’on trouve égal à |j1, j2; −j1, −j2〉.

Nous savons donc calculer les [2(j1 + j2) + 1] premiers vecteurs de la base
{|J, M〉}, qui correspondent à J = j1 + j2 et M = j1 + j2, j1 + j2 − 1, ..., −(j1 + j2),
et engendrent le sous-espace E(J = j1 + j2) de E(j1, j2).

β. Les autres sous-espaces E(J)

Considérons maintenant l’espace S (j1 + j2), supplémentaire de E(j1 + j2)
dans E(j1, j2). D’après (C-54), S (j1 + j2) se décompose en :

S (j1 + j2) = E(j1 + j2 − 1) ⊕ E(j1 + j2 − 2) ⊕ ... ⊕ E(|j1 − j2|) (C-59)

On peut donc lui appliquer les mêmes raisonnements qu’au § α précédent.
Dans S (j1 + j2), le degré de dégénérescence g′

j1,j2
(M) d’une valeur donnée

de M est inférieur d’une unité à gj1,j2 (M), puisque E(j1 + j2) comporte un vecteur
et un seul associé à cette valeur de M :

g′
j1,j2

(M) = gj1,j2 (M) − 1 (C-60)

Cela signifie en particulier que M = j1 + j2 n’existe plus dans S (j1 + j2), et que
la nouvelle valeur maximale M = j1 + j2 − 1 n’est pas dégénérée. On en déduit
comme au § α que le vecteur correspondant est forcément proportionnel à |J =
j1 + j2 − 1, M = j1 + j2 − 1〉. Il est facile de trouver son développement sur la base
{|j1, j2; m1, m2〉} ; en effet, à cause de la valeur de M , il est sûrement de la forme :

|j1 + j2 − 1 , j1 + j2 − 1〉 = α |j1, j2 ; j1, j2 − 1〉
+ β |j1, j2 ; j1 − 1, j2〉 (C-61)

avec :

|α|2 + |β|2 = 1 (C-62)

pour assurer sa normalisation. Il doit de plus être orthogonal à
|j1 + j2, j1 + j2 − 1〉 qui appartient à E(j1 + j2), et dont l’expression est donnée
en (C-58) ; les coefficients α et β doivent donc vérifier :

α

√
j2

j1 + j2
+ β

√
j1

j1 + j2
= 0 (C-63)
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Les égalités (C-62) et (C-63) déterminent α et β à un facteur de phase près ; nous
choisirons α et β réels, et par exemple α positif ; avec ces conventions :

|j1 + j2 − 1 , j1 + j2 − 1〉 =

√
j1

j1 + j2
|j1, j2 ; j1, j2 − 1〉

−
√

j2

j1 + j2
|j1, j2 ; j1 − 1, j2〉 (C-64)

Ce vecteur est le premier d’une nouvelle famille, caractérisée par J = j1 + j2 − 1.
Comme au § α, on en déduit les autres en appliquant J− autant de fois qu’il est
nécessaire. On obtient ainsi [2(j1 + j2 − 1) + 1] vecteurs |J, M〉 correspondant à

J = j1 + j2 − 1 et M = j1 + j2 − 1, j1 + j2 − 2, ..., −(j1 + j2 − 1),

et engendrant le sous-espace E(J = j1 + j2 − 1).
Considérons ensuite l’espace S (j1 + j2, j1 + j2 − 1), supplémentaire de la

somme directe E(j1 + j2) ⊕ E(j1 + j2 − 1) dans E(j1, j2) 4 :

S (j1 + j2 , j1 + j2 − 1) = E(j1 + j2 − 2) ⊕ ... ⊕ E(|j1 − j2|) (C-65)

Dans S (j1 + j2 , j1 + j2 − 1), la dégénérescence de chaque valeur de M est encore
diminuée d’une unité par rapport à ce qu’elle était dans S (j1 + j2). En particulier,
la valeur maximale est maintenant M = j1 + j2 − 2, et elle n’est pas dégénérée ; le
vecteur correspondant de S (j1 + j2 , j1 + j2 − 1) est donc forcément |J = j1 + j2 −
2 , M = j1 + j2 − 2〉. Pour le calculer dans la base {|j1, j2 ; m1, m2〉}, il suffit de
remarquer que c’est une combinaison linéaire des trois vecteurs |j1, j2 ; j1, j2 − 2〉,
|j1, j2 ; j1 − 1, j2 − 1〉, |j1, j2 ; j1 − 2, j2〉 ; les coefficients de cette combinaison
sont fixés à un facteur de phase près par la triple condition qu’elle soit normée et
orthogonale à |j1 + j2 , j1 + j2 − 2〉 et |j1 + j2 − 1 , j1 + j2 − 2〉 (qui sont déjà
connus). Ensuite, l’utilisation de J− fournit les autres vecteurs de cette troisième
famille, définissant E(j1 + j2 − 2).

Le procédé peut être poursuivi sans difficulté jusqu’à ce qu’on ait épuisé toutes
les valeurs de M supérieures ou égales à |j1 − j2| [et par conséquent aussi, d’après
(C-31), toutes celles qui sont inférieures ou égales à −|j1−j2|]. On connaît alors tous
les vecteurs |J, M〉 cherchés. Cette méthode est illustrée, dans le Complément AX,
sur deux exemples particuliers.

C-4-c. Coefficients de Clebsch-Gordan

Dans chaque espace E(j1, j2), les vecteurs propres de J2 et Jz sont des com-
binaisons linéaires des vecteurs de la base initiale {|j1, j2 ; m1, m2〉} :

|J, M〉 =
j1∑

m1=−j1

j2∑
m2=−j2

|j1, j2 ; m1, m2〉 〈j1, j2 ; m1, m2|J, M〉 (C-66)

Les coefficients 〈j1, j2 ; m1, m2|J, M〉 de ces développements sont appelés coeffi-
cients de Clebsch-Gordan.

4. Bien entendu, S (j1 + j2, j1 + j2 − 1) n’existe que si j1 + j2 − 2 n’est pas inférieur à
|j1 − j2|.
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Remarque:

En toute rigueur, les vecteurs |j1, j2 ; m1, m2〉 et |J, M〉 devraient être notés
respectivement |k1, k2; j1, j2; m1, m2〉 et |k1, k2; j1, j2; J, M〉 [les valeurs de
k1 et k2, comme celles de j1 et j2, seraient alors les mêmes dans les deux
membres des égalités (C-66)]. Cependant, nous ne ferons pas figurer k1 et
k2 dans les symboles qui représentent les coefficients de Clebsch-Gordan, car
nous savons que ces derniers sont indépendants de k1 et k2 (§ C-2-c).

Il n’est pas possible de donner une expression générale des coefficients de
Clebsch-Gordan, mais la méthode exposée au § C-4-b permet de les calculer de
proche en proche pour n’importe quelles valeurs de j1 et j2. Pour les applications
pratiques, signalons l’existence de tables numériques de coefficients de Clebsch-
Gordan.

En fait, pour déterminer les coefficients de Clebsch-Gordan de manière unique,
il faut poser un certain nombre de conventions de phase [nous avons déjà signalé
ce fait lorsque nous avons écrit les formules (C-55) et (C-64)] : on prend toujours
les coefficients de Clebsch-Gordan réels ; le choix porte alors sur le signe de certains
d’entre eux (évidemment, les signes relatifs des coefficients apparaissant dans le
développement d’un même vecteur |J, M〉 sont fixés ; seul peut être choisi arbitrai-
rement le signe global du développement).

Les résultats du § C-4-b impliquent que 〈j1, j2 ; m1, m2|J, M〉 n’est différent
de zéro que si :

M = m1 + m2 (C-67a)

|j1 − j2| ≤ J ≤ j1 + j2 (C-67b)

J étant de même type (entier ou demi-entier) que j1 + j2 et |j1 − j2|. La condition
(C-67b) est souvent désignée sous le nom de “règle du triangle” : on doit pouvoir
former un triangle avec trois segments de longueurs égales à j1, j2 et J.

Les vecteurs |J, M〉 formant également une base orthonormée de l’espace
E(j1, j2), les formules inverses de (C-66) s’écrivent :

|j1, j2 ; m1, m2〉 =
j1+j2∑

J=|j1−j2|

J∑
M=−J

|J, M〉 〈J, M |j1, j2 ; m1, m2〉 (C-68)

Comme d’autre part les coefficients de Clebsch-Gordan ont été choisis tous réels,
les produits scalaires apparaissant dans (C-68) sont tels que :

〈J, M |j1, j2 ; m1, m2〉 = 〈j1, j2 ; m1, m2|J, M〉 (C-69)

Ce sont donc encore les coefficients de Clebsch-Gordan qui permettent d’exprimer
les vecteurs de l’ancienne base {|j1, j2 ; m1, m2〉} en fonction de ceux de la nouvelle
base {〈J, M〉}.

Les coefficients de Clebsch-Gordan possèdent des propriétés intéressantes dont
certaines sont étudiées dans le Complément BX.

Références et conseils de lecture :

Messiah (1.17), Chap. XIII, § V ; Rose (2.19), Chap. III ; Edmonds (2.21),
Chap. 3 et 6.
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Lien avec la théorie des groupes : Meijer et Bauer (2.18), Chap. 5, § 5 et
App. III de ce chapitre ; Bacry (10.31), Chap. 6 ; Wigner (2.23), Chap. 14 et 15.

Harmoniques sphériques vectorielles : Edmonds (2.21), § 5-10 ; Jackson (7.5),
Chap. 16 ; Berestetskii et al. (2.8), §§ 6 et 7 ; Akhiezer et Berestetskii (2.14), § 4.
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COMPLÉMENTS DU CHAPITRE X

AX : EXEMPLES DE COMPOSITION DE MO-
MENTS CINETIQUES

Illustration des résultats du Chapitre X, sur les
cas les plus simples non traités en détail dans ce
chapitre : deux moments cinétiques 1, un moment
l entier et un spin 1/2. Facile, recommandé en
tant qu’exercice pour assimiler les méthodes de
composition des moments cinétiques.

BX : COEFFICIENTS DE CLEBSCH-GORDAN

CX :COMPOSITION DES HARMONIQUES SPHÉ-

RIQUES

Ces compléments techniques sont destinés à éta-
blier un certain nombre de résultats mathéma-
tiques utiles ; ils peuvent être considérés comme
des formulaires de référence.
BX : étude des coefficients de Clebsch-Gordan qui
apparaissent fréquemment en physique dans les
problèmes où interviennent le moment cinétique
et l’invariance par rotation.
CX : démonstration d’une formule concernant
le produit d’harmoniques sphériques ; utile pour
certains compléments et exercices proposés dans
la suite.

DX : OPÉRATEURS VECTORIELS : THÈORÈME DE
WIGNER-ECKART

EX : MOMENTS MULTIPOLAIRES ÉLECTRIQUES

DX, EX : introduction de notions physiques
(observables vectorielles, moments multipolaires)
jouant un rôle important dans de nombreux do-
maines.
DX : étude des opérateurs vectoriels ; démonstra-
tion du théorème de Wigner-Eckart établissant des
règles de proportionnalité entre les éléments de
matrice de ces opérateurs. Plutôt théorique, mais
recommandé car susceptible de nombreuses appli-
cations ; peut notamment étayer un cours de phy-
sique atomique (modèle vectoriel, calcul des fac-
teurs de Landé, etc.).
EX : définition et propriétés des moments mul-
tipolaires électriques d’un système classique ou
quantique ; étude de leurs règles de sélection (ces
moments multipolaires sont fréquemment utilisés
en physique atomique ou nucléaire). Difficulté
moyenne.

FX : ÉVOLUTION DE DEUX MOMENTS CINÉ-

TIQUES J1 ET J2 COUPLÉS PAR UNE INTERAC-

TION aJ1 · J2

Ce complément peut être considéré comme un
exercice corrigé où l’on aborde un problème à la
base du modèle vectoriel de l’atome : l’évolution
temporelle de deux moments cinétiques J1 et J2

couplés par une interaction en W = aJ1 · J2.
Ce point de vue dynamique complète en quelque
sorte les résultats du Chapitre X concernant les
états propres de W . Assez facile.
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GX : EXERCICES Les exercices 7 à 10 sont plus difficiles que les
autres : les exercices 7, 8, 9 sont des prolon-
gements des Compléments DX et FX, dont ils
généralisent certains résultats (notion de compo-
sante standard, d’opérateur tensoriel irréductible,
théorème de Wigner-Eckart) ; l’exercice 10 aborde
le problème des différentes façons de coupler trois
moments cinétiques.
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Complément AX

Exemples de composition de moments cinétiques

1 Composition de j1 = 1 et j2 = 1 . . . . . . . . . . . . . . 1051

1-a Le sous-espace E(J = 2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1051

1-b Le sous-espace E(J = 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1052

1-c Le vecteur |J = 0, M = 0〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . 1053

2 Composition d’un moment cinétique orbital l entier
et d’un spin 1/2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1054

2-a Le sous-espace E(J = l + 1/2) . . . . . . . . . . . . . . . 1054

2-b Le sous-espace E(J = l − 1/2) . . . . . . . . . . . . . . . 1055

Pour illustrer la méthode générale de composition des moments cinétiques
exposée dans le Chapitre X, nous allons l’appliquer ici à deux exemples particuliers.

1. Composition de j1 = 1 et j2 = 1

Considérons d’abord le cas où j1 = j2 = 1. Ce cas se présente par exemple
dans l’étude d’un système de deux particules dont les moments cinétiques orbitaux
sont tous deux égaux à 1 : chacune des deux particules se trouvant alors dans un
état p, on dit que l’on a affaire à une “configuration p2”.

L’espace E(1, 1) auquel on s’intéresse est à 3×3 = 9 dimensions. On y suppose
connue la base constituée des états propres communs à J2

1, J2
2, J1z, J2z :

{|1, 1; m1, m2〉} , avec m1, m2 = 1, 0, −1 (1)

et l’on cherche à déterminer la base {|J, M〉} des vecteurs propres communs à J2
1,

J2
2, J2 et Jz , où J est le moment cinétique total.

D’après le § C-3 du Chapitre X, les valeurs possibles du nombre quantique J
sont :

J = 2, 1, 0. (2)

Nous avons donc à construire trois familles de vecteurs |J, M〉, comprenant respec-
tivement cinq, trois et un vecteurs de la nouvelle base.

1-a. Le sous-espace E(J = 2)

Le ket |J = 2, M = 2〉 s’écrit simplement :

|2, 2〉 = |1, 1 ; 1, 1〉 (3)
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En lui appliquant J−, on trouve le vecteur |J = 2, M = 1〉 :

|2, 1〉 =
1
2�

J−|2, 2〉

=
1
2�

(J1− + J2−)|1, 1 ; 1, 1〉

=
1
2�

[
�
√

2 |1, 1 ; 0, 1〉 + �
√

2 |1, 1 ; 1, 0〉
]

=
1√
2

[|1, 1 ; 1, 0〉 + |1, 1 ; 0, 1〉] (4)

On utilise à nouveau J− pour calculer |J = 2, M = 0〉. On trouve après un calcul
simple :

|2, 0〉 =
1√
6

[|1, 1 ; 1, −1〉 + 2|1, 1 ; 0, 0〉 + |1, 1 ; −1, 1〉] (5)

puis :

|2, −1〉 =
1√
2

[|1, 1 ; 0, −1〉 + |1, 1 ; −1, 0〉] (6)

et enfin :

|2, −2〉 = |1, 1; −1, −1〉 (7)

1-b. Le sous-espace E(J = 1)

Passons maintenant au sous-espace E(J = 1). Le vecteur |J = 1, M = 1〉 est
forcément combinaison linéaire des deux kets de base |1, 1 ; 1, 0〉 et |1, 1 ; 0, 1〉 (les
seuls qui aient M = 1) :

|1, 1〉 = α|1, 1 ; 1, 0〉 + β|1, 1 ; 0, 1〉 (8)

avec :

|α|2 + |β|2 = 1 (9)

Pour qu’il soit orthogonal au vecteur |2, 1〉, il faut [cf. (4)] que :

α + β = 0 (10)

On choisit α et β réels, et on prend par convention α positif 1 ; dans ces conditions :

|1, 1〉 =
1√
2

[|1, 1 ; 1, 0〉 − |1, 1 ; 0, 1〉] (11)

L’application de J− permet ici aussi d’en déduire |1, 0〉 et |1, −1〉. On trouve facile-
ment, par la même technique que plus haut :

|1, 0〉 =
1√
2

[|1, 1 ; 1, −1〉 − |1, 1 ; −1, 1〉] (12)

|1, −1〉 =
1√
2

[|1, 1 ; 0, −1〉 − |1, 1 ; −1, 0〉] (13)

1. De manière générale, on convient toujours de choisir réelle et positive, la composante du
ket |J, J〉 sur le ket |j1, j2 ; m1 = j1, m2 = J − j1〉 (cf. Complément BX, § 2).
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Il est intéressant de noter que le développement (12) ne comporte pas le vecteur
|1, 1 ; 0, 0〉, qui a pourtant lui aussi M = 0 ; il se trouve que le coefficient de
Clebsch-Gordan correspondant est nul :

〈1, 1 ; 0, 0|1, 0〉 = 0 (14)

1-c. Le vecteur |J = 0, M = 0〉
Il nous reste à calculer le dernier vecteur de la base {|J, M〉}, associé à J =

M = 0. Ce vecteur est une combinaison linéaire des trois kets de base ayant M = 0 :

|0, 0〉 = a|1, 1 ; 1, −1〉 + b|1, 1 ; 0, 0〉 + c|1, 1 ; −1, 1〉 (15)

avec :

|a|2 + |b|2 + |c|2 = 1 (16)

Il doit de plus être orthogonal à |2, 0〉 [formule (5)] et |1, 0〉 [formule (12)], ce qui
donne les deux conditions :

a + 2b + c = 0 (17a)

a − c = 0 (17b)

Ces relations impliquent :

a = −b = c (18)

On prend encore a, b et c réels, et on convient de choisir a positif (voir note 1) ; on
obtient alors à partir de (16) et (18) :

|0, 0〉 =
1√
3

[|1, 1 ; 1, −1〉 − |1, 1 ; 0, 0〉 + |1, 1 ; −1, 1〉] (19)

Ceci achève la construction de la base {|J, M〉} dans le cas j1 = j2 = 1.

Remarque:

Si le problème physique étudié est celui d’une configuration p2 d’un système
de deux particules, les fonctions d’onde représentant les états de la base
initiale sont de la forme :

〈r1, r2|1, 1 ; m1, m2〉 = Rk1,1(r1)Rk2,1(r2)Y m1
1 (θ1, ϕ1)Y m2

1 (θ2, ϕ2) (20)

où r1(r1, θ1, ϕ1) et r2(r2, θ2, ϕ2) repèrent les positions des deux particules.
Comme les fonctions radiales sont indépendantes des nombres quantiques m1

et m2, les combinaisons linéaires donnant les fonctions d’onde associées aux
kets |J, M〉 portent seulement sur la dépendance angulaire. Par exemple, la
formule (19) s’écrit en représentation {|r1, r2〉} :

〈r1, r2|0, 0〉 = Rk1,1(r1)Rk2,1(r2)
1√
3

[
Y 1

1 (θ1, ϕ1)Y −1
1 (θ2, ϕ2)

−Y 0
1 (θ1, ϕ1)Y 0

1 (θ2, ϕ2) + Y −1
1 (θ1, ϕ1)Y 1

1 (θ2, ϕ2)
]

(21)
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2. Composition d’un moment cinétique orbital l entier et d’un spin 1/2

Supposons maintenant que l’on ait à composer un moment cinétique orbital
(j1 = l entier) et un spin 1/2 (j2 = 1/2). Ce problème se rencontre par exemple
chaque fois que l’on veut étudier le moment cinétique total d’une particule de spin
1/2 telle que l’électron.

L’espace E(l, 1/2) que nous considérons ici est de dimension 2(2l + 1). Nous
y connaissons la base 2 :

{|l, 1/2 ; m, ε〉} avec m = l, l − 1, ..., −l et ε = ± (22)

formée d’états propres des observables L2, S2, Lz et Sz, où L et S sont le moment
cinétique orbital et le spin étudiés. Nous voulons construire les vecteurs propres
|J, M〉 de J2 et Jz, J étant le moment cinétique total du système :

J = L + S (23)

Remarquons tout d’abord que, si l est nul, la solution du problème est évi-
dente : on vérifie facilement dans ce cas que les vecteurs |0, 1/2; 0, ε〉 sont directe-
ment vecteurs propres de J2 et Jz avec des valeurs propres telles que J = 1/2 et
M = ε/2. Par contre, si l n’est pas nul, il y aura deux valeurs possibles pour J :

J = l +
1
2

, l − 1
2

(24)

2-a. Le sous-espace E(J = l + 1/2)

Les (2l+2) vecteurs |J, M〉 engendrant le sous-espace E(J = l+1/2) peuvent
être obtenus par la méthode générale du Chapitre X. On a tout d’abord :∣∣∣∣l +

1
2

, l +
1
2

〉
=

∣∣∣∣l, 1
2

; l, +
〉

(25)

Par action 3 de J−, on obtient
∣∣l + 1

2 , l − 1
2

〉
:∣∣∣∣l +

1
2

, l − 1
2

〉
=

1

�
√

2l + 1
J−

∣∣∣∣l +
1
2

, l +
1
2

〉
=

1

�
√

2l + 1
(L− + S−)

∣∣∣∣l, 1
2

; l, +
〉

=
1

�
√

2l + 1

[
�

√
2l

∣∣∣∣l, 1
2

; l − 1, +
〉

+ �

∣∣∣∣l, 1
2

; l, −
〉]

=

√
2l

2l + 1

∣∣∣∣l, 1
2

; l − 1, +
〉

+
1√

2l + 1

∣∣∣∣l, 1
2

; l, −
〉

(26)

2. Si l’on voulait se conformer strictement aux notations du Chapitre X, il faudrait faire
figurer ±1/2, et non ε, dans les kets de base ; mais nous avons convenu, aux Chapitres IV et IX,
de désigner par |+〉 et |−〉 les vecteurs propres de Sz dans l’espace des états de spin.

3. Pour trouver facilement les coefficients numériques qui apparaissent dans les formules
suivantes, on peut utiliser l’égalité : j(j + 1) −m(m − 1) = (j +m)(j −m+ 1).
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Appliquons une nouvelle fois J−. Un calcul analogue donne :∣∣∣∣l +
1
2

, l − 3
2

〉
=

1√
2l + 1

[√
2l − 1

∣∣∣∣l, 1
2

; l − 2, +
〉

+
√

2
∣∣∣∣l, 1

2
; l − 1, −

〉]
(27)

De façon plus générale, le vecteur |l+1/2, M〉 sera une combinaison linéaire des deux
seuls vecteurs de base associés à M : |l, 1/2; M − 1/2, +〉 et |l, 1/2; M + 1/2, −〉
(bien entendu, M est demi-entier). En comparant les formules (25), (26) et (27), on
peut penser que cette combinaison linéaire doit être la suivante :∣∣∣∣l +

1
2

, M

〉
=

1√
2l + 1

[√
l + M +

1
2

∣∣∣∣l, 1
2

; M − 1
2

, +
〉

+

√
l − M +

1
2

∣∣∣∣l, 1
2

; M +
1
2

, −
〉]

(28)

avec :

M = l +
1
2

, l − 1
2

, l − 3
2

, ..., − l +
1
2

, −
(

l +
1
2

)
(29)

Un raisonnement par récurrence permet effectivement de le montrer. En effet, l’ap-
plication de J− aux deux membres de (28) donne :∣∣∣∣l +

1
2

, M − 1
〉

=
1

�

√(
l + M + 1

2

) (
l − M + 3

2

)J−

∣∣∣∣l +
1
2

, M

〉

=
1

�

√(
l + M + 1

2

) (
l − M + 3

2

) 1√
2l + 1

×

×
[√

l + M +
1
2
�

√(
l + M − 1

2

)(
l − M +

3
2

) ∣∣∣∣ l,
1
2

; M − 3
2

, +
〉

+

√
l + M +

1
2
�

∣∣∣∣l, 1
2

; M − 1
2

, −
〉

+

√
l − M +

1
2
�

√(
l + M +

1
2

)(
l − M +

1
2

) ∣∣∣∣l, 1
2

; M − 1
2

, −
〉]

=
1√

2l + 1

[√
(l + M − 1

2

∣∣∣∣l, 1
2

; M − 3
2

, +
〉

+

√
l − M +

3
2

∣∣∣∣l, 1
2

; M − 1
2

, −
〉]

(30)

On obtient bien la même expression qu’en (28), M étant changé en M − 1.

2-b. Le sous-espace E(J = l − 1/2)

Cherchons maintenant l’expression des 2l vecteurs |J, M〉 associés à J =
l − 1/2. Celui d’entre eux qui correspond à la valeur maximale l − 1/2 de M est
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une combinaison linéaire normée de |l, 1/2 ; l − 1, +〉 et |l, 1/2 ; l, −〉, et il doit
être orthogonal à |l + 1/2, l − 1/2〉 [formule (26)]. En choisissant le coefficient de
|l, 1/2 ; l, −〉 réel et positif (cf. note 1), on trouve facilement :∣∣∣∣l − 1

2
, l − 1

2

〉
=

1√
2l + 1

[√
2l

∣∣∣∣l, 1
2

; l, −
〉

−
∣∣∣∣l, 1

2
; l − 1, +

〉]
(31)

L’opérateur J− permet d’en déduire successivement tous les autres vecteurs de la
famille caractérisée par J = l − 1/2. Comme il existe seulement deux vecteurs de
base ayant une valeur donnée de M et que |l−1/2, M〉 est orthogonal à |l+1/2, M〉,
on s’attend d’après (28) à trouver :

∣∣∣∣l − 1
2

, M

〉
=

1√
2l + 1

[√
l + M +

1
2

∣∣∣∣l, 1
2

; M +
1
2

, −
〉

−
√

l − M +
1
2

∣∣∣∣l, 1
2

; M − 1
2

, +
〉]

(32)

pour :

M = l − 1
2

, l − 3
2

, ..., −l +
3
2

, −
(

l − 1
2

)
(33)

Cette formule peut ici aussi être démontrée par récurrence, le raisonnement étant
analogue à celui du § 2-a ci-dessus.

Remarques:

(i) Les états |l, 1/2; m, ε〉 d’une particule de spin 1/2 peuvent être représen-
tés par des spineurs à deux composantes de la forme :

[
ψl, 1

2 ; m, +

]
(r) = Rk,l(r) Y m

l (θ, ϕ)
(

1
0

)
(34a)

[
ψl, 1

2 ; m, −
]

(r) = Rk,l(r) Y m
l (θ, ϕ)

(
0
1

)
(34b)

Les calculs précédents montrent alors que les spineurs associés aux états
|J, M〉 s’écrivent :

[
ψl+ 1

2 ,M

]
(r) =

1√
2l + 1

Rk,l(r)

⎛⎝√l + M + 1
2 Y

M− 1
2

l (θ, ϕ)√
l − M + 1

2 Y
M+ 1

2

l (θ, ϕ)

⎞⎠ (35a)

[
ψl− 1

2 ,M

]
(r) =

1√
2l + 1

Rk,l(r)

⎛⎝−
√

l − M + 1
2 Y

M− 1
2

l (θ, ϕ)√
l + M + 1

2 Y
M+ 1

2

l (θ, ϕ)

⎞⎠ (35b)
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(ii) Dans le cas particulier l = 1, les formules (25), (28), (31) et (32) donnent :∣∣∣∣32 ,
3
2

〉
=

∣∣∣∣1,
1
2

; 1, +
〉

∣∣∣∣32 ,
1
2

〉
=

√
2
3

∣∣∣∣1,
1
2

; 0, +
〉

+
1√
3

∣∣∣∣1,
1
2

; 1, −
〉

∣∣∣∣32 , −1
2

〉
=

1√
3

∣∣∣∣1,
1
2

; −1, +
〉

+

√
2
3

∣∣∣∣1,
1
2

; 0, −
〉

∣∣∣∣32 , −3
2

〉
=
∣∣∣∣1,

1
2

; −1, −
〉

(36a)

et : ∣∣∣∣12 ,
1
2

〉
=

√
2
3

∣∣∣∣1,
1
2

; 1, −
〉

− 1√
3

∣∣∣∣1,
1
2

; 0, +
〉

∣∣∣∣12 , −1
2

〉
=

1√
3

∣∣∣∣1,
1
2

; 0, −
〉

−
√

2
3

∣∣∣∣1,
1
2

; −1, +
〉

(36b)

Références et conseils de lecture :

Composition d’un moment cinétique l et d’un moment cinétique S = 1 : voir
“harmoniques sphériques vectorielles” dans les références du Chapitre X.
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• COEFFICIENTS DE CLEBSCH-GORDAN

Complément BX

Coefficients de Clebsch-Gordan

1 Propriétés générales des coefficients de Clebsch-Gordan1060

1-a Règles de selection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1060

1-b Relations d’orthogonalité . . . . . . . . . . . . . . . . . 1061

1-c Relations de récurrence . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1062

2 Conventions de phase. Réalité des coefficients de Clebsch-
Gordan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1062

2-a Coefficients 〈j1, j2 ; m1,m2|J, J〉 ; phase du ket |J, J〉 . 1063

2-b Autres coefficients de Clebsch-Gordan . . . . . . . . . . 1063

3 Quelques relations utiles . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1064

3-a Signe de quelques coefficients . . . . . . . . . . . . . . . 1064

3-b Changement de l’ordre de j1 et j2 . . . . . . . . . . . . 1065

3-c Changement de signe de M , m1 et m2 . . . . . . . . . . 1065

3-d Coefficients 〈j, j ; m,−m| 0, 0〉 . . . . . . . . . . . . . . 1065

Les coefficients de Clebsch-Gordan ont été introduits au Chapitre X [cf. re-
lation (C-66)] : ce sont les coefficients 〈j1, j2 ; m1, m2|J, M〉 qui interviennent dans
le développement du ket |J, M〉 sur la base {|j1, j2 ; m1, m2〉} :

|J, M〉 =
j1∑

m1=−j1

j2∑
m2=−j2

〈j1, j2 ; m1, m2|J, M〉 |j1, j2 ; m1, m2〉 (1)

Nous allons, dans ce complément, établir quelques propriétés intéressantes des co-
efficients de Clebsch-Gordan, dont certaines ont été simplement énoncées au Cha-
pitre X.

On peut remarquer que, pour définir complètement les 〈j1, j2 ; m1, m2|J, M〉,
la relation (1) n’est pas suffisante : le vecteur normé |J, M〉 n’est en effet fixé a priori
qu’à un facteur de phase près par la donnée des valeurs propres J(J + 1)�2 et M�

correspondantes, et il faut choisir une convention de phase pour achever de le définir.
Dans le Chapitre X, nous avons utilisé l’action des opérateurs J+ et J− pour fixer
la phase relative des (2J + 1) kets |J, M〉 associés à une même valeur de J . Dans
ce complément, nous compléterons ce choix de phase en adoptant une convention
pour celle des kets |J, J〉 ; ceci nous permettra en particulier de montrer que tous
les coefficients de Clebsch-Gordan sont alors réels.

Avant toutefois d’aborder, au § 2, le problème du choix de la phase des
〈j1, j2; m1, m2|J, M〉, nous allons étudier au § 1 certaines de leurs propriétés, qui
sont parmi les plus utiles en mécanique quantique, et ne dépendent pas de cette
convention de phase ; enfin, le § 3 regroupe des relations diverses qui nous serviront
dans d’autres compléments.
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1. Propriétés générales des coefficients de Clebsch-Gordan

1-a. Règles de selection

Deux importantes règles de sélection, qui découlent immédiatement des résul-
tats du Chapitre X sur la composition des moments cinétiques, ont déjà été données
dans ce chapitre [cf. relations (C-67a) et (C-67b)]. Nous nous contenterons de les
rappeler ici : le coefficient de Clebsch-Gordan 〈j1, j2 ; m1, m2|J, M〉 est nécessaire-
ment nul si les deux conditions suivantes ne sont pas simultanément réalisées :

M = m1 + m2 (2)

|j1 − j2| ≤ J ≤ j1 + j2 (3a)

L’inégalité (3a) est souvent appelée “règle de sélection du triangle”, car elle exprime
que l’on peut former un triangle avec trois segments de longueur j1, j2 et J (cf.
Fig. 1). Ces trois nombres y jouent donc un rôle symétrique, et (3a) peut également
s’écrire sous la forme :

|J − j1| ≤ j2 ≤ J + j1 (3b)

ou encore :

|J − j2| ≤ j1 ≤ J + j2 (3c)

Figure 1 – La règle de sélection
du triangle indique que le coefficient
〈j1, j2; m1, m2|J, M〉 ne peut être diffé-
rent de zéro que s’il est possible de for-
mer un triangle avec trois segments de
longueurs j1, j2, J .

D’autre part, les propriétés générales du moment cinétique entraînent que le
ket |J, M〉, et donc le coefficient 〈j1, j2 ; m1, m2|J, M〉, n’existent que si M prend
l’une des valeurs :

M = J , J − 1 , J − 2 , ..., −J (4a)

De même, il est nécessaire que :

m1 = j1 , j1 − 1 , , ..., −j1 (4b)

m2 = j2 , j2 − 1 , , ..., −j2 (4c)

Dans le cas contraire, les coefficients de Clebsch-Gordan ne sont pas définis. Ce-
pendant, pour la suite, il nous sera commode de considérer qu’ils existent quels que
soient m1, m2 et M , mais qu’ils sont nuls si l’une au moins des conditions (4) n’est
pas réalisée ; ces dernières apparaissent alors comme de nouvelles règles de sélection
sur les coefficients de Clebsch-Gordan.
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1-b. Relations d’orthogonalité

En insérant la relation de fermeture 1 :

j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

|j1, j2 ; m1, m2〉 〈j1, j2 ; m1, m2| = 1 (5)

dans la relation d’orthogonalité des kets |J, M〉 :

〈J, M |J ′, M ′〉 = δJJ′δMM ′ (6)

on obtient :

j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

〈J, M |j1, j2 ; m1, m2〉 〈j1, j2 ; m1, m2|J ′, M ′〉 = δJJ′δMM ′ (7a)

Nous verrons plus loin [cf. relation (18b)] que les coefficients de Clebsch-Gordan
sont réels, ce qui permet d’écrire cette égalité sous la forme :

j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

〈j1, j2 ; m1, m2|J, M〉 〈j1, j2 ; m1, m2|J ′, M ′〉 = δJJ′δMM ′ (7b)

Nous obtenons ainsi une première “relation d’orthogonalité” entre les coefficients
de Clebsch-Gordan. On peut d’ailleurs noter que la sommation qui y figure porte,
en fait, sur un seul indice ; en effet, pour que les coefficients du premier membre ne
soient pas nuls, m1 et m2 doivent nécessairement être reliés par l’égalité (2).

De même, insérons la relation de fermeture :

j1+j2∑
J=|j1−j2|

J∑
M=−J

|J, M〉 〈J, M | = 1 (8)

dans la relation d’orthogonalité des kets |j1, j2 ; m1, m2〉 ; il vient :

j1+j2∑
J=|j1−j2|

J∑
M=−J

〈j1, j2 ; m1, m2|J, M〉 〈J, M |j1, j2 ; m′
1, m′

2〉 = δm1m′
1
δm2m′

2
(9a)

c’est-à-dire, compte tenu de la relation (18b) ci-dessous :

j1+j2∑
J=|j1−j2|

J∑
M=−J

〈j1, j2 ; m1, m2|J, M〉 〈j1, j2 ; m′
1, m′

2|J, M〉 = δm1m′
1
δm2m′

2
(9b)

Cette fois encore, la sommation porte en fait sur un seul indice, car on doit avoir
M = m1 + m2, de sorte que la sommation sur M se réduit à un seul terme.

1. Cette relation de fermeture est valable pour un sous-espace E(k1, k2 ; j1, j2) donné (cf.
Chap. X, § C-2).
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1-c. Relations de récurrence

Dans ce paragraphe, nous allons utiliser le fait que les kets |j1, j2 ; m1, m2〉
forment une base standard, ce qui entraîne

J1±|j1, j2 ; m1, m2〉 = �

√
j1(j1 + 1) − m1(m1 ± 1)|j1, j2 ; m1 ± 1, m2〉

J2±|j1, j2 ; m1, m2〉 = �

√
j2(j2 + 1) − m2(m2 ± 1)|j1, j2 ; m1, m2 ± 1〉 (10)

De même, les kets |J, M〉 satisfont par construction à :

J±|J, M〉 = �

√
J(J + 1) − M(M ± 1)|J, M ± 1〉 (11)

Appliquons donc l’opérateur J− à l’égalité (1) ; comme J− = J1− + J2−, on obtient
(si M > −J) :

√
J(J + 1) − M(M − 1)|J, M − 1〉 =

j1∑
m′

1=−j1

j2∑
m′

2=−j2

〈j1, j2 ; m′
1, m′

2|J, M〉

×
[√

j1(j1 + 1) − m′
1(m′

1 − 1) |j1, j2 ; m′
1 − 1, m′

2〉

+
√

j2(j2 + 1) − m′
2(m′

2 − 1) |j1, j2 ; m′
1, m′

2 − 1〉
]

(12)

Multiplions cette égalité par le bra 〈j1, j2 ; m1, m2| ; il vient alors :√
J(J + 1) − M(M − 1) 〈j1, j2 ; m1, m2|J, M − 1〉

=
√

j1(j1 + 1) − m1(m1 + 1) 〈j1, j2 ; m1 + 1, m2|J, M〉
+
√

j2(j2 + 1) − m2(m2 + 1) 〈j1, j2 ; m1, m2 + 1|J, M〉 (13)

Si la valeur de M est égale à −J , on a J−|J, −J〉 = 0, et l’égalité (13) reste
valable si l’on utilise la convention, donnée au § 1-b précédent, suivant laquelle
〈j1, j2 ; m1 + 1, m2|J, M〉 est nul si |M | > J .

De façon analogue, l’application de l’opérateur J+ = J1+ + J2+ à l’égalité (1)
conduit à :√

J(J + 1) − M(M + 1) 〈j1, j2 ; m1, m2|J, M + 1〉
=
√

j1(j1 + 1) − m1(m1 − 1) 〈j1, j2 ; m1 − 1, m2|J, M〉
+
√

j2(j2 + 1) − m2(m2 − 1) 〈j1, j2 ; m1, m2 − 1|J, M〉 (14)

(le premier membre de cette relation étant nul si M = J) ; (13) et (14) sont des
relations de récurrence entre les coefficients de Clebsch-Gordan.

2. Conventions de phase. Réalité des coefficients de Clebsch-Gordan

Comme nous l’avons vu plus haut, les relations (12) fixent les phases relatives
des kets |J, M〉 associés à une même valeur de J ; pour compléter la définition des
coefficients de Clebsch-Gordan qui interviennent dans (1), il suffit donc de choisir
la phase des divers kets |J, J〉. Dans ce but, commençons par étudier quelques
propriétés des coefficients 〈j1, j2 ; m1, m2|J, J〉.
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2-a. Coefficients 〈j1, j2 ; m1,m2|J, J〉 ; phase du ket |J, J〉
Dans le coefficient 〈j1, j2 ; m1, m2 − 1|J, J〉, la valeur maximale de m1 est m1 = j1 ;
d’après la règle de sélection (2), m2 vaut alors J−j1 [dont le module est bien inférieur à j2

d’après (3b)]. Lorsque m1 décroît par sauts d’une unité à partir de cette valeur maximale
j1, m2 croît, jusqu’à sa valeur maximale m2 = j2 [m1 vaut alors J − j2 qui, en module, est
bien inférieur à j1 d’après (3c)]. A priori, il peut donc exister (j1 + j2 − J + 1) coefficients
de Clebsch-Gordan 〈j1, j2 ; m1,m2|J, J〉 non nuls ; nous allons montrer qu’effectivement
aucun d’entre eux n’est jamais nul.
Faisons en effet M = J dans (14) ; il vient :

〈j1, j2 ; m1 − 1, m2|J, J〉 = −
√

j2(j2 + 1) −m2(m2 − 1)
j1(j1 + 1) −m1(m1 − 1)

〈j1, j2 ; m1,m2 − 1|J, J〉

(15)

Le radical du second membre de cette égalité n’est jamais nul, ni infini, tant que les

coefficients de Clebsch-Gordan qui y figurent satisfont aux règles (4b) et (4c). La re-

lation (15) montre donc que, si 〈j1, j2 ; j1, J − j1|J, J〉 était égal à zéro, le coefficient

〈j1, j2 ; j1 − 1, J − j1 + 1|J, J〉 le serait aussi, de même que de proche en proche tous les

coefficients 〈j1, j2 ; m1, J −m1|J, J〉. Or ceci est impossible, puisque le ket |J, J〉, qui

est normé, ne peut être nul. Donc, tous les coefficients 〈j1, j2 ; m1, J −m1|J, J〉 (avec

j1 ≥ m1 ≥ J − j2 sont différents de zéro.

En particulier, le coefficient 〈j1, j2 ; j1, J − j1|J, J〉, où m1 prend sa valeur
maximale, n’est pas nul. Pour fixer la phase du ket |J, J〉, nous imposerons à ce
coefficient de satisfaire à la condition :

〈j1, j2 ; j1, J − j1|J, J〉 réel et positif (16)

La relation (15) entraîne alors par récurrence que tous les coefficients de Clebsch-
Gordan 〈j1, j2 ; m1, J − m1|J, J〉 sont réels, leur signe étant (−1)j1−m1 .

Remarque:

La convention de phase que nous avons prise pour le ket |J, J〉 fait jouer un
rôle dissymétrique aux deux moments cinétiques J1 et J2. Elle dépend en
fait de l’ordre dans lequel sont rangés les nombres quantiques j1 et j2 dans
les coefficients de Clebsch-Gordan : si l’on permute j1 et j2, la phase du ket
|J, J〉 sera fixée par la condition :

〈j2, j1 ; j2, J − j2|J, J〉 réel et positif (17)

qui n’est a priori pas équivalente à (16) [les phases des kets |J, J〉 définis
par (16) et (17) peuvent être différentes]. Nous reviendrons sur ce point au
§ 3-b.

2-b. Autres coefficients de Clebsch-Gordan

La relation (13) permet d’exprimer, en fonction des 〈j1, j2 ; m1, m2|J, J〉, tous
les coefficients 〈j1, j2 ; m1, m2|J, J − 1〉, puis les coefficients 〈j1, j2 ; m1, m2|J, J − 2〉,
etc. Cette relation, où n’intervient aucun nombre imaginaire, entraîne que tous les
coefficients de Clebsch-Gordan sont réels :

〈j1, j2 ; m1, m2|J, M〉∗ = 〈j1, j2 ; m1, m2|J, M〉 (18a)
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ce qui peut encore s’écrire :

〈j1, j2 ; m1, m2|J, M〉 = 〈J, M |j1, j2 ; m1, m2〉 (18b)

En revanche, le signe des 〈j1, j2 ; m1, m2|J, M〉 n’obéit à aucune règle simple
pour M �= J .

3. Quelques relations utiles

Dans cette partie, nous donnons quelques relations utiles, qui complètent celles du
§ 1. Pour les établir, nous commencerons par étudier le signe d’un certain nombre
de coefficients de Clebsch-Gordan particuliers.

3-a. Signe de quelques coefficients

α. Coefficients 〈j1, j2 ; m1, m2|j1 + j2, M〉
La convention (16) impose au coefficient 〈j1, j2 ; j1, j2|j1 + j2, j1 + j2〉 d’être réel et

positif ; il vaut d’ailleurs 1 (cf. Chap. X, § C-4-b-α). En faisant M = J = j1 + j2 dans (13),
on voit alors que les coefficients 〈j1, j2 ; m1,m2|j1 + j2, j1 + j2 − 1〉 sont positifs ; par ré-
currence, on établit ensuite aisément que :

〈j1, j2 ; m1,m2|j1 + j2,M〉 ≥ 0 (19)

β. Coefficients où m1 a sa valeur maximale

Considérons le coefficient 〈j1, j2 ; m1,m2|J,M〉. A priori, la valeur maximale de m1

est m1 = j1 ; cependant, on a alors m2 = M − j1, ce qui n’est possible, d’après (4c), que
si M − j1 ≥ −j2, c’est-à-dire :

M ≥ j1 − j2 (20)

Si au contraire :

M ≤ j1 − j2 (21)

la valeur maximale de m1 correspond à la valeur minimale de m2(m2 = −j2), et vaut donc
m1 = M + j2.

Montrons que tous les coefficients de Clebsch-Gordan pour lesquels m1 a sa valeur
maximale sont non nuls et positifs. Pour cela, faisons m1 = j1 dans (13) ; il vient :√

J(J + 1) −M(M − 1) 〈j1, j2 ; j1,m2|J,M − 1〉

=
√
j2(j2 + 1) −m2(m2 + 1) 〈j1, j2 ; j1, m2 + 1|J,M〉 (22)

Compte tenu de cette égalité, un raisonnement par récurrence à partir de la relation (16)
montre que tous les coefficients 〈j1, j2; j1, M − j1|J, M〉 sont positifs [et non nuls si M
satisfait (20)]. De façon analogue, en faisant m2 = −j2 dans (14), on établirait que tous
les 〈j1, j2; M + j2,−j2|J, M〉 sont positifs [si M satisfait (21)].
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γ. Coefficients 〈j1, j2 ; m1, m2|J, J〉 et 〈j1, j2 ; m1, m2|J, −J〉
Nous avons vu au § 2-a que le signe de 〈j1, j2 ; m1,m2|J, J〉 est (−1)j1−m1 . En

particulier :

le signe de 〈j1, j2 ; J − j2, j2|J, J〉 est (−1)j1+j2−J (23)

Pour connaître le signe de 〈j1, j2 ; m1,m2|J,−J〉, on peut faire M = −J
dans (13), dont le premier membre s’annule alors ; on voit donc que le signe du coeffi-
cient 〈j1, j2 ; m1,m2|J,−J〉 change chaque fois que m1 (ou m2) varie de ±1. Comme,
d’après le § β précédent, le coefficient 〈j1, j2 ; j2 − J,−j2|J,−J〉 est positif, il s’ensuit que
le signe de 〈j1, j2 ; m1,m2|J,−J〉 est (−1)m2+j2 , et qu’en particulier :

le signe de 〈j1, j2 ; −j1,−J + j1|J,−J〉 est (−1)j1+j2−J (24)

3-b. Changement de l’ordre de j1 et j2

Avec les conventions que nous avons prises, la phase du ket |J, J〉 dépend de l’ordre
dans lequel sont rangés les deux moments cinétiques j1 et j2 dans les coefficients de Clebsch-
Gordan (cf. remarque du § 2-a). S’ils sont pris dans l’ordre j1, j2, la composante de
|J, J〉 sur |j1, j2 ; j1, J − j1〉 est positive, ce qui entraîne que celle sur |j1, j2 ; J − j2, j2〉
a pour signe (−1)j1+j2−J , comme l’indique (23). Par contre, si l’on choisit l’ordre j2, j1,
l’égalité (17) montre que cette dernière composante est positive. Donc, si l’on intervertit
j1 et j2, le ket |J, J〉 est multiplié par (−1)j1+j2−J . Il en est de même des kets |J,M〉, qui
sont construits à partir de |J, J〉 par action de J−, d’une façon où l’ordre de j1 et j2 ne
joue aucun rôle. Pour finir, l’interversion de j1 et j2 conduit à l’égalité :

〈j2, j1 ; m2,m1|J,M〉 = (−1)j1+j2−J 〈j1, j2 ; m1, m2|J,M〉 (25)

3-c. Changement de signe de M , m1 et m2

Dans le Chapitre X et dans ce complément, nous avons construit tous les kets |J, M〉
(et donc les coefficients de Clebsch-Gordan) à partir des kets |J, J〉, en leur appliquant
l’opérateur J−. On peut prendre un point de vue opposé, et partir des kets |J,−J〉 sur
lesquels on fait agir l’opérateur J+. Les raisonnements auxquels on est alors conduit sont
exactement les mêmes, et on trouve pour les kets |J,−M〉 les mêmes coefficients de dé-
veloppement sur les kets |j1, j2; −m1,−m2〉 que ceux de |J,M〉 sur les |j1, j2; m1, m2〉.
Les seules différences qui peuvent apparaître sont liées aux conventions de phase pour
les kets |J, M〉, puisque l’analogue de (16) est alors que 〈j1, j2; −j1,−J + j1|J,−J〉 soit
réel et positif. Or, d’après (24), le signe de ce coefficient est en réalité (−1)j1+j2−J . Par
conséquent :

〈j1, j2 ; −m1,−m2|J,−M〉 = (−1)j1+j2−J 〈j1, j2 ; m1, m2|J,M〉 (26)

En particulier, si l’on fait m1 = m2 = 0, on voit que le coefficient 〈j1, j2; 0, 0|J, 0〉 est nul
lorsque j1 + j2 − J est un nombre impair.

3-d. Coefficients 〈j, j ; m,−m| 0, 0〉
D’après (3a), J ne peut être nul que si j1 et j2 sont égaux. Portons donc les valeurs

j1 = j2 = j, m1 = m, m2 = −m− 1 et J = M = 0 dans (13) ; il vient :

〈j, j ; m+ 1,−(m+ 1)|0, 0〉 = − 〈j, j ; m,−m|0, 0〉 (27)
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Tous les coefficients 〈j, j ; m,−m|0, 0〉 sont donc égaux en module ; leur signe change
chaque fois que m varie de un et, comme 〈j, j ; j,−j|0, 0〉 est positif, il est donné par
(−1)j−m. Compte tenu de la relation d’orthogonalité (7b) qui indique que :

j∑
m=−j

〈j, j ; m,−m|0, 0〉2 = 1 (28)

il vient :

〈j, j ; m,−m|0, 0〉 =
(−1)j−m

√
2j + 1

(29)

Références et conseils de lecture :

Messiah (1.17), app. C ; Rose (2.19), Chap. III et App. I ; Edmonds (2.21), Chap. 3 ;
Sobel’man (11.12), Chap. 4, § 13.

Tables de coefficients de Clebsch Gordan : Condon et Shortley (11.13), Chap. III,
§ 14 ; Bacry (10.34), App. C.

Tables de coefficients 3j et 6j : Edmonds (2.21), Table 2 ; Rotenberg et al. (10.48).
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Complément CX

Composition des harmoniques sphériques

1 Fonctions ΦM
J (Ω1; Ω2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1067

2 Fonctions Fm
l (Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1068

3 Décomposition d’un produit d’harmoniques sphériques ;
intégrale d’un produit de trois harmoniques sphériques1070

Dans ce complément, nous utilisons les propriétés des coefficients de Clebsch-
Gordan pour établir des égalités qui nous seront utiles par la suite, notamment
dans les Compléments EX et AXIII : les relations de composition des harmoniques
sphériques. Dans ce but, nous commençons par introduire et étudier des fonctions
de deux ensembles d’angles polaires Ω1 et Ω2, les ΦM

J (Ω1; Ω2).

1. Fonctions ΦM
J (Ω1; Ω2)

Considérons deux particules (1) et (2), d’espaces des états E1
r et E2

r , de mo-
ments cinétiques orbitaux L1 et L2. On rapporte l’espace E1

r à une base standard
{|ϕk1,l1,m1〉}, dont les kets ont pour fonctions d’onde :

ϕk1,l1,m1 (r1) = Rk1,l1(r1)Y m1

l1
(Ω1) (1)

(Ω1 désigne l’ensemble des angles polaires {θ1, ϕ1} de la première particule). De
même, on rapporte E2

r à une base standard {|ϕk2,l2,m2〉}. Dans toute la suite, nous
restreindrons les états des deux particules à des sous-espaces E(k1, l1) et E(k2, l2),
où k1, l1, k2 et l2 sont fixés, et les fonctions radiales Rk1,l1 (r1) et Rk2,l2 (r2) ne
joueront aucun rôle.

Le moment cinétique du système global (1) + (2) est :

J = L1 + L2 (2)

D’après les résultats du Chapitre X, on peut construire une base de E(k1, l1) ⊗
E(k2, l2) formée de vecteurs propres |ΦM

J 〉 communs à J2 [valeur propre J(J + 1)�2]
et Jz (valeur propre M�) ; ces vecteurs sont de la forme :

|ΦM
J 〉 =

l1∑
m1=−l1

l2∑
m2=−l2

〈l1, l2 ; m1, m2|J, M〉 |ϕk1,l1,m1(1)〉 ⊗ |ϕk2,l2,m2 (2)〉 (3a)

le changement de base inverse étant donné par :

|ϕk1,l1,m1 (1)〉 ⊗ |ϕk2,l2,m2(2)〉 =
l1+l2∑

J=|l1−l2|

J∑
M=−J

〈l1, l2 ; m1, m2|J, M〉 |ΦM
J 〉 (3b)

L’égalité (3a) montre que la dépendance angulaire des états |ΦM
J 〉 est décrite par

les fonctions :

ΦM
J (Ω1; Ω2) =

∑
m1

∑
m2

〈l1, l2 ; m1, m2|J, M〉 Y m1

l1
(Ω1)Y m2

l2
(Ω2) (4a)
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De même, l’égalité (3b) entraîne que :

Y m1

l1
(Ω1)Y m2

l2
(Ω2) =

l1+l2∑
J=|l1−l2|

J∑
M=−J

〈l1, l2 ; m1, m2|J, M〉 ΦM
J (Ω1; Ω2) (4b)

Aux observables L1 et L2 correspondent, pour les fonctions d’onde, des opé-
rateurs différentiels portant sur les variables Ω1 = {θ1, ϕ1} et Ω2 = {θ2, ϕ2} ; en
particulier :

L1z ⇒ �

i

∂

∂ϕ1
(5a)

L2z ⇒ �

i

∂

∂ϕ2
(5b)

Comme, par construction, le ket |ΦM
J 〉 est vecteur propre de Jz = L1z +L2z on peut

écrire :

�

i

(
∂

∂ϕ1
+

∂

∂ϕ2

)
ΦM

J (θ1, ϕ1; θ2, ϕ2) = M�ΦM
J (θ1, ϕ1; θ2, ϕ2) (6)

De même, on a :

J±|ΦM
J 〉 = �

√
J(J + 1) − M(M ± 1)

∣∣ΦM±1
J

〉
(7)

ce qui entraîne, compte tenu des formules (D-6) du Chapitre VI :{
e±iϕ1

[
± ∂

∂θ1
+ i cotg θ1

∂

∂ϕ1

]
+e±iϕ2

[
± ∂

∂θ2
+ i cotg θ2

∂

∂ϕ2

]}
ΦM

J (θ1, ϕ1; θ2, ϕ2)

=
√

J(J + 1) − M(M ± 1)ΦM±1
J (θ1, ϕ1; θ2, ϕ2) (8)

2. Fonctions Fm
l (Ω)

Introduisons maintenant la fonction F m
l définie par :

F m
l (θ, ϕ) ≡ F m

l (Ω) = ΦM=m
J=l (Ω1 = Ω ; Ω2 = Ω) (9)

F m
l est fonction d’un seul couple d’angles polaires Ω = {θ, ϕ}, et peut donc caracté-

riser la dépendance angulaire d’une fonction d’onde associée à une seule particule,
d’espace des états Er et de moment cinétique L. En fait, nous allons voir que F m

l

n’est pas une nouvelle fonction, mais qu’elle est simplement proportionnelle à l’har-
monique sphérique Y m

l .
Pour établir ce résultat, nous allons montrer que F m

l est fonction propre de
L2 et Lz avec les valeurs propres l(l + 1)�2 et m�. Commençons donc par calculer
l’action de Lz sur F m

l . D’après (9), F m
l dépend de θ et ϕ par l’intermédiaire de

Ω1 = {θ1, ϕ1} et Ω2 = {θ2, ϕ2}, qui sont tous deux pris égaux à Ω ; si l’on applique
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le théorème de dérivation des fonctions de fonctions, il vient :

LzF m
l (θ, ϕ) =

�

i

∂

∂ϕ
F m

l (θ, ϕ)

=
�

i

{[
∂

∂ϕ1
+

∂

∂ϕ2

]
ΦM=m

J=l (Ω1; Ω2)
}

Ω1=Ω2=Ω
(10)

L’égalité (6) donne alors :

LzF m
l (θ, ϕ) = m�F m

l (θ, ϕ) (11)

ce qui établit une partie du résultat annoncé. Pour calculer l’action de L2 sur F m
l ,

utilisons le fait que :

L2 =
1
2

(L+L− + L−L+) + L2
z (12)

Or, grâce à un raisonnement analogue à celui qui a permis d’écrire (10) et (11), la
relation (8) conduit à :

L±F m
l (θ, ϕ) = �

√
l(l + 1) − m(m ± 1)F m±1

l (θ, ϕ) (13)

Compte tenu de cette égalité, (12) donne alors :

L2F m
l (θ, ϕ) =

�
2

2

{
[l(l + 1) − m(m − 1)] + [l(l + 1) − m(m + 1)] + 2m2}F m

l (θ, ϕ)

= l(l + 1)�2 F m
l (θ, ϕ) (14)

F m
l qui, d’après (11), est fonction propre de Lz avec la valeur propre m�, est

donc également fonction propre de L2 avec la valeur propre l(l + 1)�2. Comme
L2 et Lz forment un E.C.O.C. dans l’espace des fonctions de θ et ϕ seuls, F m

l

est nécessairement proportionnelle à l’harmonique sphérique Y m
l . La relation (13)

permet de montrer facilement que le coefficient de proportionnalité ne dépend pas
de m, et l’on a pour finir :

F m
l (θ, ϕ) = λ(l) Y m

l (θ, ϕ) (15)

Il nous reste maintenant à calculer ce coefficient de proportionnalité λ(l).
Pour cela, nous allons choisir une direction particulière de l’espace, la direction Oz
(θ = 0, ϕ indéterminé). Dans cette direction, toutes les harmoniques sphériques Y m

l

sont nulles 1, sauf celles qui correspondent à m = 0. Lorsque m = 0, l’harmonique
sphérique Y m

l (θ = 0, ϕ) est donnée par [cf. Complément AVI, égalités (57) et (60)] :

Y 0
l (θ = 0, ϕ) =

√
2l + 1

4π
(16)

En reportant ces résultats dans (4a) et (9), on trouve :

F m=0
l (θ = 0, ϕ) = 〈l1, l2 ; 0, 0|l, 0〉

√
(2l1 + 1)(2l2 + 1)

4π
(17)

1. Y m
l

étant proportionnelle à eimϕ, cette nullité est indispensable pour que la valeur de
Y m

l
dans la direction Oz soit définie de manière unique ; il suffit, pour s’en convaincre, de faire

θ = 0 dans les formules (66), (67) et (69) du Complément AVI.
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D’autre part, d’après (15) et (16) :

F m=0
l (θ = 0, ϕ) = λ(l)

√
2l + 1

4π
(18)

On a donc :

λ(l) =

√
(2l1 + 1)(2l2 + 1)

4π(2l + 1)
〈l1, l2 ; 0, 0|l, 0〉 (19)

3. Décomposition d’un produit d’harmoniques sphériques ; intégrale d’un
produit de trois harmoniques sphériques

Compte tenu de (9), (15) et (19), les égalités (4a) et (4b) entraînent que :

Y m
l (Ω) =

[√
(2l1 + 1)(2l2 + 1)

4π(2l + 1)
〈l1, l2 ; 0, 0|l, 0〉

]−1

×
∑
m1

∑
m2

〈l1, l2 ; m1, m2|l, m〉 Y m1

l1
(Ω)Y m2

l2
(Ω) (20)

et :

Y m1

l1
(Ω)Y m2

l2
(Ω) =

l1+l2∑
l=|l1−l2|

l∑
m=−l

√
(2l1 + 1)(2l2 + 1)

4π(2l + 1)
〈l1, l2 ; 0, 0|l, 0〉

× 〈l1, l2 ; m1, m2|l, m〉 Y m
l (Ω) (21)

Cette dernière égalité (où la sommation sur m est en réalité inutile, puisque les seuls
termes non nuls vérifient nécessairement m = m1 +m2) est appelée relation de com-
position des harmoniques sphériques 2. D’après la formule (26) du Complément BX,
le coefficient de Clebsch-Gordan 〈l1, l2 ; 0, 0|l, 0〉 qui y figure n’est différent de zéro
que si l1 + l2 − l est pair ; le produit Y m1

l1
(Ω)Y m2

l2
(Ω) ne se décompose donc que sur

les harmoniques sphériques d’ordres :

l = l1 + l2 , l1 + l2 − 2 , l1 + l2 − 4 , ..., |l1 − l2| (22)

Dans (21), la parité (−1)l de tous les termes du développement du second membre
est alors bien égale à celle, (−1)l1+l2 , du produit qui constitue le premier membre.

On peut utiliser la relation de composition des harmoniques sphériques pour
calculer l’intégrale :

I =
∫

Y m1

l1
(Ω) Y m2

l2
(Ω) Y m3

l3
(Ω) dΩ (23)

En reportant (21) dans (23), on fait en effet apparaître des expressions du type :

K(l, m ; l3, m3) =
∫

Y m
l (Ω) Y m3

l3
(Ω) dΩ (24)

2. Dans le cas particulier où l2 = 1, m2 = 0[Y 0
1 (θ, ϕ) ∝ cos θ], elle permet de retrouver la

formule (35) du Complément AVI.
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qui, compte tenu des relations de conjugaison complexe des harmoniques sphériques
et de leurs relations d’orthogonalité [cf. Complément AVI, égalités (55) et (45)], sont
égales à :

K(l, m ; l3, m3) = (−1)mδll3 δm,−m3 (25)

La valeur de I est donc :∫
Y m1

l1
(Ω)Y m2

l2
(Ω) Y m3

l3
(Ω) dΩ = (−1)m3

√
(2l1 + 1)(2l2 + 1)

4π(2l3 + 1)

× 〈l1, l2 ; 0, 0|l3, 0〉 〈l1, l2 ; m1, m2|l3, −m3〉 (26)

Cette intégrale n’est par suite différente de zéro que si :

(i) m1 + m2 + m3 = 0 (ce qui était directement prévisible, puisque l’intégrale
en ϕ dans (23) est

∫ 2π

0 dϕ ei(m1+m2+m3)ϕ = δ0,m1+m2+m3 ).

(ii) on peut former un triangle avec trois segments de longueur l1, l2 et l3.

(iii) l1 + l2 − l3 est pair (ce qui est nécessaire pour que 〈l1, l2 ; 0, 0|l3, 0〉 ne soit
pas nul), c’est-à-dire si le produit des trois harmoniques sphériques Y m1

l1
,

Y m2

l2
et Y m3

l3
est une fonction paire (condition évidemment indispensable

pour que son intégrale sur toutes les directions de l’espace ne soit pas
nulle).

La relation (26) traduit en fait, dans le cas particulier des harmoniques sphériques,
un théorème plus général, dit théorème de Wigner-Eckart (cf. Complément DX).

1071





• OPÉRATEURS VECTORIELS : THÉORÈME DE WIGNER-ECKART

Complément DX

Opérateurs vectoriels : Théorème de Wigner-Eckart

1 Définition des opérateurs vectoriels ; exemples . . . . . 1074
2 Théorème de Wigner-Eckart pour les opérateurs vec-

toriels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1075
2-a Eléments de matrice non nuls de V dans une base standard1075
2-b Proportionnalité entre éléments de matrice de J et V à

l’intérieur d’un sous-espace E(k, j) . . . . . . . . . . . . 1076
2-c Calcul de la constante de proportionnalité ; théorème de

projection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1079
3 Application : calcul du facteur de Landé gJ d’un ni-

veau atomique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1080
3-a Dégénérescence de rotation ; multiplets . . . . . . . . . . 1081
3-b Levée de la dégénérescence par un champ magnétique ;

diagramme énergétique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1081

Dans le Complément BVI (cf. § 5-b), nous avons défini la notion d’opérateur
scalaire : c’est un opérateur A qui commute avec le moment cinétique J du système
étudié. Une importante propriété de ces opérateurs a ensuite été donnée (cf. § 6-c-β
de ce complément) : dans une base standard {|k, j, m〉}, les éléments de matrice
non nuls 〈k, j, m|A|k′, j′, m′〉 d’un opérateur scalaire satisfont nécessairement les
conditions j = j′ et m = m′ ; de plus, ces éléments ne dépendent pas 1 de m, ce qui
permet d’écrire :

〈k, j, m|A|k′, j′, m′〉 = aj(k, k′) δjj′ δmm′ (1)

En particulier, si l’on fixe les valeurs de k et de j, ce qui revient à considérer la
“restriction” de A (cf. Complément BII, § 3) au sous-espace E(k, j) engendré par les
(2j+1) kets |k, j, m〉 (m = −j, −j+1, ..., +j), on obtient une matrice (2j+1)×(2j+1)
très simple : elle est diagonale et tous ses éléments sont égaux.

Considérons maintenant un autre opérateur scalaire B ; la matrice qui lui
correspond dans le sous-espace E(k, j) possède la même propriété : elle est propor-
tionnelle à la matrice unité. Donc, la matrice correspondant à B s’obtient facilement
à partir de celle associée à A : il suffit de multiplier tous les éléments (diagonaux)
par une même constante. On voit donc que les restrictions de deux opérateurs sca-
laires A et B à un sous-espace E(k, j) sont toujours proportionnelles ; en désignant
par P (k, j) le projecteur sur le sous-espace E(k, j), on peut écrire ce résultat sous
la forme 2 :

P (k, j) B P (k, j) = λ(k, j) P (k, j) A P (k, j) (2)

1. La démonstration de ces propriétés a été ébauchée dans le Complément BVI. Nous re-
viendrons sur ce point dans le présent complément (§ 3-a) en étudiant les éléments de matrice
d’un hamiltonien scalaire.

2. Pour des opérateurs A et B donnés, le coefficient de proportionnalité dépend en général
du sous-espace E(k, j) choisi ; c’est pourquoi nous écrivons λ(k, j).
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Le but de ce complément est d’étudier un autre type d’opérateurs qui jouissent
de propriétés analogues à celles qui viennent d’être rappelées : les opérateurs vec-
toriels. Nous allons voir que, si V et V′ sont vectoriels, leurs éléments de matrice
obéissent également à des règles de sélection, que nous établirons ; de plus, nous
montrerons que les restrictions de V et V′ à E(k, j) sont toujours proportionnelles :

P (k, j) V′ P (k, j) = μ(k, j) P (k, j) V P (k, j) (3)

Ces résultats constituent le théorème de Wigner-Eckart pour les opérateurs vecto-
riels.

Remarque:

En réalité, le théorème de Wigner-Eckart est beaucoup plus général. Par
exemple, il permet d’obtenir des règles de sélection pour les éléments de ma-
trice de V entre deux kets appartenant à deux sous-espaces E(k, j) et E(k′, j′)
différents, ou encore de relier ces éléments aux éléments correspondants de
V′. On peut également appliquer le théorème de Wigner-Eckart à toute une
classe d’opérateurs dont les scalaires ou les vecteurs ne constituent que des
cas particuliers : les opérateurs tensoriels irréductibles (cf. exercice 8 du Com-
plément GX) ; cependant, leur étude sort du cadre de cet exposé.

1. Définition des opérateurs vectoriels ; exemples

Dans le § 5-c du Complément BVI, nous avons montré qu’une observable V
est vectorielle si ses trois composantes Vx, Vy, et Vz sur un trièdre orthonormé Oxyz
satisfont les relations de commutation suivantes :

[Jx, Vx] = 0 (4a)

[Jx, Vy] = i�Vz (4b)

[Jx, Vz ] = −i�Vy (4c)

ainsi que celles qui s’en déduisent par permutation circulaire des indices x, y et z.
Pour fixer les idées, donnons quelques exemples d’opérateurs vectoriels.

(i) Le moment cinétique J lui-même est vectoriel ; en effet, en remplaçant V
par J dans les formules (4), on obtient simplement les relations qui définissent un
moment cinétique (cf. Chap. VI).

(ii) Pour une particule sans spin dont l’espace des états est Er, on a J = L.
Il est alors facile de montrer que R et P sont des opérateurs vectoriels. En effet, on
a par exemple :

[Lx, X ] = [Y Pz − ZPy, X ] = 0

[Lx, Y ] = [−ZPy, Y ] = i�Z (5)

[Lx, Z] = [Y Pz , Z] = −i�Y

(iii) Pour une particule de spin S, dont l’espace des états est Er ⊗ Es, J est
donné par J = L + S. Dans ce cas, les opérateurs L, S, R, P sont vectoriels :
compte tenu du fait que tous les opérateurs de spin (agissant en fait dans Es seule-
ment) commutent avec les opérateurs orbitaux (n’agissant en fait que dans Er), la
démonstration de ces propriétés découle immédiatement de (i) et de (ii).
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Par contre, des opérateurs du type L2, L · S, etc. ne sont pas vectoriels, mais
scalaires [cf. remarque (i) du § 5-c du Complément BVI]. On pourrait cependant
construire d’autres opérateurs vectoriels à partir de ceux que nous avons déjà cités :
R × S, (L · S) P, etc.

(iv) Considérons un système global (1) + (2), formé par la réunion de deux
systèmes (1), d’espace des états E1, et (2), d’espace des états E2. Si V(1) est un
opérateur n’agissant en fait que dans E1, et si cet opérateur est vectoriel [c’est-à-
dire vérifie les relations de commutation (4) avec le moment cinétique J1 du premier
système], alors le prolongement de V(1) dans E1 ⊗ E2 est également vectoriel. Par
exemple, pour un système de deux électrons, les opérateurs L1, R1, S2, etc. sont
vectoriels.

2. Théorème de Wigner-Eckart pour les opérateurs vectoriels

Nous introduisons maintenant le théorème de Wigner-Eckart, qui a de nom-
breuses applications en physique atomique et nucléaire.

2-a. Eléments de matrice non nuls de V dans une base standard

Introduisons les opérateurs V+, V−, J+ et J− définis par :

V± = Vx ± iVy

J± = Jx ± iJy (6)

En utilisant les relations (4), on montre facilement que :

[Jx, V±] = ∓�Vz (7a)

[Jy , V±] = −i�Vz (7b)

[Jz , V±] = ±�V± (7c)

d’où l’on peut déduire sans difficultés les relations de commutation de J± et V± :

[J+, V+] = 0 (8a)

[J+, V−] = 2�Vz (8b)

[J−, V+] = −2�Vz (8c)

[J−, V−] = 0 (8d)

Considérons alors les éléments de matrice de V dans une base standard ;
nous allons voir que le fait que V soit vectoriel entraîne la nullité d’un grand nombre
d’entre eux. Tout d’abord, montrons que les éléments de matrice 〈k, j, m|Vz|k′, j′, m′〉
sont nécessairement nuls chaque fois que m est différent de m′. Pour cela, il suffit
de remarquer que Vz et Jz commutent [ce qui découle, après permutation circulaire
des indices x, y et z, de la relation (4a)] ; donc, les éléments de matrice de Vz entre
deux vecteurs |k, j, m〉 correspondant à des valeurs propres différentes m� de Jz

sont nuls (cf. Chap. II, § D-3-a-β).
Pour les éléments de matrice 〈k, j, m|V±|k′, j′, m′〉 de V±, montrons qu’ils ne

sont différents de zéro que si m − m′ = ±1. La relation (7c) indique en effet que :

JzV± = V±Jz ± �V± (9)
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Appliquons les deux membres de cette égalité au ket |k′, j′, m′〉 ; il vient :

Jz(V±|k′, j′, m′〉) = V±Jz |k′, j′, m′〉 ± �V± |k′, j′, m′〉
= (m′ ± 1)�V± |k′, j′, m′〉 (10)

Cette relation indique 3 que V± |k′, j′, m′〉 est vecteur propre de Jz avec la valeur
propre (m′±1)� ; comme deux vecteurs propres de l’opérateur hermitique Jz associés
à des valeurs propres différentes sont orthogonaux, il s’ensuit que le produit scalaire
〈k, j, m|V±|k′, j′, m′〉 est nul si m �= m′ ± 1.

En résumé, les règles de sélection que nous obtenons pour les éléments de
matrice de V sont les suivantes :

Vz =⇒ Δm = m − m′ = 0 (11a)

V+ =⇒ Δm = m − m′ = +1 (11b)

V− =⇒ Δm = m − m′ = −1 (11c)

De ces résultats, on peut facilement déduire l’allure des matrices représentant les res-
trictions des composantes de V à l’intérieur d’un sous-espace E(k, j) : celle associée
à Vz est diagonale, celles associées à V± n’ont d’éléments de matrice qu’immédiate-
ment au-dessus ou au-dessous de la diagonale principale.

2-b. Proportionnalité entre éléments de matrice de J et V à l’intérieur d’un
sous-espace E(k, j)

α. Éléments de matrice de V+ et V−
Ecrivons que l’élément de matrice du commutateur (8a) entre le bra 〈k, j, m + 2|

et le ket |k, j, m〉 est nul :

〈k, j, m + 2| J+V+ |k, j, m〉 = 〈k, j, m + 2| V+J+|k, j, m〉 (12)

Dans les deux membres de cette égalité insérons, entre les opérateurs J+ et V+, la
relation de fermeture :∑

k′,j′,m′
|k′, j′, m′〉 〈k′, j′, m′| = 1 (13)

Il apparaît alors des éléments de matrice 〈k, j, m| J+ |k′, j′, m′〉 de J+ qui, par
construction même de la base standard {|k, j, m〉}, ne sont différents de zéro que si
k = k′, j = j′ et m = m′ + 1. Les sommations sur k′, j′ et m′ sont donc en fait
inutiles dans ce cas, et (12) peut s’écrire :

〈k, j, m + 2| J+ |k, j, m + 1〉 〈k, j, m + 1| V+ |k, j, m〉
= 〈k, j, m + 2| V+ |k, j, m + 1〉 〈k, j, m + 1| J+ |k, j, m〉 (14)

3. Il ne faut pas en déduire que V± |k, j,m〉 est nécessairement proportionnel à |k, j,m± 1〉.
En fait, le raisonnement que nous avons donné montre seulement que

V± |k, j,m〉 =
∑

k′

∑
j′

ck′,j′
∣∣k′, j′, m± 1

〉
.

Pour pouvoir supprimer par exemple la sommation sur j′, il faudrait que V± commute avec J2, ce
qui n’est en général pas le cas.
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c’est-à-dire :

〈k, j, m + 1| V+ |k, j, m〉
〈k, j, m + 1| J+ |k, j, m〉 =

〈k, j, m + 2| V+ |k, j, m + 1〉
〈k, j, m + 2| J+ |k, j, m + 1〉 (15)

(tant que les bras et les kets qui figurent dans cette égalité existent, c’est-à-dire
tant que j − 2 ≥ m ≥ −j, on vérifie immédiatement qu’aucun des dénominateurs
ne peut s’annuler). Ecrivons l’égalité ainsi obtenue pour m = −j, −j + 1, ... j − 2 ; il
vient :

〈k, j, −j + 1| V+ |k, j, −j〉
〈k, j, −j + 1| J+ |k, j, −j〉 =

〈k, j, −j + 2| V+ |k, j, −j + 1〉
〈k, j, −j + 2| J+ |k, j, −j + 1〉 = ...

=
〈k, j, m + 1| V+ |k, j, m〉
〈k, j, m + 1| J+ |k, j, m〉 = ...

=
〈k, j, j| V+ |k, j, j − 1〉
〈k, j, j| J+ |k, j, j − 1〉 (16)

c’est-à-dire, si l’on appelle α+(k, j) la valeur commune de ces rapports :

〈k, j, m + 1| V+ |k, j, m〉 = α+(k, j) 〈k, j, m + 1| J+ |k, j, m〉 (17)

où α+(k, j) dépend de k et de j, mais pas de m.
D’autre part, la règle de sélection (11b) implique que tous les éléments de

matrice 〈k, j, m| V+ |k, j, m′〉 et 〈k, j, m| J+ |k, j, m′〉 sont nuls si Δm = m−m′ �= +1.
Donc, quels que soient m et m′, on a :

〈k, j, m| V+ |k, j, m′〉 = α+(k, j) 〈k, j, m| J+ |k, j, m′〉 (18a)

Ce résultat exprime que tous les éléments de matrice de V+ à l’intérieur de E(k, j)
sont proportionnels à ceux de J+.

Un raisonnement analogue peut être mené en écrivant que l’élément de ma-
trice du commutateur (8d) entre le bra 〈k, j, m − 2| et le ket |k, j, m〉 est nul. On
est alors conduit à :

〈k, j, m| V− |k, j, m′〉 = α−(k, j) 〈k, j, m| J− |k, j, m′〉 (18b)

égalité qui exprime que les éléments de matrice de V− et J− à l’intérieur de E(k, j)
sont proportionnels.

β. Eléments de matrice de Vz

Pour relier les éléments de matrice de Vz à ceux de Jz, plaçons maintenant la
relation (8c) entre le bra 〈k, j, m| et le ket |k, j, m〉 :

−2� 〈k, j, m| Vz |k, j, m〉 = 〈k, j, m| (J−V+ − V+J−) |k, j, m〉
= �

√
j(j + 1) − m(m + 1) 〈k, j, m + 1| V+ |k, j, m〉

− �

√
j(j + 1) − m(m − 1) 〈k, j, m| V+ |k, j, m − 1〉

(19)
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Compte tenu de (18a), il vient :

〈k, j, m| Vz |k, j, m〉
= −1

2
α+(k, j)

{√
j(j + 1) − m(m + 1) 〈k, j, m + 1| J+ |k, j, m〉

−
√

j(j + 1) − m(m − 1) 〈k, j, m| J+ |k, j, m − 1〉
}

= −�

2
α+(k, j) {j(j + 1) − m(m + 1) − j(j + 1) + m(m − 1)}

(20)

c’est-à-dire :

〈k, j, m| Vz |k, j, m〉 = m�α+(k, j) (21)

De même, un raisonnement analogue à partir de (8b) et (18b) conduit à :

〈k, j, m| Vz |k, j, m〉 = m�α−(k, j) (22)

Les égalités (21) et (22) montrent que α+(k, j) et α−(k, j) sont nécessairement
égaux ; à partir de maintenant, nous noterons α(k, j) leur valeur commune :

α(k, j) = α+(k, j) = α−(k, j) (23)

De plus, ces égalités impliquent que :

〈k, j, m| Vz |k, j, m′〉 = α(k, j) 〈k, j, m| Jz |k, j, m′〉 (24)

γ. Généralisation à une composante quelconque de V

Toute composante de V est une combinaison linéaire de V+, V− et Vz . Grâce
à l’égalité (23), on peut par suite résumer (18a), (18b) et (24) en écrivant :

〈k, j, m| V |k, j, m′〉 = α(k, j) 〈k, j, m| J |k, j, m′〉 (25)

Donc, à l’intérieur de E(k, j), tous les éléments de matrice de V sont proportionnels
à ceux de J. Ce résultat traduit, dans un cas particulier, le théorème de Wigner-
Eckart. En introduisant les “restrictions” de V et de J à E(k, j) (cf. Complément BII,
§ 3), on peut encore l’écrire :

P (k, j) V P (k, j) = α(k, j) P (k, j) J P (k, j) (26)

Remarque:

L’opérateur J commute avec P (k, j) [cf. (27)] ; comme d’autre part c’est un
projecteur :

[P (k, j)]2 = P (k, j)

on peut supprimer l’un quelconque des deux projecteurs P (k, j) dans le se-
cond membre de (26).
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2-c. Calcul de la constante de proportionnalité ; théorème de projection

Considérons l’opérateur J · V ; sa restriction E(k, j) est P (k, j)J · V P (k, j).
Pour transformer cette expression, on peut utiliser le fait que :

[J, P (k, j)] = 0 (27)

relation qui peut facilement être vérifiée en montrant que l’action des commutateurs
[Jz , P (k, j)] et [J±, P (k, j)] sur tout ket de la base {|k, j, m〉} donne zéro. En tenant
compte de (26), on obtient alors :

P (k, j)J · V P (k, j) = J. [P (k, j) V P (k, j)]

= α(k, j) J2P (k, j)

= α(k, j) j(j + 1)�2 P (k, j) (28)

La restriction à l’espace E(k, j) de l’opérateur J · V est donc égale à l’opérateur
identité 4 multiplié par α(k, j) j(j + 1)�2. Donc, si |ψk,j〉 désigne un état normé
quelconque appartenant au sous-espace E(k, j), la valeur moyenne 〈J ·V〉k,j de J ·V
est indépendante du ket |ψk,j〉 choisi, puisque :

〈J · V〉k,j = 〈ψk,j |J · V|ψk,j〉 = α(k, j) j(j + 1)�2 (29)

Si l’on reporte cette égalité dans (26), on voit que 5, à l’intérieur du sous-espace
E(k, j) :

V =
〈J · V〉k,j

〈J2〉k,j

J =
〈J · V〉k,j

j(j + 1)�2 J (30)

Ce résultat est souvent appelé “théorème de projection” : quel que soit le
système physique étudié, et tant que l’on ne s’intéresse qu’à des états appartenant à
un même sous-espace E(k, j), on peut considérer que tous les opérateurs vectoriels
sont proportionnels à J.

On peut donner de cette propriété l’interprétation physique classique sui-
vante (cf. § 1 du Complément FX) : si j désigne le moment cinétique total d’un
système physique isolé quelconque, toutes les grandeurs physiques attachées au sys-
tème tournent autour de j, qui est un vecteur constant (cf. Fig. 1) ; en particulier,
pour une grandeur vectorielle v, seule subsiste, en valeur moyenne dans le temps,
sa projection v� sur j, c’est-à-dire un vecteur parallèle à j et donné par :

v� =
j · v
j2 j (31)

formule qui est bien analogue à (30).

4. Comme J · V est scalaire, le fait que sa restriction soit proportionnelle à l’opérateur
identité était prévisible.

5. Nous dirons qu’une égalité opératorielle n’est valable qu’à l’intérieur d’un sous-espace
donné quand, en fait, elle n’est valable que pour les restrictions des opérateurs considérés à ce
sous- espace. En toute rigueur, il faudrait donc placer chacun des deux membres de l’égalité (30)
entre deux projecteurs P (k, j).
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Figure 1 – Interprétation classique du
théorème de projection : le vecteur v tour-
nant rapidement autour du moment ciné-
tique total j, seule sa composante statique
v� doit être prise en compte.

Remarques:

(i) On ne peut pas déduire de (30) que, dans l’espace des états total [somme
directe de tous les sous-espaces E(k, j)], V et J sont proportionnels. Il
faut bien noter en effet que la constante de proportionnalité α(k, j) (ou
〈J · V〉k,j) dépend du sous-espace E(k, j) choisi. De plus, un opérateur
vectoriel V quelconque possède a priori des éléments de matrice non nuls
entre des kets appartenant à des sous-espaces E(k, j) différents, alors que
les éléments correspondants de J sont toujours nuls.

(ii) Considérons un second opérateur vectoriel W. Sa restriction à l’intérieur
de E(k, j) est proportionnelle à J, et donc également à la restriction de V.
Donc, à l’intérieur d’un sous-espace E(k, j), tous les opérateurs vectoriels
sont proportionnels.

Cependant, pour calculer le coefficient de proportionnalité entre V et W, on ne peut
pas se contenter de remplacer dans (30) J par W, ce qui donnerait pour ce coefficient
〈V · W〉k,j /

〈
W2
〉

k,j
. En effet, dans la démonstration qui a conduit à l’égalité (30), nous

avons utilisé en (28) le fait que J commute avec P (k, j), ce qui n’est en général pas le cas
pour W. Pour calculer correctement ce coefficient de proportionnalité, il faut écrire que, à
l’intérieur du sous-espace E(k, j) :

W =
〈J · W〉k,j

〈J2〉k,j

J (32)

ce qui donne, compte tenu de (30) :

V =
〈J · V〉k,j

〈J · W〉k,j

W (33)

3. Application : calcul du facteur de Landé gJ d’un niveau atomique

Dans cete partie, nous allons appliquer le théorème de Wigner-Eckart au
calcul de l’effet d’un champ magnétique B sur les niveaux d’énergie d’un atome.
Nous allons voir que ce théorème simplifie considérablement les calculs et permet
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de prévoir, de manière très générale, que la levée de dégénérescence par le champ
magnétique fait apparaître des niveaux équidistants (au premier ordre en B) ; la
distance énergétique entre ces niveaux est proportionnelle à B et à une constante
gJ (facteur de Landé) que nous allons calculer.

Soit L le moment cinétique orbital total des électrons d’un atome (somme de
leurs moments cinétiques orbitaux Li individuels), S leur moment cinétique total
de spin (somme de leurs spins individuels Si). Le moment cinétique interne total de
l’atome (nous supposons le spin du noyau nul) est :

J = L + S (34)

En l’absence de champ magnétique, on désigne par H0 l’hamiltonien de l’atome ;
H0 commute 6 avec J. Nous allons supposer que H0, L2, S2, J2 et Jz forment un
E.C.O.C., et appeler |E0, L, S, J, M〉 leurs vecteurs propres communs, de valeurs
propres respectives E0, L(L + 1)�2, S(S + 1)�2, J(J + 1)�2 et M�.

Cette hypothèse est réalisée pour un certain nombre d’atomes légers pour lesquels le cou-

plage des moments cinétiques est du type L · S (cf. Complément BXIV). Cependant, pour

d’autres atomes qui obéissent à un type de couplage différent (par exemple, les gaz rares

autres que l’hélium), ce n’est pas le cas ; des calculs fondés sur le théorème de Wigner-

Eckart, semblables à ceux présentés ici, peuvent encore être menés. L’essentiel des idées

physiques reste le même. Pour simplifier, nous nous limiterons ici au cas où L et S sont

effectivement de bons nombres quantiques pour le niveau atomique étudié.

3-a. Dégénérescence de rotation ; multiplets

Considérons le ket J± |E0, L, S, J, M〉. D’après les hypothèses faites plus haut,
J± commute avec H0 ; donc J± |E0, L, S, J, M〉 est vecteur propre de H0 avec la
valeur propre E0. De plus, d’après les propriétés générales des moments cinétiques
et de leur composition, on a :

J± |E0, L, S, J, M〉 = �

√
J(J + 1) − M(M ± 1) |E0, L, S, J, M ± 1〉 (35)

Cette égalité montre qu’à partir d’un état |E0, L, S, J, M〉, on peut en construire
d’autres de même énergie : ceux pour lesquels −J ≤ M ≤ J . Il s’ensuit que la
valeur propre E0 est nécessairement au moins (2J + 1) fois dégénérée. Il s’agit
là d’une dégénérescence essentielle, car elle est liée à l’invariance par rotation de
H0 (il est éventuellement possible qu’une dégénérescence accidentelle vienne s’y
ajouter). En physique atomique, on appelle multiplet le niveau d’énergie (2J + 1)
fois dégénéré correspondant ; le sous-espace propre qui lui est associé, engendré par
les kets |E0, L, S, J, M〉 avec M = J, J − 1, ..., −J , sera noté E(E0, L, S, J).

3-b. Levée de la dégénérescence par un champ magnétique ; diagramme
énergétique

En présence d’un champ magnétique B parallèle à Oz, l’hamiltonien devient
(cf. Complément DVII) :

H = H0 + H1 (36)

6. Cette propriété générale découle de l’invariance de l’énergie de l’atome lors d’une rotation
portant sur l’ensemble des électrons et s’effectuant autour d’un axe passant par l’origine (où se
trouve le noyau supposé immobile) ; H0, invariant par rotation, commute donc avec J (H0 est un
opérateur scalaire ; cf. Complément BVI, § 5-b).
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avec :

H1 = ωL(Lz + 2Sz) (37)

(le facteur 2 devant Sz provient du facteur gyromagnétique du spin de l’électron) ;
la “pulsation de Larmor” ωL de l’électron est définie en fonction de sa masse m et
de sa charge q par :

ωL = − qB

2m
= −μB

�
B (38)

(où μB = q�/2m est le magnéton de Bohr).
Pour calculer l’effet du champ magnétique sur les niveaux d’énergie de l’atome,

nous n’allons considérer que les éléments de matrice de H1 à l’intérieur du sous-
espace E(E0, L, S, J) associé au multiplet étudié. La théorie des pertubations, qui
sera exposée au Chapitre XI, permet de justifier cette manière de faire lorsque B
n’est pas trop grand.

A l’intérieur du sous-espace E(E0, L, S, J) on a, d’après le théorème de pro-
jection (§ 2-c) :

L =
〈L · J〉E0,L,S,J

J(J + 1)�2 J (39a)

S =
〈S · J〉E0,L,S,J

J(J + 1)�2 J (39b)

où 〈L · J〉E0,L,S,J et 〈S · J〉E0,L,S,J désignent respectivement les valeurs moyennes
des opérateurs L · J et S · J pour les états du système appartenant à E(E0, L, S, J).
Or, on peut écrire :

L · J = L · (L + S) = L2 +
1
2

(J2 − L2 − S2) (40a)

ainsi que :

S · J = S · (L + S) = S2 +
1
2

(J2 − L2 − S2) (40b)

Il s’ensuit que :

〈L · J〉E0,L,S,J = L(L + 1)�2 +
�

2

2
[J(J + 1) − L(L + 1) − S(S + 1)] (41a)

et :

〈S · J〉E0,L,S,J = S(S + 1)�2 +
�

2

2
[J(J + 1) − L(L + 1) − S(S + 1)] (41b)

Les égalités (41), reportées dans (39) puis dans (37), montrent qu’à l’intérieur du
sous-espace E(E0, L, S, J) l’opérateur H1 est donné par :

H1 = gJωLJz (42)

où gJ , facteur de Landé du multiplet considéré, vaut :

gJ =
3
2

+
S(S + 1) − L(L + 1)

2J(J + 1)
(43)
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La relation (42) implique que les états propres de H1 à l’intérieur du sous-
espace propre E(E0, L, S, J) sont simplement les vecteurs de base |E0, L, S, J, M〉,
avec les valeurs propres :

E1(M) = gJM�ωL (44)

On voit que l’effet du champ magnétique est de lever complètement la dégénéres-

Figure 2 – Diagramme énergétique montrant la levée de dégénérescence (2J + 1)
d’un multiplet (ici J = 5/2) sous l’effet d’un champ magnétique statique B ; la
distance entre deux niveaux consécutifs est proportionnelle à |B| et au facteur de
Landé gJ .

cence du multiplet. Comme le montre le diagramme de la Figure 2, il apparaît un
ensemble de (2J +1) niveaux équidistants correspondant chacun à l’une des valeurs
possibles de M . La connaissance d’un tel diagramme permet de généraliser l’étude
de la polarisation et de la fréquence des raies optiques émises par un atome, que
nous avons effectuée plus haut pour un atome fictif à un seul électron sans spin
(effet Zeeman “normal” ; cf. Complément DVII), au cas où il y a plusieurs électrons
et où il faut tenir compte de leur spin.

Références et conseils de lecture :

Opérateurs tensoriels : Schiff (1.18), § 28 ; Messiah (1.17), Chap. XIII, § VI ; Ed-
monds (2.21), Chap. 5 ; Rose (2.19), Chap. 5 ; Meijer et Bauer (2.18), Chap. 6.
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Complément EX

Moments multipolaires électriques

1 Définition des moments multipolaires . . . . . . . . . . 1085

1-a Développement du potentiel sur les harmoniques sphé-
riques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1085

1-b Signification physique des opérateurs multipolaires . . . 1088
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1-d Une autre manière d’introduire les moments multipolaires1091

2 Eléments de matrice des opérateurs multipolaires élec-
triques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1093
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2-c Conséquences physiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1095

Considérons un système S constitué par N particules chargées, placées dans
un potentiel électrostatique U(r) donné. Nous allons montrer dans ce complément
comment on peut calculer l’énergie d’interaction du système S avec le potentiel
U(r) en introduisant les moments multipolaires électriques de S . Tout d’abord,
nous commencerons par rappeler de quelle manière s’introduisent ces moments en
physique classique. Puis nous construirons les opérateurs correspondants en méca-
nique quantique et verrons comment, dans un grand nombre de cas, leur utilisation
permet de simplifier considérablement l’étude des propriétés électriques d’un sys-
tème quantique. En effet, ces opérateurs possèdent des propriétés générales, indé-
pendantes du système étudié, et notamment satisfont certaines règles de sélection ;
en particulier, si l’état du système S étudié est un état de moment cinétique j
[c’est-à-dire un vecteur propre de J2 avec la valeur propre j(j + 1)�2], nous allons
voir que les valeurs moyennes de tous les opérateurs multipolaires d’ordre supérieur
à 2j sont nécessairement nulles.

1. Définition des moments multipolaires

1-a. Développement du potentiel sur les harmoniques sphériques

Pour simplifier, commençons par étudier un système S constitué d’une seule
particule, de charge q et de position r, plongée dans le potentiel U(r). Nous géné-
raliserons ensuite les résultats obtenus aux systèmes de N particules.

α. Cas d’une particule

En physique classique, l’énergie potentielle de la particule est :

V (r) = qU(r) (1)
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Les harmoniques sphériques formant une base pour les fonctions de θ et ϕ, on peut
développer U(r) sous la forme :

U(r) =
∞∑

l=0

l∑
m=−l

fl,m(r)Y m
l (θ, ϕ) (2)

Nous allons supposer que les charges qui créent le potentiel électrostatique
sont placées hors de la région de l’espace où peut se trouver la particule étudiée ;
dans toute cette région, on a alors :

ΔU(r) = 0 (3)

Or on sait [cf. relation (A-15) du Chapitre VII] que le laplacien Δ est relié à l’opé-
rateur différentiel L2 agissant sur les variables angulaires θ et ϕ par :

Δ =
1
r

∂2

∂r2 r − L2

�2r2 (4)

D’autre part, la définition même des harmoniques sphériques entraîne que :

L2Y m
l (θ, ϕ) = l(l + 1)�2Y m

l (θ, ϕ) (5)

On peut donc facilement calculer le laplacien du développement (2) ; si l’on écrit
que, compte tenu de (3), chacun des termes ainsi obtenu est nul, il vient :[

1
r

∂2

∂r2 r − l(l + 1)
r2

]
fl,m(r) = 0 (6)

Cette équation admet deux solutions linéairement indépendantes, rl et r−(l+1).
Comme U(r) n’est pas infini pour r = 0, il faut prendre :

fl,m(r) =

√
4π

2l + 1
cl,mrl (7)

où les cl,m sont des coefficients qui dépendent du potentiel considéré (le facteur√
4π/(2l + 1) est introduit pour des raisons de pure commodité qui apparaîtront

plus bas).
On peut donc écrire (2) sous la forme :

V (r) = qU(r) =
∞∑

l=0

l∑
m=−l

cl,mQm
l (r) (8)

où les fonctions Qm
l (r) sont définies par leurs expressions 1 en coordonnées sphé-

riques :

Qm
l (r) = q

√
4π

2l + 1
rl Y m

l (θ, ϕ) (9)

1. On notera la différence de notation entre les capitales cursives des grandeurs classiques
et les Qm

l des opérateurs quantiques.
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En mécanique quantique, le même type de développement est possible ; en
effet, l’opérateur énergie potentielle de la particule est V (R) = qU(R), dont les
éléments de matrice en représentation {|r〉} sont (cf. Complément BII, § 4-b) :

〈r|qU(R)|r′〉 = qU(r) δ(r − r′) (10)

Le développement (8) donne alors :

V (R) = qU(R) =
∞∑

l=0

l∑
m=−l

cl,mQm
l (11)

où les opérateurs Qm
l sont définis par :

〈r|Qm
l |r′〉 = Qm

l (r) δ(r − r′)

= q

√
4π

2l + 1
rl Y m

l (θ, ϕ) δ(r − r′) (12)

Les Qm
l sont appelés “opérateurs multipolaires électriques”.

β. Généralisation à N particules

Considérons maintenant N particules classiques de positions r1, r2, ..., rN et
de charges q1, q2, ..., qN . Leur énergie de couplage avec le potentiel extérieur U(r)
est :

V (r1, r2, ..., rN ) =
N∑

n=1

qnU(rn) (13)

Le raisonnement du paragraphe précédent se généralise immédiatement et montre
que :

V (r1, r2, ..., rN ) =
∞∑

l=0

l∑
m=−l

cl,m Qm
l (r1, r2, ..., rN ) (14)

où les coefficients cl,m [qui dépendent du potentiel U(r)] ont les mêmes valeurs
qu’au paragraphe précédent, et les fonctions Qm

l sont définies par leurs valeurs en
coordonnées polaires :

Qm
l (r1, r2, ..., rN ) =

√
4π

2l + 1

N∑
n=1

qn(rn)l Y m
l (θn, ϕn) (15)

(θn et ϕn sont les angles polaires de rn). Les moments multipolaires du système total
sont donc simplement la somme des moments associés à chacune des particules.

De même, en mécanique quantique, l’énergie de couplage des N particules
avec le potentiel extérieur est décrite par l’opérateur :

V (R1, R2, ..., RN ) =
∞∑

l=0

l∑
m=−l

cl,m Qm
l (16)

avec :

〈r1, r2, ..., rN |Qm
l |r′

1, r′
2, ..., r′

N 〉
= Qm

l (r1, r2, ..., rN ) δ(r1 − r′
1) δ(r2 − r′

2) ... δ(rN − r′
N ) (17)
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1-b. Signification physique des opérateurs multipolaires

α. Opérateur Q0
0 ; charge totale du système

Comme Y 0
0 est une constante (Y 0

0 = 1/
√

4π), la définition (15) entraîne que :

Q0
0 =

N∑
n=1

qn (18)

L’opérateur Q0
0 est donc, en fait, une constante égale à la charge totale du système.

Le premier terme du développement (14) donne donc l’énergie de couplage
du système avec le potentiel U(r) dans l’approximation où toutes les particules sont
supposées situées à l’origine O ; il est clair qu’on obtient ainsi une bonne approxi-
mation si U(r) varie peu en valeur relative sur une distance comparable à celles
qui séparent les diverses particules de O (si le système S est centré en O, cette
distance est de l’ordre des dimensions de S ). Il existe d’ailleurs un cas particulier
où le développement (14) est rigoureusement limité à son premier terme, celui où le
potentiel U(r) est uniforme : U(r), qui ne dépend alors pas de r, est proportionnel
à l’harmonique sphérique l = 0.

β. Opérateurs Qm
1 ; moment dipolaire électrique

D’après (15) et l’expression des harmoniques sphériques Y m
l [cf. Complé-

ment AVI, équations (32)], on a :⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Q1

1 = − 1√
2

∑
n

qn (xn + iyn)

Q0
1 =

∑
n

qn zn

Q−1
1 =

1√
2

∑
n

qn (xn − iyn)

(19)

Ces trois quantités peuvent être considérées comme les composantes d’un vecteur
sur la base complexe de trois vecteurs e1, e0 et e−1 :

D = −Q−1
1 e1 + Q0

1e0 − Q1
1e−1 (20)

avec :

e1 = − 1√
2

(ex + iey); e0 = ez; e−1 =
1√
2

(ex − iey) (21)

(où ex, ey et ez sont les vecteurs unitaires des axes Ox, Oy et Oz) ; les composantes
de ce vecteur D sur les axes Oxyz sont alors :

Qx
1 =

1√
2

[D−1
1 − D1

1

]
=
∑

n

qn xn

Qy
1 =

i√
2

[D−1
1 + D1

1

]
=
∑

n

qn yn

Qz
1 = D0

1 =
∑

n

qn zn (22)
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Nous reconnaissons les trois composantes du moment dipolaire électrique total du
système S par rapport à l’origine O :

D =
N∑

n=1

qn rn (23)

Les opérateurs Qm
1 sont donc, en fait, les composantes du dipôle électrique D =∑

n qn Rn.
Les égalités (19) permettent d’ailleurs d’écrire les termes l = 1 du développe-

ment (14) sous la forme :

+1∑
m=−1

c1,m Qm
1 = − 1√

2
(c1,1 − c1,−1)

∑
n

qn xn

− i√
2

(c1,1 + c1,−1)
∑

n

qn yn + c1,0

∑
n

qn zn (24)

Or les combinaisons des coefficients c1,m qui apparaissent dans cette expression ne
sont autres que les composantes du gradient du potentiel U(r) en r = 0. En effet,
si l’on prend le gradient du développement (8) de U(r), le terme l = 0 (qui est
constant) disparaît ; le terme l = 1 peut être mis sous une forme analogue à (24) et
donne :

[∇U(r)]r=0 = − 1√
2

(c1,1 − c1,−1) ex − i√
2

(c1,1 + c1,−1) ey + c1,0 ez (25)

Quant aux termes l > 1 de (8), ce sont des polynômes en x, y, z de degrés supérieurs
à 1 (cf. §§ γ et δ suivants) qui ne donnent aucune contribution au gradient en r = 0.
Le terme l = 1 du développement (14) s’écrit donc, compte tenu de (23) et (25) :(

N∑
n=1

qn rn

)
· (∇U)r=0 = −D · E(r = 0) (26)

où :

E(r) = −∇U(r) (27)

est le champ électrique au point r. Nous retrouvons ainsi en (26) l’expression bien
connue de l’énergie de couplage entre un dipôle électrique et le champ E.

Remarques:

(i) On a fréquemment affaire en physique à des systèmes dont la charge
totale est nulle (c’est le cas par exemple pour les atomes) ; Q0

0 est alors
égal à zéro, et le premier opérateur multipolaire qui intervient dans le
développement (14) est le moment dipolaire électrique. On peut souvent
limiter ce développement aux termes l = 1 [ce qui donne l’expression
(26)], car les termes pour lesquels l ≥ 2 sont en général beaucoup plus
petits (c’est le cas par exemple si le champ électrique varie peu sur des
distances comparables à la distance des particules à l’origine ; les termes
l ≥ 2 sont d’ailleurs rigoureusement nuls dans un cas particulier, celui où
le champ électrique est uniforme ; cf. §§ γ et δ suivants).
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(ii) Pour un système S constitué de deux particules de charges opposées +q
et −q (dipôle électrique), le moment dipolaire D s’écrit :

D = q(r1 − r2) (28)

Sa valeur, qui est liée à la position de la “particule relative” (cf. Chap. VII,
§ B) associée au système S , ne dépend donc pas du choix de l’origine O
des axes. En réalité, il s’agit là d’une propriété plus générale : on peut
facilement vérifier que le moment dipolaire électrique d’un système S

quelconque de charge totale nulle est indépendant de l’origine O choisie.

γ. Opérateurs Qm
2 ; moment quadrupolaire électrique

En utilisant l’expression explicite des Y m
2 [cf. Complément AVI, égalités (33)],

on pourrait montrer sans difficulté que :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Q±2
2 =

√
6

4
∑
n

qn (xn ± iyn)2

Q±1
2 = ∓

√
6

2
∑
n

qn zn(xn ± iyn)

Q0
2 =

1
2
∑
n

qn (3z2
n − r2

n)

(29)

On obtient ainsi les cinq composantes du moment quadrupolaire électrique du sys-
tème S . Alors que la charge totale de S est un scalaire et que son moment dipolaire
est un vecteur D, on peut montrer que le moment quadrupolaire de S est un ten-
seur d’ordre deux. De plus, un raisonnement semblable à celui du § β permettrait
d’écrire les termes l = 2 du développement (14) sous la forme :

+2∑
m=−2

c2,mQm
2 =

∑
i,j

[
∂2U

∂xi ∂xj

]
r=0

N∑
n=1

qn xi
nxj

n (30)

(avec xi, xj = x, y ou z). Ces termes décrivent le couplage entre le moment quadru-
polaire électrique du système S et le gradient du champ E(r) au point r = 0.

δ. Généralisation : moment l-polaire électrique

On pourrait généraliser les raisonnements précédents et montrer à partir de
l’expression générale des harmoniques sphériques [cf. Complément AVI, relations
(26) ou (30)] que :

— les quantités Qm
l sont des polynômes homogènes en x, y et z de degré l.

— la contribution au développement (14) des termes l fait intervenir les dé-
rivées d’ordre l du potentiel U(r), prises en r = 0.

L’expression (14) du potentiel apparaît alors comme un développement en
série de Taylor au voisinage de l’origine. Ce développement doit être poussé à un
ordre d’autant plus élevé que les variations du potentiel U(r) sont plus compliquées
dans la région de l’espace où se trouve le système S : par exemple, si U(r) est
constant, nous avons vu que le terme l = 0 est le seul à intervenir ; si le champ E(r)
est uniforme, il faut ajouter au développement les termes l = 1 ; si c’est le gradient
du champ E qui est uniforme, l peut prendre les valeurs 0, 1 et 2, etc.
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1-c. Parité des opérateurs multipolaires

Etudions enfin la parité des Qm
l . Nous savons que la parité de Y m

l est (−1)l

[cf. Chap. VI, relation (D-28)]. Donc (cf. Complément FII, § 2-a) l’opérateur multi-
polaire électrique Qm

l a une parité définie, égale à (−1)l, indépendante de m. Cette
propriété nous sera utile dans la suite.

1-d. Une autre manière d’introduire les moments multipolaires

Nous considérons le même ensemble de N particules chargées qu’au § 1-a ;
cependant, au lieu de nous intéresser à l’énergie d’interaction de ce système avec un
potentiel extérieur U(r) donné, cherchons à calculer le potentiel W (ρ) créé par ces
charges en un point ρ éloigné (cf. Fig. 1) ; pour simplifier, nous allons raisonner ici
dans le cadre de la mécanique classique. Le potentiel W (ρ) est alors :

W (ρ) =
1

4πε0

N∑
n=1

qn

|ρ − rn| (31)

Or, lorsque |ρ| � |rn|, on peut montrer que :

1
|ρ − rn| =

1
ρ

∞∑
l=0

(
rn

ρ

)l

Pl(cos αn) (32)

Figure 1 – Le potentiel W (ρ) créé en un point éloigné par un système S constitué
de N particules chargées (de positions r1, r2, ...) peut être exprimé en fonction des
moments multipolaires de S .

où αn désigne l’angle (ρ, rn) et Pl est le polynôme de Legendre d’ordre l. En utilisant
le théorème d’addition des harmoniques sphériques (cf. Complément AVI, § 2-e-γ),
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on peut écrire :

Pl(cos αn) =
4π

2l + 1

+l∑
m=−l

(−1)m Y −m
l (θn, ϕn)Y m

l (Θ, Φ) (33)

(où Θ et Φ désignent les angles polaires de ρ). En reportant (32) et (33) dans (31),
on obtient finalement :

W (ρ) =
1

4πε0

∞∑
l=0

l∑
m=−l

√
4π

2l + 1
(−1)m Q−m

l

1
ρl+1 Y m

l (Θ, Φ) (34)

où Qm
l (r1, r2, ..., rN ) est défini par la relation (15).
L’égalité (34) montre que la donnée des Qm

l définit parfaitement le potentiel
créé par l’ensemble des particules dans les régions de l’espace extérieures au système
S . Ce potentiel W (ρ) apparaît alors comme la somme d’une infinité de termes :

(i) Le terme l = 0 donne la contribution de la charge totale du système. Ce
terme est isotrope (il ne dépend pas de Θ et Φ) et s’écrit :

W0(ρ) =
1

4πε0

1
ρ

∑
n

qn (35)

C’est le potentiel en 1/ρ que créeraient les charges si elles étaient toutes situées en
O ; il est nul si le système est globalement neutre.

(ii) Le terme l = 1 donne la contribution du moment dipolaire électrique D du
système. En effectuant des transformations analogues à celles du § 1-b-β précédent,
on peut montrer que cette contribution s’écrit :

W1(ρ) =
1

4πε0

D · ρ
ρ3 (36)

Ce potentiel décroît en 1/ρ2 lorsque ρ croît.
(iii) Les termes l = 2, 3. ... donnent de la même façon la contribution au

potentiel W (ρ) des moments multipolaires successifs du système étudié. Lorsque
ρ augmente, chacune de ces contributions décroît comme 1/ρl+1 et sa dépendance
angulaire est décrite par une harmonique sphérique d’ordre l. De plus, on voit
sur (34) et la définition (15) que le potentiel dû au moment multipolaire Ql est, au
maximum, de l’ordre de grandeur de W0(ρ) × (d/ρ)l, où d est la distance maximale
des diverses particules du système S à l’origine. Donc, si l’on s’intéresse au potentiel
en un point ρ tel que ρ � d (potentiel en un point éloigné), les termes W1(ρ)
décroissent très vite lorsque l augmente, et on ne fait pas une grande erreur en ne
gardant dans (34) que les valeurs de l les plus basses.

Remarque:

Si on voulait calculer le champ magnétique créé par un ensemble de charges
en mouvement, on pourrait introduire de façon analogue les moments multi-
polaires magnétiques du système : moment dipolaire magnétique 2, quadru-
polaire magnétique, etc. Les parités des moments magnétiques sont opposées

2. Il n’existe pas de moment multipolaire magnétique d’ordre l = 0 (monopôle magnétique).
Ce résultat est lié au fait que le champ magnétique, dont la divergence est nulle d’après les équations
de Maxwell, a un flux conservatif.
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à celles des moments électriques correspondants : le moment dipolaire ma-
gnétique est pair, le moment quadrupolaire magnétique impair, et ainsi de
suite. Cette propriété provient de ce que le champ électrique est un vecteur
polaire alors que le champ magnétique est un vecteur axial.

2. Eléments de matrice des opérateurs multipolaires électriques

Cette fois encore, nous allons raisonner pour simplifier sur un système consti-
tué d’une seule particule sans spin. Toutefois, la généralisation aux systèmes de N
particules ne présente aucune difficulté de principe.

L’espace des états Er de la particule est rapporté à une base orthonormée
{|χn,l,m〉} de vecteurs propres communs à L2 [valeur propre l(l+1)�2] et Lz (valeur
propre m�). Evaluons les éléments de matrice d’un opérateur multipolaire Qm

l dans
une telle base.

2-a. Expression générale des eléments de matrice

α. Décomposition des éléments de matrice

D’après les résultats généraux du Chapitre VII, nous savons que les fonctions
d’onde associées aux états |χn,l,m〉 sont nécessairement de la forme :

χn,l,m(r) = Rn,l(r) Y m
l (θ, ϕ) (37)

L’élément de matrice de l’opérateur Qm
l s’écrit donc, compte tenu de (12) :

〈χn1,l1,m1 | Qm
l | χn2,l2,m2〉 =

=
∫ ∞

0
r2dr

∫ π

0
sin θ dθ

∫ 2π

0
dϕ χ∗

n1,l1,m1
(r, θ, ϕ) Qm

l (r, θ, ϕ) χn2,l2,m2 (r, θ, ϕ)

= q

√
4π

2l + 1

∫ ∞

0
r2dr R∗

n1,l1
(r) Rn2,l2(r)rl

∫ π

0
sin θ dθ

×
∫ 2π

0
dϕ Y m1∗

l1
(θ, ϕ)Y m

l (θ, ϕ)Y m2
l2

(θ, ϕ) (38)

Nous avons ainsi fait apparaître dans l’élément de matrice considéré une intégrale ra-
diale et une intégrale angulaire. Cette dernière peut d’ailleurs être simplifiée ; en uti-
lisant la relation de conjugaison complexe des harmoniques sphériques [cf. Chap. VI,
égalité (D-29)] et la relation (26) du Complément CX (théorème de Wigner-Eckart
pour les harmoniques sphériques), on peut montrer qu’elle s’écrit :

(−1)m1

∫ π

0
sin θ dθ

∫ 2π

0
dϕ Y −m1

l1
(θ, ϕ) Y m

l (θ, ϕ) Y m2

l2
(θ, ϕ) =

=

√
(2l + 1)(2l2 + 1)

4π(2l1 + 1)
〈l2, l ; 0, 0 | l1, 0〉 〈l2, l ; m2, m | l1, m1〉 (39)

Pour finir, il vient :

〈χn1,l1,m1 | Qm
l | χn2,l2,m2〉 =

=
1√

2l1 + 1
〈χn1,l1 ‖ Ql ‖ χn2,l2〉 〈l2, l; m2, m | l1, m1〉 (40)
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où “l’élément de matrice réduit” 〈χn1,l1 ‖ Ql ‖ χn2,l2〉 de l’opérateur multipolaire
électrique d’ordre l est défini par :

〈χn1,l1 ‖ Ql ‖ χn2,l2〉 = q
√

2l2 + 1 〈l2, l ; 0, 0 | l1, 0〉
×
∫ ∞

0
dr rl+2R∗

n1,l1
(r) Rn2,l2(r) (41)

L’égalité (40) exprime, dans le cas particulier des opérateurs multipolaires élec-
triques, un théorème général dont nous avons déjà vu l’application à un autre cas,
celui des opérateurs vectoriels (cf. Complément DX) : le théorème de Wigner-Eckart.

Remarque:

Nous nous sommes limités ici à un système S constitué d’une seule particule
sans spin. Toutefois, si l’on considère un système de N particules possédant
éventuellement un spin, on peut généraliser les résultats que nous avons ob-
tenus. Pour cela, il faut introduire le moment cinétique total J du système
(somme des moments cinétiques orbitaux et des spins des N particules), et
désigner par |χn,j,m〉 des vecteurs propres communs à J2 et Jz ; on peut alors
démontrer une égalité semblable à (40), où l1 et l2 sont remplacés par j1 et
j2 (cf. Complément GX, exercice 8). Cependant, les nombres quantiques j1,
j2, m1 et m2 peuvent alors, suivant le système physique considéré, être soit
entiers, soit demi-entiers.

β. Elément de matrice réduit

L’élément de matrice réduit 〈χn1,l1 ‖ Ql ‖ χn2,l2〉 est indépendant de m, m1 et
m2. Il fait intervenir la partie radiale Rn,l(r) des fonctions d’onde χn,l,m(r, θ, ϕ) ; sui-
vant la base {|χn,l,m〉} choisie, on aura donc des valeurs différentes pour cet élément
de matrice réduit et on ne peut guère lui attribuer de propriétés générales. Cepen-
dant, on peut remarquer que le coefficient de Clebsch-Gordan 〈l2, l ; 0, 0 | l1, 0〉 qui
intervient dans (41) est nul si l1 + l2 + l est impair (cf. Complément BX, § 3-c), ce
qui entraîne la même propriété pour l’élément de matrice réduit.

Remarque:

Cette propriété est liée à la parité (−1)l des opérateurs multipolaires élec-
triques Qm

l . Pour les opérateurs multipolaires magnétiques, nous avons déjà
signalé plus haut que leur parité est (−1)l+1 ; c’est donc lorsque l1 + l2 + l
est pair que leurs éléments de matrice sont nuls.

γ. Partie angulaire de l’élément de matrice

Dans (40), le coefficient de Clebsch-Gordan 〈l2, l; m2, m | l1, m1〉 provient uni-
quement de l’intégrale angulaire qui apparaît dans l’élément de matrice de Qm

l [cf.
(38)] ; ce coefficient ne dépend que des nombres quantiques associés aux moments
cinétiques des niveaux considérés, et ne fait pas intervenir la dépendance radiale
Rn,l(r) des fonctions d’onde. C’est pourquoi il apparaît dans les éléments de ma-
trice des opérateurs multipolaires chaque fois que l’on choisit une base de vecteurs
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propres communs à L2 et Lz (ou J2 et Jz pour un système de N particules pos-
sédant éventuellement un spin ; cf. remarque du § α précédent). Or on sait que de
telles bases sont fréquemment utilisées en mécanique quantique, et notamment que
les états stationnaires d’une particule dans un potentiel central W (r) peuvent être
pris sous cette forme. Les fonctions radiales Rn,l(r) associées aux états stationnaires
dépendent alors du potentiel W (r) choisi ; il en est donc de même de l’élément de
matrice réduit 〈χn1,l1 ‖ Ql ‖ χn2,l2〉. Par contre, ce n’est pas le cas de la dépendance
angulaire des fonctions d’onde, et le même coefficient de Clebsch-Gordan apparaît
quel que soit W (r) ; c’est pourquoi il joue un rôle universel.

2-b. Règles de sélection

D’après les propriétés des coefficients de Clebsch-Gordan (cf. Complément BX,
§ 1), 〈l2, l; m2, m | l1, m1〉 ne peut être différent de zéro que si l’on a à la fois :

m1 = m2 + m (42)

|l1 − l2| ≤ l ≤ l1 + l2 (43)

Donc la relation (40) entraîne que, si l’une au moins de ces conditions n’est pas
réalisée, l’élément de matrice 〈χn1,l1,m1 | Qm

l | χn2,l2,m2〉 est nécesssairement nul.
Nous obtenons ainsi des règles de sélection qui permettent, sans calcul, de simplifier
notablement la recherche de la matrice représentant un opérateur multipolaire Qm

l

quelconque.
D’autre part, nous avons vu au § 2-a-β que l’élément de matrice réduit d’un

opérateur multipolaire obéit à une autre règle de sélection :
— pour un opérateur multipolaire électrique :

l1 + l2 + l = nombre pair (44a)

— pour un opérateur multipolaire magnétique :

l1 + l2 + l = nombre impair (44b)

2-c. Conséquences physiques

α. Valeur moyenne d’un opérateur multipolaire dans un état de moment
cinétique déterminé

Supposons que l’état |ψ〉 de la particule soit un des états de base |χn1,l1,m1〉.
La valeur moyenne 〈Qm

l 〉de l’opérateur Qm
l est alors :

〈Qm
l 〉 = 〈χn1,l1,m1 | Qm

l | χn1,l1,m1〉 (45)

Les conditions (42) et (43) s’écrivent ici :

m = 0 (46)

0 ≤ l ≤ 2l1 (47)

Nous obtenons ainsi les règles importantes suivantes :
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— les valeurs moyennes, dans un état |χn1,l1,m1〉, de tous les opérateurs Qm
l

sont nulles si m �= 0 :

〈Qm
l 〉 = 0 si m �= 0 (48)

— les valeurs moyennes dans un état |χn1,l1,m1〉 de tous les opérateurs d’ordre
l supérieur à 2l1 sont nulles :

〈Qm
l 〉 = 0 si l > 2l1 (49)

Si maintenant nous supposons que l’état |ψ〉, au lieu d’être un état |χn1,l1,m1 〉,
est une superposition quelconque de tels états correspondant tous à la même valeur
de l1, il n’est pas difficile de montrer que la règle (49) reste valable [mais pas la
règle (48) ; en effet, dans la valeur moyenne 〈Qm

l 〉, interviennent alors en général
des éléments de matrice où m1 �= m2]. L’égalité (49) est donc très générale et peut
être appliquée chaque fois que le système est dans un état propre de L2.

D’autre part, les égalités (44) entraînent que la valeur moyenne d’un opérateur
multipolaire d’ordre l ne peut être différente de zéro que si :

— pour un opérateur multipolaire électrique :

l = nombre pair (50a)

— pour un opérateur multipolaire magnétique :

l = nombre impair (50b)

Les règles précédentes permettent d’obtenir commodément et sans calculs un
certain nombre de résultats physiques simples. Par exemple, dans un état l = 0
(comme l’état fondamental de l’atome d’hydrogène), les moments dipolaires (élec-
trique ou magnétique), quadrupolaires (électrique ou magnétique), etc. sont toujours
nuls. Pour un état l = 1, seuls des opérateurs multipolaires d’ordre 0, 1, 2 peuvent
être non nuls ; les règles de parité (50) indiquent que ce sont la charge totale et le
quadrupôle électrique du système, ainsi que son dipôle magnétique.

Remarque:

Les prévisions physiques que nous avons obtenues peuvent être généralisées
à des systèmes plus complexes (comme les atomes à plusieurs électrons). Si
le moment cinétique d’un tel système est j (entier ou demi-entier), on peut
montrer qu’il suffit de remplacer dans (49) l1 par j.
Appliquons par exemple les règles (49) et (50) à l’étude des propriétés élec-
tromagnétiques d’un noyau atomique. On sait qu’un tel noyau est un système
lié constitué de protons et de neutrons, interagissant par les forces nucléaires.
Si dans l’état fondamental 3, la valeur propre du carré du moment cinétique
est I(I + 1)�2, le nombre quantique I est appelé spin du noyau.

Les règles que nous avons énoncées indiquent que :

3. En physique atomique, on ne s’intéresse généralement qu’au niveau fondamental du
noyau. En effet, les énergies mises en jeu, si elles sont suffisantes pour exciter l’atmosphère élec-
tronique de l’atome, sont beaucoup trop faibles pour exciter son noyau.
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— si I = 0, les interactions électromagnétiques du noyau sont caractérisées
par sa charge totale, tous les autres moments multipolaires étant nuls.
C’est le cas par exemple des noyaux 4He (“particule α”), 20Ne, etc.

— si I = 1/2, le noyau possède une charge électrique et un moment dipolaire
magnétique [la règle de parité (50a) excluant le moment dipolaire élec-
trique]. C’est le cas pour le noyau de 3He, pour celui de 1H (c’est-à-dire
en fait le proton), ainsi d’ailleurs que pour toutes les particules de spin
1/2 (électron, muon, neutron, etc.)

— si I = 1, il faut ajouter, à la charge et au moment dipolaire magnétique,
le moment quadrupolaire électrique. C’est le cas de 2H (Deuterium), 6Li,
etc.

On peut généraliser le raisonnement à une valeur quelconque de I. En fait, très peu
de noyaux ont des spins supérieurs à 3 ou 4.

β. Eléments de matrice entre états de nombres quantiques différents

Lorsque l1, l2, m1 et m2 sont quelconques, il faut appliquer les règles de
sélection sous leurs formes générales (42), (43) et (44). Considérons par exemple
une particule de charge q soumise à l’action d’un potentiel central V0(r), et dont
les états stationnaires sont les états |χn,l,m〉. On suppose qu’on ajoute ensuite un
champ électrique supplémentaire E , uniforme et parallèle à Oz ; dans l’hamiltonien
de couplage correspondant, le seul terme non nul est le terme dipolaire électrique
(cf. § 1-b-β) :

V (R) = −D · E

= −DzE (51)

L’opérateur Dz est, comme nous l’avons vu en (22), égal à l’opérateur Q0
1 ; les règles

de sélection (42) et (43) indiquent alors que :
— les états |χn,l,m〉 couplés par l’hamiltonien supplémentaire V (R) corres-

pondent nécessairement à la même valeur de m.
— les valeurs de l des deux états diffèrent nécessairement de ±1 [elles ne

peuvent être égales d’après (44a)]. On peut ainsi prévoir sans calculs qu’un
grand nombre d’éléments de matrice de V (R) sont nuls. Ceci simplifie par
exemple considérablement l’étude de l’effet Stark (cf. Complément EXII),
et celle des règles de sélection qui régissent l’émission des raies optiques
par les atomes (cf. Complément AXIII).

Références et conseils de lecture :

Cagnac et Pebay-Peyroula (11.2), Annexe IV ; Valentin (16.1), Chap. VIII ;
Jackson (7.5), Chap. 4 et 16.
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Evolution de deux moments cinétiques J1 et J2 couplés par une
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4 Etude d’un modèle simple de collision entre deux

spins 1/2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1108
4-a Description du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1108
4-b Etat du système après la collision . . . . . . . . . . . . . 1109
4-c Discussion physique. Corrélation introduite par la colli-

sion entre les deux spins . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1110

En physique, on a souvent à étudier l’effet d’un couplage entre deux moments
cinétiques partiels J1 et J2 d’un système : J1 et J2 peuvent, par exemple, être les
moments cinétiques de deux électrons d’un atome, ou encore le moment cinétique
orbital et le moment cinétique de spin d’un électron. En présence d’un tel couplage,
J1 et J2 ne sont plus des constantes du mouvement ; seul :

J = J1 + J2 (1)

commute avec l’hamiltonien total du système.
Nous supposerons que le terme de l’hamiltonien qui introduit un couplage

entre J1 et J2 a la forme simple :

W = a J1 · J2 (2)

où a est une constante réelle. Une telle situation se rencontre très fréquemment en
physique atomique. Nous en verrons de nombreux exemples au Chapitre XII, lorsque
nous utiliserons la théorie des perturbations pour étudier l’effet, sur le spectre de
l’atome d’hydrogène, des interactions dépendant du spin de l’électron ou du proton.
Lorsque le couplage a la forme (2), la théorie classique prévoit que les moments
cinétiques classiques J 1 et J 2 précessent autour de leur résultante (leur somme)
J avec une vitesse angulaire proportionnelle à la constante a (cf. § 1). Ce résultat
est à la base du “modèle vectoriel” de l’atome qui a joué un rôle historique très
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important dans le développement de la physique atomique. Dans ce complément
nous montrons comment on peut, connaissant les états propres communs à J2 et
Jz, étudier le mouvement des valeurs moyennes 〈J1〉 et 〈J2〉 et retrouver, au moins
en partie, les résultats du modèle vectoriel de l’atome (§§ 2 et 3). De plus, cette
étude nous permettra de préciser dans des cas simples la polarisation des ondes
électromagnétiques émises ou absorbées au cours de transitions dipolaires magné-
tiques. Nous aborderons enfin (§ 4) le cas où les deux moments cinétiques J1 et J2

ne sont pas couplés en permanence, mais seulement pendant le temps que dure une
collision, ce qui nous amènera à illustrer sur un cas très simple la notion importante
de corrélation entre deux systèmes.

1. Rappels classiques

1-a. Équations du mouvement

Si θ est l’angle entre les moments cinétiques classiques J 1 et J 2 (Fig. 1),
l’énergie de couplage s’écrit :

W = aJ 1 · J 2 = aJ1J2 cos θ (3)

Soit H0 l’énergie du système global en l’absence de couplage [H0 peut représenter
par exemple la somme des énergies cinétiques de rotation des systèmes (1) et (2)].
Nous supposerons :

W � H0 (4)

Figure 1 – Deux moments cinétiques
classiques J 1 et J 2 couplés par une in-
teraction W = aJ 1 · J 2 = aJ1J2 cos θ.

Calculons le moment M1 des forces agissant sur le système (1). Soit u un
vecteur unitaire, dW la variation de l’énergie de couplage lorsqu’on tourne le sys-
tème (1) d’un angle dα autour de u. On sait (théorème des travaux virtuels) que :

M1 · u = −dW
dα

(5)

Un calcul simple permet alors d’obtenir à partir de (3) et 5) :

M1 = −aJ 1 × J 2 (6a)

M2 = −aJ 2 × J 1 (6b)
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et par suite :

dJ 1

dt
= −aJ 1 × J 2 (7a)

dJ 2

dt
= −aJ 2 × J 1 (7b)

1-b. Mouvement de J 1 et J 2

En ajoutant (7a) et (7b), on obtient :

d
dt

(J 1 + J 2) = 0 (8)

ce qui montre bien que le moment cinétique total J 1 + J 2 est une constante du
mouvement. D’autre part, on déduit aisément de (7a) et (7b) que :

J 1 ·
(

dJ 1

dt

)
= J 2 ·

(
dJ 2

dt

)
= 0 (9)

et :

J 1 ·
(

d
dt

J 2

)
+
(

d
dt

J 1

)
· J 2 =

d
dt

(J 1 · J 2) = 0 (10)

L’angle θ entre J 1 et J 2, de même que les modules de J 1 et J 2, restent donc
constants au cours du temps. Enfin :

d
dt

J 1 = aJ 2 × J 1 = a(J − J 1) × J 1 = aJ × J 1 (11)

Comme J = J 1 + J 2 est constant, l’équation précédente montre que J 1 précesse
autour de J avec une vitesse angulaire égale à a|J | (Fig. 2).

Figure 2 – Sous l’effet du couplage W =
aJ 1 · J 2, les moments cinétiques J 1 et
J 2 précessent autour de leur résultante
(leur somme) J , qui est une constante du
mouvement.

Sous l’effet du couplage, J 1 et J 2 précessent donc autour de leur résultante
J avec une vitesse angulaire proportionnelle à |J | et à la constante de couplage a.
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2. Equations d’évolution des valeurs moyennes quantiques 〈J1〉 et 〈J2〉

2-a. Calcul de
d
dt

〈J1〉 et
d
dt

〈J2〉

Rappelons tout d’abord que, si A est une observable d’un système quantique
d’hamiltonien H , on a (cf. Chap. III, § D-1-d) :

d
dt

〈A〉(t) =
1
i�

〈[A, H ]〉 (t) (12)

Dans le cas présent, l’hamiltonien H est égal à :

H = H0 + W (13)

où H0 est la somme des énergies des systèmes (1) et (2), et W le couplage entre
J1 et J2 donné en (2). En l’absence d’un tel couplage, J1 et J2 sont des constantes
du mouvement (ils commutent avec H0) ; donc, en présence du couplage, on aura
simplement :

d
dt

〈J1〉 =
1
i�

〈[J1, W ]〉 =
a

i�
〈[J1, J1 · J2]〉 (14)

et une expression analogue pour
d
dt

〈J2〉. Le calcul du commutateur figurant dans

la relation (14) ne présente aucune difficulté. En effet, on a par exemple :

[J1x, J1 · J2] = [J1x, J1yJ2y] + [J1x, J1zJ2z ]

= i�J1zJ2y − i�J1yJ2z

= −i�(J1 × J2)x (15)

On en déduit finalement que :

d
dt

〈J1〉 = −a 〈J1 × J2〉 (16a)

d
dt

〈J2〉 = −a 〈J2 × J1〉 (16b)

2-b. Discussion physique

On notera la grande analogie qui existe entre les formules (7a) et (7b) d’une
part et les formules (16a) et (16b) d’autre part. En ajoutant (16a) et (16b), on
retrouve que J est une constante du mouvement, puisque :

d
dt

〈J1〉 +
d
dt

〈J2〉 =
d
dt

〈J〉 = 0 (17)

Il faut cependant prendre garde au fait qu’en général :

〈J1 × J2〉 �= 〈J1〉 × 〈J2〉 (18)

Le mouvement des valeurs moyennes n’est donc pas forcément identique au mou-
vement classique. Pour préciser ce point, nous allons étudier maintenant plus en
détail un cas particulier : celui où J1 et J2 sont deux spins 1/2 que nous noterons
S1 et S2.
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3. Cas particulier de deux spins 1/2

L’évolution d’un système quantique se calcule aisément dans la base des états
propres de l’hamiltonien de ce système. Aussi allons-nous commencer par déterminer
les états stationnaires du système des deux spins.

3-a. Etats stationnaires du système des deux spins

Soit :

S = S1 + S2 (19)

le spin total. En élevant au carré les deux membres de (19), il vient :

S2 = S2
1 + S2

2 + 2S1 · S2 (20)

ce qui permet d’écrire W sous la forme :

W = aS1 · S2 =
a

2

[
S2 − S2

1 − S2
2

]
=

a

2

[
S2 − 3

2
�

2
]

(21)

(tous les vecteurs de l’espace des états sont vecteurs propres de S2
1 et S2

2 avec la
valeur propre 3�2/4).

En l’absence de couplage, l’hamiltonien H0 du système est diagonal aussi bien
dans la base {|ε1, ε2〉} (avec ε1 = ±, ε2 = ±) des états propres de S1z et S2z que
dans la base {|S, M〉} (avec S = 0 ou 1, −S ≤ M ≤ +S) des états propres de S2

et Sz ; les différents vecteurs |ε1, ε2〉 ou |S, M〉 sont vecteurs propres de H0 avec la
même valeur propre que nous prendrons pour zéro des énergies.

Lorsqu’on tient compte du couplage W, on voit sur la formule (21) que l’ha-
miltonien total H = H0 + W n’est plus diagonal dans la base {|ε1, ε2〉}. Par contre,
on peut écrire :

(H0 + W )|S, M〉 =
a�2

2

[
S(S + 1) − 3

2

]
|S, M〉 (22)

Les états stationnaires du système des deux spins se séparent donc en deux niveaux
(Fig. 3) : le niveau S = 1, dégénéré trois fois, d’énergie E1 = a�2/4 ; le niveau
S = 0, non dégénéré, d’énergie E0 = −3a�2/4. L’écart entre les deux niveaux est
égal à a�2. Si nous posons :

a�2 = �Ω (23)

Ω/2π est l’unique fréquence de Bohr non nulle du système des deux spins.

3-b. Calcul de 〈S1〉(t)
Pour obtenir le mouvement effectué par 〈S1〉(t), il faut d’abord calculer les

matrices représentant S1x, S1y et S1z (ou plus simplement S1z et S1+ = S1x + iS1y)
dans la base {|S, M〉} des états stationnaires. En utilisant les expressions (B-22)
et (B-23) du Chapitre X qui donnent le dévelopement des états |S, M〉 sur la base
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Figure 3 – Niveaux d’énergie d’un système de deux spins 1/2. Sur la partie gauche
de la figure, le couplage est supposé nul, et on obtient un seul niveau quatre fois
dégénéré. L’effet du couplage W = aS1 · S2 est de faire apparaître deux niveaux
distincts, séparés par l’énergie a�2 : le niveau triplet (S = 1, trois fois dégénéré) et
le niveau singulet (S = 0, non dégénéré).

{|ε1, ε2〉}, il est possible de calculer simplement l’action de S1z ou S1+ sur les kets
|S, M〉. Il vient ainsi :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

S1z|1, 1〉 =
�

2
|1, 1〉

S1z|1, 0〉 =
�

2
|0, 0〉

S1z|1, −1〉 = −�

2
|1, −1〉

S1z|0, 0〉 =
�

2
|1, 0〉

(24)

et :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

S1+|1, 1〉 = 0

S1+|1, 0〉 =
�√
2

|1, 1〉

S1+|1, −1〉 =
�√
2

(|1, 0〉 + |0, 0〉)

S1+|0, 0〉 = − �√
2

|1, 1〉

(25)
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On en déduit immédiatement les matrices représentant S1z et S1+ dans la base des
quatre états |S, M〉 rangés dans l’ordre |1, 1〉, |1, 0〉, |1, −1〉 et |0, 0〉 :

(S1z) =
�

2

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0

⎞⎟⎟⎠ (26)

(S1+) =
�√
2

⎛⎜⎜⎝
0 1 0 −1
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 1 0

⎞⎟⎟⎠ (27)

Remarque:
On peut vérifier aisément que les restrictions au sous-espace S = 1 des matrices S1z et S1+

sont respectivement proportionnelles (avec le même coefficient de proportionnalité) aux ma-
trices représentant Sz et S+ dans le même sous-espace. Ce résultat était prévisible à partir
du théorème de Wigner-Eckart relatif aux opérateurs vectoriels (cf. Complément DX).

Soit :

|ψ(0)〉 = α|0, 0〉 + β−1|1, −1〉 + β0|1, 0〉 + β1|1, 1〉 (28)

l’état du système à l’instant t = 0. On en déduit l’expression de |ψ(t)〉 (au facteur
multiplicatif e3ia�t/4 près) :

|ψ(t)〉 = α|0, 0〉 + [β−1|1, −1〉 + β0|1, 0〉 + β1|1, 1〉] e−iΩt (29)

Il est facile alors d’obtenir à partir de (26) et (27) :

〈S1z〉 (t) = 〈ψ(t) | S1z | ψ(t)〉

=
�

2

[|β1|2 − |β−1|2 + eiΩt αβ∗
0 + e−iΩt α∗β0

]
(30)

〈S1+〉 (t) = 〈ψ(t) | S1+ | ψ(t)〉

=
�√
2

[
β∗

1 β0 + β∗
0 β−1 − eiΩt β∗

1 α + e−iΩt α∗β−1
]

(31)

Les valeurs moyennes 〈S1x〉(t) et 〈S1y〉(t) s’expriment à partir de 〈S1+〉(t) :

〈S1x〉(t) = Re 〈S1+〉(t) (32)

〈S1y〉(t) = Im 〈S1+〉(t) (33)

Des calculs analogues permettent d’obtenir les trois composantes de 〈S2〉 (t).

3-c. Discussion physique. Polarisation des transitions dipolaires magnétiques

L’étude du mouvement de 〈S1〉 (t) n’est pas seulement intéressante pour
confronter le modèle vectoriel de l’atome aux prédictions de la mécanique quan-
tique. Elle permet également de préciser la polarisation des ondes électromagné-
tiques émises par suite du mouvement de 〈S1〉 (t).
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La fréquence de Bohr Ω/2π apparaît dans l’évolution de 〈S1〉 (t) par suite de
l’existence d’éléments de matrice non nuls de S1x, S1y ou S1z entre l’état |0, 0〉 et
l’un des états |1, M〉 (avec M = −1, 0, +1). Dans la formule (28) ou (29) nous com-
mencerons par supposer que, α étant non nul, l’un seulement des trois coefficients
β−1, β0 ou β1 est différent de zéro. L’étude, dans les trois cas correspondants, du
mouvement de 〈S1〉 (t) nous permettra ainsi de préciser la polarisation du rayonne-
ment associé aux trois transitions dipolaires magnétiques :

|0, 0〉 ↔ |1, 0〉, |0, 0〉 ↔ |1, 1〉 et |0, 0〉 ↔ |1, −1〉

On peut toujours prendre α réel ; nous poserons :

βM = |βM |eiϕM (M = −1, 0, 1) (34)

Remarque:
En fait, les ondes électromagnétiques sont rayonnées par les moments magnétiques M1 et
M2 associés à S1 et S2 (d’où le nom de transitions dipolaires magnétiques) ; M1 et M2

sont respectivement proportionnels à S1 et S2. En toute rigueur, il faudrait donc étudier
l’évolution de 〈M1 + M2〉 (t). Nous supposons ici 〈M1〉 � 〈M2〉. Une telle situation est
réalisée par exemple dans l’état fondamental de l’atome d’hydrogène : la structure hyperfine
de cet état est due au couplage entre le spin de l’électron et celui du proton (cf. Chap. XII,
§ D) ; mais le moment magnétique du spin de l’électron est beaucoup plus grand que
celui du proton, de sorte que l’émission et l’absorption d’ondes électromagnétiques à la
fréquence de la transition hyperfine sont essentiellement déterminées par le mouvement du
spin électronique. Le fait de tenir compte également de 〈M2〉 compliquerait les calculs sans
en modifier les conclusions.

α. Transition |0, 0〉 ↔ |1, 0〉 (β1 = β−1 = 0)

Si l’on prend β1 = β−1 = 0 dans les formules (30), (31), (32) et (33), il vient :

〈S1x〉(t) = 〈S1y〉(t) = 0

〈S1z〉(t) = �α |β0| cos (Ωt − ϕ0) (35)

On vérifie d’autre part aisément que :

〈Sx〉(t) = 〈Sy〉(t) = 〈Sz〉(t) = 0 (36)

〈S1〉 (t) et 〈S2〉 (t) sont donc opposés en permanence et vibrent le long de Oz à la
fréquence Ω/2π (Fig. 4).

Les ondes électromagnétiques émises par 〈S1〉 ont donc un champ magné-
tique 1 polarisé linéairement le long de Oz (“polarisation π”).

On voit sur cet exemple que (〈S1〉)2 varie au cours du temps et n’est donc pas
égal à 〈S2

1〉 (qui est constant et vaut 3�2/4). Il s’agit là d’une différence importante
avec la situation classique étudiée au § 1 ci-dessus où J 1 évolue en gardant une
longueur constante.

1. Comme il s’agit ici de transitions dipolaires magnétiques, nous nous intéressons au vec-
teur champ magnétique de l’onde rayonnée. Dans le cas d’une transition dipolaire électrique (cf.
Complément DVII, § 2-c), on s’intéresserait au contraire au champ électrique rayonné.
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Figure 4 – Si l’état du système des deux
spins est une superposition des seuls états
stationnaires |0, 0〉 et |1, 0〉, 〈S1〉 et 〈S2〉
sont constamment opposés et vibrent le
long de Oz à la fréquence Ω/2π.

β. Transition |0, 0〉 ↔ |1, 1〉 (β0 = β−1 = 0)

On trouve dans ce cas :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
〈S1z〉(t) =

�

2
|β1|2

〈S1x〉(t) = − �√
2

α|β1| cos(Ωt − ϕ1)

〈S1y〉(t) = − �√
2

α|β1| sin(Ωt − ϕ1)

(37)

On vérifie d’autre part aisément que :{ 〈Sz〉(t) = �|β1|2
〈Sx〉(t) = 〈Sy〉(t) = 0

(38)

On en déduit (Fig. 5) que 〈S1〉(t) et 〈S2〉(t) précessent, autour de leur résul-
tante 〈S〉 qui est parallèle à Oz, à la vitesse angulaire Ω dans le sens circulaire droit.
Les ondes électromagnétiques émises par 〈S1〉(t) ont dans ce cas une polarisation
circulaire droite (“polarisation σ+”).

On notera qu’ici le mouvement obtenu pour les valeurs moyennes 〈S1〉 et 〈S2〉
est le mouvement classique.

γ. Transition |0, 0〉 ↔ |1, −1〉 (β0 = β1 = 0)

Les calculs sont très analogues à ceux du paragraphe précédent et conduisent
au résultat suivant (Fig. 6) : 〈S1〉(t) et 〈S2〉(t) précessent autour de Oz, toujours
à la vitesse angulaire Ω, mais dans le sens circulaire gauche. Il faut noter que
〈Sz〉 = −�|β−1|2 est maintenant négatif de sorte que, si le sens de la précession de
〈S1〉 et 〈S2〉 vis-à-vis de Oz a changé par rapport au cas précédent, il reste le même
vis-à-vis de 〈S〉. Les ondes électromagnétiques émises par 〈S1〉 sont maintenant
circulaires gauches (“polarisation σ−”).

δ. Cas général

Dans le cas général (α, β−1, β0 et β1 quelconques), on voit sur les formules
(30), (31), (32) et (33) que les composantes de 〈S1〉(t) sur les trois axes comportent
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Figure 5 – Si l’état du système des deux
spins est une superposition des seuls états
stationnaires |0, 0〉 et |1, 1〉, 〈S1〉 et 〈S2〉
précessent dans le sens direct autour de
leur résultante 〈S〉, avec la vitesse angu-
laire Ω.

une partie statique et une partie modulée à la fréquence Ω/2π. Comme ces trois
mouvements projetés sont des mouvements sinusoïdaux de même fréquence, l’extré-
mité de 〈S1〉(t) décrit une ellipse dans l’espace. La somme

〈S1〉(t) + 〈S2〉(t) = 〈S〉

restant constante, l’extrémité de 〈S2〉(t) décrit elle-aussi une ellipse (Fig. 7).
On ne retrouve ainsi dans le cas général qu’une partie des résultats du modèle

vectoriel de l’atome, à savoir que 〈S1〉(t) et 〈S2〉(t) précessent autour de 〈S〉 d’autant
plus rapidement que la constante de couplage a est plus grande. Par contre, comme
nous l’avons vu clairement dans le cas particulier étudié au § 3-c-α, |〈S1〉(t)| n’est
pas constant et l’extrémité de 〈S1〉(t) ne décrit pas un cercle dans le cas général.

4. Etude d’un modèle simple de collision entre deux spins 1/2

4-a. Description du modèle

Considérons deux particules de spin 1/2, dont nous traiterons classiquement
les degrés de liberté externes et quantiquement les degrés de liberté de spin. Nous
supposerons que leurs trajectoires sont rectilignes (Fig. 8), et que l’interaction entre
les deux spins S1 et S2 est de la forme W = aS1 · S2, la constante de couplage
a étant une fonction rapidement décroissante de la distance r qui sépare les deux
particules.

Comme r varie au cours du temps, il en est de même de a. L’allure des
variations de a avec t est représentée sur la Figure 9 ; le maximum correspond à
l’instant où la distance entre les deux particules est minimale. Pour simplifier les
raisonnements, nous remplacerons la courbe de la Figure 9 par celle de la Figure 10.
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Figure 6 – Si l’état du système des deux
spins est une superposition des seuls états
stationnaires |0, 0〉 et |1, −1〉, 〈S1〉 et 〈S2〉
précessent encore dans le sens direct à la
vitesse angulaire Ω autour de leur résul-
tante 〈S〉 ; cependant, celle-ci est mainte-
nant de sens opposé à Oz.

Le problème que nous nous posons est le suivant : avant la collision, c’est-à-
dire à t = −∞, l’état de spin du système des deux particules est :

|ψ(−∞)〉 = |+, −〉 (39)

Quel est l’état |ψ(+∞)〉 du système après la collision ?

4-b. Etat du système après la collision

Comme l’hamiltonien est nul pour t < 0, on a :

|ψ(0)〉 = |ψ(−∞)〉 = |+, −〉
=

1√
2

[|1, 0〉 + |0, 0〉] (40)

Les résultats du paragraphe précédent concernant les états propres et valeurs propres
de W = aS1 · S2 sont applicables entre les instants 0 et T (fin de la collision) et
permettent de calculer |ψ(T )〉 :

|ψ(T )〉 =
1√
2

[
|1, 0〉e−iE1T/� + |0, 0〉e−iE0T/�

]
(41)

En multipliant (41) par le facteur de phase global ei(E0+E1)T/2� sans importance
physique, en posant E1 − E0 = �Ω [cf. formule (23)] et en revenant à la base
{|ε1, ε2〉}, on trouve :

|ψ(T )〉 = cos
ΩT

2
|+, −〉 − i sin

ΩT

2
|−, +〉 (42)
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Figure 7 – Mouvement de 〈S1〉(t) et
〈S2〉(t) dans le cas général où l’état du
système des deux spins est une superpo-
sition des quatre états stationnaires |0, 0〉,
|1, 1〉, |1, 0〉 et |1, −1〉 ; la résultante 〈S〉
est toujours constante, mais n’est plus for-
cément dirigée suivant Oz ; 〈S1〉 et 〈S2〉
n’ont plus une longueur constante et leur
extrémité décrit une ellipse.

Figure 8 – Collision entre deux parti-
cules (1) et (2) de spin 1/2 dont les va-
riables orbitales peuvent être traitées clas-
siquement ; l’état de spin de chaque parti-
cule est schématisé par une flèche double.

Enfin, comme l’hamiltonien est nul pour t > T , on a :

|ψ(+∞)〉 = |ψ(T )〉 (43)

Remarque:

On pourrait faire le calcul pour une fonction a(t) quelconque du type de
celle représentée sur la Figure 9. On trouverait alors qu’il faut remplacer

dans la formule précédente aT =
ΩT

�
par

∫ +∞

−∞
a(t) dt (cf. exercice 2 du

Complément EXIII).

4-c. Discussion physique. Corrélation introduite par la collision entre les deux spins

Si la condition :

ΩT

2
=

π

2
+ kπ , k entier ≷ 0 (44)
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Figure 9 – Allure des variations de la
constante de couplage a(t) au cours de la
collision.

Figure 10 – Courbe simplifiée utilisée
pour schématiser les variations de la
constante de couplage a(t) durant la colli-
sion.

est réalisée, on voit à partir de (42) que :

|ψ(+∞)〉 = |−, +〉 (45)

L’orientation des deux spins s’est, dans ce cas, échangée au cours de la collision.
Par contre, si :

ΩT

2
= kπ , k entier ≷ 0 (46)

on trouve que :

|ψ(+∞)〉 = |+, −〉 = |ψ(−∞)〉 (47)

La collision ne se traduit dans ce cas par aucun effet sur l’orientation des spins.
Pour les autres valeurs de T, on a :

|ψ(+∞)〉 = α|+, −〉 + β|−, +〉 (48)

avec α et β simultanément non nuls. L’état du système des deux spins a été trans-
formé par la collision en une superposition linéaire des deux états |+, −〉 et |−, +〉 ;
|ψ(+∞)〉 n’est donc plus un produit tensoriel, alors que |ψ(−∞)〉 l’était : l’interac-
tion entre les deux spins a introduit entre eux des corrélations.

Pour le voir, analysons une expérience où, après la collision, un observateur
[observateur (1)] mesure S1z . D’après la formule (48) donnant |ψ(+∞)〉, il a la pro-
babilité |α|2 de trouver +�/2, |β|2 de trouver −�/2 [d’après (42), |α|2 + |β|2 = 1] ;
supposons qu’il trouve −�/2. Immédiatement après cette mesure, l’état du système
global est, d’après le postulat de réduction du paquet d’ondes, |−, +〉. Si, à ce mo-
ment, un deuxième observateur [observateur (2)] mesure S2z, il trouvera à coup sûr
+�/2. De même, on peut montrer aisément que si l’observateur (1) obtient le résul-
tat +�/2, l’observateur (2) trouve ensuite −�/2 à coup sûr. Ainsi, le résultat obtenu
par l’observateur (1) influe de façon essentielle sur le résultat qu’obtiendra ensuite
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l’observateur (2), même si au moment de ces deux mesures les particules sont extrê-
mement éloignées l’une de l’autre. Ce résultat apparemment paradoxal (paradoxe
de Einstein, Podolsky et Rosen, cf. Chap. XXI, § F) reflète l’existence d’une forte
corrélation entre les deux spins qui est apparue par suite de leur interaction au cours
de la collision.

Notons enfin que si l’on s’intéresse à l’un des deux spins seulement, il est impossible de
décrire son état après la collision par un vecteur d’état puisque, d’après la formule (48),
|ψ(+∞)〉 n’est pas un produit tensoriel. En fait, le spin (1) par exemple ne peut dans ce
cas être décrit que par un opérateur densité (cf. Complément EIII). Soit :

ρ = |ψ(+∞)〉 〈ψ(+∞)| (49)

l’opérateur densité du système global des deux spins. D’après les résultats du Complé-
ment EIII (§ 5-b), l’opérateur densité du spin (1) s’obtient en prenant la trace partielle de
ρ par rapport aux variables du spin (2) :

ρ(1) = Tr2 ρ (50)

De même :

ρ(2) = Tr1 ρ (51)

Il est facile de calculer, à partir de l’expression (48) de |ψ(+∞)〉, la matrice représentant
ρ dans la base des quatre états {|+,+〉, |+,−〉, |−,+〉, |−,−〉} rangés dans cet ordre ; on
trouve :

ρ =

⎛⎝ 0 0 0 0
0 |α|2 αβ∗ 0
0 βα∗ |β|2 0
0 0 0 0

⎞⎠ (52)

En appliquant (50) et (51), on obtient alors :

ρ(1) =

(
|α|2 0

0 |β|2
)

(53)

ρ(2) =

(
|β|2 0

0 |α|2
)

(54)

A partir des expressions (53) et (54), on peut former :

ρ′ = ρ(1) ⊗ ρ(2) (55)

dont la matrice représentative s’écrit :

ρ′ =

⎛⎜⎝ |α|2 |β|2 0 0 0
0 |α|4 0 0
0 0 |β|4 0
0 0 0 |α|2 |β|2

⎞⎟⎠ (56)

On constate que ρ′ est différent de ρ, ce qui traduit bien l’existence de corrélations entre

les deux spins.

Références et conseils de lecture :

Modèle vectoriel de l’Atome : Eisberg et Resnick (1.3), Chap. 8, § 5 ; Cagnac
et Pebay-Peyroula (11.2), Chap. XVI, § 3B et XVII, §§ 3E et 4C.

Paradoxe d’Einstein, Podolsky, Rosen : voir références du Complément DIII.

1112



• EXERCICES

Complément GX

Exercices

1. On considère un atome de deutérium (constitué par un noyau de spin I = 1 et
un électron). Le moment cinétique électronique est J = L + S, où L est le moment
cinétique orbital de l’électron et S son spin ; le moment cinétique total de l’atome
est F = J + I, où I est le spin du noyau. Les valeurs propres de J2 et F2 sont
désignées respectivement par J(J + 1)�2 et F (F + 1)�2.

a. Quelles sont les valeurs possibles des nombres quantiques J et F pour un
atome de deutérium dans le niveau fondamental 1s ?

b. Même question pour un atome de deutérium dans le niveau excité 2p.

2. Le noyau de l’atome d’hydrogène est un proton de spin I = 1/2.

a. Quelles sont, avec les notations de l’exercice précédent, les valeurs pos-
sibles des nombres quantiques J et F pour un atome d’hydrogène dans le
niveau 2p ?

b. Soient {|n, l, m〉} les états stationnaires de l’hamiltonien H0 de l’atome
d’hydrogène étudié au § C du Chapitre VII.

Soit {|n, l, s, J, MJ〉} la base obtenue en composant L et S pour former J (MJ�

est la valeur propre de Jz), {|n, l, s, J, I, F, MF 〉} la base obtenue en composant J
et I pour former F (MF� est la valeur propre de Fz).

L’opérateur moment magnétique de l’électron est :

M = μB(L + 2S)/�

Dans chacune des multiplicités E(n = 2, l = 1, s = 1/2, J, I = 1/2, F ) issues du
niveau 2p et sous-tendues par les 2F + 1 vecteurs∣∣∣∣n = 2, l = 1, s =

1
2

, J, I =
1
2

, F, MF

〉
correspondant à des valeurs fixées de J et F, on peut écrire d’après le théorème de
projection (cf. Complément DX, §§ 2-c et 3) :

M = gJF μB F/�

Calculer les différentes valeurs possibles des facteurs de Landé gJF , correspondant
au niveau 2p.

3. Soit un système constitué de deux particules de spin 1/2, dont on ignore les
variables orbitales. L’hamiltonien du système est :

H = ω1S1z + ω2S2z

où S1z et S2z sont les projections sur Oz des spins S1 et S2 des deux particules, ω1

et ω2 des constantes réelles.
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a. L’état initial du système est, à l’instant t = 0 :

|ψ(0)〉 =
1√
2

[| + −〉 + | − +〉]

(notations du § B du Chapitre X). A l’instant t, on mesure S2 = (S1+S2)2.
Quels résultats peut-on trouver, et avec quelles probabilités ?

b. Si l’état initial du système est quelconque, quelles sont les fréquences de
Bohr susceptibles d’apparaître dans l’évolution de

〈
S2
〉

? Même question
pour Sx = S1x + S2x.

4. On considère une particule (a) de spin 3/2 pouvant se désintégrer en deux
particules, (b) de spin 1/2 et (c) de spin 0. On se place dans le repère où (a) est au
repos ; le moment cinétique total est conservé dans la désintégration.

a. Quelles valeurs peut prendre le moment cinétique orbital relatif des deux
particules finales ? Montrer qu’il y a une seule valeur possible si la parité
de l’état orbital relatif est fixée ; ce résultat resterait-il valable si le spin
de la particule (a) était supérieur à 3/2 ?

b. On suppose que la particule (a) est initialement dans l’état de spin ca-
ractérisé par la valeur propre ma� de la composante de son spin suivant
Oz. On sait que l’état orbital final a une parité définie. Est-il possible de
déterminer cette parité en mesurant les probabilités de trouver la parti-
cule (b) soit dans l’état |+〉, soit dans l’état |−〉 ? (on pourra utiliser les
formules générales du Complément AX, § 2).

5. Soit S = S1 + S2 + S3 le moment cinétique total de trois particules de spin 1/2
(dont on ignore les variables orbitales), |ε1, ε2, ε3〉 les états propres communs à
S1x, S2z, S3z, de valeurs propres respectives ε1 �/2, ε2 �/2, ε3 �/2. Donner, en fonc-
tion des kets |ε1, ε2, ε3〉, une base de vecteurs propres communs à S2 et Sz. Ces
deux opérateurs forment-ils un E.C.O.C. ? (on commencera par composer deux des
spins, puis le moment cinétique partiel ainsi obtenu avec le troisième).

6. Soient S1 et S2 les moments cinétiques intrinsèques de deux particules de spin
1/2, R1 et R2 leurs observables de position, m1 et m2 leurs masses (on notera
μ = m1m2

m1+m2
la masse réduite). On suppose que l’interaction W entre les deux

particules est de la forme :

W = U(R) + V (R)
S1 · S2

�2

où U(R) et V (R) ne dépendent que de la distance R = |R1 − R2| entre les parti-
cules.

a. Soit S = S1 + S2 le spin total des deux particules.
α. Montrer que :

P1 =
3
4

+
S1 · S2

�2

P0 =
1
4

− S1 · S2

�2
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sont les projecteurs sur les états de spin total S = 1 et S = 0 respec-
tivement.

β. En déduire que W = W1(R) P1 + W0(R) P0, W1(R) et W0(R) étant
deux fonctions de R que l’on exprimera à partir de U(R) et V (R).

b. Ecrire l’hamiltonien H de la “particule relative” dans le système du centre
de masse ; on appellera P l’impulsion de cette particule relative. Montrer
que H commute avec S2 et ne dépend pas de Sz. En déduire que l’on peut
étudier séparément les états propres de H correspondant à S = 1 et à
S = 0.
Montrer qu’on peut trouver des états propres de H , de valeur propre E,
de la forme :

|ψE〉 = λ00
∣∣ϕ0

E

〉 |S = 0, M = 0〉 +
+1∑

M=−1

λ1M

∣∣ϕ1
E

〉 |S = 1, M〉

où λ00 et λ1M sont des constantes,
∣∣ϕ0

E

〉
et
∣∣ϕ1

E

〉
des kets de l’espace des

états Er de la particule relative (M� est la valeur propre de Sz). Ecrire les
équations aux valeurs propres vérifiées par

∣∣ϕ0
E

〉
et
∣∣ϕ1

E

〉
.

c. On veut étudier les collisions entre les deux particules considérées. Soit
E = �

2k2/2μ l’énergie du système dans le repère lié au centre de masse. On
suppose dans toute la suite que, avant la collision, l’une des particules est
dans l’état de spin |+〉, l’autre dans l’état de spin |−〉. Soit

∣∣∣ψ↑↓
k

〉
l’état

stationnaire de diffusion correspondant (cf. Chap. VIII, § B). Montrer
que :∣∣∣ψ↑↓

k

〉
=

1√
2

∣∣ϕ0
k

〉 |S = 0, M = 0〉 +
1√
2

∣∣ϕ1
k

〉 |S = 1, M = 0〉

où
∣∣ϕ0

k

〉
et
∣∣ϕ1

k

〉
sont les états stationnaires de diffusion pour une particule

sans spin, de masse μ, diffusée respectivement par les potentiels W0(R) et
W1(R).

d. Soient f0(θ) et f1(θ) les amplitudes de diffusion correspondant à
∣∣ϕ0

k

〉
et∣∣ϕ1

k

〉
. Calculer à partir de f0(θ) et f1(θ) la section efficace σb(θ) de diffusion

des deux particules dans la direction θ avec basculement simultané des
deux spins (le spin qui était dans l’état |+〉 se retrouve dans l’état |−〉 et
réciproquement).

e. Soient δ0
l et δ1

l les déphasages des ondes partielles l associées respective-
ment à W0(R) et W1(R) (cf. Chap. VIII, § C-3). Montrer que la section
efficace totale σb de diffusion avec basculement simultané des deux spins
est égale à :

σb =
π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1) sin2(δ1
l − δ0

l )
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7. On appelle composantes standard d’un opérateur vectoriel V les trois opéra-
teurs :⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

V
(1)

1 = − 1√
2

(Vx + iVy)

V
(1)

0 = Vz

V
(1)

−1 =
1√
2

(Vx − iVy)

A partir des composantes standard V
(1)

p et W
(1)
q de deux opérateurs vectoriels V

et W, on construit les opérateurs :

[
V (1) ⊗ W (1)

](K)

M
=
∑

p

∑
q

〈1, 1; p, q | K, M〉 V (1)
p W (1)

q

où les 〈1, 1; p, q | K, M〉 sont les coefficients de Clebsch-Gordan intervenant dans la
composition de deux moments cinétiques 1 (ces coefficients peuvent être obtenus à
partir des résultats du § 1 du Complément AX).

a. Montrer que
[
V (1) ⊗ W (1)

](0)

0 est proportionnel au produit scalaire V · W
des deux opérateurs vectoriels.

b. Montrer que les trois opérateurs
[
V (1) ⊗ W (1)

](1)

M
sont proportionnels aux

trois composantes standard de l’opérateur vectoriel V × W.

c. Exprimer les cinq composantes
[
V (1) ⊗ W (1)

](2)

M
en fonction de Vz , V± =

Vx ± iVy, , Wz, W± = Wx ± iWy.

d. On prend V = W = R, où R est l’observable position d’une particule.

Montrer que les cinq opérateurs
[
R(1) ⊗ R(1)

](2)

M
sont proportionnels aux

cinq composantes QM
2 de l’opérateur moment quadrupolaire électrique de

cette particule [cf. formule (29) du Complément EX].

e. On prend V = W = L, où L est le moment cinétique orbital de la

particule. Exprimer les cinq opérateurs
[
L(1) ⊗ L(1)

](2)

M
en fonction de

Lz, L+, L−. Quelles sont les règles de sélection satisfaites par ces cinq
opérateurs dans une base standard {|k, l, m〉} d’états propres communs à
L2 et Lz (en d’autres termes, à quelles conditions l’élément de matrice

〈k, l, m|
[
L(1) ⊗ L(1)

](2)

M
|k′, l′, m′〉

est-il non nul) ?

8. Opérateurs tensoriels irréductibles ; théorème de Wigner-Eckart

Les 2K + 1 opérateurs T
(K)
Q , avec K entier ≥ 0 et Q = −K, −K + 1, ... + K,

sont par définition les 2K + 1 composantes d’un opérateur tensoriel irréductible
d’ordre K s’ils vérifient les relations de commutation suivantes avec le moment
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cinétique total J du système physique étudié :[
Jz , T

(K)
Q

]
= �QT

(K)
Q (1)[

J+, T
(K)
Q

]
= �

√
K(K + 1) − Q(Q + 1)T (K)

Q+1 (2)[
J−, T

(K)
Q

]
= �

√
K(K + 1) − Q(Q − 1)T (K)

Q−1 (3)

a. Montrer qu’un opérateur scalaire est un opérateur tensoriel irréductible
d’ordre K = 0, et que les trois composantes standard d’un opérateur
vectoriel (cf. exercice 7) sont les composantes d’un opérateur tensoriel
irréductible d’ordre K = 1.

b. Soit {|k, J, M〉} une base standard d’états propres communs à J2 et Jz. En
écrivant que les deux membres de (1) ont les mêmes éléments de matrice

entre |k, J, M〉 et |k′, J ′, M ′〉, montrer que
〈

k, J, M | T
(K)
Q | k′, J ′, M ′

〉
est

nul si M est différent de Q + M ′.

c. En procédant de même avec les deux relations (2) et (3), montrer que les

(2J +1)(2K +1)(2J ′ +1) éléments de matrice
〈

k, J, M | T
(K)
Q | k′, J ′, M ′

〉
correspondant à des valeurs fixées de k, J, K, k′, J ′, vérifient des relations
de récurrence identiques à celles satisfaites par les (2J +1)(2K+1)(2J ′+1)
coefficients de Clebsch-Gordan 〈J ′, K; M ′, Q | J, M〉 (cf. Complément BX,
§§ 1-c1-c et 2) correspondant à des valeurs fixées de J, K, J ′.

d. En déduire que :〈
k, J, M | T

(K)
Q | k′, J ′, M ′

〉
= α 〈J ′, K; M ′, Q | J, M〉 (4)

où α est une constante ne dépendant que de k, J, K, k′, J ′, qu’il est d’usage
d’écrire sous la forme :

α =
1√

2J + 1

〈
k, J ‖ T (K) ‖ k′, J ′

〉
e. Montrer que, réciproquement, si (2K + 1) opérateurs T

(K)
Q vérifient la

relation (4) quels que soient |k, J, M〉 et |k′, J ′, M ′〉, ils satisfont aux re-
lations (1), (2) et (3), c’est-à-dire constituent les (2K + 1) composantes
d’un opérateur tensoriel irréductible d’ordre K.

f . Montrer que, pour une particule sans spin, les opérateurs moments multi-
polaires électriques Qm

l introduits dans le Complément EX sont des opé-
rateurs tensoriels irréductibles d’ordre l dans l’espace des états Er de cette
particule. Montrer de plus que, lorsqu’on tient compte des degrés de liberté
de spin, les opérateurs Qm

l demeurent des opérateurs tensoriels irréduc-
tibles dans l’espace des états Er ⊗ Es (Es : espace des états de spin).

g. En déduire les règles de sélection satisfaites par les moments Qm
l dans une

base standard {|k, l, J, MJ〉} obtenue en composant le moment cinétique
orbital L et le spin S de la particule pour former le moment cinétique
total J = L + S [on note l(l + 1)�2, J(J + 1)�2, MJ� les valeurs propres
respectives de L2, J2, Jz].

1117



COMPLÉMENT GX •

9. Soit A
(K1)
Q1

un opérateur tensoriel irréductible [exercice 8] d’ordre K1 agissant

dans un espace d’états E1 ; soit de même B
(K2)
Q2

un opérateur tensoriel irréductible

d’ordre K2 agissant dans un espace d’états E2. On construit à partir de A
(K1)
Q1

et

B
(K2)
Q2

l’opérateur :

C
(K)
Q =

[
A(K1) ⊗ B(K2)

](K)

Q
=
∑

Q1Q2

〈K1, K2; Q1, Q2 | K, Q〉 A
(K1)
Q1

B
(K2)
Q2

a. En utilisant les relations de récurrence des coefficients de Clebsch-Gordan
(cf. Complément BX), montrer que les C

(K)
Q vérifient avec le moment ci-

nétique total J = J1 +J2 du système les relations de commutation (1), (2)
et (3) de l’exercice 8 ; en déduire que les C

(K)
Q sont les composantes d’un

opérateur tensoriel irréductible d’ordre K.

b. Montrer que l’opérateur
∑

Q(−1)QA
(K)
Q B

(K)
−Q est un opérateur scalaire (on

pourra utiliser les résultats du § 3-d du Complément BX).

10. Composition de trois moments cinétiques
Soient E(1), E(2), E(3) les espaces des états de trois systèmes (1), (2) et (3)

de moments cinétiques J1, J2, J3. On notera J = J1 + J2 + J3 le moment cinétique
total. Soient {|ka, ja, ma〉}, {|kb, jb, mb〉}, {|kc, jc, mc〉} des bases standard de E(1),
E(2), E(3) respectivement. Pour simplifier les notations on omettra, comme dans le
Chapitre X, les indices ka, kb, kc.

On s’intéresse aux états propres et valeurs propres du moment cinétique total
dans le sous-espace E(ja, jb, jc) sous-tendu par les kets :

{|jama〉 |jbmb〉 |jcmc〉}
− ja ≤ ma ≤ ja , −jb ≤ mb ≤ jb , −jc ≤ mc ≤ jc (1)

On veut composer ja, jb, jc pour former un état propre de J2 et Jz caractérisé par
les nombres quantiques jf et mf . On notera :

|ja, (jbjc)je; jf mf 〉 (2)

un tel état propre normé obtenu en composant d’abord Jb et jc pour former un
moment cinétique je, puis en composant ja et je pour former l’état |jf mf 〉. On
peut également composer d’abord ja et jb pour former jg, puis composer jg et jc

pour former un état normé |jf mf 〉 que l’on notera :

|(jajb)jg, jc; jf mf 〉 (3)

a. Montrer que l’ensemble des kets (2) correspondant aux diverses valeurs
possibles de je, jf , mf forme une base orthonormée dans E(ja, jb, jc).
Même question pour l’ensemble des kets (3) correspondant aux diverses
valeurs de jg, jf , mf .

b. Montrer, en utilisant les opérateurs de moment cinétique J±, que le pro-
duit scalaire 〈(jajb)jg , jc; jf mf | ja, (jbjc)je; jf mf 〉 ne dépend pas de mf .
On notera un tel produit scalaire 〈(jajb)jg, jc; jf | ja, (jbjc)je; jf 〉.
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c. Montrer que :

|ja,(jbjc)je; jf mf 〉
=
∑
jg

〈(jajb)jg, jc; jf | ja, (jbjc)je; jf 〉 |(ja, jb)jg, jc; jf mf 〉 (4)

d. En utilisant les coefficients de Clebsch-Gordan, écrire les développements
des vecteurs (2) et (3) sur la base (1). En déduire que :∑

me

〈jb, jc; mb, mc | je, me〉 〈ja, je; ma, me | jf , mf 〉

=
∑

jgmg

〈ja, jb; ma, mb | jg, mg〉 〈jg, jc; mg, mc | jf , mf 〉

× 〈(jajb)jg, jc; jf | ja, (jbjc)je; jf 〉 (5)

e. A partir de l’égalité (5), établir, en utilisant les relations d’orthogonalité
des coefficients de Clebsch-Gordan, les égalités suivantes :∑

mambme

〈jb, jc; mb, mc|je, me〉 〈ja, je; ma, me|jf , mf 〉 〈jd, md|ja, jb; ma, mb〉

=〈jd, jc; md, mc|jf , mf〉 〈(jajb)jd, jc; jf |ja, (jbjc)je; jf 〉
(6)

ainsi que :

〈(jajb)jd, jc; jf | ja, (jbjc)je; jf 〉 =
1

2jf + 1

∑
mambmcmdmemf

〈jb, jc; mb, mc | je, me〉

× 〈ja, je; ma, me | jf , mf 〉 〈jd, md | ja, jb; ma, mb〉 〈jf , mf | jd, jc; md, mc〉
(7)

Exercices 8 et 9 :

Références : voir références. du Complément DX.

Exercice 10 :

Références : Edmonds (2.21), Chap. 6 ; Messiah (1.17), Chap. XIII, § 29 et App. C ;
Rose (2.19), App. I.
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Théorie des perturbations
stationnaires

A Exposé de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1122
A-1 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1122
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B-2 Corrections du deuxième ordre . . . . . . . . . . . . . . 1128
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L’étude quantique des systèmes physiques conservatifs (c’est-à-dire des sys-
tèmes dont l’hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps) est basée sur
l’équation aux valeurs propres de l’opérateur hamiltonien. Nous avons ainsi rencon-
tré, dans les chapitres précédents, deux exemples importants de systèmes physiques
(oscillateur harmonique et atome d’hydrogène) dont l’hamiltonien est suffisamment
simple pour que son équation aux valeurs propres puisse être résolue exactement.
Cependant, ceci ne se produit que pour un très petit nombre de problèmes ; en gé-
néral, l’équation est trop compliquée pour que l’on puisse trouver ses solutions sous
forme analytique 1 : par exemple, on ne sait pas traiter exactement les atomes à
plusieurs électrons, pas même celui d’hélium ; d’ailleurs, la théorie de l’atome d’hy-
drogène que nous avons développée au Chapitre VII (§ C) ne tient compte que de
l’interaction électrostatique entre le proton et l’électron ; lorsqu’on ajoute à cette
interaction principale des corrections d’origine relativiste (telles que les forces ma-
gnétiques), l’équation obtenue pour l’atome d’hydrogène lui-même n’est plus soluble
analytiquement. Il faut alors avoir recours à une résolution numérique avec un or-
dinateur. Il existe cependant des méthodes d’approximation qui permettent, dans
certains cas, d’obtenir analytiquement des solutions approchées de l’équation aux
valeurs propres fondamentale. Nous allons étudier dans ce chapitre l’une de ces mé-

1. Bien entendu, ceci n’est pas spécial à la mécanique quantique ; dans tous les domaines
de la physique, les problèmes que l’on sait traiter complètement de façon analytique sont très peu
nombreux.
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thodes, que l’on désigne sous le nom de “théorie des perturbations stationnaires » 2

(nous décrirons plus loin, au Chapitre XIII, la “théorie des perturbations dépendant
du temps » ; il s’agira alors de traiter des systèmes dont l’hamiltonien comporte des
termes dépendant explicitement du temps).

La théorie des perturbations stationnaires est très largement utilisée en phy-
sique quantique, car elle correspond très bien à la démarche habituelle des physi-
ciens : dans l’étude d’un phénomène ou d’un système physique donné, on commence
par dégager les effets principaux qui donnent à ce phénomène ou ce système sa phy-
sionomie générale ; lorsque celle-ci est ainsi comprise, on essaie d’expliquer les détails
plus “fins” en tenant compte d’effets moins importants que l’on avait négligés en
première approximation ; c’est dans le traitement de ces effets secondaires que l’on
se sert couramment de la théorie des perturbations.

Dans le Chapitre XII, nous verrons par exemple l’importance de la théorie des
perturbations en physique atomique : elle nous permettra de calculer les corrections
relativistes dans le cas de l’atome d’hydrogène. De même, le Complément BXIV,
consacré à l’atome d’hélium, indique comment la théorie des perturbations permet
de traiter les atomes à plusieurs électrons. De nombreux autres exemples d’applica-
tion de la théorie des perturbations sont donnés dans les compléments de ce chapitre
et de ceux qui suivent.

Mentionnons enfin une autre méthode d’approximation très utilisée, la mé-
thode des variations, que nous présentons dans le Complément EXI. Nous donnons
un aperçu de ses applications en physique des solides (Complément FXI) et en phy-
sique moléculaire (Complément GXI).

A. Exposé de la méthode

A-1. Position du problème

La théorie des perturbations est applicable lorsque l’hamiltonien H du sys-
tème étudié peut être mis sous la forme :

H = H0 + W (A-1)

où les états propres et valeurs propres de H0 sont connus, et où W est petit de-
vant H0. L’opérateur H0, indépendant du temps, est appelé “hamiltonien non per-
turbé », W la “perturbation ». Si W ne dépend pas du temps, on dit que l’on a affaire
à une “perturbation stationnaire” ; c’est le cas que nous envisageons dans ce cha-
pitre (le cas des perturbations dépendant du temps sera étudié au Chapitre XIII).
Le problème est donc de trouver les modifications apportées aux niveaux d’énergie
du système et à ses états stationnaires par l’adjonction de la perturbation W .

Lorsque nous disons que W est petit devant H0, cela signifie que les éléments
de matrice de W sont petits 3 devant ceux de H0. Pour mettre ce fait en évidence,
nous allons supposer que W est proportionnel à un paramètre réel λ, sans dimension
et petit devant 1 :

W = λ Ŵ with λ � 1 (A-2)

2. La théorie des perturbations existe également en mécanique classique, et son principe est
tout à fait analogue à celui que nous allons indiquer ici.

3. De manière plus précise, le point important est que les éléments de matrice de W soient
petits devant les différences entre valeurs propres de H0 (cf. remarque du § B-1-b).
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(Ŵ étant un opérateur dont les éléments de matrice sont comparables à ceux de
H0). La théorie des perturbations consiste alors à développer les valeurs propres et
états propres de H en puissances de λ et à ne conserver dans ces développements
qu’un nombre fini de termes (souvent un ou deux seulement).

Nous supposons connus les états propres et valeurs propres de l’hamiltonien
non perturbé H0. Nous supposerons de plus que les énergies non perturbées forment
un spectre discret, et nous les repérerons par un indice entier p : E0

p . Les états
propres correspondants seront notés |ϕi

p〉, l’indice supplémentaire i permettant de
distinguer, dans le cas d’une valeur propre E0

p dégénérée, les divers vecteurs d’une
base orthonormée du sous-espace propre associé. Nous avons donc :

H0|ϕi
p〉 = E0

p |ϕi
p〉 (A-3)

où l’ensemble des vecteurs |ϕi
p〉 forme une base orthonormée de l’espace des états :

〈ϕi
p|ϕi′

p′〉 = δpp′ δii′ (A-4a)∑
p

∑
i

|ϕi
p〉 〈ϕi

p| = 1 (A-4b)

Si l’on reporte (A-2) dans (A-1), on peut considérer l’hamiltonien du système
comme dépendant de façon continue du paramètre λ qui caractérise l’intensité de
la perturbation :

H(λ) = H0 + λŴ (A-5)

Lorsque λ est égal à zéro, H(λ) coïncide avec l’hamiltonien non perturbé H0. Les
valeurs propres E(λ) de H(λ) dépendent en général de λ et la Figure 1 représente
l’allure que peuvent avoir leurs variations en fonction de λ.

A chaque trait de la Figure 1 est associé un vecteur propre de H(λ) ; pour
une valeur donnée de λ, ces vecteurs forment une base de l’espace des états [H(λ)
est une observable]. Lorsque λ est très petit devant 1, les valeurs propres E(λ) et
les vecteurs propres |ψ(λ)〉 de H(λ) restent très voisins de ceux de H0 = H(λ = 0),
vers lesquels ils tendent lorsque λ −→ 0.

Il peut bien sûr se faire que H(λ) ait une ou plusieurs valeurs propres dé-
générées. Par exemple, sur la Figure 1, on a représenté par un double trait une
énergie (celle qui tend vers E0

4 lorsque λ −→ 0) deux fois dégénérée correspondant,
quelle que soit la valeur de λ, à un sous-espace propre à deux dimensions. Il est
également possible que plusieurs valeurs propres distinctes 4 E(λ) tendent lorsque
λ −→ 0 vers la même énergie non perturbée E0

p ; c’est par exemple le cas pour E0
3

sur la Figure 1). Dans une telle situation, on dit que l’effet de la perturbation est
de lever la dégénérescence de la valeur propre correspondante de H0.

Dans le paragraphe suivant, nous allons résoudre de façon approchée l’équa-
tion aux valeurs propres de H(λ) pour λ � 1 [bien entendu, nous supposons ici
que l’on ne sait pas résoudre cette équation exactement, car sinon il ne serait pas
nécessaire de faire appel à la théorie des perturbations pour trouver les états propres
et valeurs propres de H = H(λ)].

4. Il n’est pas exclu que des dégénérescences supplémentaires apparaissent pour des valeurs
particulières non nulles de λ (croisement en λ = λ1 sur la Figure 1). Nous supposerons ici que λ
est suffisamment petit pour qu’une telle éventualité ne se produise pas.
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Figure 1 – Variations avec λ des
valeurs propres E(λ) de l’hamil-
tonien H(λ) = H0 +λŴ . Chaque
trait correspond à un état propre
de H(λ). Pour λ = 0, on ob-
tient le spectre de H0. On a sup-
posé ici que les valeurs propres
E0

3 et E0
4 sont doublement dé-

générées ; l’application de la per-
turbation λŴ lève la dégénéres-
cence de E0

3 , mais non celle de
E0

4 . Une dégénérescence supplé-
mentaire, d’ordre deux, apparaît
pour λ = λ1.

A-2. Résolution approchée de l’équation aux valeurs propres de H(λ)

Nous cherchons les états propres |ψ(λ)〉 et les valeurs propres E(λ) de l’opé-
rateur hermitique H(λ) :

H(λ) |ψ(λ)〉 = E(λ) |ψ(λ)〉 (A-6)

Nous admettrons 5 que E(λ) et |ψ(λ)〉 peuvent être développés en puissances
de λ sous la forme :

E(λ) = ε0 + λε1 + . . . + λqεq + . . . (A-7a)

|ψ(λ)〉 = |0〉 + λ|1〉 + . . . + λq |q〉 + . . . (A-7b)

Portons alors ces développements, ainsi que la définition (A-5) de H(λ), dans l’équa-
tion (A-6) :

(
H0 + λŴ

)[ ∞∑
q=0

λq |q〉
]

=

⎡⎣ ∞∑
q′=0

λq′
εq′

⎤⎦[ ∞∑
q=0

λq |q〉
]

(A-8)

Nous imposons à cette équation d’être vérifiée pour λ petit mais quelconque. Nous
devons donc égaler les coefficients des puissances successives de λ dans les deux
membres. Nous obtenons ainsi :

— pour les termes d’ordre 0 en λ :

H0|0〉 = ε0|0〉 (A-9)

5. Ceci n’est pas évident du point de vue mathématique, le problème principal étant celui
de la convergence des séries (A-7a) et (A-7b).
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— pour les termes d’ordre 1 :

(H0 − ε0) |1〉 +
(

Ŵ − ε1

)
|0〉 = 0 (A-10)

— pour les termes d’ordre 2 :

(H0 − ε0) |2〉 +
(

Ŵ − ε1

)
|1〉 − ε2|0〉 = 0 (A-11)

— pour les termes généraux d’ordre q :

(H0 − ε0) |q〉 +
(

Ŵ − ε1

)
|q − 1〉 − ε2|q − 2〉 . . . − εq|0〉 = 0 (A-12)

Nous nous limiterons en fait ici à l’étude des trois permières équations, c’est-
à-dire que nous négligerons, dans les développements (A-7a) et (A-7b), les termes
d’ordre supérieur à 2 en λ.

Nous savons que l’équation aux valeurs propres (A-6) ne définit |ψ(λ)〉 qu’à
un facteur près. Nous pouvons donc choisir la norme de |ψ(λ)〉 et sa phase : nous
imposerons à |ψ(λ)〉 d’être normé et choisirons sa phase de façon que le produit
scalaire 〈0|ψ(λ)〉 soit réel. À l’ordre 0, ceci implique que le vecteur noté |0〉 soit
normé :

〈0|0〉 = 1 (A-13)

Sa phase reste cependant encore arbitraire ; nous verrons aux §§ B et C comment
on peut la choisir dans chaque cas particulier. À l’ordre 1, le carré de la norme de
|ψ(λ)〉 s’écrit :

〈ψ(λ)|ψ(λ)〉 =
[〈0| + λ〈1|] [|0〉 + λ|1〉]+ O(λ2)

= 〈0|0〉 + λ
[〈1|0〉 + 〈0|1〉]+ O(λ2) (A-14)

Compte tenu de (A-13), cette expression est égale à 1 au premier ordre inclus si le
terme en λ est nul ; mais le choix de phase indique que le produit scalaire 〈0|1〉 est
réel (puisque λ est réel) ; on obtient donc :

〈0|1〉 = 〈1|0〉 = 0 (A-15)

Un raisonnement analogue donne, pour l’ordre 2 en λ :

〈0|2〉 = 〈2|0〉 = −1
2

〈1|1〉 (A-16)

et, pour l’ordre q :

〈0|q〉 = 〈q|0〉
= −1

2

[〈q − 1|1〉 + 〈q − 2|2〉 + . . . + 〈2|q − 2〉 + 〈1|q − 1〉] (A-17)

Lorsque l’on se limite à l’ordre deux en λ, les équations de perturbation sont
donc (A-9), (A-10) et (A-11) ; avec les conventions que nous avons posées, il faut
leur adjoindre les conditions (A-13), (A-15) et (A-16).
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L’équation (A-9) exprime que |0〉 est vecteur propre de H0 avec la valeur
propre ε0 ; ε0 appartient donc au spectre de H0, ce qui était évident a priori puisque
chaque valeur propre de H(λ) tend, lorsque λ −→ 0, vers l’une des énergies non
perturbées. Choisissons alors une valeur déterminée de ε0, c’est-à-dire une valeur
propre E0

n de H0. Comme le montre la Figure 1, il peut exister une ou plusieurs
énergies différentes E(λ) de H(λ) qui tendent vers E0

n lorsque λ −→ 0.
Considérons l’ensemble des états propres de H(λ) correspondant aux diverses

valeurs propres E(λ) qui tendent vers E0
n lorsque λ −→ 0. Ils engendrent un sous-

espace vectoriel dont la dimension ne saurait varier de façon discontinue lorsque λ
varie au voisinage de zéro ; cette dimension est par suite égale au degré de dégé-
nérescence gn de E0

n. En particulier, si E0
n est non dégénérée, elle ne peut donner

naissance qu’à une seule énergie E(λ), et cette énergie est non dégénérée.
Pour étudier l’influence de la perturbation W , nous allons considérer séparé-

ment le cas des niveaux non dégénérés de H0 et celui des niveaux dégénérés.

B. Perturbation d’un niveau non dégénéré

Considérons une valeur propre particulière E0
n, non dégénérée, de l’hamilto-

nien non perturbé H0 ; il lui est associé un vecteur propre |ϕn〉 unique (à un facteur
près). Nous cherchons à déterminer les modifications apportées à cette énergie non
perturbée et à l’état stationnaire correspondant par l’adjonction de la perturba-
tion W à l’hamiltonien.

Nous utiliserons pour cela les équations de perturbation (A-9) à (A-12) ainsi
que les conditions (A-13) avec (A-15) à (A-17). Pour la valeur propre de H(λ) qui
tend vers E0

n quand λ −→ 0, on a :

ε0 = E0
n (B-1)

ce qui entraîne d’après (A-9) que |0〉 doit être proportionnel à |ϕn〉. Les vecteurs |0〉
et |ϕn〉 sont tous deux normés [cf. (A-13)], et nous prendrons :

|0〉 = |ϕn〉 (B-2)

Ainsi, lorsque λ −→ 0, on retrouve l’état non perturbé |ϕn〉 avec sa phase.
Appelons En(λ) la valeur propre de H(λ) qui tend, lorsque λ −→ 0, vers la

valeur propre E0
n de H0. Nous supposerons que λ est assez petit pour que cette

valeur propre reste non dégénérée, c’est-à-dire pour qu’il lui corresponde un vecteur
propre |ψn(λ)〉 unique (dans le cas du niveau n = 2 de la Figure 1, ceci est réalisé si
λ < λ1). Calculons alors les premiers termes du développement de En(λ) et |ψ(λ)〉
en puissances de λ.

B-1. Corrections du premier ordre

Nous commençons par déterminer ε1 et le vecteur |1〉 à partir de l’équation
de perturbation (A-10) et de la condition (A-15).

B-1-a. Correction à l’énergie

En projetant l’équation (A-10) sur le vecteur |ϕn〉, on obtient :

〈ϕn| (H0 − ε0) |1〉 + 〈ϕn| (Ŵ − ε1) |0〉 = 0 (B-3)
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Le premier terme est nul, puisque |ϕn〉 = |0〉 est vecteur propre de l’opérateur
hermitique H0 avec la valeur propre E0

n = ε0 ; compte tenu de (B-2), l’équation (B-
3) donne donc :

ε1 = 〈ϕn| Ŵ |0〉 = 〈ϕn| Ŵ |ϕn〉 (B-4)

Dans le cas d’un niveau E0
n non dégénéré, la valeur propre En(λ) de H qui

correspond à E0
n s’écrit donc, au premier ordre par rapport à la perturbation W =

λŴ :

En(λ) = E0
n + 〈ϕn| W |ϕn〉 + O(λ2) (B-5)

La correction au premier ordre à une énergie non dégénérée E0
n est simplement égale

à la valeur moyenne du terme de perturbation W dans l’état non perturbé |ϕn〉.

B-1-b. Correction au vecteur propre

La projection (B-3) n’épuise évidemment pas toute l’information contenue
dans l’équation de perturbation (A-10) ; il nous reste à projeter cette équation sur
tous les vecteurs de la base {∣∣ϕi

p

〉} autres que |ϕn〉. Nous obtenons ainsi, compte
tenu de (B-1) et (B-2) :〈

ϕi
p

∣∣ (H0 − E0
n) |1〉 +

〈
ϕi

p

∣∣ (Ŵ − ε1) |ϕn〉 = 0 (p �= n) (B-6)

(les valeurs propres E0
p autres que E0

n pouvant être dégénérées, il nous faut conserver
ici l’indice de dégénérescence i). Comme les vecteurs propres de H0 associés à des
valeurs propres différentes sont orthogonaux, le dernier terme ε1〈ϕi

p|ϕn〉 est nul ;
d’autre part, dans le premier terme, on peut faire agir H0 à gauche sur 〈ϕi

p| ; (B-
6) devient alors :(

E0
p − E0

n

) 〈
ϕi

p|1〉+
〈
ϕi

p

∣∣ Ŵ |ϕn〉 = 0 (B-7)

ce qui donne les coefficients du développement du vecteur |1〉 que nous cherchons
sur tous les états de la base non perturbée, sauf précisément |ϕn〉 :

〈
ϕi

p|1〉 =
1

E0
n − E0

p

〈
ϕi

p

∣∣ Ŵ |ϕn〉 (p �= n) (B-8)

Le dernier coefficient qui nous manque, 〈ϕn|1〉, est en fait nul d’après la condi-
tion (A-15), que nous n’avons pas encore utilisée [|ϕn〉 coïncide en effet avec |0〉
d’après (B-2)] :

〈ϕn|1〉 = 0 (B-9)

Nous connaissons donc le vecteur |1〉 par son développement sur la base
{|ϕi

p〉} :

|1〉 =
∑
p	=n

∑
i

〈ϕi
p|Ŵ |ϕn〉

E0
n − E0

p

∣∣ϕi
p

〉
(B-10)
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Par conséquent, au premier ordre dans la perturbation W = λŴ , le vecteur
propre |ψn(λ)〉 de H qui correspond à l’état non perturbé |ϕn〉 s’écrit :

|ψn(λ)〉 = |ϕn〉 +
∑
p	=n

∑
i

〈ϕi
p|W |ϕn〉

E0
n − E0

p

∣∣ϕi
p

〉
+ O(λ2) (B-11)

La correction du premier ordre au vecteur d’état est une superposition linéaire
de tous les états non perturbés autres que |ϕn〉 : on dit que la perturbation W
entraîne une “contamination” de l’état |ϕn〉 par les autres états propres de H0. La
contribution d’un état

∣∣ϕi
p

〉
donné est nulle si la perturbation W n’a pas d’élément de

matrice entre |ϕn〉 et
∣∣ϕi

p

〉
; de façon générale, la contamination par

∣∣ϕi
p

〉
est d’autant

plus importante que le couplage induit par W entre |ϕn〉 et
∣∣ϕi

p

〉
(caractérisé par

l’élément de matrice 〈ϕi
p|W |ϕn〉) est plus fort et que le niveau E0

p est plus proche
du niveau E0

n étudié.

Remarque:

Nous avons fait l’hypothèse que la perturbation W est petite devant l’hamil-
tonien non perturbé H0, c’est-à-dire que les éléments de matrice de W sont
petits devant ceux de H0. Il apparaît ici que cette hypothèse n’est pas suffi-
sante : la correction du premier ordre au vecteur d’état n’est faible que si les
éléments de matrice non diagonaux de W sont petits devant les différences
d’énergies non perturbées correspondantes.

B-2. Corrections du deuxième ordre

Les corrections du second ordre peuvent être tirées, par la même méthode que
ci-dessus, de l’équation de perturbation (A-11) complétée par la condition (A-16).

B-2-a. Correction à l’énergie

Pour calculer ε2, projetons l’équation (A-11) sur le vecteur |ϕn〉 en tenant
compte de (B-1) et (B-2) :〈

ϕn|(H0 − E0
n)|2〉+ 〈ϕn|(Ŵ − ε1)|1〉 − ε2 〈ϕn|ϕn〉 = 0 (B-12)

Pour la même raison qu’au § B-1-a, le premier terme est nul ; il en est de même de
ε1〈ϕn|1〉 puisque, d’après (B-9), |1〉 est orthogonal à |ϕn〉 ; nous obtenons donc :

ε2 = 〈ϕn| Ŵ |1〉 (B-13)

c’est-à-dire, en reportant l’expression (B-10) du vecteur |1〉 :

ε2 =
∑
p	=n

∑
i

∣∣∣〈ϕi
p

∣∣ Ŵ |ϕn〉
∣∣∣2

E0
n − E0

p

(B-14)

Ce résultat permet d’écrire l’énergie En(λ) au second ordre par rapport à la
perturbation W = λŴ sous la forme :

En(λ) = E0
n + 〈ϕn| W |ϕn〉 +

∑
p	=n

∑
i

∣∣〈ϕi
p

∣∣W |ϕn〉∣∣2
E0

n − E0
p

+ O(λ3) (B-15)
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Remarque:

La correction du second ordre sur l’énergie du niveau |ϕn〉 due à la présence
du niveau

∣∣ϕi
p

〉
a le signe de E0

n − E0
p . On peut donc dire que, au second

ordre, le niveau
∣∣ϕi

p

〉
“repousse” le niveau |ϕn〉, d’autant plus qu’il est plus

proche de lui et que le “couplage”
∣∣〈ϕi

p

∣∣W |ϕn〉∣∣ est plus intense.

B-2-b. Correction au vecteur propre

En projetant l’équation (A-11) sur l’ensemble des vecteurs de base
∣∣ϕi

p

〉
dif-

férents de |ϕn〉, et en utilisant les conditions (A-16), on pourrait obtenir de même
l’expression du ket |2〉, et donc le vecteur propre au second ordre. Un tel calcul ne
présente pas de difficulté de principe et nous ne le donnerons pas ici.

Remarque:

Dans (B-4), la correction du premier ordre à l’énergie s’exprime à partir
du vecteur propre à l’ordre zéro ; de même, dans (B-13), la correction du
deuxième ordre à l’énergie fait intervenir le vecteur propre à l’ordre un [ce
qui explique une certaine similarité entre les formules (B-10) et (B-14)]. Ce
résultat est général : en projetant (A-12) sur |ϕn〉, on annule le premier terme,
ce qui donne εq en fonction des corrections d’ordre q − 1, q − 2... au vecteur
propre. C’est pourquoi on conserve généralement un terme de plus dans le
développement de l’énergie que dans celui du vecteur propre : on donne par
exemple l’énergie au deuxième ordre et le vecteur propre au premier.

B-2-c. Majoration de ε2

Si l’on limite le développement de l’énergie au premier ordre en λ, on peut
avoir une idée approximative de l’erreur commise en évaluant le terme du second
ordre ; nous allons voir que cette évaluation est très simple à obtenir.

Considérons en effet l’expression (B-14) de ε2. Elle comporte une somme
(généralement infinie) de termes dont le numérateur est positif ou nul. Désignons
par ΔE la différence, en valeur absolue, entre l’énergie E0

n du niveau étudié et celle
du niveau le plus proche ; on a évidemment, quel que soit n :∣∣E0

n − E0
p

∣∣ � ΔE (B-16)

Ceci permet de majorer ε2, en valeur absolue, par l’expression suivante :

|ε2| � 1
ΔE

∑
p	=n

∑
i

∣∣∣〈ϕi
p

∣∣ Ŵ |ϕn〉
∣∣∣2 (B-17)

que l’on peut écrire :

|ε2| � 1
ΔE

∑
p	=n

∑
i

〈ϕn| Ŵ
∣∣ϕi

p

〉 〈
ϕi

p

∣∣ Ŵ |ϕn〉

�
1

ΔE
〈ϕn| Ŵ

⎡⎣∑
p	=n

∑
i

∣∣ϕi
p

〉 〈
ϕi

p

∣∣⎤⎦ Ŵ |ϕn〉 (B-18)
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L’opérateur qui figure dans le crochet ne diffère de l’identité que par le projecteur sur
l’état |ϕn〉 ; en effet, la base des états non perturbés vérifie la relation de fermeture :

|ϕn〉 〈ϕn| +
∑
p	=n

∑
i

∣∣ϕi
p

〉 〈
ϕi

p

∣∣ = 1 (B-19)

L’inégalité (B-18) devient donc simplement :

|ε2| � 1
ΔE

〈ϕn| Ŵ [1 − |ϕn〉 〈ϕn|] Ŵ |ϕn〉

�
1

ΔE

[
〈ϕn| Ŵ 2 |ϕn〉 −

(
〈ϕn| Ŵ |ϕn〉

)2
]

(B-20)

En multipliant par λ2 les deux membres de (B-20), on obtient une borne
supérieure pour le terme d’ordre deux du développement de En(λ), sous la forme :∣∣λ2ε2

∣∣ � 1
ΔE

(ΔW )2 (B-21)

où ΔW est l’écart quadratique moyen de la perturbation W dans l’état non perturbé
|ϕn〉. Ceci indique l’ordre de grandeur de l’erreur que l’on commet sur l’énergie en
ne tenant compte que de la correction du premier ordre.

C. Perturbation d’un niveau dégénéré

Supposons maintenant que le niveau E0
n dont nous voulons étudier la pertur-

bation soit gn fois dégénéré (gn étant supérieur à un mais fini) et désignons par E0
n

le sous-espace propre de H0 correspondant. Dans ce cas, le choix :

ε0 = E0
n (C-1)

ne suffit pas à déterminer le vecteur |0〉, car l’équation (A-9) peut être a priori véri-
fiée par n’importe quelle combinaison linéaire des gn vecteurs

∣∣ϕi
n

〉
(i = 1, 2, ...gn) ;

nous savons seulement que |0〉 appartient au sous-espace propre E0
n qu’ils engendrent.

Nous allons voir que cette fois, sous l’action de la perturbation W , le niveau
E0

n donne en général naissance à plusieurs “sous-niveaux” distincts dont le nombre
fn est compris, suivant les cas, entre 1 et gn. Si fn est inférieur à gn, certains
de ces sous-niveaux sont dégénérés ; en effet, le nombre total de vecteurs propres
orthogonaux de H associés aux fn sous-niveaux est toujours égal à gn. Pour calculer
les valeurs et états propres de l’hamiltonien total H , nous allons nous limiter, comme
on le fait le plus souvent, au premier ordre en λ pour les énergies, et à l’ordre zéro
pour les vecteurs propres.

Pour déterminer ε1 et |0〉, on peut projeter l’équation (A-10) sur les gn vec-
teurs de base

∣∣ϕi
n

〉
. En effet, comme les

∣∣ϕi
n

〉
sont vecteurs propres de H0 avec la

valeur propre E0
n = ε0, on obtient ainsi les gn égalités :〈

ϕi
n

∣∣ Ŵ |0〉 = ε1
〈
ϕi

n|0〉 (C-2)

Insérons alors, entre l’opérateur Ŵ et le vecteur |0〉, la relation de fermeture sur la
base {|ϕi

p〉} :∑
p

∑
i′

〈
ϕi

n

∣∣Ŵ ∣∣ϕi′
p

〉〈
ϕi′

p |0〉 = ε1
〈
ϕi

n|0〉 (C-3)
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Le vecteur |0〉, qui appartient au sous-espace propre associé à E0
n, est orthogonal à

tous les vecteurs de base
∣∣ϕi′

p

〉
tels que p soit différent de n ; par conséquent, dans

le premier membre des égalités (C-3), la somme sur l’indice p se réduit à un seul
terme (p = n), ce qui donne :

gn∑
i′=1

〈
ϕi

n

∣∣Ŵ ∣∣ϕi′
n

〉〈
ϕi′

n |0〉 = ε1
〈
ϕi

n|0〉 (C-4)

Rangeons les g2
n nombres 〈ϕi

n|Ŵ |ϕi′
n〉 (n fixé ; i, i′ = 1, 2, ...gn) en une matrice

gn × gn d’indice de ligne i et d’indice de colonne i′. Cette matrice carrée, que nous
noterons (Ŵ (n)), est en quelque sorte découpée dans la matrice représentant Ŵ sur
la base {|ϕi

p〉} : (Ŵ (n)) en est la partie qui correspond à E0
n. Les équations (C-4)

expriment alors que le vecteur-colonne d’éléments 〈ϕi
n|0〉 (i = 1, 2, ...gn) est vecteur

propre de (Ŵ (n)) avec la valeur propre ε1.
On peut d’ailleurs transformer le système (C-4) en une équation vectorielle

à l’intérieur de E0
n. Il suffit pour cela de définir l’opérateur Ŵ (n), restriction de

Ŵ au sous-espace E0
n : Ŵ (n) agit seulement dans E0

n, et il est représenté dans
ce sous-espace par la matrice d’éléments 〈ϕi

n|Ŵ |ϕi′
n 〉, c’est-à-dire 6 par (Ŵ (n)). Le

système (C-4) est alors équivalent à l’équation vectorielle :

Ŵ (n)|0〉 = ε1|0〉 (C-5)

[Insistons sur le fait que l’opérateur Ŵ (n) diffère de l’opérateur Ŵ dont il est la
restriction : l’équation (C-5) est une équation aux valeurs propres à l’intérieur de
E0

n, et non dans l’espace tout entier].
Donc, pour calculer les valeurs propres (à l’ordre un) et les états propres (à

l’ordre zéro) de l’hamiltonien H qui correspondent à un niveau non perturbé E0
n

dégénéré, on diagonalise la matrice (W (n)) qui représente la perturbation 7 W à
l’intérieur du sous-espace propre E0

n associé à E0
n.

Etudions de plus près l’effet au premier ordre de la perturbation W sur le
niveau dégénéré E0

n. Soient εj
1 (j = 1, 2, ...f

(1)
n ) les diverses racines distinctes de

l’équation caractéristique de (Ŵ (n)). Comme (Ŵ (n)) est hermitique, ses valeurs
propres sont toutes réelles, et la somme de leurs degrés de dégénérescence est égale
à gn (on a f

(1)
n � gn). Chacune d’elles introduit une correction différente à l’énergie.

Donc, sous l’influence de la perturbation W = λŴ , le niveau dégénéré se scinde au
premier ordre en f

(1)
n sous-niveaux distincts, dont les énergies s’écrivent :

En,j(λ) = E0
n + λ εj

1 j = 1, 2, ...f (1)
n � gn (C-6)

Si f
(1)
n = gn, on dit que la perturbation W lève complètement la dégénérescence du

niveau E0
n ; si f

(1)
n < gn, la dégénérescence n’est, au premier ordre, que partiellement

levée (ou même pas du tout si f
(1)
n = 1).

Choisissons maintenant une valeur propre εj
1 de Ŵ (n). Si cette valeur propre

est non dégénérée, le vecteur propre |0〉 correspondant est déterminé de manière

6. Si Pn est le projecteur sur le sous-espace E0
n, Ŵ (n) s’écrit (Complément BII, § 3) :

Ŵ (n) = PnŴPn.
7. (W (n)) est simplement égale à λ(Ŵ (n)) ; c’est pourquoi ses valeurs propres sont directe-

ment les corrections λε1.
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unique (à un facteur de phase près) par la relation (C-5) [ou par le système équi-
valent (C-4)] : il existe alors une seule valeur propre E(λ) de H(λ) égale, au premier
ordre, à E0

n+λεj
1, et cette valeur propre est non dégénérée 8. Au contraire, si la valeur

propre εj
1 de Ŵ (n) choisie présente une dégénérescence d’ordre q, la relation (C-5)

indique seulement que |0〉 appartient au sous-espace F (1)
j correspondant, de dimen-

sion q.
Cette propriété de εj

1 peut en réalité refléter plusieurs situations très différentes.
Pour les distinguer, il faudrait pousser le calcul aux ordres supérieurs en λ, de façon à
savoir si la dégénérescence est alors, ou non, levée. En effet :

(i) Une première situation possible est qu’une seule énergie exacte E(λ) soit, au
premier ordre, égale à E0

n +λεj
1, et que E(λ) soit q fois dégénérée (sur la Figure 1, l’énergie

E(λ) qui tend vers E0
4 lorsque λ −→ 0 est deux fois dégénérée, quelle que soit la valeur

de λ). À la valeur propre E(λ) correspond alors un sous-espace propre de dimension q, ce
qui signifie que la dégénérescence des valeurs propres ne sera jamais levée, quel que soit
l’ordre en λ auquel le calcul de perturbation est poussé.

Dans ce cas, il est impossible de déterminer parfaitement le ket propre |0〉 à l’ordre
zéro, puisque la seule condition qui lui est imposée est d’appartenir au sous-espace limite,
lorsque λ −→ 0, du sous-espace propre à q dimensions de H(λ) associé à E(λ) ; cette limite
n’est autre que le sous-espace propre F(1)

j de (Ŵ (n)) associé à la valeur propre choisie.
Cette première situation se produit fréquemment lorsque H0 et W possèdent des

propriétés de symétrie communes, ce qui entraîne pour H(λ) l’existence d’une dégénéres-
cence essentielle ; une telle dégénérescence subsiste alors à tous les ordres dans un calcul
de perturbation.

(ii) La situation inverse est celle où plusieurs énergies E(λ) différentes sont égales,
au premier ordre, à E0

n + λεj
1. La différence entre ces diverses énergies E(λ) est alors du

second ordre au moins, et peut donc apparaître dans un calcul de perturbation poussé aux
ordres plus élevés.

Dans ce cas, le sous-espace F(1)
j obtenu par diagonalisation de (Ŵ (n)) est seulement

la somme directe des sous-espaces limites, lorsque λ −→ 0, des divers sous-espaces propres
de H(λ) associés aux diverses énergies E(λ) en question. En d’autres termes, tout ket
propre de H(λ) associé à l’une de ces énergies tend certainement vers un ket de F(1)

j mais,

réciproquement, un ket quelconque de F(1)
j n’est pas nécessairement la limite |0〉 d’un ket

propre de H(λ).
Dans une situation de cette nature, si l’on pousse le calcul de perturbation aux

ordres supérieurs, on peut, non seulement améliorer la connaissance des énergies, mais aussi
mieux préciser les kets |0〉. Cependant, en pratique, on se contente souvent de l’information
partielle contenue dans (C-5).

Remarques:

(i) Lorsqu’on traite par la méthode des perturbations toutes les énergies 9 du
spectre de H0, on est amené à diagonaliser la perturbation W à l’inté-
rieur de chacun des sous-espaces propres E0

n correspondant à ces énergies.
Il faut bien comprendre que ce problème est beaucoup plus simple que
le problème initial, qui est la diagonalisation complète de l’hamiltonien
dans tout l’espace des états : la théorie des perturbations permet en effet

8. La démonstration de ce point est analogue à celle qui permet de montrer qu’un niveau
non dégénéré de H0 donne naissance à un niveau non dégénéré de H(λ) (cf. fin du § A-2).

9. La perturbation d’un niveau non dégénéré, étudiée au § B, apparaît comme un cas par-
ticulier de celle d’un niveau dégénéré.
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d’ignorer complètement les éléments de matrice de W entre des vecteurs
appartenant à des sous-espaces E0

n différents. Donc, au lieu d’avoir à dia-
gonaliser une matrice en général infinie, on est amené à diagonaliser, pour
chacune des énergies E0

n auxquelles on s’intéresse, une matrice de dimen-
sion inférieure, la plupart du temps finie.

(ii) La matrice (Ŵ (n)) dépend bien sûr de la base {|ϕi
n〉} choisie initialement

dans ce sous-espace E0
n (bien que les valeurs propres et kets propres de

Ŵ (n) n’en dépendent évidemment pas). On a donc intérêt, avant de com-
mencer le calcul de perturbations, à rapporter ce sous-espace à une base
qui simplifie le plus possible la forme de (W (n)), et par suite la recherche
de ses valeurs et vecteurs propres (la situation la plus simple étant celle où
cette matrice est directement obtenue sous forme diagonale). Pour trou-
ver une telle base, on utilise souvent des observables qui commutent à
la fois 10 avec H0 et avec W . Supposons en effet que l’on connaisse une
observable A commutant avec H0 et W ; comme H0 et A commutent, on
peut choisir comme vecteurs de base |ϕi

n〉 des états propres communs à H0

et A ; d’autre part, comme W commute avec A, ses éléments de matrice
sont nuls entre des vecteurs propres de A associés à des valeurs propres
différentes ; la matrice (W (n)) comporte alors de nombreux zéros, ce qui
facilite sa diagonalisation.

(iii) Tout comme pour les niveaux non dégénérés (cf. remarque du § B-1-b),
la méthode que nous avons développée dans ce § C n’est valable que si
les éléments de matrice de la perturbation W sont petits devant les diffé-
rences entre l’énergie du niveau étudié et celles des autres niveaux (cette
conclusion serait clairement apparue si nous avions calculé les corrections
d’ordre supérieur). Cependant, il est possible d’étendre cette méthode au
cas d’un groupe de niveaux non perturbés très rapprochés les uns des
autres, bien que non confondus, et très éloignés de tous les autres ni-
veaux du système considéré (ceci signifie bien sûr que les éléments de
matrice de la perturbation W sont du même ordre de grandeur que les
différences d’énergie à l’intérieur du groupe, mais négligeables devant la
séparation entre un niveau du groupe et un niveau extérieur) ; on peut
alors déterminer de façon approchée l’influence de la perturbation W en
diagonalisant la matrice qui représente H = H0 + W à l’intérieur de ce
groupe de niveaux. C’est en s’appuyant sur une approximation de ce type
que l’on peut dans certains cas ramener l’étude d’un problème physique
à celle d’un système à deux niveaux, telle que nous l’avons décrite au
Chapitre IV (§ C).

Références et conseils de lecture :

Autres méthodes perturbationnelles, voir par exemple :

Séries de Brillouin-Wigner (développement simple à tous les ordres, mais
faisant intervenir les énergies perturbées dans les dénominateurs d’énergie) :
Ziman (2.26), § 3.1.

10. Rappelons que ceci n’implique pas que H0 et W commutent entre eux.
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CHAPITRE XI THÉORIE DES PERTURBATIONS STATIONNAIRES

Méthode de la résolvante (méthode opératorielle bien adaptée au calcul des
corrections d’ordre supérieur) : Messiah (1.17), Chap. XVI, § III ; Roman (2 3),
§ 4-5 d.

Méthode de Dalgarno et Lewis (permet de remplacer les sommations sur les
états intermédiaires par des équations différentielles) : Borowitz (1.7), § 14-5 ;
Schiff (1.18), Chap. 8, § 33. Références originales : (2.34), (2.35), (2.36).

Méthode W.K.B., applicable à des situations quasi-classiques : Landau et
Lifschitz (1.19), Chap. 7 ; Messiah (1.17), Chap. VI, § II ; Merzbacher (1.16),
Chap. VII ; Schiff (1.18), § 34 ; Borowitz (1.7), Chap. 8 et 9.

Méthode de Hartree et Hartree-Fock : Complément EXV ; Messiah (1.17),
Chap. XVIII, § II ; Slater (11.8), Chap. 8, 9 (Hartree) et 17 (Hartree-Fock) ;
Bethe et Jackiw (1.21), Chap. 4. Voir aussi les références du Complement AXIV.
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COMPLÉMENTS DU CHAPITRE XI

AXI, BXI, CXI et DXI : illustration, sur des
exemples simples et choisis pour leur intérêt
physique, de la théorie des perturbations station-
naires.

AXI : OSCILLATEUR HARMONIQUE À UNE DI-
MENSION SOUMIS À UN POTENTIEL PERTURBA-
TEUR EN x, x2, x3

Étude d’un oscillateur harmonique à une di-
mension perturbé par un potentiel en x, x2, x3.
Facile et conseillé en première lecture. Le dernier
exemple (potentiel en x3) permet d’étudier
l’anharmonicité des vibrations d’une molécule
diatomique (amélioration du modèle présenté
dans le Complément AV).

BXI : INTERACTION ENTRE LES DIPÔLES MA-
GNÉTIQUES DE DEUX PARTICULES DE SPIN 1/2

Peut être considéré comme un exercice corrigé
illustrant la théorie des perturbations, aussi bien
pour des niveaux non dégénérés que pour des
niveaux dégénérés. Permet de se familiariser avec
l’interaction dipôle-dipôle entre les moments
magnétiques de deux particules de spin 1/2.
Facile.

CXI : FORCES DE VAN DER WAALS Étude, par la théorie des perturbations, des forces
s’exerçant à longue distance entre deux atomes
neutres (forces de Van der Waals). L’accent est
mis sur l’interprétation physique des réultats. Un
peu moins facile que les deux compléments précé-
dents ; peut être réservé pour une étude ultérieure.

DXI : EFFET DE VOLUME : INFLUENCE DE L’EX-
TENSION SPATIALE DU NOYAU SUR LES NI-
VEAUX ATOMIQUES

Étude simple de l’influence du volume du noyau
sur les niveaux d’énergie des atomes hydrogé-
noïdes. Facile. Peut être considéré comme faisant
suite au Complément AVII.

EXI : LA MÉTHODE DES VARIATIONS Présentation simple d’une autre méthode
d’approximation, la méthode des variations.
Important, car les applications de la méthode des
variations sont très nombreuses.
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FXI, GXI : deux applications importantes de la
méthode des variations.

FXI : BANDES D’ÉNERGIE DES ÉLECTRONS DANS

LES SOLIDES : MODÈLE SIMPLE

Introduction, dans le cadre de l’approximation
des liaisons fortes, de la notion de bande d’énergie
permise pour les électrons d’un solide, fonda-
mentale par ses très nombreuses applications.
Difficulté moyenne ; l’accent est mis sur la
discussion physique des résultats. Le point de vue
adopté est différent de celui du Complément OIII

et, dans une certaine mesure, plus simple.

GXI : EXEMPLE SIMPLE DE LIAISON CHIMIQUE ;

L’ION H+
2

Étudie dans le cas le plus simple possible, celui de
la molécule (ionisée) H+

2 , le phénomène de liaison
chimique ; montre comment la mécanique quan-
tique permet d’expliquer les forces attractives
entre deux atomes dont les fonctions d’ondes se
recouvrent. Fondamental du point de vue de la
chimie quantique ; difficulté moyenne.

HXI : EXERCICES
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• OSCILLATEUR HARMONIQUE SOUMIS À UN POTENTIEL PERTURBATEUR EN X, X2, X3

Complément AXI

Oscillateur harmonique à une dimension soumis à un potentiel
perturbateur en x, x2, x3

1 Perturbation par un potentiel linéaire . . . . . . . . . . 1137
1-a Solution exacte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1138
1-b Développement de perturbation . . . . . . . . . . . . . . 1138

2 Perturbation par un potentiel quadratique . . . . . . . 1139
3 Perturbation par un potentiel en x3 . . . . . . . . . . . 1140

3-a Oscillateur anharmonique . . . . . . . . . . . . . . . . . 1141
3-b Développement de perturbation . . . . . . . . . . . . . . 1141
3-c Application : anharmonicité des vibrations d’une molé-

cule diatomique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1143

Afin d’illustrer sur un cas simple les considérations générales du Chapitre XI,
nous allons étudier par la théorie des perturbations stationnaires l’effet d’un poten-
tiel perturbateur en x, x2 ou x3 sur les niveaux d’énergie d’un oscillateur harmonique
à une dimension (aucun de ces niveaux n’est dégénéré, cf. Chap. V).

Les deux premiers cas (potentiel perturbateur en x et x2) sont solubles exac-
tement. On pourra par suite vérifier sur ces deux exemples que le développement de
perturbation coïncide avec le développement limité de la solution exacte par rapport
au paramètre qui caractérise l’intensité de la perturbation. Le dernier cas (potentiel
perturbateur en x3) est très important dans la pratique. Considérons en effet un
potentiel V (x), minimum en x = 0. En première approximation, on peut remplacer
V (x) par le premier terme (en x2) de son développement de Taylor, ce qui revient
à considérer un oscillateur harmonique et donc un problème soluble exactement ;
le terme suivant du développement de V (x), proportionnel à x3, constitue alors la
première correction à apporter à cette approximation. Le calcul de l’effet du terme
en x3 est par suite nécessaire toutes les fois que l’on veut étudier l’anharmonicité
des vibrations d’un système physique. Il permet par exemple d’évaluer les écarts
du spectre de vibration des molécules diatomiques par rapport aux prévisions du
modèle (purement harmonique) du Complément AV.

1. Perturbation par un potentiel linéaire

Nous utilisons les notations du Chapitre V. Soit :

H0 =
P 2

2m
+

1
2

mω2X2 (1)

l’hamiltonien d’un oscillateur harmonique à une dimension de vecteurs propres |ϕn〉
et de valeurs propres 1 :

E0
n =

(
n +

1
2

)
�ω (2)

1. Pour préciser qu’il s’agit de l’hamiltonien non perturbé nous ajoutons, comme dans le
Chapitre XI, l’indice 0 à la valeur propre de H0.
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avec n = 0, 1, 2...
On ajoute à cet hamiltonien la perturbation :

W = λ�ωX̂ (3)

où λ est une constante réelle sans dimension, très inférieure à 1, et où X̂ est donné
par la formule (B-1) du Chapitre V (comme X̂ est de l’ordre de 1, �ωX̂ est de
l’ordre de H0 et joue le rôle de l’opérateur Ŵ du Chapitre XI). Il s’agit de trouver
les états propres |ψn〉 et les valeurs propres En de l’hamiltonien :

H = H0 + W (4)

1-a. Solution exacte

Nous avons déjà étudié un exemple de perturbation linéaire en X : lorsque
l’oscillateur, supposé chargé, est plongé dans un champ électrique uniforme E , il
faut ajouter à H0 l’hamiltonien électrostatique :

W = −qEX = −qE
√

�

mω
X̂ (5)

où q est la charge de l’oscillateur. L’effet d’un tel terme sur les états stationnaires de
l’oscillateur harmonique a été étudié en détail dans le Complément FV. Il est donc
possible d’utiliser les résultats de ce complément pour déterminer les états propres
et valeurs propres de l’hamiltonien H donné en (4), à condition toutefois d’effectuer
la substitution :

λ�ω ←→ −qE
√

�

mω
(6)

La formule (39) de FV donne ainsi immédiatement :

En =
(

n +
1
2

)
�ω − λ2

2
�ω (7)

De même, on déduit de la formule (40) de FV (après avoir remplacé P par son
expression en fonction des opérateurs de création et d’annihilation a† et a) :

|ψn〉 = e− λ√
2

(a†−a) |ϕn〉 (8)

Le développement limité de l’exponentielle donne alors :

|ψn〉 =
[
1 − λ√

2
(a† − a) + . . .

]
|ϕn〉

= |ϕn〉 − λ

√
n + 1

2
|ϕn+1〉 + λ

√
n

2
|ϕn−1〉 + . . . (9)

1-b. Développement de perturbation

Remplaçons dans (3) X̂ par 1√
2
(a† + a) [cf. formule (B-7a) du Chapitre V].

Il vient :

W = λ
�ω√

2

(
a† + a

)
(10)
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W ne relie donc l’état |ϕn〉 qu’aux deux états |ϕn+1〉 et |ϕn−1〉. Les seuls éléments
de matrice non nuls de W sont par suite :

〈ϕn+1| W |ϕn〉 = λ

√
n + 1

2
�ω

〈ϕn−1| W |ϕn〉 = λ

√
n

2
�ω (11)

D’après la formule générale (B-15) du Chapitre XI, on a :

En = E0
n + 〈ϕn| W |ϕn〉 +

∑
n′ 	=n

|〈ϕn′ | W |ϕn〉|2
E0

n − E0
n′

+ . . . (12)

En portant (11) dans (12), et en remplaçant E0
n − E0

n′ , par (n − n′)�ω, on obtient
immédiatement :

En = E0
n + 0 − λ2(n + 1)

2
�ω +

λ2n

2
�ω + . . .

=
(

n +
1
2

)
�ω − λ2

2
�ω + . . . (13)

Ceci montre que le développement de perturbation de la valeur propre au deuxième
ordre inclus en λ coïncide 2 avec la solution exacte (7).

De même, la formule générale (B-11) du Chapitre XI :

|ψn〉 = |ϕn〉 +
∑

n′ 	=n

〈ϕn′ | W |ϕn〉
E0

n − E0
n′

|ϕn′〉 + . . . (14)

donne ici :

|ψn〉 = |ϕn〉 − λ

√
n + 1

2
|ϕn+1〉 + λ

√
n

2
|ϕn−1〉 + . . . (15)

expression identique au développement (9) de la solution exacte.

2. Perturbation par un potentiel quadratique

Nous supposons maintenant que W a la forme suivante :

W =
1
2

ρ �ωX̂2 =
1
2

ρ mω2X2 (16)

où ρ est un paramètre réel, sans dimension, très inférieur à 1. H s’écrit alors :

H = H0 + W =
P 2

2m
+

1
2

mω2(1 + ρ)X2 (17)

Dans ce cas, l’effet de la perturbation est simplement de changer la constante de
rappel de l’oscillateur harmonique. Si l’on pose :

ω′2 = ω2(1 + ρ) (18)

2. On pourrait montrer que tous les termes d’ordre supérieur à 2 de la série de perturbation
sont nuls.
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on voit que H est toujours un hamiltonien d’oscillateur harmonique, dont la pulsa-
tion est devenue ω′.

Nous nous limiterons dans ce § 2 à l’étude des valeurs propres de H . Elles
s’écrivent simplement d’après (17) et (18) :

En =
(

n +
1
2

)
�ω′ =

(
n +

1
2

)
�ω
√

1 + ρ (19)

c’est-à-dire encore, lorsqu’on développe le radical :

En =
(

n +
1
2

)
�ω

[
1 +

ρ

2
− ρ2

8
+ . . .

]
(20)

Retrouvons maintenant le résultat (20) à partir de la théorie des perturbations
stationnaires. L’expression (16) peut encore s’écrire :

W =
1
4

ρ �ω
(
a† + a

)2
=

1
4

ρ �ω
(
a†2 + a2 + aa† + a†a

)
=

1
4

ρ �ω
[
a†2 + a2 + 2a†a + 1

]
(21)

On en déduit les seuls éléments de matrice non nuls de W associés à |ϕn〉 :

〈ϕn| W |ϕn〉 =
1
2

ρ

(
n +

1
2

)
�ω

〈ϕn+2| W |ϕn〉 =
1
4

ρ
[
(n + 1)(n + 2)

]1/2
�ω

〈ϕn−2| W |ϕn〉 =
1
4

ρ
[
n(n − 1)

]1/2
�ω (22)

Lorsqu’on utilise ce résultat pour évaluer les différents termes de (12), on trouve :

En = E0
n +

ρ

2

(
n +

1
2

)
�ω − ρ2

16
(n + 1)(n + 2)

�ω

2
+

ρ2

16
n(n − 1)

�ω

2
+ . . .

= E0
n +

(
n +

1
2

)
�ω

ρ

2
−
(

n +
1
2

)
�ω

ρ2

8
+ . . .

=
(

n +
1
2

)
�ω

[
1 +

ρ

2
− ρ2

8
+ . . .

]
(23)

qui coïncide effectivement avec le développement (20).

3. Perturbation par un potentiel en x3

On ajoute maintenant à H0 la perturbation :

W = σ�ωX̂3 (24)

où σ est un nombre réel, sans dimension, très inférieur à 1.
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3-a. Oscillateur anharmonique

La Figure 1 représente les variations avec x du potentiel total 1
2 mω2x2+W (x)

dans lequel se déplace la particule : en pointillés est tracé le potentiel parabolique
1
2 mω2x2 relatif à l’oscillateur harmonique “non perturbé”. On a pris σ < 0, de sorte
que le potentiel total (courbe en trait plein de la figure) croît moins vite pour x > 0
que pour x < 0.

Figure 1 – Variations avec x du potentiel associé à un oscillateur anharmonique.
On traite comme une perturbation la différence entre le potentiel réel (traits pleins)
et le potentiel harmonique (traits tiretés) de l’hamiltonien non perturbé (xA et xB

sont les limites d’un mouvement classique d’énergie E).

Lorsqu’on traite le problème par la mécanique classique, on trouve que la
particule d’énergie totale E oscille entre les deux points d’abscisses xA et xB (Fig. 1)
qui ne sont plus symétriques par rapport à O. Ce mouvement, tout en restant
périodique, n’est plus sinusoïdal : il apparaît, dans le développement de Fourier
de x(t), toute une série d’harmoniques de la fréquence fondamentale. C’est la raison
pour laquelle on appelle souvent “oscillateur anharmonique” un tel système (son
mouvement n’est plus harmonique). Signalons enfin que la période du mouvement
n’est plus, comme c’était le cas pour l’oscillateur harmonique, indépendante de
l’énergie E.

3-b. Développement de perturbation

α. Eléments de matrice de la perturbation W

Remplaçons dans (24) X̂ par 1√
2
(a† + a). En utilisant les relations (B-9)

et (B-17) du Chapitre V, on obtient après un calcul simple :

W =
σ�ω

23/2

[
a†3 + a3 + 3Na† + 3(N + 1)a

]
(25)

où N = a†a a été défini dans le Chapitre V [formule (B-13)].
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On en déduit immédiatement les seuls éléments de matrice non nuls de W
associés à |ϕn〉 :

〈ϕn+3| W |ϕn〉 = σ

[
(n + 3)(n + 2)(n + 1)

8

] 1
2

�ω

〈ϕn−3| W |ϕn〉 = σ

[
n(n − 1)(n − 2)

8

] 1
2

�ω

〈ϕn+1| W |ϕn〉 = 3σ

(
n + 1

2

) 3
2

�ω

〈ϕn−1| W |ϕn〉 = 3σ
(n

2

) 3
2

�ω (26)

β. Calcul des énergies

Reportons les résultats (26) dans le développement de perturbation de En en
utilisant la relation (12). Comme l’élément diagonal de W est nul, il n’y a pas de
correction du premier ordre. Les quatre éléments de matrice (26) interviennent par
contre dans la correction au deuxième ordre. Un calcul sans difficultés donne ainsi :

En =
(

n +
1
2

)
�ω − 15

4
σ2
(

n +
1
2

)2

�ω − 7
16

σ2
�ω + . . . (27)

L’effet de W est donc de déplacer les niveaux vers le bas (quel que soit le
signe de σ), et ceci d’autant plus que n est plus grand (Fig. 2). L’écart entre deux
niveaux consécutifs vaut :

En − En−1 = �ω

[
1 − 15

2
σ2n

]
(28)

Il n’est plus, comme c’était le cas pour l’oscillateur harmonique, indépendant de n.
Les niveaux d’énergie ne sont plus équidistants et se resserrent lorsque n croît.

γ. Calcul des états propres

En portant les relations (26) dans le développement (14), on obtient aisément :

|ψn〉 = |ϕn〉 − 3σ

(
n + 1

2

) 3
2

|ϕn+1〉 + 3σ
(n

2

) 3
2 |ϕn−1〉

− σ

3

[
(n + 3)(n + 2)(n + 1)

8

] 1
2

|ϕn+3〉

+
σ

3

[
n(n − 1)(n − 2)

8

] 1
2

|ϕn−3〉 + . . . (29)

Sous l’effet de la perturbation W , l’état |ϕn〉 est donc contaminé par les états |ϕn+1〉,
|ϕn−1〉, |ϕn+3〉 et |ϕn−3〉.
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Figure 2 – Niveaux d’énergie de H0 (traits tiretés) et de H (traits pleins). Sous
l’effet de la perturbation W , chaque niveau de H0 subit un déplacement vers le bas
d’autant plus important que la valeur de n est plus élevée.

3-c. Application : anharmonicité des vibrations d’une molécule diatomique

Dans le Complément AV, nous avons montré qu’une molécule diatomique
hétéropolaire pouvait absorber ou émettre des ondes électromagnétiques dont la
fréquence coïncide avec la fréquence de vibration des deux noyaux de la molécule
autour de leur position d’équilibre. Si l’on désigne par x l’écart r − re des deux
noyaux par rapport à leur position d’équilibre re, le moment dipolaire électrique de
la molécule s’écrit :

D(x) = d0 + d1x + . . . (30)

Les fréquences de vibration de ce dipole sont donc les fréquences de Bohr suscep-
tibles d’apparaître dans l’expression de 〈X〉(t). Pour un oscillateur harmonique, les
règles de sélection satisfaites par X sont telles qu’une seule fréquence de Bohr peut
intervenir, la fréquence ω/2π (cf. Complément AV).

Lorsqu’on tient compte de la perturbation W , les états |ϕn〉 de l’oscillateur
sont “contaminés” [cf. expression (29)], et X peut relier des états |ψn〉 et |ψn′〉 avec
n′ − n �= ±1 : de nouvelles fréquences peuvent alors être absorbées ou émises par la
molécule.

Pour analyser de plus près ce phénomène, nous supposerons que la molécule
est initialement dans son état fondamental de vibration |ψ0〉 (c’est pratiquement
toujours le cas à la température ordinaire T puisqu’en général �ω � kT ). En
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utilisant l’expression (29), on peut calculer au premier ordre 3 en σ les éléments de
matrice de X̂ entre l’état |ψ0〉 et un état quelconque |ψn〉. Un calcul sans difficulté
donne ainsi les éléments de matrice suivants (tous les autres sont nuls au premier
ordre en σ) :

〈ψ1| X̂ |ψ0〉 =
1√
2

(31a)

〈ψ2| X̂ |ψ0〉 =
1√
2

σ (31b)

〈ψ0| X̂ |ψ0〉 = −3
2

σ (31c)

On en déduit les fréquences des transitions observables en absorption à partir
du niveau fondamental. On retrouve bien sûr la fréquence :

ν1 =
E1 − E0

h
(32a)

qui apparaît avec la plus grande intensité puisque, d’après (31a), 〈ψ1| X̂ |ψ0〉 est
d’ordre zéro en σ. Vient ensuite, avec une intensité beaucoup plus faible [cf. for-
mule (31b)], la fréquence :

ν2 =
E2 − E0

h
(32b)

que l’on appelle souvent l’harmonique 2 (bien qu’elle ne soit pas rigoureusement
égale au double de ν1).

Remarque:
Le résultat (31c) signifie que la valeur moyenne de X̂ n’est pas nulle dans le niveau
fondamental. Ceci se comprend aisément d’après la Figure 1. En effet, le mouvement
d’oscillation n’est plus symétrique autour de O. Si σ est négatif (cas de la Figure 1),
l’oscillateur passe plus de temps dans la région x > 0 que dans la région x < 0 et
la valeur moyenne de X doit être positive. On comprend ainsi le signe qui figure
dans (31c).

Le calcul précédent ne fait ainsi apparaître qu’une nouvelle raie dans le spectre
d’absorption. En réalité, on pourrait pousser le calcul de perturbation à un ordre
supérieur en σ, et tenir compte des termes suivants dans le développement (30) du
moment dipolaire D(x), ainsi que des termes en x4, x5... dans le développement du
potentiel au voisinage de x = 0 ; on trouverait alors que toutes les fréquences :

νn =
En − E0

h
(33)

avec n = 3, 4, 5... sont présentes dans le spectre d’absorption de la molécule (avec des
intensités décroissant très vite lorsque n croît). Ceci donnerait finalement pour ce
spectre l’allure représentée sur la Figure 3. C’est ce que l’on observe effectivement.

3. Il ne serait pas correct de conserver dans les calculs les termes d’ordre supérieur à 1, car
le développement (29) n’est valable qu’au premier ordre en σ.
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Figure 3 – Allure du spectre de vibration d’une molécule diatomique hétéropolaire.
Par suite de l’anharmonicité du potentiel et des termes d’ordre supérieur dans le
développement en puissances de x (distance entre les deux atomes) du moment
dipolaire D(x) de la molécule, il apparaît, en plus de la fréquence fondamentale ν1,
une série de fréquences “harmoniques” ν2, ν3 . . . νn . . . Les raies correspondantes ne
sont d’ailleurs pas tout à fait équidistantes ; leur intensité décroît très vite lorsque
n croît.

Notons que les différentes raies du spectre de la Figure 3 ne sont pas équidis-
tantes. En effet, d’après la formule (28) :

ν1 − 0 =
E1 − E0

h
=

ω

2π

(
1 − 15

2
σ2
)

(34)

ν2 − ν1 =
E2 − E1

h
=

ω

2π

(
1 − 15σ2) (35)

ν3 − ν2 =
E3 − E2

h
=

ω

2π

(
1 − 45

2
σ2
)

(36)

ce qui donne la relation :

(ν2 − ν1) − ν1 = (ν3 − ν2) − (ν2 − ν1) = −15ω

4π
σ2 (37)

On conçoit ainsi que l’étude précise de la position des raies du spectre d’absorption
permette de remonter au paramètre σ.

Remarques:

(i) La constante ξ figurant dans la formule (52) du Complément FVII peut être
évaluée à partir de la formule (27) du présent complément. En comparant ces
deux formules [et en remplaçant dans (27) n par v], on obtient en effet :

ξ = −15
4
σ2 (38)
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Or le potentiel perturbateur dans FVII est égal à −gx3 alors que nous l’avons
pris ici égal à σ�ωx̂3, c’est-à-dire à :

σ

(
m3ω5

�

) 1
2

x3 (39)

On a donc :

σ = −g
(

�

m3ω5

) 1
2

(40)

ce qui, reporté dans (38), donne finalement :

ξ = −15
4

g2
�

m3ω5
(41)

(ii) Dans le développement du potentiel au voisinage de x = 0, le terme en x4 est
beaucoup plus petit que le terme en x3, mais il corrige les énergies au premier
ordre, alors que le terme en x3 n’intervient qu’au deuxième ordre (cf. § 3-b-β
ci-dessus). Il est donc nécessaire d’évaluer simultanément ces deux corrections
(qui peuvent être comparables) lorsqu’on étudie de façon précise le spectre de
la Figure 3.

Références et conseils de lecture :

Anharmonicité des vibrations d’une molécule diatomique : Herzberg (12.4),
Vol. I, Chap. III, § 2.
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Complément BXI

Interaction entre les dipôles magnétiques de deux particules de
spin 1/2

1 Hamiltonien d’interaction W . . . . . . . . . . . . . . . 1147
1-a Forme de l’hamiltonien W. Interprétation physique . . . 1147
1-b Expression équivalente de W . . . . . . . . . . . . . . . 1148
1-c Règles de sélection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1149

2 Effets de l’interaction dipôle-dipôle sur les sous-niveaux
Zeeman des deux particules supposées fixes . . . . . . 1150

2-a Cas où les deux particules ont des moments magnétiques
différents . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1150

2-b Cas ou les deux particules ont des moments magnétiques
égaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1153

2-c Application : spectre de résonance magnétique du gypse 1155
3 Effets de l’interaction dans un état lié . . . . . . . . . . 1155

Nous nous proposons dans ce complément d’étudier, par la théorie des per-
turbations stationnaires, les niveaux d’énergie d’un système de deux particules de
spin 1/2 plongées dans un champ magnétique statique B0 et couplées par une in-
teraction dipôle-dipôle magnétique.

De tels systèmes existent effectivement. Par exemple, dans un monocristal de
gypse (CaSO4, 2H20), les deux protons de chaque molécule d’eau de cristallisation
occupent des positions fixes dans l’espace et l’interaction dipôle-dipôle qui existe
entre eux fait apparaître une structure fine dans le spectre de résonance magnétique
nucléaire.

Dans l’atome d’hydrogène, il existe également une interaction dipôle-dipôle
entre le spin de l’électron et celui du proton. Dans ce dernier cas cependant, les deux
particules se déplacent l’une par rapport à l’autre et nous verrons que l’effet de l’in-
teraction dipôle-dipôle est nul par raison de symétrie dans l’état fondamental 1s.
La structure hyperfine que l’on observe dans cet état est donc due à d’autres inter-
actions (interaction de contact ; cf. Chap. XII, §§ B-2 et D-2 et Complément AXII).

1. Hamiltonien d’interaction W

1-a. Forme de l’hamiltonien W. Interprétation physique

Soient S1 et S2 les spins des particules (1) et (2), M1 et M2 les moments
magnétiques correspondants :

M1 = γ1S1

M2 = γ2S2 (1)

[γ1 et γ2 : rapports gyromagnétiques de (1) et (2) ].
Appelons W l’interaction du moment magnétique M2 avec le champ créé par

M1 au niveau de (2). Si n désigne le vecteur unitaire de la droite qui joint les deux
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particules, r la distance qui les sépare (Fig. 1), W s’écrit :

W =
μ0

4π
γ1γ2

1
r3 [S1 · S2 − 3 (S1 · n) (S2 · n)] (2)

Le calcul qui permet d’obtenir l’expression (2) est en tous points analogue à celui qui
est présenté dans le Complément CXI et qui conduit à l’expression de l’interaction
entre deux dipôles électriques.

Figure 1 – Disposition relative des moments magnétiques M1 et M2 des parti-
cules (1) et (2) (r est la distance entre les deux particules, n le vecteur unitaire de
la droite qui les joint).

1-b. Expression équivalente de W

Soient θ et ϕ les angles polaires de n. Si l’on pose :

ξ(r) = − μ0

4π

γ1γ2

r3 (3)

on obtient aisément :

W = ξ(r)
{

3 [S1z cos θ + sin θ (S1x cos ϕ + S1y sin ϕ)]

× [S2z cos θ + sin θ (S2x cos ϕ + S2y sin ϕ)] − S1 · S2

}
= ξ(r)

{
3
[
S1z cos θ +

1
2

sin θ
(
S1+e−iϕ + S1−eiϕ

)]
×
[
S2z cos θ +

1
2

sin θ
(
S2+e−iϕ + S2−eiϕ

)]− S1 · S2

}
(4)

c’est-à-dire encore :

W = ξ(r) [T0 + T ′
0 + T1 + T−1 + T2 + T−2] (5)
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où :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

T0 =
(
3 cos2 θ − 1

)
S1z S2z

T ′
0 = −1

4

(
3 cos2 θ − 1

)
(S1+ S2− + S1− S2+)

T1 =
3
2

sin θ cos θ e−iϕ (S1z S2+ + S1+ S2z)

T−1 =
3
2

sin θ cos θ eiϕ (S1z S2− + S1− S2z)

T2 =
3
4

sin2 θ e−2iϕS1+ S2+

T−2 =
3
4

sin2 θ e2iϕS1− S2−

(6)

Chacun des termes Tq (ou T ′
q) figurant dans (5) est, d’après (6), le produit

d’une fonction de θ et ϕ proportionnelle à l’harmonique sphérique d’ordre deux Y q
2

par un opérateur agissant uniquement sur les degrés de liberté de spin [les opérateurs
d’espace et de spin figurant dans (6) sont des tenseurs d’ordre deux ; W est souvent
appelé pour cette raison “interaction tenseur »].

1-c. Règles de sélection

r, θ et ϕ sont les coordonnées sphériques de la particule relative associée au
système des deux particules (1) et (2). L’opérateur W n’agit que sur ces variables
et sur les degrés de liberté de spin des deux particules. Soit {|ϕn,l,m〉} une base
standard dans l’espace des états Er de la particule relative, {|ε1, ε2〉} la base des
vecteurs propres communs à S1z et S2z dans l’espace des états de spin (ε1 = ±, ε2 =
±). L’espace des états dans lequel agit W peut être rapporté à la base {|ϕn,l,m〉 ⊗
|ε1, ε2〉} dans laquelle il est très facile, au moyen des expressions (5) et (6), de
trouver les règles de sélection auxquelles satisfont les éléments de matrice de W .

α. Degrés de liberté de spin

— T0 ne change ni ε1, ni ε2.

— T ′
0 fait “basculer” les deux spins en sens inverse :

|+, −〉 −→ |−, +〉 et |−, +〉 −→ |+, −〉

— T1 fait basculer un seul des deux spins vers le haut :

|−, ε2〉 −→ |+, ε2〉 ou |ε1, −〉 −→ |ε1, +〉

— De même, T−1 fait basculer un seul des deux spins vers le bas :

|+, ε2〉 −→ |−, ε2〉 ou |ε1, +〉 −→ |ε1, −〉

— Enfin, T2 et T−2 font basculer respectivement les deux spins vers le haut
et vers le bas :

|−, −〉 −→ |+, +〉 et |+, +〉 −→ |−, −〉
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β. Degrés de liberté orbitaux

Lorsqu’on calcule l’élément de matrice de ξ(r)Tq entre l’état |ϕn,l,m〉 et l’état
|ϕn′,l′,m′〉, on voit apparaître l’intégrale angulaire :∫

Y m′∗
l′ (θ, ϕ) Y q

2 (θ, ϕ) Y m
l (θ, ϕ) dΩ (7)

qui, d’après les résultats du Complément CX, n’est différente de zéro que pour :

l′ = l, l − 2, l + 2 (8a)

m′ = m + q (8b)

Notons que le cas l = l′ = 0, bien que non contradictoire avec (8), est exclu car
on doit pouvoir former un triangle avec l, l′ et 2, ce qui est impossible lorsque
l = l′ = 0 ; on a donc nécessairement :

l, l′ ≥ 1 (8c)

2. Effets de l’interaction dipôle-dipôle sur les sous-niveaux Zeeman des
deux particules supposées fixes

Dans ce § 2, nous supposerons les deux particules fixes dans l’espace. Nous
ne quantifierons donc que les degrés de liberté de spin et considèrerons les quantités
r, B et ε comme des paramètres donnés.

Les deux particules sont plongées dans un champ statique B0 parallèle à Oz.
L’hamiltonien Zeeman H0 qui décrit l’interaction des deux moments magnétiques
de spin avec B0 s’écrit par suite :

H0 = ω1S1z + ω2S2z (9)

avec :

ω1 = −γ1B0

ω2 = −γ2B0 (10)

En présence de l’interaction dipôle-dipôle W , l’hamiltonien total H du système
devient :

H = H0 + W (11)

Nous supposerons le champ B0 suffisamment grand pour que l’on puisse traiter W
comme une perturbation de H0.

2-a. Cas où les deux particules ont des moments magnétiques différents

α. Niveaux Zeeman et spectre de résonance magnétique en l’absence
d’interaction

D’après (9), on a :

H0|ε1, ε2〉 =
�

2
(ε1ω1 + ε2ω2) |ε1, ε2〉 (12)
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Figure 2 – Niveaux d’énergie des deux particules de spin 1/2, plongées dans un
champ statique B0 parallèle à Oz. Les deux pulsations de Larmor ω1 = −γ1B0 et
ω2 = −γ2B0 sont supposées différentes.
Pour la figure a, les niveaux d’énergie sont calculés en ne tenant pas compte de
l’interaction dipôle-dipôle W entre les deux spins.
Pour la figure b, on tient compte de cette interaction ; les niveaux subissent un
déplacement dont la valeur approchée, au premier ordre en W , est indiquée sur la
partie droite de la figure. Les flèches en traits pleins relient les niveaux entre lesquels
S1x a un élément de matrice non nul, les flèches en traits tiretés ceux pour lesquels
c’est S2x.

La Figure 2a représente les niveaux d’énergie du système des deux spins en l’absence
d’interaction dipôle-dipôle (on a supposé ω1 > ω2 > 0). Comme ω1 �= ω2, ces
niveaux sont tous non dégénérés.

Si l’on applique au système un champ de radiofréquence B1 cos ωt parallèle
à Ox, on obtient une série de raies de résonance magnétique. Les fréquences de ces
résonances correspondent aux diverses fréquences de Bohr susceptibles d’apparaître
dans l’évolution de 〈γ1S1x + γ2S2x〉 (le champ de radiofréquence interagit en effet
avec la composante sur Ox du moment magnétique total). Les flèches en traits pleins
(tiretés) de la Figure 2a relient les niveaux entre lesquels S1x(S2x) a un élément de
matrice non nul. On voit ainsi qu’il y a deux pulsations de Bohr distinctes, égales
à ω1 et ω2 (Fig. 3a), qui correspondent tout simplement aux résonances des spins
individuels (1) et (2).

β. Modifications apportées par l’interaction

Comme tous les niveaux de la Figure 2a sont non dégénérés, l’effet de W s’ob-
tient au premier ordre en calculant les éléments diagonaux de W , 〈ε1, ε2|W |ε1, ε2〉.
Il ressort clairement des expressions (5) et (6) que, seul, le terme T0 donne une
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Figure 3 – Les fréquences de Bohr apparaissant dans l’évolution de 〈S1x〉 et 〈S2x〉
donnent les positions des raies de résonance magnétique observables sur le système
des deux spins (transitions correspondant aux flèches de la Figure 2). En l’absence
d’interaction dipôle-dipôle, on obtient deux résonances, correspondant à chacun des
deux spins (fig. a). L’interaction dipôle-dipôle se traduit par un dédoublement de
chacune des deux raies précédentes (fig. b).

contribution non nulle à cet élément de matrice, qui vaut :

〈ε1, ε2|W |ε1, ε2〉 = ξ(r)
(
3 cos2 θ − 1

) ε1ε2�
2

4
= ε1ε2 �Ω (13)

avec :

Ω =
�

4
ξ(r)

(
3 cos2 θ − 1

)
=

−�μ0

16π

γ1γ2

r3

(
3 cos2 θ − 1

)
(14)

Comme W est très petit devant H0, on a :

Ω � ω1 − ω2 (15)

On en déduit immédiatement les déplacements des niveaux au premier ordre en W :
�Ω pour |+, +〉 et |−, −〉, −�Ω pour |+, −〉, et pour |−, +〉 (Fig. 2b).

Que devient alors le spectre de résonance magnétique de la Figure 3a ? Si
l’on ne s’intéresse qu’aux raies dont l’intensité est d’ordre zéro en W (c’est-à-dire
celles qui tendent vers les raies de la Figure 2a lorsque W tend vers zéro) il suffit,
pour calculer les fréquences de Bohr apparaissant dans 〈S1x〉 et 〈S2x〉, d’utiliser
l’expression des vecteurs propres à l’ordre zéro 1. Ce sont alors les mêmes transitions
qui interviennent (comparer les flèches des Figures 2a et 2b). On voit cependant que
les deux raies correspondant à la fréquence ω1 en l’absence de couplage (flèches en
traits pleins) ont maintenant des fréquences différentes : ω1 + 2Ω et ω1 − 2Ω ; de
même les deux raies correspondant à ω2 (flèches en traits tiretés) ont maintenant

1. Si l’on utilisait l’expression des vecteurs propres à un ordre supérieur en W , on verrait
apparaître d’autres raies d’intensité plus faible (elles disparaissent lorsque W −→ 0).
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pour fréquences ω2 +2Ω et ω2 −2Ω. Le spectre de résonance magnétique se compose
donc maintenant de deux “doublets” centrés en ω1 et ω2, l’intervalle entre les deux
composantes de chaque doublet étant égal à 4Ω (Fig. 3b).

Ainsi, l’interaction dipôle-dipôle a fait apparaître dans le spectre de résonance
magnétique une structure fine dont on peut donner une interprétation physique
simple. Le moment magnétique M1 associé à S1 crée au niveau de la particule (2) un
“champ local” b. Comme nous supposons B0 très grand, S1 précesse très rapidement
autour de Oz de sorte que l’on peut raisonner uniquement sur la composante S1z

(le champ local créé par les autres composantes oscille trop vite pour avoir un effet
important). Le champ local b n’a donc pas le même sens suivant que le spin est
dans l’état |+〉 ou |−〉, c’est-à-dire suivant qu’il pointe vers le haut ou vers le bas. Il
s’ensuit que le champ total “vu” par la particule (2), qui est la somme de B0 et b,
peut prendre deux valeurs possibles 2, ce qui explique l’apparition de deux fréquences
de résonance pour le spin (2). Le même raisonnement permettrait évidemment de
comprendre l’origine du doublet centré en ω1.

2-b. Cas ou les deux particules ont des moments magnétiques égaux

α. Niveaux Zeeman et spectre de résonance magnétique en l’absence
d’interaction

La formule (12) demeure valable à condition de prendre ω1 et ω2 égaux. Nous
poserons donc :

ω1 = ω2 = ω = −γB0 (16)

Les niveaux d’énergie sont représentés sur la Figure (4a). Les niveaux supérieur
|+, +〉 et inférieur |−, −〉, d’énergies �ω et −�ω, sont non dégénérés. Par contre, le
niveau intermédiaire, d’énergie 0, est dégénéré deux fois : il lui correspond les deux
états propres |+, −〉 et |−, +〉.

Les fréquences des raies de résonance magnétique s’obtiennent en cherchant
les fréquences de Bohr qui interviennent dans l’évolution de 〈S1x +S2x〉 (le moment
magnétique total est cette fois proportionnel au spin total S = S1 +S2). On obtient
aisément les quatre transitions représentées par des flèches sur la Figure 4a, et qui
correspondent à une pulsation unique ω ; ceci donne finalement le spectre de la
Figure 5a.

β. Modifications apportées par l’interaction

Les déplacements des niveaux non dégénérés |+, +〉 et |−, −〉 s’obtiennent
comme plus haut, et sont égaux tous deux à �Ω [il faut toutefois remplacer, dans
l’expression (14) de Ω, γ1 et γ2 par γ].

Comme le niveau intermédiaire est dégénéré deux fois, l’effet de W sur ce
niveau s’obtient maintenant en diagonalisant la matrice qui représente la restriction
de W à l’intérieur du sous-espace {|+, −〉, |−, +〉}. Le calcul des éléments diagonaux
s’effectue comme plus haut et donne :

〈+, −|W |+, −〉 = 〈−, +|W |−, +〉 = −�Ω (17)

2. En fait, comme |B0| � |b|, c’est seulement la composante de b sur B0 qui intervient.
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Figure 4 – Les deux particules de spin 1/2 sont supposées avoir même moment
magnétique, et par suite même pulsation de Larmor ω = −γB0.
En l’absence d’interaction dipôle-dipôle, on obtient trois niveaux, dont l’un est dégé-
néré deux fois (fig. a). Sous l’effet de l’interaction dipôle-dipôle (fig. b), les niveaux
précédents subissent des déplacements dont les valeurs approchées (au premier ordre
en W ) sont indiquées sur la partie droite de la figure. A l’ordre zéro en W , les états
stationnaires sont les états propres |S, M〉 du spin total. Les flèches relient les ni-
veaux entre lesquels S1x + S2x a un élément de matrice non nul.

Quant à l’élément non diagonal 〈+, −|W |−, +〉, on voit aisément sur les expres-
sions (5) et (6) que, seul, le terme T ′

0 y contribue :

〈+, −|W |−, +〉 = −ξ(r)
4

(
3 cos2 θ − 1

)× 〈+, −|(S1+S2− + S1−S2+)|−, +〉

= −ξ(r)
�

2

4

(
3 cos2 θ − 1

)
= −�Ω (18)

Nous sommes donc conduits à la diagonalisation de la matrice :

−�Ω
(

1 1
1 1

)
(19)

qui admet les valeurs propres −2�Ω et 0 associées respectivement aux vecteurs

propres |ψ1〉 =
1√
2

(|+, −〉 + |−, +〉) et |ψ2〉 =
1√
2

(|+, −〉 − |−, +〉).
La Figure 4b représente les niveaux d’énergie du système des deux spins

couplés ; les énergies sont données à l’ordre 1 en W , les états propres à l’ordre 0.
On remarque que ces états propres ne sont autres que les états propres |S, M〉

communs à S2 et Sz, où S = S1 + S2 est le spin total. L’opérateur Sx, commutant
avec S2, ne peut coupler que les états du triplet |1, 0〉 et |1, 1〉, |1, 0〉 et |1, −1〉,
ce qui donne les deux transitions représentées par des flèches sur la Figure 4b, et
auxquelles correspondent les fréquences de Bohr ω + 3Ω et ω − 3Ω. Le spectre de
résonance magnétique se compose donc d’un doublet centré en ω, l’écart entre les
deux composantes du doublet étant égal à 6Ω (Fig. 5b).
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Figure 5 – Allure du spectre de résonance magnétique observable sur un système
de deux spins 1/2, de même rapport gyromagnétique, plongés dans un champ sta-
tique B0.
En l’absence d’interaction dipôle-dipôle, on observe une seule résonance (fig. a).
En présence d’une interaction dipôle-dipôle (fig. b), la raie précédente se dédouble ;
l’écart 6Ω entre les deux composantes du doublet est proportionnel à 3 cos2 θ − 1, θ
étant l’angle entre le champ statique B0 et la droite qui joint les deux particules.

2-c. Application : spectre de résonance magnétique du gypse

Le cas étudié dans le § 2-b ci-dessus correspond à celui des deux protons d’une
molécule d’eau de cristallisation dans un monocristal de gypse (CaSO4, 2H2O) : ces
deux protons ont en effet des moments magnétiques identiques et on peut considérer
qu’ils occupent des positions fixes dans le cristal. De plus, ils sont beaucoup plus
proches l’un de l’autre que des autres protons (appartenant aux autres molécules
d’eau) ; comme l’interaction dipôle-dipôle décroît très vite lorsque la distance aug-
mente (loi en 1/r3), on peut négliger les interactions entre protons appartenant à
des molécules d’eau différentes.

On observe effectivement que le spectre de résonance magnétique comporte
un doublet 3 dont la séparation dépend de l’angle θ entre le champ B0 et la droite
qui joint les deux protons. Si l’on fait tourner le cristal par rapport au champ B0,
cet angle θ varie et l’écart entre les deux composantes du doublet change. On peut
ainsi, en étudiant les variations de cet écart, déterminer la position des molécules
d’eau par rapport aux axes cristallographiques.

Lorsque l’échantillon étudié n’est pas un monocristal, mais une poudre consti-
tuée de petits monocristaux orientés de manière aléatoire, θ prend toutes les valeurs
possibles. On observe alors une raie large, due à la superposition de doublets de sé-
paration variable.

3. Effets de l’interaction dans un état lié

Nous supposons maintenant que les deux particules (1) et (2) ne sont pas
fixes, mais peuvent se déplacer l’une par rapport à l’autre.

Considérons par exemple le cas de l’atome d’hydrogène, constitué d’un proton
et d’un électron. Lorsqu’on ne tient compte que des forces électrostatiques, l’état
fondamental de cet atome (dans le repère du centre de masse) est décrit par le ket
|ϕ1,0,0〉 repéré par les nombres quantiques n = 1, l = 0, m = 0 (cf. Chap. VII). Le

3. En fait, il y a dans un monocristal de gypse deux types de molécules d’eau, d’orientations
différentes, et par suite deux doublets correspondant aux deux valeurs possibles pour θ.

1155



COMPLÉMENT BXI •

proton et l’électron sont en fait des particules de spin 1/2. Le niveau fondamental
est donc dégénéré quatre fois et une base possible dans le sous-espace correspondant
est constituée par les quatre vecteurs :

{|ϕ1,0,0〉 ⊗ |ε1, ε2〉} (20)

où ε1 et ε2, égaux à + ou −, représentent respectivement les valeurs propres de Sz

et Iz (S et I : spins de l’électron et du proton).
Quel est l’effet, sur cet état fondamental, de l’interaction dipôle-dipôle entre

S et I ? Les éléments de matrice de W sont très petits devant l’écart d’énergie entre
l’état 1s et les états excités, de sorte qu’il est possible de traiter l’effet de W par la
théorie des perturbations. Il s’obtient au premier ordre en diagonalisant la matrice
4 × 4 d’éléments 〈ϕ1,0,0, ε′

1, ε′
2|W |ϕ1,0,0, ε1, ε2〉. Le calcul de ces éléments de matrice

fait intervenir d’après (5) et (6) des intégrales angulaires de la forme :∫
Y 0∗

0 (θ, ϕ) Y q
2 (θ, ϕ) Y 0

0 (θ, ϕ) dΩ (21)

qui sont nulles d’après les règles de sélection établies au § 1-c ci-dessus [dans ce
cas particulier, on peut d’ailleurs montrer très simplement que l’intégrale (21) est
nulle : en effet, Y 0

0 étant une constante, l’expression (21) est proportionnelle au
produit scalaire de Y q

2 par Y 0
0 , qui est nul par suite des relations d’orthogonalité

des harmoniques sphériques].
L’interaction dipôle-dipôle ne modifie donc pas au premier ordre l’énergie

de l’état fondamental. Elle intervient par contre dans la structure (hyperfine) des
états excités de l ≥ 1. En effet, il faut alors calculer des éléments de matrice
〈ϕn,l,m′ , ε′

1, ε′
2|W |ϕn,l,m, ε1, ε2〉, c’est-à-dire des intégrales :∫

Y m′∗
l (θ, ϕ) Y q

2 (θ, ϕ) Y m
l (θ, ϕ) dΩ (22)

qui d’après (8c) sont non nulles dès que l ≥ 1.

Références et conseils de lecture :

Manifestations expérimentales en résonance magnétique nucléaire de l’interac-
tion dipolaire entre deux spins en réseau rigide : Abragam (14.1), Chap. IV, § II et
Chap. VII, § IA ; Slichter (14.2), Chap. 3 ; Pake (14.6).
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Complément CXI

Forces de Van der Waals

1 Hamiltonien d’interaction électrostatique entre deux
atomes d’hydrogène . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1158

1-a Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1158
1-b Calcul de l’énergie d’interaction électrostatique . . . . . 1159

2 Forces de Van der Waals entre deux atomes d’hydro-
gène dans l’état fondamental 1s . . . . . . . . . . . . . . 1160
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3 Forces de Van der Waals entre un atome d’hydrogène
dans l’état 1s et un atome d’hydrogène dans l’état 2p . 1164

3-a Energies des états stationnaires du système des deux
atomes ; effet de résonance . . . . . . . . . . . . . . . . . 1164

3-b Transfert d’excitation d’un atome à l’autre . . . . . . . 1165
4 Interaction d’un atome d’hydrogène dans l’état fon-

damental avec une paroi conductrice . . . . . . . . . . . 1166

Les forces qui s’exercent entre deux atomes neutres changent de caractère
suivant l’ordre de grandeur de la distance R qui sépare ces deux atomes.

Considérons par exemple deux atomes d’hydrogène. Lorsque R est de l’ordre
des dimensions atomiques (c’est-à-dire de l’ordre du rayon de Bohr a0), les fonc-
tions d’onde électroniques se recouvrent et les deux atomes s’attirent car ils ont
tendance à former une molécule H2 : l’énergie potentielle du système présente un
minimum 1 pour une certaine valeur Re de la distance R. L’origine physique de
cette attraction, c’est-à-dire de la liaison chimique, tient au fait que les électrons
peuvent osciller entre les deux atomes (cf. §§ C-2-c et C-3-d du Chapitre IV) : les
fonctions d’onde stationnaires des deux électrons ne sont plus localisées autour de
l’un des deux noyaux seulement, ce qui abaisse l’énergie de l’état fondamental (cf.
Complément GXI).

A plus grande distance, l’allure des phénomènes change complètement : les
électrons ne peuvent plus passer d’un atome à l’autre car l’amplitude de probabilité
d’un tel processus décroît comme le recouvrement des fonctions d’onde, c’est-à-
dire exponentiellement avec la distance. L’effet prépondérant est alors l’interaction
électrostatique entre les moments dipolaires électriques des deux atomes neutres,
ce qui donne naissance à une énergie d’attraction globale décroissant, non plus
exponentiellement, mais en 1/R6 : c’est là l’origine des forces de Van der Waals
que nous nous proposons d’étudier dans ce complément, en utilisant la théorie des
perturbations stationnaires (et en nous limitant, pour simplifier, au cas de deux
atomes d’hydrogène).

Il faut bien voir que la nature profonde des forces de Van der Waals et des
forces responsables de la liaison chimique est la même : l’hamiltonien de base est

1. A très courte distance, les forces répulsives entre noyaux l’emportent toujours.
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Figure 1 – Disposition relative des deux atomes d’hydrogène. R est la distance
entre les deux protons situés en A et B, n le vecteur unitaire de la droite qui les
joint ; rA et rB sont les vecteurs positions des deux électrons par rapport aux points
A et B respectivement.

toujours électrostatique. Ce sont seulement les variations avec R des énergies des
états stationnaires quantiques du système des deux atomes qui permettent de définir
et de différencier ces deux types de forces.

Les forces de Van der Waals jouent un rôle important en chimie physique,
notamment lorsque les deux atomes considérés n’ont pas d’électrons de valence
(forces entre atomes de gaz rare, entre molécules stables, etc.). Elles sont en partie
responsables des différences entre le comportement d’un gaz réel et celui d’un gaz
parfait. Enfin, comme nous l’avons déjà dit, ce sont des forces à longue portée, et
c’est la raison pour laquelle elles interviennent dans la stabilité des colloïdes.

Nous commencerons par déterminer l’expression de l’hamiltonien d’interac-
tion dipôle-dipôle entre deux atomes d’hydrogène neutres (§ 1), ce qui nous per-
mettra d’étudier ensuite les forces de Van der Waals entre deux atomes dans l’état
1s (§ 2), ou entre un atome dans l’état 2p et un atome dans l’état 1s (§ 3) ; nous
montrerons enfin (§ 4) qu’un atome d’hydrogène dans l’état 1s est attiré par son
image électrique dans une paroi parfaitement conductrice.

1. Hamiltonien d’interaction électrostatique entre deux atomes d’hydrogène

1-a. Notations

Les deux protons des deux atomes d’hydrogène sont supposés immobiles aux
points A et B (Fig. 1). Nous poserons :

R = OB − OA (1)

R = |R| (2)

n =
R
|R| (3)

R est la distance entre les deux atomes, n le vecteur unitaire de la droite qui les
joint. Soient rA le vecteur position par rapport au point A de l’électron attaché à
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l’atome (A), rB le vecteur position par rapport à B de l’électron attaché à l’atome
(B) ; on désigne par :

DA = qrA (4)

DB = qrB (5)

les moments dipolaires électriques des deux atomes (q est la charge de l’électron).
Nous supposerons dans tout ce complément que :

R � |rA| , |rB | (6)

Tout en étant identiques, les électrons des deux atomes sont donc bien séparés
et leurs fonctions d’onde ne se recouvrent pas, de sorte qu’il n’est pas nécessaire
d’appliquer le postulat de symétrisation (cf. Chap. XIV, § D-2-b).

1-b. Calcul de l’énergie d’interaction électrostatique

L’atome (A) crée au niveau de (B) un potentiel électrostatique U avec lequel
les charges de (B) interagissent, ce qui donne naissance à une énergie d’interaction
W .

Nous avons vu dans le Complément EX que l’on peut calculer U en fonction
des moments multipolaires de l’atome (A), de R et de n. Comme (A) est neutre, la
contribution la plus importante à U est celle du moment dipolaire électrique DA.
De même, comme (B) est neutre, le terme le plus important dans W provient de
l’interaction entre le moment dipolaire DB de (B) et le champ électrique E = −∇U
créé essentiellement par DA, ce qui explique le nom “d’interaction dipôle-dipôle”
donné au terme le plus important de W . Il existe bien sûr des termes plus petits
(dipôle-quadrupôle Wdq et Wqd, quadrupôle-quadrupôle Wqq, etc.) et W s’écrit en
réalité :

W = Wdd + Wdq + Wqd + Wqq + · · · (7)

Pour calculer Wdd, nous partirons de l’expression du potentiel électrostatique créé
par DA au niveau de (B) :

U (R) =
1

4πε0

DA · R
R3 (8)

d’où l’on tire :

E = −∇RU = − q

4πε0

1
R3 [rA − 3 (rA · n) n] (9)

et par suite :

Wdd = −E · DB =
e2

R3 [rA · rB − 3 (rA · n) (rB · n)] (10)

On a posé e2 = q2/4πε0 et utilisé les expressions (4) et (5) de DA et DB. Nous
prendrons dans ce complément l’axe Oz parallèle à n, de sorte que (10) s’écrit :

Wdd =
e2

R3 (xAxB + yAyB − 2zAzB) (11)
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En mécanique quantique, Wdd devient un opérateur Wdd, obtenu en rempla-
çant dans (11) xA, yA, . . . zB par les observables correspondantes XA, YA, . . . ZB

agissant dans l’espace des états EA et EB des deux atomes d’hydrogène 2 :

Wdd =
e2

R3 (XAXB + YAYB − 2ZAZB) (12)

2. Forces de Van der Waals entre deux atomes d’hydrogène dans l’état
fondamental 1s

2-a. Existence d’une énergie d’attraction en −C/R6

α. Principe du calcul

L’hamiltonien du système est :

H = H0A + H0B + Wdd (13)

où H0A et H0B sont les énergies des atomes (A) et (B) supposés isolés.
En l’absence de Wdd, les états propres de H sont donnés par l’équation :

(H0A + H0B)
∣∣∣ϕA

n,l,m; ϕB
n′ ,l′ m′

〉
= (En + En′)

∣∣∣ϕA
n,l,m; ϕB

n′ ,l′ ,m′

〉
(14)

où les |ϕn,l,m 〉 et les En ont été calculés au § C du Chapitre VII. En particulier, l’état
fondamental de H0A + H0B est| ϕA

1,0,0; ϕB
1,0,0

〉
, d’énergie −2EI et non dégénéré (on

ne tient pas compte des spins).
Le problème est d’évaluer le déplacement de cet état fondamental dû à Wdd,

en particulier sa dépendance en R. Ce déplacement représente en quelque sorte
l’énergie potentielle d’interaction des deux atomes dans l’état fondamental.

Comme Wdd est petit devant H0A et H0B , on peut calculer son effet par la
théorie des perturbations stationnaires.

β. Effet de l’interaction dipôle-dipôle au premier ordre

La correction au premier ordre :

ε1 =
〈
ϕA

1,0,0 ; ϕB
1,0,0 |Wdd| ϕA

1,0,0; ϕB
1,0,0

〉
(15)

est nulle ; en effet, ε1 fait intervenir, d’après l’expression (12) de Wdd, des produits
de la forme

〈
ϕA

1,0,0 |XA| ϕA
1,0,0

〉 〈
ϕB

1,0,0 |XB| ϕB
1,0,0

〉
(et des quantités analogues où

XA est remplacé par YA, ZA et XB par YB, ZB) qui sont nuls car, dans un état sta-
tionnaire de l’atome, les valeurs moyennes des composantes de l’opérateur position
sont nulles.

Remarque:

Les autres termes Wdq, Wqd, Wqq . . . issus du développement (7) font interve-
nir des produits de deux moments multipolaires, l’un relatif à (A), l’autre à

2. On ne quantifie pas les degrés de liberté externes de translation des deux atomes : on
suppose pour simplifier les deux protons infiniment lourds et immobiles. Dans (12), R est donc un
paramètre et non une observable.
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(B), et dont l’un au moins est d’ordre supérieur à 1. Leur contribution est
également nulle au premier ordre : en effet, elle s’exprime en fonction des
valeurs moyennes dans l’état fondamental d’opérateurs multipolaires d’ordre
supérieur ou égal à un ; or on sait (cf. Complément EX, § 2-c) que de telles
valeurs moyennes sont nulles dans un état l = 0 (règle du triangle des coeffi-
cients de Clebsch-Gordan). Il faut donc calculer l’effet de Wdd au deuxième
ordre, qui constitue ainsi la correction la plus importante à l’énergie.

γ. Effet de l’interaction dipôle-dipôle au deuxième ordre

D’après les résultats du Chapitre XI, la correction d’ordre 2 à l’énergie s’écrit :

ε2 =
∑′

nlm, n′l′m′

∣∣∣〈ϕA
n,l,m ; ϕB

n′,l′,m′ |Wdd| ϕA
1,0,0; ϕB

1,0,0

〉∣∣∣2
−2EI − En − En′

(16)

où la notation
∑′ signifie que l’état

∣∣ϕA
1,0,0 ; ϕB

1,0,0

〉
est exclu de la sommation 3.

Comme Wdd est proportionnel à 1
/

R3, ε2 est proportionnel à 1
/

R6. D’autre
part, tous les dénominateurs d’énergie sont négatifs puisque l’on part de l’état fon-
damental. Donc l’interaction dipôle-dipôle donne naissance à une énergie négative
en 1

/
R6 :

ε2 = − C

R6 (17)

Les forces de Van der Waals sont donc attractives et varient en 1
/

R7.
Calculons enfin le développement de l’état fondamental au premier ordre in-

clus en Wdd. Il vient, d’après la formule (B-11) du Chapitre XI :

|ψ0〉 =
∣∣ϕA

1,0,0 ; ϕB
1,0,0

〉
+
∑′

nlm, n′l′m′

∣∣ϕA
n,l,m ; ϕB

n′l′m′
〉 〈ϕA

n,l,m ; ϕB
n′,l′,m′ |Wdd| ϕA

1,0,0; ϕB
1,0,0

〉
−2EI − En − En′

+ . . .

(18)

Remarque:
Les éléments de matrice figurant dans les expressions (16) et (18) font intervenir les
quantités

〈
ϕA

n,l,m |XA| ϕA
1,0,0

〉 〈
ϕB

n′,l′,m′ |XB | ϕB
1,0,0

〉
(et des quantités analogues où

XA et XB sont remplacés par YA et YB ou ZA et ZB) qui ne sont différentes de zéro
que si l = 1 et l′ = 1. Ces quantités sont en effet proportionnelles à des produits
d’intégrales angulaires[∫

Y m∗
l (ΩA)Y q

1 (ΩA)Y 0
0 (ΩA) dΩA

]
×
[∫

Y m′∗
l′ (ΩB)Y q′

1 (ΩB)Y 0
0 (ΩB) dΩB

]
qui, d’après les résultats du Complément CX, sont nulles si l �= 1 ou l′ �= 1. On
peut donc, dans (16) et (18), remplacer l et l′ par 1.

3. Cette sommation porte d’ailleurs, non seulement sur les états liés, mais également sur la
partie continue du spectre de H0A +H0B .
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2-b. Calcul approché de la constante C

D’après (16) et (12), la constante C figurant en (17) est donnée par :

C = e4
∑′

nlm, n′l′m′

∣∣∣〈ϕA
n,l,m ; ϕB

n′,l′,m′ |(XAXB + YAYB − 2ZAZB)| ϕA
1,0,0; ϕB

1,0,0

〉∣∣∣2
2EI + En + En′

(19)

On a forcément n � 2 et n′ � 2. Pour les états liés, |En| = EI/n2 est petit
devant EI et l’on commet une erreur peu importante en remplaçant dans (19) En

et En′ par 0. Pour les états du spectre continu, En varie de 0 à +∞. Les éléments
de matrice du numérateur sont cependant petits dès que En est appréciable, car les
oscillations spatiales de la fonction d’onde sont alors nombreuses dans la région où
ϕ1,0,0(r) est non nulle.

On peut donc, pour avoir une idée de l’ordre de grandeur de C, remplacer tous
les dénominateurs d’énergie de (19) par 2EI . En utilisant la relation de fermeture
et le fait que l’élément diagonal de Wdd est nul (§ 2-a-β), on obtient alors :

C � e4

2EI

〈
ϕA

1,0,0; ϕB
1,0,0

∣∣ (XAXB + YAYB − 2ZAZB)2
∣∣ϕA

1,0,0; ϕB
1,0,0

〉
(20)

Cette expression est simple à calculer : en raison de la symétrie sphérique
de l’état 1s, les valeurs moyennes des termes croisés du type XAYA, XBYB , ... sont
nulles ; par ailleurs, et toujours pour la même raison, les diverses quantités :〈

ϕA
1,0,0

∣∣X2
A

∣∣ ϕA
1,0,0

〉
,
〈
ϕA

1,0,0

∣∣Y 2
A

∣∣ ϕA
1,0,0

〉
...,
〈
ϕB

1,0,0

∣∣Z2
B

∣∣ ϕB
1,0,0

〉
sont toutes égales entre elles, leur valeur commune coïncidant avec le tiers de la
valeur moyenne de R2

A = X2
A + Y 2

A + Z2
A. On obtient donc finalement, en utilisant

l’expression de la fonction d’onde ϕ1,0,0(r) :

C � e4

2EI
× 6

∣∣∣∣〈ϕA
1,0,0

∣∣ R2
A

3

∣∣ϕA
1,0,0

〉∣∣∣∣2 = 6 e2a5
0 (21)

(où a0 est le rayon de Bohr) et, par suite :

ε2 � −6e2 a5
0

R6 = −6
e2

R

(a0

R

)5
(22)

Le calcul précédent n’est valable que si a0 � R (pas de recouvrement des fonctions
d’onde). On voit ainsi que ε2 est de l’ordre de l’interaction électrostatique entre
deux charges q et −q, multipliée par le facteur de réduction (a0/R)5 � 1.

2-c. Discussion physique

α. Interprétation “dynamique” des forces de Van der Waals

A un instant donné, le moment dipolaire électrique (nous dirons plus simple-
ment le dipôle) de chaque atome a une valeur moyenne nulle dans l’état fondamental∣∣ϕA

1,0,0

〉
ou
∣∣ϕB

1,0,0

〉
. Cela ne veut pas dire qu’une mesure individuelle d’une compo-

sante de ce dipôle donnera un résultat nul. Si l’on fait une telle mesure, on trouve
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en général une valeur non nulle ; on a cependant la même probabilité de trouver la
valeur opposée. On doit donc plutôt se représenter le dipôle d’un atome d’hydrogène
dans l’état fondamental comme fluctuant sans cesse et de façon aléatoire.

Commençons par négliger l’influence d’un dipôle sur le mouvement de l’autre.
Comme ils fluctuent alors aléatoirement et indépendamment l’un de l’autre, leur
interaction moyenne est nulle : on interprète ainsi physiquement le fait que Wdd n’a
pas d’effet au premier ordre.

Cependant, les deux dipôles ne sont pas en réalité indépendants. Considérons
en effet le champ électrostatique créé par le dipôle (A) au niveau de (B). Ce champ
suit les fluctuations du dipôle (A). Le dipôle qu’il induit en (B) est donc corrélé avec
le dipôle (A), de sorte que le champ électrostatique qui “revient” en (A) n’est plus
sans corrélation avec le mouvement du dipôle (A). Ainsi, bien que le mouvement du
dipôle (A) soit aléatoire, son interaction avec son propre champ qui lui est “réfléchi”
par (B) n’est pas nulle en valeur moyenne. C’est là l’interprétation physique de l’effet
de Wdd au deuxième ordre.

L’aspect dynamique est donc utile pour comprendre l’origine des forces de
Van der Waals. Si l’on se représentait les deux atomes d’hydrogène dans l’état
fondamental comme deux nuages d’électricité négative sphériques et “statiques”
(avec une charge positive ponctuelle au centre de chacun d’eux), on serait conduit
à une énergie d’interaction rigoureusement nulle.

β. Corrélations entre les deux moments dipolaires

Montrons de façon plus précise qu’il existe une corrélation entre les deux
dipôles.

Lorsqu’on tient compte de Wdd, l’état fondamental du système n’est plus∣∣ϕA
1,0,0; ϕB

1,0,0

〉
, mais |ψ0〉 [cf. expression (18)]. Un calcul simple donne alors

〈ψ0| XA |ψ0〉 = ... = 〈ψ0| ZB |ψ0〉 = 0 (23)

au premier ordre inclus en Wdd.

En effet, considérons par exemple 〈ψ0|XA |ψ0〉. Le terme d’ordre zéro〈
ϕA

1,0,0;ϕB
1,0,0 |XA| ϕA

1,0,0;ϕB
1,0,0

〉
est nul car il est égal à la valeur moyenne de XA dans

l’état fondamental
∣∣ϕA

1,0,0

〉
. À l’ordre 1, il faut faire intervenir la somme figurant dans la

formule (18). Comme Wdd ne comprend que des produits de la forme XAXB , les coeffi-
cients des kets

∣∣ϕA
1,0,0; ϕB

n′,l′,m′
〉

et
∣∣ϕA

n,l,m; ϕB
1,0,0

〉
dans cette somme sont nuls ; les termes

du premier ordre qui pourraient être différents de zéro sont donc proportionnels à〈
ϕA

n,l,m;ϕB
n′,l′,m′ |XA| ϕA

1,0,0;ϕB
1,0,0

〉
, avec l �= 0 et l′ �= 0;

ces termes sont tous nuls car XA n’agit pas sur |ϕB
1,0,0〉 et 〈ϕB

n′,l′,m′ |ϕB
1,0,0〉 = 0 pour l′ �= 0.

Ainsi, même en présence d’interaction, les valeurs moyennes des composantes
de chaque dipôle sont nulles. Ceci n’est pas surprenant : dans l’interprétation du
§ 2-c-α, le dipôle induit sur (B) par le champ dû au dipôle (A) fluctue comme ce
dernier de manière aléatoire et a par suite une valeur moyenne nulle.

Montrons par contre que les deux dipôles sont corrélés en évaluant la valeur
moyenne d’un produit de deux composantes, l’une relative au dipôle (A), l’autre au
dipôle (B). Calculons par exemple la quantité 〈ψ0| (XAXB + YAYB − 2ZAZB) |ψ0〉
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qui n’est autre, d’après (12) que (R3/e2) 〈ψ0| Wdd |ψ0〉. En utilisant (18), on trouve
immédiatement, compte tenu de (15) et (16), que :

〈ψ0| (XAXB + YAYB − 2ZAZB) |ψ0〉 = 2ε2
R3

e2 �= 0 (24)

Ainsi, les valeurs moyennes des produits XAXB , YAYB et ZAZB ne sont pas
nulles comme le seraient, d’après (21), les produits de valeurs moyennes 〈XA〉〈XB〉,
〈YA〉〈YB〉 et 〈ZA〉〈ZB〉. Ceci prouve bien l’existence d’une corrélation entre les deux
dipôles.

γ. Modification des forces de Van der Waals à longue distance

L’image développée au § 2-c-α ci-dessus permet de comprendre que les calculs
précédents ne sont plus valables si les deux atomes sont trop éloignés l’un de l’autre :
le champ issu de (A) et “réfléchi” par (B) revient sur (A) avec un retard dû au temps
de propagation (A) → (B) → (A) et nous avons raisonné comme si les interactions
étaient instantanées.

On conçoit que ce temps de propagation ne puisse plus être négligé lorsqu’il
devient de l’ordre des temps caractéristiques de l’évolution de l’atome, c’est-à-dire
de 2π/ωn1, où ωn1 = (En − E1)/� désigne une pulsation de Bohr. En d’autres
termes, les calculs effectués dans ce complément supposent que la distance R entre
les deux atomes est très inférieure aux longueurs d’onde 2πc/ωn1 du spectre de ces
atomes (soit environ 1 000 Å).

Effectivement, un calcul tenant compte des effets de propagation donne une
énergie d’interaction qui décroît à grande distance comme 1/R7. La loi en 1/R6 que
nous avons trouvée s’applique donc à un domaine de distances intermédiaires, ni trop
grandes (à cause de l’effet de retard), ni trop petites (pour éviter le recouvrement
des fonctions d’onde).

3. Forces de Van der Waals entre un atome d’hydrogène dans l’état 1s et
un atome d’hydrogène dans l’état 2p

3-a. Energies des états stationnaires du système des deux atomes ; effet de
résonance

Le premier niveau excité de l’hamiltonien non perturbé H0A + H0B est huit
fois dégénéré : le sous-espace propre associé est sous-tendu par les huit états :{∣∣ϕA

1,0,0; ϕB
2,0,0

〉
;
∣∣ϕA

2,0,0; ϕB
1,0,0

〉
;
∣∣ϕA

1,0,0; ϕB
2,1,m

〉
, avec m = −1, 0, +1 ;∣∣ϕA

2,1,m′ ; ϕB
1,0,0

〉
, avec m′ = −1, 0, +1

}
qui correspondent à une situation où l’un des deux atomes est dans l’état fonda-
mental, alors que l’autre est dans un état du niveau n = 2.

D’après la théorie des perturbations d’un niveau dégénéré, il faut, pour ob-
tenir l’effet de Wdd au premier ordre, diagonaliser la matrice 8 × 8 représentant la
restriction de Wdd à l’intérieur du sous-espace propre précédent. Les seuls éléments
de matrice non nuls de Wdd sont ceux qui relient un état

∣∣ϕA
1,0,0; ϕB

2,1,m

〉
à l’état∣∣ϕA

2,1,m; ϕB
1,0,0

〉
. En effet, les opérateurs XA, YA, ZA figurant dans l’expression de

Wdd sont impairs et ne peuvent donc coupler
∣∣ϕA

1,0,0

〉
qu’à l’un des

∣∣ϕA
2,1,m

〉
; un

raisonnement analogue vaut pour XB, YB, ZB ; enfin, l’interaction dipôle-dipôle est
invariante lorsqu’on effectue une rotation des deux atomes autour de l’axe Oz qui
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les joint, de sorte que Wdd commute avec LAz +LBz et ne peut donc relier que deux
états pour lesquels la somme des valeurs propres de LAz et LBz est la même.

Donc, la matrice 8 × 8 précédente se décompose en quatre matrices 2 × 2 :
l’une est entièrement nulle (celle qui concerne les états 2s), et les trois autres sont
de la forme :(

0 km/R3

km/R3 0

)
(25)

où l’on a posé :〈
ϕA

1,0,0; ϕB
2,1,m

∣∣Wdd

∣∣ϕA
2,1,m; ϕB

1,0,0

〉
=

km

R3 (26)

km est une constante, entièrement calculable, de l’ordre de e2a2
0, qu’il n’est pas

nécessaire ici de préciser davantage.
La diagonalisation de la matrice (25) est immédiate. On obtient les valeurs

propres +km/R3 et −km/R3 associées respectivement aux états propres :

1√
2

(∣∣ϕA
1,0,0; ϕB

2,1,m

〉
+
∣∣ϕA

2,1,m; ϕB
1,0,0

〉)
et :

1√
2

(∣∣ϕA
1,0,0; ϕB

2,1,m

〉− ∣∣ϕA
2,1,m; ϕB

1,0,0

〉)
ce qui met en évidence les résultats importants suivants :

– L’énergie d’interaction varie comme 1/R3 et non comme 1/R6, car Wdd

modifie maintenant les énergies au premier ordre. Les forces de Van der
Waals sont donc plus importantes qu’entre deux atomes d’hydrogène dans
l’état 1s (effet de résonance entre deux états différents du système global,
de même énergie non perturbée).

– Le signe de l’interaction peut être positif ou négatif (valeurs propres
+km/R3 et −km/R3). Il existe donc des états du système des deux atomes
pour lesquels il y a attraction et d’autres pour lesquels il y a répulsion.

3-b. Transfert d’excitation d’un atome à l’autre

Les deux états
∣∣ϕA

1,0,0; ϕB
2,1,m

〉
et
∣∣ϕA

2,1,m; ϕB
1,0,0

〉
ont même énergie non per-

turbée et sont couplés par une perturbation non diagonale. D’après les résultats
généraux du § C du Chapitre IV (système à deux niveaux), on sait qu’il y a os-
cillation du système d’un niveau à l’autre avec une fréquence proportionnelle au
couplage.

Donc, si le système part de l’état
∣∣ϕA

1,0,0; ϕB
2,1,m

〉
à l’instant t = 0, il aboutit

au bout d’un certain temps, d’autant plus long que R est plus grand, dans l’état∣∣ϕA
2,1,m; ϕB

1,0,0

〉
: l’excitation passe ainsi de (B) à (A), puis revient à (B), et ainsi de

suite.

Remarque:
Si les deux atomes ne sont pas fixes mais, par exemple, entrent en collision, R varie
au cours du temps et le passage de l’excitation d’un atome à l’autre n’est plus
périodique. Les collisions correspondantes, appelées collisions résonnantes, jouent
un rôle important dans l’élargissement des raies spectrales.
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Figure 2 – Pour calculer l’énergie d’interaction d’un atome d’hydrogène avec une
paroi parfaitement conductrice, on peut considérer que le moment dipolaire élec-
trique qrA de l’atome interagit avec son image électrique −qrA à travers la paroi (d
est la distance entre le proton A et la paroi).

4. Interaction d’un atome d’hydrogène dans l’état fondamental avec une
paroi conductrice

Nous considérons maintenant un seul atome d’hydrogène (A) situé à une dis-
tance d d’une paroi supposée parfaitement conductrice. L’axe Oz est pris suivant la
normale à la paroi passant par A (Fig. 2). La distance d est supposée grande devant
les dimensions atomiques, de sorte que l’on peut ignorer la structure atomique de
la paroi et considérer que l’atome interagit avec son image électrique à travers cette
paroi (c’est-à-dire avec un atome symétrique portant des charges opposées). L’éner-
gie d’interaction dipolaire entre l’atome et la paroi s’obtient aisément à partir de
l’expression (12) de Wdd en faisant les substitutions suivantes :

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
e2 → −e2

R → 2d
XB → X ′

A = XA

YB → Y ′
A = YA

ZB → Z ′
A = −ZA

(27)

(le changement de e2 en −e2 est dû au changement de signe des charges images).

Il faut en plus diviser par 2 car le dipôle image est fictif, proportionnel au
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dipôle de l’atome 4. On aboutit ainsi à l’expression :

W = − e2

16d3 (X2
A + Y 2

A + 2Z2
A) (28)

qui représente l’énergie d’interaction de l’atome avec la paroi [W n’agit que sur les
degrés de liberté de (A)].

Si l’atome est dans son état fondamental, la correction à l’énergie au premier
ordre en W est alors :

ε′
1 = 〈ϕ1,0,0|W |ϕ1,0,0〉 (29)

En utilisant la symétrie sphérique de l’état ls, on obtient :

ε′
1 = − e2

16d3 4 〈ϕ1,0,0| R2
A

3
|ϕ1,0,0〉 = −e2a2

0

4d3 (30)

On voit que l’atome est attiré par la paroi ; l’énergie d’attraction varie comme 1/d3

et donc la force d’attraction comme 1/d4.
Le fait que W ait un effet dès le premier ordre se comprend aisément à partir

de la discussion physique du § 2-c ci-dessus : dans le cas présent, il y a en effet
corrélation parfaite entre les deux dipôles, puisqu’ils sont images l’un de l’autre.

Références et conseils de lecture :

Kittel (13.2), Chap. 3, p. 82 ; Davydov (1.20), Chap. XII, §§ 124 et 125 ;
Langbein (12.9).

Pour une discussion des effets de retard, voir : Power (2.11), §§ 7.5 et 8.4
(approche électrodynamique quantique) ; Landau et Lifshitz (7.12), Chap. XIII,
§ 90 (approche fluctuations électromagnétiques).

Voir aussi l’article de Derjaguin (12.12).

4. Ce facteur 1/2 se comprend aisément si l’on se souvient que l’énergie d’un système électro-
statique est proportionnelle à l’intégrale dans tout l’espace du carré scalaire du champ électrique ;
or, pour le système de la Figure 2, le champ est partout nul dans le demi-espace situé au dessous
du plan xOy.
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Complément DXI

Effet de volume : influence de l’extension spatiale du noyau sur
les niveaux atomiques

1 Correction énergétique au premier ordre . . . . . . . . 1170
1-a Calcul de la correction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1170
1-b Discussion physique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1172

2 Application à quelques systèmes hydrogénoïdes . . . . 1173
2-a Atome d’hydrogène et ions hydrogénoïdes . . . . . . . . 1173
2-b Atomes muoniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1174

Les niveaux d’énergie et les états stationnaires de l’atome d’hydrogène ont
été étudiés dans le Chapitre VII en considérant le proton comme une particule
chargée ponctuelle, qui crée un potentiel électrostatique coulombien en 1/r. En
réalité, ce n’est pas tout à fait le cas : la charge du proton n’est pas strictement
ponctuelle, mais répartie dans un volume ayant une certaine extension (de l’ordre
de 1 fermi = 10−13 cm). Lorsqu’un électron est extrêmement proche du centre du
proton, il “voit” un potentiel qui n’est plus en 1/r, et dépend de la distribution
spatiale de charge associée au proton. Il en est d’ailleurs de même pour tous les
atomes : dans le volume du noyau, le potentiel électrostatique dépend de la manière
dont les charges sont réparties. On comprend que les niveaux d’énergie atomiques,
qui sont déterminés par le potentiel auquel sont soumis les électrons en chaque
point de l’espace, soient sensibles à cette répartition : c’est ce qu’on appelle “effet
de volume”. L’étude expérimentale et théorique d’un tel effet est donc importante
car elle peut fournir des renseignements sur la structure interne des noyaux.

Dans ce complément, nous allons donner un traitement simplifié de l’effet de
volume des atomes hydrogénoïdes. Pour avoir une idée de l’ordre de grandeur des
déplacements énergétiques qu’il provoque, nous allons nous limiter à un modèle où
le noyau est représenté par une sphère de rayon ρ0, dans laquelle la charge −Zq
est répartie uniformément. Dans ce modèle, le potentiel créé par le noyau est (cf.
Complément AV, § 4-b) :

V (r) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−Ze2

r pour r � ρ0

Ze2

2ρ0

[(
r

ρ0

)2

− 3

]
pour r � ρ0

(1)

(on a posé e2 = q2/4πε0) ; l’allure des variations de V (r) avec r est représentée sur
la Figure 1.

La résolution exacte de l’équation de Schrödinger pour un électron soumis
à un tel potentiel pose un problème compliqué. Aussi allons-nous nous contenter
d’une résolution approchée, basée sur la théorie des perturbations : en première
approximation, nous allons considérer que le potentiel est coulombien [ce qui revient
à faire ρ0 = 0 dans (1)] ; les niveaux d’énergie de l’atome d’hydrogène sont alors
ceux qui ont été trouvés au § C du Chapitre VII. Puis nous traiterons la différence
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Figure 1 – Variations avec r du potentiel électrostatique V (r) créé par la distri-
bution de charge −Zq du noyau, que l’on suppose répartie uniformément dans une
sphère de rayon ρ0. Pour r � ρ0, le potentiel est parabolique ; pour r � ρ0, il est
coulombien [le prolongement de ce potentiel coulombien dans la zone r � ρ0 est
représenté en tiretés ; W (r) est la différence entre V (r) et ce potentiel coulombien].

W (r) entre le potentiel V (r) écrit en (1) et le potentiel coulombien comme une
perturbation. Cette différence est nulle lorsque r est supérieur au rayon ρ0 du noyau ;
on conçoit donc qu’elle entraîne un faible déplacement des niveaux atomiques (en
effet, les fonctions d’onde correspondantes s’étendent sur des dimensions de l’ordre
de a0 � ρ0), ce qui justifie un traitement par la théorie des perturbations limitée
au premier ordre.

1. Correction énergétique au premier ordre

1-a. Calcul de la correction

La définition de W (r) entraîne que :

W (r) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Ze2

2ρ0

[(
r

ρ0

)2

+
2ρ0

r
− 3

]
si 0 � r � ρ0

0 si r � ρ0

(2)
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Soient |ϕn,l,m〉 les états stationnaires de l’atome hydrogénoïde en l’absence de la
perturbation W . Pour évaluer l’effet de W au premier ordre, nous devons calculer
les éléments de matrice :

〈ϕn,l,m| W |ϕn,l′,m′〉 =
∫

dΩ Y m∗
l (Ω) Y m′

l′ (Ω)

×
∫ ∞

0
r2 drR∗

n,l (r) Rn,l′ (r) W (r) (3)

Dans cette expression, l’intégrale angulaire donne simplement δll′δmm′ . Pour sim-
plifier l’intégrale radiale, nous allons faire une approximation : supposons 1 que :

ρ0 � a0 (4)

c’est-à-dire que la région r ≤ ρ0 où W (r) n’est pas nul est très petite comparée au
domaine de variation des fonctions Rn,l(r) ; lorsque r ≤ ρ0, on a alors :

Rn,l(r) � Rn,l(0) (5)

L’intégrale radiale peut donc être écrite :

I =
Ze2

2ρ0
|Rn,l (0)|2

∫ ρ0

0
r2dr

[(
r

ρ0

)2

+
2ρ0

r
− 3

]
(6)

ce qui donne, après un calcul simple :

I =
Ze2

10
ρ2

0 |Rn,l (0)|2 (7)

et :

〈ϕn,l,m| W |ϕn,l′,m′〉 =
Ze2

10
ρ2

0 |Rn,l (0)|2 δll′ δmm′ (8)

On voit que la matrice représentant W dans le sous-espace En correspon-
dant au niveau n de l’hamiltonien non perturbé est diagonale ; donc, la correction
d’énergie au premier ordre associée à chaque état |ϕn,l,m〉 s’écrit simplement :

ΔEn,l =
Ze2

10
ρ2

0 |Rn,l (0)|2 (9)

Cette correction ne dépend pas 2 de m ; de plus, comme Rn,l (0) est nul sauf si l = 0
(cf. Chap. VII, § C-4-c), seuls les états s (états l = 0) sont déplacés d’une quantité
qui vaut :

ΔEn,0 =
Ze2

10
ρ2

0 |Rn,0 (0)|2

=
2πZe2

5
ρ2

0 |ϕn,0,0 (0)|2 (10)

(on a utilisé le fait que Y 0
0 = 1/

√
4π).

1. Pour l’atome d’hydrogène, la relation (4) est largement vérifiée ; nous reviendrons au § 2
de manière plus détaillée sur la discussion de cette condition.

2. Ce résultat était prévisible : en effet, la perturbation W, invariante par rotation, est
scalaire (cf. Complément BVI, § 5-b).
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1-b. Discussion physique

ΔEn,0 peut s’écrire :

ΔEn,0 =
3
10

wP (11)

où :

w =
Ze2

ρ0
(12)

est l’énergie potentielle de l’électron lorsqu’il se trouve à une distance ρ0 du centre
du noyau, et :

P =
4
3

πρ3
0 |ϕn,0,0(0)|2 (13)

est la probabilité de trouver l’électron à l’intérieur du noyau. Le fait que P et w
interviennent dans (11) provient de ce que l’effet de la perturbation W (r) ne se fait
sentir qu’à l’intérieur du noyau.

Pour que la méthode qui nous a conduits à (10) et (11) ait un sens, il faut que
la correction ΔEn,0 soit très petite devant les différences d’énergie entre niveaux
non perturbés. Comme w est très grand (un électron et un proton s’attirent très
fortement lorsqu’ils sont très proches), il faut donc que P soit extrêmement faible.
Avant d’aborder le calcul plus précis du § 2, évaluons un ordre de grandeur de ces
quantités. Soit :

a0(Z) =
�

2

Zme2 (14)

le rayon de Bohr lorsque la charge totale du noyau est −Zq. Si n n’est pas trop
élevé, les fonctions d’onde ϕn,0,0 (r) sont pratiquement localisées dans une région
de l’espace dont le volume est approximativement [a0 (Z)]3 ; quant au noyau, son
volume est de l’ordre de ρ3

0 de sorte que :

P �
[

ρ0

a0(Z)

]3

(15)

L’égalité (11) donne alors :

ΔEn,0 � Ze2

ρ0

[
ρ0

a0(Z)

]3

� Ze2

a0(Z)

[
ρ0

a0(Z)

]2

(16)

Or Ze2/a0(Z) est de l’ordre de grandeur de l’énergie de liaison EI (Z) de l’atome
non perturbé. La correction vaut donc, en valeur relative :

ΔEn,0

EI(Z)
�
[

ρ0

a0(Z)

]2

(17)

Si la condition (4) est réalisée, cette correction sera donc effectivement très faible.
Calculons-la maintenant de façon plus précise dans quelques cas particuliers.
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2. Application à quelques systèmes hydrogénoïdes

2-a. Atome d’hydrogène et ions hydrogénoïdes

Pour le niveau fondamental de l’atome d’hydrogène, on a [cf. Chap. VII,
relation (C-39a)] :

R1,0(r) = 2(a0)−3/2e−r/a0 (18)

[où a0 est obtenu en faisant Z= 1 dans (14)]. La formule (10) donne alors :

ΔE1,0 =
2
5

e2

a0

(
ρ0

a0

)2

=
4
5

EI

(
ρ0

a0

)2

(19)

Or, on sait que, pour l’hydrogène :

a0 � 0, 53 Å = 5, 3 10−11 m (20)

D’autre part, le rayon ρ0 du proton est de l’ordre de :

ρ0 (proton) � 1 F = 10−15 m (21)

Si l’on reporte ces valeurs numériques dans (19), il vient :

ΔE1,0 � 4, 5 10−10EI � 6 10−9 eV (22)

Le résultat obtenu est donc très faible.
Pour un ion hydrogénoïde, le noyau a une charge −Zq; on peut alors appliquer

la formule (10), ce qui revient à remplacer dans (19) e2 par Ze2 et a0 par a0 (Z) =
a0/Z; on obtient :

ΔE1,0(Z) =
2
5

Z2e2

a0

[
ρ0(A, Z)

a0
× Z

]2

(23)

où ρ0 (A, Z) est le rayon du noyau, constitué de A nucléons (protons ou neutrons)
dont Z protons. En pratique, le nombre de nucléons d’un noyau n’est pas très
différent de 2 Z ; de plus, la propriété de “saturation de la densité nucléaire” se
traduit par la relation approchée :

ρ0(A, Z) ∝ A1/3 ∝ Z1/3 (24)

Les variations en fonction de Z de la correction énergétique sont donc données par :

ΔE1,0 (Z) ∝ Z14/3 (25)

ou encore :

ΔE1,0(Z)
EI(Z)

∝ Z8/3 (26)

ΔE1,0 (Z) varie donc très rapidement avec Z, sous l’effet de plusieurs facteurs concor-
dants : lorsque Z augmente, a0 décroît et ρ0 croît. L’effet de volume est donc net-
tement plus important pour les ions hydrogénoïdes lourds que pour l’hydrogène.
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Remarque:

L’effet de volume existe également pour tous les atomes ; il est responsable
d’un déplacement isotopique des raies du spectre d’émission. En effet, pour
deux isotopes distincts du même élément chimique, le nombre Z de protons
du noyau est le même, mais le nombre A − Z de neutrons est différent ; les
répartitions spatiales des charges nucléaires ne sont alors pas identiques pour
les deux noyaux.
En fait, pour les atomes légers, le déplacement isotopique provient principale-
ment de l’effet d’entraînement du noyau (cf. Complément AVII, § 1-a-α). Au
contraire, pour les atomes lourds (où la masse réduite varie très peu d’un iso-
tope à l’autre), l’effet d’entraînement est faible ; par contre, l’effet de volume
croît avec Z, et il devient prépondérant.

2-b. Atomes muoniques

Nous avons déjà discuté plus haut de quelques propriétés simples des atomes
muoniques (cf. Compléments AV, § 4 et AVII, § 2-a). En particulier, nous avons
signalé que le rayon de Bohr qui leur est associé est nettement plus faible que pour
les atomes ordinaires (ceci provient de ce que la masse du muon μ− est approxi-
mativement égale à 207 fois celle de l’électron). D’après la discussion qualitative
du § 1-b, on peut donc s’attendre à un effet de volume important pour les atomes
muoniques. Nous allons l’évaluer en choisissant deux cas extrêmes : atome muonique
léger (hydrogène) et lourd (plomb).

α. Atome muonique d’hydrogène

Le rayon de Bohr est alors :

a0(μ−, p+) � a0

207
(27)

c’est-à-dire de l’ordre de 250 fermi ; il reste donc encore dans ce cas nettement
supérieur à ρ0. Si l’on remplace, dans (19), a0 par a0/207, il vient :

ΔE1,0(μ−, p+) � 1, 9 × 10−5 EI(μ−, p+) � 5 × 10−2 eV (28)

Bien que l’effet de volume soit beaucoup plus important que pour l’atome d’hydro-
gène ordinaire, cette fois encore il n’apporte qu’une petite correction aux niveaux
d’énergie.

β. Atome muonique de plomb

Le rayon de Bohr de l’atome muonique de plomb est [cf. Complément AV,
égalité (25)] :

a0(μ−, Pb) � 3 × 10−15 m (29)

Le muon μ− est alors très près du noyau de plomb ; il n’est donc pratiquement
pas sensible à la répulsion des électrons de l’atome, qui se trouvent à des distances
nettement supérieures. Ceci pourrait faire croire que la formule (10), qui a été établie
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pour les atomes et ions hydrogénoïdes, est directement applicable au cas qui nous
intéresse ici. En fait, il n’en est rien ; en effet, le rayon du noyau de plomb vaut :

ρ0(Pb) � 8, 5 F = 8, 5 × 10−15 m (30)

qui n’est pas petit devant a0(μ−, Pb). La formule (10) conduirait alors à des cor-
rections importantes (plusieurs MeV), du même ordre de grandeur que l’énergie
EI(μ−, Pb). On voit donc que, dans ce cas, l’effet de volume ne peut plus être
traité comme une perturbation (voir la discussion du § 4 du Complément AV ; pour
calculer les niveaux d’énergie, il faudrait connaître exactement le potentiel V (r) et
résoudre l’équation de Schrödinger correspondante.

Le muon est donc plutôt à l’intérieur du noyau qu’à l’extérieur, c’est-à-dire
d’après (1) dans une région où le potentiel est parabolique. On pourrait d’ailleurs
considérer qu’en première approximation le potentiel est partout parabolique (c’est
ce qui est fait dans le Complément AV, puis traiter comme une perturbation l’écart
qui existe pour r � ρo entre le potentiel réel et ce potentiel parabolique. En fait,
l’extension de la fonction d’onde correspondant à un tel potentiel n’est pas suffi-
samment petite devant ρ0 pour qu’une telle approximation conduise à des résultats
précis et la seule méthode valable consiste à résoudre l’équation de Schrödinger
correspondant au potentiel réel.

Références et conseils de lecture :

Effet de volume isotopique : Kuhn (11.1), Chap. VI, § C-3 ; Sobel’man (11.12),
Chap. 6, § 24.

Atomes muoniques (quelquefois encore appelés atomes mésiques) : Cagnac et Pebay-
Peyroula (11.2), Chap. XIX, § 7-C ; De Benedetti (11.21) ; Wiegand (11.22) ;
Weissenberg (16.19), § 4-2.
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Complément EXI

La méthode des variations

1 Principe de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1177
1-a Propriété du niveau fondamental d’un système . . . . . 1177
1-b Généralisation : théorème de Ritz . . . . . . . . . . . . . 1178
1-c Cas particulier : famille d’essai formant un sous-espace

vectoriel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1179
2 Application à un exemple simple . . . . . . . . . . . . . 1180

2-a Fonctions d’essai exponentielles . . . . . . . . . . . . . . 1181
2-b Fonctions d’essai rationnelles . . . . . . . . . . . . . . . 1182

3 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1183

La théorie des perturbations que nous avons étudiée au Chapitre XI n’est pas
la seule méthode générale d’approximation applicable aux systèmes conservatifs.
Nous allons décrire ici succinctement une autre de ces méthodes, susceptible elle
aussi de très nombreuses applications, notamment en physique atomique et molé-
culaire, en physique nucléaire et en physique du solide. Nous indiquerons d’abord,
au § 1, le principe de la méthode des variations, puis nous nous contenterons, sur
l’exemple simple de l’oscillateur harmonique à une dimension, de dégager ses prin-
cipales caractéristiques (§ 2), que nous discuterons brièvement au § 3. Les Com-
pléments FXI et GXI appliquent la méthode des variations à des modèles simples
permettant de comprendre le comportement des électrons dans un solide et le phé-
nomène de liaison chimique.

1. Principe de la méthode

Considérons un système physique quelconque dont l’hamiltonien H est indé-
pendant du temps. Nous supposerons, pour simplifier les notations, que le spectre
de H est entièrement discret et non dégénéré :

H |ϕn〉 = En |ϕn〉 ; n = 0, 1, 2, ... (1)

Lorsqu’on ne sait pas calculer exactement les En et les |ϕn〉, la méthode des varia-
tions permet d’en donner des expressions approchées.

1-a. Propriété du niveau fondamental d’un système

Prenons un ket quelconque |ψ〉 de l’espace des états du système. La valeur
moyenne de l’hamiltonien H dans l’état |ψ〉 est telle que :

〈H〉 =
〈ψ| H |ψ〉

〈ψ|ψ〉 � E0 (2)

(où E0 est la plus petite des valeurs propres de H), l’égalité se produisant si et
seulement si |ψ〉 est vecteur propre de H avec la valeur propre E0.
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Pour démontrer l’inégalité (2), développons le ket |ψ〉 sur la base des états
propres de H :

|ψ〉 =
∑

n

cn |ϕn〉 (3)

On a alors :

〈ψ| H |ψ〉 =
∑

n

|cn|2 En �E0

∑
n

|cn|2 (4)

avec bien sûr :

〈ψ | ψ〉 =
∑

n

|cn|2 (5)

ce qui établit la relation (2). Pour que l’inégalité (4) devienne une égalité, il faut
et il suffit que tous les coefficients cn soient nuls, à l’exception de c0; |ψ〉 est alors
vecteur propre de H avec la valeur propre E0.

Cette propriété sert de base à une méthode de détermination approchée de E0.
On choisit (en principe de façon arbitraire, en fait en utilisant des critères physiques)
une famille de kets |ψ(α)〉 dépendant d’un certain nombre de paramètres que nous
symbolisons par α ; on calcule la valeur moyenne 〈H〉 (α) de l’hamiltonien H dans
ces états, et on minimise 〈H〉 (α) par rapport aux paramètres α ; la valeur minimale
ainsi obtenue constitue une approximation du niveau fondamental E0 du système.
Les kets |ψ(α)〉 sont appelés kets d’essai, et la méthode elle-même méthode des
variations.

Remarque:

La démonstration précédente se généralise sans difficulté aux cas où le spectre
de H est dégénéré ou comporte une partie continue.

1-b. Généralisation : théorème de Ritz

Nous allons montrer que, de façon plus générale, la valeur moyenne de l’ha-
miltonien H est stationnaire au voisinage de ses valeurs propres discrètes.

Considérons en effet la valeur moyenne de H dans l’état |ψ〉 :

〈H〉 =
〈ψ| H |ψ〉
〈ψ | ψ〉 (6)

comme une fonctionnelle du vecteur d’état |ψ〉, et calculons son accroissement δ 〈H〉
lorsque |ψ〉 devient |ψ〉 + |δψ〉, où |δψ〉 est supposé infiniment petit. Il est commode
pour cela d’écrire (6) sous la forme :

〈H〉 〈ψ | ψ〉 = 〈ψ| H |ψ〉 (7)

et de différentier les deux membres de cette dernière égalité :

〈ψ | ψ〉 δ 〈H〉 + 〈H〉 [〈ψ | δψ〉 + 〈δψ | ψ〉] (8)

= 〈ψ| H |δψ〉 + 〈δψ| H |ψ〉
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soit, puisque 〈H〉 est un nombre :

〈ψ|ψ〉 δ 〈H〉
= 〈ψ| [H − 〈H〉] |δψ〉 + 〈δψ| [H − 〈H〉] |ψ〉 (9)

La valeur moyenne 〈H〉 sera stationnaire si :

δ 〈H〉 = 0 (10)

Ce qui signifie d’après (9) :

〈ψ| [H − 〈H〉] |δψ〉 + 〈δψ| [H − 〈H〉] |ψ〉 = 0 (11)

Posons :

|ϕ〉 = [H − 〈H〉] |ψ〉 (12)

L’égalité (11) s’écrit alors simplement :

〈ϕ | δψ〉 + 〈δψ | ϕ〉 = 0 (13)

Cette dernière relation doit être vérifiée pour tout ket infinitésimal |δψ〉 ; en parti-
culier, si l’on choisit :

|δψ〉 = δλ |ϕ〉 (14)

(où δλ est un infiniment petit réel), (13) devient :

2 〈ϕ | ϕ〉 δλ = 0 (15)

Le ket |ϕ〉 est donc de norme nulle et par suite nécessairement nul ; ceci entraîne,
compte tenu de la définition (12) :

H |ψ〉 = 〈H〉 |ψ〉 (16)

Par conséquent, la valeur moyenne 〈H〉 est stationnaire si et seulement si le vecteur
d’état |ψ〉 auquel elle correspond est vecteur propre de H, et les valeurs stationnaires
de 〈H〉 sont les valeurs propres de l’hamiltonien.

On peut donc généraliser la méthode des variations, et l’appliquer à la déter-
mination approchée des valeurs propres de l’hamiltonien H : si la fonction 〈H〉 (α)
obtenue à partir des kets d’essai |ψ(α)〉 présente plusieurs extremums, ceux-ci four-
nissent des valeurs approchées de certaines des énergies En (cf. exercice 10 du
Complément HXI)

1-c. Cas particulier : famille d’essai formant un sous-espace vectoriel

Supposons que l’on prenne pour kets d’essai l’ensemble des kets appartenant
à un sous-espace vectoriel F de E Dans ce cas, la méthode des variations revient à
la résolution de l’équation aux valeurs propres de l’hamiltonien H à l’intérieur de
F , et non plus dans E tout entier.

Pour le comprendre, il suffit d’appliquer le raisonnement du § 1-b en se re-
streignant à des kets |ψ〉 du sous-espace F . Les extremums de 〈H〉, caractérisés par
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δ 〈H〉 = 0, sont obtenus lorsque |ψ〉 est vecteur propre de H dans F ; les valeurs
propres correspondantes constituent les approximations fournies par la méthode
variationnelle pour les véritables valeurs propres de H dans E . Elles en fournissent
également des majorants : nous l’avons vu que l’énergie la plus basse obtenue est
plus grande que la véritable énergie du fondamental, mais on peut également mon-
trer (cf. article de MacDonald dans les références de ce complément) que l’énergie
immédiatement supérieure est plus grande que la véritable énergie du premier ni-
veau excité, etc. Quand on augmente la dimension de F d’une unité, on obtient une
nouvelle série d’énergies dont une apparaît au dessus de toutes les autres, qui elles
diminuent (ou éventuellement restent inchangées).

Insistons sur le fait que la restriction de l’équation aux valeurs propres de
H à un sous-espace F de l’espace des états E peut faciliter considérablement sa
solution ; cependant, si F est mal choisi, elle peut aussi donner des résultats assez
éloignés des véritables valeurs et vecteurs propres de H dans E (cf. § 3). Le sous-
espace F sera donc pris de façon à simplifier le problème jusqu’à le rendre soluble
sans cependant altérer trop profondément les données physiques. On peut ainsi,
dans certains cas, réduire l’étude d’un système complexe à celle d’un système à
deux niveaux (cf. Chap. IV), ou tout au moins à un nombre restreint de niveaux.
Un autre exemple important de ce procédé est la méthode de combinaison linéaire
d’orbitales atomiques, largement utilisée en physique moléculaire : cette méthode
consiste essentiellement (cf. Complément GXI) à chercher les fonctions d’onde des
électrons dans une molécule comme des combinaisons linéaires des fonctions propres
associées aux divers atomes constituant la molécule, traités comme s’ils étaient
isolés ; elle revient donc à limiter la recherche des états moléculaires à un sous-espace
choisi à partir de considérations physiques. De même, dans le Complément FXI,
nous prendrons comme fonction d’onde d’essai pour un électron dans un solide une
combinaison linéaire d’orbitales atomiques relatives aux divers ions constituant ce
solide.

Remarque:

Notons que la théorie des perturbations au premier ordre s’insère dans ce cas
particulier de la méthode variationnelle : F est alors un sous-espace propre
de l’hamiltonien non perturbé H0.

2. Application à un exemple simple

Pour illustrer les raisonnements du § 1 et donner une idée de la validité des
approximations obtenues à l’aide de la méthode des variations, nous allons appliquer
celle-ci à l’oscillateur harmonique à une dimension, dont on connaît les valeurs et
états propres (cf. Chap. V). Nous considérons donc l’hamiltonien :

H = − �
2

2m

d2

dx2 +
1
2

mω2x2 (17)

et nous cherchons à résoudre approximativement son équation aux valeurs propres
par des calculs variationnels.
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2-a. Fonctions d’essai exponentielles

L’hamiltonien (17) étant pair, on peut montrer facilement que son état fon-
damental est forcément représenté par une fonction d’onde paire. Pour déterminer
les caractéristiques de cet état fondamental, on prendra donc des fonctions d’essai
paires. Choisissons par exemple la famille à un paramètre :

ψα (x) = e−αx2

; α > 0 (18)

Le carré de la norme du ket |ψα〉 vaut :

〈ψα | ψα〉 =
∫ +∞

−∞
dx e−2αx2

(19)

et l’on trouve facilement :

〈ψα| H |ψα〉 =
∫ +∞

−∞
dx e−αx2

[
− �

2

2m

d2

dx2 +
1
2

mω2x2
]

e−αx2

=
[
�

2

2m
α +

1
8

mω2 1
α

]∫ +∞

−∞
dx e−2αx2

(20)

de sorte que :

〈H〉 (α) =
�

2

2m
α +

1
8

mω2 1
α

(21)

La dérivée de la fonction 〈H〉 (α) s’annule pour :

α = α0 =
1
2

mω

�
(22)

et l’on a alors :

〈H〉 (α0) =
1
2
�ω (23)

La valeur minimale de 〈H〉 (α) est donc ici exactement égale à l’énergie du niveau
fondamental de l’oscillateur harmonique. Ce résultat est dû à la simplicité du pro-
blème que nous étudions : il se trouve que la fonction d’onde de l’état fondamental
est précisément l’une des fonctions de la famille d’essai (18), celle qui correspond
à la valeur (22) du paramètre α ; la méthode des variations donne dans ce cas la
solution exacte du problème (ceci illustre le théorème démontré au § 1-a).

Si l’on veut calculer (a priori de façon approchée) le premier niveau excité E1

de l’hamiltonien (17), on choisira des fonctions d’essai orthogonales à la fonction
d’onde de l’état fondamental. En effet, le raisonnement du § 1-a montre que 〈H〉 est
bornée inférieurement par E1, et non plus E0, si le coefficient c0 est nul. Prenons
donc la famille de fonctions d’essai impaires :

ψα(x) = x e−αx2

(24)

Dans ce cas :

〈ψα | ψα〉 =
∫ +∞

−∞
dx x2e−2αx2

(25)
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et :

〈ψα| H |ψα〉 =
[
�

2

2m
× 3α +

1
2

mω2 × 3
4α

]∫ +∞

−∞
dx x2 e−2αx2

(26)

ce qui donne :

〈H〉 (α) =
3�2

2m
α +

3
8

mω2 1
α

(27)

Cette fonction présente, pour la même valeur α0 que plus haut [formule (22)], un
minimum égal à :

〈H〉 (α0) =
3
2
�ω (28)

Ici aussi, on retrouve exactement l’énergie E1 et état propre associé parce que la
famille d’essai comprend la fonction d’onde correcte.

2-b. Fonctions d’essai rationnelles

Les calculs du § 2-a précédent nous ont permis de nous familiariser avec la
méthode variationnelle, mais ils ne permettent pas de juger véritablement de son
efficacité en tant que méthode d’approximation puisque les familles choisies compre-
naient chaque fois la fonction d’onde exacte. Nous allons donc prendre maintenant
des fonctions d’essai d’un type totalement différent, par exemple 1 :

ψa(x) =
1

x2 + a
; a > 0 (29)

Des calculs simples donnent alors :

〈ψa | ψa〉 =
∫ +∞

−∞

dx

(x2 + a)2 =
π

2a
√

a
(30)

et finalement :

〈H〉 (a) =
�

2

4m

1
a

+
1
2

mω2a (31)

La valeur minimale de cette fonction est obtenue pour :

a = a0 =
1√
2

�

mω
(32)

et vaut :

〈H〉 (a0) =
1√
2
�ω (33)

Cette valeur minimale est donc égale à
√

2 fois l’énergie fondamentale exacte �ω/2.
Pour apprécier l’erreur commise, on peut calculer le rapport entre 〈H〉 (a0) − �ω/2
et le quantum d’énergie �ω :

〈H〉 (a0) − 1
2�ω

�ω
=

√
2 − 1
2

� 20% (34)

1. Nous faisons ici en sorte que les intégrales nécessaires soient calculables analytiquement.
Bien entendu, dans la plupart des cas réalistes, on a recours au calcul numérique.
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3. Discussion

L’exemple du § 2-b montre qu’il est facile d’obtenir l’énergie fondamentale
d’un système, sans commettre une erreur considérable, à partir de kets d’essai choi-
sis de façon quelconque. C’est là l’un des principaux avantages de la méthode des
variations. Il est d’ailleurs parfaitement compréhensible que, la valeur propre exacte
étant un minimum de la valeur moyenne 〈H〉 , celle-ci varie peu autour de ce mini-
mum.

En revanche, et le même argument permet également de le comprendre, l’état
“approché” peut être assez différent du véritable état propre. C’est ainsi que, dans
l’exemple du § 2-b, la fonction d’onde 1/(x2 + a0) [où a0 est donné par la formule
(32)] décroît trop vite pour les faibles valeurs de x et beaucoup trop lentement
lorsque x devient grand ; le tableau ci-dessous précise cette affirmation qualitative :
on y a porté, pour différentes valeurs de x2, celles de la fonction propre exacte
normée :

ϕ0(x) = (2α0/π)1/4e−α0x2

[α0 étant défini en (22)] et de la fonction d’onde approchée normée :√
2
π

(a0)3/4
ψa0 (x) =

√
2
π

(a0)3/4

x2 + a0
=

√
2
π

(
2
√

2α0

)1/4 1

1 + 2
√

2α0x2
(35)

x
√

α0
(

2
π

)1/4
e−α0x2

√
2
π

(2
√

2)1/4

1+2
√

2α0x2

0 0,893 1,034

1/2 0,696 0,605

1 0,329 0,270

3/2 0,094 0,140

2 0,016 0,083

5/2 0,002 0,055

3 0,000 1 0,039

Tableau I

Il faut donc être très prudent lorsqu’on veut calculer ensuite, à partir de l’état
approché fourni par la méthode variationnelle, des propriétés physiques autres que
l’énergie du système. En effet, la validité du résultat obtenu varie énormément
suivant la grandeur physique considérée. Dans le problème particulier que nous
étudions ici, on trouve par exemple que la valeur moyenne approchée de l’opérateur
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X2 n’est pas très différente 2 de la valeur exacte :

〈ψa0 | X2 |ψa0〉
〈ψa0 |ψa0 〉 =

1√
2

�

mω
(36)

à comparer avec �/2mω ; par contre la valeur moyenne de X4 est infinie pour la
fonction d’onde (35) alors qu’elle est bien sûr finie pour la véritable fonction d’onde.
De façon plus générale, le Tableau I montre qu’on aura une très mauvaise approxi-
mation pour toutes les propriétés qui dépendent fortement du comportement de la
fonction d’onde pour x � 2/

√
α0.

L’inconvénient que nous venons de mentionner est d’autant plus sérieux qu’il
est très difficile, sinon impossible, d’évaluer l’erreur commise dans un calcul varia-
tionnel si l’on ne connaît pas la solution exacte du problème (et bien entendu, si l’on
utilise la méthode des variations, c’est qu’on ne connaît pas cette solution exacte).

La méthode des variations est donc une méthode d’approximation très souple,
pouvant s’adapter à des situations très diverses et permettant d’utiliser largement
l’intuition physique dans le choix des kets d’essai. Elle donne assez facilement de
bonnes valeurs pour l’énergie, mais les vecteurs d’état approchés peuvent présenter
certaines caractéristiques complètement erronées, sans que l’on puisse par avance
prévoir lesquelles ni contrôler l’erreur que l’on commet. Cette méthode est particu-
lièrement indiquée lorsqu’on a une idée de l’allure qualitative ou semi-quantitative
des solutions à partir de raisonnements physiques.

Références et conseils de lecture :

La méthode de Hartree-Fock, très utilisée en physique, est une application de
la méthode des variations, voir références du Chapitre XI et Complément EXV

du Tome III.
La méthode variationnelle est fondamentale en physique moléculaire, voir

références du Complément GXI.
Pour une présentation simple de l’utilisation de principes variationnels en

physique, voir Feynman II (7.2), Chap. 19.
J.K.L. MacDonald, Physical Review vol. 143, pages 830 à 833 (1933).

2. La valeur moyenne de X est automatiquement nulle, c’est-à-dire correcte, car nous avons
pris des fonctions d’essai paires.
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Complément FXI

Bandes d’énergie des électrons dans les solides : modèle simple

1 Première approche du problème : discussion qualitative1186
2 Etude plus précise sur un modèle simple . . . . . . . . 1190

2-a Calcul des énergies et des états stationnaires . . . . . . 1190
2-b Discussion physique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1195

Un cristal est constitué d’atomes disposés régulièrement dans l’espace, de fa-
çon à former un réseau périodique à trois dimensions. L’étude théorique des proprié-
tés d’un cristal, qui met en jeu un nombre extrêmement élevé de particules (noyaux
et électrons), pose un problème tellement compliqué qu’il est hors de question de le
traiter de manière rigoureuse. Il faut donc avoir recours à des approximations.

La première d’entre elles est du même type que l’approximation de Born-
Oppenheimer (que nous avons déjà rencontrée dans le § 1 du Complément AV) :
elle consiste à considérer tout d’abord les positions des noyaux comme fixes, ce qui
permet d’étudier les états stationnaires des électrons soumis au potentiel créé par
les noyaux ; le mouvement de ces derniers n’est calculé qu’ensuite, à partir de la
connaissance des énergies électroniques 1. Dans ce complément, nous ne nous inté-
resserons qu’à la première étape du calcul, et nous supposerons les noyaux immobiles
aux nœuds du réseau cristallin.

Le problème ainsi posé reste extrêmement compliqué : il faut en effet cal-
culer les énergies d’un système d’électrons soumis à un potentiel périodique et in-
teragissant entre eux. On fait alors une seconde approximation : on suppose que
chaque électron, de position ri, est soumis à l’action d’un potentiel V (ri) qui tient
compte, non seulement de l’attraction exercée par les noyaux, mais également de
l’effet moyen de la répulsion de tous les autres électrons 2. On est alors ramené à
un problème de particules indépendantes, se déplaçant dans un potentiel qui a la
périodicité du réseau cristallin.

Les caractéristiques physiques d’un cristal dépendent donc en première ap-
proximation du comportement d’électrons indépendants soumis à un potentiel pé-
riodique. On pourrait penser a priori que, comme dans les atomes isolés, chaque
électron reste lié à un noyau donné. Nous allons voir qu’en réalité la situation est
toute différente. En effet, même si un électron se trouve initialement au voisinage
d’un noyau donné, il peut passer par effet tunnel dans la zone d’attraction d’un
noyau voisin, puis d’un autre, et ainsi de suite. En fait, les états stationnaires
des électrons ne sont pas localisés au voisinage d’un noyau quelconque, mais com-
plètement délocalisés : la densité de probabilité qui leur est associée est répartie
uniformément sur tous les noyaux 3. Ainsi, les propriétés d’un électron placé dans

1. Rappelons que l’étude du mouvement des noyaux conduit à introduire les modes propres
de vibration du cristal : les phonons (cf. Complément JV).

2. Cette approximation est du même type que l’approximation du “champ central” pour les
atomes isolés (cf. Complément AXIV, § 1).

3. Il s’agit là d’un phénomène analogue à celui que nous avons rencontré dans l’étude de
la molécule d’ammoniac (cf. Complément GIV) : l’atome d’azote pouvant passer par effet tunnel
d’un côté à l’autre du plan des hydrogènes, les états stationnaires donnent une probabilité égale
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un potentiel périodique rappellent davantage celles d’un électron libre de se déplacer
dans tout le cristal que celles d’un électron lié dans un atome particulier. Un tel
phénomène n’existerait pas en mécanique classique : une particule lancée à travers
le cristal verrait constamment sa direction changer sous l’influence des variations
du potentiel (par exemple, lors du passage au voisinage d’un ion). En mécanique
quantique, ce sont les interférences entre les ondes diffusées par les différents noyaux
qui permettent la propagation d’un électron à l’intérieur du cristal.

Dans le § 1, nous étudions de manière très qualitative comment les niveaux
d’énergie des atomes isolés sont modifiés lorsqu’on rapproche progressivement les
uns des autres un ensemble d’atomes pour former une chaîne linéaire. Puis, dans
le § 2, en nous limitant toujours pour simplifier au cas d’une chaîne linéaire, nous
calculons de manière un peu plus précise les énergies et les fonctions d’onde des états
stationnaires. Nous effectuons le calcul dans le cadre de “l’approximation des liaisons
fortes” : lorsqu’il se trouve en un site donné, l’électron peut passer par effet tunnel
sur l’un des deux sites voisins ; l’approximation des liaisons fortes revient à supposer
que la probabilité de ce passage est faible. Nous établissons ainsi un certain nombre
de résultats (délocalisation des états stationnaires, apparition de bandes d’énergie
permises et interdites, forme des fonctions de Bloch) qui demeurent valables dans
des modèles plus réalistes (cristal à trois dimensions, liaisons de force quelconque).

L’approche “perturbative” que nous adoptons ici, et qui revient à construire
les états stationnaires des électrons à partir de fonctions d’onde atomiques localisées
autour des divers ions, a l’avantage de montrer comment on passe progressivement
des niveaux atomiques aux bandes d’énergie dans un solide. Mentionnons toutefois
que l’existence de bandes d’énergie peut être établie directement à partir du carac-
tère périodique de la structure dans laquelle l’électron est plongé (voir par exemple
le Complément OIII, où l’on étudie la quantification des niveaux d’énergie dans un
potentiel périodique à une dimension).

Insistons enfin sur le fait que nous nous intéressons ici uniquement aux pro-
priétés des états stationnaires individuels des électrons. Pour construire à partir de
ces états individuels l’état stationnaire d’un ensemble de N électrons, il faut ap-
pliquer le postulat de symétrisation (cf. Chap. XIV) car il s’agit d’un système de
particules identiques. Nous reprendrons ce problème dans le Complément CXIV et
décrirons alors les conséquences spectaculaires du principe d’exclusion de Pauli sur
le comportement physique de l’ensemble des électrons d’un solide. De nombreuses
autres exemples des effets de la symétrisation seront traités dans les Chapitres XV
á XVII.

1. Première approche du problème : discussion qualitative

Reprenons l’exemple de la molécule ionisée H+
2 , que nous avons déjà étudié

dans les §§ C-2-c et C-3-d du Chapitre IV. Considérons donc deux protons P1 et P2,
dont les positions sont fixes, et un électron subissant leur attraction électrostatique.
Cet électron est soumis à un potentiel V (r) qui a l’allure indiquée sur la Figure 1.
Quels sont, en fonction de la distance R entre P1 et P2 (considérée comme un
paramètre), les énergies possibles et les états stationnaires correspondants?

Commençons par considérer le cas limite où R � a0 (a0 étant le rayon de
Bohr de l’atome d’hydrogène). Le niveau fondamental est alors deux fois dégénéré.

de le trouver dans chacune des deux positions correspondantes.
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Figure 1 – Potentiel vu par l’électron, dans la molécule ionisée H+
2 , lorsqu’il se

déplace sur l’axe Ox défini par les deux protons. On obtient deux puits séparés par
une barrière. Si, à un instant donné, l’électron est localisé dans l’un des deux puits,
il peut passer dans l’autre puits par effet tunnel à travers la barrière.

En effet, l’électron peut former un atome d’hydrogène soit avec P1, soit avec P2 ; il
est pratiquement insensible à l’attraction de l’autre proton, qui est très éloigné. En
d’autres termes, le couplage entre les états |ϕ1〉 et |ϕ2〉 considéré au Chapitre IV
(états localisés au voisinage de P1 ou de P2 ; cf. Fig. 13 du Chapitre IV) est alors
négligeable, de sorte que |ϕ1〉 et |ϕ2〉 sont pratiquement des états stationnaires.

Si maintenant on choisit une valeur de R comparable à a0, il n’est plus possible
de négliger l’attraction de l’un ou l’autre des protons. En effet, si l’électron est à
l’instant initial localisé au voisinage de l’un d’entre eux, et même si son énergie est
inférieure à la hauteur de la barrière de potentiel située entre P1 et P2 (cf. Fig. 1),
il peut passer par effet tunnel sur l’autre proton. Nous avons d’ailleurs étudié au
Chapitre IV l’effet du couplage entre les états |ϕ1〉 et |ϕ2〉 et montré qu’il produit
une oscillation du système entre ces deux états (aspect dynamique) ; nous avons
également vu (aspect statique) que ce couplage lève la dégénérescence du niveau
fondamental et que les états stationnaires correspondants sont “délocalisés” (pour
ces états, la probabilité de trouver l’électron au voisinage de P1 ou de P2 est la
même). La Figure 2 montre l’allure des variations en fonction de R des énergies
possibles du système 4.

Deux effets apparaissent lorsqu’on diminue la distance R entre P1 et P2 :
d’une part une valeur de l’énergie pour R = ∞ donne naissance, lorsque R décroît,
à deux énergies distinctes (lorsque la distance R est fixée à une valeur donnée R0,
la différence Δ entre ces deux énergies est d’autant plus grande que le couplage
entre les états |ϕ1〉 et |ϕ2〉 est plus fort). D’autre part, les états stationnaires sont
délocalisés.

4. Une étude détaillée de l’ion H+
2 est présentée dans le Complément GXI.
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Figure 2 – Variation des énergies des états stationnaires de l’électron en fonction
de la distance R entre les deux protons de l’ion H+

2 . Lorsque R est grand, on ob-
tient deux niveaux pratiquement dégénérés, d’énergie −EI ; lorsque R décroît, cette
dégénérescence est levée, d’autant plus fortement que R est plus petit.

On imagine aisément ce qui se produit si l’électron est soumis à l’action, non
de deux, mais de trois particules attractives identiques (protons ou ions positifs)
disposées par exemple en ligne et séparées par un intervalle R. Lorsque R est très
grand, les niveaux d’énergie sont triplement dégénérés, et les états stationnaires
de l’électron peuvent être choisis localisés au voisinage de l’une quelconque des
particules fixes. Si l’on diminue R, chaque énergie donne naissance à trois énergies
en général distinctes et, dans un état stationnaire, on a des probabilités comparables
de trouver l’électron dans les trois puits. De plus, si à l’instant initial l’électron est
localisé dans le puits de droite par exemple, il passe dans les autres puits au cours
de son évolution ultérieure 5.

Les mêmes idées restent valables pour une chaîne constituée d’un nombre
quelconque N d’ions attirant un électron ; le potentiel vu par l’électron est alors
constitué de N puits identiques régulièrement espacés (à la limite où N → ∞,
c’est un potentiel périodique). Lorsque la distance R entre les ions est grande, les
niveaux d’énergie ont une dégénérescence d’ordre N ; cette dégénérescence disparaît
si l’on rapproche les ions : chaque niveau donne naissance à N niveaux distincts
répartis, comme l’indique la Figure 3, dans un intervalle d’énergie de largeur Δ.
Que se passe-t-il maintenant si la valeur de N est très grande ? Dans chacun des
intervalles Δ, les énergies possibles sont si proches qu’elles forment pratiquement
un continuum : on obtient ainsi des “bandes d’énergie permises », séparées par des
“bandes interdites ». Chaque bande permise comprend N niveaux (en fait 2N si
l’on tient compte du spin de l’électron) ; sa largeur est d’autant plus grande que le
couplage qui fait passer l’électron d’un puits de potentiel au suivant est plus fort

5. Voir l’exercice 8 du Complément JIV.
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(on s’attend par suite à ce que les bandes d’énergie les plus basses soient les moins
larges, puisque l’effet tunnel qui est responsable de ce passage est d’autant moins
probable que l’énergie est plus faible). Les états stationnaires de l’électron sont tous
délocalisés ; l’analogue de la Figure 3 du Complément MIII est donné ici par la
Figure 4, qui schématise les niveaux d’énergie et les fonctions d’onde associées.

Figure 3 – Niveaux d’énergie d’un électron soumis à l’action de N ions identiques
régulièrement espacés. Lorsque R est très grand, les fonctions d’onde sont localisées
autour des divers ions et les niveaux d’énergie sont les niveaux atomiques, N fois
dégénérés (l’électron peut former un atome avec l’un quelconque des N ions) ; on
a représenté sur la figure deux de ces niveaux, d’énergies −E et −E′. Lorsque R
décroit, l’électron peut passer d’un ion à l’autre par effet tunnel, et la dégénérescence
des niveaux est levée, d’autant plus fortement que R est plus petit. Pour la valeur
R0 de R réalisée dans un cristal, chacun des deux niveaux atomiques de départ est
donc décomposé en N niveaux très rapprochés. Si N est très grand, ces niveaux sont
si proches qu’ils donnent des bandes d’énergie, de largeurs Δ et Δ′, séparées par une
bande interdite.

Notons enfin que, si à l’instant initial l’électron est localisé à une extrémité
de la chaîne, il se propage le long de la chaîne au cours de son évolution ultérieure.
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Figure 4 – Schéma des niveaux d’énergie pour un potentiel constitué de plusieurs
puits régulièrement espacés. On a représenté sur cette figure deux bandes, l’une de
largeur Δ, l’autre de largeur Δ′. La bande est d’autant plus étroite qu’elle est plus
profonde, car le franchissement des barrières par effet tunnel est alors plus difficile.

2. Etude plus précise sur un modèle simple

2-a. Calcul des énergies et des états stationnaires

Pour compléter les considérations qualitatives du paragraphe précédent, re-
prenons le problème de manière plus précise dans le cadre d’un modèle simple. Nous
allons en fait mener des calculs analogues à ceux du § C du Chapitre IV, mais adap-
tés cette fois au cas où le système considéré, au lieu d’être constitué de deux ions,
en comprend une infinité, disposés régulièrement sur une chaîne linéaire.

α. Description du modèle ; hypothèses simplificatrices

Considérons donc une chaîne linéaire indéfinie d’ions positifs régulièrement
espacés. Comme dans le Chapitre IV, nous allons supposer que l’électron, lorsqu’il
est lié à un ion donné, n’a qu’un seul état possible : nous noterons |υn〉 l’état de
l’électron lorsqu’il forme un atome avec le nème ion de la chaîne. Pour simplifier,
nous négligeons le recouvrement mutuel des fonctions d’onde vn (x) associées à des
atomes voisins, et nous supposons la base {|υn〉} orthonormée :

〈υn|υp〉 = δnp (1)

Nous allons de plus nous limiter au sous-espace de l’espace des états engendré par les
kets |υn〉. Il est évident qu’en restreignant de la sorte l’espace des états accessibles à
l’électron, on fait une approximation. Sa justification peut être obtenue à partir de
la méthode des variations (cf. Complément EXI) : en diagonalisant l’hamiltonien
H, non dans l’espace total, mais dans celui engendré par les |υn〉, on peut montrer
qu’on obtient une bonne approximation des véritables énergies de l’électron.
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Ecrivons maintenant la matrice représentant l’hamiltonien H dans la base
{|υn〉}. Les ions jouant tous des rôles équivalents, les éléments de matrice 〈υn| H |υn〉
sont nécessairement tous égaux à une même énergie E0. En plus de ces éléments
diagonaux, H a également des éléments non diagonaux 〈υn| H |υp〉 (couplage entre
les divers états |υn〉, qui traduit la possibilité pour l’électron de passer d’un ion
à un autre). Ce couplage est évidemment très faible pour des ions éloignés ; c’est
pourquoi nous ne tiendrons compte que des éléments de matrice 〈υn| H |υn±1〉, que
nous prendrons égaux à une constante réelle −A. Dans ces conditions, la matrice
(infinie) représentant H s’écrit :

(H) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

. . .
E0 − A 0 0

− A E0 − A 0
0 − A E0 −A
0 0 − A E0

. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(2)

Pour trouver les énergies possibles et les états stationnaires correspondants, il faut
diagonaliser cette matrice.

β. Energies possibles ; notion de bande d’énergie

Soit |ϕ〉 un vecteur propre de H ; écrivons-le sous la forme :

|ϕ〉 =
+∞∑

q=−∞
cq |υq〉 (3)

Compte tenu de (2), l’équation aux valeurs propres :

H |ϕ〉 = E |ϕ〉 (4)

projetée sur |υq〉 donne :

E0cq − Acq+1 − A cq−1 = Ecq (5)

Lorsque q prend toutes les valeurs entières positives ou négatives, nous obte-
nons ainsi un système infini d’équations linéaires couplées qui, par certains aspects,
rappellent les équations couplées (5) du Complément JV. Comme dans ce complé-
ment, nous allons chercher des solutions simples sous la forme :

cq = eikql (6)

où l est la distance qui sépare deux ions consécutifs, et k une constante homogène
à l’inverse d’une longueur ; nous imposons à k d’appartenir à la “première zone de
Brillouin”, c’est-à-dire de vérifier :

−π

l
� k < +

π

l
(7)

Ceci est toujours possible puisque deux valeurs de k différant de 2π/l donnent la
même valeur à tous les coefficients cq. En reportant (6) dans (5), on obtient :

E0 eikql − A
[
eik(q+1)l + eik(q−1)l

]
= E eikql (8)
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c’est-à-dire, en divisant par eikql

E = E(k) = E0 − 2A cos kl (9)

Si cette condition est vérifiée, le ket |ϕ〉 donné par (3) et (6) est ket propre de H ;
son énergie dépend du paramètre k comme l’indique (9).

La Figure 5 représente les variations de E en fonction de k. Elle montre que
les énergies possibles se situent dans l’intervalle [E0 − 2A, E0 + 2A] ; nous obtenons
donc une bande d’énergie permise, dont la largeur 4A est proportionnelle à l’intensité
du couplage.

Figure 5 – Energies possibles
de l’électron en fonction du pa-
ramètre k (k varie dans la pre-
mière zone de Brillouin). Il ap-
paraît une bande d’énergie, dont
la largeur 4A est proportionnelle
au couplage entre atomes voisins.

γ. Etats stationnaires ; fonctions de Bloch

Calculons la fonction d’onde ϕk (x) = 〈x | ϕk〉 associée à l’état stationnaire
|ϕk〉 d’énergie E(k). Les égalités (3) et (6) donnent :

|ϕk〉 =
+∞∑

q=−∞
eikql|υq〉 (10a)

c’est-à-dire :

ϕk (x) =
+∞∑

q=−∞
eikqlυq(x) (10b)

où :

υq (x) = 〈x | υq〉 (11)

est la fonction d’onde associée à l’état |υq〉. Comme l’état |υq〉 se déduit de l’état
|υ0〉 par une translation d’amplitude ql, on a :

υq (x) = υ0 (x − ql) (12)
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de sorte que (10b) peut s’écrire :

ϕk (x) =
+∞∑

q=−∞
eikqlυ0(x − ql) (13)

Calculons alors ϕk (x + l) :

ϕk (x + l) =
+∞∑

q=−∞
eikqlυ0 [x − (q − 1) l]

= eikl
+∞∑

q=−∞
eik(q−1)lυ0 [x − (q − 1) l]

= eiklϕk (x) (14)

Pour traduire de façon simple cette propriété remarquable, posons :

ϕk (x) = eikxuk (x) (15)

La fonction uk (x) ainsi définie vérifie alors :

uk (x + l) = uk (x) (16)

Donc, la fonction d’onde ϕk (x) est le produit par eikx d’une fonction périodique,
ayant la période l du réseau. Une fonction du type (15) est appelée fonction de
Bloch. Remarquons que, si n est un entier quelconque :

|ϕk (x + nl)|2 = |ϕk (x)|2 (17)

résultat qui met bien en évidence la délocalisation de l’électron : la densité de
probabilité de trouver ce dernier en un point quelconque de l’axe des x est une
fonction périodique de x.

Remarque:
Les relations (15) et (16) ont été établies ici dans le cadre d’un modèle simple. En
fait, ce résultat est plus général et peut être établi directement à partir des symétries
de l’hamiltonien H (théorème de Bloch). En effet, désignons par S(a) l’opérateur
unitaire associé à une translation de a le long de Ox (cf. Complément EII, § 3).
Le problème étant invariant dans toute translation qui laisse inchangée la chaîne
d’ions considérée, on doit avoir :

[H,S (l)] = 0 (18a)

On peut donc construire une base de vecteurs propres communs à l’opérateur S(l)
et à H . Or l’équation (14) est en fait simplement celle qui définit les fonctions
propres de S (−l) [cet opérateur étant unitaire, on peut toujours écrire ses valeurs
propres sous la forme eikl, k vérifiant la condition (7) ; cf. Complément CII, § 1-c] ;
il est alors facile de déduire comme plus haut (15) et (16) de (14).
Notons que, si a est quelconque, on a en général :

[H,S(a)] �= 0 (18b)
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contrairement à ce qui se produirait pour une particule libre (ou soumise à l’action
d’un potentiel constant). Pour une particule libre, la commutation de H avec tous
les opérateurs S(a) (c’est-à-dire avec l’impulsion Px ; cf. Complément EII, § 3)
donne des fonctions d’onde stationnaires de la forme :

wk (x) ∝ eikx (19)

En d’autres termes, dans (15) la fonction uk (x) est nécessairement une constante, ce
qui est une condition plus restrictive ; dans le problème étudié dans ce complément,
le commutateur de (18b) ne s’annule que pour certaines valeurs de a, ce qui entraîne
moins de restrictions pour la fonction d’onde.

δ. Conditions aux limites périodiques

A chaque valeur de k comprise dans l’intervalle [−π/l, +π/l] correspond donc
un état propre |ϕ〉 de H, les coefficients cq qui apparaissent dans le développement
(3) de |ϕ〉 étant donnés par l’équation (6). Nous obtenons ainsi une infinité continue
d’états stationnaires. Ceci est dû au fait que nous avons considéré une chaîne linéaire
comprenant un nombre infini d’ions. Que se passe-t-il lorsqu’on considère une chaîne
linéaire finie, de longueur L, constituée d’un grand nombre N d’ions ?

Les considérations qualitatives du § 1 montrent que l’on doit avoir alors N
niveaux dans la bande (2 N si l’on tient compte du spin). La détermination exacte
des N états stationnaires correspondants est un problème difficile, car il faut tenir
compte des conditions aux limites aux extrémités de la chaîne. On conçoit cependant
aisément que le comportement des électrons suffisamment loin des extrémités soit
peu affecté par les “effets de bords” 6. C’est pourquoi l’on préfère généralement, en
physique du solide, substituer aux vraies conditions aux limites des conditions aux
limites nouvelles ; malgré leur caractère artificiel, elles présentent le grand intérêt
de conduire à des calculs beaucoup plus simples, tout en conservant l’essentiel des
propriétés nécessaires à la compréhension des effets physiques (autres que les effets
de bords).

Ces nouvelles conditions aux limites, appelées conditions aux limites pério-
diques, ou encore “conditions de Born-Von Karman” (conditions B.V.K.), consistent
à imposer à la fonction d’onde de prendre la même valeur aux deux extrémités de
la chaîne. On peut encore imaginer que l’on met bout à bout une infinité de chaînes
identiques, toutes de longueur L, la fonction d’onde de l’électron devant être pério-
dique de période L. Les équations (5) demeurent toujours valables, de même que
leur solution (6), mais la périodicité de la fonction d’onde impose maintenant :

eikL = 1 (20)

Par suite, les seules valeurs possibles de k sont de la forme :

kn = n
2π

L
(21)

où n est un entier positif, négatif ou nul. Vérifions alors que les conditions B.V.K.
redonnent bien le résultat correct en ce qui concerne le nombre d’états stationnaires
contenus dans la bande. Il faut pour cela calculer le nombre de valeurs permises kn

6. Pour un cristal à trois dimensions, ceci revient à établir une distinction entre “effets de
volume” et “effets de surface”.
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comprise dans la première zone de Brillouin définie en (7) ; on l’obtient en divisant
la largeur 2π/l de cette zone par l’intervalle 2π/L entre deux valeurs successives de
k, ce qui redonne bien

2π

l

/
2π

L
=

L

l
= N − 1 � N (22)

Il faudrait également vérifier que les N états stationnaires obtenus à partir
des conditions B.V.K. se répartissent dans la bande permise avec la même den-
sité 7 ρ (E) que les vrais états stationnaires (associés aux conditions aux limites
réelles). En effet, la densité d’états ρ (E) joue un rôle très important pour la com-
préhension des propriétés physiques d’un solide (nous discuterons ce point dans le
Complément CXIV et il importe donc que les nouvelles conditions aux limites ne
la modifient pas. Le fait que les conditions B.V.K. donnent la densité d’états cor-
recte sera démontré dans le Complément CXIV (§ 1-c) sur l’exemple simple d’un
gaz d’électrons libres enfermés dans une “boîte rigide” ; on peut en effet, dans ce
cas, calculer les vrais états stationnaires et les comparer à ceux que l’on obtient en
utilisant des conditions aux limites périodiques sur les parois de la boîte (voir aussi
le § 3-a du Complément OIII).

2-b. Discussion physique

A partir d’un niveau discret et non dégénéré pour un atome isolé (par exemple
le niveau fondamental), nous avons donc obtenu pour la chaîne d’ions considérée
une série d’énergies possibles, regroupées dans une bande permise de largeur 4A.
Si nous étions partis d’un autre niveau de l’atome (par exemple le premier niveau
excité), nous aurions obtenu une autre bande d’énergie, et ainsi de suite : chaque
niveau atomique donne une bande d’énergie et il apparaît, comme le montre la
Figure 6, une série de bandes permises, séparées par des bandes interdites.

L’égalité (6) montre que, pour un état stationnaire, l’amplitude de probabilité
de trouver l’électron dans l’état |υq〉 est une fonction oscillante de q, dont le module
ne dépend pas de q; ceci rappelle les propriétés des phonons, modes propres de
vibration d’une infinité d’oscillateurs couplés où tous les oscillateurs participent à
la vibration collective avec la même amplitude, mais avec un certain déphasage (cf.
Complément JV).

Figure 6 – Bandes permises (accolades) et bandes interdites (parties épaisses) sur
l’axe des énergies.

7. ρ (E) dE est le nombre d’états stationnaires distincts d’énergie comprise entre E et E+dE.
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Comment obtenir des états où l’électron n’est pas totalement délocalisé ? Pour
un électron libre, nous avons vu au Chapitre I qu’il faut superposer des ondes planes
de façon à former un “paquet d’ondes” libres :

ψ̂ (x, t) =
1√
2π

∫
dk ĝ (k) ei[kx−E(k)t/�] (23)

Le maximum de ce paquet d’ondes se propage à la vitesse de groupe (cf. Chap. I,
§ C) :

V̂G =
1
�

[
dE

dk

]
k=k0

=
�k0

m
(24)

[où k0 est la valeur de k pour laquelle la fonction ĝ (k) présente un pic]. Ici, il faut
superposer des fonctions d’onde du type (15), et le ket correspondant s’écrit :

|ψ(t)〉 =
1√
2π

∫
dk g(k)e−iE(k)t/�|ϕk〉 (25)

où g(k) est une fonction de k ayant la forme d’un pic autour de k = k0. Calculons
l’amplitude de probabilité de trouver l’électron dans l’état |υq〉 ; elle s’écrit, compte
tenu de (10a) et de (1) :

〈υq | ψ (t)〉 =
1√
2π

∫
dk g(k) ei[kql−E(k)t/�] (26)

Remplaçons dans cette égalité ql par x ; nous obtenons ainsi la fonction de x :

χ (x, t) =
1√
2π

∫
dk g(k) ei[kx−E(k)t/�] (27)

Seules les valeurs aux points x = 0, ±ql, ± 2ql, etc. de cette fonction sont en réalité
significatives et donnent les amplitudes de probabilité cherchées.

L’égalité (27) est tout à fait analogue à (23) ; en appliquant la formule (24),
on montre alors que χ(x, t) ne prend de valeurs notables que dans un domaine limité
de l’axe des x dont le centre se déplace à la vitesse :

VG =
1
�

[
dE(k)

dk

]
k=k0

(28)

Il s’ensuit que l’amplitude de probabilité 〈υq | ψ (t)〉 n’est importante que pour
certaines valeurs de q : l’électron n’est donc plus délocalisé ; il se déplace dan le
cristal à la vitesse VG donnée par (28).

L’égalité (9) permet de calculer explicitement cette vitesse :

VG =
2Al

�
sin k0l (29)

Cette fonction est représentée sur la Figure 7. Elle est nulle lorsque k0 = 0, c’est-à-
dire lorsque l’énergie est minimale ; nous retrouvons ainsi une propriété de l’électron
libre. Cependant, lorsque k0 prend des valeurs non nulles, des différences impor-
tantes apparaissent avec le comportement d’un électron libre. Par exemple, dès que
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• BANDES D’ÉNERGIE DES ÉLECTRONS DANS LES SOLIDES

Figure 7 – Vitesse de groupe de l’élec-
tron en fonction du paramètre k. Cette vi-
tesse s’annule non seulement pour k = 0
(comme pour l’électron libre), mais aussi
pour k = ±π/l (bords de bande).

k0 > π/2l, la vitesse de groupe n’est plus une fonction croissante de l’énergie. Elle
s’annule même lorsque k0 = ±π/l (extrémités de la première zone de Brillouin) ;
ceci indique qu’un électron ne peut se déplacer dans le cristal si son énergie est
trop proche de la valeur maximale E0 + 2A apparaissant sur la Figure 5. L’ana-
logue optique de cette situation est la réflexion de Bragg : des rayons X dont la
longueur d’onde est égale au pas du réseau d’un cristal ne peuvent s’y propager, car
les interférences entre les ondes diffusées par chacun des ions donnent une réflexion
totale.

Références et conseils de lecture :

Feynman III (1.2), Chap. 13 ; Mott et Jones (13.7), Chap. II, § 4 ; références
de la section 13 de la bibliographie.
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• EXEMPLE SIMPLE DE LIAISON CHIMIQUE : L’ION H+
2

Complément GXI

Exemple simple de liaison chimique : l’ion H+
2

1. Introduction

Nous nous proposons dans ce complément de montrer comment la mécanique
quantique permet de comprendre l’existence et les propriétés de la liaison chimique,
qui est responsable de la formation de molécules plus ou moins complexes à partir
d’atomes isolés. Bien entendu, il s’agit ici d’expliquer l’aspect général des phéno-
mènes, et non d’entrer dans des détails qui seraient du ressort d’un ouvrage spécia-
lisé de physique moléculaire. C’est pourquoi nous allons étudier la molécule la plus
simple possible, c’est-à-dire l’ion H+

2 , qui est constitué de deux protons et d’un seul
électron. En fait, nous avons déjà abordé certains aspects de ce problème au Cha-
pitre IV (§ C-2-c) et dans l’exercice 5 du Complément KI ; nous allons le reprendre
ici de façon plus réaliste et systématique

1-a. Méthode générale

Lorsque les deux protons sont très éloignés l’un de l’autre, l’électron forme un
atome d’hydrogène avec l’un d’eux, l’autre restant isolé, sous forme d’ion H+. Si l’on
rapproche les deux protons, l’électron va pouvoir “sauter” de l’un à l’autre, ce qui
modifie radicalement la situation (cf. Chap. IV, § C-2). Il s’agit donc d’étudier les
variations des énergies des états stationnaires du système en fonction de la distance
entre les deux protons. Nous verrons que l’énergie du niveau fondamental passe par
un minimum pour une certaine valeur de cette distance, ce qui explique la stabilité
de la molécule H+

2 .
Pour traiter le problème exactement, il faudrait écrire l’hamiltonien du sys-

tème des trois particules et résoudre son équation aux valeurs propres. Il est ce-
pendant possible de simplifier considérablement ce problème en se plaçant dans le
cadre de l’approximation de Born-Oppenheimer (cf. Complément AV, § 1-a) : le
mouvement de l’électron dans la molécule étant considérablement plus rapide que
celui des protons, on peut en première approximation négliger ce dernier ; on est
alors ramené à résoudre l’équation aux valeurs propres de l’hamiltonien de l’électron
soumis à l’attraction des deux protons supposés fixes. Autrement dit, la distance R
entre les deux protons est traitée, non comme une variable quantique, mais comme
un paramètre, dont dépend l’hamiltonien électronique et l’énergie totale du système.

Dans le cas de l’ion H+
2 , il se trouve que l’équation ainsi simplifiée est exac-

tement soluble pour toute valeur de R. Il n’en est cependant pas de même pour
les autres molécules, plus complexes. On doit alors faire appel à la méthode des
variations, que nous avons décrite dans le Complément EXI. Bien que nous nous
limitions ici à l’étude de l’ion H+

2 , nous allons utiliser la méthode des variations,
puisque c’est elle qui est généralisable aux autres molécules.

1-b. Notations

Nous désignerons par R la distance entre les deux protons situés en P1 et P2,
par r1 et r2 la distance entre l’électron et chacun des deux protons (Fig. 1). Nous
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Figure 1 – On désigne par r1 la distance entre l’électron M et le proton P1, par r2

la distance entre l’électron et le proton P2, et par R la distance internucléaire P1P2.

rapporterons ces longueurs à l’unité atomique naturelle constituée par le rayon de
Bohr a0 (cf. Chap. VII, § C-2), en posant :

ρ = R/a0

ρ1 = r1/a0 ρ2 = r2/a0 (1)

La fonction d’onde normée associée à l’état fondamental ls d’un atome d’hy-
drogène constitué autour du proton P1 s’écrit alors :

ϕ1 =
1√
πa3

0

e−ρ1 (2)

Nous exprimerons de même les énergies en fonction de l’unité naturelle EI = e2/2a0 ;
EI est l’énergie d’ionisation de l’atome d’hydrogène.

Il nous sera parfois commode dans la suite d’utiliser un système de coor-
données elliptiques. Il consiste à repérer un point M de l’espace (ici l’électron)
par :

μ =
r1 + r2

R
=

ρ1 + ρ2

ρ

ν =
r1 − r2

R
=

ρ1 − ρ2

ρ
(3)

et l’angle ϕ repérant l’orientation du plan MP1P2 autour de l’axe P1P2, par rapport
à l’une de ses positions choisie comme origine (cet angle intervient également dans
le système de coordonnées polaires dont l’axe Oz coïncide avec P1P2). Si l’on fixe μ
et ν et si ϕ varie entre 0 et 2π, le point M décrit un cercle d’axe P1P2 ; si μ (ou ν)
et ϕ sont fixés, M décrit une ellipse (ou une hyperbole) de foyers P1 et P2 lorsque ν
(ou μ) varie. On montre facilement que l’élément de volume s’écrit dans ce système
de coordonnées :

d3r =
R3

8
(μ2 − ν2) dμ dν dϕ (4)

Il suffit pour cela de calculer le jacobien J de la transformation :

{x, y, z} =⇒ {μ, ν,ϕ} (5)
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On voit immédiatement que, si P1P2 est pris comme axe Oz, l’origine O étant au milieu
de P1P2 :

r2
1 = x2 + y2 +

(
z − R

2

)2

r2
2 = x2 + y2 +

(
z +

R

2

)2

tgϕ =
y

x
(6)

On peut alors calculer :

∂μ

∂x
=

1
R

(
∂r1

∂x
+
∂r2

∂x

)
=

1
R

(
x

r1
+
x

r2

)
=

μx

r1r2

∂ν

∂x
=

1
R

(
∂r1

∂x
− ∂r2

∂x

)
= − νx

r1r2

∂μ

∂y
=

μy

r1r2

∂ν

∂y
= − νy

r1r2

∂μ

∂z
=

1
R

[
z −R/2
r1

+
z +R/2
r2

]
=
μz + νR/2

r1r2

∂ν

∂z
=

1
R

[
z −R/2
r1

− z +R/2
r2

]
= −νz + μR/2

r1r2

∂ϕ

∂x
= − y

x2 + y2

∂ϕ

∂y
=

x

x2 + y2

∂ϕ

∂z
= 0 (7)

Le jacobien J s’écrit donc :

J = − 1
(r1r2)2

∣∣∣∣∣∣
μx μy μz + νR/2

−νx −νy −νz − μR/2
−y/

(
x2 + y2

)
x/
(
x2 + y2

)
0

∣∣∣∣∣∣
=

1
(r1r2)2

R

2
(μ2 − ν2) (8)

Comme :

μ2 − ν2 =
4r1r2

R2
(9)

Il vient finalement :

J =
8

R3(μ2 − ν2)
(10)

1-c. Principe du calcul exact

Dans l’approximation de Born-Oppenheimer, l’équation à résoudre pour trou-
ver les niveaux d’énergie de l’électron dans le champ coulombien des deux protons
supposés fixes s’écrit :[

− �
2

2m
Δ − e2

r1
− e2

r2
+

e2

R

]
ϕ(r) = Eϕ(r) (11)
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Si l’on passe aux coordonnées elliptiques définies en (3), on peut séparer les variables
μ, ν et ϕ. En résolvant les équations ainsi obtenues on trouve, pour chaque valeur
de R, un spectre discret d’énergies possibles. Nous n’effectuerons pas ce calcul ici ;
nous nous contenterons de représenter (courbe en trait plein de la Figure 2) les
variations de l’énergie du niveau fondamental en fonction de R ; ceci nous permettra
de comparer les résultats que nous obtiendrons par la méthode des variations aux
valeurs données par la solution exacte de l’équation (11).

2. Calcul variationnel des énergies

2-a. Choix d’une famille de kets d’essai

Supposons R très grand devant a0. Si l’on s’intéresse à des valeurs de r1 de
l’ordre de a0, on a pratiquement :

e2

r2
� e2

R
pour R, r2 � a0 (12)

L’hamiltonien :

H =
P2

2m
− e2

r1
− e2

r2
+

e2

R
(13)

est alors très voisin de celui d’un atome d’hydrogène centré sur le proton P1. Des
considérations analogues valent bien sûr pour R grand devant a0 et r2 de l’ordre de
a0. Donc, lorsque les deux protons sont très éloignés l’un de l’autre, les fonctions
propres de l’hamiltonien (13) sont pratiquement des fonctions d’onde stationnaires
d’atomes d’hydrogène.

Ceci n’est bien sûr plus vrai lorsque a0 n’est pas négligeable devant R. On
comprend pourtant qu’il soit intéressant, quel que soit R, de prendre une famille
de kets d’essai construite à partir d’états atomiques centrés sur chacun des deux
protons. Ce choix constitue en fait l’application, au cas particulier de l’ion H+

2 , d’une
méthode générale connue sous le nom de méthode de combinaison linéaire d’orbitales
atomiques. Plus précisément, désignons par |ϕ1〉 et |ϕ2〉 les kets décrivant les états
1s des deux atomes d’hydrogène :

〈r | ϕ1〉 =
1√
πa3

0

e−ρ1

〈r | ϕ2〉 =
1√
πa3

0

e−ρ2 (14)

Nous prendrons comme famille de kets d’essai le sous-espace vectoriel F de l’espace
des états engendré par ces deux kets, c’est-à-dire l’ensemble des kets |ψ〉 tels que :

|ψ〉 = c1 |ϕ1〉 + c2 |ϕ2〉 (15)

La méthode des variations (Complément EXI) consiste alors à rendre stationnaire :

〈H〉 =
〈ψ| H |ψ〉
〈ψ | ψ〉 (16)

à l’intérieur de cette famille d’essai. Comme il s’agit ici d’un sous-espace vectoriel, la
valeur moyenne 〈H〉 est extrêmale lorsque |ψ〉 est vecteur propre de H à l’intérieur
de ce sous-espace F , la valeur propre correspondante constituant une approximation
d’une véritable valeur propre de H dans l’espace des états total.
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Figure 2 – Variations de l’énergie E de l’ion moléculaire H+
2 en fonction de la

distance R entre les deux protons.
. traits pleins : énergie totale exacte du niveau fondamental (la stabilité de l’ion H+

2
tient à l’existence d’un minimum pour cette courbe).
. pointillés : élément de matrice diagonal H11 = H22 de l’hamiltonien H (ce ne
sont pas les variations de cet élément de matrice qui peuvent expliquer la liaison
chimique).
. tirets : résultats du calcul variationnel simple du § 2 pour les états liant et antiliant
(bien qu’approché, ce calcul permet de rendre compte de la stabilité de l’ion H+

2 ).
. triangles : résultats du calcul variationnel plus élaboré du § 3-a (le fait de prendre
des orbitales atomiques de rayon ajustable améliore considérablement la précision,
surtout à courte distance).

2-b. Equation aux valeurs propres de l’hamiltonien H dans le sous-espace vectoriel
F des kets d’essai

La résolution de l’équation aux valeurs propres de H à l’intérieur du sous-
espace F est légèrement compliquée par le fait que |ϕ1〉 et |ϕ2〉 ne sont pas ortho-
gonaux.

Un vecteur |ψ〉 quelconque de F est de la forme (15). Pour qu’il soit vecteur
propre de H dans F avec la valeur propre E, il faut et il suffit que :

〈ϕi| H |ψ〉 = E 〈ϕi | ψ〉 i = 1, 2 (17)

1203



COMPLÉMENT GXI •

c’est-à-dire :

2∑
j=1

cj 〈ϕi| H |ϕj〉 = E
2∑

j=1

cj 〈ϕi|ϕj〉 (18)

Posons :

Sij = 〈ϕi | ϕj〉
Hij = 〈ϕi| H |ϕj〉 (19)

On doit résoudre un système de deux équations linéaires et homogènes :

(H11 − ES11) c1 + (H12 − ES12) c2 = 0

(H21 − ES21) c1 + (H22 − ES22) c2 = 0 (20)

Ce système n’admet une solution non nulle que si :∣∣∣∣ H11 − ES11 H12 − ES12

H21 − ES21 H22 − ES22

∣∣∣∣ = 0 (21)

Les valeurs propres E possibles sont donc les racines d’une équation du second
degré.

2-c. Intégrales de recouvrement, de Coulomb et de résonance

Les kets |ϕ1〉 et |ϕ2〉 sont normés ; par conséquent :

S11 = S22 = 1 (22)

Par contre, |ϕ1〉 et |ϕ2〉 ne sont pas orthogonaux. Les fonctions d’onde (14) associées
à ces deux kets étant réelles, on a :

S12 = S21 = S (23)

avec :

S = 〈ϕ1 | ϕ2〉 =
∫

d3r ϕ1 (r) ϕ2 (r) (24)

S est appelée intégrale de recouvrement, car elle ne reçoit de contribution que des
points de l’espace où les fonctions d’onde atomiques ϕ1 et ϕ2 sont toutes deux diffé-
rentes de zéro (de tels points existent si les deux orbitales atomiques “se recouvrent”
partiellement). Un calcul simple donne :

S = e−ρ

[
1 + ρ +

1
3

ρ2
]

(25)

Pour trouver ce résultat, on peut utiliser les coordonnées elliptiques (3), car :

ρ1 =
μ+ ν

2
ρ

ρ2 =
μ− ν

2
ρ (26)
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D’après l’expression (14) des fonctions d’onde et celle de l’élément de volume (4), on doit
calculer :

S =
1
πa3

0

∫ +∞

1

dμ

∫ +1

−1

dν

∫ 2π

0

dϕ
ρ3a3

0

8

(
μ2 − ν2

)
e−μρ

=
ρ3

2

∫ +∞

1

dμ
(
μ2 − 1

3

)
e−μρ (27)

ce qui donne facilement (25).

Par raison de symétrie :

H11 = H22 (28)

D’après l’expression (13) de l’hamiltonien H, il vient :

H11 = 〈ϕ1|
[

P2

2m
− e2

r1

]
|ϕ1〉 − 〈ϕ1| e2

r2
|ϕ1〉 +

e2

R

〈
ϕ1
∣∣ϕ1
〉

(29)

Or |ϕ1〉 est ket propre normé de P2

2m − e2

r1
; le premier terme de (29) est donc égal à

l’énergie −EI de l’état fondamental de l’atome d’hydrogène, le troisième à e2/R, et
l’on a :

H11 = −EI +
e2

R
− C (30)

avec :

C = 〈ϕ1| e2

r2
|ϕ1〉 =

∫
d3r

e2

r2
[ϕ1(r)]2 (31)

C est appelée intégrale de Coulomb. Elle décrit (au signe près) l’interaction électro-
statique entre le proton P2 et la distribution de charge associée à l’électron lorsqu’il
se trouve dans l’état atomique 1s autour du proton P1. On trouve facilement :

C = EI × 2
ρ

[
1 − e−2ρ (1 + ρ)

]
(32)

Il suffit pour cela d’utiliser encore une fois les coordonnées elliptiques :

C =
e2

a0ρ

1
πa3

0

ρ3a3
0

8

∫ (
μ2 − ν2

)
dμ dν dϕ

2
μ− ν

e−(μ+ν)ρ

= EIρ
2

∫ +∞

1

dμ

∫ +1

−1

dν (μ+ ν)e−(μ+ν)ρ (33)

Des intégrations élémentaires conduisent alors au résultat (32). Dans la relation (30),

on peut considérer C comme une modification à l’énergie e2/R de répulsion des
deux protons : lorsque l’électron se trouve dans l’état |ϕ1〉, la distribution de charge
correspondante “fait écran” autour du proton P1. Comme |ϕ1 (r)|2 possède la sy-
métrie sphérique autour de P1, si le proton P2 se trouvait totalement en dehors
de cette distribution de charge, elle lui apparaîtrait simplement comme une charge
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ponctuelle e négative située en son centre P1, de sorte que la charge du proton P1

serait totalement compensée ; ceci ne se passe en fait que si R est grand devant a0 :

lim
R→∞

[
e2

R
− C

]
= 0 (34)

Pour R fini, l’effet d’écran ne peut être que partiel, et l’on doit avoir :

e2

R
− C > 0 (35)

Les variations de l’énergie e2

R − C en fonction de R sont représentées sur la Figure 2
par la courbe en pointillés ; il apparaît clairement que ce ne sont pas les variations
avec R de H11 (ou de H22) qui peuvent expliquer la liaison chimique, puisque cette
courbe ne présente pas de minimum.

Calculons enfin H12 et H21. Comme les fonctions d’onde ϕ1 (r) et ϕ2 (r) sont
réelles, on a :

H12 = H21 (36)

L’expression (13) de l’hamiltonien donne :

H12 = 〈ϕ1|
[

P2

2m
− e2

r2

]
|ϕ2〉 +

e2

R

〈
ϕ1
∣∣ϕ2
〉−
〈

ϕ1
∣∣e2

r1

∣∣ϕ2

〉
(37)

c’est-à-dire, d’après la définition (24) de S :

H12 = −EIS +
e2

R
S − A (38)

avec :

A = 〈ϕ1| e2

r1
|ϕ2〉 =

∫
d3r ϕ1(r)

e2

r1
ϕ2(r) (39)

Nous appellerons A intégrale de résonance. 1 Elle vaut :

A = EI × 2e−ρ (1 + ρ) (40)

En effet, le passage aux coordonnées elliptiques permet d’écrire A sous la forme :

A =
e2

a0

1
πa3

0

ρ3a3
0

8

∫ (
μ2 − ν2

)
dμ dv dϕ

2e−μρ

(μ+ ν) ρ

= ρ2EI

∫ +∞

1

dμ 2μ e−μρ
(41)

Le fait que H12 soit différent de zéro traduit la possibilité pour l’électron de
“sauter” du voisinage d’un des protons à l’autre : si, à un certain instant, l’électron
se trouve dans l’état |ϕ1〉 (ou |ϕ2〉), il oscille au cours du temps entre les deux sites,
sous l’influence de l’élément de matrice non diagonal H12 ; H12 est donc responsable

1. Certains auteurs appellent A “intégrale d’échange”. Nous préférons réserver cette dénomi-
nation pour un autre type d’intégrale, que nous rencontrerons dans l’étude des systèmes à plusieurs
particules (Complément BXIV, § 2-c-β).
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du phénomène de résonance quantique, que nous avons décrit qualitativement au
§ C-2-c du Chapitre IV (d’où le nom de l’intégrale A).

En résumé, les paramètres fonctions de R qui interviennent dans l’équation
(21) donnant les énergies approchées E ont pour expressions :

S11 = S22 = 1 S12 = S21 = S

H11 = H22 = −EI +
e2

R
− C

H12 = H21 =
(

−EI +
e2

R

)
S − A (42)

où S, C et A sont donnés par les formules (25), (32) et (40), et représentés sur
la Figure 3. Notons que les éléments non diagonaux du déterminant (21) ne sont
appréciables que si les orbitales ϕ1 (r) et ϕ2 (r) se recouvrent partiellement ; en effet,
dans la définition (39) de A comme dans celle de S, figure le produit ϕ1 (r) ϕ2 (r).

Figure 3 – Variations de S (intégrale de recouvrement), C (intégrale de Coulomb)
et A (intégrale de résonance) en fonction de ρ = R/a0. Lorsque R → ∞, S et A
tendent exponentiellement vers zéro, alors que C décroît seulement en e2/R (l’in-
teraction “écrantée” (e2/R) − C du proton P1 avec l’atome centré en P2 décroît
cependant, elle aussi, exponentiellement).
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2-d. Etats liant et antiliant

α. Calcul des énergies approchées

Posons :

E = ε EI

A = α EI

C = γ EI (43)

L’équation (21) s’écrit alors :∣∣∣∣∣ −1 + 2
ρ − γ − ε(

−1 + 2
ρ

)
S − α − εS

(
−1 + 2

ρ

)
S − α − εS

−1 + 2
ρ − γ − ε

∣∣∣∣∣ = 0 (44)

soit encore :[
γ + ε + 1 − 2

ρ

]2

=
[
α +

(
ε + 1 − 2

ρ

)
S

]2

(45)

Ceci donne facilement les deux valeurs suivantes pour ε :

ε+ = −1 +
2
ρ

+
α − γ

1 − S
(46a)

ε− = −1 +
2
ρ

− α + γ

1 + S
(46b)

ε+ et ε− tendent toutes deux vers −1 lorsque ρ tend vers l’infini ; cela signifie que les
deux énergies approchées E± tendent vers −EI , énergie du niveau fondamental d’un
atome d’hydrogène isolé. C’est bien ce que l’on attendait (§ 2-a). Il est d’ailleurs
commode de prendre cette valeur comme origine des énergies, c’est-à-dire de poser :

ΔE = E (ρ) − E (∞) = E + EI (47)

Compte tenu de (25), (32) et (40), les énergies approchées ΔE+ et ΔE− s’écrivent :

ΔE± = EI

⎧⎪⎨⎪⎩2
ρ

±
2e−ρ (1 + ρ) ∓ 2

ρ

[
1 − e−2ρ (1 + ρ)

]
1 ∓ e−ρ (1 + ρ + ρ2/3)

⎫⎪⎬⎪⎭ (48)

Les variations de ΔE±/EI en fonction de ρ sont représentées en traits tiretés sur la
Figure 2. On constate que ΔE− passe par un minimum négatif pour une certaine
valeur de la distance R entre les deux protons. Bien que de façon approchée (cf.
Fig. 2), ceci permet de rendre compte du phénomène de liaison chimique.

Comme nous l’avons déjà signalé plus haut, les variations avec R des éléments
diagonaux du H11 et H22 du déterminant (21) ne font apparaître aucun minimum
(courbe en pointillés de la Figure 2). Le minimum de ΔE− provient donc de l’exis-
tence des éléments non diagonaux H12 et S12. Ceci montre que le phénomène de
liaison chimique n’apparaît que si les orbitales électroniques des deux atomes par-
ticipant à la liaison se recouvrent suffisamment.
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β. Etats propres de H à l’intérieur du sous-espace F
L’état propre correspondant à E− est appelé état liant ; celui qui correspond

à E+ est appelé état antiliant car E+ reste constamment supérieure à l’énergie −EI

du système formé par un atome d’hydrogène dans l’état fondamental et un proton
infiniment éloigné.

D’après (45) :

γ + ε + 1 − 2
ρ

= ±
[
α +

(
ε + 1 − 2

ρ

)
S

]
(49)

Le système (20) donne alors :

c1 ± c2 = 0 (50)

Les états liant et antiliant sont donc les combinaisons linéaires symétrique et anti-
symétrique des kets |ϕ1〉 et |ϕ2〉 ; pour les normer, il faut se rappeler que |ϕ1〉 et
|ϕ2〉 ne sont pas orthogonaux (leur produit scalaire est égal à S) ; on obtient donc :

|ψ+〉 =
1√

2(1 − S)
[|ϕ1〉 − |ϕ2〉] (51a)

|ψ−〉 =
1√

2(1 + S)
[|ϕ1〉 + |ϕ2〉] (51b)

Notons que l’état liant |ψ−〉, associé à E−, est symétrique dans l’échange de |ϕ1〉 et
|ϕ2〉, alors que l’état antiliant est antisymétrique.

Remarque:

Le fait que les états propres de H à l’intérieur du sous-espace F soient les
combinaisons symétrique et antisymétrique de |ϕ1〉 et |ϕ2〉 était prévisible
a priori : pour des positions données des deux protons, il y a symétrie par
rapport au plan médiateur de P1P2, et H reste inchangé si l’on intervertit les
rôles des deux protons.

Les états liant et antiliant sont des états stationnaires approchés du système
étudié ; nous avons d’ailleurs indiqué dans le Complément EXI que la méthode des
variations peut donner une approximation valable pour les énergies, mais plus dis-
cutable pour les fonctions propres. Il est cependant instructif, pour donner une idée
du mécanisme de la liaison chimique, de représenter graphiquement les fonctions
d’onde associées aux états liant et antiliant, que l’on appelle souvent orbitales mo-
léculaires liante et antiliante. Pour cela, on peut par exemple tracer les surfaces
d’égal |ψ| (lieu des points de l’espace où le module |ψ| de la fonction d’onde a une
valeur donnée) ; si ψ est réelle, on indique par un signe + (ou −) les régions où elle
est positive (ou négative). C’est ce qui est fait sur la Figure 4 pour ψ+ et ψ− (les
surfaces d’égal |ψ| sont de révolution autour de l’axe P1P2, et la Figure 4 représente
seulement leur section par un plan contenant P1P2). La différence entre l’orbitale
liante et l’orbitale antiliante est frappante : dans la première, le “nuage électro-
nique” englobe les deux protons à la fois, alors que dans la deuxième la probabilité
de présence de l’électron est nulle dans le plan médiateur de P1P2.
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Remarque:

On peut sans difficulté calculer la valeur moyenne de l’énergie potentielle
dans l’état |ψ−〉, qui vaut, compte tenu de (51b), (31) et (39) :

〈V 〉 = 〈ψ−|
[

e2

R
− e2

r1
− e2

r2

]
|ψ−〉

=
e2

R
− 1

1 + S

[
〈ϕ1

∣∣∣∣e2

r1

∣∣∣∣ϕ1〉 + 〈ϕ1

∣∣∣∣e2

r1

∣∣∣∣ϕ2〉

+〈ϕ1

∣∣∣∣e2

r2

∣∣∣∣ϕ1〉 + 〈ϕ1

∣∣∣∣e2

r2

∣∣∣∣ϕ2〉
]

= EI

[
2
ρ

− 1
1 + S

(2 + 2α + γ)
]

(52)

Par différence avec (46b) on obtient l’énergie cinétique :

〈T 〉 =
〈

P2

2m

〉
= 〈H − V 〉

= EI
1

1 + S
(1 − S + α) (53)

Nous discuterons plus loin (§ 5) dans quelle mesure (52) et (53) donnent de
bonnes approximations pour les énergies cinétique et potentielle.

Figure 4 – Représentations schématiques de l’orbitale moléculaire liante (fig. a) et
antiliante (fig. b) pour l’ion H+

2 . On a tracé la section par un plan contenant P1P2

d’un réseau de surfaces où le module |ψ| de la fonction d’onde a une valeur constante
donnée ; ces surfaces sont de révolution autour de P1P2 (on a représenté 4 surfaces
correspondant à 4 valeurs de |ψ| différentes). Les signes + et – indiqués sur la figure
sont ceux de la fonction d’onde (qui est réelle) dans les régions correspondantes. La
droite en tiretés est la trace du plan médiateur de P1P2 qui est un plan nodal pour
l’orbite antiliante.
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3. Critique du modèle précédent. Améliorations possibles

3-a. Résultats pour R petit

Que deviennent l’énergie de l’état liant et la fonction d’onde correspondante lorsque
R −→ 0 ?

On voit sur la Figure 3 que S, A et C tendent respectivement vers 1, 2EI et 2EI

lorsque ρ −→ 0. Si l’on soustrait la répulsion e2/R entre les deux protons, ce qui donne
l’énergie électronique, on obtient :

E− − e2

R
−→
R→0

−3EI (54)

D’autre part, comme |ϕ1〉 tend vers |ϕ2〉, |ψ−〉 se réduit à |ϕ1〉 (état fondamental 1s de
l’atome d’hydrogène).

Ce résultat est manifestement incorrect. Lorsque R = 0, on a l’équivalent 2 d’un
ion hélium He+. L’énergie électronique de l’état fondamental de H+

2 doit coïncider, pour
R = 0, avec celle de l’état fondamental de He+ ; comme le noyau d’hélium est un noyau
de Z = 2, cette énergie est (cf. Complément AVII) :

−Z2EI = −4EI (55)

et non −3EI . D’autre part, la fonction d’onde ψ−(r) ne devrait pas tendre vers ϕ1(r) =
(πα3

0)−1/2 e−ρ1 , mais vers (πα3
0/Z

3)−1/2 e−Zρ1 avec Z = 2 (orbite de Bohr deux fois plus
petite). Ceci permet de comprendre pourquoi le désaccord entre le résultat exact et celui
du § 2 précédent devient important pour les faibles valeurs de R (Fig. 2) : ce calcul utilise
des orbitales atomiques trop étendues lorsque les deux protons P1 et P2 sont très proches.

Une amélioration possible consiste donc à élargir la famille des kets d’essai en se
basant sur ces arguments physiques, et à utiliser des kets de la forme :

|ψ〉 = c1|ϕ1(Z)〉 + c2|ϕ2(Z)〉 (56)

où |ϕ1(Z)〉 et |ϕ2(Z)〉 sont associés à des orbitales atomiques 1s de rayon a0/Z, centrées en
P1 et P2. L’état fondamental correspond toujours pour des raisons de symétrie à c1 = c2.
On considère Z comme un paramètre variationnel en cherchant, pour chaque valeur de R,
la valeur de Z qui rend l’énergie minimale.

Le calcul peut être mené jusqu’au bout en coordonnées elliptiques. On trouve (cf.
Fig. 5), que la valeur optimale de Z décroît de Z = 2 pour R = 0 à Z = 1 pour R −→ ∞,
ce qui est tout à fait satisfaisant physiquement.

La courbe obtenue pour ΔE− est nettement plus proche de la courbe exacte (cf.

Fig. 2). Le tableau I ci-dessous donne les valeurs de l’abscisse et de l’ordonnée du minimum
de ΔE−, obtenues à partir des divers modèles considérés dans ce complément. On vérifie
bien sur ce tableau que les énergies trouvées par la méthode des variations sont toujours
supérieures à l’énergie exacte du niveau fondamental ; de plus, on voit qu’un élargissement
de la famille des kets d’essai améliore l’énergie obtenue.

3-b. Résultats pour R Grand

Lorsque R −→ ∞, on constate sur (48) que E+ et E− tendent vers la même valeur
−EI , et ceci de manière exponentielle. En fait, cette limite ne devrait pas être obtenue aussi
rapidement. Pour le voir, abordons le problème de manière perturbative, comme dans le
Complément CXI (forces de Van der Waals) ou EXII (effet Stark de l’atome d’hydrogène).

2. En plus de ses deux protons, le noyau d’hélium comporte bien sûr un ou deux neutrons.
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Evaluons la perturbation apportée à l’énergie d’un atome d’hydrogène (dans l’état 1s)
situé en P2 par la présence d’un proton P1 situé à une distance R très grande devant
a0 (ρ � 1). Le proton P1 crée au voisinage de P2 un champ électrique E, en 1/R2, qui
polarise l’atome d’hydrogène et fait apparaître un moment dipolaire D proportionnel à
E : la fonction d’onde électronique est distordue, et le centre de gravité de la distribution
de charge électronique se rapproche de P1 (Fig. 6). E et D sont tous deux proportionnels
à 1/R2 et de même signe. L’interaction électrostatique entre le proton P1 et l’atome situé
en P2 doit donc donner naissance à un abaissement d’énergie qui, comme −E · D, varie 3

en −1/R4. Par suite, le comportement asymptotique de ΔE+ et ΔE− doit être, non
exponentiel, mais en −c/R4 (où c est une constante positive).

Figure 5 – Pour chaque valeur de la distance internucléaire, on calcule la valeur
de Z qui minimise l’énergie. Pour R = 0, on a l’équivalent d’un ion He+, et on
trouve effectivement Z = 2. Pour R � a0, on a pratiquement un atome d’hydrogène
isolé, ce qui donne Z = 1. Entre ces deux extrêmes, Z est une fonction décroissante
de ρ ; les énergies optimales correspondantes sont représentées par des triangles sur
la Figure 2.

Il est en fait possible de retrouver ce résultat par la méthode variationnelle. Au lieu
de superposer linéairement des orbitales 1s centrées en P1 et P2, superposons des orbitales
χ1 et χ2 hybrides, n’ayant plus la symétrie sphérique autour de P1 et P2 ; l’orbitale hybride
χ2 est obtenue par exemple en superposant linéairement une orbitale 1s et une orbitale 2p
centrées 4 toutes deux en P2 :

χ2(r) = ϕ2
1s(r) + σ ϕ2

1p(r) (57)

et a une forme analogue à celle représentée sur la Figure 6. Considérons alors le déter-
minant (21). Les éléments non diagonaux H12 = 〈χ1|H |χ2〉 et S12 = 〈χ1|χ2〉 tendent
toujours exponentiellement vers zéro lorsque R −→ ∞. En effet, dans les intégrales cor-
respondantes, figure le produit χ1(r)χ2(r) ; même déformées, les orbitales χ1(r) et χ2(r)

3. De façon plus précise, l’abaissement d’énergie est égal à − 1
2

E · D (cf. Complément EXII,
§ 1).

4. L’axe de symétrie de l’orbitale 2p est choisi confondu avec la droite qui joint les deux
protons.
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Distance d’équilibre
des deux protons
(abscisse du minimum
de ΔE−)

Profondeur du puits de
potentiel
(valeur du minimum de
ΔE−)

Méthode variationnelle du § 2
(orbitales 1s avec Z = 1) 2,50 a0 1,76 eV
Méthode variationnelle du § 3-a
(orbitales 1s avec Z variable) 2,00 a0 2,35 eV
Méthode variationnelle du § 3-b
(orbitales hybrides avec Z, Z ′, σ
variables)

2,00 a0 2,73 eV

Valeurs exactes 2,00 a0 2,79 eV

Tableau I

restent toujours localisées au voisinage respectivement de P1 et P2, et leur recouvrement
s’annule exponentiellement lorsque R −→ ∞. Les deux valeurs propres E+ et E− tendent
donc toutes deux vers H11 = H22 lorsque R −→ ∞, puisque le déterminant (21) devient
diagonal.

Or que représente H22 ? Comme nous l’avons vu plus haut (cf. § 2-c), c’est l’éner-
gie d’un atome d’hydrogène placé en P2, et perturbé par le proton P1. Le calcul du § 2
négligeait toute polarisation de l’orbitale électronique 1s sous l’effet du champ électrique
créé par P1, et c’est pourquoi nous trouvions une correction en énergie décroissant expo-
nentiellement lorsque R croît. Par contre, si l’on tient compte, comme nous le faisons ici,
de la polarisation de l’orbitale électronique, on trouve une correction en −c/R4. Le fait
que l’on ne considère dans (57) que la contamination par l’état 2p entraîne que la valeur
de c fournie par le calcul variationnel est approchée (alors que le calcul de c par la théorie
des perturbations fait intervenir tous les états excités ; cf. Complément EXII).

Les deux courbes ΔE+ et ΔE− tendent donc bien exponentiellement l’une vers
l’autre, puisque l’écart entre E+ et E− ne fait intervenir que les éléments non diagonaux
H12 et S12 mais leur valeur commune pour R grand tend vers zéro proportionnellement à
−1/R4 (Fig. 7).

La discussion précédente suggère d’ailleurs d’utiliser des orbitales polarisées comme
en (57), non seulement pour R grand, mais pour toutes les valeurs de R. En effet, on élargit

Figure 6 – Sous l’effet du champ électrique E créé par le proton P1, le nuage
électronique de l’atome d’hydrogène centré en P2 se déforme, et cet atome acquiert
un moment dipolaire électrique D. Il en résulte une énergie d’interaction qui décroît
comme 1/R4 lorsque R augmente.
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Figure 7 – Lorsque ρ −→ ∞, les énergies des états liant et antiliant tendent expo-
nentiellement l’une vers l’autre ; par contre, elles se rapprochent moins rapidement
(en 1/R4) de leur valeur limite.

ainsi la famille des kets d’essai, et on améliore par suite la précision. Dans l’expression (57),
on considère alors σ comme un paramètre variationnel, de même que le paramètre Z qui
définit le rayon de Bohr a0/Z associé aux orbitales 1s et 2p. Pour rendre la méthode encore
plus souple, on prend même des paramètres Z et Z′ différents pour ϕ1s, et ϕ2p. Pour chaque
valeur de R, on minimise ensuite la valeur moyenne de H dans l’état |χ1〉 + |χ2〉 (qui, pour
des raisons de symétrie, est toujours l’état fondamental) et on détermine ainsi les valeurs
optimales de σ, Z, Z′. L’accord avec la solution exacte devient alors excellent (cf. tableau
I ci-dessus).

4. Autres orbitales moléculaires de l’ion H+
2

Dans les paragraphes précédents, nous avons construit, par la méthode des
variations, une orbitale moléculaire liante et une orbitale antiliante à partir de l’état
fondamental 1s de chacun des deux atomes d’hydrogène qui peuvent se former au-
tour des deux protons. Bien entendu, nous avons pris l’état 1s parce qu’il était
clair à priori que c’était là le meilleur choix pour obtenir une approximation de
l’état fondamental du système des deux protons et de l’électron. On peut évidem-
ment envisager, dans le cadre de la méthode de combinaison linéaire d’orbitales
atomiques (§ 2-a), d’utiliser les états excités de l’atome d’hydrogène pour obtenir
d’autres orbitales moléculaires, d’énergie plus élevée. Le principal intérêt de ces or-
bitales excitées sera ici de donner une idée des phénomènes qui peuvent entrer en
jeu dans des molécules plus complexes que l’ion H+

2 : par exemple, pour comprendre
les propriétés d’une molécule diatomique comportant plusieurs électrons, on peut en
première approximation traiter ces électrons individuellement, comme s’ils n’inter-
agissaient pas entre eux ; on détermine alors les divers états stationnaires possibles
pour un électron isolé plongé dans le champ coulombien des noyaux, et on place
ensuite les électrons de la molécule dans ces états, en tenant compte du principe
de Pauli (Chap. XIV, § D-1) et en remplissant d’abord les états d’énergies les plus
basses (cette façon de procéder est analogue à celle qui est décrite pour les atomes
à plusieurs électrons dans le Complément AXIV). Nous allons, dans ce paragraphe,
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indiquer les principales propriétés de ces orbitales moléculaires excitées de l’ion H+
2 ,

tout en gardant présentes à l’esprit les possibilités de généralisation à des molécules
plus complexes.

4-a. Symétries et nombres quantiques. Notation spectroscopique

(i) Le potentiel V créé par les deux protons possède la symétrie de révolution
autour de l’axe P1P2, que nous prendrons pour axe Oz. Ceci signifie que
V , et par suite l’hamiltonien H de l’électron, ne dépendent pas de la va-
riable angulaire ϕ qui repère l’orientation autour de Oz du plan MP1P2

contenant l’axe Oz et le point M courant de l’espace. Il s’ensuit que H
commute avec la composante Lz du moment cinétique orbital de l’élec-
tron [en représentation {|r〉}, Lz devient l’opérateur différentiel �

i
∂

∂ϕ , qui
commute avec tout opérateur indépendant de ϕ]. On peut donc trouver
un système d’états propres de H qui soient également états propres de Lz,
et les classer d’après les valeurs propres m� de Lz.

(ii) Le potentiel V est également invariant dans une réflexion par rapport à
un plan quelconque contenant P1P2, c’est-à-dire l’axe Oz. Dans une telle
réflexion, un état propre de Lz de valeur propre m� est transformé en
un état propre de Lz de valeur propre −m� (la réflexion change le sens
de rotation de l’électron autour de Oz). Par suite de l’invariance de V ,
l’énergie d’un état stationnaire ne dépend que de |m|.
En notation spectroscopique, on affecte à chaque orbitale moléculaire une
lettre grecque indiquant la valeur de |m|, suivant la correspondance :

|m| = 0 ↔ σ

|m| = 1 ↔ π (58)

|m| = 2 ↔ δ

(on notera l’analogie avec la notation spectroscopique atomique : σ, π, δ
rappellent s, p, d). Par exemple, comme l’état fondamental 1s de l’atome
d’hydrogène a un moment cinétique orbital nul, les deux orbitales que nous
avons étudiées aux paragraphes précédents sont des orbitales σ (on peut
d’ailleurs montrer que ceci est également vrai pour les fonctions d’onde
stationnaires exactes, et pas seulement pour les états approchés obtenus
par la méthode variationnelle).
Ce qui précède n’utilise pas le fait que les deux protons de l’ion H+

2 ont
des charges égales ; la classification σ, π, δ des orbitales moléculaires reste
donc valable pour une molécule diatomique hétéropolaire.

(iii) Dans l’ion H+
2 (et plus généralement dans les molécules diatomiques ho-

mopolaires), le potentiel V est invariant dans une réflexion par rapport au
milieu O de P1P2. On peut donc choisir les fonctions propres de l’hamil-
tonien H de façon qu’elles aient une parité définie par rapport au point
O. Pour une orbitale paire, on ajoute à la lettre grecque caractérisant |m|
un indice g (de l’allemand “gerade”) ; cet indice est u (“ungerade”) pour
les orbitales impaires. Ainsi, l’orbitale liante obtenue plus haut à partir
des états atomiques 1s est une orbitale σg, alors que l’orbitale antiliante
correspondante est σu.
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(iv) On peut enfin utiliser l’invariance de H dans une réflexion par rapport
au plan médiateur de P1P2 pour prendre des fonctions d’onde station-
naires ayant une parité définie dans cette opération, c’est-à-dire une pa-
rité définie par rapport au changement de signe de la seule variable z. Les
fonctions impaires dans cette réflexion sont affectées d’un astérisque. Elles
sont forcément nulles en tous les points du plan médiateur de P1P2, comme
l’orbitale représentée sur la Figure 4b ; ce sont des orbitales antiliantes.

Remarque:

La réflexion par rapport au plan médiateur de P1P2 peut être obtenue en
effectuant une réflexion par rapport à O suivie d’une rotation de π autour
de Oz. La parité (iv) n’est donc pas indépendante des symétries précédentes
(les états “g” auront un astérisque pour |m| impair, pas d’astérisque pour |m|
pair ; la situation sera inversée pour les états “u”). Elle est cependant com-
mode à considérer, car elle permet de déterminer immédiatement les orbitales
antiliantes.

4-b. Orbitales moléculaires construites a partir des orbitales atomiques 2p

Si l’on part de l’état excité 2s de l’atome d’hydrogène, des raisonnements
analogues à ceux des paragraphes précédents donneront une orbitale liante σg(2s)
et une orbitale antiliante σ∗

u(2s) de formes semblables à celles de la Figure 4. Nous
allons donc nous intéresser plutôt aux orbitales moléculaires obtenues à partir des
états atomiques excités 2p.

α. Orbitales issues de 2pz

Nous noterons |ϕ1
2pz

〉 et |ϕ2
2pz

〉 les états atomiques 2pz (cf. Complément EVII,
§ 2-b) centrés sur P1 et P2 respectivement. La forme des orbitales correspondantes
est schématisée sur la Figure 8 (notons le choix des signes, indiqué sur la figure).

Par un calcul variationnel analogue à celui du § 2, on peut construire, à
partir de ces deux états atomiques, deux états propres approchés de l’hamiltonien
(13) ; les symétries rappelées au § 4-a précédent impliquent que, à un facteur de
normalisation près, ces états moléculaires s’écrivent :

|ϕ1
2pz

〉 + |ϕ2
2pz

〉 (59a)

|ϕ1
2pz

〉 − |ϕ2
2pz

〉 (59b)

L’allure des deux orbitales moléculaires ainsi obtenues se déduit simplement de la
Figure 8 ; elle est représentée sur la Figure 9.

Les deux états atomiques 2pz sont états propres de Lz avec la valeur propre
zéro ; il en est donc de même des deux états (59). L’orbitale moléculaire associée à
(59a) est paire, elle est donc notée σg(2pz) ; celle qui correspond à (59b) est impaire
dans une réflexion par rapport à O ainsi que dans une réflexion par rapport au plan
médiateur de P1P2, et on la désigne donc par σ∗

u(2pz).
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Figure 8 – Représentation schématique des orbitales atomiques 2pz centrées en
P1 et P2 (l’axe Oz est choisi suivant P1P2) et utilisées comme base pour construire
les orbitales moléculaires excitées σg(2pz) et σ∗

u(2pz) représentées sur la Figure 9
(on notera la convention de signe choisie).

Figure 9 – Représentation schématique des orbitales moléculaires excitées liante
σg(2pz) (fig. a) et antiliante σ∗

u(2pz) (fig. b). Comme sur la Figure 8, on a tracé la
section par un plan contenant P1P2 d’une surface où le module |ψ| de la fonction
d’onde a une valeur constante donnée. Cette surface est de révolution autour de
P1P2. Le signe indiqué est celui de la fonction d’onde (réelle). Les courbes en tiretés
sont les sections par le plan de la figure des surfaces nodales (|ψ| = 0).

Remarque :

Comme nous l’avons mentionné dans l’introduction de ce complément, l’intérêt
principal des orbitales excitées que nous étudions ici est leur application à des
molécules plus complexes que H+

2 . Les orbitales 2s et 2p ont alors des énergies
différentes et il est légitime de les considérer séparément. Si cependant l’on étudie
spécifiquement l’ion moléculaire hydrogène, les états 2s et 2p sont alors dégénérés,
et donc immédiatement mélangés par le champ électrique d’un proton voisin. Il
n’y a dans ce cas pas de raison de considérer séparément les orbitales 2s et 2pz ; il
convient plutôt d’introduire des orbitales hybrides du type de celles considérées au
§ 3 du Complément EVII.
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β. Orbitales issues de 2px ou 2py

Partons maintenant des états atomiques |ϕ1
2px

〉 et |ϕ2
2px

〉, auxquels sont asso-
ciées des fonctions d’onde réelles (cf. Complément EVII, § 2-b), schématisées sur la
Figure 10 (notons que les surfaces d’égal |ψ| dont la Figure 10 donne la section par
le plan xOz sont de révolution, non pas autour de Oz, mais autour d’axes parallèles
à Ox et passant par P1 et P2). Rappelons que l’orbitale atomique 2px est obtenue
par combinaison linéaire d’états propres de Lz correspondant à m = 1 et m = −1.
Les orbitales moléculaires construites à partir de ces orbitales atomiques auront
donc |m| = 1 ; ce seront des orbitales π.

Figure 10 – Représentation schématique des orbitales atomiques 2px centrées en
P1 et P2 (l’axe Oz est choisi suivant P1P2), et utilisées comme base pour construire
les orbitales moléculaires excitées πu(2px) et π∗

g(2px) représentées sur la Figure 11.
Pour chaque orbitale la surface d’égal |ψ| (dont on a représenté la section par le plan
xOz) est de révolution, non plus autour de Oz, mais autour d’une droite parallèle
à Ox et passant soit par P1, soit par P2.

Ici aussi, les états moléculaires approchés issus des états atomiques 2px sont
les combinaisons linéaires symétrique et antisymétrique :

|ϕ1
2px

〉 + |ϕ2
2px

〉 (60a)

|ϕ1
2px

〉 − |ϕ2
2px

〉 (60b)

La forme de ces orbitales moléculaires est facile à déduire qualitativement de la
Figure 10 : les surfaces d’égal |ψ| ne sont pas de révolution autour de Oz, mais
simplement symétriques par rapport au plan xOz ; leur section par ce plan est
représentée sur la Figure 11. On voit immédiatement sur cette figure que l’orbitale
associée à l’état (60a) est impaire par rapport au milieu O de P1P2, mais paire
par rapport au plan médiateur de P1P2 ; on la note donc πu(2px). Au contraire,
l’orbitale correspondant à (60b) est paire par rapport au point O et impaire par
rapport au plan médiateur de P1P2 : c’est une orbitale antiliante, notée π∗

g(2px).
Insistons sur le fait que ces orbitales π admettent un plan de symétrie, et non plus
un axe de révolution comme les orbitales σ.

Bien entendu, les orbitales moléculaires issues des états atomiques 2py se
déduisent des précédentes par une rotation de π/2 autour de P1P2.

Des orbitales π analogues aux précédentes interviennent dans les doubles ou
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Figure 11 – Représentation schématique des orbitales moléculaires excitées liante
πu(2px) (fig. a) et antiliante π∗

g(2px) (fig. b). On a tracé pour chacune de ces deux
orbitales la section par le plan xOz d’une surface où |ψ| a une valeur constante
donnée. Cette surface n’est plus de révolution et admet simplement le plan xOz
comme plan de symétrie. La signification des signes et des lignes en tiretés est la
même que sur les Figures 4, 8, 9, 10.

triples liaisons issues d’atomes tels que le carbone (cf. Complément EVII, §§ 3-c et
4-c).

Remarque:

Nous avons vu plus haut (§ 2-d) que la séparation énergétique entre niveaux
liant et antiliant provient du recouvrement entre les fonctions d’onde ato-
miques. Or, pour une même distance R, le recouvrement entre les orbitales
ϕ1

2pz
et ϕ2

2pz
, qui pointent l’une vers l’autre, est plus important que le re-

couvrement de ϕ1
2px

et ϕ2
2px

, dont les axes sont parallèles (Fig. 8 et 10). On
en déduit que l’écart entre σg(2pz) et σ∗

u(2pz) est supérieur à l’écart entre
πu(2px) et π∗

g(2px) [ou πu(2py) et π∗
g(2py)]. L’ordre de succession des niveaux

correspondants est indiqué sur la Figure 12.

5. Origine de la liaison chimique ; théorème du viriel

5-a. Position du problème

Lorsque la distance R entre les protons diminue, leur répulsion électrostatique
e2/R augmente. Le fait que l’énergie totale E−(R) de l’état liant diminue (lorsque R
décroît à partir d’une valeur très grande) et passe ensuite par un minimum, signifie
donc que l’énergie électronique commence par diminuer plus vite que e2/R ne croît
(bien sûr, comme ce terme diverge lorsque R −→ 0, c’est la répulsion entre les pro-
tons qui l’emporte à courte distance). On peut alors se poser la question suivante :
l’abaissement d’énergie électronique qui rend possible la liaison chimique provient-
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Figure 12 – Schéma indiquant les énergies des diverses orbitales moléculaires ex-
citées construites à partir d’orbitales atomiques 2pz, 2px et 2py centrées en P1 et P2

(l’axe Oz est choisi suivant P1P2). Par raison de symétrie, les orbitales moléculaires
issues des orbitales atomiques 2px sont dégénérées avec celles issues des orbitales
atomiques 2py. L’écart entre les orbitales moléculaires liante et antiliante πu(2px,y)
et π∗

g(2px,y) est cependant moins grand que l’écart correspondant aux orbitales mo-
léculaires σg(2pz) et σ∗

u(2pz). Ceci est dû au recouvrement plus important des deux
orbitales atomiques 2pz.

il d’un abaissement de l’énergie potentielle électronique, ou d’un abaissement de
l’énergie cinétique, ou encore des deux à la fois ?

Nous avons déjà calculé en (52) et (53) des expressions approchées des énergies
potentielle (totale) et cinétique ; on pourrait donc songer à étudier les variations
avec R de ces expressions. Une telle méthode serait cependant sujette à caution
puisque, comme nous l’avons déjà signalé, les fonctions propres fournies par un
calcul variationnel sont beaucoup moins précises que les énergies ; nous discuterons
d’ailleurs ce point plus en détail dans le § 5-d-β suivant.

Il est en fait possible de répondre de manière rigoureuse à la question posée
plus haut, grâce au “théorème du viriel”, qui fournit des relations exactes entre
E(R) et les énergies cinétique et potentielle moyennes. Nous allons donc, dans ce
paragraphe 5, démontrer ce théorème et en discuter les conséquences physiques. Les
résultats obtenus sont d’ailleurs tout à fait généraux et s’appliquent, non seulement
à l’ion moléculaire H+

2 , mais à toute molécule. Avant d’en venir au théorème du
viriel lui-même, commençons par établir quelques résultats dont nous aurons besoin
pour la suite.

5-b. Quelques théorèmes utiles

α. Théorème d’Euler

Rappelons qu’une fonction f (x1, x2, ..., xn) de plusieurs variables x1, x2,
... xn est dite homogène de degré s si elle est multipliée par λs lorsqu’on multiplie
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toutes les variables par λ :

f(λx1, λx2, ... λxn) = λsf(x1, x2, ... xn) (61)

Par exemple, le potentiel d’un oscillateur harmonique à trois dimensions :

V (x, y, z) =
1
2

mω2(x2 + y2 + z2) (62)

est homogène de degré 2. De même, l’énergie d’interaction électrostatique entre
deux particules :

eaeb

rab
=

eaeb√
(xa − xb)2 + (ya − yb)2 + (za − zb)2

(63)

est homogène de degré −1.
Le théorème d’Euler indique que toute fonction f homogène de degré s vérifie

l’identité :

n∑
i=1

xi
∂f

∂xi
= sf(x1, ..., xi, ..., xn) (64)

Calculons en effet les dérivées par rapport à λ des deux membres de (61). D’après
le théorème des fonctions de fonctions, celle du premier membre vaut :∑

i

∂f

∂xi
(λx1, ..., λxn) × ∂

∂λ
(λxi) =

∑
i

xi
∂f

∂xi
(λx1, ..., λxn) (65)

D’autre part, celle du second membre est :

sλs−1f(x1, ..., xn) (66)

Il suffit alors d’écrire l’égalité de (65) et (66) en faisant λ = 1 pour obtenir (64).
On peut très facilement vérifier le théorème d’Euler sur les exemples (62) et

(63).

β. Théorème de Hellmann-Feynman

Soit H(λ) un opérateur hermitique dépendant d’un paramètre réel λ, |ψ(λ)〉
un vecteur propre normé de H(λ) de valeur propre E(λ) :

H(λ)|ψ(λ)〉 = E(λ)|ψ(λ)〉 (67)

〈ψ(λ)|ψ(λ)〉 = 1 (68)

Le théorème de Hellmann-Feynman indique que :

d
dλ

E(λ) = 〈ψ(λ)| d
dλ

H(λ)|ψ(λ)〉 (69)

En effet, d’après (67) et (68), on a :

E(λ) = 〈ψ(λ)|H(λ)|ψ(λ)〉 (70)
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Dérivons cette égalité par rapport à λ ; il vient :

d
dλ

E(λ) = 〈ψ(λ)| d
dλ

H(λ)|ψ(λ)〉

+
[

d
dλ

〈ψ(λ)|
]

H(λ)|ψ(λ)〉 + 〈ψ(λ)|H(λ)
[

d
dλ

|ψ(λ)〉
]

(71)

c’est-à-dire, compte tenu de (67) et de l’égalité adjointe [H(λ) est hermitique, donc
E(λ) réelle] :

d
dλ

E(λ) = 〈ψ(λ)| d
dλ

H(λ)|ψ(λ)〉

+ E(λ)
{[

d
dλ

〈ψ(λ)|
]

|ψ(λ)〉 + 〈ψ(λ)|
[

d
dλ

|ψ(λ)〉
]}

(72)

Dans le second membre, l’expression entre accolades est la dérivée de 〈ψ(λ)|ψ(λ)〉,
qui est nulle puisque |ψ(λ)〉 est normé ; nous trouvons donc bien (69).

γ. Valeur moyenne du commutateur [H, A] dans un état propre de H

Soit |ψ〉 un vecteur propre normé de l’opérateur hermitique H, de valeur
propre E; quel que soit l’opérateur A :

〈ψ|[H, A]|ψ〉 = 0 (73)

En effet, comme H |ψ〉 = E|ψ〉 et 〈ψ|H = E〈ψ| :

〈ψ|(HA − AH)|ψ〉 = E〈ψ|A|ψ〉 − E〈ψ|A|ψ〉 = 0 (74)

5-c. Théorème du viriel appliqué aux molécules

α. Energie potentielle du système

Considérons une molécule quelconque constituée de N noyaux et de Q élec-
trons. Nous désignerons par rn

k (k = 1, 2, ... N) les positions classiques des noyaux,
par re

i et pe
i (i = 1, 2, ... Q) les positions et impulsions classiques des électrons ; les

composantes de ces vecteurs seront notées xn
k , yn

k , zn
k , etc.

Nous nous plaçons ici dans le cadre de l’approximation de Born-Oppenheimer,
en considérant les rn

k comme des paramètres classiques donnés ; seuls les re
i et pe

i

deviennent dans le calcul quantique des opérateurs Re
i et Pe

i . Il s’agit donc de
résoudre l’équation aux valeurs propres :

H(rn
1 , ..., rn

N )|ψ(rn
1 , ..., rn

N )〉 = E(rn
1 , ..., rn

N )|ψ(rn
1 , ..., rn

N )〉 (75)

d’un hamiltonien H dépendant des paramètres rn
1 , ..., rn

N et agissant dans l’espace
des états des électrons. L’expression de H s’écrit :

H = Te + V (rn
1 , ..., rn

N ) (76)

où Te est l’opérateur énergie cinétique des électrons :

Te =
Q∑

i=1

1
2m

(Pe
i )2 (77)

1222



• EXEMPLE SIMPLE DE LIAISON CHIMIQUE : L’ION H+
2

et V (rn
1 , ..., rn

N ) l’opérateur que l’on obtient en remplaçant les re
i par les opérateurs

Re
i dans l’expression de l’énergie potentielle classique. Cette dernière est la somme

de l’énergie de répulsion Vee entre électrons, de l’énergie d’attraction électrons-
noyaux Ven, et de l’énergie de répulsion entre noyaux Vnn, de sorte que :

V (rn
1 , ..., rn

N ) = Vee + Ven(rn
1 , ..., rn

N ) + Vnn(rn
1 , ..., rn

N ) (78)

En fait, comme Vnn ne dépend que des rn
k , et ne fait pas intervenir les Re

i , Vnn

est un nombre et non un opérateur agissant dans l’espace des états des électrons ;
le seul effet de Vnn est donc de déplacer en bloc toutes les énergies, l’équation (75)
étant équivalente à :

He(rn
1 , ..., rn

N )|ψ(rn
1 , ..., rn

N )〉 = Ee(rn
1 , ..., rn

N )|ψ(rn
1 , ..., rn

N )〉 (79)

où :

He(rn
1 , ..., rn

N ) = Te + Vee + Ven(rn
1 , ..., rn

N ) = H − Vnn(rn
1 , ..., rn

N ) (80)

et où l’énergie électronique Ee est reliée à l’énergie totale E par :

Ee(rn
1 , ..., rn

N ) = E(rn
1 , ..., rn

N ) − Vnn(rn
1 , ..., rn

N ) (81)

Nous pouvons appliquer le théorème d’Euler à l’énergie potentielle classique,
car c’est une fonction homogène de degré −1 de l’ensemble des coordonnées élec-
troniques et nucléaires. Comme les opérateurs Re

i commutent tous entre eux, nous
en déduisons l’égalité entre opérateurs quantiques :

N∑
k=1

rn
k · ∇n

kV +
Q∑

i=1

Re
i · ∇e

i V = −V (82)

où ∇
n
k et ∇

e
i désignent les opérateurs obtenus par substitution des Re

i aux re
i dans

les gradients par rapport à rn
k et re

i de l’expression classique de l’énergie potentielle.
L’égalité (82) servira de base à notre démonstration du théorème du viriel.

β. Démonstration du théorème du viriel

Appliquons l’égalité (73) au cas particulier où :

A =
Q∑

i=1

Re
i · Pe

i (83)

Pour cela, calculons le commutateur de H et de A :[
H,

Q∑
i=1

Re
i · Pe

i

]
=

Q∑
i=1

∑
x,y,z

{[H, Xe
i ]P e

xi + Xe
i [H, P e

xi]}

= i�

Q∑
i=1

{
− (Pe

i )2

m
+ Re

i · ∇e
i V

}
(84)
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(on a utilisé les relations de commutation d’une fonction de l’impulsion avec la
position, ou inversement ; cf. Complément BII, § 4-c). Le premier terme de l’accolade
est proportionnel à l’énergie cinétique Te ; d’après (82) le second terme vaut :

−V −
N∑

k=1

rn
k · ∇n

kV (85)

Par suite, l’égalité (73) nous donne :

2〈Te〉 + 〈V 〉 +
N∑

k=1

rn
k · 〈∇n

kV 〉 = 0 (86)

c’est-à-dire encore, comme l’hamiltonien H ne dépend des paramètres rn
k que par

l’intermédiaire de V :

2〈Te〉 + 〈V 〉 = −
N∑

k=1

rn
k · 〈∇n

kH〉 (87)

Les composantes rn
k jouent ici un rôle analogue à celui du paramètre λ dans (69) ;

l’application du théorème de Hellmann-Feynman au second membre de l’équation
(87) donne alors :

2〈Te〉 + 〈V 〉 = −
N∑

k=1

rn
k · ∇n

kE(rn
1 , ..., rn

k , ..., rn
N ) (88)

D’autre part, on a évidemment :

〈Te〉 + 〈V 〉 = E(rn
1 , ..., rn

N ) (89)

On déduit alors aisément de (88) et (89) les égalités :

〈Te〉 = −E −
N∑

k=1
rn

k · ∇n
kE

〈V 〉 = 2E +
N∑

k=1
rn

k · ∇n
kE

(90)

Nous obtenons ainsi un résultat très simple, qui constitue le théorème du viriel
appliqué aux molécules ; il permet de calculer les énergies cinétique et potentielle
moyennes si l’on connaît les variations de l’énergie totale en fonction des positions
des noyaux.

Remarque:

L’énergie électronique totale Ee et l’énergie potentielle électronique 〈Ve〉 sont
également liées par :

〈Ve〉 = 2Ee +
N∑

k=1
rn

k · ∇n
kEe (91)
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On peut établir cette relation en reportant (81) et l’expression explicite de Vnn

en fonction des rn
k dans la deuxième égalité (90). Il est cependant plus simple

de remarquer que l’énergie potentielle électronique Ve = Vee + Ven est, comme
l’énergie potentielle totale V, une fonction homogène de degré −1 des coordonnées
de l’ensemble des particules ; par suite, les raisonnements précédents s’appliquent
aussi bien à He qu’à H et on peut simultanément remplacer, dans les deux égalités
(90), E par Ee et V par Ve.

γ. Cas particulier : molécule diatomique

Lorsque le nombre N de noyaux est égal à deux, les énergies ne dépendent
que de la distance internucléaire R; ceci simplifie encore l’expression du théorème
du viriel, qui devient :

〈Te〉 = −E − R
dE

dR

〈V 〉 = 2E + R
dE

dR

(92)

En effet, comme E ne dépend des coordonnées des noyaux que par l’intermédiaire
de R, on a :

∂E

∂xn
k

=
dE
dR

∂R

∂xn
k

(93)

et par suite :∑
k=1,2

∑
x,y,z

xn
k
∂E

∂xn
k

=
dE
dR

∑
k=1,2

∑
x,y,z

xn
k
∂R

∂xn
k

(94)

Or la distance R entre les noyaux est une fonction homogène de degré 1 des coordonnées
des noyaux ; l’application du théorème d’Euler à cette fonction permet de remplacer la
double somme. qui figure au second membre de (94) par R et il vient finalement :∑

k=1,2

rn
k · ∇n

kE = R
dE
dR

(95)

Ce résultat, une fois reporté dans (90), donne les égalités (92).
Dans (92) comme dans (90), on peut remplacer E par Ee et V par Ve.

5-d. Discussion physique

α. La liaison chimique est due à un abaissement de l’énergie potentielle
électronique

Soit E∞ la valeur de l’énergie totale E du système lorsque les divers noyaux
sont infiniment éloignés les uns des autres. S’il est possible de former une molécule
stable en rapprochant les noyaux, c’est qu’il existe une certaine disposition relative
de ces noyaux pour laquelle l’énergie totale E passe par un minimum E0 < E∞ ;
pour les valeurs correspondantes des rn

k , on a donc :

∇
n
kE = 0 (96)
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Les relations (90) indiquent alors que, pour cette position d’équilibre, les énergies
cinétique et potentielle valent :

〈Te〉0 = −E0

〈V 〉0 = 2E0 (97)

D’autre part, lorsque les noyaux sont infiniment éloignés, le système est constitué
par un certain nombre d’atomes ou d’ions sans interactions mutuelles (l’énergie ne
dépend plus des rn

k ) ; pour chacun de ces sous-systèmes, le théorème du viriel indique
que 〈Te〉 = −E, 〈V 〉 = 2E et, pour l’ensemble du système, on a donc également :

〈Te〉∞ = −E∞
〈V 〉∞ = 2E∞ (98)

La différence des égalités (98) et (97) donne alors :

〈Te〉0 − 〈Te〉∞ = −(E0 − E∞) > 0

〈V 〉0 − 〈V 〉∞ = 2(E0 − E∞) < 0 (99)

La formation d’une molécule stable s’accompagne donc toujours d’une augmenta-
tion de l’énergie cinétique des électrons et d’une diminution de l’énergie poten-
tielle totale ; l’énergie potentielle électronique doit d’ailleurs diminuer encore da-
vantage puisque la valeur moyenne 〈Vnn〉 (répulsion entre noyaux), nulle à l’infini,
est toujours positive. C’est donc un abaissement de l’énergie potentielle des élec-
trons 〈Vee + Ven〉 qui est responsable de la liaison chimique, cet abaissement devant
l’emporter à l’équilibre sur l’augmentation de 〈Te〉 et de 〈Vnn〉.

β. Cas particulier de l’ion H+
2

(i) Application du théorème du viriel à l’énergie variationnelle approchée.
Revenons sur l’étude des variations de 〈Te〉 et de 〈V 〉 pour l’ion H+

2 et commençons
par examiner les prévisions du modèle variationnel du § 2 à partir duquel nous avons
obtenu les expressions approchées (52) et (53). De la seconde de ces égalités, on déduit
que :

ΔTe = 〈Te〉 − 〈Te〉∞ =
1

1 + S
(A− 2S EI) (100)

Comme S est constamment supérieur à A/2EI (cf. Fig. 3), ce calcul tendrait à
indiquer que ΔTe est toujours négatif. Ceci apparaît d’ailleurs sur la Figure 13, où l’on a
représenté en traits tiretés les variations des expressions approchées (52) et (53) ; on voit
notamment sur cette figure que, d’après le calcul variationnel, ΔTe est négatif à l’équilibre
(ρ 
 2,5) et ΔV positif ; ces résultats sont tous deux inexacts d’après (99). Nous voyons ici
les limites d’un calcul variationnel, qui fournit une valeur acceptable pour l’énergie totale
〈Te +V 〉, mais pas pour 〈Te〉 et 〈V 〉 séparément ; ces dernières valeurs moyennes dépendent
trop de la fonction d’onde.

Le théorème du viriel permet, sans avoir besoin de recourir au calcul rigoureux
évoqué au § 1-c, d’obtenir une bien meilleure approximation pour 〈Te〉 et 〈V 〉. Il suffit
en effet d’appliquer les égalités exactes (92) à l’énergie E calculée par la méthode des
variations ; on s’attend à trouver ainsi un résultat acceptable puisque l’approximation
variationnelle n’est utilisée que pour fournir l’énergie totale E. Les valeurs ainsi obtenues
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Figure 13 – Energie cinétique électronique 〈Te〉 et énergie potentielle 〈V 〉 de l’ion
H+

2 en fonction de ρ = R/a0 (à titre de comparaison, on a également représenté
l’énergie totale E = 〈Te〉 + 〈V 〉).
. traits pleins : valeurs exactes (la liaison chimique tient au fait que 〈V 〉 décroît un
peu plus vite que 〈Te〉 ne croît).
. tirets longs : valeurs moyennes calculées à partir de la fonction d’onde liante
donnée par la méthode variationnelle simple du § 2.
. tirets courts : valeurs obtenues par application du théorème du viriel à l’énergie
fournie par le même calcul variationnel.

pour 〈Te〉 et 〈V 〉 sont représentées par des courbes en tirets courts sur la Figure 13 ; à
titre de comparaison, on a également porté en traits pleins les vraies valeurs de 〈Te〉 et 〈V 〉
(obtenues par application du théorème du viriel à la courbe en traits pleins de la Figure 2).
Tout d’abord, on constate que pour ρ = 2,5 les courbes en tirets courts indiquent, comme
on doit s’y attendre, que ΔTe est positif et ΔV négatif. De plus, l’allure générale de ces
courbes reproduit assez fidèlement celle des courbes en traits pleins : tant que ρ � 1,5, le
théorème du viriel appliqué à l’énergie variationnelle donne en fait des valeurs très proches
de la réalité, ce qui est une amélioration considérable par rapport au calcul direct des
valeurs moyennes dans les états approchés.

(ii) Comportement de 〈T 〉 et 〈V 〉
Les courbes en traits pleins de la Figure 13 (courbes exactes) montrent que 〈Te〉 −→

4EI , et 〈V 〉 −→ +∞ lorsque R −→ 0. Effectivement, lorsque R = 0 on a l’équivalent d’un
ion He+ pour lequel l’énergie cinétique électronique est 4EI ; la divergence de 〈V 〉 est due
au terme 〈Vnn〉 = e2/R qui devient infini lorsque R −→ 0 (l’énergie potentielle électronique
〈Ve〉 = 〈V 〉 − e2/R reste finie et tend vers −8EI , qui est bien sa valeur dans l’ion He+).

Le comportement pour R grand mérite une discussion plus détaillée. Nous avons
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vu plus haut (§ 3-b) que l’énergie E− de l’état fondamental se comporte, lorsque R � a0,
comme :

E− 
 −EI − a

R4
(101)

où a est une constante proportionnelle à la polarisabilité de l’atome d’hydrogène. En
portant ce résultat dans les formules (92), on obtient :

〈Te〉 
 EI − 3a
R4

〈V 〉 
 −2EI +
2a
R4

(102)

Lorsque R décroît à partir d’une valeur très grande, 〈Te〉 commence donc par décroître en
1/R4 à partir de sa valeur asymptotique EI , 〈V 〉 à croître à partir de −2EI . Ces variations
changent ensuite de sens (il ne peut en être autrement puisque 〈Te〉0 est plus grand que
〈Te〉∞, 〈V 〉0 plus petit que 〈V 〉∞) : lorsque R continue à diminuer (cf. Fig. 13), 〈Te〉 passe
par un minimum, puis croît ensuite jusqu’à sa valeur 4EI pour R = 0 ; quant à l’énergie
potentielle 〈V 〉, elle passe par un maximum, décroît ensuite, passe par un minimum, puis
tend vers l’infini lorsque R −→ 0. Comment interpréter ces variations ?

Figure 14 – Variation de l’énergie potentielle Ve de l’électron soumis à l’attraction
simultanée des deux protons P1 et P2 lorsqu’il se déplace sur la droite de P1P2.
Dans l’état liant, la fonction d’onde est concentrée dans la région située entre P1 et
P2, et l’électron bénéficie à la fois de l’attraction des deux protons.

Comme nous l’avons noté à plusieurs reprises, les éléments non diagonaux H12

et H21 du déterminant (21) tendent exponentiellement vers zéro lorsque R −→ ∞ ; nous
pouvons donc raisonner uniquement sur H11 ou H22 pour discuter les variations de l’énergie
de l’ion H+

2 aux grandes distances internucléaires. Nous sommes alors ramenés à l’étude de
la perturbation d’un atome d’hydrogène centré en P2 par le champ électrique du proton
P1. Ce champ tend à déformer l’orbitale électronique en l’allongeant dans la direction de
P1 (cf. Fig. 6). Par suite, la fonction d’onde s’étend dans un volume plus grand, ce qui,
d’après les relations d’incertitude de Heisenberg, permet de diminuer l’énergie cinétique ;
ainsi peut s’expliquer le comportement de 〈Te〉 pour R grand.
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Raisonnons de même sur H22 pour expliquer le comportement asymptotique de 〈V 〉.
La discussion du § 3-b a montré que, pour R � a0, la polarisation de l’atome d’hydrogène

situé en P2 entraîne que son énergie d’interaction
〈

− e2

r1
+ e2

R

〉
avec P1 est légèrement

négative (en −1/R4) ; si 〈V 〉 est positif, c’est que l’énergie potentielle
〈

− e2

r2

〉
de l’atome

en P2 augmente plus vite, lorsqu’on approche P1 de P2, que
〈

− e2

r1
+ e2

R

〉
ne décroît. Cette

augmentation de
〈

− e2

r2

〉
tient au fait que l’attraction de P1 éloigne légèrement l’électron de

P2 et l’entraîne dans des régions de l’espace où le potentiel créé par P2 est moins négatif.
Pour R � R0 (position d’équilibre de l’ion H+

2 ), la fonction d’onde de l’état
liant est localisée surtout dans la région entre les deux protons ; la décroissance de
〈V 〉 (malgré l’augmentation de e2/R) provient de ce que l’électron se trouve dans
une région de l’espace où il bénéficie simultanément de l’attraction des deux protons,
ce qui abaisse son énergie potentielle (cf. Fig. 14). Cette attraction conjuguée des
deux protons se traduit également par une diminution de l’extension spatiale de la
fonction d’onde électronique, qui se trouve concentrée dans la région intermédiaire :
c’est pourquoi, pour R voisin de R0, 〈Te〉 augmente lorsque R diminue.

Références et conseils de lecture (ion H+
2 , molécule H2, nature de la liaison chimique,

etc.) :

Pauling (12.2) ; Pauling et Wilson (1.9), Chap. XII et XIII ; Levine (12.3),
Chap. 13 et 14 ; Karplus et Porter (12.1), Chap. 5, § 6 ; Slater (1.6), Chap. 8
et 9 ; Eyring et al. (12.5), Chap. XI et XII ; Coulson (12.6), Chap. IV ; Wahl
(12.13).
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Complément HXI

Exercices

1. Une particule de masse m est plongée dans un puits infini à une dimension de
largeur a :

V (x) = 0 pour 0 ≤ x ≤ a

V (x) = +∞ partout ailleurs

Elle est soumise à une perturbation W constituée par le potentiel :

W (x) = aw0 δ
(

x − a

2

)
où w0 est une constante réelle, ayant les dimensions d’une énergie.

a. Calculer, au premier ordre en w0, les modifications apportées par W (x)
aux niveaux d’énergie de la particule.

b. Le problème est en réalité soluble exactement. On posera k =
√

2mE/�2

et on montrera que les valeurs possibles de l’énergie sont données par l’une
des deux équations sin (ka/2) = 0 ou tg (ka/2) = −�

2k/maw0 (comme
dans l’exercice 2 du Complément KI, on prendra garde à la discontinuité
de la dérivée de la fonction d’onde en x = a/2).

Discuter les résultats obtenus en fonction du signe et de la grandeur de w0. A la
limite où w0 −→ 0, retrouver les résultats de la question précédente.

2. On considère une particule de masse m plongée dans un puits de potentiel infini
à deux dimensions, de largeur a (cf. Complément GII) :

V (x, y) = 0 si 0 ≤ x ≤ a et 0 ≤ y ≤ a

V (x, y) = +∞ partout ailleurs

Cette particule est soumise de plus à une perturbation W décrite par le potentiel :

W (x, y) = w0 pour 0 ≤ x ≤ a

2
et 0 ≤ y ≤ a

2
W (x, y) = 0 partout ailleurs.

a. Calculer, au premier ordre en w0, l’énergie perturbée du niveau fonda-
mental.

b. Même question pour le premier niveau excité. Donner les fonctions d’onde
correspondantes à l’ordre zéro en w0.

3. Une particule de masse m, assujettie à se déplacer dans le plan xOy, a pour
hamiltonien :

H0 =
P 2

x

2m
+

P 2
y

2m
+

1
2

mω2(X2 + Y 2)
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(oscillateur harmonique à deux dimensions, de pulsation ω). On veut étudier l’effet
sur cette particule d’une perturbation W donnée par :

W = λ1W1 + λ2W2

où λ1 et λ2 sont des constantes, et W1 et W2 ont pour expression :

W1 = mω2XY

W2 = �ω

(
L2

z

�2 − 2
)

(Lz est la composante sur Oz du moment cinétique orbital de la particule).
Dans les calculs de perturbation, on se limitera toujours au premier ordre

pour les énergies et à l’ordre zéro pour les vecteurs d’état.

a. Indiquer sans calculs les valeurs propres de H0, leur degré de dégénéres-
cence, et les vecteurs propres associés.
Dans la suite, on s’intéressera uniquement au deuxième niveau excité de
H0, d’énergie 3�ω et trois fois dégénéré.

b. Calculer les matrices représentant les restrictions de W1 et W2 au sous-
espace propre de la valeur propre 3�ω de H0.

c. On suppose λ2 = 0 et λ1 � 1.
Calculer par la théorie des perturbations l’effet du terme λ1W1 sur le
deuxième niveau excité de H0.

d. Comparer les résultats obtenus en c au développement limité de la solu-
tion exacte, que l’on cherchera en s’inspirant des méthodes développées
dans le Complément HV (modes propres de vibration de deux oscillateurs
harmoniques couplés).

e. On suppose λ2 � λ1 � 1. En considérant les résultats de la question
c comme une nouvelle situation non perturbée, calculer l’effet du terme
λ2W2.

f . On suppose maintenant que λ1 = 0 et λ2 � 1.
Calculer par la théorie des perturbations l’effet du terme λ2W2 sur le
deuxième niveau excité de H0.

g. Comparer les résultats obtenus en f à la solution exacte telle qu’elle peut
être déduite des considérations du Complément DVI.

h. On suppose enfin que λ1 � λ2 � 1. En considérant les résultats de la
question f comme une nouvelle situation non perturbée, calculer l’effet
du terme λ1W1.

4. On considère une particule P de masse μ assujettie à se déplacer dans le plan
xOy sur un cercle de centre O et de rayon fixe ρ (rotateur à deux dimensions).
L’unique variable du système est donc l’angle α = (Ox, OP ) et l’état quantique
de la particule est défini par la fonction d’onde ψ(α) (qui représente l’amplitude
de probabilité de trouver la particule au point du cercle repéré par l’angle α). En
chaque point du cercle, ψ(α) ne prend qu’une valeur, de sorte que :

ψ(α + 2π) = ψ(α)
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ψ(α) est normée si :∫ 2π

0
|ψ(α)|2 dα = 1

a. On considère l’opérateur M =
�

i

d
dα

. M est-il hermitique ? Calculer les

valeurs propres et les fonctions propres normées de M . Quelle est la signi-
fication physique de M ?

b. L’énergie cinétique de la particule s’écrit :

H0 =
M2

2μρ2

Calculer les valeurs propres et les fonctions propres de H0. Les énergies
trouvées sont-elles dégénérées ?

c. A l’instant t = 0, la particule a pour fonction d’onde N cos2 α (où N est
un coefficient de normalisation). Discuter la localisation de la particule
sur le cercle à un instant ultérieur t.

d. On suppose que la particule a une charge q et qu’elle interagit avec un
champ électrique uniforme E parallèle à Ox. Il faut donc ajouter à l’ha-
miltonien H0 la perturbation :

W = −qE ρ cos α

Calculer la nouvelle fonction d’onde du niveau fondamental au premier
ordre inclus en E . Déterminer le coefficient de proportionnalité χ (sus-
ceptibilité linéaire) entre le dipôle électrique parallèle à Ox acquis par la
particule et le champ E .

e. On considère la molécule d’éthane CH3 – CH3 et on s’intéresse à la rotation
d’un groupement CH3 par rapport à l’autre, autour de la droite qui joint
les deux atomes de carbone.
En première approximation, cette rotation peut se faire librement, et l’ha-
miltonien H0 introduit en b décrit l’énergie cinétique de rotation de l’un
des groupements CH3 par rapport à l’autre (il faut toutefois remplacer
2μρ2 par λI, où I est le moment d’inertie du groupement CH3 par rap-
port à l’axe de rotation et λ une constante). Pour tenir compte de l’énergie
d’interaction électrostatique entre les deux groupements CH3, on ajoute
à H0 un terme de la forme :

W = b cos 3α

où b est une constante réelle.
Justifier physiquement la dépendance en α de W . Calculer l’énergie et la
fonction d’onde du nouvel état fondamental (au premier ordre inclus en
b pour la fonction d’onde, au second ordre pour l’énergie). Interprétation
physique du résultat.
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5. On considère un système de moment cinétique J. On se limite dans tout l’exercice
à un sous-espace à trois dimensions, sous-tendu par trois kets | + 1〉, |0〉, | − 1〉,
états propres communs à J2 (valeur propre 2�2) et Jz (valeurs propres +�, 0, −�).
L’hamiltonien H0 du système est :

H0 = aJz +
b

�
J2

z

où a et b sont deux constantes positives, ayant les dimensions d’une pulsation.

a. Quels sont les niveaux d’énergie du système ? Pour quelle valeur du rap-
port b/a y a-t-il dégénérescence ?

b. On applique un champ statique B0 dans une direction u d’angles polaires
θ et ϕ. L’interaction avec B0 du moment magnétique du système :

M = γJ

(γ : rapport gyromagnétique, supposé négatif) est décrite par l’hamilto-
nien :

W = ω0Ju

où ω0 = −γ|B0| est la pulsation de Larmor dans le champ B0, et Ju la
composante de J sur la direction u :

Ju = Jz cos θ + Jx sin θ cos ϕ + Jy sin θ sin ϕ

Ecrire la matrice représentant W dans la base des trois états propres de
H0.

c. On suppose que b = a et que la direction u est parallèle à Ox. D’autre
part, on a ω0 � a.
Calculer les énergies et les états propres du système à l’ordre 1 en ω0 pour
les énergies et à l’ordre 0 pour les états propres.

d. On suppose que b = 2a et qu’on a toujours ω0 � a, la direction de u étant
maintenant quelconque.
Quel est, dans la base {| + 1〉, |0〉, | − 1〉}, le développement de l’état
fondamental |ψ0〉 de H0 + W , au premier ordre inclus en ω0 ?
Calculer la valeur moyenne 〈M〉 du moment magnétique M du système
dans l’état |ψ0〉 ; 〈M〉 et B0 sont-ils parallèles ?
Montrer que l’on peut écrire :

〈Mi〉 =
∑

j

χijBj

avec i, j = x, y, z. Calculer les coefficients χij (composantes du tenseur de
susceptibilité).

6. On considère un système formé d’un spin électronique S et de deux spins nu-
cléaires I1 et I2 (S est par exemple le spin de l’électron célibataire d’une molécule
diatomique paramagnétique, I1 et I2 les spins des deux noyaux de cette molécule).
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On suppose que S, I1, I2 sont tous trois des spins 1/2 ; l’espace des états du
système des trois spins est rapporté à la base orthonormée des huit kets |εS , ε1, ε2〉,
vecteurs propres communs à Sz, I1z , I2z , de valeurs propres respectives εS�/2, ε1�/2,
ε2�/2 (avec εS = ±, ε1 = ±, ε2 = ±). Par exemple, le ket |+, −, +〉 correspond
aux valeurs propres +�/2 pour Sz, −�/2 pour I1z , +�/2 pour I2z .

a. On commence par négliger tout couplage entre les trois spins. On suppose
par contre qu’ils sont plongés dans un champ magnétique uniforme B
parallèle à Oz. Les facteurs gyromagnétiques de I1 et I2 étant égaux,
l’hamiltonien H0 du système s’écrit :

H0 = ΩSz + ωI1z + ωI2z

où Ω et ω sont des constantes réelles, positives, proportionnelles à |B|. On
suppose Ω > 2ω.
Quelles sont les énergies possibles du système des trois spins et leur degré
de dégénérescence ? Tracer le diagramme d’énergie.

b. On tient compte maintenant d’un couplage entre les spins, qui est décrit
par l’hamiltonien :

W = aS · I1 + aS · I2

où a est une constante réelle positive (le couplage direct entre I1 et I2 est
négligeable).
A quelles conditions doivent satisfaire εS , ε1, ε2, ε′

S, ε′
1, ε′

2 pour que aS ·I1

ait un élément de matrice non nul entre |εS , ε1, ε2〉 et |ε′
S , ε′

1, ε′
2〉 ? Même

question pour aS · I2.

c. On suppose que :

a�2 � �Ω, �ω

de sorte que W peut être traité comme une perturbation vis-à-vis de H0.
Quelles sont, à l’ordre 1 en W , les valeurs propres de l’hamiltonien total
H = H0 +W ? Quels sont les états propres de H , à l’ordre 0 en W ? Tracer
le diagramme d’énergie.

d. Dans le cadre de l’approximation de la question précédente, déterminer
les fréquences de Bohr susceptibles d’apparaître dans l’évolution de 〈Sx〉
lorsqu’on tient compte du couplage W entre les spins.
Dans une expérience de R.P.E. (Résonance Paramagnétique Electronique),
les fréquences des raies de résonance observées sont égales aux fréquences
de Bohr précédentes. Quelle est l’allure du spectre R.P.E. observé sur
le système des trois spins ? Comment peut-on déterminer, à partir de ce
spectre, la constante de couplage a?

e. On suppose maintenant que le champ magnétique B est nul, de sorte que
Ω = ω = 0. L’hamiltonien se réduit alors à W.

α. Soit I = I1 + I2 le spin nucléaire total. Quelles sont les valeurs propres
de I2 et leur degré de dégénérescence ? Montrer que W n’a pas d’élé-
ments de matrice entre des états propres de I2 de valeurs propres
différentes.
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β. Soit J = S+I le spin total. Quelles sont les valeurs propres de J2 et leur
degré de dégénérescence ? Déterminer les valeurs propres de l’énergie
du système des trois spins et leur degré de dégénérescence. L’ensemble
{J2, Jz} forme-t-il un E.C.O.C. ? Même question pour {I2, J2, Jz}

7. On considère un noyau de spin I = 3/2, dont l’espace des états est sous-tendu par
les quatre vecteurs |m〉 (m = +3/2, +1/2, −1/2, −3/2), vecteurs propres communs
à I2 (valeur propre 15�2/4) et Iz (valeur propre m�).

Ce noyau est placé à l’origine des coordonnées dans un champ électrique non
uniforme dérivant d’un potentiel U(x, y, z). Les directions des axes sont choisies de
telle sorte que, à l’origine :

∂2U

∂x∂y
=

∂2U

∂y∂z
=

∂2U

∂z∂x
= 0

On rappelle que U satisfait à l’équation de Laplace :

ΔU = 0

On admettra que l’hamiltonien d’interaction entre le gradient de champ élec-
trique à l’origine et le moment quadrupolaire électrique porté par le noyau s’écrit :

H0 =
qQ

2I(2I − 1)
1
�2

[
axI2

x + ayI2
y + azI2

z

]
où q est la charge de l’électron, Q une constante ayant les dimensions d’une surface
et proportionnelle au moment quadrupolaire du noyau, et :

ax =
(

∂2U

∂x2

)
0

; ay =
(

∂2U

∂y2

)
0

; az =
(

∂2U

∂z2

)
0

(l’indice 0 indique que les dérivées sont prises à l’origine).

a. Montrer que, si U a la symétrie de révolution autour de Oz, H0 prend la
forme :

H0 = A[3I2
z − I(I + 1)]

A étant une constante que l’on précisera. Quels sont les valeurs propres
de H0, leur degré de dégénérescence, les états propres correspondants ?

b. Montrer que, dans le cas général, H0 s’écrit :

H0 = A[3I2
z − I(I + 1)] + B(I2

+ + I2
−)

A et B étant des constantes que l’on exprimera en fonction de ax et ay.
Quelle est la matrice représentant H0 dans la base {|m〉} ? Montrer qu’elle
se décompose en deux sous-matrices 2 × 2. Déterminer les valeurs propres
de H0 et leur degré de dégénérescence, ainsi que les états propres corres-
pondants.
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c. En plus de son moment quadrupolaire, le noyau a un moment magnétique
M = γI (γ : rapport gyromagnétique) ; on superpose au champ électro-
statique un champ magnétique B0 de direction u quelconque. On pose
ω0 = −γ|B0|.
Quel terme W faut-il ajouter à H0 pour tenir compte du couplage entre
M et B0 ? Calculer au premier ordre en B0 les énergies du système.

d. On suppose B0 parallèle à Oz et assez faible pour que les états propres
trouvés en b et les énergies au premier ordre en ω0 trouvées en c soient de
bonnes approximations.
Quelles sont les fréquences de Bohr susceptibles d’apparaître dans l’évo-
lution de 〈Ix〉 ? En déduire l’allure du spectre de résonance magnétique
nucléaire observable avec un champ de radiofréquence oscillant le long
de Ox.

8. Une particule de masse m est plongée dans un puits de potentiel infini à une
dimension de largeur a :{

V (x) = 0 pour 0 ≤ x ≤ a

V (x) = +∞ partout ailleurs

On suppose que cette particule, de charge −q, est soumise à l’action d’un champ
électrique uniforme E , la perturbation correspondante W s’écrivant :

W = qE
(

X − a

2

)
a. Soient ε1 et ε2 les corrections d’ordre 1 et 2 en E à l’énergie du niveau

fondamental.
Montrer que ε1 est nul. Donner l’expression de ε2 sous forme d’une sé-
rie dont on calculera les différents termes en fonction de q, E , m, a, � (on
pourra utiliser les intégrales données à la fin de l’exercice).

b. En majorant les termes de la série qui donne ε2, donner une limite su-
périeure de ε2 (cf. § B-2-c du Chapitre XI). Donner de même une limite
inférieure de ε2 obtenue en ne conservant que le terme prépondérant de
la série.
Avec quelle précision les deux limites précédentes permettent-elles d’en-
cadrer la valeur exacte du déplacement ΔE du niveau fondamental à
l’ordre 2 inclus en E ?

c. On se propose de calculer à présent le déplacement ΔE par la méthode
des variations. On choisit comme fonction d’essai :

ψλ(x) =

√
a

2
sin
(πx

a

) [
1 + λqE

(
x − a

2

)]
où λ est le paramètre de variation. Expliquer ce choix de fonction d’essai.
Calculer l’énergie moyenne 〈H〉(λ) de l’état fondamental au second ordre
inclus en E [on suppose en effet que E est assez petit pour qu’il soit suffi-
sant de prendre le développement limité de 〈H〉(λ) au second ordre inclus
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COMPLÉMENT HXI •

en E ]. Déterminer la valeur optimale de λ. En déduire le résultat ΔEvar

que donne la méthode des variations pour le déplacement du niveau fon-
damental au second ordre en E .
En comparant ΔEvar aux résultats de b, évaluer la précision de la méthode
des variations appliquée à cet exemple.
On donne les intégrales :

2
a

∫ a

0

(
x − a

2

)
sin
(πx

a

)
sin
(

2nπx

a

)
dx = −16na

π2

1
(1 − 4n2)2

n = 1, 2, 3, ...

2
a

∫ a

0

(
x − a

2

)2
sin2

(πx

a

)
dx =

a2

2

(
1
6

− 1
π2

)
2
a

∫ a

0

(
x − a

2

)
sin
(πx

a

)
cos
(πx

a

)
dx = − a

2π

On prendra pour tous les calculs numériques π2 = 9,87.

9. On veut calculer l’énergie de l’état fondamental de l’atome d’hydrogène par la
méthode des variations, en prenant pour fonctions d’essai des fonctions ϕα(r) à
symétrie sphérique, dont la dépendance en r est donnée par :{

ϕα(r) = C
(

1 − r

α

)
pour r ≤ α

ϕα(r) = 0 pour r > α

C est une constante de normalisation et α le paramètre variationnel.
a. Calculer la valeur moyenne des énergies cinétique et potentielle de l’élec-

tron dans l’état |ϕα〉. On exprimera la valeur moyenne de l’énergie ciné-
tique en fonction de ∇ϕ, de manière à éviter les “fonctions delta” qui
apparaissent dans Δϕ (∇ϕ est en effet discontinu).

b. En déduire la valeur optimale α0 de α. Comparer α0 au rayon de Bohr
a0.

c. Comparer la valeur approchée obtenue pour l’énergie de l’état fondamental
à la valeur exacte −E1.

10. On se propose d’appliquer la méthode des variations pour déterminer les énergies
d’une particule de masse m dans un puits de potentiel infini :

V (x) = 0 − a ≤ x ≤ a

V (x) = ∞ partout ailleurs

a. On commence par approximer, dans l’intervalle [−a, +a], la fonction d’onde
de l’état fondamental par le polynôme pair le plus simple qui s’annule en
x = ±a :

ψ(x) = a2 − x2 pour − a ≤ x ≤ a

ψ(x) = 0 partout ailleurs
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(famille variationnelle réduite à une seule fonction d’essai).
Calculer la valeur moyenne de l’hamiltonien H dans cet état ; en compa-
rant le résultat obtenu avec la vraie valeur, évaluer l’erreur commise.

b. On élargit la famille des fonctions d’essai en prenant un polynôme pair du
quatrième degré qui s’annule en x = ±a :

ψα(x) =
(
a2 − x2) (a2 − αx2) pour − a ≤ x ≤ a

ψα(x) = 0 partout ailleurs

(famille variationnelle dépendant du paramètre réel α).

(α) Montrer que la valeur moyenne de H dans l’état ψα(x) vaut :

〈H〉(α) =
�

2

2ma2

33α2 − 42α + 105
2α2 − 12α + 42

(β) En déduire que les valeurs de α qui rendent 〈H〉(α) extrémale sont
données par les racines de l’équation :

13α2 − 98α + 21 = 0

(γ) Montrer que l’une des racines de cette équation fournit, lorsqu’on la
reporte dans 〈H〉(α), une valeur de l’énergie de l’état fondamental
beaucoup plus précise que celle obtenue en a.

(δ) Quelle autre valeur propre approxime-t-on lorsqu’on utilise la deuxième
racine de l’équation obtenue en b-β ? Pouvait-on le prévoir a priori ?
Evaluer la précision de cette détermination.

c. Expliquer pourquoi le polynôme le plus simple permettant d’approximer
la fonction d’onde du premier niveau excité est x(a2 − x2).
Quelle valeur approchée obtient-on ainsi pour l’énergie de ce niveau ?
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A. Introduction

Les forces les plus importantes qui existent au sein des atomes sont les forces
électrostatiques de Coulomb. Nous en avons tenu compte au Chapitre VII en prenant
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pour hamiltonien de l’atome d’hydrogène l’expression :

H0 =
P2

2μ
+ V (R) (A-1)

Le premier terme représente l’énergie cinétique de l’atome dans le référentiel du
centre de masse (μ est la masse réduite), le deuxième terme :

V (R) =
q2

4πε0

1
R

= −e2

R
(A-2)

l’énergie d’interaction électrostatique entre l’électron et le proton (q est la charge
de l’électron). Nous avons calculé en détail au § C du Chapitre VII les états propres
et valeurs propres de H0.

En fait, l’expression (A-1) n’est qu’approchée : elle ne tient compte d’aucun
effet relativiste ; en particulier, tous les effets magnétiques liés au spin de l’électron
sont ignorés. De plus, on n’a pas introduit le spin du proton et les interactions
magnétiques correspondantes. L’erreur commise est en réalité très petite, car l’atome
d’hydrogène est un système faiblement relativiste (rappelons que, dans le modèle
de Bohr, la vitesse v sur la première orbite n = 1 vérifie v/c = e2/�c = 1/137 � 1) ;
de même, le moment magnétique du proton est très faible.

Cependant, la précision considérable des expériences de physique atomique
permet de mettre facilement en évidence des effets que l’on ne peut pas expliquer
à partir de l’hamiltonien (A-1). Aussi allons-nous tenir compte des corrections que
nous venons de mentionner : nous écrirons l’hamiltonien complet de l’atome d’hy-
drogène sous la forme

H = H0 + W (A-3)

où H0 est donné par (A-1) et où W représente l’ensemble des termes négligés jus-
qu’ici. Comme W est très petit devant H0, il est possible de calculer ses effets par la
théorie des perturbations exposée au Chapitre XI. C’est ce que nous nous proposons
de faire dans le présent chapitre. Nous allons montrer que W fait apparaître une
“structure fine” ainsi qu’une “structure hyperfine” dans les divers niveaux d’énergie
calculés au Chapitre VII ; ces structures sont d’ailleurs mesurables expérimentale-
ment avec une très grande précision (la structure hyperfine de l’état fondamental
1s de l’atome d’hydrogène est actuellement connue avec douze chiffres significatifs ;
le rapport entre les fréquences de certaines transitions atomiques a récemment été
mesuré avec 18 chiffres significatifs !). Nous aborderons également dans ce chapitre
et ses compléments l’étude de l’influence d’un champ extérieur statique, magnétique
ou électrique, sur les divers niveaux de l’atome d’hydrogène (effet Zeeman – effet
Stark).

Le but de ce chapitre est en fait double. Il s’agit, d’une part, d’illustrer sur un
cas concret et réaliste la théorie générale des perturbations stationnaires développée
au chapitre précédent ; l’étude ainsi présentée, qui porte sur l’un des systèmes les
plus fondamentaux de la physique (atome d’hydrogène), permet d’autre part de
dégager un certain nombre de notions de base de physique atomique. C’est ainsi par
exemple que le § B est consacré à une discussion approfondie de diverses corrections
relativistes et magnétiques intervenant au sein d’un atome. À cet égard, ce chapitre
peut être considéré comme un complément important, non indispensable pour la
lecture des deux derniers chapitres, et constituant surtout une ouverture vers la
physique atomique.
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B. Termes supplémentaires dans l’hamiltonien

Le premier problème à résoudre consiste évidemment à trouver l’expression
de W.

B-1. Hamiltonien de structure fine

B-1-a. L’équation de Dirac dans le domaine faiblement relativiste

Nous avons déjà mentionné au Chapitre IX que le spin apparaît de façon
naturelle lorsqu’on essaie d’établir pour l’électron une équation satisfaisant à la fois
aux postulats de la relativité restreinte et à ceux de la mécanique quantique. Une
telle équation existe : c’est l’équation de Dirac, qui a permis de rendre compte de
nombreux phénomènes (spin de l’électron, structure fine de l’hydrogène, etc.) et de
prévoir l’existence du positron.

La façon la plus rigoureuse d’obtenir l’expression de l’ensemble des corrections
relativistes [figurant dans le terme W de (A-3)] consiste donc à écrire l’équation
de Dirac pour un électron plongé dans le potentiel V (r) créé par le proton (que
l’on considère comme infiniment lourd et immobile à l’origine des coordonnées),
puis à chercher la forme limite que prend cette équation lorsque le système est
faiblement relativiste (ce qui est le cas, comme nous l’avons déjà signalé, pour
l’atome d’hydrogène). On constate alors que la description de l’état de l’électron
nécessite la donnée d’un spineur à deux composantes (cf. Chap. IX, § C-1) ; les
opérateurs de spin Sx, Sy, Sz, introduits au Chapitre IX apparaissent de façon
naturelle ; on obtient enfin pour l’hamiltonien H une expression telle que (A-3),
où W apparaît sous forme d’un développement en puissances de v/c, entièrement
calculable.

Il n’est évidemment pas question ici d’étudier l’équation de Dirac, ni d’établir
la forme qu’elle prend dans le domaine faiblement relativiste. Nous nous contente-
rons de donner les premiers termes du développement de W en puissances de v/c
et de les interpréter physiquement :

H = mec2 +
P2

2me
+ V (R)︸ ︷︷ ︸
H0

− P4

8m3
ec2︸ ︷︷ ︸

Wmv

+
1

2m2
ec2

1
R

dV (R)
dR

L · S︸ ︷︷ ︸
WSO

+
�

2

8m2
ec2 ΔV (R)︸ ︷︷ ︸

WD

+...

(B-1)

On reconnaît dans (B-1) l’énergie au repos mec2 de l’électron (premier terme) et
l’hamiltonien non relativiste H0 (deuxième et troisième termes) 1 ; les termes sui-
vants sont appelés termes de structure fine.

1. L’expression (B-1) a été obtenue en supposant le proton infiniment lourd ; c’est pourquoi
apparaît la masse me de l’électron et non, comme dans (A-1), la masse réduite μ de l’atome. Pour
ce qui est de H0, on tient compte de l’effet d’entraînement du proton en remplaçant me par μ. Par
contre, nous négligerons cet effet dans les termes suivants de H qui sont déjà des corrections ; il
serait d’ailleurs difficile à évaluer car la description relativiste d’un système de deux particules en
interaction pose des problèmes sérieux [signalons notamment qu’il n’est pas suffisant de remplacer
me par μ dans les derniers termes de (B-1)].

1243



CHAPITRE XII STRUCTURE FINE ET HYPERFINE DE L’ATOME D’HYDROGÈNE

Remarque:

Signalons qu’il est possible de résoudre exactement l’équation de Dirac pour un
électron plongé dans un potentiel coulombien ; on trouve ainsi les niveaux d’énergie
de l’atome d’hydrogène, sans qu’il soit nécessaire de faire un développement limité
en puissance de v/c des états propres et valeurs propres de H . Le point de vue
“perturbatif” que nous adoptons ici est cependant très utile pour dégager la forme
et la signification physique des diverses interactions existant au sein d’un atome, ce
qui permet ensuite une généralisation au cas des atomes à plusieurs électrons (pour
lesquels on ne sait pas écrire l’équivalent de l’équation de Dirac).

B-1-b. Interpretation physique des différents termes de l’hamiltonien de structure fine

α. Variation de la masse avec la vitesse (terme Wmv)

(i) Origine physique
L’origine physique du terme Wmv est très simple. Partons de l’expression rela-

tiviste de l’énergie d’une particule classique de masse au repos me et d’impulsion p :

E = c
√

p2 + m2
ec2 (B-2)

et effectuons un développement limité de E en puissance de |p|/mec. On obtient :

E = mec2 +
p2

2me
− p4

8m3
ec2 + ... (B-3)

En plus de l’énergie au repos (mec2) et de l’énergie cinétique non relativiste (p2/2me),
on retrouve ainsi le terme −p4/8m3

ec2 qui figure dans (B-1). Ce terme représente
donc la première correction à l’énergie, due à la variation relativiste de la masse
avec la vitesse.

(ii) Ordre de grandeur
Pour évaluer l’importance de cette correction, calculons l’ordre de grandeur

du rapport Wmv/H0 :

Wmv

H0
�

p4

8m3
ec2

p2

2me

=
p2

4m2
ec2 =

1
4

(v

c

)2
� α2 �

(
1

137

)2

(B-4)

puisque nous avons déjà mentionné que, pour l’atome d’hydrogène, v/c � α. Comme
H0 � 10 eV, on en déduit que Wmv � 10−3 eV.

β. Couplage spin-orbite (terme WSO)

(i) Origine physique
L’électron se déplace à la vitesse v = p/me dans le champ électrostatique

E créé par le proton. La relativité restreinte indique qu’il apparaît alors, dans le
référentiel propre de l’électron, un champ magnétique B′ donné (au premier ordre
en v/c) par :

B′ = − 1
c2 v × E (B-5)
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Comme l’électron possède un moment magnétique intrinsèque MS = qS/me, il
interagit avec ce champ B′ ; l’énergie d’interaction correspondante s’écrit :

W ′ = −MS · B′ (B-6)

Explicitons davantage W ′. Le champ électrostatique E qui figure dans (B-5) est

égal à −1
q

dV (r)
dr

r
r

, où V (r) = −e2

r
est l’énergie électrostatique de l’électron. On

en déduit que :

B′ =
1

qc2

1
r

dV (r)
dr

p
me

× r (B-7)

Dans l’opérateur quantique correspondant apparaît :

P × R = −L (B-8)

Il vient finalement :

W ′ =
1

m2
ec2

1
R

dV (R)
dR

L · S =
e2

m2
ec2

1
R3 L · S (B-9)

On retrouve ainsi, au facteur 1/2 près 2, le terme spin-orbite WSO qui figure dans
(B-1). Ce terme représente donc physiquement l’interaction du moment magnétique
de spin de l’électron avec le champ magnétique “vu” par l’électron du fait de son
mouvement dans le champ électrostatique du proton.

(ii) Ordre de grandeur
Comme L et S sont de l’ordre de �, on a :

WSO � e2

m2
ec2

�
2

R3 (B-10)

Comparons WSO à H0 qui est de l’ordre de e2/R :

WSO

H0
�

e2
�

2

m2
ec2R3

e2

R

=
�

2

m2
ec2R2 (B-11)

R est de l’ordre du rayon de Bohr a0 = �
2/mee2. Par suite :

WSO

H0
� e4

�2c2 = α2 =
(

1
137

)2

(B-12)

γ. Terme de Darwin WD

(i) Origine physique

2. On peut montrer que ce facteur 1/2 est dû au fait que le mouvement de l’électron autour
du proton n’est pas rectiligne et uniforme. Ceci entraîne une rotation du spin de l’électron par
rapport au référentiel du laboratoire [précession de Thomas, voir Jackson (7.5) section 11-8, Omnès
(16.13) Chap. 4 § 2, ou Bacry (10.31) Chap. 7 § 5-d].
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Dans l’équation de Dirac, l’interaction entre l’électron et le champ coulombien
du noyau est “locale” ; le champ intervient par sa valeur au point r où se trouve
l’électron. Cependant, l’approximation non relativiste (développement en puissances
de v/c) conduit, pour le spineur à deux composantes décrivant l’état de l’électron,
à une équation où l’interaction entre l’électron et le champ est devenue non locale :
l’électron est alors sensible à l’ensemble des valeurs prises par le champ dans un
domaine centré au point r et dont l’extension est de l’ordre de la longueur d’onde
de Compton �/mec de l’électron. C’est là l’origine de la correction représentée par
le terme de Darwin.

Pour le comprendre de façon plus précise, supposons que l’énergie potentielle de
l’électron, au lieu d’être égale à V (r), soit donnée par une expression de la forme :∫

d3ρ f(ρ)V (r + ρ) (B-13)

où f(ρ) est une fonction dont l’intégrale vaut 1, qui ne dépend que de |ρ|, et ne prend de
valeurs appréciables que dans un volume de l’ordre de (�/mec)3 centré en ρ = 0.

Si l’on néglige les variations de V (r) sur une distance de l’ordre de �/mec, on peut
dans (B-13) remplacer V (r + ρ) par V (r) et sortir V (r) de l’intégrale, qui vaut alors 1 ;
(B-13) se réduit dans ce cas à V (r).

Une meilleure approximation consiste à remplacer, dans (B-13), V (r + ρ) par son
développement de Taylor au voisinage de ρ = 0. Le terme d’ordre zéro donne V (r) ; le
terme d’ordre un s’annule à cause de la symétrie sphérique de f(ρ) ; le terme d’ordre
deux fait intervenir les dérivées secondes de l’énergie potentielle V (r) au point r et des
fonctions quadratiques des composantes de ρ, pondérées par f(ρ), et intégrées sur d3ρ, ce
qui conduit à un résultat de l’ordre de

(�/mec)
2ΔV (r)

On conçoit donc aisément que ce terme d’ordre deux soit le terme de Darwin.
(ii) Ordre de grandeur
En remplaçant V (R) par −e2/R, on peut écrire le terme de Darwin sous la

forme :

−e2 �
2

8m2
ec2 Δ

(
1
R

)
=

πe2
�

2

2m2
ec2 δ(R) (B-14)

(on a utilisé l’expression du laplacien de 1/R donnée par la relation (61) de l’Ap-
pendice II).

Lorsqu’on prend la valeur moyenne de (B-14) dans un état atomique, on
trouve une contribution égale à :

πe2
�

2

2m2
ec2 |ψ(0)|2

où ψ(0) est la valeur de la fonction d’onde à l’origine. Le terme de Darwin n’affecte
donc que les électrons s qui sont les seuls pour lesquels ψ(0) �= 0 (cf. Chap. VII,
§ C-4-c). L’ordre de grandeur de |ψ(0)|2 s’obtient en écrivant que l’intégrale du
carré du module de la fonction d’onde sur un volume de l’ordre de a3

0 (a0 étant le
rayon de Bohr) est égale à 1 ; il vient ainsi :

|ψ(0)|2 � 1
a3

0
=

m3
ee6

�6 (B-15)
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ce qui donne l’ordre de grandeur du terme de Darwin :

WD � πe2
�

2

2m2
ec2 |ψ(0)|2 � mec2 e8

�4c4 = mec2α4 (B-16)

Comme H0 � mec2α2, on voit cette fois encore que :

WD

H0
� α2 =

(
1

137

)2

(B-17)

Ainsi tous les termes de structure fine sont environ 104 fois plus petits que l’hamil-
tonien non relativiste du Chapitre VII.

B-2. Interactions magnétiques liées au spin du proton : hamiltonien hyperfin

B-2-a. Spin et moment magnétique du proton

Jusqu’ici nous avons considéré le proton comme un point matériel de masse
Mp, de charge qp = −q. En fait le proton est, comme l’électron, une particule de
spin 1/2. Nous désignerons par I l’observable de spin correspondante.

Au spin I du proton est associé un moment magnétique MI . Cependant, le
rapport gyromagnétique est différent de celui de l’électron :

MI = gpμn I/� (B-18)

où μn est le magnéton de Bohr nucléaire :

μn =
qp�

2Mp
(B-19)

et le facteur gp vaut pour le proton gp � 5,585. Par suite de la présence de Mp

(masse du proton) au dénominateur de (B-19), μn est près de 2 000 fois plus petit
que le magnéton de Bohr μB (rappelons que μB = q�/2me). Bien que les moments
cinétiques du proton et de l’électron soient les mêmes, le magnétisme nucléaire est,
par suite de la différence de masse, beaucoup moins important que le magnétisme
électronique. Les interactions magnétiques auxquelles donne naissance le spin du
proton I sont donc très faibles.

B-2-b. L’hamiltonien hyperfin magnétique Whf

L’électron se déplace donc, non seulement dans le champ électrostatique du
proton, mais également dans le champ magnétique créé par MI . Lorsqu’on intro-
duit le potentiel vecteur correspondant dans l’équation de Schrödinger 3, on trouve
qu’il faut ajouter à l’hamiltonien (B-1) une série de termes supplémentaires dont
l’expression est (cf. Complément AXII) :

Whf = − μ0

4π

{
q

meR3 L · MI +
1

R3 [3(MS · n)(MI · n) − MS · MI ]

+
8π

3
MS · MI δ(R)

}
(B-20)
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Figure 1 – Disposition relative
des moments magnétiques MI et
MS du proton et de l’électron ; n
est le vecteur unitaire de la droite
qui joint les deux particules.

MS est le moment magnétique de spin de l’électron, n le vecteur unitaire de la
droite qui joint le proton à l’électron (Fig. 1).

Nous allons voir que Whf introduit des déplacements énergétiques petits de-
vant ceux créés par Wf ; c’est pourquoi Whf est appelé “hamiltonien de structure
hyperfine”.

B-2-c. Interprétation physique des différents terme de Whf

Le premier terme de Whf représente l’interaction du moment magnétique
nucléaire MI avec le champ magnétique (μ0/4π)qL/mer3 créé au niveau du proton
par la rotation de la charge électronique.

Le deuxième terme représente l’interaction dipôle-dipôle entre les moments
magnétiques électronique et nucléaire : interaction du moment magnétique de spin
de l’électron avec le champ magnétique créé par MI (cf. Complément BXI), ou vice
versa.

Enfin, le dernier terme, appelé encore “terme de contact” de Fermi, provient
de la singularité en r = 0 du champ créé par le moment magnétique du proton.
En réalité, le proton n’est pas ponctuel. On peut montrer (cf. Complément AXII)
que le champ magnétique régnant à l’intérieur du proton n’a pas la même forme
que celui créé à l’extérieur par MI (et qui intervient dans l’interaction dipôle-
dipôle). Le terme de contact décrit l’interaction du moment magnétique de spin de
l’électron avec le champ magnétique existant à l’intérieur du proton (la fonction
“delta” exprime bien que ce terme de contact n’existe, comme son nom l’indique,
que lorsque les fonctions d’onde de l’électron et du proton se recouvrent).

B-2-d. Ordre de grandeur

On vérifie aisément que l’ordre de grandeur des deux premiers termes de Whf

est :

q2
�

2

meMpR3

μ0

4π
=

e2
�

2

meMpc2

1
R3 (B-21)

En utilisant (B-10), on voit que ces termes sont environ 2 000 fois plus petits que
WSO.

3. Comme les interactions hyperfines sont des termes correctifs très faibles, on peut se
contenter de les déduire de l’équation non relativiste de Schrödinger.

1248



C. STRUCTURE FINE DU NIVEAU N = 2

Quant au dernier terme de (B-20), il est également 2 000 fois plus petit que
le terme de Darwin, qui contient lui aussi une fonction δ(R).

C. Structure fine du niveau n = 2

C-1. Position du problème

C-1-a. Dégénérescence du niveau n = 2

Nous avons vu au Chapitre VII que l’énergie de l’atome d’hydrogène ne dé-
pend que du nombre quantique n : les états 2s (n = 2, l = 0) et 2p (n = 2, l = 1)
ont donc même énergie, égale à :

−EI

4
= −1

8
μc2α2

Si l’on ne tient pas compte des spins, la sous-couche 2s est constituée d’un seul état,
et la sous-couche 2p de trois états distincts : ceux-ci diffèrent par la valeur propre
mL� de la composante Lz du moment cinétique orbital L(mL = 1, 0, −1). Par suite
de l’existence des spins de l’électron et du proton, la dégénérescence du niveau n = 2
est plus élevée que celle calculée au Chapitre VII. Les composantes Sz et Iz des deux
spins peuvent prendre chacune deux valeurs mS = ± 1/2, mI = ± 1/2. Une base
orthonormée possible dans la multiplicité n = 2 est donc donnée pas les kets :{∣∣∣∣n = 2 ; l = 0 ; mL = 0 ; mS = ±1

2
; mI = ±1

2

〉}
(C-1)

(sous-couche 2s de dimension 4) et :{∣∣∣∣n = 2 ; l = 1 ; mL = −1, 0, +1 ; mS = ±1
2

; mI = ±1
2

〉}
(C-2)

(sous-couche 2p de dimension 12).
La couche n = 2 a donc une dégénérescence totale égale à 16.

D’après les résultats du Chapitre XI (§ C), il est nécessaire, pour calculer
l’effet d’une perturbation W sur la multiplicité n = 2, de diagonaliser la matrice
16×16 représentant la restriction de W à l’intérieur de cette multiplicité. Les valeurs
propres de cette matrice seront les corrections d’ordre un en W à l’énergie, les états
propres correspondants étant les états propres de l’hamiltonien à l’ordre zéro en W.

C-1-b. Hamiltonien de perturbation

Nous supposerons dans tout ce paragraphe qu’aucun champ extérieur n’est
appliqué à l’atome. La différence W entre l’hamiltonien exact H et l’hamiltonien
H0 du Chapitre VII (§ C) comporte des termes de structure fine, indiqués au § B-1
ci-dessus :

Wf = Wmv + WSO + WD (C-3)

et des termes de structure hyperfine Whf introduits au § B-2. On a donc :

W = Wf + Whf (C-4)
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Comme Wf est près de 2 000 fois plus grand que Whf (cf. § B-2-d), il faut évidem-
ment commencer par étudier l’effet de Wf , avant celui de Whf , sur la multiplicité
n = 2. Nous verrons que la dégénérescence n = 16 de cette multiplicité est partiel-
lement levée par Wf . La structure qui apparaît ainsi est appelée “structure fine”.

Whf peut ensuite lever éventuellement la dégénérescence résiduelle des ni-
veaux de structure fine et faire apparaître une “structure hyperfine” à l’intérieur de
chacun de ces niveaux.

Nous nous limiterons dans ce § C à l’étude de la structure fine du niveau
n = 2. Les calculs se généraliseraient aisément aux autres niveaux.

C-2. Matrice représentant l’hamiltonien de structure fine Wf à l’intérieur de la
multiplicité n = 2

C-2-a. Propriétés générales

Les propriétés de Wf permettent, comme nous allons le voir, de montrer que la
matrice 16×16 qui le représente dans la multiplicité n = 2 se décompose en une série
de sous-matrices carrées de dimension inférieure. Ceci simplifiera considérablement
la recherche des valeurs propres et vecteurs propres de cette matrice.

α. Wf n’agit pas sur les variables de spin du proton

On voit sur (B-1) que les termes de structure fine ne dépendent pas de I. II
s’ensuit que l’on peut oublier le spin du proton pour l’étude de la structure fine
(quitte à multiplier ensuite par 2 tous les degrés de dégénérescence obtenus). La
dimension de la matrice à diagonaliser passe donc de 16 à 8.

β. Wf ne connecte pas les sous-couches 2s et 2p

Démontrons tout d’abord que L2 commute avec Wf : L2 commute en effet
avec les diverses composantes de L, avec R (L2 n’agit que sur les variables angu-
laires), avec P2 [cf. formule (A-16) du Chapitre VII], avec S (L2 n’agit pas sur les
variables de spin) ; L2 commute donc avec Wmv (qui est proportionnel à P4), avec
WSO (qui ne dépend que de R, L, S), et avec WD (qui ne dépend que de R).

Les états 2s et 2p sont états propres de L2 avec des valeurs propres différentes
(0 et 2�2) ; donc Wf , qui commute avec L2, n’a pas d’élément de matrice entre un
état 2s et un état 2p. La matrice 8×8 représentant Wf à l’intérieur de la multiplicité
n = 2 se décompose par suite en une matrice 2×2 relative à l’état 2s et une matrice
6 × 6 relative à l’état 2p :

(Wf )n=2 =

2s 2p

2s

2p

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

.. ..

.. ..
0

0

.. .. .. .. .. ..

.. .. .. .. .. ..

.. .. .. .. .. ..

.. .. .. .. .. ..

.. .. .. .. .. ..

.. .. .. .. .. ..

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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(les pointillés indiquent les positions où peuvent se trouver des éléments de matrice
non nuls).

Remarque:

La propriété précédente peut également être considérée comme une consé-
quence du fait que Wf est pair : dans une réflexion d’espace, R est changé
en −R (R = |R| restant inchangé), P en −P, L en L, S en S ; on vérifie
alors aisément que Wf reste invariant. Wf n’a donc pas d’éléments de matrice
entre les états 2s et 2p qui sont de parités opposées (cf. Complément FII).

C-2-b. Matrice représentant Wf dans la sous-couche 2s

La dimension 2 du sous-espace 2s provient des deux valeurs possibles ms =
± 1/2 de Sz (puisqu’on oublie Iz pour le moment).

Wmv et WD ne dépendent pas de S. Les matrices qui représentent ces deux
opérateurs dans le sous-espace 2s sont donc des multiples de la matrice unité, avec
des coefficients de proportionnalité respectivement égaux aux éléments de matrice
purement orbitaux :〈

n = 2 ; l = 0 ; mL = 0

∣∣∣∣− P4

8m3
ec2

∣∣∣∣n = 2 ; l = 0 ; mL = 0
〉

et :〈
n = 2 ; l = 0 ; mL = 0

∣∣∣∣− �
2

8m3
ec2 q ΔV (R)

∣∣∣∣n = 2 ; l = 0 ; mL = 0
〉

Comme on connaît les fonctions propres de H0, le calcul de ces éléments de matrice
ne présente aucune difficulté de principe. On trouve (cf. Complément BXII) :

〈Wmv〉2s = − 13
128

mec2α4 (C-5)

〈WD〉2s = − 1
16

mec2α4 (C-6)

Enfin, le calcul des éléments de matrice de WSO fait intervenir des éléments
de matrice “angulaire” de la forme 〈l = 0, mL = 0 | Lx,y,z | l = 0, mL = 0〉, qui sont
nuls à cause de la valeur l = 0 du nombre quantique l. Donc :

〈WSO〉2s = 0 (C-7)

Au total, sous l’effet des termes de structure fine, la sous-couche 2s est dépla-
cée en bloc d’une quantité égale à −5mec2α4/128 par rapport à la position calculée
au Chapitre VII.

C-2-c. Matrice représentant Wf dans la sous-couche 2p

α. Termes Wmv et WD

Les termes Wmv et WD commutent avec les diverses composantes de L :
en effet, L n’agit que sur les variables angulaires et commute avec R et P2 (qui ne
dépend de ces variables que par l’intermédiaire de L2 ; cf. Chapitre VII) ; L commute
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donc avec Wmv et WD. Par suite, Wmv et WD sont des opérateurs scalaires vis-à-vis
des variables orbitales (cf. Complément BVI, § 5-b). Comme Wmv et WD n’agissent
pas sur les variables de spin, il s’ensuit que les matrices représentant Wmv et WD

à l’intérieur du sous-espace 2p sont des multiples de la matrice unité. Le calcul du
coefficient de proportionnalité est donné dans le Complément BXII et conduit à :

〈Wmv〉2p = − 7
384

mec2α4 (C-8)

〈WD〉2p = 0 (C-9)

Le résultat (C-9) provient de ce que WD est proportionnel à δ(R) et ne peut donc
avoir de valeur moyenne non nulle que dans un état s (pour l ≥ 1, la fonction d’onde
est nulle à l’origine).

β. Terme WSO

Il nous faut calculer les différents éléments de matrice :〈
n = 2 ; l = 1 ; s =

1
2

; m′
L ; m′

S | ξ(R) L · S | n = 2 ; l = 1 ; s =
1
2

; mL ; mS

〉
(C-10)

avec :

ξ(R) =
e2

2m2
ec2

1
R3 (C-11)

Si l’on passe en représentation {|r〉}, on peut séparer la partie radiale de
l’élément de matrice (C-10) de ses parties angulaire et de spin, et obtenir ainsi le
résultat :

ξ2p

〈
l = 1 ; s =

1
2

; m′
L; m′

S | L · S | l = 1 ; s =
1
2

; mL ; mS

〉
(C-12)

où ξ2p est un nombre, égal à l’intégrale radiale :

ξ2p =
e2

2m2
ec2

∫ ∞

0

1
r3 |R21(r)|2 r2 dr (C-13)

Comme on connaît la fonction radiale R21(r) de l’état 2p, on peut calculer ξ2p. On
trouve (cf. Complémen BXII) :

ξ2p =
1

48�2 mec2α4 (C-14)

Les variables radiales ont donc disparu et, d’après (C-12), nous sommes rame-
nés à la diagonalisation de l’opérateur ξ2p L · S qui n’agit plus que sur les variables
angulaires et de spin.

Pour représenter l’opérateur ξ2p L·S par une matrice, on peut choisir plusieurs
bases différentes :

— tout d’abord, la base :{∣∣∣∣l = 1; s =
1
2

; mL; mS

〉}
(C-15)
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que nous avons utilisée jusqu’à présent et qui est construite à partir d’états propres
communs à L2, S2, Lz, Sz ;

— ou encore, en introduisant le moment cinétique total :

J = L + S (C-16)

la base :{∣∣∣∣l = 1; s =
1
2

; J ; mJ

〉}
(C-17)

construite à partir d’états propres communs à L2, S2, J2, Jz. D’après les résultats du
Chapitre X, comme l = 1 et s = 1/2, J peut prendre deux valeurs : J = 1+1/2 = 3/2
et J = 1 − 1/2 = 1/2. On sait d’autre part passer d’une base à l’autre grâce aux
coefficients de Clebsch-Gordan [formules (36) du Complément AX].

Nous allons montrer maintenant que la deuxième base (C-17) est mieux adap-
tée que la première au problème qui nous intéresse ici : ξ2p L ·S est en effet diagonal
dans la base (C-17). Pour le voir, élevons au carré les deux membres de (C-16) ; il
vient (L et S commutent) :

J2 = (L + S)2 = L2 + S2 + 2 L · S (C-18)

ce qui donne :

ξ2p L · S =
1
2

ξ2p

(
J2 − L2 − S2) (C-19)

Chacun des vecteurs de la base (C-17) est état propre de L2, S2, J2 ; on a donc :

ξ2p L·S
∣∣∣∣l = 1; s =

1
2

; J ; mJ

〉
=

1
2

ξ2p�
2
[
J(J + 1) − 2 − 3

4

] ∣∣∣∣l = 1; s =
1
2

; J ; mJ

〉
(C-20)

On voit sur (C-20) que les valeurs propres de ξ2p L · S ne dépendent que de
J et non de mJ ; elles valent :

1
2

ξ2p

[
3
4

− 2 − 3
4

]
�

2 = −ξ2p �
2 = − 1

48
mec2α4 (C-21)

pour J = 1/2, et :

1
2

ξ2p

[
15
4

− 2 − 3
4

]
�

2 = +
1
2

ξ2p �
2 =

1
96

mec2α4 (C-22)

pour J = 3/2.
La dégénérescence d’ordre 6 du niveau 2p est donc partiellement levée par

WSO : on obtient un niveau correspondant à J = 3/2 dégénéré 4 fois, et un niveau
correspondant à J = 1/2 dégénéré 2 fois. La dégénérescence d’ordre 2J+1 de chaque
niveau J est une dégénérescence essentielle liée à l’invariance de Wf par rotation.
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Remarques:

(i) Dans le sous-espace 2s (l = 0, s = 1/2), J ne peut prendre qu’une seule
valeur, J = 0 + 1/2 = 1/2.
(ii) Dans le sous-espace 2p, Wmv et WD sont représentés par des multiples
de la matrice unité. Cette propriété demeure valable dans n’importe quelle
base puisque la matrice unité est invariante dans un changement de base. Le
choix de la base (C-17), imposé par le terme WSO, est donc également adapté
aux termes Wmv et WD.

C-3. Résultats : structure fine du niveau n = 2

C-3-a. Notation spectroscopique

En plus des nombres quantiques n, l (et s), l’étude précédente a fait apparaître
le nombre quantique J : la correction en énergie due au terme de couplage spin-
orbite dépend de J.

Pour le niveau 2s, J = 1/2 ; pour le niveau 2p, J = 1/2 ou J = 3/2. On
convient généralement de désigner le niveau associé à un jeu de valeurs, n, l, J en
ajoutant un indice J au symbole qui représente la sous-couche (n, l) en notation
spectroscopique (cf. Chap. VII, § C-4-b) :

n lJ (C-23)

où l est la lettre s pour l = 0, p pour l = 1, d pour l = 2, f pour l = 3... Ainsi,
le niveau n = 2 de l’atome d’hydrogène donne naissance aux niveaux 2s1/2, 2p1/2,
2p3/2.

C-3-b. Position des niveaux 2s1/2, 2p1/2, 2p3/2

En regroupant les résultats du § 2 précédent, on peut maintenant calculer la
position des niveaux 2s1/2, 2p1/2, 2p3/2 par rapport à l’énergie “non perturbée” du
niveau n = 2 calculée au Chapitre VII et égale à −μc2α2/8.

D’après les résultats du § 2.b, le niveau 2s1/2 est abaissé d’une quantité égale
à :

− 5
128

mec2α4 (C-24)

D’après les résultats du § 2.c, le niveau 2p1/2 est abaissé d’une quantité égale à :(
− 7

384
− 1

48

)
mec2α4 = − 5

128
mec2α4 (C-25)

On voit ainsi que les niveaux 2s1/2 et 2p1/2 ont même énergie. Dans le cadre de la
théorie présentée ici, cette dégénérescence doit être considérée comme accidentelle,
par opposition à la dégénérescence essentielle 2J + 1 de chaque niveau J .

Enfin, le niveau 2p3/2 est abaissé d’une quantité :(
− 7

384
+

1
96

)
mec2α4 = − 1

128
mec2α4 (C-26)

L’ensemble des résultats précédents est porté sur la Figure 2.
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Figure 2 – Structure fine du niveau n = 2 de l’atome d’hydrogène. Sous l’effet
de l’hamiltonien de structure fine Wf , le niveau n = 2 se scinde en trois niveaux
de structure fine, notés 2s1/2, 2p1/2, 2p3/2. On a indiqué la valeur algébrique des
déplacements, calculés à l’ordre un en Wf : le déplacement est le même pour les
niveaux 2s1/2 et 2p1/2 (résultat qui demeure d’ailleurs valable à tous les ordres en
Wf ). Lorsqu’on tient compte du caractère quantique du champ électromagnétique, on
trouve que la dégénérescence entre les niveaux 2s1/2 et 2p1/2 est levée (déplacement
de Lamb ; voir Figure 4 et remarque (iii) page 1255).

Remarques:

(i) C’est uniquement le couplage spin-orbite qui est responsable de la sépa-
ration entre les niveaux 2p1/2 et 2p3/2 puisque Wmv et WD déplacent en bloc
le niveau 2p.
(ii) L’atome d’hydrogène peut passer de l’état 2p à l’état 1s en émettant un
photon Lyman α (λ = 1 216 Å). L’étude présentée dans ce chapitre montre
que, par suite du couplage spin-orbite, la raie Lyman α comporte en fait deux
raies voisines 4, 2p1/2 → 1s1/2 et 2p3/2 → 1s1/2, séparées par un intervalle
énergétique égal à

4
128

mec2α4 =
1
32

mec2α4

Lorsqu’on les regarde avec une résolution suffisante, les raies du spectre de
l’hydrogène présentent donc une “structure fine”.
(iii) On constate sur la Figure 2 que les deux niveaux de même J ont même
énergie. Ce résultat n’est pas seulement vrai au premier ordre en Wf : il

4. Dans l’état fondamental on a l = 0 et s = 1/2, de sorte que J ne peut prendre qu’une
valeur J = 1/2 ; Wf ne lève donc pas la dégénérescence de l’état 1s et il n’y a qu’un niveau de
structure fine, le niveau 1s1/2. Il s’agit là d’un cas particulier, puisque l’état fondamental est le
seul pour lequel l est nécessairement nul ; c’est pourquoi nous avons choisi ici d’étudier le niveau
excité n = 2.
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demeure valable à tous les ordres. En effet, la résolution exacte de l’équa-
tion de Dirac donne pour l’énergie d’un niveau caractérisé par les nombres
quantiques n, l, s, J , la valeur :

En,J = mec2

[
1 + α2

(
n − J − 1

2
+
√

(J + 1/2)2 − α2

)−2
]−1/2

(C-27)

On constate bien que l’énergie ne dépend que de n et J , et non de l.
Si l’on fait un développement limité de la formule (C-27) en puissances

de α, on obtient :

En,J = mec2 − 1
2

mec2α2 1
n2 − mec2

2n4

(
n

J + 1/2)
− 3

4

)
α4 + ... (C-28)

Le premier terme est l’énergie au repos de l’électron ; le deuxième découle de
la théorie du Chapitre VII ; le troisième donne la correction au premier ordre
en Wf calculée dans le présent chapitre.
(iv) Même en l’absence de tout champ extérieur et de tout photon incident,
on doit considérer qu’il existe dans l’espace un champ électromagnétique
fluctuant (cf. Complément KV, § 3-d-δ). Ce phénomène est lié au caractère
quantique du champ électromagnétique dont nous n’avons pas tenu compte
ici. Le couplage de l’atome avec ces fluctuations du champ électromagnétique
a pour effet de lever la dégénérescence entre les niveaux 2s1/2 et 2p1/2 : le
niveau 2s1/2 est élevé par rapport au niveau 2p1/2 d’une quantité que l’on
appelle le “déplacement de Lamb” et qui est de l’ordre de 1060 MHz (Fig. 4,
page 1261).

L’étude théorique et expérimentale de ce phénomène, qui a été décou-
vert en 1949, a fait l’objet de très nombreux travaux ; elle est à l’origine du
développement de l’électrodynamique quantique moderne.

D. Structure hyperfine du niveau n = 1

Il semblerait logique d’étudier maintenant l’effet de Whf à l’intérieur des
niveaux de structure fine 2s1/2, 2p1/2 et 2p3/2, afin de voir si les interactions liées au
spin I du proton font apparaître une structure hyperfine dans chacun de ces niveaux.
Cependant, comme Wf ne lève pas la dégénérescence du niveau fondamental 1s, il
est plus simple d’étudier l’effet de Whf sur le niveau fondamental. Les résultats
obtenus dans ce cas particulier se généralisent aisément aux niveaux 2s1/2, 2p1/2 et
2p3/2.

D-1. Position du problème

D-1-a. Dégénérescence du niveau 1s

Pour le niveau 1s, il n’y a pas de dégénérescence orbitale (l = 0). Par contre,
les composantes Sz et Iz de S et I peuvent toujours prendre deux valeurs : mS =
±1/2 et mI = ±1/2. La dégénérescence du niveau 1s est donc égale à 4, et une base
possible dans cette multiplicité est formée par les vecteurs :{∣∣∣∣n = 1; l = 0; mL = 0; mS = ±1

2
; mI = ±1

2

〉}
(D-1)
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D-1-b. Le niveau 1s n’a pas de structure fine

Montrons que le terme Wf ne lève pas la dégénérescence du niveau 1s.
Les termes Wmv et WD n’agissent pas sur mS et mI et sont représentés, dans

le sous-espace 1s, par des multiples de la matrice unité. On trouve (cf. Complé-
ment BXII) :

〈Wmv〉1s = −5
8

mec2α4 (D-2)

〈WD〉1s =
1
2

mec2α4 (D-3)

Enfin, le calcul des éléments de matrice du terme WSO fait intervenir des éléments de
matrice “angulaires” 〈l = 0, mL = 0 | Lx,y,z | l = 0, mL = 0〉 qui sont évidemment
nuls (l = 0) ; donc :

〈WSO〉1s = 0 (D-4)

En conclusion, Wf ne fait que déplacer en bloc le niveau 1s d’une quantité
égale à :(

−5
8

+
1
2

)
mec2α4 = −1

8
mec2α4 (D-5)

sans y faire apparaître de structure fine. Ce résultat est d’ailleurs prévisible : comme
l = 0 et s = 1/2, J ne peut prendre qu’une seule valeur, J = 1/2, et le niveau 1s
ne donne donc naissance qu’à un seul niveau de structure fine 2s1/2.

L’hamiltonien Wf ne faisant apparaître aucune structure dans le niveau 1s,
nous pouvons passer maintenant à l’étude de l’effet du terme Whf . Pour cela, il
nous faut d’abord calculer la matrice représentant Whf dans la multiplicité 1s.

D-2. Matrice représentant Whf dans la multiplicité 1s

D-2-a. Termes autres que le terme de contact

Les deux premiers termes de Whf [formule (B-20)] donnent une contribution
nulle.

Le calcul de la contribution du premier terme − μ0

4π
q

meR3 L · MI conduit en
effet à des éléments de matrice “angulaires” 〈l = 0; mL = 0 | L | l = 0, mL = 0〉 qui
sont évidemment nuls (l = 0).

De même, on peut montrer (cf. Complément BXI, § 3) que les éléments de
matrice du deuxième terme (interaction dipôle-dipôle) sont nuls par suite de la
symétrie sphérique de l’état 1s.

D-2-b. Terme de contact

Les éléments de matrice du dernier terme de (B-20), c’est-à-dire du terme de
contact, sont de la forme :〈

n = 1; l = 0; mL = 0; m′
S; m′

I

∣∣∣∣− 2μ0

3
MS ·MI δ(R)

∣∣∣∣n = 1; l = 0; mL = 0; mS ; mI

〉
(D-6)
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Si l’on passe en représentation {|r〉}, on peut séparer les parties orbitales et
de spin de cet élément de matrice, et le mettre ainsi sous la forme :

A 〈m′
S ; m′

I | I · S | mS ; mI〉 (D-7)

où A est un nombre donné par :

A =
q2

3ε0c2

gp

meMp
〈n = 1; l = 0; mL = 0 | δ(R) | n = 1; l = 0; mL = 0〉

=
q2

3ε0c2

gp

meMp

1
4π

|R10(0)|2

=
4
3

gp
me

Mp
mec2α4

(
1 +

me

Mp

)−3 1
�2 (D-8)

On a utilisé les expressions reliant MS et MI à S et I [cf. B-18], de même que
l’expression de la fonction radiale R10(r), donnée dans le § C-4-c du Chapitre VII 5.

Les variables orbitales ont donc complètement disparu, et nous sommes ra-
menés à un problème de deux spins 1/2, I et S, couplés par une interaction de la
forme :

A I · S (D-9)

où A est une constante.

D-2-c. Etats propres et valeurs propres du terme de contact

Pour représenter l’opérateur A I · S, nous n’avons considéré jusqu’à présent
que la base :{∣∣∣∣s =

1
2

; I =
1
2

; mS ; mI

〉}
(D-10)

formée par les vecteurs propres communs à S2, I2, Sz, Iz. On peut également, en
introduisant le moment cinétique total 6 :

F = S + I (D-11)

utiliser la base :{∣∣∣∣s =
1
2

; I =
1
2

; F ; mF

〉}
(D-12)

formée par les états propres communs à S2, I2, F2, Fz . Comme s = I = 1/2, F ne
peut prendre que les deux valeurs F = 0 et F = 1. On peut d’autre part passer
aisément d’une base à l’autre au moyen des formules (B-22) et (B-23) du Chapitre X.

5. Le facteur (1 + me/Mp)−3 dans (D-8) provient du fait que c’est la masse réduite μ qui
intervient dans R10(0) ; il se trouve que, pour le terme de contact, il est correct de tenir compte
de l’effet d’entraînement du noyau de cette manière.

6. Le moment cinétique total est en fait F = L + S + I, c’est-à-dire F = J + I. Cependant,
pour l’état fondamental, le moment orbital est nul, de sorte que F se réduit à (D-11).
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La base {|F, mF 〉} est mieux adaptée que la base {|mS , mI〉} à l’étude de
l’opérateur A I · S, car cet opérateur est représenté dans la base {|F, mF 〉} par une
matrice diagonale (nous omettons, pour simplifier, d’écrire s = 1/2 et I = 1/2). En
effet, il vient, à partir de (D-11) :

A I · S =
A
2

(
F2 − I2 − S2) (D-13)

Il s’ensuit que les états |F, mF 〉 sont états propres de A I · S :

A I · S|F, mF 〉 =
A�

2

2
[F (F + 1) − I(I + 1) − S(S + 1)] |F, mF 〉 (D-14)

On voit sur (D-14) que les valeurs propres ne dépendent que de F et non de mF .
Elles valent :

A�
2

2

[
2 − 3

4
− 3

4

]
=

A�
2

4
(D-15)

pour F = 1, et :

A�
2

2

[
0 − 3

4
− 3

4

]
= −3A�

2

4
(D-16)

pour F = 0.
La dégénérescence d’ordre 4 du niveau 1s est donc partiellement levée par

Whf : on obtient un niveau F = 1 dégénéré trois fois, et un niveau F = 0, non dégé-
néré. La dégénérescence 2F + 1 du niveau F = 1 est essentielle et liée à l’invariance
de Whf par rotation du système total.

D-3. Structure hyperfine du niveau 1s

D-3-a. Position des niveaux

Sous l’effet de Wf , l’énergie du niveau 1s est abaissée d’une quantité mec2α4/8
par rapport à la valeur −μc2α2/2 calculée au Chapitre VII ; Whf scinde ensuite le
niveau 1s1/2 en deux niveaux hyperfins séparés par une énergie A�

2 (Fig. 3). A�
2

est souvent appelée “structure hyperfine de l’état fondamental”.

Remarque:

On trouverait de même que Whf décompose chacun des niveaux de structure
fine 2s1/2, 2p1/2 et 2p3/2 en une série de niveaux hyperfins, correspondant
à toutes les valeurs de F séparées d’une unité et comprises entre J + I et
|J − I|. Pour les niveaux 2s1/2 et 2p1/2 on a J = 1/2 ; donc, F prend les deux
valeurs F = 1 et F = 0. Pour le niveau 2p3/2, J = 3/2, et on a par suite
F = 2 et F = 1 (cf. Fig. 4).

D-3-b. Importance de la structure hyperfine du niveau 1s

La structure hyperfine du niveau fondamental de l’atome d’hydrogène est
la grandeur physique qui est actuellement connue expérimentalement avec le plus
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Figure 3 – Structure hyperfine du niveau n = 1 de l’atome d’hydrogène. Sous
l’effet de Wf , le niveau n = 1 subit un déplacement global égal à −mec2α4/8 ; J
ne peut-prendre qu’une seule valeur, J = 1/2. Lorsqu’on tient compte du couplage
hyperfin Whf , le niveau 1s1/2 se scinde en deux niveaux hyperfins F = 1 et F = 0.
La transition hyperfine F = 1 ↔ F = 0 (raie de longueur d’onde 21 cm étudiée
en radioastronomie) a une fréquence connue expérimentalement avec douze chiffres
significatifs (grâce à la réalisation du maser à hydrogène).

grand nombre de chiffres significatifs. Elle vaut 7 :

A�

2π
= 1 420 405 751, 767 ± 0,001 Hz (D-17)

Une telle précision expérimentale a été rendue possible grâce à la réalisation,
en 1963, du “maser à hydrogène”. Le principe d’un tel appareil est très schémati-
quement le suivant : des atomes d’hydrogène, préalablement triés (au moyen d’une
sélection magnétique de type Stern et Gerlach) de façon qu’ils se trouvent dans le
niveau hyperfin supérieur F = 1, sont stockés dans une enceinte de verre (schéma

7. Les calculs présentés dans ce chapitre sont évidemment tout à fait insuffisants pour rendre
compte de tous ces chiffres significatifs ! Les théories les plus avancées ne permettent d’ailleurs à
l’heure actuelle d’expliquer que les cinq ou six premiers chiffres de (D-17).
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Figure 4 – Structure hyperfine du niveau n = 2 de l’atome d’hydrogène. L’écart S

entre les deux niveaux 2s1/2 et 2p1/2 est le déplacement de Lamb, environ dix fois
plus petit que l’intervalle de structure fine ΔE qui sépare les deux niveaux 2p1/2
et 2p3/2 (S � 1 057,8 MHz ; ΔE � 10 969,1 MHz). Lorsqu’on tient compte du
couplage hyperfin Whf , chaque niveau se scinde en deux sous-niveaux hyperfins (la
valeur correspondante du nombre quantique F est indiquée sur la partie droite de
la figure). Les écarts hyperfins valent 23,7 MHz pour le niveau 2p3/2, 177,56 MHz
pour le niveau 2s1/2, 59,19 MHz pour le niveau 2p1/2 (pour plus de clarté, la figure
ne respecte pas l’échelle).

voisin de celui représenté sur la Figure 6 du Complément FIV. On obtient ainsi un
milieu amplificateur pour la fréquence hyperfine [E(F = 1) − E(F = 0)]/h. Si l’en-
ceinte est placée dans une cavité accordée à la fréquence hyperfine et si les pertes
de la cavité sont suffisamment faibles pour que le gain du milieu soit supérieur
aux pertes, le système devient instable et peut osciller : on obtient un “oscilla-
teur atomique” (maser). La fréquence de l’oscillateur est très stable et d’une très
grande pureté spectrale ; sa mesure donne directement la valeur de l’écart hyperfin,
exprimée en Hz.

Notons enfin que les atomes d’hydrogène qui se trouvent dans l’espace in-
terstellaire sont détectés en radioastronomie grâce à la radiation qu’ils émettent
spontanément en passant du niveau hyperfin F = 1 au niveau hyperfin F = 0 de
l’état fondamental (cette transition correspond à une longueur d’onde de 21 cm).
La plupart des renseignements que nous possédons sur les nuages d’hydrogène in-
terstellaire proviennent de l’étude de cette raie à 21 cm.
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E. Effet Zeeman de structure hyperfine du niveau fondamental 1s

E-1. Position du problème

E-1-a. Hamiltonien Zeeman Wz

Nous supposons maintenant que l’atome est plongé dans un champ magné-
tique statique uniforme B0 parallèle à Oz. Ce champ interagit avec les divers mo-
ments magnétiques présents dans l’atome : moments magnétiques orbital et de
spin de l’électron, ML =

q

2me
L et MS =

q

me
S ; moment magnétique du noyau,

MI = − qgp

2Mp
I [cf. expression (B-18)].

L’hamiltonien Zeeman WZ qui décrit l’énergie d’interaction de l’atome avec
le champ B0 s’écrit donc :

WZ = −B0 · (ML + MS + MI)

= ω0 (Lz + 2Sz) + ωnIz (E-1)

où ω0 (pulsation de Larmor dans le champ B0) et ωn sont définis par :⎧⎪⎨⎪⎩
ω0 = − q

2me
B0 (E-2)

ωn =
q

2Mp
gpB0 (E-3)

Comme Mp � me, on a bien sûr :

|ω0| � |ωn| (E-4)

Remarque:

En toute rigueur, WZ contient un autre terme, quadratique en B0 (terme
diamagnétique). Ce terme n’agit pas sur les variables de spin électronique et
nucléaire et ne fait que déplacer en bloc le niveau 1s, sans modifier son dia-
gramme Zeeman que nous étudions plus loin. De plus, il est très petit devant
(E-1). Rappelons qu’une étude détaillée de l’effet du terme diamagnétique
est présentée dans le Complément DVII.

E-1-b. Perturbation “vue” par le niveau 1s

Dans ce § E, nous nous proposons d’étudier l’effet de WZ sur le niveau fon-
damental 1s de l’atome d’hydrogène (le cas du niveau n = 2 est légèrement plus
compliqué car, en champ magnétique nul, ce niveau possède à la fois une structure
fine et hyperfine, alors que le niveau n = 1 n’a qu’une structure hyperfine ; le prin-
cipe du calcul est néanmoins le même). Même avec les champs magnétiques les plus
intenses réalisables au laboratoire, WZ est très petit devant l’écart qui sépare le
niveau 1s des autres niveaux et l’on peut par suite traiter son effet par la théorie
des perturbations.

L’effet d’un champ magnétique sur un niveau d’énergie atomique s’appelle
“effet Zeeman”. Lorsqu’on porte en abscisses le champ B0, en ordonnées les éner-
gies des divers sous-niveaux auxquels il donne naissance, on obtient un diagramme
Zeeman.
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Si B0 est suffisamment fort, l’hamiltonien Zeeman WZ peut être du même
ordre de grandeur ou même plus grand que l’hamiltonien hyperfin Whf

8 ; au contraire,
si B0 est très faible, WZ � Whf . Il n’est donc pas en général possible d’établir une
hiérarchie entre WZ et Whf et il faut, pour obtenir les énergies des divers sous-
niveaux, diagonaliser l’ensemble WZ + Whf à l’intérieur de la multiplicité n = 1.

Nous avons montré au § D-2 que la restriction de Whf à l’intérieur de la
multiplicité n = 1 pouvait se mettre sous la forme A I · S. En utilisant l’expression
(E-1) de WZ , on voit qu’il faut en plus calculer des éléments de matrice de la forme :

〈n = 1; l = 0; mL = 0; m′
S ; m′

I | ω0(Lz +2Sz)+ωnIz |n = 1; l = 0; mL = 0; mS ; mI〉
(E-5)

La contribution de ω0Lz est nulle car l et mL sont nuls. Comme 2ω0Sz + ωnIz

n’agit que sur les variables de spin, on peut, pour ce dernier terme, séparer la partie
orbitale de l’élément de matrice :

〈n = 1; l = 0; mL = 0 | n = 1; l = 0; mL = 0〉 = 1 (E-6)

de la partie de spin.
En conclusion, il faut donc, oubliant les nombres quantiques n, l, mL, diago-

naliser l’opérateur :

A I · S + 2ω0Sz + ωnIz (E-7)

qui n’agit plus que sur les degrés de liberté de spin. On peut pour cela utiliser soit
la base {|mS , mI〉}, soit la base {|F, mF 〉}.

D’après (E-4), le dernier terme de (E-7) est très petit devant le second. Pour
simplifier la discussion, nous négligerons dans la suite le terme wnlz (il serait cepen-
dant possible d’en tenir compte 9). La perturbation “vue” par le niveau 1s s’écrit
donc finalement :

A I · S + 2ω0Sz (E-8)

E-1-c. Distinction des différents domaines de champ

En faisant varier B0, on peut modifier de façon continue l’importance du
terme Zeeman 2ω0Sz. Nous distinguerons trois domaines de champ, selon les ordres
de grandeur respectifs du terme hyperfin et du terme Zeeman :

(i) �ω0 � A�
2 : champs faibles

(ii) �ω0 � A�
2 : champs forts

(iii) �ω0 � A�
2 : champs intermédiaires

Nous verrons plus loin qu’il est possible de diagonaliser de façon exacte l’opéra-
teur (E-8). Cependant, afin d’illustrer la théorie des perturbations sur un exemple
particulièrement simple, nous allons utiliser dans les cas (i) et (ii) une méthode lé-
gèrement différente : nous traiterons, dans le cas (i), 2ω0Sz comme une perturbation

8. Rappelons que Wf déplace en bloc le niveau 1s ; il déplace donc également en bloc le
diagramme Zeeman.

9. C’est ce que nous faisons dans le Complément CXII, où nous étudions des systèmes
hydrogénoïdes (muonium, positronium) pour lesquels il n’est pas possible de négliger le moment
magnétique de l’une des deux particules.
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vis-à-vis de A I · S, et au contraire, dans le cas (ii), A I · S comme une perturbation
vis-à-vis de 2ω0Sz. La diagonalisation exacte de l’ensemble des deux opérateurs,
indispensable dans le cas (iii), nous permettra d’ailleurs de contrôler les résultats
précédents.

E-2. Effet Zeeman en champ faible

Les états propres et valeurs propres de A I · S ont déjà été déterminés au
§ D-2. On obtient donc deux multiplicités ; la multiplicité

{|F = 1; mF = −1, 0, +1〉},

dégénérée trois fois, d’énergie A�
2/4, et la multiplicité {|F = 0; mF = 0〉}, non dé-

générée, d’énergie −3A�
2/4. Comme nous traitons 2ω0Sz comme une perturbation

vis-à-vis de A I · S, il faut maintenant diagonaliser séparément les deux matrices
représentant 2ω0Sz dans les deux multiplicités F = 1 et F = 0 correspondant aux
deux valeurs propres distinctes de A I · S.

E-2-a. Matrice représentant Sz dans la base {|F,mF 〉}
Comme nous en aurons besoin ultérieurement, commençons par écrire la ma-

trice représentant Sz dans la base {|F, mF 〉} (pour le problème qui nous occupe ici,
il suffirait d’écrire les deux sous-matrices correspondant aux sous-espaces F = 1 et
F = 0).

En utilisant les formules (B-22) et (B-23) du Chapitre X, on obtient aisément :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Sz |F = 1; mF = 1〉 =
�

2
|F = 1; mF = 1〉

Sz |F = 1; mF = 0〉 =
�

2
|F = 0; mF = 0〉

Sz |F = 1; mF = −1〉= −�

2
|F = 1; mF = −1〉

Sz |F = 0; mF = 0〉 =
�

2
|F = 1; mF = 0〉

(E-9)

ce qui donne, pour la matrice représentant Sz dans la base {|F, mF 〉}, l’expression
suivante (les vecteurs de base sont rangés dans l’ordre |1, 1〉, |1, 0〉, |1, −1〉, |0, 0〉) :

(Sz) =
�

2

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 -1 0
0 1 0 0

⎞⎟⎟⎠ (E-10)

Remarque:
Il est instructif de comparer la matrice précédente avec celle qui représente Fz dans
la même base :

(Fz) = �

⎛⎜⎝ 1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 0

⎞⎟⎠ (E-11)
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On constate tout d’abord que les deux matrices ne sont pas proportionnelles : la
matrice (Fz) est diagonale alors que la matrice (Sz) ne l’est pas.
Si l’on se limite cependant aux restrictions des deux matrices dans le sous-espace
F = 1 [délimitées par un trait renforcé sur les expressions (E-10) et (E-11)], on
constate qu’elles sont proportionnelles ; en désignant par P1 le projecteur sur le
sous-espace F = 1 (cf. Complément BII), on a :

P1SzP1 =
1
2
P1FzP1 (E-12)

On vérifierait aisément que la même relation existe entre Sx et Fx d’une part, Sy

et Fy d’autre part.
On retrouve ainsi dans un cas particulier le théorème de Wigner-Eckart

(Complément DX) d’après lequel, dans une multiplicité donnée du moment ciné-
tique total, toutes les matrices représentant des opérateurs vectoriels sont propor-
tionnelles. On voit clairement sur cet exemple que cette proportionnalité n’existe
que pour les restrictions des opérateurs à l’intérieur d’une multiplicité donnée du
moment cinétique total, non pour les opérateurs eux-mêmes.

De plus, le coefficient de proportionnalité 1/2 qui figure dans (E-12) peut être
obtenu immédiatement à partir du théorème de projection. D’après la formule (30)
du Complément EX, ce coefficient est en effet égal à :

〈S · F〉F =1

〈F2〉F =1
=
F (F + 1) + s(s+ 1) − I(I + 1)

2F (F + 1)
(E-13)

Comme s = I = 1/2, (E-13) est bien égal à 1/2.

E-2-b. Etats propres et valeurs propres en champ faible

D’après les résultats du § a précédent, la matrice représentant 2ω0Sz dans la
multiplicité F = 1 s’écrit :⎛⎝ �ω0 0 0

0 0 0
0 0 −�ω0

⎞⎠ (E-14)

Dans la multiplicité F = 0, cette matrice se réduit à un nombre égal à 0.
Ces deux matrices étant diagonales, on en déduit immédiatement les états

propres (à l’ordre zéro en ω0) et les valeurs propres (à l’ordre un en ω0) en champ
faible :

Etats propres Valeurs propres

|F = 1; mF = 1〉 ⇔ A�
2

4
+ �ω0

|F = 1; mF = 0〉 ⇔ A�
2

4
+ 0

|F = 1; mF = −1〉⇔ A�
2

4
− �ω0

|F = 0; mF = 0〉 ⇔ −3
A�

2

4
+ 0

(E-15)

Sur la Figure 5, on porte en abscisses �ω0, en ordonnées les énergies des
quatre sous-niveaux Zeeman (diagramme Zeeman). En champ nul, on a les deux
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niveaux hyperfins F = 1 et F = 0. Lorsqu’on applique le champ B0, le sous-niveau
|F = 0, mF = 0〉, qui n’est pas dégénéré, part avec une pente nulle ; la dégénéres-
cence d’ordre trois du niveau F = 1 est complètement levée : on obtient trois sous-
niveaux équidistants qui varient linéairement en fonction de �ω0 avec des pentes
respectivement égales à +1, 0, −1.

Figure 5 – Diagramme Zeeman en
champ faible du niveau fondamental 1s de
l’atome d’hydrogène. Le niveau hyperfin
F = 1 se scinde en trois niveaux équidis-
tants correspondant chacun à une valeur
bien définie du nombre quantique mF . Le
niveau F = 0 ne subit aucun déplacement
au premier ordre en ω0.

Le traitement précédent est valable tant que l’écart �ω0 entre deux sous-
niveaux Zeeman consécutifs de la multiplicité F = 1 reste petit devant l’écart entre
les niveaux F = 1 et F = 0 en champ nul (structure hyperfine).

Remarque:
Le théorème de Wigner-Eckart mentionné plus haut permet de montrer que, dans
une multiplicité donnée F du moment cinétique total, l’hamiltonien Zeeman ω0(Lz+
2Sz) est représenté par une matrice proportionnelle à Fz. On peut ainsi écrire, en
désignant par PF le projecteur sur la multiplicité F :

PF [ω0(Lz + 2Sz)]PF = gFω0PFFzPF (E-16)

gF s’appelle le facteur de Landé du niveau F . Dans le cas qui nous intéresse ici,
gF =1 = 1.

E-2-c. Fréquences de Bohr intervenant dans l’évolution de 〈F 〉 et 〈S〉. Comparaison avec le
modèle vectoriel de l’atome

Nous déterminons dans ce § c les différentes fréquences de Bohr qui apparaissent
dans l’évolution de 〈F〉 et 〈S〉, et montrons que les résultats obtenus rappellent par certains
côtés ceux du modèle vectoriel de l’atome (cf. Complément FX).
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Rappelons tout d’abord brièvement les prévisions du modèle vectoriel de l’atome
(où les divers moments cinétiques sont considérés comme des vecteurs classiques) en ce
qui concerne le couplage hyperfin entre I et S. En champ nul, F = I + S est une constante
du mouvement ; I et S précessent autour de leur résultante F avec une vitesse angulaire
proportionnelle à la constante de couplage A entre I et S. Si le système est de plus plongé
dans un champ statique faible B0 parallèle à Oz, au mouvement rapide de précession de
I et S autour de F se superpose un mouvement lent de précession de F autour de Oz
(précession de Larmor ; Fig. 6).

Figure 6 – Mouvements de S, I et F dans le modèle vectoriel de l’atome : en champ
faible, S et I précessent rapidement autour de F sous l’effet du couplage hyperfin ;
F précesse lentement autour de B0 (précession de Larmor).

Fz est donc une constante du mouvement, alors que Sz comporte une partie statique
(projection sur Oz de la composante de S parallèle à F), et une partie modulée à la
fréquence de précession hyperfine (projection sur Oz de la composante de S perpendiculaire
à F, qui précesse autour de F).

Comparons ces résultats semi-classiques à ceux de la théorie quantique présentée
dans ce § E. Il faut pour cela étudier l’évolution dans le temps des valeurs moyennes 〈Fz〉
et 〈Sz〉. D’après la discussion du § D-2-d du Chapitre III, on sait que la valeur moyenne
〈G〉(t) d’une grandeur physiqueG comporte une série de composantes oscillant aux diverses
fréquences de Bohr (E − E′)/h du système ; d’autre part, une fréquence de Bohr donnée
n’apparaît dans 〈G〉(t) que si l’élément de matrice de G entre les états correspondant
aux deux énergies est différent de zéro. Dans le problème qui nous intéresse ici, les états
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propres de l’hamiltonien en champ faible sont les états |F,mF 〉. Considérons alors les deux
matrices (E-10) et (E-11) représentant Sz et Fz dans cette base. Comme Fz n’a que des
éléments de matrice diagonaux, il ne peut apparaître aucune fréquence de Bohr différente
de zéro dans 〈Fz〉(t) : 〈Fz〉 est donc statique. Par contre, Sz a non seulement des éléments
de matrice diagonaux (auxquels est associée une composante statique de 〈Sz〉), mais égale-
ment un élément non diagonal entre les états |F = 1;mF = 0〉 et |F = 0;mF = 0〉, dont la
séparation énergétique est A�

2, d’après le tableau (E-15) (ou la Figure 5). Il s’ensuit que
〈Sz〉 présente, en plus d’une composante statique, une composante modulée à la pulsation
A� ; ce résultat rappelle ainsi celui du modèle vectoriel de l’atome 10.

Remarque:

On peut établir un lien entre la théorie des pertubations et le modèle vectoriel de
l’atome. En effet, l’influence d’un champ B0 faible sur les multiplicités F = 1 et
F = 0 s’obtient en ne retenant de l’hamiltonien Zeeman 2ω0Sz que les éléments de
matrice dans les multiplicités F = 1 et F = 0, c’est-à-dire en “oubliant” l’élément
de matrice de Sz entre |F = 1;mF = 0〉 et |F = 0;mF = 0〉. En procédant ainsi, on
“oublie” également la composante modulée de 〈Sz〉, qui est proportionnelle à cet
élément de matrice. On ne garde donc que la composante de 〈S〉 parallèle à 〈F〉.
Or c’est précisément ce que l’on fait dans le modèle vectoriel de l’atome lorsqu’on
veut évaluer l’énergie d’interaction avec le champ B0. En champ faible, F précesse
en effet autour de B0 beaucoup moins vite que S autour de F. L’interaction de B0

avec la composante de S perpendiculaire à F a donc un effet nul en moyenne, et
seule compte la projection de S sur F. C’est ainsi par exemple que l’on calcule le
facteur de Landé.

E-3. Effet Zeeman en champ fort

Il faut maintenant diagonaliser en premier lieu le terme Zeeman.

E-3-a. Etats propres et valeurs propres du terme Zeeman

Ce terme est diagonal dans la base {|mS , mI〉} :

2ω0Sz |mS , mI〉 = 2mS �ω0 |mS , mI〉 (E-17)

Comme mS = ±1/2, les valeurs propres sont égales à ±�ω0. Chacune d’elles est
dégénérée deux fois, à cause des deux valeurs possibles de mI . On a donc 11 :

2ω0Sz |+, ±〉 = +�ω0|+, ±〉
2ω0Sz |−, ±〉 = −�ω0|−, ±〉

(E-18)

10. On pourrait également établir un parallèle entre l’évolution de 〈Fx〉, 〈Sx〉, 〈Fy〉, 〈Sy〉,
et celle des projections sur Ox et Oy des vecteurs F et S de la Figure 6. Signalons cependant
que le mouvement de 〈F〉 et 〈S〉 ne coïncide pas parfaitement avec celui de moments cinétiques
classiques : en particulier, le module de 〈S〉 n’est pas forcément constant (en mécanique quantique,〈

S2
〉

�= 〈S〉2) ; voir la discussion du Complément FX.
11. Pour simplifier les notations, nous écrirons souvent |εS , εI〉 à la place de |mS ,mI 〉, εS et

εI étant égaux à + ou − suivant le signe de mS et mI .
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E-3-b. Effet du terme hyperfin considéré comme une perturbation

Les corrections au premier ordre en A s’obtiennent en diagonalisant les restric-
tions de l’opérateur A I·S aux deux sous-espaces {|+, ±〉} et {|−, ±〉} correspondant
aux deux valeurs propres différentes de 2ω0Sz.

Remarquons tout d’abord que, dans chacun de ces deux sous-espaces, les
deux vecteurs de base |+, +〉 et |+, −〉 (ou |−, +〉 et |−, −〉) sont également vecteurs
propres de Fz , mais ne correspondent pas à la même valeur de mF = mS + mI ;
comme l’opérateur A I · S = A

2

(
F 2 − I2 − S2

)
commute avec Fz, il n’a pas d’élé-

ments de matrice entre les deux états |+, +〉 et |+, −〉, ou |−, +〉 et |−, −〉. Les
deux matrices représentant A I · S dans les deux sous-espaces {|+, ±〉} et {|−, ±〉}
sont donc diagonales, et leurs valeurs propres sont tout simplement les éléments
diagonaux 〈mS ; mI | A I · S | mS ; mI〉 que l’on peut écrire encore, en utilisant la
relation :

I · S = IzSz +
1
2

(I+S− + I−S+) (E-19)

sous la forme :

〈mS , mI | A I · S | mS , mI〉
= 〈mS , mI | AIzSz | mS , mI〉 = A�

2mSmI (E-20)

Finalement les états propres (à l’ordre zéro en A) et les valeurs propres (à
l’ordre un en A) en champ fort sont :

Etats propres Valeurs propres

|+, +〉 ⇔ �ω0 +
A�

2

4

|+, −〉 ⇔ �ω0 − A�
2

4

|−, +〉 ⇔ −�ω0 − A�
2

4

|−, −〉 ⇔ −�ω0 +
A�

2

4

(E-21)

Sur la Figure 7, les courbes tracées en traits pleins à droite de la figure (pour
�ω0 � A�

2) représentent les niveaux d’énergie en champ fort : on obtient deux
droites parallèles de pente + 1, séparées par une énergie A�

2/2, et deux droites
parallèles de pente − 1, également séparées par A�

2/2. Les traitements de pertur-
bation présentés dans ce paragraphe et le précédent donnent donc les asymptotes
en champ fort et le départ des niveaux d’énergie (tangente à l’origine).

Remarque:

On peut interpréter de la façon suivante l’écart A�
2/2 qui existe en champ

fort entre les deux niveaux |+, +〉 et |+, −〉, ou |−, +〉 et |−, −〉. Nous avons
vu que seul le terme IzSz de l’expression (E-19) de I · S intervient en champ
fort, lorsqu’on traite le couplage hyperfin comme une perturbation vis-à-vis
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Figure 7 – Diagramme Zeeman en champ fort du niveau fondamental 1s de l’atome
d’hydrogène. Pour chaque orientation du spin électronique (εS = + ou εS = −),
on obtient deux droites parallèles séparées par une énergie A�

2/2, correspondant
chacune à une orientation différente du spin du proton (εI = + ou εI = −).

du terme Zeeman. L’hamiltonien total (E-8) peut donc s’écrire en champ
fort :

2ω0Sz + AIzSz = 2
(

ω0 +
A
2

Iz

)
Sz (E-22)

Tout se passe donc comme si le spin électronique “voyait”, en plus du champ
extérieur B0, un “champ interne” plus petit, provenant du couplage hyperfin
entre I et S, et prenant deux valeurs possibles suivant que le spin nucléaire
pointe vers le haut ou vers le bas. Ce champ s’ajoute (ou se retranche) à B0 ;
il est responsable de la différence d’énergie entre |+, +〉 et |+, −〉, ou entre
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|−, +〉 et |−, −〉.

E-3-c. Fréquences de Bohr intervenant dans l’évolution de 〈Sz〉
En champ fort, le couplage Zeeman de S avec B0 est plus important que le

couplage hyperfin de S avec I. Si l’on néglige tout d’abord ce couplage hyperfin,
le modèle vectoriel de l’atome prévoit que S précesse (très rapidement car |B0| est
grand) autour de la direction Oz de B0 (I reste immobile car nous avons supposé
ωn négligeable).

Figure 8 – Mouvement de S dans le mo-
dèle vectoriel de l’atome : en champ fort,
S précesse rapidement autour de B0 (on
néglige ici à la fois le couplage Zeeman
entre I et B0 et le couplage hyperfin entre
I et S, de sorte que I reste immobile).

La décomposition (E-19) pour le couplage hyperfin reste valable pour des
vecteurs classiques. Par suite de la précession très rapide de S, les termes S+ et S−
oscillent très vite et ont un effet nul en moyenne, de sorte que seul le terme IzSz

compte. L’effet du couplage hyperfin est donc d’ajouter un petit champ parallèle à
Oz, et proportionnel à Iz (cf. remarque du paragraphe précédent) qui accélère ou
ralentit la précession de S autour de Oz suivant le signe de Iz . Le modèle vectoriel
de l’atome prévoit ainsi que Sz est statique en champ fort.

Montrons que la théorie quantique donne un résultat analogue pour la va-
leur moyenne 〈Sz〉 de l’observable Sz. En effet, en champ fort, les états d’énergie
déterminée sont, comme nous l’avons vu, les états |mS , mI〉. Or, dans cette base,
l’opérateur Sz n’a que des éléments de matrice diagonaux. Aucune fréquence de
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Bohr différente de zéro ne peut donc apparaître dans 〈Sz〉, qui est par suite une
grandeur statique 12, contrairement à ce qui se passe en champ faible (cf. § E-2-c).

E-4. Effet Zeeman en champ intermédiaire

E-4-a. Matrice représentant la perturbation totale
dans la base {|F,mF 〉}

Les états {|F, mF 〉} sont états propres de l’opérateur A I · S. La matrice re-
présentant cet opérateur dans la base{|F, mF 〉} est donc diagonale : les éléments
diagonaux correspondant à F = 1 sont égaux à A�

2/4, celui correspondant à F = 0
à −3A�

2/4. Par ailleurs, nous avons déjà écrit en (E-10) la matrice représentant Sz

dans la même base. Il est alors très simple d’écrire la matrice représentant la per-
turbation totale (E-8). En rangeant les vecteurs de base dans l’ordre |1, 1〉, |1, −1〉,
|1, 0〉, |0, 0〉, on obtient ainsi :⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A�
2

4 + �ω0 0 0 0

0 A�
2

4 − �ω0 0 0

0 0 A�
2

4 �ω0

0 0 �ω0 − 3A�
2

4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(E-23)

Remarque:

Sz et Fz commutent ; 2ω0Sz ne peut donc avoir d’éléments de matrice non
nuls qu’entre deux états de même mF . On pouvait ainsi prévoir a priori tous
les zéros de la matrice (E-23).

E-4-b. Valeurs de l’énergie en champ quelconque

La matrice (E-23) se décompose en deux matrices 1 × 1 et une matrice 2 × 2.
Les deux matrices 1 × 1 fournissent immédiatement deux valeurs propres :⎧⎪⎨⎪⎩

E1 =
A�

2

4
+ �ω0

E2 =
A�

2

4
− �ω0

(E-24)

correspondant respectivement à l’état |1, 1〉 (ou encore à l’état |+, +〉) et à l’état
|1, −1〉 (ou encore à l’état |−, −〉). Sur la Figure 9, les deux droites de pente +1
et −1 passant en champ nul par le point d’ordonnée +A�

2/4 (et dont le traite-
ment de perturbation ne donnait que le départ et le comportement asymptotique)
représentent donc, quel que soit B0, deux des sous-niveaux Zeeman.

12. L’étude de 〈Sx〉 et 〈Sy〉 ne présente aucune difficulté. On trouve deux pulsations de Bohr :
l’une, ω0 + A�/2, légèrement plus grande que ω0, et l’autre, ω0 − A�/2, légèrement plus petite ;
elles correspondent aux deux orientations possibles du “champ interne” produit par Iz , et qui vient
s’ajouter au champ extérieur B0.
On trouve de même que I précesse autour du “champ interne” produit par Sz .
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L’équation aux valeurs propres de la matrice 2 × 2 restante s’écrit :

(A�
2

4
− E

)(
−3A�

2

4
− E

)
− �

2ω2
0 = 0 (E-25)

Figure 9 – Diagramme Zeeman (en champ quelconque) du niveau fondamental 1s
de l’atome d’hydrogène ; mF reste un bon nombre quantique pour toute valeur du
champ. On obtient deux droites, de pentes opposées, correspondant aux valeurs +1
et −1 de mF , ainsi qu’une hyperbole dont les deux branches sont associées aux deux
niveaux mF = 0. Les figures 5 et 7 donnent respectivement les tangentes à l’origine
et les asymptotes des niveaux représentés sur ce diagramme.
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Les deux racines de cette équation se calculent aisément :

E3 = −A�
2

4
+

√(A�2

2

)2

+ �2ω2
0 (E-26)

E4 = −A�
2

4
−
√(A�2

2

)2

+ �2ω2
0 (E-27)

Lorsqu’on fait varier �ω0, les deux points d’abscisses �ω0 et d’ordonnées E3 et
E4 décrivent les deux branches d’une hyperbole (Fig. 9). Les asymptotes de cette
hyperbole sont les deux droites d’équation E = −(A�

2/4) ± �ω0 obtenues au § 3
précédent. Les deux sommets de l’hyperbole ont pour abscisse ω0 = 0 et pour
ordonnées −(A�

2/4) ± A�
2/2, c’est-à-dire A�

2/4 et −3A�
2/4. Les tangentes en ces

deux points sont horizontales. On retrouve ainsi les résultats du § 2 pour les états
|F = 1; mF = 0〉 et |F = 0; mF = 0〉.

L’ensemble des résultats précédents est regroupé sur la figure 9 qui représente
le diagramme Zeeman du niveau fondamental 1s.

E-4-c. Découplage hyperfin partiel

En champ faible, les états d’énergie bien définie sont les états |F, mF 〉 ; en
champ fort, ce sont les états |mS , mI〉 ; en champ intermédiaire, ce sont les états
propres de la matrice (E-23), qui sont intermédiaires entre les états |F, mF 〉 et les
états |mS , mI〉.

On passe ainsi continûment d’un couplage fort entre I et S (base couplée) à
un découplage total (base découplée) par l’intermédiaire d’un couplage partiel.

Remarque:

Un phénomène analogue existe pour l’effet Zeeman de structure fine. Si l’on
néglige pour simplifier Whf , on sait (§ C) qu’en champ nul, les états propres
de l’hamiltonien H sont les états |J, mJ〉 correspondant à un couplage fort
entre L et S (couplage spin-orbite). Cette propriété demeure valable tant que
WZ � Wf . Si au contraire le champ B0 est suffisamment grand pour que
WZ � Wf , on trouve que les états propres de H sont les états |mL, mS〉
correspondant à un découplage total entre L et S. La zone intermédiaire
(WZ � Wf ) correspond à un couplage partiel entre L et S. Voir par exemple
le Complément DXII, où l’on étudie l’effet Zeeman du niveau 2p (sans tenir
compte de Whf ).

Références et conseils de lecture :

Spectre de l’atome H : Series (11.7), Bethe et Salpeter dans (11.10).
Equation de Dirac : sous-section mécanique quantique relativiste de la sec-

tion 2 de la bibliographie et Messiah (1.17), Chap. XX, notamment §§ V et
IV-27.

Structure fine du niveau n= 2. Lamb-shift : Lamb et Retherford (3.11) :
Frisch (3.13) ; Series (11.7), Chap. VI, VII et VIII.

Structure hyperfine du niveau fondamental : Crampton et al. (3.12).
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Effet Zeeman et modèle vectoriel de l’atome : Cagnac et Pebay-Peyroula
(11.2), Chap. XVII, §§ 3E et 4C ; Born (11.4), Chap. 6, § 2.

Hydrogène interstellaire : Roberts (11.17) ; Encrenaz (12.11), Chap. IV.

1275





COMPLÉMENTS DU CHAPITRE XII

AXII : HAMILTONIEN HYPERFIN
MAGNÉTIQUE

Établissement de l’expression de l’hamiltonien
hyperfin utilisée dans le Chapitre XII. Interpréta-
tion physique des différents termes apparaissant
dans cet hamiltonien, en particulier du terme de
contact. Assez difficile.

BXII : CALCUL DES VALEURS MOYENNES DE
L’HAMILTONIEN DE STRUCTURE FINE DANS LES
ÉTATS 1s, 2s ET 2p

Calcul technique de certaines intégrales radiales
apparaissant dans les expressions obtenues au
Chapitre XII pour les déplacements des niveaux
d’énergie. Aucune difficulté de principe.

CXII : STRUCTURE HYPERFINE ET EFFET ZEE-
MAN DU MUONIUM ET DU POSITRONIUM

Extension de l’étude des §§ D et E du Chapitre XII
à deux systèmes hydrogénoïdes importants, le
muonium et le positronium, déjà présentés dans
le Complément AVII. Description sommaire des
méthodes d’étude expérimentale de ces deux
systèmes. Facile si l’on a bien suivi les calculs des
§§ D et E du Chapitre XII.

DXII : INFLUENCE DU SPIN ÉLECTRONIQUE SUR
L’EFFET ZEEMAN DE LA RAIE DE RÉSONANCE
DE L’HYDROGÈNE

Étude de l’effet du spin électronique sur la fré-
quence et la polarisation des composantes Zeeman
de la raie de résonance de l’hydrogène. Améliore
les résultats obtenus dans le Complément DVII,
où l’on ignorait le spin de l’électron (utilise
d’ailleurs certains résultats de ce complément).
Difficulté moyenne.

EXII : EFFET STARK DE L’ATOME D’HYDRO-

GÈNE

Étude de l’effet d’un champ électrique statique
sur le niveau fondamental (n = 1) et le premier
niveau excité (n = 2) de l’atome d’hydrogène
(effet Stark). Montre l’importance pour l’effet
Stark de l’existence d’une dégénérescence entre
deux niveaux de parités différentes. Assez facile.
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• HAMILTONIEN HYPERFIN MAGNÉTIQUE

Complément AXII

Hamiltonien hyperfin magnétique

1 Interaction de l’électron avec les potentiels scalaire et
vecteur créés par le proton . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279

2 Forme détaillée de l’hamiltonien hyperfin . . . . . . . . 1280
2-a Couplage du moment magnétique du proton avec le mo-

ment orbital de l’électron . . . . . . . . . . . . . . . . . 1280
2-b Couplage avec le spin de l’électron . . . . . . . . . . . . 1282

3 Conclusion : hamiltonien de structure hyperfine . . . . 1285

Le but de ce complément est de justifier l’expression de l’hamiltonien hyperfin
que nous avons donnée au Chapitre XII [relation (B-20)]. Comme dans ce chapitre,
nous raisonnerons sur l’atome d’hydrogène, constitué d’un seul électron et d’un
proton, bien que la plupart des idées restent valables pour un atome quelconque.
Nous avons déjà dit que l’hamiltonien hyperfin a pour origine le couplage entre
l’électron et le champ électromagnétique créé par le proton. Appelons donc AI(r) et
UI(r) les potentiels vecteur et scalaire associés à ce champ électromagnétique ; nous
allons commencer par étudier l’hamiltonien d’un électron soumis à ces potentiels.

1. Interaction de l’électron avec les potentiels scalaire et vecteur créés par
le proton

Soient R et P la position et l’impulsion de l’électron, S son spin, me sa masse
et q sa charge ; μB = q�/2me est le magnéton de Bohr.

L’hamiltonien H de l’électron dans le champ du proton s’écrit :

H =
1

2me
[P − qAI(R)]2 + qUI(R) − 2μB

(
S
�

)
·
(
∇ × AI(R)

)
(1)

Cet opérateur est obtenu en ajoutant à l’expression (B-46) du Chapitre III (hamil-
tonien d’une particule sans spin) l’énergie de couplage entre le moment magnétique
2μBS/� associé au spin et le champ magnétique ∇ × AI(r).

Commençons par étudier les termes qui, dans (1), proviennent du potentiel
scalaire UI(r). D’après le Complément EX, nous savons que ce potentiel résulte de
la superposition de plusieurs contributions, chacune d’entre elles étant associée à
l’un des moments multipolaires électriques du noyau. Pour un noyau quelconque, il
faut considérer :

(i) La charge totale −Zq du noyau (moment d’ordre k = 0), qui donne une
énergie potentielle :

V0(r) = qU0(r) = − Zq2

4πε0r
(2)

(avec, pour le proton, Z = 1). Or l’hamiltonien que nous avons pris dans le Cha-
pitre VII lors de l’étude de l’atome d’hydrogène est précisément :

H0 =
P2

2me
+ V0(R) (3)
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V0(R) est donc déjà pris en compte dans l’hamiltonien H0.
(ii) Le moment quadrupolaire électrique (k = 2) du noyau. Le potentiel cor-

respondant vient s’ajouter au potentiel V0 et donne un terme de l’hamiltonien hy-
perfin, appelé terme quadrupolaire électrique. Les résultats du Complément EX

permettent d’écrire ce terme sans difficulté ; dans le cas de l’atome d’hydrogène,
il est nul car le proton, particule de spin 1/2, n’a pas de moment quadrupolaire
électrique (cf. § 2-c-α du Complément EX).

(iii) Les moments multipolaires électriques d’ordre k = 4, 6, etc. qui inter-
viennent en principe tant que k ≤ 2I ; pour le proton, ils sont tous nuls.

Finalement, pour l’atome d’hydrogène, le potentiel (2) est effectivement le
potentiel vu par l’électron 1, sans qu’il soit nécessaire de lui apporter de correction
(par atome d’hydrogène, nous entendons le système électron-proton, et excluons les
isotopes comme le deuterium : le noyau de ce dernier ayant un spin I = 1, il faudrait
tenir compte d’un hamiltonien hyperfin quadrupolaire électrique ; cf. remarque (i)
à la fin de ce complément).

Prenons maintenant, dans (1), les termes provenant du potentiel vecteur
AI(r). Désignons par MI le moment dipolaire magnétique du proton (ce dernier,
pour la même raison que plus haut, ne peut avoir de moments multipolaires ma-
gnétiques d’ordre k > 1). On a :

AI(r) =
μ0

4π

MI × r
r3 (4)

L’hamiltonien hyperfin Whf s’obtient alors en gardant dans (1) les termes linéaires
en AI :

Whf = − q

2me
[P · AI(R) + AI(R) · P] − 2μB

(
S
�

)
· ∇ × AI(R) (5)

et en remplaçant AI par son expression (4) (comme Whf apporte déjà une très
faible correction aux niveaux d’énergie de H0, il est en effet parfaitement légitime
d’ignorer le terme du second ordre, en A2

I) ; c’est ce que nous allons faire dans le
paragraphe suivant.

2. Forme détaillée de l’hamiltonien hyperfin

2-a. Couplage du moment magnétique du proton avec le moment orbital de
l’électron

Calculons tout d’abord le premier terme de (5). On a, compte tenu de (4) :

P · AI(R) + AI(R) · P =
μ0

4π

{
P · (MI × R)

1
R3 +

1
R3 (MI × R) · P

}
(6)

On peut appliquer les règles du produit mixte de vecteurs à des opérateurs vectoriels,
tant que l’on ne change pas l’ordre de deux opérateurs ne commutant pas. Les
composantes de MI commutant avec R et P, on a :

(MI × R) · P = (R × P) · MI = L · MI (7)

1. Nous ne nous intéressons ici qu’au potentiel à l’extérieur du noyau, où le développement
en moments multipolaires est possible. A l’intérieur du noyau, on sait que le potentiel n’a pas la
forme (2), ce qui entraîne un déplacement des niveaux atomiques appelé “effet de volume” ; cet
effet a été étudié dans le Complément DXI, et nous n’en tiendrons pas compte ici.
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Figure 1 – Disposition relative du mo-
ment magnétique MI du proton et du
champ BL créé par la boucle de courant
associée au mouvement de l’électron, de
charge q et de vitesse v (BL est antipa-
rallèle au moment cinétique orbital L de
l’électron).

où :

L = R × P (8)

est le moment cinétique orbital de l’électron. On montre facilement que :[
L,

1
R3

]
= 0 (9)

(toute fonction de |R| est un opérateur scalaire), de sorte que :

1
R3 (MI × R) · P =

L · MI

R3 (10)

De même :

P · (MI × R)
1

R3 = −MI · (P × R)
1

R3 =
MI · L

R3 (11)

car :

−P × R = L (12)

Pour finir, le premier terme de (5) donne à Whf une contribution W L
hf qui vaut :

W L
hf = − μ0

4π

q

2me
2

MI · L
R3 = − μ0

4π
2μB

MI · (L/�)
R3 (13)

Physiquement, ce terme correspond au couplage entre le moment magnétique nu-
cléaire MI et le champ magnétique :

BL =
μ0

4π

qL
mer3

créé par la boucle de courant associée à la rotation de l’électron (cf. Fig. 1).
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Remarque:

La présence du terme en 1/R3 dans (13) pourrait laisser croire qu’une diver-
gence se produit à l’origine, et que certains éléments de matrice de W L

hf sont
infinis. En réalité, il n’en est rien ; considérons en effet l’élément de matrice〈

ϕk,l,m | W L
hf | ϕk′,l′,m′

〉
où |ϕk,l,m〉 et |ϕk′,l′,m′〉 sont des états stationnaires

de l’atome d’hydrogène trouvés au Chapitre VII. En représentation {|r〉}, on
a :

〈r | ϕk,l,m〉 = ϕk,l,m(r) = Rk,l(r) Y m
l (θ, ϕ) (14)

avec [cf. Chap. VII, relation (A-28)] :

Rk,l(r) ∼
r→0

C rl (15)

Compte tenu de la présence du terme en r2 dr dans l’élément de volume
d’intégration, la fonction à intégrer sur r se comporte à l’origine comme
rl+l′+2−3 = rl+l′−1. D’autre part, la présence de l’opérateur hermitique L
dans (13) entraîne que l’élément de matrice 〈ϕk,l,m | W L

hf | ϕk′,l′,m′〉 est nul

dès que l ou l′ est nul. On a donc l + l′ ≥ 2, et rl+l′−1 reste fini à l’origine.

2-b. Couplage avec le spin de l’électron

Nous allons voir que, pour le dernier terme de (5), les problèmes liés à la
singularité à l’origine du potentiel vecteur (4) sont importants. C’est pourquoi, pour
étudier ce terme, nous allons prendre un proton de dimension finie, et faire tendre
son rayon vers zéro à la fin du calcul. D’ailleurs, d’un point de vue physique, on sait
actuellement que le proton possède effectivement une certaine extension spatiale, et
que son magnétisme est réparti dans un certain volume. Cependant, les dimensions
du proton sont très petites devant le rayon de Bohr a0 ; ceci justifie que, dans le
résultat final du calcul, on fasse comme si le proton était ponctuel.

α. Champ magnétique associé au proton

Considérons le proton comme une particule de rayon ρ0 (Fig. 2), placée à
l’origine. La répartition du magnétisme à l’intérieur du proton crée au loin un champ
B que l’on peut calculer en attribuant au proton un moment magnétique MI que
nous prendrons parallèle à Oz. Pour r � ρ0, on obtient les composantes de B en
calculant le rotationnel du potentiel vecteur écrit en (4) :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Bx =
μ0

4π
3MI

xz

r5

By =
μ0

4π
3MI

yz

r5

Bz =
μ0

4π
MI

3z2 − r2

r5

(16)

Les expressions (16) demeurent d’ailleurs valables mêmes si r n’est pas très grand
devant ρ0. En effet, nous avons déjà souligné plus haut que le proton, étant une
particule de spin 1/2, n’a pas de moment multipolaire magnétique d’ordre k > 1.
Le champ à l’extérieur du proton est donc purement dipolaire.
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Figure 2 – Champ magnétique créé par le proton. A l’extérieur du proton, le champ
est celui d’un dipôle ; à l’intérieur, le champ dépend de la répartition exacte du ma-
gnétisme du proton mais on peut, en première approximation, le considérer comme
uniforme. Le terme de contact correspond à l’interaction entre le moment magné-
tique de spin de l’électron et ce champ uniforme Bi, régnant à l’intérieur du proton.

A l’intérieur du proton, le champ magnétique dépend de la répartition exacte
du magnétisme. Nous supposerons ce champ Bi uniforme 2 (par raison de symétrie,
il est alors nécessairement parallèle à MI , donc à Oz).

Pour calculer le champ Bi à l’intérieur du proton, écrivons la nullité du flux
du champ magnétique à travers une surface fermée limitée par le plan xOy et la
demi-sphère supérieure de centre O et de rayon infini. Comme la décroissance de
|B|, lorsque r → ∞, est en 1/r3, le flux à travers cette demi-sphère est nul ; donc,
si Φi(ρ0) désigne le flux à travers le cercle de centre O et de rayon ρ0, dans le plan
xOy, Φe(ρ0) le flux à travers le reste du plan xOy, on a :

Φi(ρ0) + Φe(ρ0) = 0 (17)

Les égalités (16) permettent de calculer aisément Φe(ρ0), et l’on obtient :

Φe(ρ0) = 2π

∫ +∞

ρ0

r dr

[
− μ0

4π
MI

1
r3

]
= − μ0

4π
MI

2π

ρ0
(18)

Quant au flux Φi(ρ0) de Bi, il vaut :

Φi(ρ0) = πρ2
0Bi (19)

de sorte que (17) et (18) donnent :

Bi =
μ0

4π
MI

2
ρ3

0
(20)

2. Le raisonnement qui va suivre se généralise cependant au cas où Bi varie à l’intérieur du
proton [cf. remarque (ii) à la fin de ce complément].
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Nous connaissons ainsi les valeurs du champ créé par le proton en tous les points
de l’espace ; nous pouvons alors calculer la partie de Whf relative au spin S de
l’électron.

β. Terme dipolaire magnétique

Si l’on reporte (16) dans le terme −2μB

(
S
�

) ·∇× AI on obtient l’opérateur :

W dip
hf = − μ0

4π

2μBMI

�

{
3Z

XSx + Y Sy + ZSz

R5 − Sz

R3

}
(21)

c’est-à-dire, compte tenu du fait que MI est par hypothèse parallèle à Oz :

W dip
hf =

μ0

4π

2μB

�

1
R3

{
S · MI − 3

(S · R)(MI · R)
R2

}
(22)

Nous retrouvons ainsi l’expression de l’hamiltonien d’interaction dipôle-dipôle entre
les deux moments magnétiques MI et MS = 2μB S/� (cf. Complément BXI, § 1).

En réalité, l’expression (16) du champ magnétique créé par le proton n’est
valable que pour r ≥ ρ0, et (22) ne peut en principe être appliqué qu’à la partie
des fonctions d’onde qui satisfait cette condition. Cependant, lorsqu’on fait tendre
ρ0 vers zéro, l’expression (22) ne donne aucune singularité à l’origine ; elle est donc
valable dans tout l’espace.

Considérons en effet l’élément de matrice :〈
ϕk,l,m,ε | W dip

hf | ϕk′,l′,m′,ε′
〉

(nous ajoutons ici des indices ε et ε′ aux états | ϕk,l,m〉 considérés plus haut de façon à
repérer les valeurs propres ε�/2 et ε′

�/2 de Sz), et plus particulièrement l’intégrale radiale
qui lui correspond. A l’origine, la fonction de r à intégrer se comporte comme rl+l′+2−3 =
rl+l′−1 ; or, d’après la condition (8-c) du Complément BXI, les éléments de matrice non
nuls sont obtenus pour l + l′ ≥ 2 ; il n’y a donc aucune divergence à l’origine. A la limite
où ρ0 −→ 0, l’intégrale sur r devient une intégrale de 0 à l’infini, et l’expression (22) est
valable dans tout l’espace.

γ. Terme de contact

Reportons maintenant (20) dans le dernier terme de (5), de façon à obtenir la
contribution à Whf du champ interne du proton. Nous obtenons ainsi un opérateur
W c

hf , que nous appellerons “terme de contact”, dont les éléments de matrice en
représentation {|ϕk,l,m,ε〉} sont :

〈ϕk,l,m,ε|W c
hf |ϕk′,l′,m′,ε′〉

= − μ0

4π

2μBMI

�
〈ε | Sz | ε′〉 2

ρ3
0

∫∫∫
r≤ρ0

d3r ϕ∗
k,l,m(r) ϕk′,l′,m′(r)

(23)

Faisons tendre ρ0 vers zéro ; le volume d’intégration sur r, 4πρ3
0/3, tend vers zéro,

et le second membre de (23) devient :

− μ0

4π

2μBMI

�
〈ε | Sz | ε′〉 8π

3
ϕ∗

k,l,m(r = 0) ϕk′,l′,m′(r = 0) (24)
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Le terme de contact est donc donné par :

W c
hf = − μ0

4π

8π

3
MI ·

(
2μBS
�

)
δ(R) (25)

Donc, bien que le volume où règne le champ magnétique interne (20) tende vers
zéro lorsque ρ0 −→ 0, la valeur de W c

hf reste finie, car ce champ interne tend vers
l’infini comme 1/ρ3

0.

Remarques:

(i) Dans (25), la fonction δ(R) de l’opérateur R est simplement le projecteur :

δ(R) = |r = 0〉〈r = 0| (26)

(ii) L’élément de matrice écrit en (23) n’est différent de zéro que si l = l′ = 0,
condition nécessaire pour que ϕk,l,m(r = 0) et ϕk′,l′,m′(r = 0) ne s’annulent
pas (cf. Chap. VII, § C-4-c-β) : le terme de contact n’intervient donc que
pour les états s.
(iii) Pour étudier, au § 2-a, le couplage entre MI et le moment orbital de
l’électron, nous avons supposé que l’expression (4) de AI(r) est valable dans
tout l’espace, ce qui revient à ignorer que le champ B a en réalité la forme (20)
à l’intérieur du proton. On peut se demander si cette manière de faire est
correcte, et s’il n’existe pas également un terme de contact orbital dans W L

hf .
En réalité, il n’en est rien. En effet, le terme en P·AI+AI ·P conduirait,

pour le champ Bi, à un opérateur proportionnel à :

Bi · L =
μ0

4π
MI

2
ρ3

0
Lz (27)

Calculons l’élément de matrice d’un tel opérateur en représentation {|ϕk,l,m〉}.
La présence de l’opérateur Lz impose, comme plus haut, que l, l′ ≥ 1 ; la fonc-
tion radiale à intégrer entre 0 et ρ0 se comporte alors à l’origine comme rl+l′+2

et s’annule donc au moins aussi vite que r4. Malgré la présence du terme en
1/ρ3

0 dans (27), l’intégrale entre r = 0 et r = ρ0 s’annule donc à la limite où
ρ0 −→ 0.

3. Conclusion : hamiltonien de structure hyperfine

Faisons maintenant la somme des opérateurs W L
hf , W dip

hf et W c
hf , et utilisons

le fait que le moment dipolaire magnétique MI du proton est proportionnel à son
moment cinétique I :

MI = gpμn

(
I
�

)
(28)

(cf. § B-2-a du Chapitre XII). Nous obtenons :

Whf = − μ0

4π

2μBμngp

�2

{
I · L
R3 + 3

(I · R)(S · R)
R5 − I · S

R3 +
8π

3
I · S δ(R)

}
(29)
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Cet opérateur agit à la fois dans l’espace des états de l’électron et dans l’espace des
états du proton ; on vérifie immédiatement que c’est bien l’opérateur introduit au
Chapitre XII [cf. (B-20)].

Remarques:

(i) On peut se demander comment généraliser la formule (29) au cas d’un
atome dont le noyau a un spin I > 1/2.
Tout d’abord, si I = 1, nous avons déjà noté plus haut que le noyau
peut posséder un moment électrique quadrupolaire, qui ajoute sa contri-
bution au potentiel V0(r) écrit en (2). Un terme hyperfin quadrupolaire
électrique est donc présent dans l’hamiltonien hyperfin, en plus du terme
dipolaire magnétique (29). Du fait qu’une interaction électrique n’affecte
pas directement le spin électronique, ce terme quadrupolaire n’agit que
sur les variables orbitales du (ou des) électron(s).
Si maintenant I > 1, d’autres moments multipolaires nucléaires élec-
triques ou magnétiques sont susceptibles d’exister, d’autant plus nom-
breux que I a une valeur plus élevée. Les moments électriques donnent
lieu à des termes hyperfins n’agissant que sur les variables électroniques or-
bitales, les moments magnétiques à des termes agissant sur les deux types
de variables, orbitales et de spin. Pour les valeurs élevées de I, l’hamilto-
nien hyperfin a donc une structure compliquée. En pratique cependant,
on peut dans la très grande majorité des cas se limiter aux hamiltoniens
hyperfins dipolaire magnétique et quadrupolaire électrique. En effet, les
moments multipolaires nucléaires d’ordre supérieur à deux donnent des
contributions faibles aux structures hyperfines atomiques, contributions
qui sont par suite difficiles à observer expérimentalement. Physiquement,
ceci tient à la très petite taille des noyaux comparée à l’extension spatiale
a0 des fonctions d’onde électroniques.

(ii) L’hypothèse simplificatrice que nous avons faite sur le champ B(r) créé par le
proton (champ strictement uniforme à l’intérieur d’une sphère, dipolaire à l’exté-
rieur) n’est pas essentielle : la forme (25) de l’hamiltonien dipolaire magnétique
reste valable lorsque le magnétisme du noyau est réparti de façon quelconque
et donne par suite au champ interne Bi(r) des variations plus compliquées
(nous supposons cependant toujours ici que l’extension spatiale du noyau est
négligeable devant a0 ; cf. remarque suivante). Le raisonnement est de fait une
généralisation directe de celui que nous avons donné dans ce complément. On
considère une sphère Sε centrée à l’origine, contenant le noyau, et de rayon
ε � a0.

Si I = 1
2
, le champ à l’extérieur de Sε a la forme (16) et, comme ε est

très petit devant a0, sa contribution donne facilement les termes (13) et (22).
Quant à la contribution du champ B(r) à l’intérieur de Sε, elle ne dépend que
des valeurs à l’origine des fonctions d’onde électroniques et de l’intégrale de
B(r) dans Sε. Compte tenu de la nullité du flux de B(r) à travers toute surface
fermée, l’intégrale dans Sε de chaque composante de B(r) peut être ramenée
à une intégrale hors de Sε où B(r) a la forme (16) ; un calcul simple redonne
alors exactement l’expression (25), qui est donc indépendante des hypothèses
simplificatrices que nous avions posées.

Si I > 1
2
, la contribution du champ électromagnétique du noyau hors de

Sε donne les hamiltoniens hyperfins multipolaires dont il a été question dans la
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remarque (i) ci-dessus. Par contre, on montre aisément que la contribution du
champ dans Sε ne donne lieu à aucun terme nouveau : seul le dipôle magnétique
possède un terme de contact.

(iii) Tous les raisonnements effectués jusqu’ici supposent totalement négligeables
les dimensions du noyau comparées à celles des fonctions d’onde électroniques
(nous avons pris la limite ρ0/a0 → 0). Cette hypothèse n’est évidemment pas
parfaitement réalisée, en particulier pour les atomes lourds dont le noyau a une
extension spatiale relativement grande. Si l’on étudie ces “effets de volume” (en
gardant par exemple les termes d’ordre le plus bas en ρ0/a0), on voit apparaître
une série de nouveaux termes dans l’hamiltonien d’interaction électron-noyau.
Nous avons déjà rencontré dans le Complément DXI ce type d’effet lorsque nous
avons étudié les effets de la répartition radiale de la charge du noyau (moment
multipolaire nucléaire d’ordre k = 0). Des phénomènes analogues se produisent
en ce qui concerne la répartition spatiale du magnétisme nucléaire, et se ma-
nifestent par des modifications des différents termes de l’hamiltonien hyperfin
(29). En particulier, un nouveau terme vient s’ajouter au terme de contact (25)
lorsque les fonctions d’onde électroniques varient de façon non négligeable à l’in-
térieur du noyau. Ce nouveau terme n’est pas simplement proportionnel à δ(R),
ni au moment magnétique total du noyau ; il dépend de la répartition spatiale
du magnétisme nucléaire. D’un point de vue pratique, l’intérêt d’un tel terme
est qu’il permet, grâce à des mesures de précision des structures hyperfines des
atomes lourds, d’obtenir des informations sur les variations du magnétisme dans
le volume des noyaux correspondants.

Références et conseils de lecture :

Hamiltonien hyperfin incluant l’interaction électrique quadrupolaire : Abra-
gam (14.1), Chap. VI ; Kuhn (11.1), Chap. VI, § B ; Sobel’man (11.12), Chap. 6.
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Complément BXII

Calcul des valeurs moyennes de l’hamiltonien de structure fine
dans les états 1s, 2s et 2p

1 Calcul de 〈1/R〉, 〈1/R2〉 et 〈1/R3〉 . . . . . . . . . . . . . . 1289
2 Valeurs moyennes 〈Wmv〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1291
3 Valeurs moyennes 〈WD〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1292
4 Calcul du coefficient ξ2p associé à WSO dans le niveau 2p1292

Pour l’atome d’hydrogène, l’hamiltonien de structure fine Wf est la somme
de trois termes :

Wf = Wmv + WSO + WD (1)

qui ont été étudiés en détail dans le § B-1 du Chapitre XII.
Le but de ce complément est de donner le calcul des valeurs moyennes de ces

trois opérateurs pour les états 1s, 2s et 2p de l’atome d’hydrogène, calcul qui a été
omis dans le Chapitre XII dans un but de simplification. Commençons pour cela
par calculer les valeurs moyennes 〈1/R〉, 〈1/R2〉 et 〈1/R3〉 dans ces états.

1. Calcul de 〈1/R〉, 〈1/R2〉 et 〈1/R3〉

La fonction d’onde associée à un état stationnaire de l’atome d’hydrogène
s’écrit (cf. Chap. VII, § C).

ϕn,l,m(r) = Rn,l(r)Y m
l (θ, ϕ) (2)

Y m
l (θ, ϕ) est une harmonique sphérique ; les fonctions radiales Rn,l(r) correspondant

aux états 1s, 2s et 2p ont pour expression :⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
R1,0(r) = 2(a0)−3/2 e−r/a0

R2,0(r) = 2(2a0)−3/2

(
1 − r

2a0

)
e−r/2a0

R2,1(r) = (2a0)−3/2(3)−1/2 r

a0
e−r/2a0

(3)

a0 étant le rayon de Bohr :

a0 = 4πε0
�

2

meq2 =
�

2

mee2 (4)

Les Y m
l sont normées en tant que fonctions de θ et ϕ, de sorte que la valeur moyenne

〈Rq〉 de la puissance qème (q étant un entier positif ou négatif) de l’opérateur R
associé à r = |r| dans l’état |ϕn,l,m〉 s’écrit 1 :

〈Rq〉n,l,m =
∫ ∞

0
rq+2 |Rn,l(r)|2 dr (5)

1. Bien sûr, cette valeur moyenne n’existe que pour les valeurs de q qui rendent l’intégrale (5)
convergente.
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Elle ne dépend donc pas de m. Si l’on reporte (3) dans (5), on voit apparaître des
intégrales de la forme :

I(k, p) =
∫ ∞

0
rke−pr/a0 dr (6)

où p et k sont des nombres entiers ; nous allons supposer ici que k ≥ 0, c’est-à-dire
q ≥ −2. Une intégration par parties donne alors immédiatement :

I(k, p) =
[
−a0

p
e−pr/a0 rk

]∞

0
+

ka0

p

∫ ∞

0
rk−1e−pr/a0 dr

=
ka0

p
I(k − 1, p) (7)

Comme par ailleurs :

I(0, p) =
∫ ∞

0
e−pr/a0 dr =

a0

p
(8)

on obtient, par récurrence :

I(k, p) = k!
(

a0

p

)k+1

(9)

Appliquons maintenant ce résultat aux valeurs moyennes cherchées. Il vient :

〈1/R〉1s =
4
a3

0

∫ ∞

0
r e−2r/a0 dr

=
4
a3

0
I(1, 2) =

1
a0

(10a)

〈1/R〉2s =
4

8a3
0

∫ ∞

0
r

[
1 − r

2a0

]2

e−r/a0 dr

=
1

2a3
0

[
I(1, 1) − 1

a0
I(2, 1) +

1
4a2

0
I(3, 1)

]
=

1
4a0

(10b)

〈1/R〉2p =
1

8a3
0

1
3

∫ ∞

0
r

(
r

a0

)2

e−r/a0 dr

=
1

24a5
0
I(3, 1) =

1
4a0

(10c)

De même :

〈1/R2〉1s =
4
a3

0
I(0, 2) =

2
a2

0
(11a)

〈1/R2〉2s =
1

2a3
0

[
I(0, 1) − 1

a0
I(1, 1) +

1
4a2

0
I(2, 1)

]
=

1
4a2

0
(11b)

〈1/R2〉2p =
1

24a5
0
I(2, 1) =

1
12a2

0
(11c)
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Pour la valeur moyenne de 1/R3, on voit aisément qu’elle n’a pas de sens pour les
états 1s et 2s [l’intégrale (5) étant divergente]. Pour l’état 2p, elle vaut :

〈1/R3〉2p =
1

24a5
0
I(1, 1) =

1
24a3

0
(12)

2. Valeurs moyennes 〈Wmv〉

Soit :

H0 =
P2

2me
+ V (13)

l’hamiltonien de l’électron soumis au potentiel coulombien. On a :

P4 = 4m2
e [H0 − V ]2 (14a)

avec :

V = −e2

R
(14b)

de sorte que :

Wmv = − 1
2mec2 [H0 − V ]2 (15)

Prenons la valeur moyenne des deux membres de cette expression dans un
état |ϕn,l,m〉. Les opérateurs H0 et V étant hermitiques, il vient :

〈Wmv〉n,l,m = − 1
2mec2

[
(En)2 + 2En e2 〈1/R〉n,l + e4 〈1/R2〉n,l

]
(16)

Dans cette expression, on a posé :

En = −EI

n2 = − 1
2n2 α2mec2 (17)

où :

α =
e2

�c
(18)

est la constante de structure fine.
Appliquons l’égalité (16) au cas de l’état 1s. Il vient, compte tenu de (10a)

et (11a) :

〈Wmv〉1s = − 1
2mec2

[
1
4

α4m2
ec4 − α2mec2 e2

a0
+ 2

e4

a2
0

]
(19)

c’est-à-dire, puisque d’après (4) et (18), e2/a0 = α2mec2 :

〈Wmv〉1s = −1
2

α4mec2
[

1
4

− 1 + 2
]

= −5
8

α4mec2 (20)
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Le même type de calcul conduit pour le niveau 2s à :

〈Wmv〉2s = −1
2

α4mec2

[(
1
8

)2

− 2
1
8

1
4

+
1
4

]
= − 13

128
α4mec2 (21)

et pour le niveau 2p, à :

〈Wmv〉2p = −1
2

α4mec2

[(
1
8

)2

− 2
1
8

1
4

+
1
12

]
= − 7

384
α4mec2 (22)

3. Valeurs moyennes 〈WD〉

Compte tenu de (14b) et du fait que Δ(1/r) = −4πδ(r), la valeur moyenne
de WD dans l’état |ϕn,l,m〉 s’écrit [voir aussi la formule (B-14) du Chapitre XII] :

〈WD〉n,l,m =
�

2

8m2
ec2 4πe2 |ϕn,l,m(r = 0)|2 (23)

Cette expression s’annule si ϕn,l,m(r = 0) = 0, c’est-à-dire si l �= 0. Donc :

〈WD〉2p = 0 (24a)

Pour les niveaux 1s et 2s, on obtient, en utilisant (2), (23), et le fait que Y 0
0 =

1/
√

4π :

〈WD〉1s =
�

2

8m2
ec2 e2 |R1,0(0)|2 =

1
2

α4mec2 (24b)

ainsi que :

〈WD〉2s =
�

2

8m2
ec2 e2 |R2,0(0)|2 =

1
16

α4mec2 (24c)

4. Calcul du coefficient ξ2p associé à WSO dans le niveau 2p

Dans le § C-2-c-β du Chapitre XII, nous avons défini le coefficient :

ξ2p =
e2

2m2
ec2

∫ ∞

0

|R2,1(r)|2
r

dr (25)

D’après (3), il vient :

ξ2p =
e2

2m2
ec2

1
24a5

0
I(1, 1) (26)

L’égalité (9) donne alors :

ξ2p =
e2

2m2
ec2

1
24a3

0
=

1
48�2 α4mec2 (27)

Références

Plusieurs intégrales radiales hydrogénoïdes sont données dans Bethe et Sal-
peter, cf. Ref. (11.10).
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Complément CXII

Structure hyperfine et effet Zeeman du muonium et du
positronium

1 Structure hyperfine du niveau fondamental 1s . . . . . 1293
2 Effet Zeeman du niveau fondamental 1s . . . . . . . . . 1294

2-a Hamiltonien Zeeman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1294
2-b Energie des états stationnaires . . . . . . . . . . . . . . 1295
2-c Diagramme Zeeman du muonium . . . . . . . . . . . . . 1296
2-d Diagramme Zeeman du positronium . . . . . . . . . . . 1297

Dans le Complément AVII, nous avons étudié quelques systèmes hydrogé-
noïdes constitués, comme l’atome d’hydrogène, de deux particules de charges oppo-
sées qui s’attirent électrostatiquement. Parmi ces systèmes, deux sont particulière-
ment intéressants : le muonium (qui comprend un électron e− et un muon positif μ+)
et le positronium (qui comprend un électron e− et un positron e+). Leur importance
tient au fait que les diverses particules qui entrent en jeu, (l’électron, le positron et
le muon) ne sont pas directement sensibles aux interactions fortes (alors que c’est le
cas pour le proton). L’étude théorique et expérimentale du muonium et du positro-
nium permet donc de vérifier de façon très directe la validité de l’électrodynamique
quantique.

Des renseignements très précis que l’on possède actuellement sur ces deux
systèmes proviennent de l’étude de la structure hyperfine de leur niveau fondamen-
tal 1s [les raies optiques reliant l’état fondamental 1s aux divers niveaux excités ont
été observées expérimentalement, cf. ref. (11.25)]. Cette structure hyperfine résulte,
comme pour l’atome d’hydrogène, des interactions magnétiques entre les spins des
deux particules. Nous nous proposons de décrire dans ce complément quelques carac-
téristiques intéressantes de la structure hyperfine et de l’effet Zeeman du muonium
et du positronium.

1. Structure hyperfine du niveau fondamental 1s

Soit S1 le spin de l’électron, S2 celui de l’autre particule (le muon ou le
positron, qui sont tous deux des particules de spin 1/2). La dégénérescence du
niveau fondamental 1s est donc, comme pour l’hydrogène, égale à 4.

On peut utiliser la théorie des perturbations stationnaires pour étudier l’effet,
sur le niveau fondamental 1s, des interactions magnétiques entre S1 et S2. Le calcul
est très analogue à celui du § D du Chapitre XII ; on est ramené à un problème de
deux spins 1/2 couplés par une interaction de la forme :

A S1 · S2 (1)

où A est une constante qui dépend du système étudié. Nous désignerons par AH ,
AM , AP les trois valeurs de A correspondant respectivement à l’hydrogène, au
muonium et au positronium.

1293



COMPLÉMENT CXII •

On peut prévoir aisément que :

AH < AM < AP (2)

En effet, le moment magnétique de la particule (2) est d’autant plus grand que la
masse de cette particule est plus petite ; or le positron est environ 200 fois plus léger
que le muon, lequel est près de 10 fois plus léger que le proton.

Remarque:

La théorie du Chapitre XII est insuffisante lorsqu’on veut étudier de façon extrême-
ment précise la structure hyperfine de l’hydrogène, du muonium et du positronium.
En particulier, l’hamiltonien hyperfin Whf donné dans le § B-2 de ce chapitre ne
décrit qu’une partie des interactions existant entre les deux particules (1) et (2). Par
exemple, le fait que l’électron et le positron soient antiparticules l’un de l’autre (ils
peuvent s’annihiler en donnant naissance à des photons) est responsable d’un cou-
plage supplémentaire entre l’électron et le positron, qui n’a pas d’équivalent pour
l’hydrogène et le muonium. De plus, il faut tenir compte d’une série de corrections
(relativistes, radiatives, effets de recul, etc.) dont le calcul est compliqué et relève
de l’électrodynamique quantique. Enfin, pour l’hydrogène, interviennent également
des corrections nucléaires liées à la structure et à la polarisabilité du proton. On
peut cependant montrer que la forme (1) du couplage entre S1 et S2 demeure va-
lable, la constante A étant donnée par une expression beaucoup plus compliquée
que la formule (D-8) du Chapitre XII. C’est précisément la confrontation entre la
valeur théorique de A et les résultats expérimentaux qui constitue tout l’intérêt des
systèmes hydrogénoïdes étudiés dans ce complément.

Les états propres de A S1 · S2 sont les états |F, mF 〉, où F et mF sont les
nombres quantiques relatifs au moment cinétique total :

F = S1 + S2 (3)

Comme pour l’atome d’hydrogène, F peut prendre deux valeurs, F = 1 et F = 0.
Les deux multiplicités F = 1 et F = 0 ont des énergies respectivement égales à
A�

2/4 et −3A�
2/4. L’intervalle A�

2 qui les sépare donne la structure hyperfine du
niveau fondamental 1s. Exprimé en MHz, cet intervalle vaut :

�

2π
AM = 4 463,317 ± 0,021 MHz pour le muonium (4)

et :

�

2π
AP = 203 403 ± 12 MHz pour le positronium (5)

2. Effet Zeeman du niveau fondamental 1s

2-a. Hamiltonien Zeeman

Si l’on applique un champ statique B0 parallèle à Oz, il faut ajouter, à l’ha-
miltonien hyperfin (1), l’hamiltonien Zeeman qui décrit le couplage avec B0 des
moments magnétiques :

M1 = γ1S1 (6)
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et :

M2 = γ2S2 (7)

des deux spins, de rapports gyromagnétiques γ1 et γ2. Si l’on pose :

ω1 = −γ1B0 (8)

ω2 = −γ2B0 (9)

cet hamiltonien Zeeman s’écrit :

ω1S1z + ω2S2z (10)

Dans le cas de l’hydrogène, le moment magnétique du proton est très petit
devant celui de l’électron. Nous nous sommes servis de cette propriété au § E-
1 du Chapitre XII pour négliger le couplage Zeeman du proton devant celui de
l’électron 1. Une telle approximation est moins justifiée pour le muonium car le
moment magnétique du muon est plus grand que celui du proton. Nous tiendrons
donc compte des deux termes de (10). Pour le positronium, ils ont d’ailleurs même
importance : l’électron et le positron ont en effet des masses égales et des charges
opposées, de sorte que :

γ1 = −γ2 (positronium) (11)

soit encore :

ω1 = −ω2 (positronium) (12)

2-b. Energie des états stationnaires

Lorsque B0 n’est pas nul il faut, pour trouver l’énergie des états stationnaires,
diagonaliser la matrice représentant l’hamiltonien total :

A S1 · S2 + ω1S1z + ω2S2z (13)

dans une base orthonormée a priori quelconque ; nous allons utilier la base {|F, mF 〉}
et ranger ses quatre vecteurs de base dans l’ordre :

|1, 1〉, |1, −1〉, |1, 0〉, |0, 0〉
Des calculs très analogues à ceux du § E-4 du Chapitre XII conduisent alors à la
matrice suivante :

A�
2

4 + �

2 (ω1 + ω2) 0

0 A�
2

4 − �

2 (ω1 + ω2)

0 0
0 0

0 0
0 0

A�
2

4
�

2 (ω1 − ω2)
�

2 (ω1 − ω2) − 3A�
2

4

(14)

1. Rappelons que le rapport gyromagnétique du spin de l’électron est γ1 = 2μB/� (où
μB est le magnéton de Bohr), de sorte que si l’on pose ω0 = −μBB0/� (pulsation de Larmor),
la constante ω1 définie en (8) est égale à 2ω0 (c’est d’ailleurs la notation utilisée dans le § E
du Chapitre XII ; pour retrouver les résultats de ce paragraphe il suffit donc, dans le présent
complément, de remplacer ω1 par 2ω0 et ω2 par 0).
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La matrice (14) se décompose en deux sous-matrices 1×1 et une sous-matrice
2 × 2. Deux valeurs propres sont donc évidentes :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

E1 =
A�

2

4
+

�

2
(ω1 + ω2) (15)

E2 =
A�

2

4
− �

2
(ω1 + ω2) (16)

Elles correspondent respectivement aux états |1, 1〉 et |1, −1〉, qui coïncident d’ailleurs
avec les états |+, +〉 et |−, −〉 de la base {|ε1, ε2〉} des états propres communs à S1z

et S2z. Les deux autres valeurs propres s’obtiennent en diagonalisant la sous-matrice
2 × 2. restante. Elles valent :

E3 = −A�
2

4
+

√(A�2

2

)2

+
�2

4
(ω1 − ω2)2 (17)

E4 = −A�
2

4
−
√(A�2

2

)2

+
�2

4
(ω1 − ω2)2 (18)

Elles correspondent respectivement, en champ faible, aux états |1, 0〉 et |0, 0〉, en
champ fort aux états |+, −〉 et |−, +〉.

2-c. Diagramme Zeeman du muonium

Les seules différences avec les résultats du § E-4 du Chapitre XII proviennent
de ce que nous tenons compte ici du couplage Zeeman de la particule (2). Ces
différences n’apparaissent qu’en champ suffisamment élevé.

Pour simplifier la discussion, nous supposons que ω1 ≥ ω2 (le cas inverse ne
présente aucune difficulté particulière). Etudions donc la forme que prennent les
énergies E3 et E4 lorsque �(ω1 − ω2) � A�

2. Dans ce cas :

E3 � −A�
2

4
+

�

2
(ω1 − ω2) (19)

E4 � −A�
2

4
− �

2
(ω1 − ω2) (20)

Comparons alors (19) avec (15), (20) avec (16). On voit qu’en champ fort les niveaux
d’énergie ne sont plus représentés par des droites parallèles deux à deux comme
c’était le cas dans le § E-3 du Chapitre XII. Les asymptotes des niveaux E1 et E3

ont pour pentes respectives −�

2 (γ1 + γ2) et −�

2 (γ1 − γ2), celles des niveaux E2 et
E4, �

2 (γ1 + γ2) et �

2 (γ1 − γ2). Comme les deux particules (1) et (2) ont des charges
opposées, γ1 et γ2 sont de signe contraire ; par conséquent, en champ suffisamment
élevé, le niveau E3 (auquel correspond alors l’état |+, −〉) passe au-dessus du niveau
E1 (état |+, +〉), puisqu’il a une pente −�

2 (γ1 − γ2) supérieure à −�

2 (γ1 + γ2).
La distance entre les deux niveaux E1 et E3 varie donc de la façon suivante en

fonction de B0 (cf. Fig. 1) : elle croît à partir de 0, passe par un maximum pour la valeur
de B0 qui annule la dérivée de :

E1 −E3 =
A�

2

2
+ f(B0) (21)
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avec :

f(B0) = −�

2
(γ1 + γ2)B0 −

√(
A�2

2

)2

+
�2B2

0

4
(γ1 − γ2)2 (22)

s’annule de nouveau, puis croît indéfiniment. Quant à la distance entre les niveaux E2 et
E4, elle décroît à partir de la valeur A�

2, passe par un minimum pour la valeur de B0 qui
annule la dérivée de :

E2 − E4 =
A�

2

2
− f(B0) (23)

puis croît indéfiniment.
Comme c’est la même fonction f(B0) qui intervient dans (21) et (23), on en déduit

que, pour la même valeur de B0 [celle qui annule la dérivée de f(B0)], la distance entre les
niveaux E1 et E3 d’une part, E2 et E4 d’autre part passe par un extremum. Cette propriété
a été utilisée récemment pour améliorer la précision des déterminations expérimentales de
la structure hyperfine du muonium.

En stoppant des muons polarisés (par exemple dans l’état |+〉) dans une cible de gaz
rare, on prépare en champ fort des atomes de muonium préférentiellement dans les états
|+,+〉 et |−,+〉. Si l’on applique alors simultanément deux champs de radiofréquence dont
les fréquences sont voisines de (E1 −E3)/� et (E2 −E4)/�, on induit des transitions réson-
nantes de |+,+〉 vers |+,−〉 et de |−,+〉 vers |−,−〉 (flèches de la Figure 1). Ce sont ces
transitions que l’on détecte expérimentalement car elles correspondent à un basculement
du spin du muon qui se traduit par un changement de l’anisotropie des positrons émis
lors de la désintégration β des muons. Si l’on opère dans un champ B0 tel que la dérivée
de f(B0) soit nulle, les inhomogénéités du champ statique, qui peuvent éventuellement
exister d’un point à l’autre du récipient contenant le gaz rare, ne sont pas gênantes car les
fréquences de résonance du muonium (E1 −E3)/h et (E2 −E4)/h ne sont pas sensibles au
premier ordre à une variation de B0 [référence (11.24)].

Remarque:

On obtient, pour l’état fondamental de l’atome d’hydrogène, un diagramme
Zeeman analogue à celui de la Figure 1 lorsqu’on tient compte du couplage
Zeeman entre le spin du proton et le champ B0.

2-d. Diagramme Zeeman du positronium

Si l’on fait ω1 = −ω2 (cette propriété est une conséquence directe du fait que
le positron est l’antiparticule de l’électron) dans les formules (15) et (16), on voit
que les niveaux E1 et E2 sont indépendants de B0 :

E1 = E2 =
A�

2

4
(24)

En revanche, on obtient à partir de (17) et (18) :

E3 = −A�
2

4
+

√(A�2

2

)2

+ �2γ2
1B2

0 (25)

E4 = −A�
2

4
−
√(A�2

2

)2

+ �2γ2
1B2

0 (26)
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Le diagramme Zeeman du positronium a donc l’allure représentée sur la Figure 2. Il
est constitué de deux droites confondues et parallèles à l’axe B0 et d’une hyperbole.

En fait, le positronium n’est pas stable. Il se désintègre en émettant des photons.
En champ nul, on peut montrer par des considérations de symétrie que l’état F = 0 (état
singulet du spin, ou encore “parapositronium”) se désintègre en émettant deux photons.
Sa durée de vie est de l’ordre de τ0 
 1,25 10−10 s. Par contre, l’état F = 1 (état triplet de
spin, ou encore “orthopositronium”) ne peut se désintégrer qu’en émettant trois photons
(la transition vers un état final à deux photons étant interdite) ; ce processus est beaucoup
moins probable et la durée de vie du triplet beaucoup plus longue, de l’ordre de τ1 

1,4 10−7 s.

Lorsqu’on applique un champ statique, les niveaux E1 et E2 conservent la même
durée de vie car les états propres correspondants ne dépendent pas de B0. Par contre,
l’état |1, 0〉 est “contaminé” par l’état |0, 0〉, et réciproquement. Des calculs analogues à
ceux du Complément HIV permettent alors de montrer que la durée de vie du niveau E3

est raccourcie par rapport à la valeur τ1 qu’elle a en champ nul (celle du niveau E4 est
allongée par rapport à la valeur τ0) : les atomes de positronium dans l’état E3 ont alors
une certaine probabilité de se désintégrer par émission de deux photons.

Cette inégalité entre les durées de vie des trois états d’énergies E1, E2, E3 lorsque
B0 est non nul est à la base des méthodes de détermination de la structure hyperfine du
positronium. La formation des atomes de positronium par capture d’un positron par un
électron peuple en général de façon égale les quatre états d’énergies E1, E2, E3, E4. Dans
un champ B0 non nul, les deux états E1 et E2 se désintègrent moins vite que l’état E3, de
sorte qu’en régime permanent ils sont plus peuplés que ce dernier. Si l’on applique alors
un champ de radiofréquence oscillant à la fréquence (E3 −E1)/h = (E3 −E2)/h, on induit
des transitions résonnantes des états E1 et E2 vers l’état E3 (flèche de la Figure 2). On
augmente ainsi le taux de désintégration par émission de deux photons, ce qui permet de
détecter le passage à la résonance lorsque (B0 étant fixé) on fait varier la fréquence du
champ oscillant. La détermination de E3 −E1 pour une valeur donnée de B0 permet alors
de remonter à la constante A grâce aux formules (24) et (25).

On pourrait également induire en champ nul des transitions résonnantes entre les
multiplicités F = 1 et F = 0 qui sont inégalement peuplées. Cependant, la fréquence de
résonance correspondante, donnée en (5), est élevée et peu commode à réaliser expérimen-
talement. C’est pourquoi l’on préfère généralement utiliser la transition “basse fréquence”
représentée par la flèche de la Figure 2.

Références et conseils de lecture :

Voir la sous-section “Atomes exotiques” de la section 11 de la bibliographie.
L’annihilation du positronium est discutée dans Feynman III (1.2), § 18-3.
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Figure 1 – Diagramme Zeeman du niveau fondamental 1s du muonium. Comme
on ne néglige pas ici le couplage Zeeman entre le moment magnétique du muon et
le champ statique B0, les deux droites (correspondant en champ fort à une même
orientation du spin électronique mais à deux orientations différentes du spin du
muon) ne sont plus parallèles comme c’était le cas pour l’hydrogène (le diagramme
Zeeman de la Figure 9 du Chapitre XII est tracé en négligeant la pulsation de Lar-
mor ωn du proton). Pour une même valeur du champ statique B0, l’écart entre les
niveaux E1 et E3 d’une part, entre les niveaux E2 et E4 d’autre part, passe par une
valeur extrêmale ; les flèches représentent les transitions étudiées expérimentalement
pour cette valeur du champ B0.
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Figure 2 – Diagramme Zeeman du niveau fondamental 1s du positronium. Comme
pour l’hydrogène et le muonium, ce diagramme est constitué d’une hyperbole et de
deux droites. Cependant, comme les rapports gyromagnétiques de l’électron et du
positron sont exactement opposés, les deux droites ont une pente nulle et sont par
suite confondues (dans les deux états d’énergie E1 et E2 correspondants, le moment
magnétique global est nul, car les spins de l’électron et du positron sont parallèles).
La flèche représente la transition étudiée expérimentalement.
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Complément DXII

Influence du spin électronique sur l’effet Zeeman de la raie de
résonance de l’hydrogène

1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1301
2 Diagrammes Zeeman des niveaux 1s et 2s . . . . . . . . 1302
3 Diagramme Zeeman du niveau 2p . . . . . . . . . . . . . 1302
4 Effet Zeeman de la raie de résonance . . . . . . . . . . 1305

4-a Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1305
4-b Composantes Zeeman en champ faible . . . . . . . . . . 1306
4-c Composantes Zeeman en champ fort . . . . . . . . . . . 1307

1. Introduction

Les conclusions du Complément DVII relatives à l’effet Zeeman de la raie
de résonance du spectre de l’atome d’hydrogène (transition 1s ↔ 2p) doivent être
modifiées pour tenir compte du spin de l’électron et des interactions magnétiques
supplémentaires auxquelles il donne naissance. C’est ce que nous nous proposons de
faire dans ce complément, en utilisant les résultats obtenus au Chapitre XII.

Pour simplifier la discussion, nous négligerons les effets liés au spin du noyau
(qui sont beaucoup plus petits que ceux liés au spin de l’électron). Nous ne tien-
drons donc pas compte du couplage hyperfin Whf (Chap. XII, § B-2) et prendrons
l’hamiltonien H sous la forme :

H = H0 + Wf + WZ (1)

H0 est l’hamiltonien électrostatique étudié au Chapitre VII (§ C), Wf la somme
des termes de structure fine (Chap. XII, § B-1) :

Wf = Wmv + WD + WSO (2)

et WZ l’hamiltonien Zeeman (Chap. XII, § E-1) décrivant l’interaction de l’atome
avec un champ magnétique B0 parallèle à Oz :

WZ = ω0(Lz + 2Sz) (3)

où la pulsation de Larmor ω0 est donnée par :

ω0 = − q

2me
B0 (4)

[nous négligerons ωn devant ω0 ; voir formule (E-4) du Chapitre XII].
La recherche des valeurs propres et vecteurs propres de H s’effectue suivant

une méthode analogue à celle du § E du Chapitre XII : Wf et WZ sont traités
comme des perturbations de H0. Bien qu’ayant même énergie non perturbée, les
multiplicités 2s et 2p peuvent être étudiées séparément car elles ne sont reliées
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entre elles ni par Wf (Chap. XII, § C-2-a-β), ni par WZ . Dans ce complément, le
champ magnétique B0 sera qualifié de faible ou fort suivant que WZ est petit ou
grand devant Wf . Notons bien que les champs magnétiques considérés ici comme
“faibles” sont tels que WZ soit petit devant Wf , mais grand devant Whf que nous
avons négligé ; ces “champs faibles” sont donc considérablement plus intenses que
ceux que nous avons envisagés au § E du Chapitre XII.

Une fois que les états propres et valeurs propres de H ont été ainsi obtenus,
il est possible d’étudier l’évolution des valeurs moyennes des trois composantes
du moment dipolaire électrique de l’atome. Un calcul analogue ayant été déjà fait
en détail dans le Complément DVII, nous ne le reprendrons pas ici ; nous nous
contenterons d’indiquer, en champ faible et en champ fort, les fréquences et les
états de polarisation des diverses composantes Zeeman de la raie de résonance de
l’hydrogène (raie Lyman α).

2. Diagrammes Zeeman des niveaux 1s et 2s

Nous avons vu dans le § D-1-b du Chapitre XII que Wf déplace en bloc le
niveau 1s et ne donne naissance qu’à un niveau de structure fine 1s1/2. Il en est de
même du niveau 2s, qui devient 2s1/2. Dans chacune de ces deux multiplicités, on
peut prendre une base :{∣∣∣∣n; l = 0; mL = 0; mS = ±1

2
; mI = ±1

2

〉}
(5)

de vecteurs propres communs à H0, L2, Lz, Sz, Iz (les notations sont identiques à
celles du Chapitre XII ; comme H n’agit pas sur le spin du proton, nous ignorerons
mI dans tout ce qui suit).

Les vecteurs (5) sont visiblement vecteurs propres de WZ avec les valeurs
propres 2mS�ω0, de sorte que chaque multiplicité 1s1/2 ou 2s1/2 se scinde dans un
champ B0 en deux sous-niveaux Zeeman d’énergies :

E(n; l = 0; mL = 0; mS) = E(ns1/2) + 2mS�ω0 (6)

où E(ns1/2) est l’énergie du niveau ns1/2 en champ nul, calculée aux §§ C-2-b et
D-1-b du Chapitre XII. Le diagramme Zeeman du niveau 1s1/2 (ainsi d’ailleurs
que celui du niveau 2s1/2) est donc constitué de deux droites de pentes + 1 et – 1
(Fig. 1), correspondant respectivement aux deux orientations possibles du spin par
rapport à B0 (mS = +1/2 ou mS = −1/2).

La comparaison entre la Figure 1 et la Figure 9 du Chapitre XII montre bien
que négliger, comme nous le faisons ici, les effets liés au spin du noyau revient à
considérer des champs B0 suffisamment grands pour que WZ � Whf : on se trouve
alors dans la région asymptotique du diagramme de la Figure 9 du Chapitre XII
et on ignore le dédoublement des niveaux d’énergie dû au spin du proton et au
couplage hyperfin.

3. Diagramme Zeeman du niveau 2p

Dans le sous-espace 2p de dimension 6, on peut choisir l’une des deux bases :

{|n = 2; l = 1; mL; mS〉} (7)
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Figure 1 – Diagramme Zeeman du ni-
veau 1s1/2 lorsqu’on néglige le couplage
hyperfin Whf . L’ordonnée du point où les
deux niveaux mS = ±1/2 se croisent est
l’énergie du niveau 1s1/2 (valeur propre
−EI de H0 corrigée du déplacement glo-
bal produit par l’hamiltonien de structure
fine Wf ). La Figure 9 du Chapitre XII
donne une idée des modifications de ce
diagramme produites par Whf .

ou :

{|n = 2; l = 1; J ; mJ〉} (8)

adaptées respectivement aux moments cinétiques individuels L et S ou au moment
cinétique total J = L + S [cf. formules (36a) et (36b) du Complément AX].

Les termes Wmv et WD qui figurent dans l’expression (2) de Wf déplacent en
bloc le niveau 2p. Il suffit donc, pour étudier le diagramme Zeeman du niveau 2p, de
diagonaliser la matrice 6×6 représentant WSO +WZ dans l’une quelconque des deux
bases (7) ou (8). En fait, comme aussi bien WZ que WSO = ξ2p L · S commutent
avec Jz = Lz +Sz, cette matrice 6×6 se décompose en autant de sous-matrices qu’il
y a de valeurs distinctes de mJ . Il apparaît ainsi deux sous-matrices de dimension 1
(correspondant respectivement à mJ = +3/2 et mJ = −3/2) et deux sous-matrices
de dimension 2 (correspondant respectivement à mJ = +1/2 et mJ = −1/2). Le
calcul des valeurs propres et vecteurs propres associés (qui est d’ailleurs très proche
de celui du § E-4 du Chapitre XII) ne présente aucune difficulté et conduit au
diagramme Zeeman représenté sur la Figure 2 : ce diagramme est composé de deux
droites et de quatre branches d’hyperbole.

En champ nul, les énergies ne dépendent que de J . On obtient les deux niveaux
de structure fine 2p3/2 et 2p1/2 déjà étudiés dans le § C du Chapitre XII et dont les
énergies valent :

E(2p3/2) = Ẽ(2p) +
1
2

ξ2p�
2 (9)

E(2p1/2) = Ẽ(2p) − ξ2p�
2 (10)

Ẽ(2p) est l’énergie E(2p) du niveau 2p corrigée du déplacement global dû à Wmv

et WD [cf. expressions (C-8) et (C-9) du Chapitre XII] ; ξ2p est la constante qui
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Figure 2 – Diagramme Zeeman du niveau 2p (lorsqu’on néglige le couplage hyperfin
Whf ). En champ nul, on retrouve les niveaux de structure fine 2p1/2 et 2p3/2. Le
diagramme Zeeman est constitué de deux droites et de deux hyperboles (dont on a
représenté les asymptotes en traits tiretés). Le couplage hyperfin Whf ne modifierait
ce diagramme de manière importante qu’au voisinage de ω0 = 0. Ẽ(2p) est l’énergie
du niveau 2p (valeur propre −EI/4 de H0) corrigée du déplacement global produit
par Wmv + WD.

apparaît dans la restriction ξ2p L · S de WSO à l’intérieur de la multiplicité 2p [cf.
expression (C-13) du Chapitre XII].

En champ faible (WZ � WSO), la pente des niveaux d’énergie peut également
s’obtenir en traitant WZ comme une perturbation de Wf . Il faut alors diagonaliser
les matrices 4 × 4 et 2 × 2 représentant WZ dans les multiplicités 2p3/2 et 2p1/2.
Des calculs analogues à ceux du § E-2 du Chapitre XII montrent que ces deux sous-
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matrices sont repectivement proportionnelles à celles qui représentent ω0Jz dans
les mêmes sous-espaces ; les coefficients de proportionnalité, appelés “facteurs de
Landé” (cf. Complément DX, § 3), valent respectivement 1 :

g(2p3/2) =
4
3

(11)

g(2p1/2) =
2
3

(12)

En champ faible, chaque niveau de structure fine se scinde donc en 2J + 1 sous-
niveaux Zeeman équidistants ; les états propres sont les états de la base “couplée”
(8), correspondant aux valeurs propres :

E(J, mJ ) = E(2pJ) + mJ g(2pJ) �ω0 (13)

où les E(2pJ) sont donnés par les expressions (9) et (10).
En champ fort (WZ � WSO), on peut au contraire traiter WSO = ξ2p L · S

comme une perturbation de WZ , qui est diagonal dans la base (7). Comme dans le
§ E-3-b du Chapitre XII, on montre aisément que seuls les éléments diagonaux de
ξ2p L·S interviennent lorsqu’on calcule les corrections au premier ordre en WSO. On
trouve ainsi qu’en champ fort les états propres sont les états de la base découplée (7),
les valeurs propres correspondantes étant :

E(mL, mS) = Ẽ(2p) + (mL + 2mS)�ω0 + mLmS �
2ξ2p (14)

La formule (14) donne les asymptotes du diagramme de la Figure 2.
Lorsque le champ magnétique B0 croît, on passe continûment de la base (8)

à la base (7) : le champ magnétique découple progressivement le moment cinétique
orbital et le spin. Cette situation est l’analogue de celle étudiée dans le § E du
Chapitre XII, où les moments cinétiques S et I sont couplés ou découplés suivant
l’importance relative du terme hyperfin et du terme Zeeman.

4. Effet Zeeman de la raie de résonance

4-a. Position du problème

Des raisonnements du même type que ceux du § 2-c du Complément DVII

(voir en particulier la remarque située à la fin de ce complément) permettent de
montrer que la transition optique entre un sous-niveau Zeeman 2p et un sous-niveau
Zeeman 1s n’est possible que si l’élément de matrice de l’opérateur dipôle électrique
qR entre ces deux états est différent de zéro 2 ; de plus, suivant que c’est l’opérateur
q(X +iY ), q(X −iY ) ou qZ qui a un élément de matrice non nul entre les deux sous-
niveaux Zeeman considérés, l’état de polarisation de la lumière émise est σ+, σ− ou
π. Il suffit donc d’utiliser les vecteurs propres et valeurs propres de H déterminés
précédemment pour obtenir les fréquences des diverses composantes Zeeman de la
raie de résonance de l’hydrogène et leur état de polarisation.

1. On peut d’ailleurs calculer directement ces facteurs de Landé à partir de la relation (43)
du Complément DX.

2. Le dipôle électrique, étant un opérateur impair, n’a pas d’élément de matrice entre les
états 1s et 2s, qui sont tous deux pairs. C’est pourquoi nous ignorons ici les états 2s.
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Remarque:

Les opérateurs q(X + iY ), q(X − iY ) ou qZ n’agissent que sur la partie orbi-
tale de la fonction d’onde et font varier mL respectivement de + 1, − 1 et 0 (cf.

Complément DVII, § 2-c), mS n’étant pas affecté ; comme mJ = mL + mS est un
bon nombre quantique (quelle que soit la grandeur du champ B0), les transitions
ΔmJ = +1 ont une polarisation σ+, les transitions ΔmJ = −1 une polarisation
σ−, et les transitions ΔmJ = 0 une polarisation π.

4-b. Composantes Zeeman en champ faible

La Figure 4 représente les positions, en champ faible, des divers sous-niveaux
Zeeman issus des niveaux 1s1/2, 2p1/2 et 2p3/2, obtenues à partir des expressions (6),
(13), (11) et (12). Les flèches verticales indiquent les diverses composantes Zeeman
de la raie de résonance ; la polarisation est σ+, σ− ou π suivant que ΔmJ = +1, −1
ou 0.

Figure 3 – Fréquences des diverses composantes Zeeman de la raie de résonance
de l’hydrogène.
a) En champ nul : on observe deux raies, séparées par l’intervalle de structure fine
3ξ2p�/4π (ξ2p est la constante de couplage spin-orbite du niveau 2p), et correspon-
dant respectivement aux transitions 2p3/2 ↔ 1s1/2 (raie à droite sur la figure) et
2p1/2 ↔ 1s1/2 (raie de gauche).
b) En champ B0 faible : chaque raie se décompose en une série de composantes
Zeeman dont on a indiqué les polarisations ; ω0/2π est la fréquence de Larmor dans
le champ B0.

La Figure 3 montre la position de ces diverses composantes sur une échelle
de fréquences, repérée par rapport à la position des raies en champ nul. Le résultat
obtenu diffère notablement de celui du Complément DVII (voir la Figure 2 de ce
complément) où l’on avait (dans une direction d’observation perpendiculaire à B0)
trois composantes équidistantes de polarisation σ+, π, σ− séparées par un intervalle
de fréquence ω0/2π.
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Figure 4 – Disposition, en champ faible, des sous-niveaux Zeeman issus des niveaux
de structure fine 1s1/2, 2p1/2, 2p3/2 (dont les énergies en champ nul sont inscrites
sur l’échelle verticale d’énergie). Sur la partie droite de la figure sont indiqués les
écarts entre sous-niveaux Zeeman consécutifs (par souci de clarté, ces écarts sont
exagérés par rapport à l’intervalle de structure fine qui sépare les niveaux 2p1/2 et
2p3/2), ainsi que les valeurs des nombres quantiques J et mJ associés à chaque
sous-niveau. Les flèches indiquent les composantes Zeeman de la raie de résonance,
qui ont chacune une polarisation bien définie, σ+, σ− ou π.

4-c. Composantes Zeeman en champ fort

La Figure 5 représente les positions, en champ fort, des sous-niveaux Zeeman
issus des niveaux 1s et 2p [voir les expressions (6) et (14)]. Au premier ordre en WSO,
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Figure 5 – Disposition en champ fort (structure fine découplée) des sous-niveaux
Zeeman issus des niveaux 1s et 2p. Sur la partie droite de la figure sont indiquées les
valeurs des nombres quantiques mL et mS associés à chaque sous-niveau Zeeman,
ainsi que l’énergie correspondante, repérée par rapport à E(1s1/2) ou Ẽ(2p). Les
flèches verticales indiquent les composantes Zeeman de la raie de résonance.

la dégénérescence entre les états |mL = −1, mS = 1/2〉 et |mL = 1, mS = −1/2〉
n’est pas levée. Les flèches verticales indiquent les composantes Zeeman de la raie
de résonance. La polarisation est σ+, σ− ou π suivant que ΔmL = +1, −1 ou 0
(rappelons qu’au cours d’une transition dipolaire électrique, le nombre quantique
mS n’est pas affecté).

Le spectre optique correspondant est représenté sur la Figure 6. Les deux
transitions π ont même fréquence (cf. Fig. 5) ; il existe par contre un léger écart
�ξ2p/2π entre les fréquences des deux transitions σ+ et entre celles des deux tran-
sitions σ−. L’intervalle moyen entre le doublet σ+ et la raie π (ou entre la raie π et
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le doublet σ−) est égal à ω0/2π. Le spectre de la Figure 6 rappelle donc beaucoup
celui de la Figure 2 du Complément DVII. Le dédoublement des raies σ+ et σ−, dû
à l’existence du spin électronique, se comprend d’ailleurs bien physiquement.

Figure 6 – Position, en champ fort, des composantes Zeeman de la raie de réso-
nance de l’hydrogène. Mis à part le dédoublement des raies σ+ et σ−, ce spectre est
identique à celui obtenu dans le Complément DVII, où l’on ignorait les effets liés au
spin électronique.

En champ fort, L et S sont découplés ; la transition is 1s ↔ 2p étant dipolaire
électrique, seul le moment orbital L de l’électron est affecté au cours de la transition
optique. Un raisonnement analogue à celui du § E-3-b du Chapitre XII montre que
les interactions magnétiques liées au spin peuvent être décrites par un “champ
interne” qui vient s’ajouter au champ extérieur B0 et qui n’a pas le même signe
suivant que le spin pointe vers le haut ou vers le bas. C’est ce champ interne qui
provoque le dédoublement des raies σ+ et σ− (la raie π n’étant pas affectée par
suite de la valeur nulle du nombre quantique mL).

Références et conseils de lecture :

Cagnac et Pebay-Peyroula (11.2), Chap. XI et XVII (en particulier le § 5-A
de ce chapitre) ; White (11.5), Chap. X ; Kuhn (11.1), Chap. III, § F ; Sobel’man
(11.12), Chap. 8, § 29.
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Complément EXII

Effet Stark de l’atome d’hydrogène

1 Effet Stark du niveau n = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . 1311
1-a Le déplacement du niveau 1s est quadratique en E . . . 1311
1-b Polarisabilité de l’état 1s . . . . . . . . . . . . . . . . . 1312

2 Effet Stark du niveau n = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . 1312

Considérons un atome d’hydrogène plongé dans un champ électrique statique
uniforme EEE parallèle à Oz. A l’hamiltonien étudié dans le Chapitre XII, il faut ajou-
ter l’hamiltonien Stark WS qui décrit l’énergie d’interaction du moment dipolaire
électrique qR de l’atome avec le champ E ; WS s’écrit :

WS = −q EEE · R = −q EZ (1)

Même avec les champs électriques les plus intenses que l’on sait réaliser en
laboratoire, on a toujours WS � H0. Par contre, si E est suffisamment fort, WS

peut être du même ordre de grandeur ou plus grand que Wf et Whf . Pour simplifier
la discussion, nous supposerons dans tout ce complément que E est assez grand
pour que l’effet de WS soit beaucoup plus important que celui de Wf et Whf .
Nous calculerons donc directement, par la théorie des perturbations, l’effet de WS

sur les états propres de H0 trouvés au Chapitre VII (l’étape suivante, que nous
n’aborderons pas ici, consisterait à évaluer l’effet de Wf , puis de Whf , sur les états
propres de H0 + WS).

Comme aussi bien H0 que WS n’agissent pas sur les variables de spin, nous
ignorerons les nombres quantiques mS et mI .

1. Effet Stark du niveau n = 1

1-a. Le déplacement du niveau 1s est quadratique en E

D’après la théorie des perturbations, l’effet du champ électrique s’obtient au
premier ordre en calculant l’élément de matrice

−qE〈n = 1, l = 0, mL = 0|Z|n = 1, l = 0, mL = 0〉.
Comme l’opérateur Z est impair et que le niveau fondamental a une parité bien
définie (il est pair), l’élément de matrice précédent est nul.

Il n’y a donc pas d’effet linéaire en E et il faut passer au terme suivant de la
série de perturbation :

ε2 = q2E2
∑

n	=1,l,m

|〈1, 0, 0|Z|n, l, m〉|2
E1 − En

(2)

En = −EI/n2 étant la valeur propre de H0 associée à l’état propre |n, l, m〉 (cf.
Chap. VII, § C). La somme précédente n’est certainement pas nulle, car il existe
des états |n, l, m〉 de parité opposée à celle de |1, 0, 0〉. On en conclut qu’à l’ordre
le plus bas en E , le déplacement Stark du niveau fondamental 1s est quadratique.
Comme E1 − En est toujours négatif, le niveau fondamental est abaissé.
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1-b. Polarisabilité de l’état 1s

Nous avons déjà mentionné que, pour des raisons de parité, les valeurs moyennes
des composantes de l’opérateur qR sont nulles dans l’état |1, 0, 0〉 (état fondamental
non perturbé).

En présence du champ électrique E parallèle à Oz, l’état fondamental n’est
plus |1, 0, 0〉, mais (d’après les résultats du § B-1-b du Chapitre XI) :

|ψ0〉 = |1, 0, 0〉 − qE
∑

n	=1,l,m

|n, l, m〉 〈n, l, m|Z|1, 0, 0〉
E1 − En

+ ... (3)

Ceci montre que la valeur moyenne du moment dipolaire électrique qR dans l’état
fondamental perturbé est, au premier ordre inclus en E , 〈ψ0|qR|ψ0〉. En utilisant
l’expression (3) de |ψ0〉, on obtient alors :

〈ψ0|qR|ψ0〉 = −q2E
∑

n	=1,l,m

〈1, 0, 0|R|n, l, m〉〈n, l, m|Z|1, 0, 0〉 + 〈1, 0, 0|Z|n, l, m〉〈n, l, m|R|1, 0, 0〉
E1 − En

(4)

On voit ainsi que le champ électrique E fait apparaître un moment dipolaire
“induit”, proportionnel à E . En fait, on peut montrer aisément, en utilisant les rela-
tions d’orthogonalité des harmoniques sphériques 1, que 〈ψ0|qX |ψ0〉 et 〈ψ0|qY |ψ0〉
sont nuls, et que la seule valeur moyenne non nulle est :

〈ψ0|qZ|ψ0〉 = −2q2E
∑

n 	= 1
l, m

|〈n, l, m|Z|1, 0, 0〉|2
E1 − En

(5)

En d’autres termes, le moment dipolaire induit est parallèle au champ appliqué
E , ce qui n’est pas surprenant, étant donné la symétrie sphérique de l’état 1s.
Le coefficient de proportionnalité χ entre le moment dipolaire induit et le champ
s’appelle la susceptibilité électrique linéaire. On voit que la mécanique quantique
permet de calculer cette susceptibilité pour l’état 1s :

χ1s = −2q2
∑

n 	= 1
l, m

|〈n, l, m|Z|1, 0, 0〉|2
E1 − En

(6)

2. Effet Stark du niveau n = 2

L’effet de WS sur le niveau n = 2 s’obtient au premier ordre en diagonalisant
la restriction de WS à l’intérieur du sous-espace sous-tendu par les quatre états de
base {|2, 0, 0〉; |2, 1, m〉, m = −1, 0, +1} .

1. Cette relation entraîne que 〈1, 0, 0|Z|n, l,m〉 n’est différent de zéro que si l = 1, m = 0 (le
raisonnement est le même que celui qui est fait pour 〈2, 1,m|Z|2, 0, 0〉 au début du § 2 suivant) ;
par suite, dans (2), (3), (4), (5), (6), la sommation ne porte en fait que sur n (elle inclut d’ailleurs
les états du continuum d’énergies positives).
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• EFFET STARK DE L’ATOME D’HYDROGÈNE

L’état |2, 0, 0〉 est pair ; les trois états |2, 1, m〉 sont impairs. Comme WS

est impair, l’élément de matrice 〈2, 0, 0|WS|2, 0, 0〉 et les neuf éléments de matrice
〈2, 1, m′|WS |2, 1, m〉 sont nuls (cf. Complément FII). Par contre, comme les états
|2, 0, 0〉 et |2, 1, m〉 sont de parités opposées, 〈2, 1, m|WS |2, 0, 0〉 peut être différent
de zéro.

Montrons en fait que seul 〈2, 1, 0|WS|2, 0, 0〉, est non nul. En effet, WS est
proportionnel à Z = R cos θ, donc à Y 0

1 (θ). L’intégrale angulaire qui intervient dans
l’élément de matrice 〈2, 1, m|WS |2, 0, 0〉 est donc de la forme :∫

Y m∗
1 (Ω) Y 0

1 (Ω) Y 0
0 (Ω) dΩ

Comme Y 0
0 est une constante, cette intégrale est proportionnelle au produit scalaire

de Y 0
1 par Y m

1 , et n’est donc différente de zéro que si m = 0. De plus, comme Y 0
1 ,

R20(r) et R10(r) sont réels, l’élément de matrice correspondant de WS est réel. Nous
poserons :

〈2, 1, 0|WS|2, 0, 0〉 = γE (7)

sans nous préoccuper de la valeur exacte de γ [que l’on pourrait calculer sans diffi-
culté puisque l’on connaît les fonctions d’onde ϕ2,1,0(r) et ϕ2,0,0(r)].

La matrice représentant WS dans la multiplicité n = 2 a donc finalement
la forme suivante (les vecteurs de base sont rangés dans l’ordre |2, 1, 1〉, |2, 1, −1〉,
|2, 1, 0〉, |2, 0, 0〉) :

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 γE
0 0 γE 0

(8)

On en déduit immédiatement les corrections à l’ordre un en E , et les états propres
à l’ordre zéro :

Etats propres Corrections

|2, 1, 1〉 ↔ 0

|2, 1, −1〉 ↔ 0

1√
2

(|2, 1, 0〉 + |2, 0, 0〉) ↔ γE
1√
2

(|2, 1, 0〉 − |2, 0, 0〉) ↔ −γE

(9)

On voit ainsi que la dégénérescence du niveau n = 2 est partiellement levée et
que les déplacements énergétiques sont linéaires et non plus quadratiques en E .
L’apparition d’un effet Stark linéaire est typique de l’existence de deux niveaux de
parité opposée et de même énergie, ici les niveaux 2s et 2p. Cette situation n’existe
que dans le cas de l’hydrogène (dégénérescence l des couches n �= 1).

1313



COMPLÉMENT EXII •

Remarque:

Les états du niveau n = 2 ne sont pas stables. Toutefois, la durée de vie de
l’état 2s est considérablement plus longue que celle des états 2p, car l’atome
passe facilement de 2p à 1s par émission spontanée d’un photon Lyman α
(durée de vie de l’ordre de 10−9 s), alors que la désexcitation à partir de
l’état 2s nécessite l’émission de deux photons (durée de vie de l’ordre de la
seconde). On dit pour cette raison que les états 2p sont instables, et l’état 2s
métastable.

L’hamiltonien Stark WS ayant un élément de matrice non nul entre
2s et 2p, tout champ électrique (statique ou oscillant) “contamine” l’état
métastable 2s par l’état instable 2p et confère à l’état 2s une durée de vie
beaucoup plus courte qu’en champ électrique nul. Ce phénomène est appelé
“quenching de métastabilité” (voir aussi le Complément HIV où l’on étudie
l’effet d’un couplage entre deux états de durées de vie différentes).

Références et conseils de lecture :

Effet Stark dans les atomes : Kuhn (11.1), Chap. III, §§ A-6 et G ; Ruark et
Urey (11.9), Chap. V, §§ 12 et 13 ; Sobel’man (11.12), Chap. 8, § 28.

La sommation sur les états intermédiaires apparaissant dans (2) et (6) peut
être calculée exactement par la méthode de Dalgarno et Lewis, voir Borowitz
(1.7), § 14-5 ; Schiff (1.18), § 33. Références originales : (2.34), (2.35), (2.36).

“Quenching” de métastabilité : voir Lamb et Retherford (3.11), App. II ;
Sobel’man (11.12), Chap. 8, § 28.5.
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CHAPITRE XIII MÉTHODES D’APPROXIMATION POUR LES PROBLÈMES DÉPENDANT DU TEMPS

A. Position du problème

Considérons un système physique d’hamiltonien H0 ; les valeurs propres et
vecteurs propres de H0 seront désignés par En et |ϕn〉 :

H0|ϕn〉 = En|ϕn〉 (A-1)

Nous raisonnerons pour simplifier dans le cas où le spectre de H0 est discret et
non dégénéré ; les formules obtenues se généralisent facilement (voir par exemple le
§ C-3). On suppose que H0 ne dépend pas explicitement du temps, de sorte que ses
états propres sont des états stationnaires.

A l’instant t = 0, une perturbation est appliquée au système physique ; son
hamiltonien devient alors :

H(t) = H0 + W (t) (A-2)

avec :

W (t) = λŴ (t) (A-3)

où λ est un paramètre réel sans dimensions très inférieur à 1, et Ŵ (t) une observable
(pouvant dépendre explicitement du temps) du même ordre de grandeur que H0,
nulle pour t < 0.

Le système est supposé initialement dans l’état stationnaire |ϕi〉, état propre
de H0, de valeur propre Ei. A partir de l’instant t = 0 où la perturbation est
appliquée, le système évolue : en effet, l’état |ϕi〉 n’est plus, en général, état propre
de l’hamiltonien perturbé. Nous nous proposons, dans ce chapitre, de calculer la
probabilité Pif (t) de trouver, à l’instant t, le système dans un autre état propre |ϕf 〉
de H0. En d’autres termes, il s’agit d’étudier les transitions qui peuvent être induites
par la perturbation W (t) entre les états stationnaires du système non perturbé.

Le principe du calcul est très simple. Entre les instants 0 et t, le système
évolue conformément à l’équation de Schrödinger :

i�
d
dt

|ψ(t)〉 =
[
H0 + λŴ (t)

]
|ψ(t)〉 (A-4)

La solution |ψ(t)〉 de cette équation différentielle du premier ordre, correspondant
à la condition initiale :

|ψ(t = 0)〉 = |ϕi〉 (A-5)

est unique. La probabilité cherchée Pif (t) s’écrit :

Pif (t) = |〈ϕf |ψ(t)〉|2 (A-6)

Tout le problème consiste donc à trouver la solution |ψ(t)〉 de (A-4) cor-
respondant à la condition initiale (A-5) ; cependant, un tel problème n’est pas en
général soluble rigoureusement ; c’est pourquoi on a alors recours à des méthodes
d’approximation. Nous allons montrer dans ce chapitre comment, si λ est suffisam-
ment petit, on peut trouver la solution |ψ(t)〉 sous forme d’un développement limité
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B. RÉSOLUTION APPROCHÉE DE L’ÉQUATION DE SCHRÖDINGER

en puissances de λ. Nous calculerons ainsi explicitement |ψ(t)〉 jusqu’à l’ordre un
compris en λ, ainsi que la probabilité correspondante (§ B). Les formules générales
obtenues seront ensuite appliquées (§ C) à l’étude d’un cas particulier important,
celui où la perturbation est une fonction sinusoïdale du temps ou une constante
(l’interaction d’un atome avec une onde électromagnétique, qui rentre dans cette
catégorie, est traitée en détail dans le Complément AXIII) ; nous mettrons ainsi en
évidence le phénomène de résonance. Deux situations seront envisagées : celle où le
spectre de H0 est discret, puis celle où l’état initial |ϕi〉 est couplé à un continuum
d’états finals ; dans ce dernier cas, nous établirons une formule importante connue
sous le nom de “règle d’or de Fermi”. Au § D nous aborderons un autre cas impor-
tant, celui où la perturbation fluctue de façon aléatoire ; elle est alors caractérisée
par sa fonction de corrélation dépendant du temps, et traitée par un calcul pertur-
batif valable aux temps courts. Nous verrons ensuite, au § E, comment prolonger la
validité de ce calcul aux temps longs, dans le cadre d’une approximation générale
appelée “condition de rétrécissement par le mouvement”.

Remarque:

L’étude faite au § C-3 du Chapitre IV peut être considérée comme un cas
particulier du problème général que nous abordons dans ce Chapitre XIII.
Rappelons qu’il s’agissait au Chapitre IV d’un système à deux niveaux (états
|ϕ1〉 et |ϕ2〉), initialement dans l’état |ϕ1〉, et soumis à partir de l’instant
t = 0 à l’action d’une perturbation constante W . Le calcul de la probabilité
P12(t) peut alors être effectué de façon exacte et conduit à la formule de
Rabi.
Le problème que nous abordons ici est beaucoup plus général : nous consi-
dérons un système ayant un nombre quelconque de niveaux (parfois même,
comme au § C-3, une infinité continue) et une perturbation W (t) dépendant
du temps de manière quelconque. C’est ce qui explique que nous ne puissions
en général obtenir qu’une solution approchée.

B. Résolution approchée de l’équation de Schrödinger

B-1. Equation de Schrödinger en représentation {|ϕn〉}
La probabilité Pif (t) fait intervenir explicitement les états propres |ϕi〉 et

|ϕf 〉 de H0 ; il est donc tout à fait indiqué de choisir la représentation {|ϕn〉}.

B-1-a. Système différentiel donnant les composantes du vecteur d’état

Soient cn(t) les composantes du ket |ψ(t)〉 dans la base {|ϕn〉} :

|ψ(t)〉 =
∑

n

cn(t)|ϕn〉 (B-1)

avec :

cn(t) = 〈ϕn|ψ(t)〉 (B-2)

et Ŵnk(t) les éléments de matrice de l’observable Ŵ (t) dans la même base :

〈ϕn|Ŵ (t)|ϕk〉 = Ŵnk(t) (B-3)
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Rappelons que H0 est représenté dans la base {|ϕn〉} par une matrice diagonale :

〈ϕn|H0|ϕk〉 = Enδnk (B-4)

Projetons les deux membres de l’équation de Schrödinger (A-4) sur |ϕn〉 ;
pour cela, insérons la relation de fermeture :∑

k

|ϕk〉〈ϕk| = 1 (B-5)

et utilisons les égalités (B-2), (B-3) et (B-4) ; nous obtenons :

i�
d
dt

cn(t) = Encn(t) +
∑

k

λŴnk(t)ck(t) (B-6)

L’ensemble des équations (B-6), écrites pour les diverses valeurs de n, constitue un
système d’équations différentielles linéaires couplées, du premier ordre en t, permet-
tant en principe de déterminer les composantes cn(t) de |ψ(t)〉. Le couplage entre
ces équations provient uniquement de l’existence de la perturbation λŴ (t) qui, par
ses éléments de matrice non diagonaux λŴnk(t), relie l’évolution de cn(t) à celle de
tous les autres coefficients ck(t).

B-1-b. Changement de fonctions

Lorsque λŴ (t) est nul, les équations (B-6) ne sont plus couplées, et leur
solution est très simple. Elle s’écrit :

cn(t) = bne−iEnt/� (B-7)

où bn est une constante dépendant des conditions initiales.
Si maintenant λŴ (t) n’est pas nul,tout en restant très petit devant H0 par

suite de la condition λ � 1, on s’attend à ce que la solution cn(t) des équations
(B-6) soit assez voisine de la solution (B-7). En d’autres termes, si l’on effectue le
changement de fonctions :

cn(t) = bn(t)e−iEnt/� (B-8)

on peut prévoir que les bn(t) seront des fonctions lentement variables du temps.
Portons donc (B-8) dans l’équation (B-6) ; nous obtenons :

i� e−iEnt/� d
dt

bn(t) + En bn(t) e−iEnt/�

= En bn(t) e−iEnt/� +
∑

k

λŴnk(t) bk(t) e−iEkt/�

(B-9)

Multiplions alors les deux membres de cette égalité par e+iEnt/�, et introduisons la
pulsation de Bohr :

ωnk =
En − Ek

�
(B-10)

relative au couple de niveaux En et Ek ; il vient :

i�
d
dt

bn(t) = λ
∑

k

eiωnkt Ŵnk(t) bk(t) (B-11)
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B-2. Equations de perturbation

Le système d’équations (B-11) est rigoureusement équivalent à l’équation de
Schrödinger (A-4) ; on ne sait pas en général trouver sa solution exacte. C’est pour-
quoi nous allons utiliser le fait que λ est très petit devant 1 pour essayer de détermi-
ner cette solution sous forme d’un développement en série de puissances de λ (dont
on peut espérer qu’il sera rapidement convergent si λ est suffisamment petit) :

bn(t) = b(0)
n (t) + λb(1)

n (t) + λ2b(2)
n (t) + ... (B-12)

Si l’on porte ce développement dans (B-11), et si l’on égale les coefficients de
λr dans les deux membres de l’équation, on trouve :

(i) pour r = 0 :

i�
d
dt

b(0)
n (t) = 0 (B-13)

En effet, par suite de la présence de λ en facteur dans le deuxième membre de
(B-11), celui-ci ne contient aucun terme indépendant de λ(r = 0). L’égalité (B-13)
exprime que b

(0)
n ne dépend pas de t ; nous retrouvons ainsi que, si λ est nul, bn(t)

se réduit à une constante [cf. (B-7)].

(ii) pour r �= 0 :

i�
d
dt

b(r)
n (t) =

∑
k

eiωnkt Ŵnk(t) b
(r−1)
k (t) (B-14)

On voit ainsi que, la solution à l’ordre zéro étant déterminée à partir de (B-13) et
des conditions initiales, la relation de récurrence (B-14) permet d’obtenir la solution
à l’ordre 1 (r = 1) ; elle fournit ensuite la solution à l’ordre 2 (r = 2) à partir de
celle d’ordre 1 et, de proche en proche, la solution à un ordre r quelconque à partir
de celle d’ordre r − 1.

B-3. Solution à l’ordre 1 en λ

B-3-a. Etat du système à l’instant t

Pour t < 0, le système est par hypothèse dans l’état |ϕi〉 : parmi tous les
coefficients bn(t), seul bi(t) est différent de zéro (et d’ailleurs indépendant de t
puisque λŴ est alors nul). A l’instant t = 0, λŴ (t) subit éventuellement une
discontinuité en passant d’une valeur nulle à la valeur λŴ (0) ; cependant, comme
λŴ (t) reste fini, la solution de l’équation de Schrödinger est continue en t = 0. Il
s’ensuit que :

bn(t = 0) = δni (B-15)

cette égalité étant valable quel que soit λ. Par suite, les coefficients du développe-
ment (B-12) doivent vérifier :

b(0)
n (t = 0) = δni (B-16)

b(r)
n (t = 0) = 0 si r ≥ 1 (B-17)

L’équation (B-13) donne alors immédiatement, pour tout t positif :

b(0)
n (t) = δni (B-18)
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ce qui détermine complètement la solution à l’ordre zéro.
Ce résultat permet ensuite d’écrire (B-14), pour r = 1, sous la forme :

i�
d
dt

b(1)
n (t) =

∑
k

eiωnktŴnk(t)δki

= eiωnitŴni(t) (B-19)

équation qui s’intègre sans difficulté. Compte tenu de la condition initiale (B-17),
on trouve :

b(1)
n (t) =

1
i�

∫ t

0
eiωnit′

Ŵni(t′) dt′ (B-20)

Si maintenant nous reportons (B-18) et (B-20) dans (B-8) puis dans (B-1),
nous obtenons l’état |ψ(t)〉 du système à l’instant t, calculé jusqu’à l’ordre 1 inclus
en λ.

B-3-b. Probabilité de transition Pif (t)

D’après (A-6) et la définition (B-2) de cf (t), la probabilité de transition
Pif (t) est égale à |cf (t)|2, c’est-à-dire, puisque bf (t) et cf (t) ont même module
[cf. (B-8)]

Pif (t) = |bf (t)|2 (B-21)

où :

bf (t) = b
(0)
f (t) + λb

(1)
f (t) + ... (B-22)

peut être calculé à partir des formules établies au paragraphe précédent.
A partir de maintenant, nous supposons que les états |ϕi〉 et |ϕf 〉 sont dif-

férents ; nous nous intéressons donc aux transitions induites par λŴ (t) entre deux
états stationnaires distincts de H0. On a alors b

(0)
f (t) = 0, et par suite

Pif (t) = λ2|b(1)
f (t)|2 (B-23)

En utilisant (B-20) et en remplaçant λŴ (t) par W (t) [cf. (A-3)], on obtient finale-
ment :

Pif (t) =
1
�2

∣∣∣∣∫ t

0
eiωfit′

Wfi(t′) dt′
∣∣∣∣2 (B-24)

Considérons la fonction W̃fi(t′), qui est nulle pour t′ < 0 et t′ > t, et égale
à Wfi(t′) pour 0 ≤ t′ ≤ t (cf. Fig. 1). W̃fi(t′) est l’élément de matrice de la
perturbation “vue” par le système entre l’instant t = 0 et l’instant t de la mesure,
où l’on cherche à déterminer si le système est dans l’état |ϕf 〉. Le résultat (B-24)
montre que Pif (t) est proportionnelle au carré du module de la transformée de
Fourier de la perturbation “vue” W̃fi(t′) ; cette transformée de Fourier est prise
pour une pulsation égale à la pulsation de Bohr associée à la transition étudiée.

On remarque d’autre part que la probabilité de transition Pif (t) est nulle au
premier ordre si l’élément de matrice Wfi(t) est nul quel que soit t.
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Figure 1 – Variations avec t′

de la fonction W̃ ′
fi(t

′) : W̃fi(t′)
coincide avec Wfi(t′) dans l’in-
tervalle 0 ≤ t′ ≤ t, et s’annule
à l’extérieur de cet intervalle.
C’est la transformée de Fourier
de W̃fi(t′) qui intervient dans la
probabilité de transition Pif (t) à
l’ordre le plus bas.

Remarque:

Nous n’avons pas discuté les conditions de validité de l’approximation du
premier ordre en λ. La comparaison de (B-11) et (B-19) montre que cette
approximation revient simplement à remplacer, dans le deuxième membre de
(B-11), les coefficients bk(t) par leur valeur bk(0) à l’instant t = 0. Il est donc
clair que, tant que t reste suffisamment petit pour que bk(0) diffère peu de
bk(t), l’approximation reste valable. Par contre, lorsque t devient grand, rien
ne permet a priori d’affirmer que les corrections d’ordre 2, 3 etc. en λ sont
négligeables.

C. Cas particulier important : perturbation sinusoïdale ou constante

C-1. Application des formules générales

Supposons maintenant que W (t) ait l’une des deux formes simples :

Ŵ (t) = Ŵ sin ωt (C-1a)

Ŵ (t) = Ŵ cos ωt (C-1b)

Ŵ étant une observable indépendante du temps et ω une pulsation constante. Une
telle situation se rencontre souvent en physique. Par exemple, dans les Complé-
ments AXIII et BXIII, nous nous intéressons à la perturbation d’un système physique
par une onde électromagnétique de pulsation ω ; Pif (t) représente alors la probabi-
lité de transition induite par le rayonnement monochromatique incident entre l’état
initial |ϕi〉 et l’état |ϕf 〉.

Avec la forme particulière (C-1a) de Ŵ (t), les éléments de matrice Ŵfi(t) se
mettent sous la forme :

Ŵfi(t) = Ŵfi sin ωt =
Ŵfi

2i
(eiωt − e−iωt) (C-2)

où Ŵfi est un nombre complexe indépendant du temps. Calculons alors le vecteur
d’état du système à l’ordre 1 en λ ; si l’on porte (C-2) dans la formule générale
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(B-20), on obtient :

b(1)
n (t) = −Ŵni

2�

∫ t

0

[
ei(ωni+ω)t′ − ei(ωni−ω)t′]

dt′ (C-3)

L’intégrale qui figure au deuxième membre de cette égalité est aisément calculable ;
il vient :

b(1)
n (t) =

Ŵni

2i�

[
1 − ei(ωni+ω)t

ωni + ω
− 1 − ei(ωni−ω)t

ωni − ω

]
(C-4)

Donc, dans le cas particulier où nous nous sommes placés, la formule générale (B-24)
devient :

Pif (t; ω) = λ2
∣∣∣b(1)

f (t)
∣∣∣2 =

|Wfi|2
4�2

∣∣∣∣1 − ei(ωfi+ω)t

ωfi + ω
− 1 − ei(ωfi−ω)t

ωfi − ω

∣∣∣∣2 (C-5a)

(nous avons ajouté la variable ω dans la probabilité Pif car celle-ci dépend de la
fréquence de la perturbation).

Si l’on choisit pour Ŵ (t) la forme particulière (C-1b) au lieu de (C-1a), un
calcul analogue au précédent donne :

Pif (t; ω) =
|Wfi|2

4�2

∣∣∣∣1 − ei(ωfi+ω)t

ωfi + ω
+

1 − ei(ωfi−ω)t

ωfi − ω

∣∣∣∣2 (C-5b)

L’opérateur Ŵ cos ωt devient indépendant du temps si l’on prend ω = 0. La proba-
bilité de transition Pif (t) induite par une perturbation constante W s’obtient donc
en remplaçant ω par 0 dans (C-5b) :

Pif (t) =
|Wfi|2
�2ω2

fi

∣∣1 − eiωfit
∣∣2

=
|Wfi|2
�2 F (t, ωfi) (C-6)

avec :

F (t, ωfi) =
[

sin(ωfit/2)
(ωfi/2)

]2

(C-7)

Pour étudier le contenu physique des équations (C-5b) et (C-6), nous allons
envisager successivement le cas où |ϕi〉 et |ϕf 〉 sont tous deux des niveaux discrets
(§ C-2), puis celui où |ϕf 〉 appartient à un continuum d’états finals (§ C-3). Dans le
premier cas, Pif (t; ω) [ou Pif (t)] représente réellement une probabilité de transi-
tion accessible à la mesure alors que, dans le second, il s’agit en fait d’une densité de
probabilité (les quantités vraiment mesurables font alors intervenir une sommation
sur un ensemble d’états finals). Du point de vue physique, les deux cas précédents
se différencient très nettement : nous verrons en effet dans les Compléments CXIII

et DXIII que, sur un intervalle de temps suffisamment long, le système oscille entre
les états |ϕi〉 et |ϕf 〉 dans le premier cas ; il quitte irréversiblement l’état |ϕi〉 dans
le second.

Dans le § C-2, pour mettre l’accent sur le phénomène de résonance, nous
choisirons une perturbation sinusoïdale, mais les résultats obtenus sont facilement
transposables au cas d’une perturbation constante. Inversement, c’est dans ce der-
nier cas que nous nous placerons pour mener la discussion du § C-3.
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C-2. Perturbation sinusoïdale couplant deux états discrets : phénomène de résonance

C-2-a. Caractère résonnant de la probabilité de transition

Lorsqu’on fixe le temps t, la probabilité de transition Pif (t; ω) est une fonc-
tion de la seule variable ω. Nous allons voir que cette fonction présente un maximum
pour :

ω � ωfi (C-8a)

ou :

ω � −ωfi (C-8b)

Il se produit donc un phénomène de résonance lorsque la pulsation de la perturba-
tion coïncide avec la pulsation de Bohr associée au couple d’états |ϕi〉 et |ϕf 〉. Si l’on
convient de prendre ω ≥ 0, les égalités (C-8) donnent les conditions de résonance
correspondant respectivement aux cas ωfi > 0 et ωfi < 0 : dans le premier cas (cf.
Fig. 2-a), le système absorbe de façon résonnante un quantum d’énergie �ω pour
passer du niveau inférieur d’énergie Ei au niveau supérieur Ef ; dans le deuxième
cas (cf. Fig. 2-b), la perturbation résonnante stimule le passage du système du ni-
veau supérieur Ei au niveau inférieur Ef (passage qui s’accompagne de l’émission
induite d’un quantum d’énergie �ω). Dans tout ce paragraphe, nous supposerons
que ωfi est positif (situation de la Figure 2.a) ; le cas où ωfi est négatif se traiterait
de manière analogue.

Figure 2 – Disposition relative des énergies Ei et Ef associées aux états |ϕi〉 et
|ϕf 〉. Si Ei < Ef (fig. a), la transition |ϕi〉 −→ |ϕf 〉 s’effectue par absorption d’un
quantum d’énergie �ω ; si au contraire Ei > Ef (fig. b), la transition |ϕi〉 −→ |ϕf 〉
s’effectue par émission induite d’un quantum d’énergie �ω.

Pour mettre en évidence le caractère résonnant de la probabilité de transition,
remarquons que les expressions (C-5a) et (C-5b) de Pif (t; ω) font intervenir le
module au carré d’une somme de deux termes complexes : le premier de ces termes
est proportionnel à :

A+ =
1 − ei(ωfi+ω)t

ωfi + ω
= −iei(ωfi+ω)t/2 sin [(ωfi + ω)t/2]

(ωfi + ω)/2
(C-9a)
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et le second à :

A− =
1 − ei(ωfi−ω)t

ωfi − ω
= −iei(ωfi−ω)t/2 sin [(ωfi − ω)t/2]

(ωfi − ω)/2
(C-9b)

Le dénominateur du terme en A− s’annule pour ω = ωfi, celui du terme en A+

pour ω = −ωfi. On s’attend par suite à ce que, si ω est voisin de ωfi, seul le terme
A− soit important ; c’est pourquoi il est appelé “terme résonnant”, alors que celui
en A+ est appelé “terme antirésonnant” (A+ deviendrait résonnant si, ωfi étant
négatif, ω était voisin de −ωfi).

Plaçons-nous donc dans le cas où :

|ω − ωfi| � |ωfi| (C-10)

et négligeons le terme antirésonnant A+ (la validité de cette approximation sera
discutée au § C-2-c suivant). Il vient alors, compte tenu de (C-9b) :

Pif (t; ω) =
|Wfi|2

4�2 F (t, ω − ωfi) (C-11)

avec :

F (t, ω − ωfi) =
{

sin [(ωfi − ω)t/2]
(ωfi − ω)/2

}2

(C-12)

La Figure 3 représente les variations de Pif (t; ω) en fonction de ω, t ayant une valeur
fixée ; elle montre clairement le caractère résonnant de la probabilité de transition.
Cette dernière présente un maximum lorsque ω = ωfi, et vaut alors |Wfi|2t2/4�2 ;
elle décroît ensuite au fur et à mesure que l’on s’éloigne de ωfi, puis s’annule lorsque
|ω − ωfi| = 2π/t. Lorsque |ω − ωfi| continue à augmenter, elle oscille entre la valeur
|Wfi|2/�2(ω − ωfi)2 et zéro (courbe de diffraction).

C-2-b. Largeur de la resonance et relation d’incertitude temps-énergie

La largeur Δω de la résonance peut être définie approximativement comme
étant la distance qui sépare les deux premiers zéros de Pif (t; ω) autour de ω = ωfi :
c’est dans cet intervalle que la probabilité de transition prend les valeurs les plus
importantes [le premier maximum secondaire de Pif , obtenu lorsque (ω−ωfi)t/2 =
3π/2, vaut |Wfi|2/t2/9π2

�
2, c’est-à-dire moins de 5 % de la probabilité de transition

à résonance]. On a donc :

Δω � 4π

t
(C-13)

Cette largeur est d’autant plus faible que le temps t est plus grand.
Le résultat (C-13) présente une certaine analogie avec la relation d’incertitude

temps-énergie (cf. Chap. III, § D-2-e). En effet, supposons que l’on cherche à mesurer
la différence d’énergie Ef − Ei = �ωfi en appliquant au système une perturbation
sinusoïdale de pulsation ω, et en faisant varier ω de façon à détecter la résonance.
Si la perturbation agit pendant le temps t, l’incertitude ΔE sur la valeur Ef − Ei

sera, d’après (C-13), de l’ordre de :

ΔE = �Δω � �

t
(C-14)
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Figure 3 – Variations avec ω de la probabilité de transition au premier ordre
Pif (t; ω) associée à une perturbation sinusoïdale de pulsation ω ; t a une valeur
fixée. Lorsque ω � ωfi, il apparaît une résonance dont l’intensité est proportionnelle
à t2 et la largeur inversement proportionnelle à t.

Donc, le produit tΔE ne peut pas être inférieur à �. Ceci rappelle la relation d’incer-
titude temps-énergie, bien que t ne soit pas ici un intervalle de temps caractéristique
de l’évolution libre du système considéré, mais soit au contraire imposé de l’exté-
rieur.

C-2-c. Validité du traitement de perturbation utilisé

Examinons maintenant les conditions de validité des calculs qui nous ont
conduits au résultat (C-11). Nous allons successivement discuter l’approximation
résonnante, qui consiste à négliger le terme antirésonnant A+, puis l’approximation
du premier ordre dans le développement en perturbation du vecteur d’état.

α. Discussion de l’approximation résonnante

En nous appuyant sur l’hypothèse ω � ωfi, nous avons négligé A+ devant
A−. Comparons donc les modules de A+ et A−.

La Figure 3 montre l’allure de la fonction |A−(ω)|2 ; comme |A+(ω)|2 =
|A−(−ω)|2, on obtient |A+(ω)|2 en prenant la courbe symétrique de la précédente
par rapport à l’axe vertical ω = 0. Si ces deux courbes, de largeur Δω, sont centrées
en des points dont la distance est grande devant Δω, il est clair qu’au voisinage
de ω = ωfi, le module de A+ est négligeable devant celui de A−. L’approximation
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résonnante est donc justifiée à condition 1 que :

2|ωfi| � Δω (C-15)

c’est-à-dire, compte tenu de (C-13) :

t � 1
|ωfi| � 1

ω
(C-16)

Le résultat (C-11) n’est donc valable que si la perturbation sinusoïdale agit pen-
dant un temps t grand devant 1/ω. La signification physique d’une telle condition
est claire : elle exprime que, durant l’intervalle [0, t], la perturbation a effectué
de nombreuses oscillations et peut donc être ressentie par le système comme une
perturbation sinusoïdale. Si au contraire t était petit devant 1/ω, la perturbation
n’aurait pas le temps d’osciller et serait, en fait, équivalente à une perturbation
variant linéairement en fonction du temps dans le cas (C-1a), ou constante dans le
cas (C-1b).

Remarque:

Pour une perturbation constante, la condition (C-16) ne peut jamais être
satisfaite, puisque ω est nul. Cependant, il n’est pas difficile d’adapter les
calculs du § C-2-b précédent pour les rendre valables dans ce cas : nous
avons déjà obtenu en (C-6) la probabilité de transition Pif (t) pour une
perturbation constante en faisant directement ω = 0 dans la formule (C-5b).
Notons que les deux termes A+ et A− sont alors égaux, ce qui montre bien
que, si (C-16) n’est pas vérifiée, le terme antirésonnant n’est pas négligeable.
Les variations de la probabilité Pif (t) en fonction de la différence d’énergie
�ωfi (le temps t étant fixé) sont représentées sur la Figure 4. Cette probabilité
est maximale lorsque ωfi = 0, ce qui correspond bien à ce que nous avons
trouvé au § C-2-b précédent : si sa pulsation est nulle, la perturbation est
résonnante lorsque ωfi = 0 (niveaux dégénérés). De manière plus générale,
les considérations du § C-2-b concernant les caractéristiques de la résonance
peuvent être transposées à ce cas.

β. Limites du calcul au premier ordre

Nous avons déjà noté plus haut (cf. remarque de la fin du § B-3-b) que l’ap-
proximation du premier ordre peut cesser d’être valable lorsque le temps t devient
trop grand. C’est effectivement ce que l’on observe sur l’expression (C-11).

Celle-ci s’écrit en effet à résonance :

Pif (t; ω = ωfi) =
|Wfi|2

4�2 t2 (C-17)

Cette fonction devient infinie lorsque t −→ ∞, ce qui est absurde puisqu’une pro-
babilité ne peut en aucun cas être supérieure à 1.

1. Notons que, si la condition (C-15) n’est pas vérifiée, les termes résonnant et antirésonnant
interfèrent : il ne suffit pas d’ajouter simplement |A+|2 et |A−|2.
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Figure 4 – Variations en fonction de ωfi = (Ef −Ei)/� de la probabilité de transi-
tion Pif (t) associée à une perturbation constante ; t a une valeur fixée. Il apparaît
une résonance centrée autour de ωfi = 0 (conservation de l’énergie), ayant même
largeur que la résonance de la Figure 3, mais une intensité quatre fois plus grande
(par suite d’une interférence constructive entre les termes résonnant et antiréson-
nant qui, pour une perturbation constante, sont égaux).

En pratique, pour que l’approximation au premier ordre puisse être valable
à résonance, il faut que la probabilité écrite en (C-17) soit très petite devant 1,
c’est-à-dire que 2 :

t � �

|Wfi| (C-18)

Pour montrer de façon précise pourquoi cette inégalité est liée à la validité de l’approxi-
mation du premier ordre, il faudrait calculer à partir de (B-14) les corrections d’ordres
supérieurs, et examiner dans quelles conditions elles sont négligeables. On verrait alors
que, si l’inégalité (C-18) est nécessaire, elle n’est pas en toute rigueur suffisante : par
exemple, dans les termes d’ordre deux ou plus apparaîtraient des éléments de matrice

2. Pour que la théorie qui a été développée ici ait un sens, il faut évidemment que les
conditions (C-16) et (C-18) soient compatibles, c’est-à-dire que :

1
|ωfi|

� �

|Wfi|
inégalité qui exprime simplement que la différence d’énergie |Ef − Ei| = �|ωfi| est très grande
devant l’élément de matrice de W (t) entre |ϕi〉 et |ϕf 〉.
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Ŵkn de Ŵ autres que Ŵfi, auxquels il faudrait imposer certaines conditions pour que les
corrections correspondantes soient faibles.

Signalons que le problème du calcul de la probabilité de transition lorsque
t ne satisfait pas (C-18) est abordé dans le Complément CXIII où l’on utilise une
approximation d’un type différent (approximation séculaire).

C-3. Couplage avec des états du spectre continu

Si l’énergie Ef appartient à une partie continue du spectre de H0, c’est-à-
dire si les états finals sont repérés par des indices continus, il n’est pas question de
mesurer la probabilité de trouver à l’instant t le système dans un état |ϕf 〉 bien
déterminé. Effectivement, les postulats du Chapitre III indiquent dans ce cas que la
quantité |〈ϕf |ψ(t)〉|2 que nous avons calculée ci-dessus (de façon approchée) est une
densité de probabilité. Les prévisions physiques relatives à une mesure donnée font
intervenir alors une sommation de cette densité de probabilité sur un certain groupe
d’états finals (qui dépend de la mesure envisagée) ; étudions ce que deviennent dans
ce cas les résultats des paragraphes précédents.

C-3-a. Sommation sur un continuum d’états finals ; densité d’états

α. Etude d’un exemple concret

Pour bien comprendre comment on effectue cette sommation sur les états
finals, raisonnons d’abord sur un exemple concret.

Intéressons-nous au problème de la diffusion d’une particule sans spin, de
masse m, par un potentiel W (r) (cf. Chap. VIII). On peut développer l’état |ψ(t)〉
de la particule à l’instant t sur les états |p〉 d’impulsions p bien définies et d’énergies :

E =
p2

2m
(C-19)

les fonctions d’onde correspondantes étant les ondes planes :

〈r|p〉 =
(

1
2π�

)3/2

eip·r/� (C-20)

La densité de probabilité associée à une mesure de l’impulsion est |〈p|ψ(t)〉|2, le ket
|ψ(t)〉 étant supposé normé.

Le détecteur utilisé dans l’expérience (voir par exemple la Figure 2 du Cha-
pitre VIII) donne un signal lorsque la particule est diffusée avec l’impulsion pf ;
bien sûr, ce détecteur a toujours une ouverture angulaire finie et sa sélectivité en
énergie n’est pas parfaite : il donne un signal toutes les fois que l’impulsion p de la
particule pointe dans l’angle solide δΩf autour de pf et que son énergie est comprise
dans l’intervalle δEf centré en Ef = p2

f /2m. Si l’on désigne par Df le domaine de
l’espace des p défini par ces conditions, la probabilité d’obtenir un signal sur le
détecteur est donc :

δP(pf , t) =
∫

p∈Df

d3p |〈p|ψ(t)〉|2 (C-21)
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Pour utiliser les résultats des paragraphes précédents, nous aurons besoin d’effectuer
un changement de variables qui fasse apparaître une intégrale sur l’énergie ; ceci ne
présente pas de difficulté, puisqu’on peut écrire :

d3p = p2dp dΩ (C-22)

et remplacer la variable p par l’énergie E qui lui est reliée par (C-19) ; on obtient
ainsi :

d3p = ρ(E)dE dΩ (C-23)

où la fonction ρ(E), appelée densité d’états finals, s’écrit, d’après (C-19), (C-22) et
(C-23) :

ρ(E) = p2 dp

dE
= p2 m

p
= m

√
2mE (C-24)

La relation (C-21) devient alors :

δP(pf , t) =
∫{

Ω ∈ δΩf

E ∈ δEf

dΩ dE ρ(E) |〈p|ψ(t)〉|2 (C-25)

β. Cas général

Supposons que, dans un problème déterminé, certains états propres de H0

soient repérés par un ensemble continu d’indices, que nous symboliserons par α, tel
que la relation d’orthonormalisation s’écrive :

〈α|α′〉 = δ(α − α′) (C-26)

Le système étant décrit à l’instant t par le ket normé |ψ(t)〉, on veut calculer la
probabilité δP(αf , t) de le trouver, lors d’une mesure, dans un groupe donné d’états
finals ; on caractérise ce groupe d’états par un domaine Df de valeurs des paramètres
α, centré autour de αf , et on suppose que leurs énergies forment un continuum. Les
postulats de la mécanique quantique donnent alors :

δP(αf , t) =
∫

α∈Df

dα |〈α|ψ(t)〉|2 (C-27)

Comme dans l’exemple du § α précédent, changeons de variables de manière
à faire apparaître la densité en énergie des états finals : au lieu de caractériser ces
états par les paramètres α, utilisons l’énergie E et un ensemble d’autres paramètres
β (qui sont nécessaires lorsque H0 ne constitue pas à lui seul un E.C.O.C.). On peut
alors exprimer dα en fonction de dE et dβ :

dα = ρ(β, E)dβ dE (C-28)

ce qui fait apparaître la densité d’états finals ρ(β, E) 3. Si l’on désigne par δβf et
δEf les intervalles de valeurs des paramètres β et E définis par Df , il vient :

δP(αf , t) =
∫

β∈δβf ; E∈δEf

dβ dE ρ(β, E) |〈β, E|ψ(t)〉|2 (C-29)

où la notation |α〉 a été remplacée par |β, E〉 pour mettre en évidence la dépendance
en E et β de la densité de probabilité |〈α|ψ(t)〉|2.

3. Dans le cas général, la densité d’états ρ dépend à la fois de E et de β ; cependant, il arrive
souvent (cf. exemple du § α ci-dessus) que ρ ne dépende que de E.
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C-3-b. Règle d’or de Fermi

Dans l’expression (C-29), |ψ(t)〉 est le vecteur d’état normé du système à
l’instant t. Comme dans le § A de ce chapitre, prenons un système initialement dans
un état propre |ϕi〉 de H0 [|ϕi〉 appartient donc au spectre discret de H0, puisque
l’état initial du système doit être, comme |ψ(t)〉, normalisable]. Nous remplacerons,
dans (C-29), la notation δP(αf , t) par δP(ϕi, αf , t) pour rappeler que le système
part de l’état |ϕi〉.

Les calculs du § B et leur application au cas d’une perturbation sinusoïdale
ou constante (§§ C-1 et C-2) demeurent valables lorsque l’état final du système
appartient au spectre continu de H0. Si nous supposons W constant, on peut donc
utiliser la formule (C-6) pour calculer, au premier ordre en W , la densité de proba-
bilité |〈β, E|ψ(t)〉|2. On obtient ainsi :

|〈β, E|ψ(t)〉|2 =
1
�2 |〈β, E|W |ϕi〉|2F

(
t,

E − Ei

�

)
(C-30)

où E et Ei sont les énergies des états |β, E〉 et |ϕi〉 respectivement, et F la fonction
définie en (C-7). Finalement il vient pour δP(ϕi, αf , t) :

δP(ϕi, αf , t) =
1
�2

∫
β∈δβf ; E∈δEf

dβ dE ρ(β, E) |〈β, E|W |ϕi〉|2F

(
t,

E − Ei

�

)
(C-31)

La fonction F
(
t, E−Ei

�

)
varie très rapidement autour de E = Ei (cf. Fig. 4). Si t

est assez grand, cette fonction peut être assimilée, à un facteur près, à la fonction
δ(E − Ei) ; on a en effet, d’après les relations (11) et (20) de l’Appendice II :

lim
t→∞ F

(
t,

E − Ei

�

)
= πt δ

(
E − Ei

2�

)
= 2π�t δ(E − Ei) (C-32)

En revanche, la fonction ρ(β, E)|〈β, E|W |ϕi〉|2 varie en général de manière beaucoup
plus lente avec E. Nous supposerons ici que t est suffisamment grand pour que la
variation de cette fonction sur un intervalle d’énergie de largeur 4π�/t centré en
E = Ei soit négligeable 4 ; on peut alors, dans (C-31), remplacer F

(
t, E−Ei

�

)
par

sa limite (C-32), ce qui permet d’effectuer immédiatement l’intégrale sur E. Si, de
plus, δβf est très petit, l’intégrale sur β est inutile et on obtient finalement :⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

– lorsque l’énergie Ei appartient au domaine δEf :

δP(ϕi, αf , t) = δβf
2π

�
t |〈βf , Ef = Ei|W |ϕi〉|2ρ(βf , Ef = Ei) (C-33a)

– lorsque l’énergie Ei n’appartient pas à ce domaine :

δP(ϕi, αf , t) = 0 (C-33b)

Comme nous l’avons vu dans la remarque du § C-2-c-α, une perturbation
constante ne peut induire de transitions qu’entre états d’énergies égales ; le système
doit nécessairement avoir la même énergie (à 2π�/t près) dans l’état initial et dans

4. ρ(β, E)|〈β, E|W |ϕi〉|2 doit varier suffisamment lentement pour qu’il soit possible de trou-
ver des valeurs de t satisfaisant à la condition énoncée, tout en restant suffisamment petites pour
que le traitement de W en perturbation soit valable. Nous supposons de plus ici que δEf � 4π�/t.
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l’état final. C’est pourquoi, si le domaine δEf exclut l’énergie Ei, la probabilité de
transition est nulle.

La probabilité (C-33a) croît proportionnellement au temps. Par conséquent,
la probabilité de transition par unité de temps δW(ϕi, αf ) définie comme :

δW(ϕi, αf ) =
d
dt

δP(ϕi, αf , t) (C-34)

est indépendante du temps. Introduisons la densité de probabilité de transition par
unité de temps et par unité d’intervalle de la variable βf :

w(ϕi, αf ) =
δW(ϕi, αf )

δβf
(C-35)

Elle est égale à :

w(ϕi, αf ) =
2π

�
|〈βf , Ef = Ei|W |ϕi〉|2 ρ(βf , Ef = Ei) (C-36)

Ce résultat important est connu sous le nom de règle d’or de Fermi.

Remarques:

(i) Supposons que W soit une perturbation sinusoïdale de la forme (C-1a) ou
(C-1b) qui couple un état (|ϕi〉 à un continuum d’états |βf , Ef 〉 d’énergies
Ef voisines de Ei + �ω. On peut effectuer à partir de la formule (C-11)
le même raisonnement que plus haut, ce qui donne :

w(ϕi, αf ) =
π

2�
|〈βf , Ef = Ei +�ω|W |ϕi〉|2ρ(βf , Ef = Ei +�ω) (C-37)

(ii) Revenons au problème de la diffusion d’une particule par un potentiel W dont
les éléments de matrice en représentation {|r〉} sont donnés par :

〈r|W |r′〉 = W (r)δ(r − r′) (C-38)

Supposons maintenant que l’état initial du système soit un état d’impulsion
bien définie :

|ψ(t = 0)〉 = |pi〉 (C-39)

et calculons la probabilité de diffusion d’une particule incidente, d’impulsion pi,
dans des états d’impulsions p groupées autour d’une valeur donnée pf (avec
|pf | = |pi|). La formule (C-36) donne la probabilité de diffusion w(pi,pf ) par
unité de temps et par unité d’angle solide autour de p = pf :

w(pi,pf ) =
2π
�

|〈pf |W |pi〉|2ρ(Ef = Ei) (C-40)

Il vient alors, compte tenu de (C-20), (C-38) et de l’expression (C-24) de ρ(E) :

w(pi,pf ) =
2π
�
m

√
2mEi

( 1
2π�

)6
∣∣∣∣∫ d3r ei(pi−pf )·r/�W (r)

∣∣∣∣2 (C-41)
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On reconnaît au second membre de cette égalité la transformée de Fourier du
potentiel W (r), prise pour la valeur de p égale à pi − pf .

On peut noter que l’état initial |pi〉 que nous avons pris ici n’est pas norma-
lisable, et qu’il ne peut représenter l’état physique d’une particule. Cependant,
bien que la norme de |pi〉 soit infinie, le second membre de (C-41) garde une va-
leur finie ; on peut donc s’attendre, en raisonnant de manière intuitive, à obtenir
à partir de cette égalité un résultat physique correct. Effectivement, divisons la
probabilité obtenue par le courant de probabilité :

Ji =
( 1

2π�

)3
�ki

m
=
( 1

2π�

)3
√

2Ei

m
(C-42)

associé, d’après (C-20), à l’état |pi〉 ; on obtient ainsi :

w(pi,pf )
Ji

=
m2

4π2�4

∣∣∣∣∫ d3r ei(pi−pf )·r/�W (r)

∣∣∣∣2 (C-43)

qui coïncide avec l’expression de la section efficace de diffusion dans l’approxi-
mation de Born (§ B-4 du Chap. VIII).

Bien que non rigoureux, le raisonnement précédent permet ainsi de montrer
que les sections efficaces de diffusion à l’approximation de Born peuvent être
également obtenues par une approche temporelle, à partir de la règle d’or de
Fermi.

D. Perturbation aléatoire

Un autre cas intéressant à étudier est celui où la perturbation agissant sur
le système fluctue dans le temps de manière aléatoire. Considérons par exemple
un atome (a) qui possède un moment magnétique de spin, et se déplace dans un
gaz de particules (b) possédant elles aussi un moment magnétique. Il subit alors
en permanence des collisions avec ces dernières, au cours desquelles les particules
(b) créent au niveau de (a) un champ magnétique fluctuant de manière aléatoire
d’une collision à l’autre. Les interactions qui en résultent peuvent alors désorienter
le moment magnétique de la particule (a). L’objet de ce § D est de traiter une
situation de ce type. Pour cela nous reprendrons les calculs du § B en supposant
que l’élément de matrice Ŵfi(t) de la perturbation est une fonction aléatoire du
temps. Notre but est d’étudier la probabilité Pif (t) de transition entre l’état |ϕi〉
et l’état |ϕf 〉 au bout d’un temps t, ce qui nous permettra de voir dans quelle mesure
elle diffère de ce que nous avons trouvé dans la partie précédente.

D-1. Propriétés statistiques de la perturbation

Nous prenons ici le point de vue où l’on s’intéresse à l’évolution d’un système
quantique unique, l’atome (a) dans l’exemple mentionné plus haut, afin d’étudier
son évolution moyenne dans le temps. Ce sont alors les propriétés des moyennes
statistiques sur le temps 5 de la perturbation W (t) qui vont jouer un rôle important.

5. Dans le Complément EXIII, nous prenons un point de vue qui s’applique plus directement
à la majorité des expériences : nous étudions un ensemble de N systèmes quantiques individuels
décrits par leur opérateur densité. Les deux approches sont cependant équivalentes dans la mesure
où, en mécanique statistique, le calcul d’une moyenne sur un “ensemble de Gibbs” est équivalent
à celui d’une moyenne sur un temps long pour un système unique.
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Nous notons Wif (t) la valeur moyenne de l’élément de matrice Wif (t), et supposons
que cette valeur moyenne est nulle :

Wif (t) = 0 (D-1)

ce qui signifie que Wif (t) fluctue entre des valeurs qui peuvent être opposées.
Comme les éléments de matrice Wif et Wfi sont deux nombres complexes conju-
gués, leur produit est nécessairement positif ou nul, de sorte que sa valeur moyenne
est non nulle en général :

Wfi(t)Wif (t) ≥ 0 (D-2)

Il est utile pour la suite de considérer également les valeurs moyennes prises à des
instants différents t et t + τ , que nous appelons la “fonction de corrélation” Cif (τ) :

Cif (τ) = Wfi(t + τ)Wif (t) �= 0 (D-3)

La dépendance en τ de Cif (τ) caractérise le temps de pendant lequel la perturbation
garde une mémoire de sa valeur : Cif (τ) n’est non nulle que pendant l’intervalle de
temps où Wfi(t+τ) reste corrélé avec Wif (t). La fonction de corrélation Cif (τ) tend
vers 0 quand la différence des temps |τ | est supérieure à un temps caractéristique
τc appelé “temps de corrélation” :

Cif (τ) −→ 0 si |τ | � τc (D-4)

Nous allons nous intéresser au cas où τc est très court devant tous les autres temps
d’évolution du système. Dans l’exemple donné plus haut de l’atome (a) diffusant
dans un gaz de particules (b), le temps de corrélation τc est de l’ordre du temps que
dure une collision élémentaire, généralement (beaucoup) plus court que 10−10 s.

Nous supposons que la perturbation aléatoire est stationnaire, de sorte que ces
fonctions de corrélation ne dépendent que de la différence τ entre les deux instants
t + τ et t. On a donc également :

Wfi(t)Wif (t − τ) = Cif (τ) (D-5)

Or, par conjugaison complexe, la relation (D-3) devient :

Wif (t + τ)Wfi(t) = Wfi(t)Wif (t + τ) = C∗
if (τ) (D-6)

La comparaison avec (D-5) montre que :

C∗
if (τ) = Cif (−τ) (D-7)

Le changement du signe de la variable τ transforme donc la fonction Cif (τ) en sa
complexe conjuguée ; en particulier, Cif (0) est réel.

Pour les calculs qui suivent, il sera commode d’introduire la transformée de
Fourier C̃if (ω) de la fonction Cif (τ) :

C̃if (ω) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
dτ −iωτ Cif (τ) (D-8)

d’où découle la relation inverse :

Cif (τ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
dω e+iωτ C̃if (ω) (D-9)

La relation (D-7) entraîne que C̃if (ω) est une fonction réelle.
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D-2. Calcul perturbatif de la probabilité de transition

Comme en (B-8), nous effectuons le changement de fonctions qui transforme
les cn(t) en bn(t), afin d’éliminer les variations des coefficients introduites par H0

seul (ceci revient au passage en point de vue d’interaction, cf. exercice 15 du Com-
plément LIII). Nous supposons que bi(0) = 1 et bf (0) = 0 ; nous nous intéressons à
l’amplitude de probabilité bf(t) pour que le système, partant à l’instant t = 0 de
l’état |ϕi〉, soit trouvé à l’instant t dans l’état |ϕf 〉. L’équation (B-20) s’écrit alors :

b
(1)
f (t) =

1
i�

∫ t

0
eiωfit′

Wfi(t′)dt′ (D-10)

La probabilité de trouver le système dans l’état |ϕf 〉 à l’instant t s’obtient en multi-
pliant (D-10) par son complexe conjugué. Comme ωfi = −ωif et W ∗

fi = Wif , nous
obtenons :

[b(1)
f (t)]∗ × [b(1)

f (t)] =
1
�2

∫ t

0
eiωif t′′

Wif (t′′)dt′′
∫ t

0
eiωfit′

Wfi(t′)dt′ (D-11)

La probabilité de transition Pif (t) est la moyenne de (D-11) sur les diverses réali-
sations de la perturbation aléatoire. Nous obtenons ainsi :

Pif (t) = [b(1)
f (t)]∗ × [b(1)

f (t)] =
1
�2

∫ t

0
dt′
∫ t

0
dt′′e−iωif (t′−t′′)Wfi(t′)Wif (t′′)

(D-12)

Si nous posons :

τ = t′ − t′′ (D-13)

l’utilisation de (D-5) permet de ré-écrire (D-12) sous la forme :

Pif (t) =
1
�2

∫ t

0
dt′
∫ t′

t′−t

dτ e−iωif τ Cif (τ) (D-14)

(le changement de signe provenant de dτ = −dt′ est compensé par l’interversion
des bornes d’intégration).

Dans tout ce qui suit, nous supposerons :

t � τc (D-15)

L’intégrale sur dt′ est prise sur l’intervalle de temps de 0 à t, qui est très grand devant
τc. On peut donc, sans modifier sensiblement sa valeur, raccourcir cet intervalle de
quelques τc aux deux extrémités. Si n est de l’ordre de quelques unités (par exemple,
n = 2 ou n = 3), nous avons donc :

Pif (t) � 1
�2

∫ t−nτc

nτc

dt′
∫ t′

t′−t

dτ e−iωif τ Cif (τ) (D-16)

Dans l’intégrale sur dτ , la borne supérieure est t′ > nτc ; comme Cif (τ) tend vers
zéro si τ � τc, nous pouvons remplacer cette borne par l’infini, puisque nous ajou-
tons ainsi une contribution à l’intégrale où la fonction à intégrer est nulle. De même,
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nous pouvons remplacer la borne inférieure négative t′ −t par −∞, puisque la condi-
tion t′ − t ≤ −nτc garantit que la fonction à intégrer est nulle dans le domaine d’in-
tégration supplémentaire ainsi ajouté. L’intégrale sur dτ devient alors indépendante
de t′, de sorte que celle sur dt′ s’effectue immédiatement et introduit :∫ t−nτc

nτc

dt′ = (t − 2nτc) � t (D-17)

Nous obtenons alors :

Pif (t) � Γ t (D-18)

où la constante Γ est définie par :

Γ =
1
�2

∫ +∞

−∞
Cif (τ) e−iωif τ dτ =

√
2π

�2 C̃if (ωif ) (D-19)

Il apparaît ainsi la transformée de Fourier C̃if (ωif ) de la fonction de corrélation
Cif (τ) définie en (D-8), prise à la fréquence (angulaire) ωif = −ωfi de la transition
reliant l’état initial |ϕi〉 à l’état final |ϕf 〉. Comme nous l’avons déjà noté, la relation
(D-7) montre que la constante Γ est réelle.

La probabilité de transition de |ϕi〉 à |ϕf 〉 au bout d’un temps t est donc
proportionnelle au temps. Lorsque la perturbation est aléatoire, on peut ainsi définir
(au moins pour les temps courts 6 où le calcul de perturbation à l’ordre le plus bas
est valable) une probabilité de transition par unité de temps de |ϕi〉 à |ϕf 〉 ; elle
est proportionnelle à la transformée de Fourier de la fonction de corrélation de la
perturbation évaluée à la pulsation ωfi. Ce résultat est totalement différent de celui
obtenu auparavant en (C-11) et (C-12) pour une perturbation sinusoïdale, pour
laquelle la probabilité de transition croissait en t2 aux temps courts, et oscillait
ensuite.

D-3. Condition de validité du calcul perturbatif

Le résultat (D-18), obtenu par un calcul perturbatif, n’est valable que tant
que la probabilité de transition reste faible, donc si :

Δt � 1
Γ

(D-20)

Mais d’autre part, pour établir (D-18) nous avons supposé en (D-15) que t est très
grand devant τc. Les deux conditions (D-20) et (D-15) ne sont compatibles que si :

τc � 1
Γ

(D-21)

Le calcul présenté ci-dessus suppose donc l’existence de deux échelles de temps
très différentes : le temps d’évolution du système, de l’ordre de 1/Γ, souvent ap-
pelé “temps de relaxation” ; le temps de corrélation τc, beaucoup plus court, qui
caractérise la mémoire des fluctuations de la perturbation aléatoire.

6. Nous verrons dans la partie suivante à quelles conditions ce résultat demeure valable aux
temps longs.
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L’équation (D-21) exprime simplement que, pendant ce temps de corrélation,
le système doit très peu évoluer. Si l’on y remplace Γ par son expression (D-19), on
obtient une inégalité qui s’exprime uniquement en termes des caractéristiques de la
perturbation ; on appelle souvent cette inégalité “condition de rétrécissement par le
mouvement”, pour des raisons qui seront précisées au § 2-c-δ du Complément EXIII.

E. Comportement aux temps longs pour un atome à deux niveaux

Jusqu’ici, nous nous sommes limités dans ce chapitre à des calculs perturba-
tifs de la probabilité de transition au bout d’un temps t ; nous avons trouvé qu’elle
croît comme t2 pour une perturbation sinusoïdale, mais linéairement en t pour une
perturbation aléatoire de mémoire courte. Comme une probabilité ne peut évidem-
ment pas dépasser l’unité, une telle croissance ne peut pas rester valable pour les
grandes valeurs du temps. Le but de cette dernière partie du chapitre est de pré-
senter des approches permettant de faire des prédictions aux temps t longs pour les
deux types de perturbations, et d’interpréter les différences entre les deux sortes de
comportement obtenus. Comme les calculs sont plus simples pour un système ne
possédant que deux niveaux, nous nous limiterons à ce cas.

E-1. Perturbation sinusoïdale

En fait, nous avons déjà étudié dans le Complément FIV le comportement
aux temps longs d’un système à deux niveaux soumis à une perturbation sinusoï-
dale. Nous avons en effet calculé exactement l’évolution d’un spin 1/2 dans le cas
particulier où l’hamiltonien H est celui de la relation (14) de FIV :

H (t) =
�

2

(
ω0 ω1e−iωt

ω1eiωt −ω0

)
(E-1)

(la base utilisée pour écrire cette matrice est celle {|+〉 , |−〉} des vecteurs propres
de la composante Sz du spin). Les éléments de matrice de l’hamiltonien H0 sont
ceux qui se situent sur la diagonale de cette matrice ; H0 provient du couplage du
spin avec un champ magnétique statique B0, parallèle à l’axe Oz. L’hamiltonien de
perturbation W (t) correspond aux parties non diagonales de la matrice ; il traduit
l’action d’un champ de radiofréquence tournant à la fréquence angulaire ω autour de
l’axe Oz. Nous avons montré dans ce Complément FIV que l’évolution quantique du
spin 1/2 reproduit exactement l’évolution classique d’un dipôle magnétique portant
un moment cinétique qui lui est proportionnel ; ceci permet d’obtenir une image
commode de l’évolution d’un spin dans un champ magnétique qui est la somme
d’un champ constant et d’un autre tournant.

Or nous avons vu au Complément CIV que tout système à deux niveaux est
parfaitement isomorphe à un spin 1/2. Les états |ϕi〉 et |ϕf 〉 sont associés aux états
|+〉 et |−〉 du spin, et l’hamiltonien H0 donne naissance aux deux énergies non
perturbées Ei = �ω0/2 et Ef = −�ω0/2 ; on a donc ω0 = ωif . Nous supposons que
la perturbation W couplant les deux états |ϕi〉 et |ϕf 〉 est l’analogue de l’effet d’un
champ magnétique B1 tournant à la fréquence ω dans le plan xOy ; elle introduit
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donc les éléments de matrice non diagonaux de (E-1), avec :

Wif (t) =
�ω1

2
e−iωt

Wfi (t) =
�ω1

2
eiωt (E-2)

(le nombre ω1 est supposé réel ; s’il ne l’est pas, un changement de la phase relative
de |ϕi〉 et |ϕf 〉 permet de satisfaire cette condition). Nous pouvons alors transpo-
ser directement les résultats du Complément FIV, sans calcul supplémentaire. La
relation (27) du Complément FIV indique ainsi que la probabilité de transition est
donnée par la “formule de Rabi” :

Pif (t) =
(ω1)2

(ω1)2 + (ω − ωif )2 sin2
[√

(ω1)2 + (ω − ωif )2 t

2

]
(E-3)

Puisque les évolutions quantique et classique coïncident dans cette situation,
on peut les interpréter simplement en termes de précession classique d’un moment
magnétique autour d’un “champ efficace”. A résonance, le champ efficace se trouve
dans le plan xOy, par exemple le long de l’axe Ox. Le spin, initialement parallèle
à Oz, précesse alors en effectuant de grands cercles dans le plan yOz. La relation
(E-3) indique que la probabilité de le trouver dans la direction opposée s’écrit alors :

Pif (t) = sin2
(

ω1t

2

)
(E-4)

qui oscille entre 0 et 1 avec une fréquence angulaire de précession ω1 = 2Wfi/�,
appelée “fréquence de Rabi”. Il est clair qu’une approche perturbative ne peut per-
mettre 7 d’obtenir ce type d’oscillation, qui dure indéfiniment.

Lorsque la perturbation n’est pas résonnante, le champ efficace acquiert une
composante le long de l’axe Oz, de sorte que la précession du moment magnétique
s’effectue maintenant sur un cône ; son angle au sommet est d’autant plus petit
que la fréquence ω est plus éloignée de la fréquence de résonance (Figure 2 du
Complément FIV). Il faut alors utiliser la relation complète (E-3) qui, à nouveau,
prévoit une oscillation sinusoïdale. On remarque au passage que, si |ω − ωif | �
Wif /2�, on retrouve le résultat des équations (C-11) et (C-12) du ChapitreXIII,
qui fournissent donc une bonne approximation dans ce cas.

Remarque:

Les résultats qui précèdent supposent que la perturbation est assimilable à
un champ tournant. Si l’on remplace dans (E-1) les exponentielles e±iωt par
des sin ωt ou des cos ωt, on introduit deux champs tournants de fréquences
opposées ±ω qui agissent simultanément sur le système, et la situation est
plus compliquée. Les résultats restent toutefois valables tant que la pertur-
bation reste suffisamment faible (condition ω1 � ω0) et que ω n’est pas trop
éloigné de l’une des deux résonances (ω � ω0 ou ω � −ω0).

7. Il faudrait sommer un nombre infini de termes de perturbation pour reconstruire le carré
du sinus.
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E-2. Perturbation aléatoire

Comme pour le spin 1/2 considéré ci-dessus, nous supposerons que la pertur-
bation W n’a pas d’éléments diagonaux :

Wii = Wff = 0 (E-5)

(le Complément EXIII présente un calcul plus général, où cette hypothèse n’est pas
nécessaire).

Dans le § E-1, nous avons supposé que le système était initialement dans
l’état |ϕi〉 ; seul bi(t = 0) était non nul, ce qui exclut toute superposition d’êtats
à l’instant initial. Pour lever cette restriction, nous supposons maintenant que le
système est, à un instant t, dans une superposition linéaire quelconque des états
|ϕi〉 et |ϕf 〉 :

|Ψ(t)〉 = bi(t)e−iEit/� |ϕi〉 + bf (t)e−iEf t/� |ϕf 〉 (E-6)

Nous considérons ensuite un instant ultérieur t + Δt, et calculons l’évolution du
système entre les instants t et t + Δt à l’ordre 2 inclus en W .

E-2-a. Vecteur d’état du système à l’instant t+ Δt à l’ordre 2 inclus en W

A l’ordre zéro en perturbation, la relation (B-13) montre que bi(t + Δt) et
bf (t + Δt) ne dépendent pas de Δt :

b
(0)
i (t + Δt) = bi(t) ; b

(0)
f (t + Δt) = bf (t) (E-7)

Au premier ordre, nous utilisons la relation (B-14) pour r = 1 ; l’hypothèse (E-5)
entraîne que bi n’est couplé qu’à bf , et inversement. Si nous intégrons sur le temps,
nous obtenons :

b
(1)
i (t + Δt) =

1
i�

bf (t)
∫ t+Δt

t

eiωif t′
Wif (t′)dt′

=
1
i�

bf (t)
∫ Δt

0
eiωif (t+t′′)Wif (t + t′′)dt′′ (E-8)

(avec t′′ = t′ − t) ainsi qu’une relation semblable où les indices i et f sont échangés :

b
(1)
f (t + Δt) =

1
i�

bi(t)
∫ Δt

0
eiωfi(t+t′′)Wfi(t + t′′)dt′′ (E-9)

Le terme (E-8) décrit un atome qui était à l’instant t dans l’état |ϕf 〉 et qui est
passé à l’instant t + t′′ dans l’état |ϕi〉 ; le terme (E-9) décrit le processus inverse.

Au second ordre, il nous faut à nouveau utiliser la relation (B-14), cette fois
avec r = 2 ; après intégration, elle nous conduit à :

b
(2)
i (t + Δt) =

1
i�

∫ t+Δt

t

eiωif t′
Wif (t′)b(1)

f (t′)dt′

=
1
i�

∫ Δt

0
eiωif (t+t′′)Wif (t + t′′)b(1)

f (t + t′′)dt′′ (E-10)
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Remplaçons dans cette expression la variable d’intégration t′′ par t′, puis reportons
la relation (E-9) en y remplaçant Δt par t′ ; nous obtenons :

b
(2)
i (t + Δt) = − 1

�2 bi(t)
∫ Δt

0
eiωif (t+t′)Wif (t + t′)dt′

∫ t′

0
eiωfi(t+t′′)Wfi(t + t′′)dt′′

= − 1
�2 bi(t)

∫ Δt

0
eiωif t′

Wif (t + t′)dt′
∫ t′

0
eiωfit′′

Wfi(t + t′′)dt′′

(E-11)

Ce terme perturbatif décrit un atome qui était à l’instant t dans l’état |ϕi〉, qui
est passé dans l’état |ϕf 〉 à un instant t + t′′ (compris entre t et t + t′), puis est
revenu dans l’état |ϕi〉 à un instant t′ (compris entre t et t + Δt). Ici aussi, on peut
intervertir les indices i et f pour obtenir l’expression de l’amplitude de probabilité
pour le processus inverse.

E-2-b. Probabilités moyennes d’occupation à l’ordre 2 inclus

Pour une réalisation donnée des variables aléatoires Wif et Wfi, la probabilité
de trouver le système dans l’état |ϕi〉 est |bi(t + Δt)|2. A l’ordre 2 en W , ce module
au carré contient les termes suivants :

– le carré du module de b
(0)
i (t + Δt), qui est d’ordre 0.

– un terme d’ordre 1 contenant le produit de b
(0)
i (t + Δt) par le complexe

conjugué de b
(1)
i (t+Δt), ou l’inverse ; du fait de la condition (E-5), ce terme linéaire

en W s’annule cependant par moyenne sur les réalisations possibles de Wif et Wfi,
de sorte que nous n’en tiendrons pas compte.

– le module au carré de b
(1)
i (t + Δt) qui est d’ordre 2.

– enfin le double de la partie réelle du produit de b
(0)
i (t + Δt) par le complexe

conjugué de b
(2)
i (t + Δt), qui est également d’ordre 2.

Nous obtenons ainsi :

| bi(t + Δt) |2�
| b

(0)
i (t + Δt) |2 + | b

(1)
i (t + Δt) |2 +2Re

{
[b(0)

i (t + Δt)] × [b(2)
i (t + Δt)]∗

}
(E-12)

Cette expression est ré-écrite ci-dessous de façon différente. Nous regroupons le
premier et le troisième terme dans une première ligne, le second terme étant mis
dans la seconde ligne. De plus, pour le premier terme, nous utilisons (E-7) ; dans le
troisième nous insérons la complexe conjuguée de la seconde ligne de (E-11), obtenue
en remplaçant ωif par ωfi (et inversement) ainsi que Wif par Wfi (et inversement).
Ceci nous conduit à :

| bi(t + Δt) |2�

| bi(t) |2
(

1 − 2
�2 Re

∫ Δt

0
eiωfit′

Wfi(t + t′)dt′
∫ t′

0
eiωif t′′

Wif (t + t′′)dt′′
)

+ | bf (t) |2 1
�2

∫ Δt

0
eiωfit′

Wfi(t + t′)dt′
∫ Δt

0
eiωif t′′

Wif (t + t′′)dt′′ (E-13)
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Moyennons maintenant cette probabilité sur les diverses réalisations des va-
riables aléatoires Wfi et Wif . Dans (E-13) apparaissent des produits de 2 éléments
de matrice de W par des carrés des amplitudes bi(t) et bf (t). En toute rigueur, ces
quantités ne sont pas mutuellement indépendantes, car l’état du système à l’instant
t est déterminé par les valeurs de la perturbation aux instants antérieurs à t. Mais
cette corrélation ne dure qu’un temps beaucoup plus court que Δt, de l’ordre du
temps de corrélation τc des fonctions de Wfi et Wif – cf. relation (D-4) ; après un
intervalle de temps très court τc suivant l’instant t, Wfi et Wif se sont décorrélés
de la valeur des |bi,f (t)|2. Il devient alors possible d’effectuer séparément les calculs
des deux valeurs moyennes :

| bi,f(t) |2 × Double intégrale � | bi,f (t) |2 × Double intégrale (E-14)

Les moyennes | bi(t) |2 et | bf (t) |2 des populations des états |ϕi〉 et |ϕf 〉 ne
sont autres que les éléments diagonaux de l’opérateur densité (Complément EIII) ;
si nous notons ρ(t) cet opérateur, nous avons donc :

ρ̃ii(t) = |bi(t)|2

ρ̃ff (t) = |bf(t)|2 (E-15)

La vitesse de variation de ρ̃ii(t) entre les instants t et t + Δt est :

Δρ̃ii(t)
Δt

=
|bi(t + Δt)|2 − |bi(t)|2

Δt
(E-16)

La relation (E-13) fournit alors :

Δρ̃ii(t)
Δt

= −ρ̃ii(t) [J1 + J∗
1 ] + ρ̃ff (t) J2 (E-17)

où J1 et J2 sont des moyennes de doubles intégrales :

J1 =
1
�2

1
Δt

∫ Δt

0
dt′
∫ t′

0
dt′′ e−iωif (t′−t′′)Wfi(t + t′)Wif (t + t′′)

J2 =
1
�2

1
Δt

∫ Δt

0
dt′
∫ Δt

0
dt′′ e−iωif (t′−t′′)Wfi(t + t′)Wif (t + t′′) (E-18)

Le calcul de la valeur moyenne de ces deux doubles intégrales est semblable
à celui qui a été mené au § D-2. Il est explicité ci-dessous et conduit à :

J2 = Γ (E-19)

J1 =
Γ
2

+ iδ (E-20)

Dans ces relations, Γ et δ s’expriment en fonction de la transformée de Fourier
C̃if (ω) de Cif (τ), introduite en (D-8). La constante Γ a été définie en (D-19) :

Γ =

√
2π

�2 C̃if (ωif ) =
1
�2

∫ +∞

−∞
Cif (τ) e−iωif τ dτ (E-21)
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et δ est défini par :

δ =
1√

2π�2

∫ +∞

−∞
dω P 1

ω − ωif
C̃if (ω) (E-22)

où P désigne une partie principale (Appendice II, 1-b).

Calcul de J1 et J2 :

La double intégrale apparaissant dans J2 a déjà été obtenue en (D-12), lors du
calcul de la valeur de Pif (t) ; il suffit d’y remplacer t par Δt. Sa valeur est donnée
en (D-18), qui devient ici ΓΔt, et qu’il faut ensuite diviser par Δt selon la définition
(E-18) de J2. Le résultat conduit alors à (E-19).
Le calcul de J1 est semblable à celui de J2, sauf que la borne supérieure de l’intégrale
sur dt′′ est Δt au lieu de t′. Dans la première ligne de (E-18), on peut utiliser le
changement de variables t′ − t′′ = τ pour transformer les intégrations selon :∫ Δt

0

dt′
∫ t′

0

dt′′ ⇒ −
∫ Δt

0

dt′
∫ 0

t′
dτ =

∫ Δt

0

dt′
∫ t′

0

dτ (E-23)

Comme en (D-16) nous pouvons, lorsque Δt � τc, remplacer la borne inférieure
de l’intégrale sur dt′ par quelques τc, sans changer appréciablement le résultat ; la
borne supérieure de l’intégrale sur dτ est alors supérieure à quelques τc et peut être
remplacée par +∞. L’intégrale sur dt′ introduit alors simplement un facteur Δt,
qui se simplifie avec celui du dénominateur de (E-18). Il vient ainsi :

J1 
 1
�2

∫ +∞

0

dτ e−iωif τWfi(t′)Wif (t′ − τ ) (E-24)

soit, si l’on utilise la relation (D-9) pour introduire la transformée de Fourier de
Cif (τ ) :

J1 
 1√
2π�2

∫ +∞

−∞
dω C̃if (ω)

∫ +∞

0

dτ ei(ω−ωif )τ (E-25)

L’intégrale sur τ introduit :∫ +∞

0

dτ ei(ω−ωif )τ (E-26)

que nous rendons convergente en y insérant un facteur e−ετ avec ε qui tend vers
zéro. Nous obtenons alors :∫ +∞

0

dτ ei(ω−ωif +iε)τ = − 1
i(ω − ωif + iε)

=
i

ω − ωif + iε
(E-27)

A la limite ε → 0 nous avons donc, compte tenu de la relation (12) de l’Appendice
II :∫ +∞

0

dτ ei(ω−ωif +iε)τ = πδ(ω − ωif ) + iP 1
ω − ωif

(E-28)

Il nous suffit alors de reporter ce résultat dans (E-25) pour retrouver (E-20), où Γ
et δ sont donnés par (E-21) et (E-22).
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E-2-c. Equations d’évolution des populations

D’après (E-20), nous avons J1 +J∗
1 = Γ. En reportant ce résultat dans (E-17)

et en utilisant (E-19), nous obtenons :

Δρ̃ii(t)
Δt

= −Γρ̃ii(t) + Γρ̃ff (t)

Δρ̃ff (t)
Δt

= +Γρ̃ii(t) − Γρ̃ff (t) (E-29)

L’interprétation de ces deux équations est claire : à tout instant t le système passe
de |ϕi〉 à |ϕf 〉, et de |ϕf 〉 à |ϕi〉, avec une probabilité par unité de temps constante
et égale à Γ. Si, à l’instant t, les deux populations de |ϕi〉 et |ϕf 〉 sont différentes,
elles vont ensuite tendre toutes deux exponentiellement vers la même valeur (1/2),
sans jamais revenir à leurs valeurs initiales. Cette irréversibilité aux temps longs est
évidemment très différente de ce que nous avions obtenu pour un système à deux
niveaux soumis à une perturbation sinusoïdale, à savoir un comportement oscillant
et réversible, similaire à la précession de Rabi du spin 1/2 associé au système à deux
niveaux (§ E-1).

On peut se demander comment il est possible de faire une prédiction correcte
aux temps longs, alors que nous avons utilisé des calculs perturbatifs limités à l’ordre
2 inclus en W : des expressions comme (E-11) et (E-13) ne sont certainement plus
valables aux grandes valeurs de Δt. Cette possibilité est liée au caractère aléatoire
de la perturbation et à son temps de corrélation τc très court devant le temps
d’évolution Γ−1. En effet, à chaque instant t (même très éloigné de l’état initial
t = 0) le système garde un souvenir très faible de son évolution passée : son évolution
entre les instants t et t + Δt ne dépend du passé de l’instant t que dans l’intervalle
[t − τc, t]. Si τc est très court devant Δt, l’évolution du système entre t et t + Δt
reste faible et peut être calculée de manière perturbative. Cela revient à subdiviser
l’axe des temps en intervalles de largeur Δt, très longs devant τc mais cependant
courts devant le temps caractéristique de l’évolution Γ−1.

E-2-d. Equations d’évolution des cohérences

Outre les populations (E-15) des deux niveaux, il faut aussi considérer les “co-
hérences” qui existent entre eux, c’est-à-dire les éléments non diagonaux de l’opé-
rateur densité :

ρ̃if (t + Δt) = [bi(t + Δt)] [bf (t + Δt)]∗ (E-30)

qui caractérisent l’existence de superpositions linéaires cohérentes des deux états.
Cet élément non diagonal comprend un terme d’ordre zéro en perturbation, un terme
d’ordre un, et un terme du second ordre. Le terme d’ordre zéro est une constante,
puisque nous avons défini en (E-6) les coefficients bi(t) et bf (t) en représentation
d’interaction (en représentation ordinaire, ceci correspond à l’évolution libre de la
cohérence à sa fréquence de Bohr) ; ce terme existe en l’absence de perturbation et
ne présente rien de nouveau. Le terme d’ordre 1 s’annule du fait que nous avons
supposé que les valeurs moyennes des éléments de matrice de la perturbation sont
nulles. A l’ordre 2 en W , ces cohérences sont obtenues en remplaçant, dans (E-30),
[bi(t + Δt)] et [bf (t + Δt)]∗ par leurs développements en puissances de W , puis en
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prenant la valeur moyenne sur les diverses réalisations de la perturbation aléatoire.
On obtient ainsi :

ρ̃if (t + Δt) − ρ̃if (t) = [b(0)
i (t + Δt)] [b(2)

f (t + Δt)]∗

+ [b(2)
i (t + Δt)] [b(0)

f (t + Δt)]∗

+ [b(1)
i (t + Δt)] [b(1)

f (t + Δt)]∗ + .. (E-31)

(i) Commençons par prendre en compte les deux premières lignes de cette
relation (nous montrons plus bas pourquoi la troisième ligne peut être laissée de
côté). Les termes d’ordre zéro, [b(0)

i (t + Δt)] et [b(0)
f (t + Δt)]∗, restent égaux à leurs

valeurs initiales, de sorte qu’on peut y remplacer Δt par zéro. L’utilisation de la
seconde ligne de (E-11) nous permet d’écrire :

[b(2)
i (t + Δt)] [b(0)

f (t + Δt)]∗

= − 1
�2 bi(t) b∗

f (t)
∫ Δt

0
eiωif t′

Wif (t + t′)dt′
∫ t′

0
eiωfit′′

Wfit
′′dt′′ (E-32)

Il suffit alors de prendre la valeur moyenne de cette expression pour obtenir la
deuxième ligne de (E-31).

Le terme de la première ligne de (E-31) est obtenu en intervertissant i et f
dans la seconde ligne de (E-11), et en prenant le complexe conjugué. On obtient
ainsi :

[b(0)
i (t + Δt)] [b(2)

f (t + Δt)]∗

= − 1
�2 bi(t) b∗

f (t)
∫ Δt

0
e−iωfit′

W ∗
fi(t + t′)dt′

∫ t′

0
e−iωif t′′

W ∗
if (t + t′′)dt′′ (E-33)

Cette expression est égale à celle de (E-32) car ωfi = −ωif et W ∗
fi = Wif .

Prenons maintenant la valeur moyenne sur les Wif et Wfi. Comme plus haut,
on peut moyenner indépendamment bi(t)b∗

f (t) et la double intégrale de (E-32). Le
calcul de la valeur moyenne de cette double intégrale a déjà été effectué au § E-2-b ;
il conduit à un résultat Δt×J1, où J1 est donné en (E-20). Il faut doubler ce résultat
puisque les deux termes (E-32) et (E-33) s’ajoutent, comme nous venons de le voir.
On obtient finalement :

ρ̃if (t + Δt) = ρ̃if (t)[1 − 2J1 Δt] = ρ̃if (t)[1 − Δt(Γ + 2iδ)] (E-34)

c’est-à-dire encore :

Δρ̃if (t)
Δt

=
ρ̃if (t + Δt) − ρ̃if (t)

Δt
= −(Γ + 2iδ) ρ̃if (t) (E-35)

Revenons maintenant aux composantes initiales ci(t) et cf (t) du vecteur
d’état. La relation (B-8) indique que les éléments de la matrice densité construite
à partir de ces composantes sont :

ρif (t) = [ci(t)] [cf (t)]∗ = e−i(Ei−Ef )t/� [bi(t)] [bf (t)]∗ = e−iωif tρ̃if (t) (E-36)
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de sorte que :

d
dt

ρif (t) = −iωif ρ̃if (t) + e−iωif t d
dt

ρ̃if (t) (E-37)

Mais la dérivée de ρ̃if (t) est donnée par (E-35) si Δt est suffisamment court. Si nous
reportons cette égalité dans (E-37), nous obtenons :

d
dt

ρif (t) = − [Γ + i (ωif + 2δ)] ρif (t) (E-38)

Ce résultat montre que la cohérence entre |ϕi〉 et |ϕf 〉 est amortie avec un taux Γ,
et que sa fréquence d’évolution est modifiée d’un déplacement 2δ.

(ii) La troisième ligne de (E-31) est proportionnelle à bf (t + Δt)b∗
i (t + Δt)

et donne donc naissance à un couplage entre ρ̃if (t + Δt) et ρ̃fi(t + Δt) : la vitesse
de variation de ρ̃if (t + Δt) dépend donc a priori de ρ̃fi(t + Δt). On peut cepen-
dant montrer que, si la perturbation aléatoire a statistiquement une symétrie de
révolution 8 autour de l’axe Oz, cette troisième ligne est nulle ; la démonstration est
donnée dans un cas plus général 9 au Complément EXIII.

E-2-e. Déplacements énergétiques

Le précédent calcul montre que les deux états sont déplacés par la perturba-
tion, mais il n’indique pas quel est le déplacement de chaque état ; il prédit seulement
que la différence des déplacements �(δi −δf) des deux états est égale à 2�δ. On peut
cependant montrer que δi et δf sont opposés, de sorte que δi = δ et δf = −δ. La
façon la plus claire pour s’en convaincre est d’utiliser la théorie de “l’atome ha-
billé”, présentée au Complément CXX ; nous utilisons ici une démonstration plus
élémentaire.

On peut imaginer qu’il existe un troisième état |ϕk〉, dit “spectateur”, qui n’est pas
couplé à la perturbation de sorte qu’il ne peut pas être déplacé par elle. Supposons
alors qu’il existe une cohérence ρ̃ik(t) entre |ϕi〉 et |ϕk〉, et étudions comment elle
est modifiée par la perturbation agissant sur |ϕi〉. Le calcul de ρ̃ik(t + Δt) est en
tous points analogue à celui de ρ̃if (t+ Δt), sauf que bk(t+ Δt) reste égal à bk(t) à
tous les ordres en W (puisque l’état |ϕk〉 n’est pas sensible à la perturbation W ). Si
l’on remplace f par k dans (E-31), le seul terme non nul est alors celui de la seconde

ligne, égal à b
(2)
i (t+ Δt)b∗

k(t). La suite du calcul est la même que pour celui fait

plus haut pour b(2)
i (t+ Δt)b∗

f (t) et conduit à un résultat identique à (E-32), avec
bien sûr f remplacé par k. La moyenne sur W conduit alors à un résultat identique
à (E-34) avec ici aussi f remplacé par k. Le facteur 2 multipliant J1 est absent,
puisque le terme de la première ligne de (E-31) n’intervient pas ici pour doubler
celui de la seconde. On obtient finalement :

Δρ̃ik(t)
Δt

=
ρ̃ik(t+ Δt) − ρ̃ik(t)

Δt
= −(

Γ
2

+ iδ)ρ̃ik(t) (E-39)

La cohérence entre |ϕi〉 et |ϕk〉 est donc amortie avec un taux Γ/2 et sa fréquence
d’évolution, égale en l’absence de perturbation à ωi − ωk, est augmentée d’une

8. L’axe Oz est défini pour le spin 1/2 associé au système à deux niveaux.
9. Les éléments diagonaux de W ne sont en général pas nuls, de sorte que les cohérences

peuvent être aussi couplées aux populations ; dans ce complément, W est supposé invariant dans
une rotation par rapport à n’importe quel axe.

1344



E. COMPORTEMENT AUX TEMPS LONGS POUR UN ATOME À DEUX NIVEAUX

quantité �δ. Comme l’état |ϕk〉 n’est pas affecté par la perturbation, il en découle
que c’est l’état |ϕi〉 qui est déplacé de δi = �δ. Pour l’état |ϕf 〉, il est déplacé de
δf = −�δ ; en effet la différence entre les deux déplacements de |ϕi〉 et |ϕf 〉 doit,
d’après (E-35), être égale à 2�δ.
Etudions enfin le signe de δ, dont l’expression est donnée en (E-22). Nous avons
vu au § D-1 que C̃if (ω) est réel ; nous supposons cette fonction positive dans un
domaine de fréquences angulaires centré en ω = ωc, nulle ailleurs. La relation (E-22)
montre alors que :

ωc > ωif −→ δ > 0 ; ωc < ωif −→ δ < 0 (E-40)

Si Ei > Ef , on a ωif > 0 ; lorsque ωc > ωif , la relation (E-38) montre que le
déplacement δ augmente la différence d’énergie entre les deux états |ϕi〉 et |ϕf 〉. Si
Ei < Ef , on a ωif < 0 ; c’est maintenant lorsque ωc < ωif que le déplacement aug-
mente la différence d’énergie. Dans les deux cas, c’est donc lorsque |ωc| > |ωif | que
les deux niveaux d’énergie sont s’éloignent ; dans le cas contraire, ils se rapprochent.

E-3. Excitation optique d’un atome en raie large

Montrons enfin comment les considérations précédentes s’appliquent à l’étude
de l’excitation d’un atome à deux niveaux par un rayonnement de large bande
spectrale. Ce dernier est décrit comme une superposition incohérente de champs
monochromatiques dont les fréquences ω s’étendent sur un intervalle de largeur
Δω, et dont les phases sont aléatoires. Le couplage entre atome et rayonnement
est alors effectivement une perturbation aléatoire, dont le temps de corrélation est
d’autant plus court que Δω est plus grand, comme nous le verrons plus bas. On
se trouve ainsi dans le même cadre que celui des §§ D et E, dont les résultats
peuvent directement être utilisés pour obtenir le taux d’absorption du rayonnement
par l’atome, ainsi que les déplacements énergétiques dûs au couplage entre l’atome
et le rayonnement 10.

E-3-a. Fonctions de corrélation de l’hamiltonien d’interaction

L’élément de matrice Wfi(t) de la perturbation W associée au couplage
atome-rayonnement peut s’écrire :

Wfi (t) = 〈ϕf | − DE (t) |ϕi〉 = −DE (t) (E-41)

où D est l’opérateur moment dipolaire électrique de l’atome et E(t) le champ élec-
trique du rayonnement incident 11 ; nous avons posé :

D = 〈ϕf | D |ϕi〉 (E-42)

et, pour simplifier, nous supposerons que D est réel (ceci peut être obtenu par un
changement de la phase relative de |ϕi〉 et |ϕf 〉). La fonction de corrélation de la
perturbation est alors proportionnelle à celle du champ électrique :

Wfi (t) Wif (t − τ) = D2 E (t) E (t − τ) (E-43)

10. Ce problème est également étudié dans le § 3-b du Complément AXIII par une autre
méthode, qui consiste à sommer les probabilités de transition associées à chacune des ondes mo-
nochromatiques formant le rayonnement incident.

11. Pour simplifier l’écriture des équations, nous ignorons ici le caractère vectoriel du champ
E(t) et du dipôle D.
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Nous pouvons décomposer ce champ sur ses composantes de Fourier en écri-
vant :

E(t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
dω eiωt Ẽ(ω) (E-44)

avec, puisque le champ est réel :

Ẽ(−ω) = Ẽ∗(ω) (E-45)

Nous supposons les phases de chacune des composantes ω mutuellement indépen-
dantes et complètement aléatoires. Nous avons alors :

Ẽ(ω)Ẽ∗(ω′) =
∣∣Ẽ(ω)

∣∣2 δ(ω − ω′) = I (ω) δ (ω − ω′) (E-46)

où :

I (ω) =
∣∣Ẽ (ω)

∣∣2 (E-47)

décrit la distribution spectrale du rayonnement incident ; nous supposons que la
fonction I (ω) a une largeur Δω.

Dans ces conditions, la fonction de corrélation (E-43) devient, compte tenu
de (E-45) et (E-46) :

Wfi (t) Wif (t − τ) =
D2

2π

∫
dω

∫
dω′ eiωt e−iω′(t−τ) Ẽ (ω) Ẽ∗ (ω′)

=
D2

2π

∫
dω I (ω) eiωτ (E-48)

Nous notons en premier lieu que cette fonction ne dépend que de la diffférence des
temps ; la perturbation est donc bien une fonction aléatoire stationnaire. En second
lieu nous remarquons que, si la distribution spectrale du rayonnement incident I (ω)
est une courbe en cloche de largeur Δω, la fonction de corrélation temporelle de la
perturbation décroît en un temps τc inversement proportionnel à cette largeur :

τc � 1
Δω

(E-49)

Si donc nous supposons que l’excitation de l’atome se fait en spectre suffisamment
large, nous pouvons supposer le temps de corrélation τc aussi court que nécessaire
pour remplir les conditions qui permettent d’appliquer les résultats des §§ D et E.

E-3-b. Taux d’absorption et déplacements lumineux

Nous pouvons utiliser la relation (E-48), qui indique que :

Cif (ω) =
D2

√
2π

I (ω) (E-50)

de sorte que la valeur (D-19) de Γ devient ici :

Γ =
D2

�2 I (ωif ) (E-51)
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Or nous avons vu que Γ fournit la valeur du taux de transition par unité de temps
entre les états |ϕi〉 et |ϕf 〉. Ce taux est donc proportionnel à I(ωfi), c’est-à-dire à
la valeur de la transformée de Fourier de la fonction de corrélation temporelle de
la perturbation, évaluée à la fréquence ωfi de la transition. Ce résultat est com-
plètement différent de celui obtenu avec un rayonnement monochromatique qui, à
résonance, donne naissance à une oscillation de Rabi entre les deux états |ϕi〉 et
|ϕf 〉.

Si l’on s’intéresse à la probabilité d’excitation de l’atome dans son état fon-
damental par le rayonnement, les états |ϕi〉 et |ϕf 〉 sont alors respectivement les
états inférieur et supérieur de la transition. On a donc :

Ei − Ef = �ωif < 0 (E-52)

La fréquence angulaire ωfi qui apparaît dans (E-51) est alors négative : dans un
processus d’absorption, ce sont les composantes de Fourier de fréquences ω néga-
tives qui interviennent (cependant, pour un champ électrique en cos ωt ou sin ωt,
les composantes de fréquences positives ou négatives ont même intensité, de sorte
que la distinction n’est pas essentielle). De plus, le calcul précédent reste valable
lorsque Ei − Ef > 0, cas auquel on étudie un processus dit “émission stimulée” (ou
encore émission induite) au cours duquel le rayonnement stimule la retombée de
l’atome depuis un état excité vers l’état fondamental. Il est ainsi possible de justi-
fier l’introduction par Einstein des coefficients Bfi et Bif décrivant les processus
d’absorption et d’émission induite en présence du rayonnement du corps noir, qui
est à large bande.

Nous pouvons également évaluer les déplacements énergétiques causés par
la perturbation lumineuse. Les résultats du § E-2-c permettent de montrer que
l’excitation de l’atome par un rayonnement de large bande donne aussi naissance à
des déplacements +�δ et −�δ des états |ϕi〉 et |ϕf 〉, appelés déplacements lumineux
(ou “light-shifts” en anglais). Ils sont proportionnels à l’intégrale sur ω du produit
de I(ω) par la partie principale de 1/(ω − ωif ), le coefficient de proportionnalité
étant positif :

δ ∝
∫

dω I(ω)P
1

ω − ωif
(E-53)

Ces déplacements lumineux sont proportionnels à l’intensité lumineuse puisqu’ils
dépendent linéairement de I(ω). Leur signe dépend du désaccord entre la fréquence
centrale ω0 du rayonnement incident et la fréquence ωfi de la transition atomique. Si
ω0 est supérieur à ωfi, en d’autres termes si le rayonnement incident est désaccordé
vers le bleu de la transition atomique, la relation (E-53) montre que δ est positif :
le niveau |ϕi〉 est déplacé vers le haut et par suite le niveau |ϕf 〉 vers le bas ; ces
conclusions sont inversées si le rayonnement incident est désaccordé vers le rouge de
la transition atomique. Nous reviendrons sur ces déplacements lumineux en utilisant
le “point de vue de l’atome habillé” dans le Complément CXX, et verrons qu’ils
existent aussi pour un atome excité par un champ monochromatique et qu’ils se
révèlent des outils utiles pour manipuler les atomes.

Références et conseils de lecture :

Développement en perturbations de l’opérateur d’évolution : Messiah (1.17),
Chap. XVII, §§ 1 et 2.
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Modification soudaine ou adiabatique de l’hamiltonien : voir Messiah (1.17),
Chap. XVII, § II ; Schiff (1.18), Chap. 8, § 35.

Représentations diagrammatiques de la série de perturbation (diagrammes de
Feynman) : Ziman (2.26), Chap. 3 ; Mandl (2.9), Chap. 12 à 14 ; Bjorken et Drell
(2.10), Chap. 16 et 17.

1348



COMPLÉMENTS DU CHAPITRE XIII

AXIII : INTERACTION D’UN ATOME AVEC UNE
ONDE ÉLECTROMAGNÉTIQUE

Illustration, sur l’exemple très important de
l’interaction entre un atome et une onde élec-
tromagnétique sinusoïdale, des considérations
générales du § C-2 du Chapitre XIII. Introduction
de notions fondamentales telles que : règles de
sélection des transitions spectrales, absorption
et émission induite de rayonnement, force
d’oscillateur... Bien que de difficulté moyenne,
peut être conseillé en première lecture par suite
de l’importance des notions introduites pour la
physique atomique.

BXIII : RÉPONSES LINÉAIRE ET NON LINÉAIRE
D’UN SYSTÈME À DEUX NIVEAUX SOUMIS À UNE
PERTURBATION SINUSOÏDALE

Étude, sur un modèle simple, de quelques effets
non linéaires apparaissant lors de l’interaction
entre une onde électromagnétique et un système
atomique (effets de saturation, transitions à
plusieurs quanta...). Plus difficile que AXIII

(niveau troisième cycle) ; devrait donc être réservé
pour une étude ultérieure.

CXIII : OSCILLATIONS D’UN SYSTÈME ENTRE
DEUX ÉTATS DISCRETS SOUS L’EFFET D’UNE
PERTURBATION RÉSONNANTE

Étude du comportement, sur un intervalle de
temps long, d’un système possédant des niveaux
d’énergie discrets, lorsqu’il est soumis à une
perturbation résonnante. Complète et précise les
résultats du § C-2 du Chapitre XIII, qui ne sont
valables que sur un intervalle de temps court.
Relativement facile.

DXIII : DÉSINTÉGRATION D’UN ÉTAT DISCRET
COUPLÉ DE MANIÈRE RÉSONNANTE À UN
CONTINUUM D’ÉTATS FINALS

Étude du comportement, sur un intervalle de
temps long, d’un état discret couplé de manière
résonnante à un continuum d’états finals. Com-
plète et précise les résultats obtenus au § C-3 du
Chapitre XIII (règle d’or de Fermi), qui n’ont
été établis que pour des intervalles de temps
courts ; démontre que la probabilité de présence
dans le niveau discret subit une décroissance
exponentielle et justifie la notion de durée de
vie introduite de manière phénoménologique
dans le Complément KIII. Se situe au niveau
du troisième cycle. Important pour de très
nombreuses applications physiques.
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EXIII : PERTURBATION ALEATOIRE DEPENDANT
DU TEMPS, RELAXATION

Ce complément reprend de façon plus précise
et générale l’étude des §§ D et E-2 sur les
effets d’une perturbation aléatoire. On suppose
satisfaite la condition de “rétrécissement par le
mouvement”, qui indique que le temps de mémoire
de la perturbation est très court devant le temps
nécessaire pour qu’elle ait un effet notable. Dans
une première partie, ce complément donne les
équations générales d’évolution des éléments de
la matrice densité. Dans une seconde partie, la
théorie est appliquée à un ensemble de spins 1/2
couplés à une perturbation aléatoire isotrope. Ce
complément est important du fait des nombreuses
applications possibles en résonance magnétique,
optique, etc.

FXIII : EXERCICES L’exercice 10 peut être fait à la suite du Com-
plément AXIII ; très progressif, il fait étudier
l’effet des degrés de liberté externes d’un système
quantique sur les fréquences du rayonnement
électromagnétique qu’il est susceptible d’absorber
(effet Doppler, énergie de recul, effet Mössbauer).

Certains exercices (notamment les exercices 8 et 9)
sont d’un niveau plus difficile que ceux des autres
compléments, mais étudient des phénomènes phy-
siques importants.
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Complément AXIII

Interaction d’un atome avec une onde électromagnétique

1 Hamiltonien d’interaction. Règles de sélection . . . . . 1352

1-a Champs et potentiels associés à une onde électromagné-
tique plane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1352

1-b Hamiltonien d’interaction à la limite des faibles intensités1353

1-c Hamiltonien dipolaire électrique . . . . . . . . . . . . . 1354

1-d Hamiltonien dipolaire magnétique et quadrupolaire élec-
trique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1359

2 Excitation non résonnante. Comparaison avec le mo-
dèle de l’électron élastiquement lié . . . . . . . . . . . . 1362

2-a Modèle classique de l’électron élastiquement lié . . . . . 1362

2-b Calcul quantique du moment dipolaire induit . . . . . . 1364

2-c Discussion physique. Force d’oscillateur . . . . . . . . . 1364

3 Excitation résonnante. Absorption et émission induite 1365

3-a Probabilité de transition associée à une onde monochro-
matique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1365

3-b Excitation par un spectre large. Probabilité de transition
par unité de temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1366

Dans le § C du Chapitre XIII, nous avons étudié le cas particulier d’une
perturbation dépendant sinusoïdalement du temps : W (t) = W sin ωt ; nous avons
ainsi mis en évidence le phénomène de résonance qui se produit lorsque ω est voisin
de l’une des pulsations de Bohr ωfi = (Ef − Ei)/� du système physique étudié.

Un exemple particulièrement important d’application de cette théorie est l’in-
teraction d’un atome avec une onde électromagnétique monochromatique. L’étude
de cet exemple nous permettra dans ce complément d’illustrer les considérations
générales du Chapitre XIII et de préciser un certain nombre de notions fondamen-
tales de physique atomique telles que : règles de sélection des transitions spectrales,
absorption et émission induite de rayonnement, forces d’oscillateur, etc.

Comme dans le Chapitre XIII, nous allons limiter les calculs de perturbation
au premier ordre. Quelques effets d’ordre supérieur dans l’interaction d’un atome
avec une onde électromagnétique (effets “non linéaires”) seront abordés ensuite dans
le Complément BXIII.

Nous commencerons, dans une première partie (§ 1), par analyser la struc-
ture de l’hamiltonien d’interaction entre un atome et le champ électromagnétique.
Ceci nous permettra d’isoler les termes dipolaire électrique, dipolaire magnétique,
quadrupolaire électrique, et d’étudier les règles de sélection correspondantes. Puis
nous calculerons le moment dipolaire électrique induit par une onde incidente non
résonnante (§ 2), et comparerons les résultats ainsi obtenus avec ceux du modèle de
l’électron élastiquement lié. Enfin, nous étudierons (§ 3) les processus d’absorption
et d’émission induite de rayonnement, qui apparaissent lors de l’excitation réson-
nante d’un atome.
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Remarque:
Dans tous les compléments du Chapitre XIII l’atome est traité quantiquement, mais le
champ électromagnétique est traité classiquement, comme une perturbation dépendant du
temps agissant sur l’atome. Dans le Chapitre XX et ses compléments, nous proposerons
une étude plus élaborée mettant en œuvre un traitement pleinement quantique de l’atome
et du champ ; l’hamiltonien d’interaction est alors indépendant du temps. Ceci permettra
de décrire un plus grand nombre d’effets physiques, par exemple l’émission spontanée de
photons par des atomes dans des états excités, effet qui n’apparaît pas si le champ est
traité classiquement.

1. Hamiltonien d’interaction. Règles de sélection

1-a. Champs et potentiels associés à une onde électromagnétique plane

Considérons une onde électromagnétique plane 1, de vecteur d’onde k (paral-
lèle à Oy), de pulsation ω = ck ; le champ électrique de l’onde est parallèle à Oz, le
champ magnétique à Ox (Fig. 1).

Figure 1 – Champs électrique E
et magnétique B d’une onde plane
de vecteur d’onde k.

Pour une telle onde on peut toujours, par un choix convenable de jauge (cf.
Appendice III, § 4-b-α), prendre le potentiel scalaire U(r, t) nul ; le potentiel vecteur
A(r, t) est alors donné par l’expression réelle :

A(r, t) = A0ezei(ky−ωt) + A∗
0eze−i(ky−ωt) (1)

où A0 est une constante complexe dont l’argument dépend du choix de l’origine des
temps. Il vient alors :

E(r, t) = − ∂

∂t
A(r, t) = iωA0ezei(ky−ωt) − iωA∗

0eze−i(ky−ωt) (2)

B(r, t) = ∇ × A(r, t) = ikA0exei(ky−ωt) − ikA∗
0exe−i(ky−ωt) (3)

Choisissons l’origine des temps de façon que la constante A0 soit imaginaire pure

1. Pour simplifier, nous nous limitons ici au cas d’une onde plane ; les résultats obtenus dans
ce complément peuvent cependant être généralisés à un champ électromagnétique quelconque.
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et posons :

iωA0 =
E
2

(4a)

ikA0 =
B
2

(4b)

où E et B sont deux quantités réelles telles que :

E
B =

ω

k
= c (5)

Il vient alors :

E(r, t) = Eez cos(ky − ωt) (6)

B(r, t) = Bex cos(ky − ωt) (7)

E et B sont donc les amplitudes des champs électrique et magnétique de l’onde plane
considérée.

Calculons enfin le vecteur de Poynting 2 G associé à cette onde plane :

G = ε0c2E × B (8)

En remplaçant dans (8) E et B par leurs expressions (6) et (7) et en prenant la
valeur moyenne dans le temps sur un grand nombre de périodes, on obtient grâce
à (5) :

G = ε0c
E2

2
ey (9)

1-b. Hamiltonien d’interaction à la limite des faibles intensités

L’onde précédente interagit avec un électron atomique (de masse m, de charge
q) situé à une distance r de O et lié à ce point O par un potentiel central V (r) (créé
par un noyau supposé immobile en O). L’hamiltonien quantique de cet électron
s’écrit :

H =
1

2m
[P − qA(R, t)]2 + V (R) − q

m
S · B(R, t) (10)

Le dernier terme de (10) représente l’interaction du moment magnétique de spin de
l’électron avec le champ magnétique oscillant de l’onde plane ; A(R, t) et B(R, t)
sont des opérateurs obtenus en remplaçant, dans les expressions classiques (1) et
(3), x, y, z par les observables X , Y , Z.

Dans le développement du carré qui figure au second membre de (10), il
faudrait en principe prendre garde au fait que P ne commute pas en général avec
une fonction de R. Une telle précaution est cependant inutile dans le cas présent : en
effet, comme A est parallèle à Oz [cf. formule (1)], seule la composante Pz intervient
dans le double produit ; or Pz commute avec la composante Y de R qui est la seule
à apparaître dans l’expression (1) de A(R, t). On peut donc écrire :

H = H0 + W (t) (11)

2. Rappelons que le flux d’énergie à travers un élément de surface dS perpendiculaire au
vecteur unitaire n est G · n dS.
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où :

H0 =
P2

2m
+ V (R) (12)

est l’hamiltonien atomique, et :

W (t) = − q

m
P · A(R, t) − q

m
S · B(R, t) +

q2

2m
[A(R, t)]2 (13)

est l’hamiltonien d’interaction avec l’onde plane incidente [les éléments de matrice
de W (t) tendent vers zéro lorsque A0 tend vers zéro].

Les deux premiers termes du second membre de (13) dépendent linéairement
de A0, le troisième en dépend quadratiquement. Avec les sources lumineuses usuelles,
les intensités sont suffisamment faibles pour que l’on puisse négliger l’effet du terme
en A2

0 devant celui du terme en A0. Nous écrirons donc :

W (t) � WI(t) + WII(t) (14)

avec :

WI(t) = − q

m
P · A(R, t) (15)

WII(t) = − q

m
S · B(R, t) (16)

Evaluons l’ordre de grandeur relatif des éléments de matrice de WI(t) et
WII(t) entre deux états liés de l’électron : ceux de S sont de l’ordre de �, B est de
l’ordre de kA0 [cf. formule (3)], de sorte que :

WII(t)
WI(t)

�
q

m
�kA0

q

m
pA0

=
�k

p
(17)

D’après les relations de Heisenberg, �/p est au plus de l’ordre des dimensions ato-
miques (caractérisées par le rayon de Bohr a0 � 0, 5 Å) ; k est égal à 2π/λ, où λ est
la longueur d’onde associée à l’onde incidente. Dans les domaines spectraux utilisés
en physique atomique (domaines optique ou hertzien), λ est très supérieur à a0, de
sorte que :

WII(t)
WI(t)

� a0

λ
� 1 (18)

1-c. Hamiltonien dipolaire électrique

α. Approximation dipolaire électrique. Interprétation physique

En utilisant l’expression (1) de A(R, t), on peut mettre WI(t) sous la forme :

WI(t) = − q

m
Pz[A0eikY e−iωt + A∗

0e−ikY eiωt] (19)

Développons l’exponentielle e±ikY en puissances de kY :

e±ikY = 1 ± ikY − 1
2

k2Y 2 + ... (20)
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Y étant de l’ordre des dimensions atomiques, on a comme plus haut :

kY � a0

λ
� 1 (21)

On obtiendra donc une bonne approximation de WI en ne gardant que le premier
terme du développement (20). Soit WDE l’opérateur obtenu en remplaçant dans le
second membre de (19) e±ikY par 1. Il vient, compte tenu de (4.a) :

WDE(t) =
qE
mω

Pz sin ωt (22)

WDE(t) est appelé “hamiltonien dipolaire électrique”. L’approximation dipolaire
électrique, qui repose sur les conditions (18) et (21), consiste donc à négliger WII(t)
devant WI(t) et à confondre WI(t) et WDE(t) :

W (t) � WDE(t) (23)

Montrons que si l’on remplace W (t) par WDE(t), l’électron oscille comme
s’il était soumis à un champ électrique uniforme sinusoïdal Eez cos ωt, dont l’am-
plitude coïncide avec celle du champ électrique de l’onde plane incidente évalué au
point O. Physiquement, ceci signifie que la fonction d’onde de l’électron lié est trop
localisée autour de O pour que l’électron puisse “sentir” les variations spatiales du
champ électrique de l’onde plane incidente. Calculons donc l’évolution de 〈R〉(t).
Le théorème d’Ehrenfest (cf. Chap. III, § D-1-d) donne :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

d
dt

〈R〉 =
1
i�

〈[R, H0 + WDE ]〉 =
〈P〉
m

+
qE
mω

ez sin ωt

d
dt

〈P〉 =
1
i�

〈[P, H0 + WDE ]〉 = −〈∇V (R)〉
(24)

En éliminant 〈P〉 entre les deux équations précédentes, on obtient après un calcul
simple :

m
d2

dt2 〈R〉 = −〈∇V (R)〉 + qEez cos ωt (25)

ce qui constitue bien le résultat annoncé : le centre du paquet d’ondes associé à
l’électron se déplace comme une particule de masse m et de charge q qui, en plus
de la force centrale de liaison atomique [premier terme du second membre de (25)],
serait soumise à l’action d’un champ électrique uniforme [dernier terme de (25)].

Remarque:
L’expression (22) de l’hamiltonien d’interaction dipolaire électrique semble assez
inhabituelle pour une particule de charge q interagissant avec un champ électrique
uniforme E = Eez cosωt. On écrirait plutôt l’hamiltonien d’interaction sous la
forme :

W ′
DE(t) = −D · E = −qEZ cosωt (26)

où D = qR est le moment dipolaire électrique associé à l’électron.
En fait, les deux expressions (22) et (26) sont équivalentes ; nous allons montrer

que l’on peut passer de l’une à l’autre par un changement de jauge (qui ne modifie
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pas le contenu physique de la mécanique quantique ; cf. Complément HIII). La jauge
utilisée pour obtenir (22) est :{

A(r, t) =
E
ω

ez sin(ky − ωt) (27a)

U(r, t) = 0 (27b)

[pour écrire (27a), on a remplacé dans (1) A0, par E/2iω ; cf. relation (4a)]. Consi-
dérons alors le changement de jauge associé à la fonction :

χ(r, t) = z
E
ω

sinωt (28)

Nous introduisons ainsi une nouvelle jauge {A′, U ′} caractérisée par :⎧⎪⎨⎪⎩
A′ = A + ∇χ = ez

E
ω

[sin(ky − ωt) + sin ωt] (29a)

U ′ = U − ∂χ

∂t
= −zE cosωt (29b)

L’approximation dipolaire électrique revient à remplacer partout ky par 0. On
voit alors que dans cette approximation :

A′ 
 ez
E
ω

[sin(−ωt) + sinωt] = 0 (30)

Si de plus on néglige comme plus haut les termes d’interaction magnétique liés au
spin, il vient pour l’hamiltonien du système :

H ′ =
1

2m
(P − qA′)2 + V (R) + qU ′(R, t)

=
P2

2m
+ V (R) + qU ′(R, t)

= H0 +W ′(t) (31)

où H0 est l’hamiltonien atomique donné en (12) et :

W ′(t) = qU ′(R, t) = −qZE cosωt = W ′
DE(t) (32)

est la forme usuelle (26) de l’hamiltonien d’interaction dipolaire électrique.

Rappelons que l’état du système n’est plus décrit par le même ket lorsqu’on passe
de la jauge (27) à la jauge (29) (cf. Complément HIII). Le remplacement de WDE(t)
par W ′

DE(t) s’accompagne donc nécessairement d’un changement du vecteur d’état,
le contenu physique restant bien sûr le même.

Dans toute la suite de ce complément, nous continuerons d’utiliser la jauge (27).

β. Eléments de matrice de l’hamiltonien dipolaire électrique

Nous aurons besoin plus loin de l’expression des éléments de matrice de WDE

entre |ϕi〉 et |ϕf 〉, états propres de H0 de valeurs propres Ei et Ef . D’après (22),
ces éléments de matrice s’écrivent :

〈ϕf |WDE(t)|ϕi〉 =
qE
mω

sin ωt〈ϕf |Pz |ϕi〉 (33)
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Il est facile de remplacer, au second membre de (33), les éléments de matrice de
Pz par ceux de Z. En effet, dans la mesure où l’on néglige tous les effets magnétiques
dans l’hamiltonien atomique [cf. expression (12) de H0], on peut écrire :

[Z, H0] = i�
∂H0

∂Pz
= i�

Pz

m
(34)

ce qui donne :

〈ϕf |[Z, H0]|ϕi〉 = 〈ϕf |ZH0 − H0Z|ϕi〉
= −(Ef − Ei)〈ϕf |Z|ϕi〉 =

i�

m
〈ϕf |Pz |ϕi〉 (35)

On en déduit, en introduisant la pulsation de Bohr ωfi = (Ef − Ei)/� :

〈ϕf |Pz |ϕi〉 = imωfi〈ϕf |Z|ϕi〉 (36)

et par suite :

〈ϕf |WDE(t)|ϕi〉 = iq
ωfi

ω
E sin ωt〈ϕf |Z|ϕi〉 (37)

Les éléments de matrice de WDE(t) sont donc finalement proportionnels à ceux de
Z.

Remarque:

Le fait que ce soit l’élément de matrice de Z qui apparaît dans (37) pro-
vient de ce que nous avons pris le champ électrique E(r, t) parallèle à Oz. En
pratique, on peut être amené à prendre un trièdre Oxyz lié, non pas à la po-
larisation lumineuse, mais aux symétries des états |ϕi〉 et |ϕf 〉 ; par exemple,
si les atomes sont plongés dans un champ magnétique uniforme B0, l’axe de
quantification le plus commode pour étudier leurs états stationnaires |ϕn〉 est
évidemment parallèle à B0. La polarisation du champ électrique E(r, t) peut
alors être quelconque par rapport à Oz ; il suffit dans ce cas de remplacer
dans (37) l’élément de matrice de Z par celui d’une combinaison linéaire de
X , Y et Z.

γ. Règles de sélection des transitions dipolaires électriques

Si l’élément de matrice de WDE entre les états |ϕi〉 et |ϕf 〉 est différent de zéro,
c’est-à-dire encore si 〈ϕf |Z|ϕi〉 est non nul 3, on dit que la transition |ϕi〉 −→ |ϕf 〉
est dipolaire électrique : pour étudier les transitions induites entre |ϕi〉 et |ϕf 〉 par
l’onde incidente, on pourra alors remplacer W (t) par WDE(t). Si au contraire l’élé-
ment de matrice de WDE(t) entre |ϕi〉 et |ϕf 〉 est nul, il faudra pousser plus loin
le développement de W (t) et la transition correspondante sera soit dipolaire ma-
gnétique, soit quadrupolaire électrique, etc. 4. (voir paragraphes suivants). Comme

3. Il suffit en fait que l’un des trois nombres 〈ϕf |Z|ϕi〉, 〈ϕf |X|ϕi〉 ou 〈ϕf |Y |ϕi〉 soit différent
de zéro (cf. remarque du § β précédent).

4. Il peut d’ailleurs se faire que tous les termes du développement aient des éléments de
matrice nuls : on dit alors que la transition est interdite à tous les ordres (il est possible de
montrer que c’est toujours le cas si |ϕi〉 et |ϕf 〉 ont tous deux un moment cinétique nul)
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WDE(t) est beaucoup plus grand que les termes suivants du développement de W (t)
en puissances de a0/λ, les transitions dipolaires électriques seront de loin les plus
intenses. En fait, la plupart des raies optiques émises par les atomes correspondent
à des transitions dipolaires électriques.

Soient :{
ϕni,li,mi(r) = Rni,li(r)Y mi

li
(θ, ϕ)

ϕnf ,lf ,mf
(r) = Rnf ,lf

(r)Y mf

lf
(θ, ϕ)

(38)

les fonctions d’onde associées à |ϕi〉 et |ϕf 〉. Comme :

z = r cos θ =

√
4π

3
r Y 0

1 (θ) (39)

l’élément de matrice de Z entre |ϕi〉 et |ϕf 〉 est proportionnel à l’intégrale angulaire :∫
dΩ Y

mf ∗
lf

(θ, ϕ) Y 0
1 (θ) Y mi

li
(θ, ϕ) (40)

D’après les résultats du Complément CX, cette intégrale n’est différente de zéro que
si :

lf = li ± 1 (41)

et :

mf = mi (42)

En fait, il suffirait de prendre une autre polarisation du champ électrique (par
exemple parallèle à Ox ou Oy ; voir remarque du § β) pour avoir :

mf = mi ± 1 (43)

En regroupant (41), (42) et (43), on obtient finalement les règles de sélection des
transitions dipolaires électriques :

Δl = lf − li = ±1 (44a)

Δm = mf − mi = −1, 0, +1 (44b)

Remarques:

(i) Z est un opérateur impair. Il ne peut connecter que deux états de parité
différente. Comme les parités de |ϕi〉 et |ϕf 〉 sont celles de li et lf , Δl =
lf − li doit être impair, ce qui est compatible avec (44a).

(ii) S’il existe un couplage spin-orbite ξ(r)L ·S entre L et S (cf. Chap. XII, § B-1-b-
β), les états stationnaires de l’électron sont repérés par les nombres quantiques
l, s, J , mJ (avec J = L + S). Les règles de sélection des transitions dipolaires
électriques s’obtiennent en cherchant les éléments de matrice non nuls de R
dans la base {|l, s, J,mJ 〉}. En utilisant les développements de ces vecteurs de
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base sur les kets |l,m〉|s,mS〉 (cf. Complément AX, § 2), on trouve à partir de
(44a) et (44b) les règles de sélection :

ΔJ = 0, ±1 (45a)

Δl = ±1 (45b)

ΔmJ = 0,±1 (45c)

Notons qu’une transition ΔJ = 0 n’est pas interdite [sauf si Ji = Jf = 0 ;
cf. note de la page précédente] ; ceci provient de ce que J n’est pas lié à la parité
du niveau.

Signalons enfin que les règles de sélection (45a), (45b) et (45c) se généralisent
aux atomes à plusieurs électrons.

1-d. Hamiltonien dipolaire magnétique et quadrupolaire électrique

α. Termes d’ordre supérieur dans l’hamiltonien d’interaction

On peut écrire l’hamiltonien d’interaction donné en (14) sous la forme :

W (t) = WI(t) + WII(t) = WDE(t) + [WI(t) − WDE(t)] + WII(t) (46)

Nous avons étudié jusqu’ici WDE(t). En effet, comme nous l’avons vu plus haut, le
rapport de WI(t) − WDE(t) et WII(t) à WDE(t) est de l’ordre de a0/λ.

Pour calculer WI(t) − WDE(t), il suffit de remplacer dans (19) e±ikY par
e±ikY − 1 � ±ikY + ..., ce qui donne :

WI(t) − WDE(t) = − q

m
[ikA0e−iωt − ikA∗

0eiωt]PzY + ... (47)

soit encore, compte tenu de (4b) :

WI(t) − WDE(t) = − q

m
B cos ωtPzY + ... (48)

Si l’on écrit PzY sous la forme :

PzY =
1
2

(PzY − ZPy) +
1
2

(PzY + ZPy) =
1
2

Lx +
1
2

(PzY + ZPy) (49)

on obtient finalement :

WI(t) − WDE(t) = − q

2m
LxB cos ωt − q

2m
B cos ωt[Y Pz + ZPy] + ... (50)

Dans l’expression de WII(t) [formules (16) et (3)], il est justifié de remplacer
e±ikY par 1. On obtient ainsi un terme d’ordre a0/λ par rapport à WI(t), c’est-à-dire
du même ordre de grandeur que WI(t) − WDE(t) :

WII(t) = − q

m
SxB cos ωt + ... (51)

En reportant (50) et (51) dans (46) et en regroupant les termes de façon
différente, on obtient :

W (t) = WDE(t) + WDM (t) + WQE(t) + ... (52)
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avec :

WDM = − q

2m
(Lx + 2Sx)B cos ωt (53)

WQE = − q

2mc
(Y Pz + ZPy)E cos ωt (54)

[on a remplacé B par E/c dans (54)] ; WDM et WQE (qui sont à priori du même
ordre de grandeur) sont respectivement les hamiltoniens dipolaire magnétique et
quadrupolaire électrique.

β. Transitions dipolaires magnétiques

On appelle transitions dipolaires magnétiques les transitions induites par
WDM ; WDM représente l’interaction du moment magnétique total de l’électron
avec le champ magnétique oscillant de l’onde incidente.

Les règles de sélection des transitions dipolaires magnétiques s’obtiennent en
étudiant les conditions auxquelles doivent satisfaire |ϕi〉 et |ϕf 〉 pour que WDM

ait un élément de matrice non nul entre ces deux états. Comme ni Lx ni Sx ne
changent le nombre quantique l, on doit avoir tout d’abord Δl = 0. Lx change la
valeur propre mL de Lz de ±1, ce qui donne ΔmL = ±1 ; d’autre part, Sx change la
valeur propre mS de Sz de ±1, de sorte que ΔmS = ±1. Notons d’ailleurs que, si le
champ magnétique de l’onde incidente était parallèle à Oz, on aurait ΔmL = 0 et
ΔmS = 0. En regroupant les résultats précédents, on obtient finalement les règles
de sélection des transitions dipolaires magnétiques :⎧⎨⎩Δl = 0

ΔmL = ±1, 0
ΔmS = ±1, 0

(55)

Remarque:

En présence d’un couplage spin-orbite, les états propres de H0 sont repérés
par les nombres quantiques l et J . Les opérateurs Lx et Sx ne commutant
pas avec J2, WDM peut connecter des états de même l mais de J différents.
En utilisant les formules de composition d’un moment cinétique l et d’un
moment cinétique 1/2 (cf. Complément AX, § 2), on peut montrer aisément
que les règles de sélection (55) deviennent :⎧⎨⎩Δl = 0

ΔJ = ±1, 0
ΔmJ = ±1, 0

(56)

Notons que la transition hyperfine F = 0 ↔ F = 1 de l’état fondamental
de l’atome d’hydrogène (cf. Chap. XII, § D) est une transition dipolaire
magnétique car les composantes de S ont des éléments de matrice non nuls
entre les états de la multiplicité F = 1 et l’état |F = 0, mF = 0〉.
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γ. Transitions quadrupolaires électriques

En utilisant (34), on peut écrire :

Y Pz + ZPy = Y Pz + PyZ =
m

i�
{Y [Z, H0] + [Y, H0]Z}

=
m

i�
(Y ZH0 − H0Y Z) (57)

d’où l’on tire comme en (36) :

〈ϕf |WQE(t)|ϕi〉 =
q

2ic
ωfi〈ϕf |Y Z|ϕi〉E cos ωt (58)

L’élément de matrice de WQE(t) est donc proportionnel à celui de Y Z, qui
est une composante de l’opérateur moment quadrupolaire électrique de l’atome (cf.
Complément EX). De plus, il apparaît dans l’expression (58) la quantité :

qωfi

c
E = q

ωfi

ω

ω

c
E = q

ωfi

ω
kE (59)

qui d’après (2) est de l’ordre de q ∂Ez/∂y ; WQE(t) peut donc être interprété comme
l’interaction du moment quadrupolaire électrique de l’atome avec le gradient 5 du
champ électrique de l’onde plane.

Pour obtenir les règles de sélection des transitions quadrupolaires électriques,
il suffit de remarquer que, en représentation {|r〉}, Y Z est une superposition li-
néaire de r2Y 1

2 (θ, ϕ), et r2Y −1
2 (θ, ϕ). Il apparaît donc dans l’élément de matrice

〈ϕf |Y Z|ϕi〉 des intégrales angulaires :∫
dΩY

mf ∗
lf

(θ, ϕ)Y ±1
2 (θ, ϕ)Y mi

li
(θ, ϕ) (60)

qui, d’après les résultats du Complément CX, ne sont différentes de zéro que si
Δl = 0, ±2 et Δm = ±1. Cette dernière relation devient Δm = ±2, ±1, 0 lorsqu’on
envisage une polarisation quelconque de l’onde incidente (cf. remarque du § 1-c-
β) et les règles de sélection des transitions quadrupolaires électriques s’écrivent
finalement :{

Δl = 0, ±2
Δm = 0, ±1, ±2

(61)

Remarques:

(i) WDM et WQE sont des opérateurs pairs et ne peuvent donc relier que
des états de même parité, ce qui est compatible avec (55) et (61). Pour
une transition donnée, WDM et WQE ne sont jamais en concurrence avec
WDE , ce qui facilite l’observation des transitions dipolaires magnétiques
et quadrupolaires électriques.

La plupart des transitions qui se produisent dans le domaine des mi-
croondes ou des radiofréquences, en particulier les transitions de réso-
nance magnétique (cf. Complément FIV), sont des transitions dipolaires
magnétiques.

5. Il est normal que le gradient de champ électrique apparaisse, puisque WQE(t) a été obtenu
en développant les potentiels en série de Taylor au voisinage de O.
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(ii) Pour une transition Δl = 0, Δm = 0, ±1, les deux opérateurs WDM et
WQE ont simultanément des éléments de matrice différents de zéro. Il
est cependant possible de trouver des conditions expérimentales où l’on
induit seulement des transitions dipolaires magnétiques : il suffit de placer
l’atome, non pas sur le trajet d’une onde plane, mais à l’intérieur d’une
cavité ou de boucles de radiofréquence, en un point où B est important
alors que le gradient de E est négligeable.

(iii) Pour une transition Δl = 2, WDM ne peut être en concurrence avec WQE

et la transition est quadrupolaire pure. Comme exemple de transition
quadrupolaire, on peut citer la raie verte de l’oxygène atomique (5577 Å)
qui apparaît dans le spectre des aurores boréales.

(iv) Si l’on poussait plus loin le développement de e±ikY , on trouverait des
termes octupolaire électrique et quadrupolaire magnétique, etc.

Dans toute la suite de ce complément, nous nous limiterons à des transitions
dipolaires électriques. Dans le complément suivant BXIII, nous nous intéres-
serons par contre à une transition dipolaire magnétique.

2. Excitation non résonnante. Comparaison avec le modèle de l’électron
élastiquement lié

Dans ce paragraphe, nous supposons que l’atome, initialement dans l’état
fondamental |ϕ0〉, est excité par une onde plane non résonnante : ω ne coïncide avec
aucune des pulsations de Bohr associées aux transitions partant de |ϕ0〉.

Sous l’effet de cette excitation, il apparaît sur l’atome un moment dipolaire
électrique |D〉(t) oscillant à la pulsation ω (mouvement forcé), et proportionnel à
E lorsque E est faible (réponse linéaire). Nous allons calculer par la théorie des
perturbations ce moment dipolaire induit et montrer que les résultats obtenus sont
très voisins de ceux que donne le modèle classique de l’électron élastiquement lié.

Ce modèle a joué un rôle très important dans l’étude des propriétés optiques
des milieux matériels. Il permet en effet de calculer la polarisation induite par l’onde
incidente dans le milieu matériel. Cette polarisation, qui dépend linéairement du
champ E , se comporte comme un terme source dans les équations de Maxwell.
Lorsqu’on résout ces équations, on trouve des ondes planes qui se propagent dans le
milieu à une vitesse différente de c, ce qui permet de calculer l’indice de réfraction
du milieu en fonction des diverses caractéristiques des électrons élastiquement liés
(fréquences propres, nombre par unité de volume, etc.). On conçoit donc qu’il soit
très important de confronter les prévisions de ce modèle (que nous rappelons au
§ a) avec celles de la mécanique quantique.

2-a. Modèle classique de l’électron élastiquement lié

α. Equation du mouvement

Considérons un électron soumis à une force de rappel vers le point O, pro-
portionnelle à l’élongation. Dans l’hamiltonien classique correspondant à (12), on a
alors :

V (r) =
1
2

mω2
0r2 (62)

1362



• INTERACTION D’UN ATOME AVEC UNE ONDE ÉLECTROMAGNÉTIQUE

où ω0 est la pulsation propre de l’électron.
Si l’on fait sur l’hamiltonien d’interaction classique les mêmes approximations

qui ont permis d’obtenir en mécanique quantique l’expression (22) de WDE(t) (ap-
proximation dipolaire électrique), un calcul voisin de celui du § 1-c-α [cf. équation
(25)] donne l’équation du mouvement :

d2

dt2 z + ω2
0z =

qE
m

cos ωt (63)

C’est celle d’un oscillateur harmonique soumis à une force sinusoïdale.

β. Solution générale

La solution générale de (63) s’écrit :

z = A cos(ω0t − ϕ) +
qE

m(ω2
0 − ω2)

cos ωt (64)

où A et ϕ sont des constantes réelles dépendant des conditions initiales. Le premier
terme de (64), A cos(ω0t − ϕ), représente la solution générale de l’équation sans se-
cond membre (mouvement propre de l’électron) ; le deuxième terme est une solution
particulière de l’équation avec second membre (mouvement forcé de l’électron).

Nous n’avons tenu compte jusqu’à présent d’aucun amortissement. Sans en-
trer dans le détail des calculs, rappelons quels sont les effets d’un amortissement
faible : il fait disparaître au bout d’un certain temps τ le mouvement propre et
modifie très peu le mouvement forcé (pourvu que l’on soit suffisamment loin de la
résonance : |ω − ω0| � 1/τ). Nous ne conservons donc finalement que le dernier
terme de (64) :

z =
qE cos ωt

m(ω2
0 − ω2)

(65)

Remarque:

Loin de la résonance, le mécanisme exact de l’amortissement importe peu pourvu
qu’il soit faible. Nous n’aborderons donc pas le problème de la description exacte
de cet amortissement, pas plus en mécanique quantique qu’en mécanique classique ;
nous utiliserons seulement le fait qu’il existe pour éliminer le mouvement propre de
l’électron.

Il n’en serait pas de même pour une excitation résonnante : le moment dipolaire
induit dépendrait alors de façon critique du mécanisme exact de l’amortissement
(émission spontanée, relaxation thermique, etc.). C’est la raison pour laquelle nous
ne chercherons pas à calculer 〈D〉(t) au § 3 (cas d’une excitation résonnante). Nous
nous intéresserons seulement au calcul des probabilités de transition.

Dans le Complément BXIII, nous étudierons un modèle précis de système placé dans
une onde électromagnétique et soumis en même temps à des processus dissipatifs
(équations de Bloch d’un système de spins). Nous pourrons alors calculer le moment
dipolaire induit quelle que soit la fréquence excitatrice.
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γ. Susceptibilité

Soit D = qz le moment dipolaire électrique du système. Il vient d’après (65) :

D = qz =
q2

m(ω2
0 − ω2)

E cos ωt = χE cos ωt (66)

où la “susceptibilité” χ est donnée par :

χ =
q2

m(ω2
0 − ω2)

(67)

2-b. Calcul quantique du moment dipolaire induit

Commençons par calculer, au premier ordre en E , le vecteur d’état |ψ(t)〉 de
l’atome à l’instant t. Nous prenons comme hamiltonien d’interaction l’hamiltonien
dipolaire électrique WDE donné en (22) ; de plus, nous supposons que :

|ψ(t = 0)〉 = |ϕ0〉 (68)

Il suffit d’appliquer les résultats du § C-1 du Chapitre XIII, en remplaçant Wni par
qE
mω 〈ϕn|Pz |ϕi〉 et |ϕi〉 par |ϕ0〉. On obtient ainsi 6 :

|ψ(t)〉 = e−iE0t/�|ϕ0〉 +
∑
n	=0

λ b(1)
n (t) e−iEnt/�|ϕn〉 (69)

soit encore, en utilisant la formule (C-4) du Chapitre XIII et en multipliant |ψ(t)〉
par le facteur de phase global eiE0t/� sans importance physique :

|ψ(t)〉 = |ϕ0〉 +
∑
n	=0

qE
2im�ω

〈ϕn|Pz|ϕ0〉

×
{

e−iωn0t − eiωt

ωn0 + ω
− e−iωn0t − e−iωt

ωn0 − ω

}
|ϕn〉 (70)

On en déduit 〈ψ(t)| et 〈Dz〉(t) = 〈ψ(t)|qZ|ψ(t)〉. En fait, dans le calcul de
cette valeur moyenne, on ne garde que les termes linéaires en E et l’on néglige
tous ceux qui oscillent aux fréquences angulaires ±ωn0 (mouvement propre qui
disparaîtrait si l’on tenait compte d’un amortissement faible). Finalement, après
avoir remplacé 〈ϕn|Pz |ϕ0〉 par son expression en fonction de 〈ϕn|Z|ϕ0〉 [cf. équation
(36)], on trouve :

〈Dz〉(t) =
2q2

�
E cos ωt

∑
n

ωn0 |〈ϕn|Z|ϕ0〉|2
ω2

n0 − ω2 (71)

2-c. Discussion physique. Force d’oscillateur

α. Notion de force d’oscillateur

Posons :

fn0 =
2m ωn0 |〈ϕn|Z|ϕ0〉|2

�
(72)

6. Comme WDE est impair, 〈ϕ0|WDE(t)|ϕ0〉 est nul, de sorte que b(1)
0 (t) = 0.
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fn0 est un nombre réel sans dimensions, caractéristique de la transition |ϕ0〉 ↔ |ϕn〉
et appelé force d’oscillateur 7 de cette transition. Si |ϕ0〉 est l’état fondamental, fn0

est positif comme ωn0.
Les forces d’oscillateur satisfont à la règle de somme suivante (règle de somme

de Thomas-Reiche-Kuhn) :∑
n

fn0 = 1 (73)

En utilisant (36), on peut en effet écrire :

fn0 =
1
i�

〈ϕ0|Z|ϕn〉〈ϕn|Pz|ϕ0〉 − 1
i�

〈ϕ0|Pz |ϕn〉〈ϕn|Z|ϕ0〉 (74)

La somme sur n s’effectue à partir de la relation de fermeture relative à la base {|ϕn〉}, et
l’on obtient :∑

n

fn0 =
1
i�

〈ϕ0|(ZPz − PzZ)|ϕ0〉 = 〈ϕ0|ϕ0〉 = 1 (75)

β. Justification quantique du modèle de l’électron élastiquement lié

Portons la définition (72) dans (71) et multiplions l’expression ainsi obtenue
par le nombre N d’atomes contenus dans un volume de dimensions linéaires petites
devant la longueur d’onde λ du rayonnement. Le moment dipolaire électrique global
induit dans ce volume s’écrit alors :

N 〈Dz〉(t) =
∑

n

N fn0
q2

m(ω2
n0 − ω2)

E cos ωt (76)

En comparant (76) à (66), on voit que tout se passe comme si l’on avait N
oscillateurs classiques [car

∑
n

N fn0 = N d’après (73)] dont les pulsations propres ne

seraient pas toutes égales, puisqu’elles coïncident avec les diverses pulsations de Bohr
de l’atome associées aux transitions partant de |ϕ0〉. D’après (76), la proportion
d’oscillateurs ayant la pulsation ωn0 est fn0.

Finalement, pour une onde non résonnante, nous avons justifié le modèle clas-
sique de l’électron élastiquement lié. La mécanique quantique donne les fréquences
des divers oscillateurs et la proportion d’oscillateurs ayant une fréquence donnée. Ce
résultat montre l’importance de la notion de force d’oscillateur et permet de com-
prendre a posteriori les succès remportés par le modèle de l’électron élastiquement
lié dans l’étude des propriétés optiques des milieux matériels.

3. Excitation résonnante. Absorption et émission induite

3-a. Probabilité de transition associée à une onde monochromatique

Considérons un atome initialement dans l’état |ϕi〉 et irradié par une onde
électromagnétique dont la pulsation est voisine d’une pulsation de Bohr ωfi.

7. L’opérateur Z intervient dans (72) car l’onde incidente est polarisée linéairement le long
de Oz. Il serait cependant possible de donner une définition générale de la force d’oscillateur,
indépendante de la polarisation de l’onde incidente.
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Les résultats du § C-1 du Chapitre XIII (excitation sinusoïdale) sont directe-
ment applicables au calcul de la probabilité de transition Pif (t; ω). On trouve ainsi,
en utilisant l’expression (37) (on fait donc l’approximation dipolaire électrique) :

Pif (t; ω) =
q2

4�2

(ωfi

ω

)2
|〈ϕf |Z|ϕi〉|2 E2F (t, ω − ωfi) (77)

où :

F (t, ω − ωfi) =
{

sin[(ωfi − ω)t/2]
(ωfi − ω)/2

}2

(78)

Nous avons déjà discuté, dans le Chapitre XIII, le caractère résonnant de
Pif (t; ω). A résonance, Pif (t; ω) est proportionnel à E2, c’est-à-dire au flux incident
d’énergie électromagnétique [cf. formule (9)].

3-b. Excitation par un spectre large. Probabilité de transition par unité de temps

Dans la pratique, il arrive très souvent que le rayonnement qui irradie l’atome
soit non monochromatique. Nous noterons F(ω) dω le flux incident d’énergie élec-
tromagnétique par unité de surface dans l’intervalle [ω, ω + dω] ; les variations de
F(ω) avec ω sont représentées sur la Figure 2. Δ est la largeur de la raie excitatrice.
Si Δ est infinie, on dit que l’on a affaire à un “spectre blanc”.

Les différentes ondes monochromatiques qui constituent le rayonnement inci-
dent sont en général incohérentes : elles n’ont aucune relation de phase bien définie.
La probabilité de transition globale Pif s’obtiendra donc en sommant les probabi-
lités de transition associées à chacune de ces ondes monochromatiques. Il faut par
suite remplacer dans (77) E2 par 2 F(ω) dω/ε0c [formule (9)] et intégrer sur ω, ce
qui donne :

Pif (t) =
q2

2ε0c�2 |〈ϕf |Z|ϕi〉|2
∫

dω
(ωfi

ω

)2
F(ω) F (t, ω − ωfi) (79)

On peut alors procéder comme dans le § C-3 du Chapitre XIII pour évaluer
l’intégrale qui figure dans (79). Vis-à-vis d’une fonction de ω dont la largeur est très
grande devant 4π/t, la fonction F (t, ω − ωfi) (voir la Figure 3 du Chapitre XIII)
se comporte comme δ(ω − ωfi) : si t est suffisamment grand pour que 4π/t � Δ
(Δ : largeur de la raie excitatrice) tout en étant suffisamment petit pour que le
traitement de perturbation soit valable, on peut dans (79) considérer que :

F (t, ω − ωfi) � 2πt δ(ω − ωfi) (80)

ce qui donne :

Pif (t) =
πq2

ε0c�2 |〈ϕf |Z|ϕi〉|2 F(ωfi) t (81)

On peut écrire cette relation sous la forme :

Pif (t) = Cif F(ωfi) t (82)
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Figure 2 – Répartition spectrale du flux incident d’énergie électromagnétique par
unité de surface. Δ est la largeur de cette répartition spectrale.

où :

Cif =
4π2

�
|〈ϕf |Z|ϕi〉|2α (83)

α étant la constante de structure fine

α =
q2

4πε0

1
�c

=
e2

�c
� 1

137
(84)

Ce résultat montre que Pif (t) croît proportionnellement au temps. La pro-
babilité de transition par unité de temps Wif vaut donc :

Wif = Cif F(ωfi) (85)

Wif est proportionnel à la valeur de l’intensité incidente pour la fréquence de réso-
nance ωfi, à la constante de structure fine α, et au carré du module de l’élément de
matrice de Z que l’on pourrait relier au moyen de (72) à la force d’oscillateur de la
transition |ϕf 〉 ↔ |ϕi〉.

Nous avons considéré dans ce complément le cas d’un rayonnement se pro-
pageant le long d’une direction donnée et ayant un état de polarisation bien défini.
En moyennant les coefficients Cif sur toutes les directions de propagation et sur
tous les états de polarisation possibles, on pourrait introduire des coefficients Bif ,
analogues aux coefficients Cif , définissant les probabilités de transition par unité
de temps pour un atome qui serait plongé dans un rayonnement isotrope. Les coef-
ficients Bif (et Bfi) ne sont autres que les coefficients introduits par Einstein pour
décrire l’absorption (et l’émission induite). On voit ainsi comment la mécanique
quantique permet de calculer ces coefficients.
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Remarque:
Il existe un troisième coefficient introduit par Einstein, Afi, qui décrit l’émission
spontanée d’un photon avec retombée de l’atome du niveau supérieur |ϕf 〉 vers le
niveau inférieur |ϕi〉. La théorie présentée dans ce complément ne permet pas de
rendre compte de l’émission spontanée. En effet, en l’absence de tout rayonnement
incident, l’hamiltonien d’interaction est nul, et les états propres de H0 (qui est alors
l’hamiltonien total) sont des états stationnaires.

En fait, le modèle précédent est insuffisant, dans la mesure où il traite de façon dis-
symétrique le système atomique (qui est quantifié) et le champ électromagnétique
(qui est considéré comme une grandeur classique). Lorsqu’on quantifie les deux sys-
tèmes on trouve que, même en l’absence de tout photon incident, le couplage entre
l’atome et le champ électromagnétique continue à avoir des effets observables (une
interprétation simple de ces effets est donnée dans le Complément KV). Les états
propres de H0 ne sont plus des états stationnaires, car H0 n’est plus l’hamilto-
nien du système global, et l’on peut calculer effectivement la probabilité par unité
de temps d’émission spontanée d’un photon (cf. Chap. XX, § C-3). La mécanique
quantique permet donc d’obtenir également le coefficient Afi d’Einstein.

Références et conseils de lecture :

Voir par exemple : Schiff (1.18), Chap. 11 ; Bethe et Jackiw (1.21), Partie II,
Chap. 10 et 11 ; Bohm (5.1), Chap. 18, §§ 12 à 44.

Pour le modèle de l’électron élastiquement lié, Berkeley 3 (7.1), “supplemen-
tary topic” 9 ; Feynman I (6.3), Chap. 31 et Feynman II (7.2), Chap. 32.

Pour les coefficients d’Einstein, l’article original (1.31), Cagnac et Pebay-
Peyroula (11.2), Chap. III et Chap. XIX, § 4.

Pour la définition précise des forces d’oscillateur, Sobel’man (11.12), Chap. 9,
§ 31.

Pour les rayonnements multipolaires d’atomes et leurs règles de sélection,
Sobel’man (11.12), Chap. 9, § 32.
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Complément BXIII

Réponses linéaire et non linéaire d’un système à deux niveaux
soumis a une perturbation sinusoïdale

1 Description du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1370

1-a Equations de Bloch d’un ensemble de spins 1/2 inter-
agissant avec un champ de radiofréquence . . . . . . . . 1370

1-b Cas solubles et cas non solubles exactement . . . . . . . 1371

1-c Réponse du système atomique . . . . . . . . . . . . . . 1371

2 Résolution approchée des équations de Bloch du sys-
tème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1373

2-a Equations de perturbation . . . . . . . . . . . . . . . . . 1373

2-b Développement de la solution en série de Fourier . . . . 1374

2-c Structure générale de la solution . . . . . . . . . . . . . 1375

3 Discussion physique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1376

3-a Solution a l’ordre zéro : compétition entre le pompage
et la relaxation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1376

3-b Solution à l’ordre un : réponse linéaire . . . . . . . . . . 1377

3-c Solution à l’ordre deux : absorption et émission induite 1378

3-d Solution à l’ordre trois : effets de saturation et transi-
tions à plusieurs quanta . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1381

4 Exercices d’application de ce complément . . . . . . . 1385

Dans le complément précédent, nous avons appliqué la théorie des perturba-
tions dépendant du temps (au premier ordre) au traitement de quelques effets qui
se produisent lors de l’interaction entre un système atomique et une onde électro-
magnétique : apparition d’un moment dipolaire induit, processus d’absorption et
d’émission induite, etc.

Nous allons aborder maintenant l’étude d’un exemple simple où il est possible,
sans trop de complications, de pousser les calculs de perturbation à des ordres
supérieurs ; nous mettrons ainsi en évidence des effets “non linéaires” intéressants :
effets de saturation, susceptibilité non linéaire, absorption et émission induite de
plusieurs photons, etc. De plus, le modèle que nous allons développer tient compte,
de façon certes phénoménologique, du couplage dissipatif du système atomique avec
le “réseau” dans lequel il est plongé (processus de relaxation). Ceci nous permettra
de compléter les résultats relatifs à la “réponse linéaire” obtenus dans le complément
précédent : nous calculerons par exemple le moment dipolaire induit sur l’atome,
non seulement hors résonance, mais également à résonance.

Certains des effets que nous allons décrire font l’objet de nombreux travaux.
Leur mise en évidence nécessite des champs électromagnétiques très intenses, qu’on
ne sait réaliser qu’avec des lasers. Depuis leur découverte, de nouvelles branches de
recherche sont ainsi apparues : électronique quantique, optique non linéaire... Les
méthodes de calcul décrites dans ce complément (dans le cadre d’un modèle très
simple) sont applicables à de tels problèmes.
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Remarque:
La Remarque de la fin de l’introduction du Complément AXIII s’applique tout aussi bien au
présent complément : nous nous limitons ici à un traitement semi-classique où le système
atomique est traité quantiquement, mais le champ électromagnétique classiquement. Une
description pleinement quantique des deux systèmes sera proposée au Chapitre XX ; voir en
particulier le Complément CXX, qui introduit la méthode de l’“atome habillé” permettant
des calculs non perturbatifs.

1. Description du modèle

1-a. Equations de Bloch d’un ensemble de spins 1/2 interagissant avec un champ
de radiofréquence

Reprenons le système décrit dans le § 4-a du Complément FIV : un ensemble
de spins 1/2, plongés dans un champ statique B0 parallèle à Oz, interagissent avec
un champ de radiofréquence oscillant et sont soumis à des processus de “pompage”
et de “relaxation”.

Si M(t) est l’aimantation globale de l’ensemble des spins contenus dans la
cellule (Fig. 6 du Complément FIV), nous avons montré dans le Complément FIV

que :

d
dt

M(t) = nμ0 − 1
TR

M(t) + γM(t) × B(t) (1)

Le premier terme du second membre décrit la préparation, ou encore le “pompage”
du système : n spins entrent par unité de temps dans la cellule, apportant chacun
une aimantation élémentaire μ0 parallèle à Oz. Le deuxième terme provient des
processus de relaxation, caractérisés par le temps moyen TR au bout duquel un
spin est, soit ressorti de la cellule, soit désorienté par collision sur les parois. En-
fin, le dernier terme de (1) correspond à la précession des spins autour du champ
magnétique total :

B(t) = B0ez + B1(t) (2)

B(t) est la somme d’un champ statique B0ez parallèle à Oz et d’un champ de
radiofréquence B1(t) de pulsation ω.

Remarques:

(i) Les transitions que nous allons étudier dans ce complément (qui relient les
deux états |+〉 et |−〉 de chaque spin 1/2) sont des transitions dipolaires
magnétiques.

(ii) On peut se demander pourquoi partir de l’expression (1) relative à des
valeurs moyennes et non de l’équation de Schrödinger elle-même. La rai-
son en est que nous étudions dans ce complément un ensemble statistique
d’un grand nombre de spins, couplés à un “réseau thermique” (par suite
des collisions qu’ils subissent sur les parois de la cellule), et nous savons
que leur état quantique ne peut être décrit que par un opérateur den-
sité (Complément EIII) et non par un vecteur d’état. Il faut donc étudier
l’équation d’évolution satisfaite par cet opérateur densité, dite équation
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pilote, et on peut se convaincre facilement qu’elle est exactement équiva-
lente à (1) [voir le Complément FIV, §§ 3 et 4, et le Complément EIV, où
l’on montre que la valeur moyenne de l’aimantation détermine complète-
ment la matrice densité d’un ensemble de spins 1/2].

De fait, l’équation pilote satisfaite par l’operateur densité et l’équation
de Schrödinger étudiée au § C-1 du Chapitre XIII ont la même structure
que (1) : équation différentielle linéaire à coefficients constants ou dépen-
dant sinusoïdalement du temps. Les méthodes d’approximation que nous
allons décrire dans ce complément sont donc applicables à l’une quel-
conque de ces équations.

1-b. Cas solubles et cas non solubles exactement

Si le champ de radiofréquence B1(t) est tournant, c’est-à-dire si :

B1(t) = B1(ex cos ωt + ey sin ωt) (3)

l’équation (1) peut être résolue exactement [un passage dans le référentiel tournant
avec B1 transforme (1) en un système différentiel linéaire indépendant du temps].
La solution exacte de (1) correspondant à une telle situation est donnée dans le
§ 4-b du Complément FIV.

Ici, nous supposons B1 polarisé linéairement le long de Ox :

B1(t) = B1ex cos ωt (4)

Dans ce cas, il n’est pas possible 1 de trouver une solution analytique exacte de
l’équation (1) (il n’existe pas de transformation équivalente au passage dans le
référentiel tournant). Nous allons voir par contre qu’on peut trouver une solution
sous forme d’un développement en puissances de B1.

Remarque:

Les calculs que nous allons présenter à propos de spins 1/2 s’appliquent éga-
lement à d’autres situations où l’on peut se limiter à deux niveaux du système
et ignorer tous les autres. On sait en effet (cf. Complément CIV) qu’on peut
associer un spin fictif 1/2 à tout système à deux niveaux. Le problème étudié
ici est donc en réalité celui d’un système quelconque à deux niveaux soumis
à une perturbation sinusoïdale.

1-c. Réponse du système atomique

L’ensemble des termes qui, dans Mx, My, Mz, dépendent de B1 constitue
la “réponse” de l’atome à la perturbation électromagnétique. Ils représentent le mo-
ment dipolaire magnétique induit par le champ de radiofréquence dans le système

1. Un champ polarisé linéairement peut être obtenu comme superposition de deux compo-
santes circulaires droite et gauche. Il serait possible de trouver une solution exacte pour chacune
de ces composantes prises séparément. Cependant, l’équation (1) n’est pas linéaire, en ce sens
qu’on ne peut obtenir la solution correspondant à (4) en superposant les deux solutions exactes
correspondant l’une à (3), l’autre au champ tournant en sens inverse [dans le terme γM × B qui
figure au second membre de (1), M dépend de B1].
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de spins. Nous verrons qu’un tel moment dipolaire n’est pas nécessairement propor-
tionnel à B1; les termes en B1 représentent la réponse linéaire, les autres (termes
en B2

1 , B3
1 ...) la “réponse non linéaire”. De plus, nous verrons que le moment dipo-

laire induit n’oscille pas uniquement à la pulsation ω, mais également à ses diverses
harmoniques pω (p = 0, 2, 3, 4 ...)

On peut comprendre aisément l’intérêt qu’il y a à calculer la réponse du système
atomique. Un tel calcul constitue en effet une étape importante dans la théorie de la
propagation d’une onde électromagnétique dans un milieu matériel ou dans la théorie des
oscillateurs atomiques, “masers” ou “lasers”.

Donnons-nous en effet un champ électromagnétique. Par suite du couplage entre
ce champ et le système atomique, il apparaît une polarisation dans le milieu, due aux
moments dipolaires atomiques (flèche dirigée vers la droite dans la Figure 1). Cette pola-
risation agit comme un terme source dans les équations de Maxwell et contribue à créer le
champ électromagnétique (flèche dirigée vers la gauche dans la Figure 1). Quand on “ferme
la boucle”, c’est-à-dire quand on écrit que le champ ainsi créé est égal à celui dont on est
parti, on obtient les équations de propagation des ondes (indice du milieu), ou les équa-
tions de l’oscillateur (en l’absence de tout champ extérieur, il peut apparaître un champ
électromagnétique dans le milieu, si ce dernier est suffisamment amplificateur : le système
devient en effet instable et peut osciller spontanément). Dans ce complément, nous ne nous
intéressons qu’à la première étape du calcul (réponse des atomes).

Figure 1 – Schéma de principe des calculs à effectuer pour étudier la propaga-
tion d’une onde électromagnétique dans un milieu matériel (ou le fonctionnement
d’un oscillateur atomique, laser ou maser) : on commence par calculer les moments
dipolaires induits dans le milieu par un champ électromagnétique donné (réponse
du système atomique) ; la polarisation correspondante agit comme un terme source
dans les équations de Maxwell et contribue à créer le champ électromagnétique ; on
écrit alors l’égalité entre le champ ainsi obtenu et celui dont on est parti.
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2. Résolution approchée des équations de Bloch du système

2-a. Equations de perturbation

Posons comme dans le Complément FIV :

{
ω0 = −γB0

ω1 = −γB1

(5)

(6)

où �ω0 représente la différence d’énergie entre les deux états |+〉 et |−〉 des spins
(Fig. 2). En portant (4) dans (2), puis (2) dans (1), on obtient après un calcul
simple : ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

d
dt

Mz = nμ0 − Mz

TR
+ i

ω1

2
cos ωt(M− − M+) (7a)

d
dt

M± = −M±
TR

+ iω0M± ∓ iω1 cos ωtMz (7b)

avec :

M± = Mx ± iMy (8)

Figure 2 – Niveaux d’énergie d’un spin 1/2 dans un champ magnétique statique
B0 ; ω0 est la pulsation de Larmor dans le champ B0.

Notons que le terme source nμ0 n’existe que dans l’équation d’évolution de
Mz : μ0 est en effet parallèle à Oz et le pompage est dit longitudinal 2. Signalons
également que le temps de relaxation pourrait être différent pour les composantes
longitudinales (Mz) et transversales (M±) de l’aimantation ; pour simplifier, nous
prendrons ici un temps de relaxation unique.

2. Dans certaines expériences, le pompage est “transversal” (μ0 est perpendiculaire à B0) ;
voir à ce sujet l’exercice 1 à la fin du complément.

1373



COMPLÉMENT BXIII •

Les équations (7a) et (7b), dites “équations de Bloch”, ne peuvent être réso-
lues exactement ; nous allons donc chercher leur solution sous forme d’un dévelop-
pement en puissances de ω1 :{ Mz = (0)Mz + ω1

(1)Mz + ω2
1

(2)Mz + ... + ωn
1

(n)Mz + ... (9a)

M± = (0)M± + ω1
(1)M± + ω2

1
(2)M± + ... + ωn

1
(n)M± + ... (9b)

En portant (9a) et (9b) dans (7a) et (7b), et en identifiant les coefficients des termes
en ωn

1 , on obtient les équations de perturbation suivantes :
n=0 :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

d
dt

(0)Mz = nμ0 − 1
TR

(0)Mz (10a)

d
dt

(0)M± = − 1
TR

(0)M± ± iω0
(0)M± (10b)

n �= 0 :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
d
dt

(n)Mz = − 1
TR

(n)Mz +
i

2
cos ωt[(n−1)M− −(n−1) M+] (11a)

d
dt

(n)M± = − 1
TR

(n)M± ± iω0
(n)M± ∓ i cos ωt (n−1)Mz (11b)

2-b. Développement de la solution en série de Fourier

Les seuls termes dépendant du temps au second membre de (10) et (11) étant
sinusoïdaux, la solution de (10) et (11) en régime permanent est périodique, de
période 2π/ω ; on peut la développer en série de Fourier :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(n)Mz =
+∞∑

p=−∞

(n)
p Mz eipωt (12a)

(n)M± =
+∞∑

p=−∞

(n)
p M± eipωt (12b)

Dans ces expressions, (n)
p Mz et (n)

p M± représentent les composantes de Fourier à
pω de la solution d’ordre n.

En écrivant que (n)Mz est réel et que (n)M+ et (n)M− sont complexes conju-
gués l’un de l’autre, on obtient les conditions de réalité suivantes :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(n)
p Mz =

[
(n)
−pMz

]∗
(13a)

(n)
p M± =

[
(n)
−pM∓

]∗
(13b)
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Portons (12a) et (12b) dans (10) et (11) et égalons à zéro le coefficient de
chaque exponentielle eipωt il vient :

n = 0 :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(0)
0 Mz = nμ0TR

(0)
p Mz = 0 si p �= 0

(0)
p M± = 0 pour tout p

(14)

n �= 0 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
ipω +

1
TR

)
(n)
p Mz =

i

4

[
(n−1)
p+1 M− + (n−1)

p−1 M− − (n−1)
p+1 M+ − (n−1)

p−1 M+

]
(15a)[

i(pω ∓ ω0) +
1

TR

]
(n)
p M± = ∓ i

2

[
(n−1)
p+1 Mz + (n−1)

p−1 Mz

]
(15b)

Ces équations algébriques se résolvent immédiatement :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(n)
p Mz =

i

4
(

ipω + 1
TR

) [(n−1)
p+1 M− + (n−1)

p−1 M− − (n−1)
p+1 M+ − (n−1)

p−1 M+

]
(16a)

(n)
p M± = ∓ i

2
[
i(pω ∓ ω0) + 1

TR

] [(n−1)
p+1 Mz + (n−1)

p−1 Mz

]
(16b)

Ainsi, les expressions (16) donnent explicitement la solution à l’ordre n en fonction
de celle à l’ordre n−1. Comme la solution à l’ordre 0 est connue [cf. équations (14)],
le problème est en principe entièrement résolu.

2-c. Structure générale de la solution

Il est possible de ranger les divers termes du développement de la solution dans
un tableau à double entrée où sont portés, horizontalement l’ordre n de perturbation,
et verticalement le rang p de l’harmonique pω considéré. A l’ordre 0, seul (0)

0 Mz

est différent de zéro ; on en déduit de proche en proche, grâce à (16), les autres
termes non nuls qui interviennent aux ordres supérieurs (tableau I). On obtient
ainsi une structure en “arbre”, les propriétés suivantes s’établissant immédiatement
par récurrence à partir de (16) :
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Tableau I : tableau à double entrée indiquant les composantes de Fourier à pω de
l’aimantation qui sont non nulles à un ordre de perturbation n en ω1.

(i) Aux ordres pairs de perturbation, seule l’aimantation longitudinale est
modifiée ; aux ordres impairs, c’est l’aimantation transversale.

(ii) Aux ordres pairs de perturbation, interviennent seulement les harmoniques
pairs ; aux ordres impairs, les harmoniques impairs.

(iii) Pour chaque valeur de n, les valeurs de p à retenir sont n, n−2, ... −n+2,
−n.

Remarque:

Cette structure n’est valable que pour la polarisation choisie du champ de
radiofréquence B1(t) (perpendiculaire à B0). On pourrait construire des ta-
bleaux analogues pour d’autres polarisations de la radiofréquence.

3. Discussion physique

Nous allons interpréter maintenant, jusqu’à l’ordre trois inclus, les résultats
du calcul précédent.

3-a. Solution a l’ordre zéro : compétition entre le pompage et la relaxation

D’après (14), la seule composante non nulle à l’ordre zéro est :

(0)
0 Mz = nμ0TR (17)
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En l’absence de tout champ de radiofréquence, il y a donc seulement une aimanta-
tion longitudinale statique (p = 0). Comme Mz est proportionnel à la différence de
population entre les deux niveaux |+〉 et |−〉 représentés sur la Figure 2 (cf. Com-
plément EIV), on peut dire encore que le pompage peuple inégalement ces deux
niveaux.

(0)
0 Mz est d’autant plus grand que le débit n de spins entrant dans la cellule

est plus important (pompage plus efficace) et que TR est plus long (relaxation plus
lente). La solution à l’ordre zéro (17) décrit donc l’équilibre dynamique résultant
de la compétition entre les processus de pompage et de relaxation.

A partir de maintenant, nous poserons pour simplifier les notations :

M0 = (0)
0 Mz (18a)

ΓR =
1

TR
(18b)

3-b. Solution à l’ordre un : réponse linéaire

A l’ordre un, seule l’aimantation transversale M⊥ est différente de zéro.
Comme M+ = M∗

−, il suffit d’étudier M+.

α. Mouvement de l’aimantation transversale

D’après le tableau I, pour n = 1, on a p = ±1. En faisant n = 1, p = ±1 dans
(16b), il vient, compte tenu de (18) :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

(1)
1 M+ =

M0

2
1

ω0 − ω + iΓR
(19a)

(1)
−1M+ =

M0

2
1

ω0 + ω + iΓR
(19b)

En reportant ces expressions dans (12b) puis dans (9b), on obtient M+ au premier
ordre en ω1 :

M+ = ω1
M0

2

[
eiωt

ω0 − ω + iΓR
+

e−iωt

ω0 + ω + iΓR

]
(20)

Le point représentatif de M+ décrit dans le plan complexe le même mou-
vement que la projection M⊥ de M dans le plan perpendiculaire à B0. D’après
(20), ce mouvement résulte de la superposition de deux mouvements circulaires de
même vitesse angulaire, l’un droit (terme en eiωt), l’autre gauche (terme en e−iωt).
Le mouvement résultant est donc elliptique dans le cas général.

β. Existence de deux résonances

Le mouvement circulaire droit a une amplitude maximale lorsque ω0 = ω,
le mouvement circulaire gauche lorsque ω0 = −ω. Lorsqu’on fait varier le champ
magnétique B0 = −ω0/γ, il apparaît donc deux résonances sur M⊥ (alors que pour
un champ tournant, il y avait une seule résonance ; voir Complément FIV). L’inter-
prétation de ce phénomène est la suivante : le champ de radiofréquence linéaire peut
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être décomposé en deux champs circulaires droit et gauche, qui induisent chacun
une résonance ; comme les sens de rotation sont opposés, les champs statiques B0

pour lesquels apparaissent ces résonances sont opposés.

γ. Susceptibilité linéaire

Près d’une résonance (ω0 � ω par exemple), on peut dans (20) négliger le
terme non résonnant. Il vient ainsi :

M+ �
ω � ω0

ω1
M0

2
eiωt

ω0 − ω + iΓR
(21)

M+ est donc proportionnel à la composante du champ de radiofréquence tournant
dans le sens correspondant à la résonance, ici B1 eiωt/2.

Le rapport entre M+ et cette composante s’appelle la susceptibilité linéaire
χ(ω) :

χ(ω) = −γM0
1

ω0 − ω + iΓR
(22)

χ(ω) est une susceptibilité complexe, ce qui traduit l’existence d’un déphasage entre
M⊥ et la composante tournante du champ de radiofréquence responsable de la
résonance.

En fonction de ω, le carré du module de χ(ω) présente la forme résonnante
classique au voisinage de ω = ω0 (Fig. 3), sur un intervalle de largeur :

Δω = 2ΓR =
2

TR
(23)

La courbe de résonance est donc d’autant plus aiguë que le temps de relaxation TR

est plus long. A partir de maintenant, nous supposerons que les deux résonances
ω0 = ω et ω0 = −ω sont complètement séparées, c’est-à-dire que :

ω/ΓR = ωTR � 1 (24)

Le déphasage varie de 0 à ±π lorsqu’on traverse la résonance ; il est égal à
±π/2 à résonance : c’est quand M⊥ et la composante tournante sont en quadrature
que le travail du couple exercé par le champ sur M est maximal. Le signe de ce
travail dépend du signe de M0, c’est-à-dire de celui de μ0 : il n’est pas le même
suivant que l’on fait entrer les spins dans l’état |+〉 ou |−〉. Dans un cas (spins
entrant dans le niveau inférieur), le travail est fourni par le champ, et il y a transfert
d’énergie du champ aux spins (absorption) ; dans l’autre cas (spins entrant dans le
niveau supérieur), le travail est négatif et il y a transfert d’énergie des spins au champ
(émission induite). Cette dernière situation est réalisée dans les amplificateurs et
oscillateurs atomiques (masers et lasers).

3-c. Solution à l’ordre deux : absorption et émission induite

A l’ordre deux, d’après le tableau I, seuls (2)
0 Mz et (2)

±2Mz sont non nuls. Nous

étudierons d’abord (2)
0 Mz, c’est-à-dire la différence de population statique entre

les deux sous-niveaux |+〉 et |−〉 à l’ordre deux ; nous nous intéresserons ensuite à
(2)
±2Mz, c’est-à-dire à la génération d’harmonique 2.
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Figure 3 – Variations avec ω du carré du module |χ(ω)|2 de la susceptibilité linéaire
du système de spins. Il apparaît une résonance, de largeur 2/TR, centrée en ω = ω0.

α. Variation de la différence de population entre les deux niveaux du système
(2)
0 M0 vient corriger le résultat obtenu à l’ordre zéro pour (0)

0 M0. D’après
(16-a) et (13-b) :

(2)
0 Mz =

i

4ΓR

[
(1)
1 M− + (1)

−1M− − (1)
1 M+ − (1)

−1M+

]
=

i

4ΓR

[
(1)
−1M∗

+ + (1)
1 M∗

+ − (1)
1 M+ − (1)

−1M+

]
(25)

ce qui d’après les solutions à l’ordre un (19a) et (19b) donne :

(2)
0 Mz = −M0

4

[
1

(ω − ω0)2 + Γ2
R

+
1

(ω + ω0)2 + Γ2
R

]
(26)

En regroupant dans (9-a) les termes statiques (p = 0) à l’ordre deux inclus,
on obtient :

Mz(statique) = M0

{
1 − ω2

1

4

[
1

(ω − ω0)2 + Γ2
R

+
1

(ω + ω0)2 + Γ2
R

]
+ ...

}
(27)

La Figure 4 représente cette aimantation statique longitudinale en fonction de ω0.
La différence de population est donc toujours diminuée à l’ordre deux par

rapport à sa valeur en l’absence de radiofréquence, et ceci proportionnellement à
l’intensité du champ de radiofréquence. Ceci se comprend bien : sous l’effet du
champ incident, des transitions sont induites de |+〉 vers |−〉 (émission induite) ou
de |−〉 vers |+〉 (absorption) ; quel que soit le signe de la différence de population
initiale, ces transitions sont plus nombreuses à partir du niveau le plus peuplé, et
elles diminuent donc la différence de population.
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Figure 4 – Variations avec ω0 de l’aimantation statique longitudinale. Il apparaît,
au second ordre du traitement de perturbation, deux résonances de largeur 2/TR

centrées en ω0 = ω et ω0 = −ω. Le calcul n’est valable que si l’intensité relative des
résonances est faible, c’est-à-dire si ω1TR � 1.

Remarque:

La valeur maximale de ω2
1 |(2)

0 Mz| est M0ω2
1/4Γ2

R = M0ω2
1T 2

R/4 (amplitude
de la résonance qui apparaît sous forme d’un creux sur la Figure 4). Pour que
le développement de perturbation ait un sens, il faut donc que :

ω1TR � 1 (28)

β. Génération d’harmonique deux

D’après (16a), (13b), (19a) et (19b), nous avons :

(2)
2 Mz =

1
4(2ω − iΓR)

[
(1)
−1M∗

+ − (1)
1 M+

]
=

M0

8(2ω − iΓR)

[
1

ω0 + ω − iΓR
− 1

ω0 − ω + iΓR

]
(29)

Le terme (2)
2 Mz décrit une vibration du dipole magnétique le long de Oz à la

pulsation 2ω ; le système peut donc rayonner une onde de pulsation 2ω, polarisée
(en ce qui concerne le champ magnétique) linéairement le long de Oz.

On voit ainsi qu’un système atomique n’est pas en général un système linéaire.
Il peut doubler la fréquence excitatrice, la tripler (comme nous le verrons plus loin),
etc. Le même type de phénomène existe en optique pour des intensités très fortes
(“optique non linéaire”) : un faisceau laser rouge (issu par exemple d’un laser à rubis)
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tombant sur un milieu matériel tel qu’un cristal de quartz peut donner naissance à
un faisceau de lumière ultraviolette (fréquence doublée).

Remarque:

Il est utile pour la suite de comparer, au voisinage de ω0 = ω, |(2)
0 Mz| et

|(2)
2 Mz|. D’après (29), on a, pour ω � ω0 :

|(2)
2 Mz| � M0

16ω0ΓR
(30)

De même, (26) indique que :

|(2)
0 Mz| � M0

4Γ2
R

(31)

Donc, pour ω � ω0 :

|(2)
2 Mz|
|(2)
0 Mz|

� ΓR

4ω0
=

1
4ω0TR

� 1 (32)

d’après (24).

3-d. Solution à l’ordre trois : effets de saturation et transitions à plusieurs quanta

A l’ordre trois, le tableau I montre que seuls (3)
±1M± et (3)

±3M± sont non nuls ;
il suffit en fait d’étudier (3)M+.

Le terme (3)
1 M+ vient corriger à l’ordre trois le mouvement circulaire droit

de M⊥ trouvé à l’ordre un et analysé au § b ci-dessus. Nous allons voir que (3)
1 M+

correspond à un effet de saturation de la susceptibilité du système.
Le terme (3)

3 M+ représente une nouvelle composante de pulsation 3ω du mou-
vement de M⊥ (génération d’harmonique trois). De plus, le caractère résonnant de
(3)
3 M+ au voisinage de ω0 = 3ω s’interprète comme résultant de l’absorption simul-
tanée de trois photons de radiofréquence, processus qui conserve à la fois l’énergie
globale et le moment cinétique global.

α. Saturation de la susceptibilité du système

D’après (16b) :

(3)
1 M+ =

1
2

1
ω0 − ω + iΓR

[
(2)
2 Mz + (2)

0 Mz

]
(33)

Comme nous nous intéressons à la correction du mouvement circulaire droit discuté
au § 3.b et résonnant en ω0 = ω, nous nous placerons ici au voisinage de ω0 = ω. On
peut alors, d’après la remarque du paragraphe précédent [cf. formule (32)] négliger
(2)
2 Mz devant (2)

0 Mz. On obtient ainsi, en utilisant l’expression (26) de (2)
0 Mz (le

terme qui résonne en ω0 = −ω étant négligé) :

(3)
1 M+ � −M0

8
1

ω0 − ω + iΓR

1
(ω − ω0)2 + Γ2

R

(34)
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Si l’on regroupe les résultats (34) et (19a), on trouve l’expression donnant le
mouvement circulaire droit de M+ à la fréquence ω/2π, au troisième ordre inclus
en ω1 :

M+(circulaire droit) =

ω1
M0

2
eiωt

ω0 − ω + iΓR

[
1 − ω2

1

4
1

(ω − ω0)2 + Γ2
R

]
(35)

En comparant (35) à (21), on voit que la susceptibilité du système passe de
la valeur (22) à la valeur :

χ(ω) = −γM0
1

ω0 − ω + iΓR

[
1 − ω2

1

4
1

(ω0 − ω)2 + Γ2
R

]
(36)

Elle est donc multipliée par un facteur inférieur à un, d’autant plus petit que l’in-
tensité du champ de radiofréquence est plus grande et que l’on est plus proche de la
résonance : on dit alors que le système “sature”. Le terme en ω2

1 de (36) est appelé
“susceptibilité non linéaire”.

La signification physique de cette saturation est très claire. Un champ électro-
magnétique faible induit sur un système atomique un moment dipolaire qui lui est
proportionnel. Si l’on augmente l’amplitude du champ, le dipole ne peut continuer
à croître proportionnellement au champ : en effet, les transitions d’absorption et
d’émission induite provoquées par le champ diminuent la différence de population
entre les niveaux atomiques impliqués et, par suite, le système atomique répond de
moins en moins au champ. On constate d’ailleurs que le crochet qui figure dans (36)
n’est autre que le terme qui traduit la diminution à l’ordre deux de la différence de
population [cf. relation (27), où l’on négligerait le terme résonnant en ω0 = −ω].

Remarque:

Les termes de saturation jouent un rôle très important dans toute théorie du maser
ou du laser. Revenons en effet au schéma de la Figure 1. Si l’on ne garde que le
terme de réponse linéaire dans la première étape du calcul (flèche vers la droite),
le moment dipolaire induit est proportionnel au champ. Si le milieu est amplifica-
teur (et si les pertes de la cavité électromagnétique sont suffisamment faibles), la
réaction du dipole sur le champ (flèche vers la gauche) tend à augmenter le champ
d’une quantité qui lui est proportionnelle. On conçoit qu’on obtient ainsi pour le
champ une équation différentielle linéaire conduisant à une solution qui croît expo-
nentiellement avec le temps.

Ce sont les termes de saturation qui empêchent cette croissance indéfinie. Ils
conduisent à une équation dont la solution reste bornée et tend vers une limite qui
représente le champ régnant dans le laser en régime stationnaire. Physiquement, ces
termes de saturation résultent du fait que le système atomique ne peut fournir au
champ une énergie supérieure à celle qui correspond à la différence de population
introduite initialement par le pompage.
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β. Transitions à trois photons

D’après (16b) et (29) :

(3)
3 M+ =

1
2

1
ω0 − 3ω + iΓR

(2)
2 Mz

=
M0

16
1

ω0 − 3ω + iΓR

1
2ω − iΓR

[
1

ω0 + ω − iΓR
− 1

ω0 − ω + iΓR

]
(37)

On pourrait faire à propos du terme (3)
3 M+ la même remarque que pour

(2)
2 Mz, à savoir qu’il indique que le système atomique engendre des harmoniques de
la fréquence excitatrice (ici l’harmonique 3).

En fait, le point nouveau par rapport à la discussion du paragraphe précédent
relative à (2)

2 Mz est l’apparition d’une résonance centrée en ω0 = 3ω [liée au premier
dénominateur résonnant de (37)].

On peut donner de la résonance ω0 = ω discutée dans les paragraphes pré-
cédents une interprétation corpusculaire : le spin passe de l’état |−〉 à l’état |+〉 en
absorbant un photon (ou en l’émettant, suivant la position relative des niveaux |+〉
et |−〉). Il y a résonance lorsque l’énergie �ω du photon est égale à l’énergie �ω0 de
la transition atomique. On peut envisager une interprétation corpusculaire analogue
de la résonance ω0 = 3ω. Comme �ω0 = 3�ω, la transition implique nécessairement
trois photons puisque l’énergie globale doit être conservée au cours de la transition.

On peut alors se demander pourquoi il n’est pas apparu de résonance au
deuxième ordre pour �ω0 = 2�ω (transition à deux photons). La raison est que le
moment cinétique global doit être également conservé au cours de la transition.
En effet, le champ de radiofréquence linéaire est, comme nous l’avons déjà dit, une
superposition de deux champs tournant en sens inverse. A chacun de ces champs
tournants sont associés des photons de type différent : au champ circulaire droit,
des photons σ+ transportant un moment cinétique +� par rapport à Oz ; au champ
circulaire gauche, des photons σ− transportant un moment cinétique −�. Pour
passer du niveau |−〉 au niveau |+〉, le spin doit absorber un moment cinétique +�

par rapport à Oz (différence entre les deux valeurs propres de Sz). Il peut le faire
en absorbant un photon σ+ ; si ω0 = ω, il y a également conservation de l’énergie
globale, ce qui explique l’apparition de la résonance ω0 = ω. Le système peut
également acquérir un moment cinétique +� en absorbant trois photons (Fig. 5) ;
deux photons σ+ et un photon σ− ; donc, si ω0 = 3ω, on peut satisfaire à la fois la
conservation de l’énergie et du moment cinétique global, ce qui explique la résonance
ω0 = 3ω. Par contre, deux photons ne peuvent jamais céder à l’atome un moment
cinétique +� : ou bien les deux photons sont σ+ et ils apportent 2� ; ou bien ils
sont tous deux σ− et ils apportent −2� ; ou bien l’un est σ+ et l’autre σ−, et ils
n’apportent aucun moment cinétique.

Ces arguments se généralisent aisément et permettent de montrer qu’il appa-
raît des résonances lorsque ω0 = ω, 3ω, 5ω, 7ω, ... (2n + 1)ω, ... correspondant à
l’absorption d’un nombre impair de photons. On voit d’ailleurs sur la formule (16b)
que (2n+1)

2n+1 M+ résonne pour ω0 = (2n + 1)ω ; rien d’analogue ne se produit aux
ordres pairs puisque, d’après le tableau I, on doit alors utiliser l’équation (16a).
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Figure 5 – Le spin peut passer du niveau |−〉 au niveau |+〉 en absorbant trois
photons d’énergie �ω. L’énergie globale est conservée si �ω0 = 3�ω ; le moment ciné-
tique global est conservé si deux photons ont une polarisation σ+ (ils apportent alors
chacun un moment cinétique +� par rapport à Oz), le troisième une polarisation
σ− (il apporte un moment cinétique −�).

Remarques:

(i) Si le champ B1 est tournant, il n’y a qu’un seul type de photons, σ+

ou σ− ; le même raisonnement montre qu’une seule résonance peut alors
se manifester, en ω0 = ω si les photons sont σ+, en ω0 = −ω s’ils sont
σ−. Ceci permet de comprendre pourquoi les calculs sont beaucoup plus
simples pour un champ tournant, et conduisent à une solution exacte. Il
est d’ailleurs instructif d’appliquer la méthode de ce complément au cas du
champ tournant et de vérifier que la série de perturbation peut se sommer
pour donner la solution trouvée directement dans le Complément FIV.

(ii) Considérons un système à deux niveaux dont les parités sont différentes
et soumettons-le à l’action d’un champ électrique oscillant. L’hamiltonien
d’interaction a alors la même structure que celui que nous étudions dans
ce complément : Sx n’a ici que des éléments non diagonaux ; de même,
l’hamiltonien dipolaire électrique, étant impair, ne peut avoir d’éléments
diagonaux. Les calculs sont, dans le second cas, très semblables aux précé-
dents et aboutissent à des conclusions analogues : on trouve des résonances
pour ω0 = ω, 3ω, 5ω, ... L’interprétation du caractère “impair” du spectre
est alors la suivante : les photons dipolaires électriques ont une parité né-
gative et il faut que le système en absorbe un nombre impair pour passer
d’un niveau à un autre de parité différente.

(iii) Reprenons le cas du spin 1/2 et supposons que le champ de radiofréquence
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linéaire ne soit ni parallèle ni perpendiculaire à B0 (Fig. 6). B1 peut alors
être décomposé en une composante parallèle à B0, B1‖, à laquelle sont
associés des photons π (de moment cinétique 0 par rapport à Oz), et
une composante B1⊥ à laquelle, comme nous l’avons vu plus haut, sont
associés des photons σ+ et σ−. Dans ce cas, l’atome peut augmenter
son moment cinétique par rapport à Oz de +�, et passer de |−〉 à |+〉,
en absorbant deux photons, un σ+ et l’autre π. On peut effectivement
vérifier, en appliquant la méthode de ce complément, qu’il apparaît pour
cette polarisation de la radiofréquence un spectre complet (pair et impair)
de résonances : ω0 = ω, 2ω, 3ω, 4ω, ...

Figure 6 – Champ magnétique statique
B0 et champ de radiofréquence B1, dans
le cas où B1 n’est ni parallèle, ni perpen-
diculaire à B0 ; B1‖ et B1⊥ sont les com-
posantes de B1 dans la direction de B0 et
la direction perpendiculaire.

4. Exercices d’application de ce complément

EXERCICE 1
Reprendre les équations (1) en faisant ω1 = 0 (pas de radiofréquence) et en

prenant μ0 parallèle à Ox (pompage transversal).
Calculer les valeurs de Mx, My et Mz en régime stationnaire. Montrer que

Mx et My subissent des variations résonnantes lorsqu’on balaie le champ statique
au voisinage de la valeur zéro (effet Hanle). Interpréter physiquement ces résonances
(pompage contrarié par la précession de Larmor) et montrer qu’elles permettent de
mesurer le produit γTR.

EXERCICE 2
On considère un ensemble de spins soumis au même champ statique B0 et

aux mêmes processus de pompage et de relaxation que ceux de ce complément ; ces
spins sont de plus soumis à l’action de deux champs de radiofréquence linéaires, le
premier de pulsation ω, d’amplitude B1 et parallèle à Oz, le second de pulsation
ω′, d’amplitude B′

1 et parallèle à Ox.
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En utilisant les méthodes générales développées dans ce complément, calculer
l’aimantation M de l’ensemble des spins au deuxième ordre en ω1 = −γB1 et
ω′

1 = −γB′
1 (termes en ω2

1 , ω
′2
1 , ω1ω′

1). On fixe ω0 = −γB0 et ω1 ; on suppose
ω0 > ω et on fait varier ω′. Montrer qu’il apparaît à cet ordre de perturbation deux
résonances, l’une en ω′ = ω0 − ω, l’autre en ω′ = ω0 + ω.

Interpréter physiquement ces deux résonances (la première correspond à une
absorption de deux photons, la seconde à un effet Raman).

Références et conseils de lecture :

Voir section 15 de la bibliographie.
Théorie semi classique des masers et lasers : Lamb (15.4) et dans (15.2),

Sargent et al. (15.5), Chap. VIII, IX et X.
Optique non linéaire : Baldwin (15.19), Bloembergen (15.21), Giordmaine

(15.22). Résolution par itération de l’équation pilote : Bloembergen (15.21), Chap. 2,
§§ 3, 4 et 5, et Appendice III.

Processus multiphotoniques dans le domaine R.F., effet Hanle : cours de Bros-
sel dans (15.2).
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Complément CXIII

Oscillations d’un système entre deux états discrets sous l’effet
d’une perturbation sinusoïdale résonnante

1 Principe de la méthode : approximation séculaire . . . 1387
2 Résolution du système d’équations . . . . . . . . . . . . 1388
3 Discussion physique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1389

La méthode d’approximation utilisée dans le Chapitre XIII pour calculer l’ef-
fet d’une perturbation résonnante n’est pas valable pour des temps longs ; en effet,
nous avons vu [cf. condition (C-18) de ce chapitre] que t devait satisfaire à :

t � �

|Wfi| (1)

Supposons que l’on veuille étudier le comportement d’un système, soumis à une
perturbation résonnante, sur un grand intervalle de temps [où la condition (1) n’est
pas réalisée]. La solution à l’ordre 1 étant alors insuffisante, on pourrait essayer de
calculer un certain nombre de termes d’ordres supérieurs pour obtenir une meilleure
expression de Pif (t; ω) :

Pif (t; ω) =
∣∣∣λb

(1)
f (t) + λ2b

(2)
f (t) + λ3b

(3)
f (t) + ...

∣∣∣2 (2)

Une telle méthode conduirait à des calculs inutilement longs.
Nous allons voir dans ce complément qu’il est possible de résoudre le pro-

blème de façon plus élégante et rapide, en améliorant la méthode d’approximation
pour mieux l’adapter au caractère résonnant de la perturbation. La condition de
résonance ω � ωfi entraîne que, seuls, les deux états discrets |ϕi〉 et |ϕf 〉 sont cou-
plés de manière efficace par W (t) : comme le système est, à l’instant initial, dans
l’état |ϕi〉 [bi(0) = 1], l’amplitude de probabilité bf (t) de le trouver à l’instant t
dans l’état |ϕf 〉 peut être appréciable ; par contre, tous les coefficients bn(t) (avec
n �= i, f) restent très petits devant 1 car, pour eux, la condition de résonance n’est
pas satisfaite. Cette remarque est à la base de la méthode que nous allons utiliser.

1. Principe de la méthode : approximation séculaire

Dans le Chapitre XIII, nous avons remplacé au second membre de (B-11)
toutes les composantes bk(t) par leur valeur bk(0) à l’instant t = 0. Ici nous faisons
de même pour les composantes telles que k �= i, f ; par contre, nous gardons expli-
citement bi(t) et bf(t). Nous sommes ainsi conduits, pour déterminer bi(t) et bf(t),
au système d’équations [la perturbation ayant la forme (C-1a) du Chap. XIII] :

i�
d
dt

bi(t) =
1
2i

{[
eiωt − e−iωt

]
Wiibi(t) +

[
ei(ω−ωfi)t − e−i(ω+ωfi)t

]
Wif bf (t)

}
i�

d
dt

bf(t) =
1
2i

{[
ei(ω+ωfi)t − e−i(ω−ωfi)t

]
Wfibi(t) +

[
eiωt − e−iωt

]
Wff bf (t)

}
(3)
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Au deuxième membre de ces équations, certains coefficients de bi(t) et bf(t)
sont proportionnels à e±i(ω−ωfi)t, de sorte qu’ils oscillent lentement en fonction
du temps lorsque ω � ωfi ; par contre, d’autres coefficients sont proportionnels
soit à e±iωt soit à e±i(ω+ωfi)t, et oscillent donc beaucoup plus rapidement. Nous
allons faire ici l’approximation séculaire, qui consiste à négliger ce second type de
termes. Ceux qui subsistent alors, appelés “termes séculaires”, sont donc ceux dont
les coefficients se réduisent à des constantes pour ω = ωfi ; par intégration dans le
temps, ils apportent des contributions importantes aux variations des composantes
bi(t) et bf(t). Au contraire, la contribution des autres termes est négligeable, car
leur variation est trop rapide (l’intégration de eiΩt fait apparaître un facteur 1/Ω,
et la valeur moyenne de eiΩt sur un très grand nombre de périodes est pratiquement
nulle).

Remarque:

Pour que le raisonnement précédent soit valable, il est nécessaire que la va-
riation temporelle d’un terme eiωtbi, f (t) soit due principalement à l’expo-
nentielle, et non à la composante bi, f (t). Comme ω est très proche de ωfi,
ceci signifie que bi, f (t) doit peu varier sur un intervalle de temps de l’ordre
de 1/|ωfi|. Effectivement, ceci est vérifié dans le cadre des hypothèses faites,
c’est-à-dire si W � H0. En effet, les variations de bi(t) et bf (t) (qui sont
des constantes si W = 0) sont dues à la présence de la perturbation W , et
sont notables sur des temps de l’ordre de �/|Wif | [ce point peut d’ailleurs
être directement vérifié sur les formules (8) obtenues plus loin] ; comme, par
hypothèse, |Wif | � �|ωfi|, ce temps est bien supérieur à 1/|ωfi|.

Pour finir, l’approximation séculaire conduit au système d’équations :

d
dt

bi(t) = − 1
2�

ei(ω−ωfi)t Wif bf (t) (4a)

d
dt

bf (t) =
1
2�

e−i(ω−ωfi)t Wfibi(t) (4b)

dont la solution, très voisine de celle du système (3), est plus facile à calculer comme
nous allons le voir dans le paragraphe suivant.

2. Résolution du système d’équations

Plaçons-nous pour commencer dans le cas où ω = ωfi. En dérivant (4a) et en
reportant (4b) dans le résultat, nous obtenons :

d2

dt2 bi(t) = − 1
4�2 |Wfi|2bi(t) (5)

Le système étant à l’instant t = 0 dans l’état |ϕi〉, les conditions initiales sont :

bi(0) = 1 (6a)

bf (0) = 0 (6b)
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ce qui donne d’après (4) :

dbi

dt
(0) = 0 (7a)

dbf

dt
(0) =

Wfi

2�
(7b)

La solution de (5) satisfaisant (6a) et (7a) s’écrit :

bi(t) = cos
( |Wfi|t

2�

)
(8a)

On peut alors calculer bf à partir de (4a) :

bf (t) = eiαfi sin
( |Wfi|t

2�

)
(8b)

où αfi est l’argument de Wfi. La probabilité Pif (t; ω = ωfi) de trouver à l’instant
t le système dans l’état |ϕf 〉 vaut donc dans ce cas :

Pif (t; ω = ωfi) = sin2
( |Wfi|t

2�

)
(9)

Lorsque ω est différent de ωfi (tout en restant proche de la valeur de réso-
nance), le système différentiel (4) est encore exactement soluble ; en fait, il est tout
à fait analogue à celui que nous avons obtenu dans le Complément FIV [cf. équation
(15)] lors de l’étude de la résonance magnétique sur un spin 1/2. Le même type
de calcul que dans ce complément permet d’obtenir l’analogue de la relation (27)
(formule de Rabi), qui s’écrit ici :

Pif (t; ω) =
|Wif |2

|Wif |2 + �2(ω − ωfi)2 sin2

[√
|Wfi|2
�2 + (ω − ωfi)2 t

2

]
(10)

[lorsque ω = ωfi, cette expression se réduit bien à (9)].

3. Discussion physique

La discussion physique du résultat que nous avons obtenu en (10) est la même
que pour la résonance magnétique sur un spin 1/2 (cf. Complément FIV, § 2-c). La
probabilité Pif (t; ω) est une fonction oscillante du temps ; pour certaines valeurs
de t, Pif (t; ω) = 0 et le système est revenu dans l’état initial |ϕi〉.

D’autre part, la formule (10) montre bien l’importance du phénomène de
résonance : lorsque ω = ωfi, si petite que soit la perturbation, elle peut faire passer
complètement le système de l’état |ϕi〉 à l’état |ϕf 〉 1. Par contre, si la perturbation
n’est pas résonnante, la probabilité Pif (t; ω) reste constamment inférieure à 1.

Il est enfin intéressant de comparer le résultat obtenu dans ce complément avec
celui auquel nous a conduits la théorie du premier ordre utilisée au Chapitre XIII.

1. L’importance de la perturbation, caractérisée par |Wfi|, n’intervient à résonance que dans
le temps mis par le système pour passer de |ϕi〉 à |ϕf 〉, temps d’autant plus long que |Wfi| est
plus petit.
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Remarquons tout d’abord que, pour toutes les valeurs de t, la probabilité Pif (t; ω)
obtenue en (10) est comprise entre 0 et 1 : la méthode d’approximation utilisée
ici permet donc d’éviter les difficultés rencontrées au Chapitre XIII (cf. § C-2-c-
β). Lorsqu’on fait tendre t vers zéro dans (9), on retrouve le résultat (C-17) de ce
chapitre : la théorie des perturbations au premier ordre est effectivement valable
lorsque t est suffisamment faible (cf. remarque du § B-3-b) ; en fait, elle revient à
remplacer la sinusoïde qui représente Pif (t; ω) en fonction du temps par la parabole
osculatrice.
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Complément DXIII

Désintégration d’un état discret couplé de manière résonnante à
un continuum d’états finals

1 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1391

2 Description du modèle considéré . . . . . . . . . . . . . 1392

2-a Hypothèses sur l’hamiltonien non perturbé H0 . . . . . 1392

2-b Hypothèses sur le couplage W . . . . . . . . . . . . . . 1393

2-c Résultats de la théorie des perturbations au premier ordre1394

2-d Equation intégrodifférentielle équivalente à l’équation de
Schrödinger . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1395

3 Approximation des temps courts. Lien avec la théorie
des perturbations au premier ordre . . . . . . . . . . . 1396

4 Une autre méthode de résolution approchée de l’équa-
tion de Schrödinger . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1398

5 Discussion physique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1399

5-a Durée de vie de l’état discret . . . . . . . . . . . . . . . 1399

5-b Déplacement de l’état discret dû au couplage avec le
continuum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1400

5-c Distribution en énergie des états finals atteints après la
désintégration de l’état discret . . . . . . . . . . . . . . 1401

1. Position du problème

Dans le § C-3 du Chapitre XIII, nous avons montré que le couplage induit par
une perturbation constante entre un état initial discret d’énergie Ei et un continuum
d’états finals (dont certains ont une énergie égale à Ei) fait passer le système de
l’état initial vers ce continuum d’états finals. De façon plus précise, la probabilité de
trouver à l’instant t le système dans un groupe bien défini d’états du continuum croît
proportionnellement au temps. Par conséquent, la probabilité Pii(t) de trouver le
système à l’instant t dans l’état initial |ϕi〉 doit décroître linéairement au cours
du temps à partir de la valeur Pii(0) = 1. Il est bien évident qu’un tel résultat
n’est valable qu’aux temps courts : l’extrapolation de la décroissance linéaire de
Pii(t) aux temps longs conduirait en effet à des valeurs négatives de Pii(t), ce
qui est absurde pour une probabilité. Le problème se pose donc de déterminer le
comportement du système aux temps longs.

Nous avons rencontré un problème analogue lors de l’étude des transitions
résonnantes induites par une perturbation sinusoïdale entre deux états discrets |ϕi〉
et |ϕf 〉. Le traitement de perturbation au premier ordre prévoit une décroissance
en t2 de Pii(t) à partir de la valeur initiale Pii(0) = 1. La méthode de résolution
exposée dans le Complément CXIII montre que le système oscille en fait entre les
états |ϕi〉 et |ϕf 〉, la décroissance en t2 trouvée au § C du Chapitre XIII ne traduisant
que le “départ” de la sinusoïde correspondante.
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On pourrait s’attendre à un résultat analogue pour le problème qui nous
préoccupe ici (oscillations du système entre l’état discret et le continuum). Nous
allons montrer qu’en fait il n’en est rien : le système physique quitte de façon irré-
versible l’état |ϕi〉 ; on trouve en effet pour Pii(t) une décroissance exponentielle
en e−Γt (dont le traitement de perturbation ne donne que le comportement aux
temps courts en 1 − Γt). Ainsi, le caractère continu de l’ensemble des états finals
fait disparaître la réversibilité trouvée dans le complément précédent CXIII ; il est
responsable d’une désintégration de l’état initial, qui acquiert ainsi une durée de vie
finie (état instable ; cf. Complément KIII).

La situation que nous envisageons dans ce complément se rencontre très fré-
quemment en physique : par exemple, un système, initialement dans un état discret,
peut se scinder sous l’effet d’un couplage interne (décrit par suite par un hamiltonien
W indépendant du temps) en deux fragments distincts dont les énergies (cinétique
dans le cas de particules matérielles, électromagnétique dans le cas de photons)
peuvent être a priori quelconques, ce qui donne un caractère continu à l’ensemble
des états finals. Ainsi, lors de la désintégration α, un noyau initialement dans un
état discret se transforme (par effet tunnel) en un système constitué d’une particule
α et d’un autre noyau ; un atome A à plusieurs électrons se trouvant initialement
dans une configuration (cf. Compléments AXIV et BXIV) où plusieurs électrons sont
excités peut, sous l’effet des interactions électrostatiques entre électrons, donner
naissance à un système formé par un ion A+ et un électron libre (l’énergie de la
configuration initiale doit bien sûr être supérieure à la limite d’ionisation simple de
A) : c’est le phénomène appelé “auto-ionisation”. On peut encore citer l’émission
spontanée d’un photon par un niveau excité atomique (ou nucléaire) : l’interaction
entre l’atome et le champ électromagnétique quantifié couple l’état initial discret
(atome excité en l’absence de tout photon) à un continuum d’états finals (atome
dans un niveau inférieur en présence d’un photon de direction, de polarisation et
d’énergie quelconques). Mentionnons enfin l’effet photoélectrique où une pertur-
bation, cette fois sinusoïdale, couple un état discret d’un atome A à un continuum
d’états finals (ion A+ et photoélectron e−).

Ces quelques exemples d’états instables empruntés à divers domaines de la
physique suffisent à montrer l’importance du problème que nous abordons dans ce
complément.

2. Description du modèle considéré

2-a. Hypothèses sur l’hamiltonien non perturbé H0

Pour simplifier au maximum les calculs qui suivent, nous ferons les hypothèses
suivantes sur le spectre de l’hamiltonien non perturbé H0. Ce spectre comprend :

(i) un état discret |ϕi〉, d’énergie Ei (non dégénérée) :

H0|ϕi〉 = Ei|ϕi〉 (1)

(ii) un ensemble d’états |α〉 formant un continuum :

H0|α〉 = E|α〉 (2)

L’énergie E peut prendre une infinité continue de valeurs qui se répartissent sur une
portion de l’axe réel comprenant Ei. Nous supposerons par exemple que E varie de
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0 à +∞ :

E ≥ 0 (3)

Chaque état |α〉 est caractérisé par son énergie E et un ensemble d’autres
paramètres que nous noterons β (comme dans le § C-3-a-β du Chapitre XIII) ;
|α〉 peut donc être aussi écrit sous la forme |β, E〉. On a [cf. formule (C-28) du
Chap. XIII] :

dα = ρ(β, E) dβ dE (4)

où ρ(β, E) est la densité d’états finals.
Les états propres de H0 satisfont aux relations suivantes (relations d’ortho-

gonalité et de fermeture) :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
〈ϕi|ϕi〉 = 1

〈ϕi|α〉 = 0

〈α|α′〉 = δ(α − α′)

(5a)

(5b)

(5c)

|ϕi〉〈ϕi| +
∫

dα |α〉〈α| = 1 (6)

2-b. Hypothèses sur le couplage W

Nous supposerons que W ne dépend pas explicitement du temps et n’a pas
d’éléments diagonaux :

〈ϕi|W |ϕi〉 = 0

〈α|W |α〉 = 0 (7)

(si ces éléments diagonaux n’étaient pas nuls, on pourrait toujours les ajouter à
ceux de H0, ce qui reviendrait simplement à changer les énergies non perturbées).
De même, nous supposerons que W ne peut coupler deux états du continuum :

〈α|W |α′〉 = 0 (8)

Les seuls éléments de matrice non nuls de W sont donc ceux qui relient l’état discret
|ϕi〉 aux états du continuum ; ce sont ces éléments de matrice, 〈α|W |ϕi〉, qui sont
responsables de la désintégration de l’état |ϕi〉.

Les hypothèses précédentes ne sont pas trop restrictives. En particulier, la condi-
tion (8) est très souvent satisfaite dans les problèmes physiques évoqués à la fin du § 1.
L’intérêt du modèle précédent est de permettre d’atteindre la physique du phénomène de
désintégration, sans trop compliquer les calculs. Les conclusions physiques essentielles ne
seraient pas modifiées si l’on prenait un modèle plus élaboré.

Avant d’aborder la nouvelle méthode de résolution de l’équation de Schrö-
dinger que nous exposons dans ce complément, indiquons les résultats au premier
ordre de la théorie des perturbations du Chapitre XIII lorsqu’on l’applique au mo-
dèle précédent.
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2-c. Résultats de la théorie des perturbations au premier ordre

L’étude du § C-3 du Chapitre XIII permet de calculer [à partir notamment de
la formule (C-36)] la probabilité de trouver à l’instant t le système physique étudié
(initialement dans l’état |ϕi〉) dans un état final d’énergie quelconque appartenant
à un groupe d’états finals caractérisé par l’intervalle δβf autour de la valeur βf .

Nous nous intéresserons ici à la probabilité de trouver le système dans un état
final |α〉 quelconque : on ne précise ni E ni β. Il faut donc intégrer par rapport à β
l’expression (C-36) du Chapitre XIII, qui donne la densité de probabilité [l’intégra-
tion sur l’énergie est déjà faite dans (C-36)] ; on introduit ainsi la constante :

Γ =
2π

�

∫
dβ |〈β, E = Ei|W |ϕi〉|2 ρ(β, E = Ei) (9)

La probabilité cherchée est alors égale à Γt ; elle représente d’ailleurs, dans le cadre
des hypothèses du § a, la probabilité pour que le système ait quitté à l’instant t
l’état |ϕi〉. Si l’on appelle Pii(t) la probabilité pour que le système soit encore à
l’instant t dans cet état, il vient :

Pii(t) = 1 − Γt (10)

Pour la discussion des paragraphes qui suivent, il importe de bien rappeler
les conditions de validité de (10) :

(i) La formule (10) résulte d’une théorie des perturbations au premier ordre
qui n’est valable que si Pii(t) est très peu différent de sa valeur initiale
Pii(0) = 1. On doit donc avoir :

t � 1
Γ

(11)

(ii) D’autre part, (10) n’est valable que pour des temps t suffisamment longs.

Pour préciser cette dernière condition, et voir en particulier si elle n’est pas
incompatible avec (11), repartons de l’expression (C-31) du Chapitre XIII (β et
E n’étant plus assujettis à varier seulement dans les intervalles δβf et δEf ). A la
différence de ce qui est fait dans le Chapitre XIII, intégrons la densité de probabilité
qui figure dans (C-31), d’abord sur β, puis sur E ; il apparaît ainsi l’intégrale :

1
�2

∫ ∞

0
dE F

(
t,

E − Ei

�

)
K(E) (12)

où K(E), qui résulte de la première intégration sur β, est donné par :

K(E) =
∫

dβ |〈β, E|W |ϕi〉|2 ρ(β, E) (13)

Dans (12), F
(
t, E−Ei

�

)
est la fonction de diffraction définie par la formule (C-7) du

Chapitre XIII, centrée en E = Ei et de largeur 4π�/t.
Soit �Δ la “largeur” de K(E) : �Δ représente l’ordre de grandeur des varia-

tions que doit subir E pour que K(E) change de façon appréciable (cf. Fig. 1). Dès
que t est suffisamment grand pour que :

t � 1
Δ

(14)
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Figure 1 – Variations avec E des fonctions K(E) et F (t, E−Ei

�
) ; les “largeurs”

respectives des deux courbes sont de l’ordre de �Δ et 4π�/t. Pour t suffisamment
grand, F

(
t, E−Ei

�

)
se comporte comme une “fonction delta” vis-à-vis de K(E).

La fonction F
(
t, E−Ei

�

)
se comporte comme une “fonction delta” vis-à-vis de K(E).

En utilisant l’égalité (C-32) du Chapitre XIII, on peut alors écrire (12) sous la forme :

2π

�
t

∫
dE δ(E − Ei) K(E) =

2πt

�
K(E = Ei) = Γt (15)

En effet, en comparant (9) et (13), on vérifie aisément que :

2π

�
K(E = Ei) = Γ (16)

Nous retrouvons ainsi que la décroissance linéaire figurant dans (10) n’est
valable que si t est suffisamment grand pour satisfaire (14).

Les conditions (11) et (14) ne sont évidemment compatibles que si :

Δ � Γ (17)

Nous avons ainsi donné une forme quantitative à la condition énoncée dans une note
précédente (page 1330). Nous supposerons que l’inégalité (17) est vérifiée dans la
suite de ce complément.

2-d. Equation intégrodifférentielle équivalente à l’équation de Schrödinger

Il est facile d’adapter les formules (B-11) du Chapitre XIII au cas que nous
étudions ici.

L’état du système à l’instant t peut se développer sur la base {|ϕi〉, |α〉} :

|ψ(t)〉 = bi(t) e−iEit/�|ϕi〉 +
∫

dα b(α, t) e−iEt/�|α〉 (18)
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Lorsqu’on porte le vecteur d’état (18) dans l’équation de Schrödinger et qu’on tient
compte des hypothèses énoncées aux §§ 2-a et 2-b, on obtient, après un calcul en
tous points analogue à celui du § B-1 du Chapitre XIII, les équations d’évolution
suivantes :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
i�

d
dt

bi(t) =
∫

dα ei(Ei−E)t/� 〈ϕi|W |α〉 b(α, t)

i�
d
dt

b(α, t) = ei(E−Ei)t/� 〈α|W |ϕi〉 bi(t)

(19)

(20)

Le problème consiste à prévoir à partir de ces équations rigoureuses le comportement
du système aux temps longs, compte tenu des conditions initiales :{

bi(0) = 1

b(α, 0) = 0

(21a)

(21b)

Les hypothèses simplificatrices que nous avons faites sur W entrainent que
d
dt

bi(t) ne dépend que de b(α, t),
d
dt

b(α, t) que de bi(t). On peut par suite in-

tégrer l’équation (20) compte tenu de la condition initiale (21b) ; en reportant la
valeur ainsi obtenue pour b(α, t) dans (19), on obtient l’équation suivante qui décrit
l’évolution de bi(t) :

d
dt

bi(t) = − 1
�2

∫
dα

∫ t

0
dt′ ei(Ei−E)(t−t′)/� |〈α|W |ϕi〉|2 bi(t′) (22)

En utilisant (4), et en effectuant l’intégration sur β, on obtient, compte tenu de (13) :

d
dt

bi(t) = − 1
�2

∫ ∞

0
dE

∫ t

0
dt′ K(E) ei(Ei−E)(t−t′)/� bi(t′) (23)

Ainsi, il a été possible d’obtenir une équation où n’intervient que bi. Il faut
noter cependant que cette équation n’est plus une équation différentielle, mais une

équation intégrodifférentielle :
d
dt

bi(t) dépend de toute “l’histoire du système” entre

les instants 0 et t.
L’équation (23) est rigoureusement équivalente à l’équation de Schrödinger.

On ne sait pas la résoudre exactement. Nous allons, dans les paragraphes qui suivent,
décrire deux méthodes de résolution approchée de cette équation : l’une (§ 3) est
équivalente à la théorie du premier ordre du Chapitre XIII ; l’autre (§ 4) permet
d’étudier de manière plus satisfaisante le comportement du système aux temps longs.

3. Approximation des temps courts. Lien avec la théorie des perturbations
au premier ordre

Si t n’est pas trop grand, c’est-à-dire si bi(t) n’est pas trop différent de sa
valeur initiale bi(0) = 1, au second membre de (23) on peut remplacer bi(t′) par
bi(0) = 1. Ce second membre se réduit alors à une double intégrale sur E et t′ :

− 1
�2

∫ ∞

0
dE

∫ t

0
dt′ K(E) ei(Ei−E)(t−t′)/� (24)
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dont le calcul ne présente pas de difficulté. Nous allons expliciter ce calcul, car il
permet d’introduire deux constantes [dont l’une n’est autre que Γ définie en (9)] qui
jouent un rôle important dans la méthode plus élaborée décrite au § 4.

Commençons, dans (24), par effectuer l’intégrale sur t′. D’après la relation (47)
de l’Appendice II, la limite de cette intégrale lorsque t → ∞ est la transformée de
Fourier de la fonction saut de Heaviside ; de façon plus précise :

Lim
t → ∞

∫ t

0
ei(Ei−E)τ/� dτ = �

[
πδ(Ei − E) + iP

(
1

Ei − E

)]
(25)

(on a posé t − t′ = τ).
En fait, il n’est pas nécessaire de faire tendre t vers l’infini pour pouvoir utiliser

(25) dans le calcul de (24). Il suffit que �/t soit très petit devant la “largeur” �Δ de
K(E), c’est-à-dire que t soit très supérieur à 1/Δ. On retrouve ainsi la condition de
validité (14). Si cette condition est remplie, on peut alors, grâce à (25), écrire (24)
sous la forme :

−π

�
K(E = Ei) − i

�
P
∫ ∞

0

K(E)
Ei − E

dE (26)

Le premier terme de (26) n’est autre d’après (16) que −Γ/2. Nous poserons :

δE = P
∫ ∞

0

K(E)
Ei − E

dE (27)

La double intégrale (24) est finalement égale à :

−Γ
2

− i
δE

�
(28)

Lorsqu’on remplace bi(t′) par bi(0) = 1 dans (23), cette équation devient donc
[dès que (14) est satisfaite] :

d
dt

bi(t) = −Γ
2

− i
δE

�
(29)

La solution de (29), compte tenu de la condition initiale (21a), est très simple :

bi(t) = 1 −
(

Γ
2

+ i
δE

�

)
t (30)

Ce résultat n’est évidemment valable que si |bi(t)| est très peu différent de 1, c’est-
à-dire si :

t � 1
Γ

, t � �

δE
(31)

On retrouve ainsi l’autre condition de validité (11) du traitement de perturbation
au premier ordre.

A partir de (30), on calcule aisément la probabilité Pii(t) = |bi(t)|2 pour que
le système soit encore dans l’état |ϕi〉 à l’instant t. Si l’on néglige les termes en Γ2

et δE2, il vient :

Pii(t) = 1 − Γt (32)
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Tous les résultats obtenus au Chapitre XIII peuvent donc se déduire de l’équation
(23) lorsqu’on remplace bi(t′) par bi(0). Cette équation nous a en outre permis
d’introduire le paramètre δE dont la signification physique sera discutée plus loin
[notons que δE n’apparaît pas dans le traitement du Chapitre XIII car on ne s’in-
téressait alors qu’au calcul de la probabilité |bi(t)|2, et non à celui de l’amplitude
de probabilité bi(t)].

4. Une autre méthode de résolution approchée de l’équation de Schrödinger

Une meilleure approximation consiste à remplacer dans (23) bi(t′) par bi(t)
[plutôt que par bi(0)]. Pour le voir, commençons par effectuer l’intégrale sur E qui
figure au second membre de l’équation rigoureuse (23). On obtient ainsi une fonction
de Ei et de t − t′ :

g(Ei, t − t′) = − 1
�2

∫ ∞

0
dE K(E) ei(Ei−E)(t−t′)/� (33)

dont il est facile de voir qu’elle n’est différente de zéro que si t − t′ est très petit. En
effet, on prend dans (33) l’intégrale sur E du produit de K(E), qui varie lentement
avec E (cf. Fig. 1), par une exponentielle dont la période par rapport à la variable
E est 2π�/(t − t′). Si l’on prend des valeurs de t et t′ telles que cette période
soit très petite devant la largeur �Δ de K(E), le produit de ces deux fonctions
effectue de nombreuses oscillations lorsqu’on fait varier E, et son intégrale sur E
est négligeable. Par suite, le module de g(Ei, t − t′) est maximal pour t − t′ � 0,
et devient négligeable dès que t − t′ � 1/Δ. Cette propriété entraîne que, quel
que soit t, les seules valeurs de bi(t′) qui interviennent de façon importante dans
le second membre de (23) sont celles qui correspondent à t′ très voisin de t (plus
précisément : t− t′ <

∼
1/Δ) ; en effet, une fois l’intégration sur E effectuée, ce second

membre s’écrit :∫ t

0
g(Ei, t − t′) bi(t′) dt′ (34)

et l’on voit que la présence de g(Ei, t − t′) annule pratiquement la contribution de
bi(t′) dès que t − t′ � 1/Δ.

Ainsi, la dérivée
d
dt

bi(t) n’a qu’une mémoire très courte des valeurs antérieures

de bi(t) entre 0 et t ; elle ne dépend en réalité que des valeurs de bi aux instants
immédiatement antérieurs à t, et ceci quel que soit t. Cette propriété permet de
transformer l’équation intégrodifférentielle (23) en une équation différentielle. En
effet, si bi(t) varie peu sur un intervalle de temps de l’ordre de 1/Δ, on commet une
faible erreur en remplaçant dans (34) bi(t′) par bi(t), ce qui donne pour (34) :

bi(t)
∫ t

0
g(Ei, t − t′)dt′ = −

(
Γ
2

+ i
δE

�

)
bi(t) (35)

[pour écrire le second membre de (35), on a utilisé le fait que l’intégrale sur t′ de
g(Ei, t − t′) n’est autre, d’après (33), que la double intégrale (24) évaluée au § 3
précédent].
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Or, d’après les résultats du § 3 (nous le vérifierons également plus loin),
l’échelle de temps caractéristique de l’évolution de bi(t) est de l’ordre de 1/Γ ou
�/δE. Les conditions de validité de (35) sont donc :

Γ � Δ ,
δE

�
� Δ (36)

que nous avons déjà supposé remplie [cf. (17)].
L’équation (23) peut donc s’écrire à une bonne approximation, et ceci quel

que soit t :

d
dt

bi(t) = −
(

Γ
2

+ i
δE

�

)
bi(t) (37)

dont la solution, compte tenu de (21a), est évidente :

bi(t) = e−Γt/2e−iδEt/h (38)

On vérifie aisément que le développement limité de (38) redonne (30) au premier
ordre en Γ et δE.

Remarque:

Aucune limite supérieure n’est ainsi imposée à la valeur du temps t. Par
contre, l’intégrale

∫ t

0 g(Ei, t − t′)dt′ qui figure dans (35) ne prend la valeur
−(Γ/2 + iδE/�) que si t � 1/Δ, comme nous l’avons vu au § 3 précédent.
Aux temps très courts, la théorie présentée ici souffre des mêmes limitations
que la théorie des perturbations ; par contre, elle a le grand avantage d’être
valable aux temps longs.

Si l’on reporte maintenant, dans l’équation (20), l’expression (38) de bi(t), on
obtient une équation très simple permettant de déterminer l’amplitude de probabi-
lité b(α, t) associé à l’état |α〉 :

b(α, t) =
1
i�

〈α|W |ϕi〉
∫ t

0
e−Γt′/2 ei(E−Ei−δE)t′/�dt′ (39)

c’est-à-dire encore :

b(α, t) =
〈α|W |ϕi〉

�

1 − e−Γt/2 ei(E−Ei−δE)t/�

1
�
(E − Ei − δE) + i Γ

2

(40)

Les équations (38) et (40) décrivent respectivement comment l’état initial se
désintègre et comment les états finals |α〉 “se remplissent”. Etudions maintenant
plus en détail le contenu physique de ces deux équations.

5. Discussion physique

5-a. Durée de vie de l’état discret

D’après (38), on a :

Pii(t) = |bi(t)|2 = e−Γt (41)
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Figure 2 – Variations avec le temps de la probabilité de trouver à l’instant t le
système dans l’état discret |ϕi〉. On obtient une décroissance exponentielle en e−t/τ

dont la règle d’or de Fermi donne la tangente à l’origine (cette tangente est tracée
en traits tiretés).

Pii(t) décroît donc de façon irréversible à partir de Pii(0) = 1, et tend vers zéro
quand t → ∞ (Fig. 2). On dit que l’état discret initial a une durée de vie finie τ ; τ
est la constante de temps de l’exponentielle de la Figure 2 :

τ =
1
Γ

(42)

Ce comportement irréversible contraste fortement avec les oscillations (formule de
Rabi) du système entre deux états discrets lorsqu’il est soumis à une perturbation
résonnante couplant ces deux états.

5-b. Déplacement de l’état discret dû au couplage avec le continuum

Si l’on passe de bi(t) à ci(t) [cf. formule (B-8) du Chapitre XIII], on obtient
à partir de (38) :

ci(t) = e−Γt/2 e−i(Ei+δE)t/� (43)

Rappelons qu’en l’absence du couplage W , on aurait eu :

ci(t) = e−iEit/� (44)

En plus de la décroissance exponentielle en e−Γt/2, le couplage avec le continuum
est donc responsable d’un déplacement de l’énergie de l’état discret, qui passe de
Ei à Ei + δE. Ainsi se trouve interprétée la grandeur δE introduite au § 3.
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Analysons de plus près l’expression (27) de δE. Portons la définition (13) de
K(E) dans (27). Il vient :

δE = P
∫ ∞

0

dE

Ei − E

∫
dβ ρ(β, E) |〈β, E|W |ϕi〉|2 (45)

soit encore, si l’on utilise (4) et que l’on remplace 〈β, E| par 〈α| :

δE = P
∫

dα
|〈α|W |ϕi〉|2

Ei − E
(46)

La contribution à cette intégrale d’un état particulier |α〉 du continuum, pour
lequel E �= Ei, est :

|〈α|W |ϕi〉|2
Ei − E

(47)

On reconnaît en (47) une expression familière en théorie des perturbations station-
naires [cf. formule (B-14) du Chapitre XI] : la relation (47) donne le déplacement
énergétique de l’état |ϕi〉, au second ordre en W , dû au couplage avec l’état |α〉.
L’écart δE n’est autre que la somme de ces déplacements liés aux divers états |α〉
du continuum. On pourrait penser qu’une difficulté apparaît lorsqu’on envisage les
états |α〉 pour lesquels E = Ei. En fait, la présence dans (46) de la partie principale
P implique que la contribution des états |α〉 situés immédiatement au-dessus de
|ϕi〉 compense celle des états situés immédiatement au-dessous.

En résumé :

(i) Le couplage de |ϕi〉 avec les états |α〉 de même énergie est responsable de la
durée de vie finie de |ϕi〉 [c’est en effet dans l’expression de Γ qu’intervient
la fonction δ(Ei − E) de la formule (25)].

(ii) Le couplage de |ϕi〉 avec les états |α〉 d’énergie différente est responsable
d’un déplacement énergétique de l’état |ϕi〉. Ce déplacement peut se cal-
culer à partir de la théorie des perturbations stationnaires (ce qui n’était
pas évident a priori).

Remarque:

Dans le cas particulier de l’émission spontanée d’un photon par un atome, δE
représente le déplacement du niveau atomique étudié dû au couplage avec le conti-
nuum d’états finals (atome dans un autre état discret en présence d’un photon).
La différence entre les déplacements δE relatifs aux états 2s1/2 et 2p1/2 de l’atome
d’hydrogène n’est autre que le “déplacement de Lamb” [cf. Complément KV, § 3-d-δ
et Chapitre XII, § C-3-b remarque (iv)].

5-c. Distribution en énergie des états finals atteints après la désintégration de
l’état discret

Une fois que l’état discret s’est désintégré, c’est-à-dire lorsque t � 1/Γ, l’état
final du système appartient au continuum d’états |α〉 ; il est intéressant d’étudier la
distribution en énergie des états finals possibles. Par exemple, dans le cas particulier
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de l’émission spontanée d’un photon par un atome, cette distribution en énergie est
celle du photon émis lors de la retombée de l’atome du niveau excité vers un niveau
inférieur (largeur naturelle des raies spectrales).

Lorsque t � 1/Γ, l’exponentielle qui figure au numérateur de (40) est prati-
quement nulle. On a alors :

|b(α, t)|2 ∼
t�1/Γ

|〈α|W |ϕi〉|2 1
(E − Ei − δE)2 + �2Γ2/4

(48)

|b(α, t)|2 représente en fait une densité de probabilité. La probabilité de trouver le
système, après la désintégration, dans un groupe d’états finals caractérisé par les
intervalles dβf et dEf autour de βf et Ef se calcule immédiatement à partir de
(48) :

dP(βf , Ef , t) = |〈βf , Ef |W |ϕi〉|2ρ(βf , Ef )
1

(Ef − Ei − δE)2 + �2Γ2/4
dβf dEf

(49)

Examinons la dépendance en Ef de la densité de probabilité :

dP(βf , Ef , t)
dβf dEf

Comme |〈βf , Ef |W |ϕi〉|2ρ(βf , Ef ) reste pratiquement constant lorsque Ef varie

Figure 3 – Allure de la distribution en énergie des états finals atteints par le
système après la désintégration de l’état discret. On obtient une distribution lorent-
zienne centrée en Ei + δE (énergie de l’état discret corrigée du déplacement δE dû
au couplage avec le continuum) d’autant plus large que la durée de vie τ de l’état
discret est plus courte (relation d’incertitude temps-énergie).

sur un intervalle de l’ordre de �Γ, les variations avec Ef de la densité de probabilité
sont essentiellement déterminées par la fonction :

1
(Ef − Ei − δE)2 + �2Γ2/4

(50)
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et ont par suite l’allure représentée sur la Figure 3. La distribution en énergie des
états finals atteint un maximum lorsque Ef = Ei +δE, c’est-à-dire lorsque l’énergie
de l’état final est égale à celle de l’état initial |ϕi〉, corrigée du déplacement δE.
La forme de la distribution est celle d’une courbe de Lorentz de largeur �Γ ; �Γ
est appelée “largeur naturelle” du niveau |ϕi〉. Il apparaît donc une dispersion en
énergie des états finals atteints, d’autant plus grande que �Γ est plus grande, c’est-
à-dire que la durée de vie τ = 1/Γ du niveau discret est plus courte ; de façon plus
précise :

ΔEf = �Γ =
�

τ
(51)

Notons ici encore l’analogie entre (51) et la relation d’incertitude temps- éner-
gie : en présence du couplage W , l’état |ϕi〉 ne peut être observé que pendant un
temps fini, de l’ordre de sa durée de vie τ ; lorsqu’on cherche à déterminer son éner-
gie en mesurant celle de l’état final du système, l’incertitude ΔE sur le résultat ne
peut pas être très inférieure à �/τ.

Références :

Article original : Weisskopf et Wigner (2.33).
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• PERTURBATION ALÉATOIRE DÉPENDANT DU TEMPS, RELAXATION

Complément EXIII

Perturbation aléatoire dépendant du temps, relaxation

1 Evolution de l’opérateur densité . . . . . . . . . . . . . 1406
1-a Hamiltonien de couplage, temps de corrélation . . . . . 1407
1-b Evolution d’un système unique . . . . . . . . . . . . . . 1408
1-c Evolution de l’ensemble des systèmes . . . . . . . . . . . 1411
1-d Equations générales de la relaxation . . . . . . . . . . . 1412

2 Relaxation d’un ensemble de spins 1/2 . . . . . . . . . . 1414
2-a Caractérisation des opérateurs, isotropie de la perturba-

tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1414
2-b Relaxation longitudinale . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1416
2-c Relaxation transversale . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1420

3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1424

Nous reprenons dans ce complément le problème étudié au § D du Cha-
pitre XIII, mais de façon plus précise et plus générale. Nous étudions un ensemble
de systèmes quantiques individuels qui sont soumis à une perturbation externe
aléatoire (et non pas un système unique). Cette situation se produit souvent dans
les expériences de résonance magnétique où l’on mesure l’aimantation totale d’un
ensemble de spins portant chacun un petit moment magnétique, par exemple les
spins nucléaires des atomes constituant un gaz. Lors du mouvement des atomes,
ils peuvent subir des collisions avec des impuretés, soit dans le volume du gaz, soit
sur les parois du récipient qui les contient. Comme nous l’avons mentionné dans le
Chapitre XIII, si ces impuretés portent un moment magnétique, elles peuvent modi-
fier pendant la collision la direction du spin nucléaire avec lequel elles interagissent.
La perturbation correspondante dure un temps très court (le temps de collision),
et possède un caractère aléatoire puisque le moment magnétique de l’impureté a
une direction quelconque. A chaque instant, l’ensemble des spins des atomes est
donc soumis à une somme de perturbations aléatoires qui changent rapidement de
valeur (et de signe), ce qui revient à dire qu’elles possèdent un temps de corré-
lation très court. Un autre exemple classique de perturbation aléatoire est donné
par une expérience où un ensemble d’atomes est illuminé par le champ électroma-
gnétique issu d’une source lumineuse. Plusieurs raisons font que l’interaction des
atomes avec ce champ électromagnétique est souvent aléatoire. La première raison
est que beaucoup de sources lumineuses produisent des champs contenant de ra-
pides fluctuations de fréquence et de phase, ce qui veut dire que le champ lui-même
doit être caractérisé de façon stochastique avec un temps de cohérence court. De
plus, même si la source lumineuse est un laser presque parfaitement monochroma-
tique, le mouvement désordonné des atomes et l’effet Doppler qui s’ensuit font que,
dans leur référentiel propre, ils sont couplés à un champ de fréquence aléatoire. Si
l’on désire étudier la propagation d’un faisceau lumineux dans le gaz, on est donc
également confronté à l’étude d’un très grand nombre d’atomes individuels qui sont
soumis, chacun, à une perturbation différente et aléatoire. Il existe un grand nombre
d’autres exemples de situation semblables où interviennent des perturbations très
rapidement fluctuantes.
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Le but de ce complément est donc de montrer comment l’effet d’une telle
perturbation sur un ensemble de systèmes individuels peut être traité en mécanique
quantique. Nous verrons, dans un cadre plus général que celui du § D du Cha-
pitre XIII, que l’effet du couplage avec la perturbation aléatoire est de produire
dans le système total un phénomène appellé “relaxation”, très différent de l’évolu-
tion en l’absence de cet élément aléatoire. En effet, nous avons vu que le couplage
avec une perturbation constante ou parfaitement sinusoïdale produit des oscillations
dans le système physique, qui correspondent aux fréquences de Bohr en présence
d’interaction. Nous montrerons dans ce complément que, à l’opposé, une relaxation
introduit des évolutions exponentielles avec des exposants réels, donc des évolutions
irréversibles. Il peut par exemple s’agir d’un processus de relaxation du système vers
l’équilibre thermique, très différent d’une oscillation.

Au § 1, nous étudierons l’évolution de l’opérateur densité caractérisant l’en-
semble des systèmes, et arriverons à une équation générale de relaxation qui s’ap-
plique dans tous les cas où les temps de corrélation sont très courts. Au § 2 nous
appliquerons cette équation générale à un cas particulier important, celui d’un en-
semble de spins 1/2 couplés à des perturbations qui sont statistiquement isotropes ;
ceci nous permettra de dégager les notions importante de “relaxation longitudinale”
et de “relaxation transversale”, qui jouent un rôle central dans bien des expériences
de résonance magnétique.

1. Evolution de l’opérateur densité

Nous considérons donc un ensemble de N systèmes quantiques individuels
repérés par un indice q = 1, 2, ...,N . Chacun d’entre eux est décrit par un opérateur
densité (Compléments EIII et EIV) que nous notons ρq (t). L’opérateur densité ρN (t)
qui permet de décrire statistiquement l’ensemble des N systèmes est :

ρN (t) =
1
N

N∑
q=1

ρq (t) (1)

Chacun des systèmes individuels évolue sous l’effet d’un opérateur Hq (t) qui est la
somme de deux hamiltoniens :

Hq (t) = H0 + Wq (t) (2)

Le premier, H0, est l’hamiltonien commun à tous les systèmes individuels, corres-
pondant par exemple au couplage de leurs spins avec un champ magnétique exté-
rieur statique ; nous supposons cet hamiltonien indépendant du temps. Le second,
Wq (t), est l’hamiltonien de couplage avec la perturbation aléatoire ; il dépend, non
seulement du temps, mais également de l’indice q du système individuel.

Nous notons |ϕi〉 les vecteurs propres de H0 :

H0 |ϕn〉 = en |ϕn〉 (3)

d’énergies :

en = �ωn (4)

Les éléments de matrice du couplage dans cette base sont :

W
(q)
nk (t) = 〈ϕn| Wq (t) |ϕk〉 (5)
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1-a. Hamiltonien de couplage, temps de corrélation

Considérons l’ensemble des N fonctions W
(q)
nk (t) pour n et k donnés ; lorsque

q varie, on obtient N réalisations différentes d’un même élément de matrice. Par
tirage au sort 1 sur la valeur de q, on introduit donc une fonction aléatoire du temps
Wnk (t). Lorsque n et k varient, si P est la dimension de l’espace des états, ce sont P 2

fonctions aléatoires qui sont ainsi définies. Ces P 2 fonctions aléatoires peuvent être
considérées comme les éléments de matrice d’un opérateur W (t) qui est également
une fonction aléatoire du temps ; en d’autres termes, W (t) est l’opérateur obtenu
par tirage au sort sur q des N opérateurs Wq (t). Les propriétés statistiques de
corrélation de cet opérateur aléatoire (ou de ses éléments de matrice) jouent un rôle
essentiel dans ce qui suit.

L’ensemble des N systèmes peut être considéré comme un ensemble de réali-
sations du même système individuel, constituant ce que l’on appelle en mécanique
statistique un “ensemble de Gibbs” ; il est alors équivalent de prendre une moyenne
à un instant donné sur cet ensemble, ou une moyenne sur un seul système prise à un
grand nombre d’instants très différents (hypothèse ergodique). Nous noterons cette
moyenne par une barre superposée à la lettre W .

En premier lieu, nous supposons que la valeur moyenne de la perturbation
est nulle :

W (t) = 0 soit : W nk (t) = W kn = 0 pour tout k, n (6)

Cette hypothèse n’est pas restrictive car, si la valeur moyenne de W (t) était un
opérateur constant h quelconque, il suffirait de redéfinir H0 en lui ajoutant h pour
ramener la valeur moyenne de la perturbation à zéro. Comme Wkn (t) et Wnk (t)
sont complexes conjugués, leur produit est toujours un nombre positif, dont la valeur
moyenne n’est a priori pas nulle. L’amplitude de la perturbation est alors définie
par la valeur moyenne des produits :

Wkn (t) Wnk (t) = C0
nk (7)

Comme nous supposons la fonction aléatoire stationnaire, cet écart quadratique
est indépendant du temps. De façon plus générale, on peut définir une série de
coefficients de corrélation croisés indépendants du temps :

Wlp (t) Wnk (t) = C0
nk,lp (8)

Une fonction aléatoire du temps ne se caractérise pas uniquement par une
valeur moyenne à un instant donné. Comme dans le § D du Chapitre XIII, nous
introduisons les fonctions de corrélation à deux temps t et t + τ :

Wkn (t + τ) Wnk (t) = Cnk (τ) (9)

Comme par hypothèse les fonctions aléatoires sont stationnaires, la fonction Cnk

dépend uniquement de la différence τ des temps, et pas du temps t lui-même, de
sorte que :

Wkn (τ) Wnk (0) = Cnk (τ) (10)

1. Nous supposons que le nombre N est très grand. Par exemple, un millimètre cube de gaz
à température et pression standards contient environ 1016 atomes.
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Par définition, la fonction Cnk(τ) part d’une valeur positive pour τ = 0. Au
fur et à mesure que le délai τ croît, la corrélation entre Wkn (τ) et Wnk (0) tend
à s’estomper, ce qui veut dire que la fonction Cnk (τ) tend vers zéro. Le temps
caractéristique de cette décroissance est appelé “temps de corrélation” et noté τc ;
ainsi :

Wkn (t + τ) Wnk (t) → 0 si τ � τc (11)

Si par exemple la perturbation est induite par la collision entre un atome et une
impureté, il est clair qu’elle perd toute mémoire de sa valeur entre une collision et la
suivante, ou même au delà du temps que dure la collision. Comme il arrive souvent
que les temps de collision soient très courts, nombreuses sont les situations où τc

est très petit. Cette analyse se généralise aux coefficients de corrélation croisés du
type de celui écrit en (8).

On utilise souvent un modèle où Cnk (τ) est une exponentielle décroissante
du retard τ :

Wkn (t + τ) Wnk (t) = C0
nk e−τ/τc (12)

Pour simplifier la notation, nous avons pris en compte un seul temps de corréla-
tion τc, indépendant de k et n ; on pourrait aisément généraliser par l’introduction
de plusieurs temps de corrélation. De même, on pourrait écrire des relations sem-
blables aux précédentes pour les valeurs moyennes croisées entre deux éléments de
matrice comme en (8). Ceci introduirait toute une série de temps de corrélation
dépendant de nombreux indices. Dans l’exemple ci-dessus d’une collision, tous ces
temps sont cependant de l’ordre de grandeur d’un même temps, celui très court que
dure une collision ; une approximation raisonnable est de supposer qu’ils sont tous
comparables, et de noter τc le plus long d’entre eux.

1-b. Evolution d’un système unique

Nous étudions maintenant l’évolution d’un système quantique unique (la va-
leur de q est donnée). Dans ce but, nous allons utiliser le point de vue d’interaction
(exercice 15 du Complément LIII), que nous commençons par rappeler ici.

α. Point de vue d’interaction

L’évolution de chaque opérateur densité ρq (t) obéit à l’équation habituelle
de von Neumann, avec un commutateur au second membre :

i�
d
dt

ρq (t) = [H0 + Wq (t) , ρq (t)] (13)

Dans ce second membre, le terme qui contient H0 peut conduire à une évolution
rapide. Nous supposons que le terme en Wq (t) est plus petit que le précédent, de
sorte qu’il ne peut conduire qu’à une évolution plus lente ; nous allons donc le traiter
par une approximation.

(i) Dans un premier temps, supposons que l’hamiltonien de couplage Wq (t)
soit nul. L’évolution de ρq (t) n’est alors due qu’à H0 ; il est commode de l’exprimer
en fonction de l’opérateur d’évolution U0 (t, ti) entre les instants ti et t (Complé-
ment FIII) associé à l’hamiltonien non perturbé H0 :

U0 (t, ti) = e−iH0(t−ti)/� (14)
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Cet opérateur est unitaire :

U †
0 (t, ti) U0 (t, ti) = 1 pour tout ti et tout t (15)

Lorsque Wq (t) est nul, on a simplement :

ρq (t) = U0 (t, ti) ρq (ti) U †
0 (t, ti) (16)

En effet, si l’on dérive cette relation par rapport au temps t, la dérivation de
U0 (t, ti) introduit un terme −iH0ρq (t) /� ; celle de U †

0 (t, ti) introduit un terme
+iρq (t) H0/�. L’ensemble des deux termes reconstruit bien le terme en H0 du com-
mutateur du second membre de (13), de sorte que cette l’équation est bien vérifiée.
Quant à la condition initiale pour t = ti, elle l’est également puisque l’opérateur
unitaire U0 (t, ti) est alors l’opérateur unité.

Nous pouvons également utiliser U0 (t, ti) pour effectuer une transformation
unitaire inverse sur ρq (t) et définir l’opérateur densité modifié ρ̃q (t) par :

ρ̃q (t) = U †
0 (t, ti) ρq (t) U0 (t, ti) (17)

Dans cette définition, reportons la relation (16) ; il apparaît deux fois la relation
(15), à gauche et à droite de ρq (ti), de sorte que tous les opérateurs d’évolution
disparaissent. Nous obtenons donc :

ρ̃q (t) = ρq (ti) (18)

qui montre que ρ̃q (t) ne dépend pas du temps t tant que le couplage Wq (t) reste
nul.

(ii) Lorsque Wq (t) n’est plus nul, il est toujours utile d’appliquer la transfor-
mation unitaire (17) à l’opérateur densité. On désigne généralement cette opération
comme le “passage dans le point de vue d’interaction”. Dans ce point de vue, l’évo-
lution de l’opérateur densité ρ̃q (t) est due uniquement à la présence de l’interaction
Wq (t). Compte tenu des hypothèses que nous avons faites, cette évolution est donc
bien plus lente que celle de ρq (t), qui évolue aussi sous l’influence de H0. Cette
propriété facilite considérablement l’utilisation d’approximations ; c’est donc ainsi
que nous allons procéder.

Prenons alors la dérivée temporelle de (17), en commençant par dériver les
deux opérateurs unitaires à gauche et à droite de ρq (t), puis cet opérateur lui-même.
Nous obtenons :

i�
d
dt

ρ̃q (t) = −H0ρ̃q (t) + ρ̃q (t) H0 + U †
0 (t, ti) i�

d
dt

ρq (t) U0 (t, ti)

= − [H0, ρ̃q (t)] + U †
0 (t, ti) [H0 + Wq (t) , ρq (t)] U0 (t, ti) (19)

Mais, quel que soit l’opérateur A, l’unitarité de U0 permet de transformer un com-
mutateur selon :

U †
0 (t, ti) [A, ρq (t)] U0 (t, ti) =

[
U †

0 (t, ti) A U0 (t, ti) , U †
0 (t, ti) ρq (t) U0 (t, ti)

]
(20)
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(pour le vérifier, il suffit de développer les deux commutateurs et d’utiliser la relation
U0U †

0 = 1) ; le second membre contient alors ρ̃q (t). Lorsque A = H0+Wq (t), comme
H0 commute avec U0, il vient :

U †
0 (t, ti) [H0 + Wq (t) , ρq (t)] U0 (t, ti)

= [H0, ρ̃q (t)] +
[
U †

0 (t, ti) Wq (t) U0 (t, ti) , ρ̃q (t)
]

(21)

où nous voyons apparaître le transformé unitaire W̃q (t) de Wq (t), obtenu par la
même transformation unitaire que ρ̃q (t) à partir de ρq (t) :

W̃q (t) = U †
0 (t, ti) Wq (t) U0 (t, ti) (22)

Lorsque nous reportons cette expression dans le membre de droite de (19), les com-
mutateurs contenant H0 dans les deux membres se compensent. Nous obtenons
finalement la relation simple :

i�
d
dt

ρ̃q (t) =
[
W̃q (t) , ρ̃q (t)

]
(23)

Dans cette équation d’évolution n’apparaissent plus que des opérateurs dans le point
de vue d’interaction. L’hamiltonien H0 n’y est plus explicitement présent (mais il
est contenu implicitement dans la transformation unitaire qui mène au point de
vue d’interaction). On vérifie bien que l’évolution de ρ̃q (t) est nulle en l’absence de
perturbation.

β. Calcul approché de l’évolution

L’intégration sur le temps de l’équation (23) fournit :

ρ̃q (t) = ρq (ti) +
1
i�

∫ t

ti

dt′
[
W̃q (t′) , ρ̃q (t′)

]
(24)

qui, reportée dans la même équation, conduit à :

i�
d
dt

ρ̃q (t) =
[
W̃q (t) , ρ̃q (ti)

]
+

1
i�

∫ t

ti

dt′
[
W̃q (t) ,

[
W̃q (t′) , ρ̃q (t′)

]]
(25)

Cette équation, qui contient maintenant un double commutateur, est exacte. Du
fait de la présence de ρ̃q (t′) sous l’intégrale, c’est une équation intégro-différentielle
pour ρ̃q (t).

Il est cependant possible de faire une approximation qui la transforme en une
simple équation différentielle. En effet, si l’effet de la perturbation Wq reste faible
durant l’intervalle de temps allant de ti à t, on peut obtenir une bonne approxima-
tion de l’évolution de ρ̃q (t) dans cet intervalle en remplaçant ρ̃q (t′) par sa valeur
pour un temps quelconque dans cet intervalle. Si l’on choisit le temps ti, on obtient
l’équation différentielle :

i�
d
dt

ρ̃q (t) =
[
W̃q (t) , ρ̃q (ti)

]
+

1
i�

∫ t

ti

dt′
[
W̃q (t) ,

[
W̃q (t′) , ρ̃q (ti)

]]
(26)
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Nous pouvons introduire explicitement le retard τ en effectuant le changement de
variable d’intégration :

τ = t − t′ (27)

et diviser les deux membres par i� ; nous obtenons alors :

d
dt

ρ̃q (t) =
1
i�

[
W̃q (t) , ρ̃q (ti)

]
− 1

�2

∫ t−ti

0
dτ
[
W̃q (t) ,

[
W̃q (t − τ) , ρ̃q (ti)

]]
(28)

1-c. Evolution de l’ensemble des systèmes

Pour obtenir l’équation d’évolution de l’opérateur densité ρN (t) qui décrit
l’ensemble des N systèmes, nous commençons par le transformer comme en (17)
pour utiliser le point de vue d’interaction :

ρ̃N (t) = U †
0 (t, ti) ρN (t) U0 (t, ti) (29)

(il est aisé de revenir ensuite à l’opérateur densité initial par une transformation
unitaire inverse). La définition (1) de ρ̃N (t) indique que son évolution est obte-
nue en sommant la relation (28) sur l’indice q, et en la divisant par le nombre
total de systèmes N ; en d’autres termes, nous devons prendre la valeur moyenne
d’ensemble des deux membres de (28). Cette opération serait difficile à réaliser de
façon complètement générale, sans faire aucune hypothèse sur les caractéristiques
des fonctions aléatoires mises en jeu. Nous allons donc supposer que l’évolution de
ρ̃N (t) se fait avec des constantes de temps qui sont beaucoup plus longues que le
temps de corrélation τc ; nous verrons plus bas (§ 1-d-β) ce que cela signifie en termes
des paramètres qui définissent les interactions, et vérifierons ainsi la cohérence du
calcul.

A chaque instant t nous pouvons alors associer un instant antérieur ti choisi
de façon que t − ti soit très grand devant le temps de corrélation τc, tout en restant
petit devant le temps caractéristique d’évolution de l’opérateur densité en point
de vue d’interaction. Nous allons alors faire usage des relations (9) et (11) qui
caractérisent la perturbation aléatoire. Le premier commutateur qui se trouve au
second membre de l’équation d’évolution (28) fait intervenir deux opérateurs à des
temps différents, qui ne peuvent être corrélés : ρ̃q (ti) dépend en effet des valeurs
de la perturbation W̃q pour des temps antérieurs à ti, alors que W̃q (t) concerne
un temps qui est supérieur à ti par un temps grand devant τc. Par moyenne sur
l’ensemble des valeurs de q, puisque nous avons supposé en (6) que les valeurs
moyennes des éléments de matrice de la perturbation sont nulles, ce terme s’annule
donc simplement. Quant à l’intégrale qui suit, elle contient la valeur moyenne sur
q d’un produit W̃q (t) W̃q (t − τ) ρ̃q (ti), dans cet ordre ou un autre ordre. Cette
intégrale ne reçoit de contributions que des valeurs du retard τ qui sont de l’ordre
du temps de corrélation τc ; si τ � τc, W̃q (t) est indépendant à la fois de W̃q (t − τ)
et ρ̃q (ti), ce qui introduit en facteur une valeur moyenne qui est nulle. Il en découle
deux conséquences : d’une part, ρ̃q (ti) n’est pas corrélé aux deux termes en W̃q, de
sorte que nous pouvons calculer sa moyenne séparément, et remplacer ρ̃q (ti) par
ρ̃N (ti) ; d’autre part, nous pouvons remplacer par l’infini la borne supérieure t − ti

de l’intégrale sans changer significativement sa valeur. Nous obtenons ainsi :

d
dt

ρ̃N (t) = − 1
�2

∫ ∞

0
dτ
[
W̃ (t) , [W̃ (t − τ), ρ̃N (ti)]

]
(30)
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où la barre au dessus des opérateurs indique comme plus haut une moyenne d’en-
semble des opérateurs (cette moyenne ne concerne que la perturbation W , pas
l’opérateur densité).

Enfin, une simplification supplémentaire se produit du fait que nous avons
supposé t − ti petit devant les temps d’évolution de ρ̃N (t). Nous pouvons donc,
avec une bonne approximation, remplacer ρ̃N (ti) par ρ̃N (t) au second membre de
cette équation, ce qui nous conduit finalement à :

d
dt

ρ̃N (t) = − 1
�2

∫ ∞

0
dτ
[
W̃ (t) , [W̃ (t − τ), ρ̃N (t)]

]
(31)

Cette équation constitue l’équation de relaxation de l’opérateur densité en représen-
tation d’interaction. Il suffit d’y insérer (29) pour obtenir l’équation correspondante
en représentation habituelle.

1-d. Equations générales de la relaxation

Nous appliquons maintenant les résultats précédents au calcul de l’évolution
des éléments de matrice de l’opérateur densité.

α. Evolution des éléments de matrice de l’opérateur densité

Nous pouvons expliciter la relation (31) dans la base des vecteurs propres |ϕn〉
de l’hamiltonien H0, afin d’obtenir directement les équations d’évolution couplées
des différents éléments de matrice de l’opérateur densité. Comme :

〈ϕn| W̃q (τ) |ϕk〉 = ei(ωn−ωk)(t−ti) 〈ϕn| Wq (τ) |ϕk〉 (32)

nous obtenons :

d
dt

〈ϕn| ρ̃N (t) |ϕk〉 = − 1
�2

∫ ∞

0
dτ∑

p,r

{
ei(ωn−ωr)(t−ti)ei(ωr−ωp)τ 〈ϕn| W (t) |ϕp〉 〈ϕp| W (t − τ) |ϕr〉 〈ϕr| ρ̃N (t) |ϕk〉

−ei(ωn+ωr−ωp−ωk)(t−ti)ei(ωk−ωr)τ 〈ϕn| W (t) |ϕp〉 〈ϕr| W (t − τ) |ϕk〉 〈ϕp| ρ̃N(t) |ϕr〉
−ei(ωn+ωr−ωp−ωk)(t−ti)ei(ωp−ωn)τ 〈ϕn| W (t − τ) |ϕp〉 〈ϕr| W (t) |ϕk〉 〈ϕp| ρ̃N (t) |ϕr〉
+ ei(ωp−ωk)(t−ti)ei(ωr−ωp)τ 〈ϕp| W (t − τ) |ϕr〉 〈ϕr| W (t) |ϕk〉 〈ϕn| ρ̃N (t) |ϕp〉

}
(33)

Dans le second membre de cette relation, la stationnarité des fonctions aléatoires
associées aux W , qu’indique la relation (9), permet d’ajouter un temps quelconque
aux deux variables qu’ils contiennent ; on peut donc remplacer t par τ et t − τ par
0.

On peut revenir du point de vue d’interaction au point de vue habituel (point
de vue du laboratoire) en explicitant la transformation unitaire (17), qui dans la
base des |ϕn〉 conduit à :

〈ϕn| ρN (t) |ϕk〉 = ei(ωk−ωn)(t−ti) 〈ϕk| ρ̃N (t) |ϕn〉 (34)
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Cette relation entraîne que :

d
dt

〈ϕn| ρN (t) |ϕk〉 = i (ωk − ωn) 〈ϕn| ρN (t) |ϕk〉+ei(ωk−ωn)(t−ti) d
dt

〈ϕn| ρ̃N(t) |ϕk〉
(35)

Les équations générales de la relaxation sont alors :

d
dt

〈ϕn| ρN (t) |ϕk〉 = i (ωk − ωn) 〈ϕn| ρN (t) |ϕk〉 − 1
�2

∫ ∞

0
dτ
∑
p,r{

ei(ωk−ωr)(t−ti)ei(ωr−ωp)τ 〈ϕn| W (τ) |ϕp〉 〈ϕp| W (0) |ϕr〉 〈ϕr| ρN (t) |ϕk〉
−ei(ωr−ωp)(t−ti)ei(ωk−ωr)τ 〈ϕn| W (τ) |ϕp〉 〈ϕr| W (0) |ϕk〉 〈ϕp| ρN (t) |ϕr〉
−ei(ωr−ωp)(t−ti)ei(ωp−ωn)τ 〈ϕn| W (0) |ϕp〉 〈ϕr| W (τ) |ϕk〉 〈ϕp| ρN (t) |ϕr〉
+ei(ωp−ωn)(t−ti)ei(ωr−ωp)τ 〈ϕn| ρN (t) |ϕp〉 〈ϕp| W (0) |ϕr〉 〈ϕr| W (τ) |ϕk〉

}
(36)

Si la dimension de l’espace des états est P , les relations précédentes (33) ou
(36) fournissent P 2 équations différentielles qui donnent l’évolution temporelle des
éléments de matrice de ρ̃N (t) ou ρN (t), qui sont couplés entre eux ; les coefficients
de ces équations sont des intégrales sur le temps de fonctions de corrélation de la
perturbation, qui sont en principe connues pour un problème physique donné.

β. Approximation de mémoire courte

Vérifions maintenant dans quelles conditions les calculs précédents sont cohé-
rents, compte tenu des approximations qui ont été faites. La condition générale de
validité est qu’il existe, pour chaque temps t, un temps antérieur ti tel que l’inter-
valle t− ti satisfasse à deux conditions : il est à la fois très grand devant le temps de
corrélation, et très petit devant le temps d’évolution en point de vue d’interaction.

Evaluons donc l’ordre de grandeur du temps d’évolution des éléments de
matrice de ρN (t) en utilisant une expression approchée du second membre de (33).
Nous avons introduit en (7) le carré de l’écart quadratique moyen de la valeur
absolue d’un élément de matrice Wnk (t) ; appelons H2 l’ordre de grandeur de ces
écarts quadratiques moyens pour les diverses valeurs de n et k. Les coefficients
qui multiplient ρ̃N (t) dans (33) contiennent une intégrale sur dτ qui, compte tenu
de (12), introduit un facteur τc. Ces coefficients peuvent donc être remplacés, en
première approximation, par le facteur :

−H2τc

�2 (37)

Avec cette approximation, le temps d’évolution prédit par (33) est donc de l’ordre
de �

2/H2τc, qui doit être grand devant τc pour que nos calculs soient cohérents.
Ceci conduit à l’inégalité :

H2 (τc)2 � �
2 (38)

Nous obtenons ainsi la condition à laquelle nos calculs sont valables : le temps de
corrélation (mémoire de la perturbation) doit être court devant le temps caracté-
ristique �/H de son intensité. La perturbation change alors souvent de valeur (et
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de signe) avant d’avoir eu le temps d’agir de façon significative. Cette condition de
validité est souvent appelée “condition de rétrécissement par le mouvement”, pour
une raison qui apparaîtra au § 2-c-δ.

Les relations (33) ou (36) constituent un système d’équations différentielles
du premier ordre décrivant une relaxation exponentielle de ces populations vers une
situation où toutes deviennent égales. Effectuer les calculs de façon générale à partir
de ces équations ne présente pas de difficulté particulière, mais conduit à l’écriture
d’équations qui sont lourdes, en particulier du fait du grand nombre d’indices à ma-
nipuler. Dans le cas général les populations 〈ϕn| ρN (t) |ϕn〉 ne sont pas seulement
couplées entre elles, mais également aux éléments non diagonaux 〈ϕn| ρN (t) |ϕk〉
avec n �= k. En fait, tous les éléments de matrice de l’opérateur densité peuvent a
priori être couplés entre eux. Il faut alors recourir à des approximations supplémen-
taires pour sélectionner au sein des équations les termes qui jouent le rôle essentiel
dans la détermination des propriétés de la relaxation.

C’est pourquoi nous nous limiterons dans ce complément à l’étude d’un cas
particulier plus simple, qui cependant permet déjà de dégager un grand nombre
d’idées physiques : l’étude de la relaxation d’un ensemble de spins 1/2 soumis à une
relaxation isotrope.

2. Relaxation d’un ensemble de spins 1/2

Considérons un ensemble de spins 1/2, par exemple l’échantillon mesuré dans
une expérience de résonance magnétique, comme évoqué dans l’introduction. Nous
allons voir que les équations d’évolution prennent dans ce cas une forme simple et
facile à interpréter physiquement. Les niveaux |ϕi〉 sont au nombre de deux, et nous
les notons |+〉 et |−〉. Leur différence d’énergie est :

� (ω+ − ω−) = �ω0 (39)

Il est alors commode de caractériser l’opérateur densité des spins par la valeur
moyenne de leur moment cinétique, ce qui revient à décomposer cet opérateur sur
des matrices de Pauli (§ 5 du Complément EIV).

2-a. Caractérisation des opérateurs, isotropie de la perturbation

Tous les opérateurs des équations précédentes agissent alors dans un espace
à 2 dimensions ; ils sont représentés par des matrices que l’on peut décomposer sur
les trois matrices de Pauli σx, σy et σz ainsi que sur la matrice identité, comme
dans la relation (22) du Complément AIV.

α. Transformation des opérateurs

Nous poserons donc :

ρN (t) =
1
2

[1 + M (t) · σ] (40)

où σ désigne l’opérateur vectoriel dont les composantes sont les trois matrices de
Pauli ; les composantes du vecteur M (t) sont trois nombres réels qui jouent le
rôle de paramètres définissant ρN (t). Le vecteur M (t) n’est autre que la valeur
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moyenne de σ dans l’ensemble de l’échantillon, dont l’aimantation totale est ainsi
proportionnelle à M (t). En effet, la relation (11) du Complément AIV indique que :

σjσk = i
∑

l

εjkl σl + δjk1 (41)

où εjkl est nul si deux indices sont égaux, égal à +1 si la suite d’indices jkl est
une permutation paire des trois axes Ox, Oy et Oz, à −1 si c’est une permutation
impaire. La trace d’un produit de matrices de Pauli est donc nulle, sauf si les
deux matrices sont les mêmes (cas auquel la trace vaut 2). La valeur moyenne de
l’opérateur σj est donc donnée par :

〈σj〉 (t) = T r {σj ρN (t)} =
1
2

T r
{

[σj ]2 Mj (t)
}

= Mj (t) (42)

Pour l’opérateur H0, nous l’écrirons sous une forme 2 semblable à celle de la
relation (12) du Complément FIV :

H0 =
�ω0

2
σz (43)

Cet opérateur traduit l’effet d’un champ magnétique parallèle à l’axe Oz, qui pro-
duit une rotation des spins à la fréquence angulaire ω0 autour de cet axe, comme
dans l’expérience de résonance magnétique étudiée au Complément FIV. L’opérateur
unitaire U0 (t, ti) défini en (14) est alors un opérateur de rotation des spins (Com-
plément AIX) avec un angle ω0 (t − ti) ; pour l’opérateur adjoint U †

0 (t, ti), c’est une
opération d’angle opposé qu’il produit.

L’opérateur d’interaction peut également être écrit de façon analogue :

W (t) =
1
2

h (t) · σ (44)

où h (t) est une fonction aléatoire vectorielle qui caractérise la perturbation subie
par les spins. De même que W (t) a été défini (§ 1-a) comme l’opérateur résul-
tant d’un tirage au sort sur les N réalisations du système individuel d’indice q, de
même h (t) caractérise les propriétés statistiques des trois composantes du champ
magnétique local qui agit séparément sur chaque spin à l’instant t ; contrairement
au champ associé à H0, ce champ est aléatoire et a une direction quelconque, pas
nécessairement parallèle à Oz. Les trois composantes k = 1, 2, 3 de ce vecteur sont
notées hk (t). Pour les moyennes d’ensemble, comme en (9) et (12), nous écrirons
les fonctions de corrélation sous la forme :

hk (t + τ) hl (t) = Qkl (τ) (45)

où les Qkl (τ) sont des fonctions de τ qui décroissent rapidement en fonction de τ ,
sur des temps de l’ordre de τc ; les coefficients Qkk (τ) sont des fonctions d’auto-
corrélation des diverses composantes de h (t), les Qkl (τ) pour k �= l des fonctions
de corrélations croisées entre deux composantes différentes.

2. Il serait inutile de donner à H0 ou Wn (t) une composante sur l’opérateur identité, car
cela ne changerait en rien les commutateurs où interviennent ces opérateurs.
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β. Isotropie

Nous allons maintenant introduire une hypothèse supplémentaire, à savoir que
la perturbation subie par les spins est statistiquement isotrope : aucune direction de
l’espace n’est privilégiée par les fonctions de corrélation des composantes de h (t).
Il s’ensuit que les fonctions de corrélation Qkk (τ) sont les mêmes pour les trois
axes Ox, Oy et Oz (correspondant à k = 1, 2 et 3 respectivement) pour tout τ .
En fait, l’ensemble des Qkl (τ) constitue une matrice 3 × 3 invariante par rotation,
ce qui implique qu’elle est nécessairement proportionnelle à la matrice unité. Donc,
non seulement les coefficients d’auto-corrélation Qkk sont égaux entre eux, mais
les coefficients de corrélation croisés Qkl pour k �= l sont tous nuls. Combinée à la
stationnarité de la perturbation, cette hypothèse conduit alors à :

hk (t + τ) hl (t) = δkl Q (τ) (46)

Un modèle fréquemment utilisé est celui où la décroissance de Q (τ) en fonction de
τ est une simple exponentielle, de constante de temps τc. On a alors :

hk (t + τ) hl (t) = δkl [hk (0)]2 e−τ/τc (47)

2-b. Relaxation longitudinale

Lorsque |ϕn〉 = |ϕk〉 = |+〉, le premier terme du second membre de l’équa-
tion (36) s’annule (pas d’évolution des populations due à H0). Pour les termes qui
suivent, il faut remplacer Wq (τ) et Wq (0) par leur expression (44). Il apparaît ainsi
des produits d’éléments de matrice de deux matrices de Pauli σk et σl, multipliés
par la valeur moyenne statistique (46) de la perturbation. La présence de δkl indique
alors qu’il faut choisir la même matrice de Pauli dans les deux opérateurs Wq (τ) et
Wq (0).

α. Calcul du temps de relaxation

Si l’on choisit deux fois la matrice σz , comme cette matrice qui ne couple
pas les états |+〉 et |−〉, dans (36) on a |ϕp〉 = |ϕr〉 = |+〉 ; on constate alors
immédiatement que la somme des 4 termes du second membre est nulle.

Si l’on choisit deux fois la matrice σx, il s’agit au contraire d’une matrice
qui n’a que des éléments non diagonaux (égaux à l’unité). Dans la seconde ligne
du second membre de (36), lorsque n = k = +, on a nécessairement |ϕp〉 = |−〉
et |ϕr〉 = |+〉, alors que pour la cinquième ligne c’est l’inverse (|ϕp〉 = |+〉 et
|ϕr〉 = |−〉) ; pour les troisième et quatrième lignes |ϕp〉 = |ϕr〉 = |−〉. Compte tenu
du facteur 1/2 qui figure dans (44), nous obtenons donc le terme suivant :

− 1
4�2

∫ ∞

0
dτ hx (t) hx (t + τ)

{
eiω0τ 〈+| ρN (t) |+〉 − e−iω0τ 〈−| ρN (t) |−〉

−eiω0τ 〈−| ρN (t) |−〉 + e−iω0τ 〈+| ρN (t) |+〉} (48)

soit encore :

1
2�2

∫ ∞

0
dτ hx (t) hx (t + τ) cos ω0τ [〈−| ρN (t) |−〉 − 〈+| ρN (t) |+〉] (49)
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Quant au terme qui découle du double choix de σy, il possède la même structure,
avec deux éléments de matrice +i et −i dont le produit est à nouveau égal à l’unité ;
en fait, il ne diffère de celui en σx que par le remplacement de hx par hy.

Pour finir, nous obtenons donc :

d
dt

〈+| ρN (t) |+〉 =
1

2T1
[〈−| ρN (t) |−〉 − 〈+| ρN (t) |+〉] (50)

avec :
1
T1

=
1
�2

∫ ∞

0
dτ
[
hx (t) hx (t + τ) + hy (t) hy (t + τ)

]
cos ω0τ (51)

Le temps T1 est appelé “temps de relaxation longitudinale” ; nous discutons ses
propriétés ci-dessous.

Pour l’autre élément diagonal 〈−| ρN (t) |−〉, le calcul est pratiquement iden-
tique, et l’on obtient :

d
dt

〈−| ρN (t) |−〉 =
1

2T1
[〈+| ρN (t) |+〉 − 〈−| ρN (t) |−〉] (52)

Or, selon (42), on peut écrire l’équation d’évolution de la composante selon Oz de
l’aimantation sous la forme :

d
dt

Mz (t) =
d
dt

T r {σz ρN (t)} =
d
dt

[〈+| ρN (t) |+〉 − 〈−| ρN (t) |−〉] (53)

En prenant la différence entre (50) et (52), nous obtenons donc tout simplement :

d
dt

Mz (t) = − 1
T1

Mz (t) (54)

Cette relation montre que la composante longitudinale de M (t) décroît exponentiel-
lement avec une constante de temps T1, et tend donc vers une limite nulle lorsque
t → ∞. Le taux de relaxation 1/T1 dépend de la somme des fonctions de corréla-
tion des deux composantes transversales (perpendiculaires à Oz) de la perturbation ;
c’est naturel puisque ce sont les opérateurs σx et σy qui peuvent faire effectuer aux
spins des transitions entre leurs niveaux |+〉 et |−〉.

β. Rôle de la densité spectrale

La dépendance en ω0 de la probabilité de relaxation 1/T1 peut s’interpréter
à partir des résultats du § C-2 du Chapitre XIII. Nous y avons vu en effet qu’une
perturbation sinusoïdale couplant deux niveaux |+〉 et |−〉 est d’autant plus efficace
que sa fréquence ω est plus proche de la fréquence de Bohr ω0 associée à la diffé-
rence d’énergie entre les deux niveaux. Ici, la perturbation n’est pas une sinusoïde
régulière, mais une fonction aléatoire. On s’attend donc à ce que l’amplitude de
probabilité de transition fasse intervenir la composante de Fourier à la fréquence ω0

de la perturbation agissant entre les temps 0 et t � τc.
Pour voir ce qu’il en est, introduisons la transformée de Fourier Ikk (ω) de la

fonction de corrélation, appelée “densité spectrale” :

Ikk (ω) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
dτ e−iωτ hk (t) hk (t − τ)

hk (t) hk (t − τ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
dω eiωτ Ikk (ω) (55)
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La stationnarité de la fonction aléatoire entraîne que :

hk (t) hk (t − τ) = hk (t + τ) hk (t) = hk (t) hk (t + τ) (56)

qui montre que la fonction de corrélation est paire. Or la transformée de Fourier
d’une fonction paire et réelle est, elle aussi, paire et réelle (Appendice I). Nous avons
donc :

Ikk (−ω) = Ikk (ω) (57)

La relation (51) devient alors :

1
T1

=
1

2
√

2π�2

∫ ∞

0
dτ

∫ +∞

−∞
dω eiωτ [Ixx (ω) + Iyy (ω)]

[
eiω0τ + e−iω0τ

]
(58)

Compte tenu de (57), le changement simultané de signe des deux variables d’inté-
gration τ et ω ne change pas la fonction à intégrer, mais transforme la première
intégrale sur dτ en une intégrale entre 0 et −∞ tandis que les bornes de la se-
conde deviennent +∞ et −∞. Deux changements de signe se compensant, on peut
intervertir les bornes des deux intégrales, et obtenir :

1
T1

=
1

2
√

2π�2

∫ 0

−∞
dτ

∫ +∞

−∞
dω eiωτ [Ixx (ω) + Iyy (ω)]

[
eiω0τ + e−iω0τ

]
=

1

4
√

2π�2

∫ ∞

−∞
dτ

∫ +∞

−∞
dω eiωτ [Ixx (ω) + Iyy (ω)]

[
eiω0τ + e−iω0τ

]
(59)

où la seconde ligne de cette relation est obtenue en effectuant la demi-somme de la
première ligne avec le second membre de (58). Il reste alors l’intégrale sur dτ :∫ ∞

−∞
dτ
[
ei(ω+ω0)τ + ei(ω−ω0)τ

]
= 2π [δ (ω + ω0) + δ (ω − ω0)] (60)

Mais, compte tenu à nouveau de (57), les deux termes en δ (ω + ω0) et δ (ω − ω0)
donnent la même contribution, de sorte que nous obtenons :

1
T1

=

√
π

2

[
Ixx (ω0) + Iyy (ω0)

�2

]
(61)

La probabilité de transition est proportionnelle à la somme des densités spectrales
à la fréquence ω0/2π des deux perturbations qui provoquent ces transitions. Ce
sont donc, comme attendu, les composantes résonnantes de la perturbation qui
produisent les transitions entre les deux états |+〉 et |−〉.

γ. Fonction de corrélation exponentielle

Dans le cas particulier courant où la fonction de corrélation de ces compo-
santes est donnée par une simple exponentielle comme en (47), l’intégrale sur dτ de
(51) devient élémentaire, puisque :∫ ∞

0
dτ hx (t) hx (t + τ)

[
eiω0τ + e−iω0τ

]
= [hx (0)]2

∫ ∞

0
dτ e−τ/τc

[
eiω0τ + e−iω0τ

]
= − [hx (0)]2

[
1

iω0 − 1/τc
+

1
−iω0 − 1/τc

]
= [hx (0)]2

2τc

1 + (ω0τc)2 (62)
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Si nous ajoutons le terme correspondant à l’effet de la composante hy, nous obte-
nons :

1
T1

=
1
�2

[
[hx (0)]2 + [hy (0)]2

] τc

1 + (ω0τc)2 (63)

La probabilité de relaxation longitudinale varie donc comme une fonction de Lorentz
en fonction de ω0. Ses variations sont représentées sur la Figure 1.

Figure 1 – Variations du taux de relaxation longitudinale 1/T1 en fonction de la
différence d’énergie �ω0 entre les deux niveaux d’énergie (partie gauche de la figure)
et du temps de correlation τc (partie droite de la figure). Ce taux est proportionnel
à la puissance spectrale de la perturbation à la fréquence ω0, qui décroît en fonction
de ω0 comme une fonction lorentzienne – cf. relation (63). Lorsque ω0 � 1/τc,
on est dans un régime où la puissance spectrale de la perturbation décroît en 1/ω2

0,
de sorte qu’on peut réduire fortement le taux de relaxation en augmentant ω0. Si
maintenant on se place à ω0 fixe et si l’on fait croître le temps de corrélation τc,
on obtient d’abord une variation linéaire de la probabilité de relaxation, qui est
proportionnelle au temps τc pendant lequel la perturbation agit de façon cohérente.
Ensuite, la probabilité passe par une valeur maximale pour ω0 = 1/τc, puis décroît
en 1/τc parce que les composantes de Fourier à la fréquence ω0 sont de plus en plus
faibles.

Le taux de relaxation est maximal lorsque ω0 = 0 (champ statique nul), et
vaut alors :

1
T1 (ω0 = 0)

=
1
�2

[
[hx (0)]2 + [hy (0)]2

]
τc (64)

Avec les notations utilisées ici, la condition de rétrécissement par le mouvement (38)
devient :

[hx,y (0)]2 (τc)2 � �
2 (65)

qui entraîne que :

1
T1

� 1
τc

(66)

1419



COMPLÉMENT EXIII •

Nous vérifions donc bien que le temps caractéristique T1 d’évolution de Mz (t) est
très long devant le temps de corrélation τc, comme c’est nécessaire à la cohérence
des approximations que nous avons faites.

2-c. Relaxation transversale

Etudions l’évolution de l’élément de matrice non diagonal de l’opérateur den-
sité entre l’état |+〉 et l’état |−〉. Commençons par montrer que l’élément de matrice
〈+| ρN (t) |−〉, ou son complexe conjugué 〈−| ρN (t) |+〉, caractérise les composantes
transversales Mx (t) et My (t) de M (t) sur les axes Ox et Oy. En effet, si l’on cal-
cule la différence σx − iσyen utilisant les expressions des matrices de Pauli – cf. par
exemple les relations (2) du Complément AIV – on obtient l’expression simple :

σx − iσy =
(

0 0
2 0

)
(67)

de sorte que :

〈σx − iσy〉 = Tr
{

(σx − iσy) ρN (t)
}

= 2 〈+| ρN (t) |−〉 (68)

Mais nous avons vu d’autre part au § 2-a que les trois composantes de M (t) étaient
égales aux valeurs moyennes des matrices de Pauli correspondantes. Nous avons
donc :

Mx (t) − iMy (t)
2

= 〈+| ρN (t) |−〉 (69)

La partie réelle de l’élément de matrice non diagonal 〈+| ρN (t) |−〉 fournit ainsi
directement Mx (t) /2, sa partie imaginaire l’opposé de My (t) /2.

Pour éviter d’avoir à tenir compte de l’évolution de cet élément de matrice
due à H0, qui introduit le premier terme en (ωk − ωn) dans le membre de droite de
(36), nous allons effectuer ce calcul en point de vue d’interaction. Nous utilisons donc
(33) pour calculer l’évolution de 〈+| ρ̃N (t) |−〉. Dans cette relation, nous remplaçons
les opérateurs d’interaction W (t) et W (0) en utilisant l’expression (44). Comme
plus haut, l’isotropie statistique de la perturbation impose de ne retenir que les
termes où c’est la même composante de h (t) qui est prise en compte dans les deux
opérateurs. Nous allons commencer par étudier le cas où cette composante est, soit
hx (t), soit hy (t) ; puis nous envisagerons celui où c’est hz (t).

α. Effet des composantes transversales de la perturbation

Nous prenons en compte successivement les composantes sur les deux axes
Ox et Oy.

(i) La composante sur Ox de la perturbation fait apparaître dans (33) les
éléments de matrice de σx, qui sont uniquement non diagonaux et tous égaux à
l’unité. Chaque élément de matrice de W fait donc passer d’un ket |+〉 à un bra
〈−|, ou inversement ; la matrice de Pauli introduit simplement un coefficient unité.

Pour le premier terme du membre de droite de (33), lorsque n = +, on a
p = − et donc r = + ; ce terme couple donc 〈+| ρ̃N (t) |−〉 à lui-même ; quant
à l’exponentielle, elle introduit eiω0τ . De même pour le quatrième terme, puisque
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k = −, on a r = + et p = −, de sorte que l’exponentielle introduit à nouveau eiω0τ ;
on obtient le même résultat. La somme de ces deux termes introduit :

− 1
2�2

∫ ∞

0
dτ eiωoτ

[
hx (t) hx (t − τ)

]
× 〈+| ρ̃N (t) |−〉 (70)

Les second et troisième termes du membre de droite de (33) sont différents,
puisque n = + impose p = −, tandis que k = − impose r = +, ce qui fait apparaître
au second membre l’élément de matrice 〈−| ρ̃N (t) |+〉. Ceci introduit donc un terme
qui couple deux éléments de matrice complexes conjugués par l’expression :

−e2iω0(t−ti)

2�2

∫ ∞

0
dτ e−iωoτ

[
hx (t) hx (t − τ)

]
× 〈−| ρ̃N (t) |+〉 (71)

(ii) La composante sur Oy de la perturbation fait apparaître dans (33) les
éléments de matrice de σy, qui sont eux aussi non diagonaux, mais cette fois égaux à
±i. Pour le premier et le quatrième terme du membre de droite de (33), il s’introduit
dans le calcul précédent un facteur (i) (−i) = 1, ce qui ne change rien. Pour le second
et le troisième terme, c’est un facteur (±i)2 = −1, qui change le signe du résultat.
Comme l’isotropie impose que les fonctions de corrélation de hx (t) et de hy (t) sont
égales, on obtient l’opposé de (71), qui compense donc ce terme.

(iii) Le total nous donne un résultat :

− 1
2�2

∫ ∞

0
dτ eiωoτ

[
hx (t) hx (t − τ) + hy (t) hy (t − τ)

]
× 〈+| ρ̃N (t) |−〉 (72)

Si nous développons eiωoτ en cos (ωoτ) + i sin (ωoτ), et tenons compte de (51), nous
voyons que ce terme s’écrit :

−
[

1
2T1

+ iΔ
]

× 〈+| ρ̃N (t) |−〉 (73)

où le coefficient Δ est défini par :

Δ =
1

2�2

∫ ∞

0
dτ sin (ωoτ)

[
hx (t) hx (t − τ) + hy (t) hy (t − τ)

]
(74)

Nous discutons plus bas le sens physique de ce coefficient.

β. Effet de la composante longitudinale de la perturbation

La composante sur Oz de la perturbation ne change pas l’état de spin. Dans
(33), la première ligne contient alors n = p = r = + et k = − , de sorte que les
exponentielles et les éléments de matrice de σz sont tous égaux à l’unité. Pour la
quatrième ligne, n = + et p = r = k = − ; à nouveau les exponentielles sont égales à
l’unité, ainsi que le produit de deux éléments de matrice de σz (égaux chacun à −1),
de sorte que l’on obtient le même résultat. Pour les seconde et troisième lignes on
a n = p = + et k = r = −, de sorte que les exponentielles disparaissent également,
alors que le produit des éléments de matrice de σz vaut maintenant −1 ; ces deux
termes doublent donc les deux précédents. Compte tenu à nouveau du facteur 1/2
de (44), pour finir nous obtenons la contribution :

− 1
�2

∫ ∞

0
dτ
[
hz (t) hz (t − τ)

]
× 〈+| ρ̃N (t) |−〉 (75)
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où apparaît le coefficient de relaxation transversale :

1
T zz

2
=

1
�2

∫ ∞

0
dτ
[
hz (t) hz (t − τ)

]
(76)

γ. Discussion physique, rôle de la densité spectrale

Si nous regroupons la contribution des termes (73) et (75), nous obtenons
l’évolution complète de l’élément non diagonal sous la forme :

d
dt

〈+| ρ̃N (t) |−〉 = −
[

1
2T1

+
1

T zz
2

+ iΔ
]

〈+| ρ̃N (t) |−〉 (77)

Si l’on quitte le point de vue d’interaction pour revenir à l’opérateur densité ρN (t)
dans le référentiel du laboratoire, il convient d’ajouter à cette évolution le premier
terme du second membre de (36) ; on obtient alors :

d
dt

〈+| ρN (t) |−〉 = −
[

1
2T1

+
1

T zz
2

+ i (ω0 + Δ)
]

× 〈+| ρN (t) |−〉 (78)

(i) Amortissement
Dans les deux points de vue, l’élément de matrice non diagonal de l’opérateur

densité subit un amortissement avec une constante de temps T2, appelée “temps de
relaxation transversale”, donnée par :

1
T2

=
1

2T1
+

1
T zz

2
(79)

qui est la somme de deux contributions.
– La première est directement liée au processus de relaxation longitudinale

qui, en changeant la répartition des populations entre les deux niveaux + et −,
détruit la cohérence entre ces deux niveaux ; le taux de destruction est le même que
celui qui affecte directement les populations dans (50), soit la moitié de celui qui
affecte Mz (t) dans (54). Seules interviennent les composantes transversales de la
perturbation dans cette contribution, puisque ce sont elles qui peuvent induire des
transitions entre les deux niveaux.

– La seconde contribution est uniquement due à la composante longitudinale
de la perturbation. Cette composante fluctuante modifie directement la différence
d’énergie �ω0 entre les deux niveaux + et −, donc la vitesse de précession de la
composante transversale des spins. Si les différents spins précessent à des vitesses
différentes autour de l’axe Oz, ils acquièrent des directions transverses qui forment
un éventail s’ouvrant de plus en plus dans le temps, de sorte que leur somme vec-
torielle décroît. On comprend physiquement qu’il puisse en résulter une diminution
de la composante transversale du spin total.

(ii) Déplacement de fréquence
La relation (78) indique que la présence du terme en Δ est équivalente à

une modification de la fréquence propre de précession ω0 des spins. La perturba-
tion introduit donc un déplacement de fréquence de l’évolution des éléments non
diagonaux, en sus de l’amortissement associé à la relaxation.
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Le même calcul que celui qui a conduit à (58) conduit à l’expression suivante
du déplacement de fréquence Δ :

Δ =
1

4i
√

2π�2

∫ ∞

0
dτ

∫ +∞

−∞
dω eiωτ [Ixx (ω) + Iyy (ω)]

[
eiω0τ − e−iω0τ

]
(80)

qui contient l’intégrale sur dτ :

1
i

∫ ∞

0
dτ
[
ei(ω+ω0)τ − ei(ω−ω0)τ

]
=
[
P 1

ω + ω0
− P 1

ω − ω0

]
− iπ [δ (ω + ω0) − δ (ω − ω0)] (81)

La parité des fonctions Ixx (ω) et Iyy (ω) entraîne que les termes en fonctions delta
disparaissent, alors que les termes en parties principales se doublent. Nous obtenons
donc :

Δ = −
√

π

2
1
�2

∫ +∞

−∞
dω P 1

ω − ω0
[Ixx (ω) + Iyy (ω)] (82)

Pour le déplacement de fréquence, contrairement à la relaxation longitudinale ca-
ractérisée par le temps T1, ce n’est pas la puissance spectrale de la perturbation à la
fréquence de résonance ω = ω0 qui intervient ; ce sont les fréquences non résonnantes
qui contribuent au déplacement.

δ. Fonction de corrélation exponentielle

Lorsque l’on utilise la relation (47), les égalités (74) et (75) deviennent :

1
T zz

2
=

1
�2 [hz (0)]2τc (83)

et :

Δ =
1

2�2 [hx (0)]2 + [hy (0)]2
ω0τc

1 + (ω0τc)2 (84)

Il est intéressant de discuter les effets des fluctuations de la perturbation sur le co-
efficient de relaxation T zz

2 . Pour cela, imaginons un ensemble de spins dont chacun
serait soumis à un champ selon Oz qui serait constant dans le temps, mais différent
d’un spin à l’autre. L’écart quadratique moyen sur l’ensemble des spins de la fluctua-
tion correspondante de l’hamiltonien est noté H . Partant d’une direction commune,
les orientations transversales précesseraient alors à des vitesses différentes, de sorte
qu’elles formeraient un éventail de plus en plus ouvert. La valeur moyenne de l’orien-
tation transversale de l’échantillon tendrait vers alors zéro sur un temps de l’ordre
de �/H . Ainsi, le taux de disparition de l’orientation transversale dans le temps
serait de l’ordre de H/�, et varierait donc linéairement en fonction de l’amplitude
de la perturbation H .

En présence de fluctuations du champ subi par chaque spin, la relation (83)
prévoit un tout autre comportement, puisque 1/T zz

2 � H2τc/�2 varie quadratique-
ment en fonction de l’amplitude de la perturbation, et non linéairement. Le rapport
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entre les deux taux d’évolution dans le temps est donc Hτc/�, et la condition ré-
trécissement par le mouvement (38) montre que cette relaxation quadratique est
beaucoup plus lente qu’en l’absence de fluctuations. C’est d’autant plus vrai que τc

est plus court, ce qui montre que c’est la rapidité des fluctuations de la perturbation
qui diminue le taux de relaxation.

Comme la largeur des raies de résonance magnétique est une fonction crois-
sante du taux de relaxation transversale 3, plus le temps de corrélation est court,
plus ces raies sont étroites. Or il arrive souvent que l’origine des fluctuations des
perturbations provienne du déplacement des spins dans l’échantillon. Il en découle
que, plus le mouvement des spins est rapide, plus les raies de résonance magnétique
sont étroites. Ceci explique l’origine des mots “rétrécissement par le mouvement”.
On parle également de “rétrécissement extrême” pour désigner la situation où le
temps de corrélation est suffisamment court pour que ω0τc � 1, cas auquel les ex-
pressions du temps de relaxation longituginale (63) et transversale (83) deviennent
très semblables.

D’autre part la comparaison entre les relations (63) et (84) montre que les
dépendances en ω0τc de la probabilité de relaxation et du déplacement de fréquence
sont très différentes : la première varie comme une fonction de Lorentz, maximale
lorsque ω0τc = 0 ; la seconde, au contraire, est maximale lorsque ω0τc = 1. Cette
différence de comportement est due au fait que, comme discuté à la fin du § 2-c-γ,
ce ne sont pas les fréquences résonnantes de la densité spectrale qui interviennent
pour déterminer le déplacement de fréquence, mais des fréquences non résonnantes.

3. Conclusion

Comme nous l’avons mentionné dans l’introduction, il existe de nombreuses
situations où un ensemble de systèmes quantiques individuels est soumis à une per-
turbation dont le temps de corrélation τc est court devant les autres temps carac-
téristiques du problème. De façon plus générale qu’au §§ D et E du Chapitre XIII,
nous avons vu dans ce complément comment, dans la limite où τc est suffisamment
court pour que la perturbation n’ait pas le temps d’agir pendant ce temps, on ar-
rive à un régime où l’effet de la perturbation n’est plus d’induire une oscillation
du type oscillation de Rabi ; on introduit alors une probabilité de transition entre
les niveaux, ce qui conduit à des évolutions exponentielles (et non oscillantes) des
populations. Dans le Complément DXIII, nous avons également obtenu une proba-
bilité de transition dans le cadre de la règle d’or de Fermi. Dans ce cas, c’est la
sommation sur les énergies des états finals qui avait transformé l’oscillation en une
exponentielle réelle amortie. Ici, c’est le caractère aléatoire de la perturbation qui
a un effet semblable, et ceci même quand l’état final est unique et d’énergie parfai-
tement définie. Un autre résultat de ce complément est d’avoir montré l’existence
de déplacements de fréquence provenant de la perturbation aléatoire. Dans le cas
d’une excitation optique comme celle considérée au § E-3-b du Chapitre XIII, il
s’agit alors des déplacements lumineux (“light shifts”) dont les utilisations sont très
nombreuses en physique atomique (Complément CXX).

3. La Figure 7 du Complément FIV montre l’allure de ces raies, tracées en supposant qu’il
n’existe qu’un seul taux de relaxation longitudinale et transversale 1/TR.
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Complément FXIII

Exercices

1. On considère un oscillateur harmonique à une dimension de masse m, de
pulsation ω0, de charge q. Soient |ϕn〉 et En = (n + 1/2)�ω0 les états propres et
valeurs propres de son hamiltonien H0.

Pour t < 0, l’oscillateur est dans l’état fondamental |ϕ0〉. A t = 0, il est soumis
à un “créneau” de champ électrique de durée τ ; la perturbation correspondante
s’écrit :

W (t) =
{−qEX pour 0 ≤ t ≤ τ

0 pour t < 0 et t > τ

E est l’amplitude du champ et X l’observable position. Soit P0n la probabilité de
trouver l’oscillateur dans l’état |ϕn〉 après la fin du créneau.

a. Calculer P01 en utilisant la théorie des perturbations dépendant du temps
au premier ordre. Comment varie P01 avec τ , ω0 étant fixé ?

b. Montrer que, pour obtenir P02, il faut pousser le calcul de perturbation
dépendant du temps au moins jusqu’au second ordre. Calculer P02 à cet ordre de
perturbation.

c. Donner des expressions exactes de P01 et P02 qui font apparaître expli-
citement l’opérateur translation utilisé dans le Complément FV. En effectuant un
développement limité en puissances de E de ces expressions, retrouver les résultats
des questions précédentes.

2. On considère deux spins 1/2, S1 et S2, couplés par une interaction de la
forme a(t)S1 ·S2 ; a(t) est une fonction du temps, tendant vers zéro pour |t| tendant
vers l’infini, et ne prenant de valeurs appréciables (de l’ordre de a0) que dans un
intervalle dont la largeur est de l’ordre de τ autour de t = 0.

a. A t = −∞, le système est dans l’état |+, −〉 (état propre de S1z et S2z avec
les valeurs propres +�/2 et −�/2). Calculer sans approximation l’état du système
à t = +∞. Montrer que la probabilité P(+ − → − +) de trouver, à t = +∞, le
système dans l’état |−, +〉 ne dépend que de l’intégrale

∫ +∞
−∞ a(t) dt.

b. Calculer P(+ − → − +) en utilisant la théorie des perturbations dé-
pendant du temps au premier ordre. Discuter les conditions de validité d’une telle
approximation en comparant les résultats obtenus à ceux de la question précédente.

c. On suppose maintenant que les deux spins interagissent en plus avec un
champ magnétique statique B0 parallèle à Oz ; l’hamiltonien Zeeman correspondant
s’écrit :

H0 = −B0(γ1S1z + γ2S2z)

où γ1 et γ2 sont les rapports gyromagnétiques des deux spins, supposés différents.
On suppose que a(t) = a0 e−t2/τ 2

. Calculer P(+ − → − +) par la théorie
des perturbations dépendant du temps au premier ordre. Les valeurs de a0 et τ
étant fixées, discuter les variations de P(+ − → − +) avec B0.
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3. Transitions à deux photons entre niveaux non équidistants
On considère un niveau atomique de moment cinétique J = 1 soumis à l’action

de deux champs électrique et magnétique statiques, parallèles tous deux à Oz. On
peut montrer qu’on obtient alors trois niveaux d’énergie non équidistants auxquels
correspondent les états propres |ϕM 〉 de Jz(M = −1, 0, +1), d’énergies EM . On
pose E1 − E0 = �ω0, E0 − E−1 = �ω′

0 (ω0 �= ω′
0).

L’atome est soumis de plus à l’action d’un champ de radiofréquence tournant
à la fréquence angulaire ω dans le plan xOy. La perturbation correspondante W (t)
s’écrit :

W (t) =
ω1

2
(J+e−iωt + J−eiωt)

où ω1 est une constante proportionnelle à l’amplitude du champ tournant.
a. On pose (notations identiques à celles du Chapitre XIII) :

|ψ(t)〉 =
+1∑

M=−1

bM (t)e−iEM t/�|ϕM 〉

Ecrire le système d’équations différentielles satisfaites par les bM (t).
b. On suppose qu’à l’instant t = 0, le système est dans l’état |ϕ−1〉. Mon-

trer que si l’on veut calculer b1(t) par la théorie des perturbations dépendant du
temps, il faut pousser le calcul jusqu’au second ordre. Calculer b1(t) à cet ordre de
perturbation.

c. t étant fixé, comment varie en fonction de ω la probabilité P−1, +1(t) =
|b1(t)|2 de trouver à l’instant t le système dans l’état |ϕ1〉 ? Montrer qu’il apparaît
une résonance non seulement pour ω = ω0 et ω = ω′

0 mais aussi pour ω = (ω0 +
ω′

0)/2. Donner une interprétation corpusculaire de cette résonance.
L’étude des transitions à deux photons sera faite plus en détail dans le Com-

plément AXX.

4. On reprend l’exercice 5 du Complément HXI, dont on utilise les notations,
mais en supposant cette fois que le champ B0 est oscillant, de pulsation ω, et
s’écrit B0(t) = B0 cos ωt. On suppose que b = 2a et que ω ne coïncide avec aucune
pulsation de Bohr du système (excitation non résonnante).

On introduit le tenseur de susceptibilité χ, de composantes χij(ω), défini par :

〈Mi〉(t) =
∑

j

Re
[
χij(ω) B0j eiωt

]
avec i, j = x, y, z. En utilisant une méthode analogue à celle du § 2 du Complé-
ment AXIII, calculer χij(ω). En faisant ω = 0, retrouver les résultats de l’exercice 5
du Complément HXI.

5. Effet Autler-Townes
On considère un système à trois niveaux |ϕ1〉, |ϕ2〉 et |ϕ3〉, d’énergies E1, E2

et E3. On suppose E3 > E2 > E1 et E3 − E2 � E2 − E1.
Ce système interagit avec un champ magnétique oscillant de pulsation ω. Les

états |ϕ2〉 et |ϕ3〉 sont supposés de même parité, opposée à celle de |ϕ1〉, de sorte
que l’hamiltonien d’interaction W (t) avec le champ magnétique oscillant ne peut
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relier |ϕ2〉 et |ϕ3〉 à |ϕ1〉. On suppose que dans la base des trois états |ϕ1〉, |ϕ2〉,
|ϕ3〉 rangés dans cet ordre, W (t) est représenté par la matrice :⎡⎣ 0 0 0

0 0 ω1 sin ωt
0 ω1 sin ωt 0

⎤⎦
où ω1 est une constante proportionnelle à l’amplitude du champ oscillant.

a. On pose (notations identiques à celles du Chapitre XIII) :

|ψ(t)〉 =
3∑

i=1

bi(t)e−iEit/�|ϕi〉

Ecrire le système d’équations différentielles satisfaites par les bi(t).
b. On suppose que ω est très voisin de ω32 = (E3 − E2)/�. En faisant des

approximations analogues à celles développées dans le Complément CXIII, intégrer
le système précédent en prenant les conditions initiales :

b1(0) = b2(0) =
1√
2

b3(0) = 0

(on négligera, au second membre des équations différentielles, les termes dont les
coefficients en e±i(ω+ω32)t varient très vite, et on ne gardera que ceux dont les
coefficients sont constants, ou varient très lentement en e±i(ω−ω32)t).

c. La composante Dz sur Oz du moment dipolaire électrique du système est
représentée dans la base des trois états |ϕ1〉, |ϕ2〉, |ϕ3〉 rangés dans cet ordre par la
matrice :⎡⎣ 0 d 0

d 0 0
0 0 0

⎤⎦
où d est une constante réelle (Dz est un opérateur impair et ne peut relier que des
états de parité différente).

Calculer 〈Dz〉(t) = 〈ψ(t)|Dz |ψ(t)〉, en utilisant le vecteur |ψ(t)〉 calculé en b.
Montrer que l’évolution dans le temps de 〈Dz〉(t) est donnée par une super-

position de termes sinusoïdaux dont on demande de déterminer les fréquences vk et
les intensités relatives πk.

Ce sont ces fréquences qui sont susceptibles d’être absorbées par l’atome lors-
qu’il est irradié par un champ électrique oscillant parallèle à Oz. Décrire les modifi-
cations de ce spectre d’absorption lorsque, ω étant fixe et égal à ω32, on fait croître
ω1 à partir de zéro. On montrera que la présence du champ magnétique oscillant à
la fréquence ω32/2π dédouble la raie d’absorption dipolaire électrique à la fréquence
ω21/2π, la séparation entre les deux composantes du doublet étant proportionnelle
à l’amplitude du champ magnétique oscillant (doublet Autler-Townes).

Que se passe -t-il lorsque, ω1 étant fixé, on fait varier ω − ω32 ?

1427



COMPLÉMENT FXIII •

6. Diffusion élastique par une particule dans un état lié. Facteur de
forme

On considère une particule (a) dans un état lié |ϕ0〉 décrit par la fonction
d’onde |ϕ0(ra) localisée autour d’un point O. On envoie sur cette particule (a) un
faisceau de particules (b), de masse m, d’impulsion �ki, d’énergie Ei = �

2k2
i /2m

et de fonction d’onde
1

(2π)3/2
eiki.rb . Chaque particule (b) du faisceau interagit avec

la particule (a), l’énergie potentielle correspondante, W , ne dépendant que de la
position relative rb − ra des deux particules.

a. Calculer l’élément de matrice :

〈a : ϕ0; b : kf |W (Rb − Ra)|a : ϕ0; b : ki〉

de W (Rb − Ra) entre deux états où la particule (a) est dans le même état |ϕ0〉, la
particule (b) passant de l’état |ki〉 à l’état |kf 〉. On fera apparaître, dans l’expression
de cet élément de matrice, la transformée de Fourier W (k) du potentiel W (rb − ra)
en posant :

W (rb − ra) =
1

(2π)3/2

∫
W (k) eik.(rb−ra)d3k

b. On s’intéresse à des processus de diffusion où, sous l’effet de l’interaction W ,
la particule (b) est diffusée dans une certaine direction, la particule (a) restant dans
le même état quantique |ϕ0〉 à l’issue du processus de diffusion (diffusion élastique).

En utilisant une méthode analogue à celle du Chapitre XIII [cf. remarque
(ii) du § C-3-b], calculer, à l’approximation de Born, la section efficace de diffusion
élastique de la particule (b) par la particule (a) dans l’état |ϕ0〉.

Montrer que cette section efficace s’obtient en multipliant la section efficace
de diffusion par le potentiel W (r) (à l’approximation de Born) par un facteur ca-
ractéristique de l’état |ϕ0〉, qu’on appelle “facteur de forme”.

Montrer que, si l’on connaît la transformée de Fourier W (k) de W (r), l’étude
des variations de la section efficace avec l’angle de diffusion permet d’atteindre
expérimentalement la densité de probabilité |ϕ0(ra)|2 associée à l’état |ϕ0〉.

7. Modèle simple d’effet photoélectrique
On considère, dans un problème à une dimension, une particule de masse m,

plongée dans un potentiel de la forme V (x) = −αδ(x), où α est une constante réelle
positive.

On rappelle (cf. exercices 2 et 3 du Complément KI) que, dans un tel potentiel,
il y a un seul état lié d’énergie E0 = −mα2/2�2 négative, auquel correspond la
fonction d’onde normée ϕ0(x) =

√
mα/�2 e− mα

�2 |x|. Pour chaque valeur positive
de l’énergie E = �

2k2/2m, il y a par contre deux fonctions d’onde stationnaires
correspondant respectivement à une particule incidente venant de la gauche ou de
la droite. La première fonction propre a par exemple pour expression :

χk(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1√
2π

[
eikx − 1

1 + i�2k/mα
e−ikx

]
pour x < 0

1√
2π

i�2k/mα

1 + i�2k/mα
eikx pour x > 0
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a. Montrer que les χk(x) vérifient la relation d’orthonormalisation (au sens
large) :

〈χk|χk′ 〉 = δ(k − k′)

On pourra utiliser la relation [cf. formule (47) de l’Appendice II] :∫ 0

−∞
eiqx dx =

∫ ∞

0
e−iqxdx = Lim

ε→0

1
ε + iq

= πδ(q) − iP
(

1
q

)
Calculer la densité d’états ρ(E) pour une énergie E positive.

b. Calculer l’élément de matrice 〈χk|X |ϕ0〉 de l’observable position X entre
l’état lié |ϕ0〉 et l’état |χk〉 d’énergie positive dont la fonction d’onde a été donnée
plus haut.

c. La particule supposée chargée (charge q) interagit avec un champ électrique
oscillant à la pulsation ω. La perturbation correspondante s’écrit :

W (t) = −qEX sin ωt

où E est une constante.
La particule est initialement dans l’état lié |ϕ0〉. On suppose que �ω > −E0.

Calculer, en utilisant les résultats du § C du Chapitre XIII [voir notamment la
formule (C-37)] la probabilité w de transition par unité de temps vers un état quel-
conque d’énergie positive (effet photoélectrique, ou encore photoionisation). Com-
ment w varie-t-il avec ω et E ?

L’étude de l’effet photoélectrique sera reprise plus en détail dans le Complé-
ment BXX.

8. Désorientation d’un niveau atomique par collisions avec des atomes
de gaz rare

On considère un atome A immobile à l’origine O d’un trièdre trirectangle
Oxyz (Fig. 1). Cet atome A se trouve dans un niveau de moment cinétique J = 1,
auquel correspondent les trois kets orthonormés |M〉 (M = −1, 0, +1), états propres
de Jz de valeurs propres M�.

Un second atome B, se trouvant dans un niveau de moment cinétique nul,
effectue un mouvement rectiligne et uniforme dans le plan xOz : il parcourt, à la
vitesse v, une droite parallèle à Oz située à une distance b de cet axe (b est le
“paramètre d’impact”). L’origine des temps est choisie à l’instant où B se trouve
au point H de l’axe Ox (OH = b) ; à l’instant t, l’atome B est donc au point M tel
que HM = vt. On désigne par θ l’angle entre Oz et OM .

Le modèle précédent, où les degrés de liberté externes des deux atomes sont
traités classiquement, permet de calculer simplement l’effet, sur les degrés de li-
berté internes de l’atome A (qui sont traités quantiquement), d’une collision avec
un atome B (qui est par exemple un atome de gaz rare dans l’état fondamental).
On peut en effet montrer que, par suite des forces de Van der Waals (cf. Complé-
ment CXI) s’exerçant entre les deux atomes, l’atome A est soumis à une perturbation
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W agissant sur ses degrés de liberté internes et donnée par :

W =
C

r6 J2
u

où C est une constante, r la distance entre les deux atomes, Ju la composante du
moment cinétique J de l’atome A sur l’axe OM qui joint les deux atomes.

a. Exprimer W en fonction de C, b, v, t, Jz, J± = Jx ± iJy. On introduira le
paramètre sans dimension τ = vt/b.

b. On suppose qu’il n’y a pas de champ magnétique extérieur, de sorte que
les trois états | + 1〉, |0〉, | − 1〉 de l’atome A ont même énergie.

Avant la collision, c’est-à-dire à t = −∞, l’atome A se trouve dans le niveau
| − 1〉. En utilisant la théorie des perturbations dépendant du temps au premier
ordre, calculer la probabilité P−1, +1 de trouver, après la collision (c’est-à-dire à
t = +∞), l’atome A dans le niveau | + 1〉. Discuter les variations de P−1, +1 avec
b et v. Calculer de même P−1, 0.

c. On suppose maintenant qu’il y a un champ statique B0 parallèle à Oz, de
sorte que les trois états |M〉 ont une énergie supplémentaire M�ω0 (effet Zeeman),
où ω0 est la pulsation de Larmor dans le champ B0.

α. Avec les champs magnétiques usuels (B0 ∼ 102 gauss), on a ω0 �
109 rad.sec−1 ; par ailleurs b est de l’ordre de 5 Å, v de l’ordre de 5 × 102 m.sec−1.
Montrer que, dans ces conditions, les résultats de la question b précédente demeurent
valables.

β. Sans entrer dans le détail des calculs, expliquer ce qui se passerait
pour des valeurs beaucoup plus élevées de B0. A partir de quelle valeur de ω0, b et
v ayant les valeurs indiquées en α, les résultats de b ne seraient-ils plus valables ?

d. Sans entrer dans le détail des calculs, chercher comment il faudrait s’y
prendre pour calculer les probabilités de désorientation P−1, +1 et P−1, 0 pour un
atome A plongé dans un gaz d’atomes B en équilibre thermodynamique à la tem-
pérature T , et contenant un nombre n d’atomes par unité de volume suffisamment
petit pour que l’on puisse n’envisager que des collisions binaires.

N.B. : On donne
∫ +∞

−∞ dτ(1 + τ2)−4 = 5π/16

9. Relaxation de spins par collisions sur les parois

Figure 1
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Cet exercice utilise les résultats du Complément EXIII. On considère N par-
ticules de spin 1/2, de rapport gyromagnétique γ, plongées dans un champ statique
B0 (on pose ω0 = −γB0). Ces particules sont enfermées dans une cellule sphérique
de rayon R. Chacune d’elles rebondit sans cesse d’une paroi à l’autre. Le temps
moyen entre deux collisions avec la paroi subies par la même particule est appelé
“temps de vol” τv. Pendant ce temps, la particule ne “voit” que le champ B0. Lors
d’une collision avec la paroi, chaque particule reste adsorbée sur la surface pendant
un temps moyen τa (on a τa � τv) et elle “voit” alors, en plus de B0, un champ
magnétique microscopique constant b, dû aux impuretés paramagnétiques conte-
nues dans la paroi. La direction de b varie aléatoirement d’une collision à l’autre,
l’amplitude moyenne de b étant notée b0.

a. Quel est le temps de corrélation de la perturbation vue par les spins ? Justi-
fier physiquement la forme suivante que l’on prendra pour la fonction de corrélation
des composantes du champ microscopique b :

bx(t)bx(t − τ) =
1
3

b2
0

τa

τv
e−τ/τa

et des expressions analogues pour les composantes sur Oy et Oz, tous les termes
croisés bx(t)by(t − τ)... étant nuls.

b. Soit Mz la composante, sur l’axe Oz défini par le champ B0, de l’aiman-
tation macroscopique des N spins. Montrer que, sous l’effet des collisions avec la
paroi, Mz “relaxe” avec une constante de temps T1 :

dMz

dt
= −Mz

T1

(T1 est appelé temps de relaxation longitudinale). Calculer T1 en fonction de γ, B0,
τa, τv, b0.

c. Montrer que l’étude des variations de T1 avec B0 permet d’atteindre expé-
rimentalement le temps moyen d’adsorption τa.

d. On dispose de plusieurs cellules de rayons R différents construites avec
le même matériau. Comment, à partir de mesures de T1, pourrait-on déterminer
expérimentalement l’amplitude moyenne b0 du champ microscopique régnant au
niveau de la paroi ?

10. Absorption de rayonnement par un système de plusieurs par-
ticules formant un état lié. Effet Doppler. Energie de recul. Effet Möss-
bauer

Dans le Complément AXIII, on s’intéresse à l’absorption de rayonnement par
une particule chargée attirée par un centre O fixe (modèle d’atome d’hydrogène
dont le noyau serait infiniment lourd). Dans cet exercice, on étudie une situation
plus réaliste où le rayonnement incident est absorbé par un système de plusieurs
particules de masses finies interagissant entre elles et formant un état lié. On étudie
ainsi l’effet, sur le phénomène d’absorption, des degrés de liberté du centre de masse
du système. Les phénomènes physiques étudiés dans cet exercice seront traités plus
en détail dans le Complément AXIX.

I-Absorption de rayonnement par un atome d’hydrogène libre.
Effet Doppler. Energie de recul
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Soient R1 et P1, R2 et P2 les observables position et impulsion de deux
particules (1) et (2), de masses m1 et m2, de charges q1 et q2 opposées (atome
d’hydrogène). Soient R et P, RG et PG les observables position et impulsion de
la particule relative et du centre de masse (cf. Chap. VII, § B), M = m1 + m2 la
masse totale, m = m1m2/(m1 +m2) la masse réduite. L’hamiltonien H0 du système
s’écrit :

H0 = He + Hi (1)

où :

He =
1

2M
P2

G (2)

est l’énergie cinétique de translation de l’atome supposé libre (degrés de liberté
“externes”) et où Hi (qui ne dépend que de R et P) décrit l’énergie interne de
l’atome (degrés de liberté “internes”). On désigne par |K〉 les états propres de He,
de valeurs propres �

2K2/2M , et l’on ne s’intéresse qu’à deux états propres de Hi,
|χa〉 et |χb〉, d’énergies Ea et Eb (Eb > Ea). On pose :

Eb − Ea = �ω0 (3)

a. Quelle énergie faut-il fournir à l’atome pour le faire passer de l’état |K; χa〉
(atome dans l’état |χa〉 avec une impulsion globale �K), à l’état |K′; χb〉 ?

b. L’atome précédent interagit avec une onde électromagnétique plane de vec-
teur d’onde k, de pulsation ω = ck, polarisée le long du vecteur unitaire e perpen-
diculaire à k ; le potentiel vecteur correspondant A(r, t) s’écrit :

A(r, t) = A0 e ei(k·r−ωt) + c.c. (4)

où A0 est une constante. Le terme prépondérant de l’hamiltonien d’interaction entre
cette onde plane et le système des deux particules s’écrit (cf. Complément AXIII,
§ 1-b) :

W (t) = −
2∑

i=1

qi

mi
Pi · A(Ri, t) (5)

Exprimer W (t) en fonction de R, P, RG, PG, m, M et q (on posera q1 =
−q2 = q) et montrer que, dans l’approximation dipolaire électrique qui consiste à
négliger k · R (mais non k · RG) devant 1, on a :

W (t) = W e−iωt + W † eiωt (6)

où :

W = −qA0

m
e · P eik·RG (7)

c. Montrer que l’élément de matrice de W entre l’état |K; χa〉 et l’état |K′; χb〉
n’est différent de zéro que s’il existe une certaine relation entre K, k, K′ que l’on
précisera et que l’on interprètera en termes de conservation de l’impulsion globale
lors de l’absorption d’un photon incident par l’atome.
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d. En déduire que si l’atome dans l’état |K; χa〉 est irradié par l’onde plane (4),
la résonance se produit lorsque l’énergie �ω des photons associés à l’onde incidente
diffère de l’énergie �ω0 de la transition atomique |χa〉 → |χb〉 d’une quantité δ
que l’on exprimera en fonction de �, ω0, K, k, M , c (δ étant un terme correctif, on
remplacera, dans l’expression de δ, ω par ω0). Montrer que δ est une somme de deux
termes dont l’un, δ1, dépend de K et de l’angle entre K et k (effet Doppler) et l’autre,
δ2, est indépendant de K. Interpréter physiquement δ1 et δ2 (on montrera que δ2

est l’énergie cinétique de recul de l’atome lorsque, étant initialement immobile, il
absorbe un photon résonnant).

Montrer que δ2 est négligeable devant δ1 lorsque �ω0 est de l’ordre de 10 eV
(domaine de la physique atomique) ; on prendra pour M une masse de l’ordre de
celle du proton (Mc2 � 109 eV) et pour |K| une valeur correspondant à une vitesse
d’agitation thermique à T = 300◦ K. En serait-il de même �ω0 était de l’ordre de
105 eV (domaine de la physique nucléaire) ?

II-Absorption sans recul de rayonnement par un noyau vibrant au-
tour de sa position d’équilibre dans un cristal. Effet Mössbauer

Le système étudié est maintenant un noyau de masse M vibrant à la pulsation
Ω autour de sa position d’équilibre dans un réseau cristallin (modèle d’Einstein ; cf.
Complément AV, § 2). On désigne toujours par RG et PG la position et l’impulsion
du centre de masse de ce noyau. L’énergie de vibration du noyau est décrite par
l’hamiltonien :

He =
1

2M
P2

G +
1
2

MΩ2(X2
G + Y 2

G + Z2
G) (8)

qui est celui d’un oscillateur harmonique isotrope à trois dimensions. On désigne
par |ψnx,ny,nz 〉 l’état propre de He de valeur propre (nx +ny +nz +3/2)�Ω. En plus
de ces degrés de liberté externes, le noyau possède des degrés de liberté internes
auxquels sont associées des observables qui commutent toutes avec RG et PG.
Soit Hi l’hamiltonien qui décrit l’énergie interne du noyau. Comme plus haut, on
s’intéresse à deux états propres de Hi, |χa〉 et |χb〉, d’énergies Ea et Eb et l’on pose
�ω0 = Eb − Ea ; �ω0 tombant dans le domaine des rayons γ, on a bien sûr :

ω0 � Ω (9)

e. Quelle énergie faut-il fournir au noyau pour le faire passer de l’état |ψ0,0,0; χa〉
(noyau dans l’état de vibration défini par les nombres quantiques nx = 0, ny = 0,
nz = 0 et dans l’état interne |χa〉) à l’état |ψn,0,0; χb〉 ?

f . Le noyau précédent est irradié par une onde électromagnétique du type de
celle définie en (4), dont le vecteur d’onde k est parallèle à Ox. On peut montrer
que, dans l’approximation dipolaire électrique, l’hamiltonien d’interaction du noyau
avec cette onde plane (responsable de l’absorption du rayonnement γ) s’écrit comme
en (6), avec :

W = A0 Si(k) eikXG (10)

Si(k) étant un opérateur qui agit sur les degrés de liberté internes et, par suite,
commute avec RG et PG. On pose s(k) = 〈χb|Si(k)|χa〉.

Le noyau est initialement dans l’état |ψ0,0,0; χa〉. Montrer que, sous l’effet de
l’irradiation par l’onde plane incidente, il apparaît une résonance chaque fois que �ω
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coïncide avec l’une des énergies calculées en e, l’intensité de la résonance correspon-
dante étant proportionnelle à |s(k)|2|〈ψn,0,0|eikXG |ψ0,0,0〉|2, où k a une valeur que
l’on précisera. Montrer d’ailleurs que la condition (9) permet de remplacer, dans
l’expression précédente donnant l’intensité de la résonance, k par k0 = ω0/c.

g. On pose :

πn(k0) = |〈ϕn|eik0XG |ϕ0〉|2 (11)

où les états |ϕn〉 sont les états propres d’un oscillateur harmonique à une dimension
de position XG, de masse M , de pulsation Ω.

α. Calculer πn(k0) en fonction de �, M , Ω, k0, n (voir aussi l’exercice 7

du Complément MV). On posera ξ = �
2k2

0

2M /�Ω. On pourra par exemple établir une
relation de récurrence entre 〈ϕn|eik0XG |ϕ0〉 et 〈ϕn−1|eik0XG |ϕ0〉 et exprimer tous les
πn(k0) en fonction de π0(k0) que l’on calculera directement à partir de la fonction
d’onde de l’état fondamental de l’oscillateur harmonique. Montrer que les πn(k0)
sont donnés par une loi de Poisson.

β. Vérifier que
∞∑

n=0
πn(k0) = 1

γ. Montrer que
∞∑

n=0
n�Ω πn(k0) = �

2ω2
0/2Mc2

h. On suppose que �Ω � �
2ω2

0/2Mc2, c’est-à-dire que l’énergie de vibration
du noyau est très supérieure à l’énergie de recul (liaisons cristallines très rigides).
Montrer que le spectre d’absorption du noyau est essentiellement constitué d’une
seule raie de pulsation ω0. Cette raie est appelée raie d’absorption sans recul. Jus-
tifier cette dénomination. Pourquoi y a-t-il disparition de l’effet Doppler ?

i. On suppose au contraire que �Ω � �
2ω2

0/2Mc2 (liaisons cristallines très
faibles). Montrer que le spectre d’absorption du noyau est constitué d’un très grand
nombre de raies équidistantes dont le barycentre (obtenu en pondérant l’abscisse de
chaque raie par son intensité relative) coïncide avec la position de la raie d’absorp-
tion du noyau s’il était libre et initialement immobile. Quel est l’ordre de grandeur
de la largeur de ce spectre (dispersion des raies autour de leur barycentre) ? Montrer
ainsi que l’on retrouve les résultats de la première partie à la limite Ω → 0.
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Nous avons énoncé au Chapitre III les postulats de la mécanique quantique
non relativiste, et nous avons précisé au Chapitre IX ceux qui concernent les de-
grés de liberté de spin. Nous allons voir ici (§ A) qu’en réalité ces postulats ne
sont pas suffisants lorsqu’il s’agit de systèmes comprenant plusieurs particules iden-
tiques, car leur application conduit dans ce cas à des ambiguïtés dans les prévisions
physiques. Pour éliminer ces ambiguïtés, il est nécessaire d’introduire un nouveau
postulat, concernant uniquement la description quantique des systèmes de particules
identiques ; nous énoncerons ce postulat au § C, et en discuterons les implications
physiques au § D. Auparavant cependant (§ B), nous définirons et étudierons les
opérateurs de permutation, qui facilitent considérablement les raisonnements et les
calculs.



CHAPITRE XIV SYSTÈMES DE PARTICULES IDENTIQUES

A. Position du problème

A-1. Particules identiques : définition

On dit que deux particules sont identiques si toutes leurs propriétés intrin-
sèques (masse, spin, charge, etc. . . ) sont exactement les mêmes : aucune expérience
ne permet de privilégier l’une par rapport à l’autre. Ainsi, tous les électrons de
l’univers sont identiques, de même que tous les protons et que tous les atomes d’hy-
drogène ; par contre, un électron et un positron ne sont pas identiques car, bien
qu’ils aient même masse et même spin, ils diffèrent par la charge électrique.

On déduit de cette définition une conséquence importante : lorsqu’un système
physique contient deux particules identiques, rien n’est changé dans ses propriétés
et son évolution si l’on échange les rôles de ces deux particules.

Remarque:

Notons bien que la définition précédente est indépendante des conditions
expérimentales dans lesquelles on se place : même si, dans une expérience
donnée, on ne mesure pas la charge des particules, un électron et un positron
ne seront jamais traités comme des particules identiques.

A-2. Particules identiques en mécanique classique

En mécanique classique, la présence de particules identiques dans un système
ne pose aucun problème spécifique : il s’agit simplement d’un cas particulier qui se
traite comme le cas général. Chaque particule se déplace sur une trajectoire bien
définie, ce qui permet de la différencier des autres et de la “suivre” au cours de
l’évolution du système.

Pour préciser ce point, considérons un système de deux particules identiques.
A l’instant initial t0, l’état physique du système est défini par la donnée de la
position et de la vitesse de chacune des deux particules ; nous noterons ces données
initiales {r0, v0} et {r′

0, v′
0}. Pour décrire cet état physique et calculer son évolution,

on numérote les deux particules : r1(t) et v1(t) désigneront la position et la vitesse
de la particule (1) au temps t, r2(t) et v2(t) celles de la particule (2). Contrairement
à ce qui se passerait s’il s’agissait de deux particules de natures différentes, cette
numérotation n’a pas de base physique. Il s’ensuit que l’état physique initial que
nous venons de définir peut a priori être décrit par deux “états mathématiques”
différents ; on peut en effet poser, soit :

r1(t0) = r0 r2(t0) = r′
0

v1(t0) = v0 v2(t0) = v′
0 (A-1)

soit au contraire :

r1(t0) = r′
0 r2(t0) = r0

v1(t0) = v′
0 v2(t0) = v0 (A-2)

Etudions maintenant l’évolution du système. Supposons que la solution des
équations du mouvement définie par les conditions initiales (A-1) s’écrive :

r1(t) = r(t) r2(t) = r′(t) (A-3)
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où r(t) et r′(t) sont deux fonctions vectorielles. Le fait que les deux particules
soient identiques implique que rien n’est changé dans le système si l’on intervertit
leurs rôles ; par conséquent, la fonction de Lagrange (r1, v1; r2, v2) ou la fonction de
Hamilton (r1, p1; r2, p2) sont invariantes dans l’échange des indices 1 et 2. Il s’ensuit
que la solution des équations du mouvement correspondant à l’état initial (A-2) est
nécessairement :

r1(t) = r′(t) r2(t) = r(t) (A-4)

où les fonctions r(t) et r′(t) sont les mêmes qu’en (A-3).
Les deux descriptions mathématiques possibles de l’état physique considéré

sont donc parfaitement équivalentes, puisqu’elles conduisent aux mêmes prévisions
physiques : la particule qui est partie à l’instant t0 de {r0, v0} se trouve au temps
t en r(t) avec la vitesse v(t) = dr/dt, et celle qui est partie de {r′

0, v′
0} se trouve

en r′(t) avec la vitesse v′(t) = dr′/dt (Fig. 1). Dans ces conditions, il suffit de
choisir à l’instant initial l’un quelconque des deux “états mathématiques” possibles,
et d’ignorer l’existence de l’autre ; on traite ainsi le système comme si les deux
particules étaient en fait de natures différentes. Les numéros (1) et (2), que l’on
affecte arbitrairement à l’instant t0, se comportent ensuite comme des propriétés
intrinsèques qui distingueraient les deux particules : comme on peut suivre chaque
particule de proche en proche le long de sa trajectoire (flèches de la Fig. 1), on peut
à chaque instant savoir où est la particule numérotée (1) et où est la particule (2).

Figure 1 – Position et vitesse de chacune des deux particules à l’instant initial et
à l’instant t.

A-3. Particules identiques en mécanique quantique : difficultés d’application des
postulats généraux

A-3-a. Discussion qualitative sur un premier exemple simple

La situation apparaît d’emblée comme radicalement différente en mécanique
quantique, puisque les particules n’ont plus de trajectoire définie. Même si, à l’ins-
tant initial t0, les paquets d’ondes associés aux deux particules identiques sont
complètement séparés dans l’espace, leur évolution ultérieure peut les amener à
s’enchevêtrer ; on “perd alors la trace” des particules : lorsqu’on détecte une parti-
cule dans une région de l’espace où toutes deux ont une probabilité de présence non
nulle, on n’a aucun moyen de savoir si la particule détectée est celle qui a été numé-
rotée (1) ou celle qui a été numérotée (2). Sauf cas particuliers où, par exemple, les
deux paquets d’ondes ne se recouvrent jamais, la numérotation des deux particules
devient ambiguë lorsqu’on effectue une mesure de leur position : en effet, comme
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nous allons le voir, il existe plusieurs “chemins” distincts qui conduisent le système
de son état initial à l’état trouvé lors de la mesure.

Pour préciser ce point sur un exemple concret, imaginons une collision entre
deux particules identiques, dans le repère lié à leur centre de masse (Fig. 2). Avant la
collision, on a deux paquets d’ondes nettement séparés se dirigeant l’un vers l’autre
(Fig. 2a), et l’on peut convenir par exemple de désigner par (1) la particule de gauche
et par (2) celle de droite. Pendant la collision (Fig. 2b), les deux paquets d’ondes se
recouvrent. Après la collision, la région de l’espace dans laquelle la probabilité de
présence des deux particules est non nulle 1 a l’allure d’une couronne sphérique dont
le rayon croît au cours du temps (Fig. 2c). Imaginons qu’un détecteur placé dans
la direction faisant l’angle θ avec la vitesse initiale du paquet d’ondes (1) détecte
une particule ; on est alors sûr (conservation de l’impulsion au cours de la collision)
que l’autre particule s’éloigne dans la direction opposée. Il est cependant impossible
de savoir si la particule détectée en D est celle qui était numérotée initialement (1)
ou celle qui était numérotée (2) : ainsi deux “chemins” différents peuvent avoir été
suivis par le système depuis l’état initial représenté sur la Figure 2a jusqu’à l’état
final trouvé lors de la mesure. Ces deux chemins sont schématisés sur les Figures 3a
et 3b ; rien ne permet de déterminer lequel a été effectivement suivi.

Figure 2 – Collision entre deux particules identiques dans le repère du centre de
masse : représentation schématique de la fonction d’onde des deux particules. Avant
la collision (fig. a), les deux paquets d’ondes qui se dirigent l’un vers l’autre sont
nettement séparés et on peut leur affecter des numéros. Pendant la collision (fig. b),
les deux paquets d’ondes se recouvrent. Après la collision (fig. c), la probabilité de
présence des deux particules est non -nulle dans une région ayant l’allure d’une cou-
ronne sphérique dont le rayon croît au cours du temps. Comme les deux particules
sont identiques il est impossible, lorsqu’on détecte une particule en D, de savoir
auquel des paquets d’ondes, (1) ou (2), elle était associée avant la collision.

C’est alors qu’apparaît en mécanique quantique une difficulté fondamentale,
lors de l’application des postulats du Chapitre III. Pour calculer la probabilité d’un
résultat de mesure, il faut connaître les vecteurs d’état finals associés à ce résultat.

1. La fonction d’onde des deux particules dépend de six variables (les composantes des
coordonnées r et r′ des deux particules), et ne se représente pas aisément à trois dimensions. La
Figure 2 est donc très schématique : les régions grisées sont celles dans lesquelles doivent se trouver
r et r′ pour que la fonction d’onde prenne des valeurs notables.
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Figure 3 – Représentation schématique des deux types de “chemins” qui ont pu
être suivis par le système depuis l’état initial jusqu’à l’état trouvé lors de la mesure ;
comme les deux particules sont identiques, rien ne permet de déterminer le chemin
qui a été effectivement suivi.

Ici, on peut en écrire deux qui correspondent respectivement aux chemins des Fi-
gures 3a et 3b. Ces deux kets sont distincts (ils sont même orthogonaux). Pourtant,
ils sont associés à un seul et même état physique, puisqu’il est impossible d’envisa-
ger une mesure plus complète qui permette de les distinguer. Dans ces conditions,
faut-il donc calculer la probabilité en choisissant le chemin 3-a ou le chemin 3-b ?
On pourrait également envisager de tenir compte à la fois des deux chemins pos-
sibles suivis par le système ; faut-il alors prendre la somme des probabilités qui leur
sont associées, ou au contraire additionner les amplitudes de probabilité (et, dans
ce cas, avec quel signe) ? On conçoit aisément, et nous le vérifierons plus loin, que
ces diverses possibilités conduisent à des prévisions physiques différentes.

La réponse aux questions précédentes sera donnée au § D, une fois que nous
aurons énoncé le postulat de symétrisation. Avant d’aller plus loin, étudions un
autre exemple, qui permet de bien comprendre les difficultés liées au fait que les
deux particules sont identiques.

A-3-b. Origine des difficultés : dégénérescence d’échange

Dans l’exemple précédent, nous avons considéré deux paquets d’ondes qui,
initialement, ne se recouvrent pas, ce qui permet d’affecter arbitrairement à chacun
d’entre eux un numéro, (1) ou (2). Des ambiguïtés sont cependant apparues lorsque
nous avons cherché à déterminer le ket mathématique associé à un résultat donné
pour une mesure de position. En fait, la même difficulté existe également pour le
choix du ket mathématique décrivant l’état physique initial. Ce type de difficulté
est lié à la notion de “dégénérescence d’échange”, que nous allons introduire dans ce
paragraphe. Pour simplifier les raisonnements, nous allons tout d’abord prendre un
exemple différent du précédent, de façon à nous limiter à un espace de dimension
finie. Nous généraliserons ensuite la notion de dégénérescence d’échange en mon-
trant qu’elle s’applique à tous les systèmes quantiques comprenant des particules
identiques.

α. Dégénérescence d’échange pour un système de deux spins 1/2

Considérons un système constitué de deux particules identiques de spin 1/2,
et limitons-nous à l’étude de ses degrés de liberté de spin. Comme au § A-2, nous
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distinguerons l’état physique du système et sa description mathématique (ket dans
l’espace des états).

Il semble naturel de penser que, si l’on a fait une mesure complète sur chacun
des deux spins, on connaît parfaitement l’état physique du système global. Nous
supposerons ici que la composante suivant Oz de l’un d’eux vaut +�/2, celle de
l’autre – �/2 (ceci est l’équivalent pour les deux spins de la donnée de {r0, v0} et
{r′

0, v′
0} au § A-2).
Pour décrire mathématiquement le système, nous numérotons les particules :

S1 et S2 désignent les deux observables de spin, et {|ε1, ε2 >} (où ε1 et ε2 peuvent
être égaux à + ou −) est la base orthonormée de l’espace des états formée des
kets propres communs à S1z (valeur propre ε1�/2) et S2z (valeur propre ε2�/2). De
même qu’en mécanique classique deux “états mathématiques” différents pouvaient
être associés au même état physique, de même ici l’état physique envisagé peut a
priori être décrit par l’un ou l’autre des deux kets orthogonaux :

|ε1 = + , ε2 = − > (A-5a)

|ε1 = − , ε2 = + > (A-5b)

Ces deux kets engendrent un sous-espace à deux dimensions dont les vecteurs
normés sont de la forme :

α|+, − > + β|−, + > (A-6)

avec :

|α|2 + |β|2 = 1 (A-7)

Par suite du principe de superposition, tous les kets mathématiques (A-6) sont
susceptibles de représenter le même état physique que (A-5a) ou (A-5b) (un spin
pointant vers le haut, l’autre vers le bas). On dit alors qu’il y a dégénérescence
d’échange.

La dégénérescence d’échange entraîne des difficultés fondamentales car l’ap-
plication des postulats du Chapitre III aux divers kets (A-6) peut conduire à des
prévisions physiques qui dépendent du ket choisi. Cherchons par exemple la proba-
bilité de trouver les composantes des deux spins suivant Ox égales toutes deux à
+�/2. A ce résultat de mesure est associé un seul ket de l’espace des états de spin ;
ce ket s’écrit, d’après la formule (A-20) du Chapitre IV :

1√
2

[|ε1 = + > +|ε1 = − >] ⊗ 1√
2

[|ε2 = + > +|ε2 = − >]

=
1
2

[|+, + > +|−, + > +|+, − > +|−, − >] (A-8)

Par conséquent, la probabilité cherchée vaut pour le vecteur (A-6) :∣∣∣∣12(α + β)

∣∣∣∣2 (A-9)

Cette probabilité dépend effectivement des coefficients α et β. On ne peut donc
pas envisager de décrire l’état physique étudié par l’ensemble des kets (A-6), ni
par n’importe lequel d’entre eux choisi au hasard ; il faudra lever la dégénérescence
d’échange, c’est-à-dire indiquer sans ambiguïté lequel des kets (A-6) on doit utiliser.
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Remarque:

Dans l’exemple précédent, la dégénérescence d’échange ne se manifeste que
pour l’état initial ; ceci tient au fait qu’on a pris la même valeur pour les com-
posantes des deux spins dans l’état final. Dans le cas général (par exemple,
si le résultat de mesure correspond à deux valeurs propres différentes de Sx),
la dégénérescence d’échange interviendrait à la fois pour l’état initial et pour
l’état final.

β. Généralisation

Les difficultés liées à la dégénérescence d’échange se présentent dans l’étude
de tous les systèmes comprenant un nombre quelconque N de particules identiques
(N > 1).

Prenons par exemple un système de trois particules. A chacune des trois
particules, prise isolément, sont associés un espace des états et des observables
agissant dans cet espace. On est ainsi amené à numéroter les particules : E(1),
E(2) et E(3) désigneront les trois espaces d’états à une particule, et les observables
correspondantes seront affectées des mêmes indices. L’espace des états du système
des trois particules est le produit tensoriel :

E = E(1) ⊗ E(2) ⊗ E(3) (A-10)

Considérons maintenant une observable B(1) définie initialement dans E(1).
Nous allons supposer que B(1) constitue à elle seule un E.C.O.C dans E(1) [ou que
B(1) désigne en réalité plusieurs observables formant un E.C.O.C.]. Le fait que les
trois particules soient identiques implique que les observables B(2) et B(3) existent,
et qu’elles constituent des E.C.O.C. dans E(2) et E(3) respectivement. B(1), B(2)
et B(3) ont même spectre, {bn; n = 1, 2, . . .}. A partir des bases que définissent ces
trois observables dans E(1), E(2) et E(3), on peut construire, par produit tensoriel,
une base orthonormée de E , que nous noterons :

|1 : bi ; 2 : bj ; 3 : bk > ; i, j, k = 1, 2, (A-11)

Les kets |1 : bi ; 2 : bj ; 3 : bk > sont les vecteurs propres communs aux prolonge-
ments dans E de B(1), B(2) et B(3), avec les valeurs propres respectives bi, bj et
bk.

Le fait que les trois particules soient identiques ne permet pas de mesurer B(1)
ou B(2) ou B(3), puisque la numérotation n’a aucune base physique ; on peut par
contre mesurer la grandeur physique B sur chacune des trois particules. Supposons
qu’une telle mesure ait donné comme résultat les trois valeurs propres différentes
bn, bp et bq. La dégénérescence d’échange apparaît alors, puisque l’état du système
après cette mesure peut être a priori représenté par n’importe lequel des kets du
sous-espace de E engendré par les six vecteurs de base :

|1 : bn ; 2 : bp ; 3 : bq >, |1 : bq ; 2 : bn ; 3 : bp >, |1 : bp ; 2 : bq ; 3 : bn >

|1 : bn ; 2 : bq ; 3 : bp >, |1 : bp ; 2 : bn ; 3 : bq >, |1 : bq ; 2 : bp ; 3 : bn >
(A-12)

Donc, une mesure complète sur chacune des particules ne permet pas de déterminer
un ket unique de l’espace des états du système.
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Remarque:

L’indétermination due à la dégénérescence d’échange est bien sûr moins im-
portante si deux des valeurs propres trouvées dans la mesure sont égales ; cette
indétermination disparaît même dans le cas particulier où les trois résultats
sont identiques.

B. Opérateurs de permutation

Avant d’énoncer le postulat supplémentaire qui permet de lever l’indétermi-
nation liée à la dégénérescence d’échange, nous allons étudier des opérateurs, définis
dans l’espace des états global du système considéré, et dont l’action consiste précisé-
ment à permuter les diverses particules de ce système. L’utilisation de ces opérateurs
de permutation simplifiera les calculs et les raisonnements des §§ C et D suivants.

B-1. Systèmes de deux particules

B-1-a. Définition de l’opérateur de permutation P21

Considérons un système constitué de deux particules de même spin s. Il n’est
pas nécessaire ici que ces deux particules soient identiques ; il suffit que leurs espaces
des états individuels soient isomorphes. D’ailleurs, pour éviter que les difficultés liées
à au fait que les particules sont identiques ne viennent obscurcir les raisonnements
de ce paragraphe, nous allons supposer que les deux particules ne sont effectivement
pas identiques, de sorte que les numéros 1 et 2 qui leur sont affectés indiquent leur
nature : par exemple, (1) désignera un proton, et (2) un électron.

Choisissons une base {|ui >} dans l’espace des états E(1) de la particule (1).
Comme les deux particules ont même spin, E(2) est isomorphe à E(1), et on peut
le rapporter à la même base. Par produit tensoriel, on construit dans l’espace des
états E du système la base :

{|1 : ui ; 2 : uj >} (B-1)

L’ordre des vecteurs étant sans importance dans un produit tensoriel, on a :

|2 : uj ; 1 : ui >≡ |1 : ui ; 2 : uj > (B-2)

Par contre, notons bien que :

|1 : uj ; 2 : ui > �= |1 : ui ; 2 : uj > si i �= j (B-3)

L’opérateur de permutation P21 est alors défini comme l’opérateur linéaire
dont l’action sur les vecteurs de base est donnée par :

P21|1 : ui ; 2 : uj >= |2 : ui ; 1 : uj >= |1 : uj ; 2 : ui > (B-4)

Son action sur un ket quelconque de E s’obtient aisément en développant ce ket sur
la base (B-1) 2.

2. On peut montrer facilement que l’opérateur P21 ainsi défini ne dépend pas de la base
{|ui >} choisie.
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Remarque:
Si l’on choisit la base formée des états propres communs à l’observable de position
R et à la composante Sz du spin, (B-4) s’écrit :

P21|1 : r, ε; 2 : r′, ε′ >= |1 : r′, ε′ ; 2 : r, ε > (B-5)

Un ket quelconque |ψ > de l’espace des états E peut être représenté par un ensemble
de (2s + 1)2 fonctions de six variables :

|ψ >=
∑
ε,ε′

∫
d3r d3r′ ψε,ε′ (r, r′)|1 : r, ε ; 2 : r′, ε′ > (B-6)

avec :

ψε,ε′ (r, r′) =< 1 : r, ε ; 2 : r′, ε′|ψ > (B-7)

On a alors :

P21|ψ >=
∑
ε,ε′

∫
d3r d3r′ ψε,ε′ (r, r′)|1 : r′, ε′ ; 2 : r, ε > (B-8)

En changeant le nom des variables muettes :

ε ↔ ε′

r ↔ r′ (B-9)

on transforme la formule (B-8) en :

P21|ψ >=
∑
ε,ε′

∫
d3r d3r′ ψε,ε′ (r′, r)|1 : r, ε ; 2 : r′, ε′ > (B-10)

Par conséquent, les fonctions :

ψ′
ε,ε′ (r, r′) =< 1 : r, ε ; 2 : r′, ε′|P21|ψ > (B-11)

représentant le ket |ψ′ >= P21|ψ > s’obtiennent à partir des fonctions (B-7) repré
sentant le ket |ψ > en intervertissant (r, ε) et (r′, ε′) :

ψ′
ε,ε′ (r, r′) = ψε′,ε(r′, r) (B-12)

B-1-b. Propriétés de P21

On déduit immédiatement de la définition (B-4) que :

(P21)2 = 1 (B-13)

L’opérateur P21 est son propre inverse.
On montre facilement que P21 est hermitique :

P †
21 = P21 (B-14)

En effet, les éléments de matrice de P21 dans la base {|1 : ui ; 2 : uj >} s’écrivent :

< 1 : ui′ ; 2 : uj′ |P21|1 : ui ; 2 : uj > =< 1 : ui′ ; 2 : uj′ |1 : uj ; 2 : ui >

= δi′jδj′i (B-15)
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Ceux de P †
21 sont par définition :

< 1 : ui′ ; 2 : uj′ |P †
21|1 : ui ; 2 : uj > = (< 1 : ui ; 2 : uj |P21|1 : ui′ ; 2 : uj′ >)∗

= (< 1 : ui ; 2 : uj |1 : uj′ ; 2 : ui′ >)∗

= δij′ δji′ (B-16)

Chacun des éléments de matrice de P †
21 est donc égal à l’élément de matrice corres-

pondant de P21, ce qui entraîne l’égalité (B-14).
Il découle de (B-13) et (B-14) que P21 est également unitaire :

P †
21P21 = P21P †

21 = 1 (B-17)

B-1-c. Kets symétriques et antisymétriques. Symétriseur et antisymétriseur

D’après (B-14), les valeurs propres de P21 sont forcément réelles. Comme,
d’après (B-13), leur carré est égal à 1, ces valeurs propres sont simplement +1 et
−1. Les vecteurs propres de P21 associés à la valeur propre +1 sont dits symétriques,
ceux qui correspondent à la valeur propre −1 antisymétriques :

P21|ψS > = |ψS > =⇒ |ψS > symétrique

P21|ψA > = −|ψA > =⇒ |ψA > antisymétrique (B-18)

Considérons alors les deux opérateurs :

S =
1
2

(1 + P21) (B-19a)

A =
1
2

(1 − P21) (B-19b)

Ces opérateurs sont des projecteurs. En effet, (B-13) entraîne que :

S2 = S (B-20a)

A2 = A (B-20b)

et, de plus, (B-14) permet de montrer que :

S† = S (B-21a)

A† = A (B-21b)

S et A sont des projecteurs sur des sous-espaces orthogonaux, car d’après (B-13) :

SA = AS = 0 (B-22)

Ces sous-espaces sont supplémentaires, car les définitions (B-19) donnent :

S + A = 1 (B-23)

Si |ψ > est un ket quelconque de l’espace des états E , S|ψ > est un ket
symétrique et A|ψ > un ket antisymétrique ; on voit en effet facilement, en utilisant
encore (B-13), que :

P21S|ψ > = S|ψ >

P21A|ψ > = −A|ψ > (B-24)

S et A sont pour cette raison appelés respectivement symétriseur et antisymétriseur.
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Remarque:

On obtient le même ket symétrique en appliquant S à P21|ψ > ou à |ψ >
lui-même :

SP21|ψ >= S|ψ > (B-25)

Pour l’antisymétriseur, on a de même :

AP21|ψ >= −A|ψ > (B-26)

B-1-d. Transformation des observables par permutation

Considérons une observable B(1) définie initialement dans E(1) et prolongée
ensuite dans E . On peut toujours faire en sorte que la base {|ui >} de E(1) soit
formée de vecteurs propres de B(1) (les valeurs propres correspondantes seront
notées bi). Calculons alors l’action de l’opérateur P21B(1)P †

21 sur un ket de base
quelconque de E :

P21B(1)P †
21|1 : ui ; 2 : uj > = P21B(1)|1 : uj ; 2 : ui >

= bjP21|1 : uj ; 2 : ui >

= bj|1 : ui ; 2 : uj > (B-27)

On obtiendrait le même résultat en appliquant directement l’observable B(2) au ket
de base choisi ; par conséquent :

P21B(1)P †
21 = B(2) (B-28)

Le même raisonnement montre que :

P21B(2)P †
21 = B(1) (B-29)

Il existe également dans E des observables, telles que B(1)+C(2) ou B(1)C(2),
qui font intervenir à la fois les deux indices. On a évidemment :

P21[B(1) + C(2)]P †
21 = B(2) + C(1) (B-30)

On trouve de même, en utilisant (B-17) :

P21B(1)C(2)P †
21 = P21B(1)P †

21P21C(2)P †
21

= B(2)C(1) (B-31)

Ces résultats peuvent être généralisés à toutes les observables de E qui s’expriment
en fonction d’observables du type de B(1) et C(2), et que nous noterons schéma-
tiquement O(1, 2) :

P21O(1, 2)P †
21 = O(2, 1) (B-32)

O(2, 1) est l’observable obtenue à partir de O(1, 2) en échangeant partout les indices
1 et 2.

Une observable OS(1, 2) est dite symétrique si :

OS(2, 1) = OS(1, 2) (B-33)
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D’après (B-32), toute observable symétrique vérifie :

P21OS(1, 2) = OS(1, 2)P21 (B-34)

c’est-à-dire :

[OS(1, 2), P21] = 0 (B-35)

Les observables symétriques commutent avec l’opérateur de permutation.

B-2. Systèmes d’un nombre quelconque de particules

Dans l’espace des états d’un système constitué de N particules de même spin
(que nous supposerons provisoirement de natures différentes), on peut définir N !
opérateurs de permutation (dont l’un coïncide avec l’opérateur identité). Si N est
supérieur à 2, les propriétés de ces opérateurs sont moins simples que celles de P21.
Pour donner une idée des changements qui interviennent lorsque N est supérieur à
2, nous allons étudier sommairement le cas où N = 3.

B-2-a. Définition des opérateurs de permutation

Considérons donc un système de trois particules, pas nécessairement iden-
tiques, mais ayant même spin. Comme au § B-1-a, on construit par produit tensoriel
une base de l’espace des états du système :

{|1 : ui ; 2 : uj ; 3 : uk >} (B-36)

Il existe dans ce cas six opérateurs de permutation, que nous noterons :

P123 , P312 , P231 , P132 , P213 , P321 (B-37)

Par définition, l’opérateur Pnpq (où n, p, q est une permutation quelconque des
nombres 1, 2, 3) est l’opérateur linéaire dont l’action sur les vecteurs de base obéit
à la formule :

Pnpq |1 : ui ; 2 : uj ; 3 : uk >= |n : ui ; p : uj ; q : uk > (B-38)

Par exemple :

P231|1 : ui ; 2 : uj ; 3 : uk > = |2 : ui ; 3 : uj ; 1 : uk >

= |1 : uk : 2 : ui ; 3 : uj > (B-39)

P123 coïncide donc avec l’opérateur identité. L’action de Pnpq sur un ket quelconque
de l’espace des états s’obtient aisément en développant ce ket sur la base (B-36).

On définirait de façon analogue les N ! opérateurs de permutation associés à
un système de N particules de même spin.

B-2-b. Propriétés

α. L’ensemble des opérateurs de permutation constitue un groupe

On peut le vérifier facilement sur les opérateurs (B-37) :

(i) P123 est l’identité.
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(ii) Le produit de deux opérateurs de permutation est encore un opérateur de per-
mutation. Montrons par exemple que :

P312P132 = P321 (B-40)

Pour cela, appliquons le premier membre à un ket de base quelconque :

P312P132|1 : ui ; 2 : uj ; 3 : uk >

= P312|1 : ui ; 3 : uj ; 2 : uk >

= P312|1 : ui ; 2 : uk ; 3 : uj >

= |3 : ui ; 1 : uk ; 2 : uj >

= |1 : uk ; 2 : uj ; 3 : ui > (B-41)

L’action de P321 conduit effectivement au même résultat :

P321|1 : ui ; 2 : uj ; 3 : uk > = |3 : ui ; 2 : uj ; 1 : uk >

= |1 : uk ; 2 : uj ; 3 : ui > (B-42)

(iii) Chaque opérateur de permutation admet un inverse, qui est lui aussi un opéra-
teur de permutation. En raisonnant comme en (ii), on vérifie facilement que :

P−1
123 = P123 ; P−1

312 = P231 ; P−1
231 = P312

P−1
132 = P132 ; P−1

213 = P213 ; P−1
321 = P321 (B-43)

Notons que les opérateurs de permutation ne commutent pas entre eux. Par
exemple :

P132P312 = P213 (B-44)

ce qui, comparé à (B-40), montre que le commutateur de P132 et P312 n’est pas
nul.

β. Transpositions. Parité d’un opérateur de permutation

On appelle transposition une permutation qui échange simplement les rôles de
deux des particules, sans toucher aux autres. Parmi les opérateurs (B-37), les trois
derniers sont des opérateurs de transposition 3. Les opérateurs de transposition sont
hermitiques et chacun d’eux coïncide avec son inverse, de sorte qu’ils sont également
unitaires [les démonstrations de ces propriétés sont identiques à celles qui permettent
d’établir (B-14), (B-13) et (B-17)].

Tout opérateur de permutation peut être décomposé en un produit d’opérateurs
de transposition. Par exemple, le deuxième opérateur (B-37) peut s’écrire :

P312 = P132P213 = P321P132 = P213P321 = P132P213(P132)2 = . . . (B-45)

Cette décomposition n’est pas unique ; cependant, pour une permutation donnée,
on peut montrer que la parité du nombre de transpositions en lesquelles elle se.
décompose est toujours la même : on l’appelle la parité de la permutation considérée.
Ainsi, les trois premiers opérateurs (B-37) sont pairs, les trois derniers impairs. Pour
N quelconque, il y a toujours autant de permutations paires qu’impaires.

3. Bien entendu, pour N = 2, la seule permutation possible est la transposition.
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γ. Les opérateurs de permutation sont unitaires

Les opérateurs de permutation, qui sont des produits d’opérateurs de trans-
position tous unitaires, sont donc également unitaires. Par contre, ils ne sont pas
nécessairement hermitiques car les opérateurs de transposition ne commutent pas
en général entre eux.

Notons enfin que l’adjoint d’un opérateur de permutation donné a la même
parité que ce dernier, puisqu’il est égal au produit des mêmes opérateurs de trans-
position pris toutefois dans l’ordre inverse.

B-2-c. Kets complètement symétriques ou antisymétriques. Symétriseur et antisymétriseur

Les opérateurs de permutation ne commutant pas pour N > 2, il n’est pas
possible de construire une base formée de vecteurs propres communs à ces opéra-
teurs. Nous allons voir toutefois qu’il existe certains kets qui sont simultanément
vecteurs propres de tous les opérateurs de permutation.

Nous noterons Pα un opérateur de permutation quelconque associé à un sys-
tème de N particules de même spin : α représente une permutation quelconque des
N premiers entiers. Un ket |ψs > tel que :

Pα|ψs >= |ψs > (B-46)

quelle que soit la permutation Pα sera dit complètement symétrique. De même, un
ket complètement antisymétrique |ψA > vérifie par définition 4 :

Pα|ψA >= εα|ψA > (B-47)

où :

εα = +1 si Pα est une permutation paire

εα = −1 si Pα est une permutation impaire (B-48)

L’ensemble des kets complètement symétriques constitue un sous-espace vectoriel
ES de l’espace des états E , l’ensemble des kets complètement antisymétriques un
sous-espace EA.

Considérons alors les deux opérateurs :

S =
1

N !

∑
α

Pα (B-49)

A =
1

N !

∑
α

εαPα (B-50)

où les sommes sont étendues aux N ! permutations des N premiers entiers, et εα est
défini en (B-48). Nous allons montrer que S et A sont les projecteurs sur ES et EA

respectivement. On les appelle pour cette raison symétriseur et antisymétriseur.
Les opérateurs S et A sont hermitiques :

S† = S (B-51)

A† = A (B-52)

4. D’après la propriété énoncée au § B-2-b-β, on peut également fonder cette définition sur
les seuls opérateurs de transposition : un opérateur de transposition quelconque laisse invariant un
ket complètement symétrique et transforme un ket complètement antisymétrique en son opposé.
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B. OPÉRATEURS DE PERMUTATION

En effet, l’adjoint P †
α d’un opérateur de permutation donné est, comme nous l’avons vu

plus haut (cf . § B-2-b-γ), un autre opérateur de permutation, de même parité (qui coïncide
d’ailleurs avec P−1

α ) ; prendre les adjoints des seconds membres des définitions de S et A
revient donc simplement à changer l’ordre des termes dans les sommes (puisque l’ensemble
des P−1

α redonne le groupe des permutations).
D’autre part, si Pα0 est un opérateur de permutation quelconque, on a :

Pα0 S = SPα0 = S (B-53a)

Pα0 A = APα0 = εα0 A (B-53b)

Ceci est dû au fait que Pα0Pα est encore un opérateur de permutation :

Pα0Pα = Pβ (B-54)

tel que :

εβ = εα0εα (B-55)

Si, Pα0 étant fixé, on prend successivement pour Pα toutes les permutations du groupe,
on voit facilement que les Pβ redonnent une fois et une seule chacune de ces permutations
(dans un ordre bien sûr différent). Par conséquent :

Pα0S =
1
N !

∑
α

Pα0Pα =
1
N !

∑
β

Pβ = S (B-56a)

Pα0A =
1
N !

∑
α

εαPα0Pα =
1
N !

εα0

∑
β

εβPβ = εα0A (B-56b)

On démontrerait de même les égalités analogues où S et A sont multipliés à droite par
Pα0 .

On déduit des formules (B-53) que :

S2 = S

A2 = A (B-57)

et que de plus :

AS = SA = 0 (B-58)

En effet :

S2 =
1
N !

∑
α

PαS =
1
N !

∑
α

S = S

A2 =
1
N !

∑
α

εαPαA =
1
N !

∑
α

ε2
αA = A (B-59)

car chaque somme comprend N ! termes, et d’autre part :

AS =
1
N !

∑
α

εαPαS =
1
N !

S
∑

α

εα = 0 (B-60)

car les εα sont pour moitié égaux à +1 et pour moitié égaux à −1 (cf. § B-2-b-β).
S et A sont donc des projecteurs. Ils projettent respectivement sur ES et sur

EA puisque leur action sur un ket quelconque |ψ > de l’espace des états donne un
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ket complètement symétrique ou complètement antisymétrique ; en effet, d’après
(B-53) :

Pα0 S|ψ > = S|ψ > (B-61a)

Pα0 A|ψ > = εα0 A|ψ > (B-61b)

Remarques:

(i) Le ket complètement symétrique construit par action de S sur Pα|ψ >,
où Pα est une permutation quelconque, est le même que celui que l’on
obtient à partir de |ψ > ; les formules (B-53) indiquent en effet que :

SPα|ψ >= S|ψ > (B-62)

Pour ce qui est des kets complètement antisymétriques correspondants,
ils diffèrent au plus par le signe :

APα|ψ >= εαA|ψ > (B-63)

(ii) Pour N > 2, le symétriseur et l’antisymétriseur ne sont pas des projecteurs
sur des sous-espaces supplémentaires. Par exemple, lorsque N = 3, on
obtient aisément [en utilisant le fait que les trois premières permutations
(B-37) sont paires, les autres impaires] la relation :

S + A =
1
3

(P123 + P231 + P312) �= 1 (B-64)

Autrement dit, l’espace des états n’est pas la somme directe du sous-
espace ES des kets complètement symétriques et du sous-espace EA des
kets complètement antisymétriques.

B-2-d. Transformation des observables dans les permutations

Nous avons indiqué (§ B-2-b-β) qu’un opérateur de permutation quelconque
d’un système de N particules peut être décomposé en un produit d’opérateurs
de transposition analogues à l’opérateur P21 étudié au § B-1 ci-dessus. On peut
reprendre pour ces opérateurs de transposition les raisonnements du § B-1-d, et
connaître ainsi le comportement des diverses observables du système lorsqu’on les
multiplie à gauche par un opérateur de permutation Pα quelconque et à droite par
P †

α.
En particulier, les observables OS(1, 2, . . . , N) complètement symétriques dans

l’échange des indices 1, 2, . . . , N commutent avec tous les opérateurs de transposi-
tion, et donc avec tous les opérateurs de permutation :

[OS(1, 2, . . . , N), Pα] = 0 (B-65)
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C. Le postulat de symétrisation

C-1. Enoncé du postulat

Lorsqu’un système comprend plusieurs particules identiques, seuls certains kets de
son espace des états peuvent décrire ses états physiques : les kets physiques sont,
suivant la nature des particules identiques, soit complètement symétriques, soit
complètement antisymétriques par rapport aux permutations de ces particules. On
appelle bosons les particules pour lesquelles les kets physiques sont symétriques,
fermions celles pour lesquelles ils sont antisymétriques.

Le postulat de symétrisation consiste donc à restreindre l’espace des états
pour un système de particules identiques : cet espace n’est plus, comme dans le
cas de particules de nature différente, le produit tensoriel E des espaces des états
individuels des particules constituant le système, mais seulement un sous-espace de
E , qui est ES ou EA suivant qu’il s’agit de bosons ou de fermions.

Du point de vue de ce postulat, les particules existant dans la nature se di-
visent en deux catégories. Toutes les particules connues actuellement vérifient la
règle empirique 5 suivante : les particules de spin demi-entier (électron, positron,
proton, neutron, muon, etc. . . ) sont des fermions, les particules de spin entier (pho-
tons, mésons, etc. . . ) sont des bosons.

Remarque:

Dès que cette règle est vérifiée pour les particules dites “élémentaires”, elle l’est
nécessairement pour les autres particules, composées des précédentes. Considérons
en effet un système de plusieurs particules composées identiques. Permuter deux
d’entre elles revient à permuter simultanément toutes les particules composant la
première avec les particules correspondantes (nécessairement identiques aux précé-
dentes) de la deuxième. Cette permutation devra laisser inchangé le ket décrivant
l’état du système si les particules composées que l’on étudie sont formées unique-
ment de bosons élémentaires, ou si chacune d’elles comprend un nombre pair de
fermions (pas de changement de signe, ou nombre pair de changements de signe) ;
il s’agit dans ce cas de bosons. Au contraire, des particules composées comprenant
un nombre impair de fermions sont elles-mêmes des fermions (nombre impair de
changements de signe dans la permutation précédente). Or le spin de ces parti-
cules composées est forcément entier dans le premier cas et demi-entier dans le
second (Chap. X, § C-3-c) ; elles vérifient donc la règle qui vient d’être énoncée.
Par exemple, on sait que les noyaux des atomes sont constitués de neutrons et
de protons, qui sont des fermions (spin 1/2) ; par conséquent, les noyaux dont le
nombre de masse A (nombre total de nucléons) est pair sont des bosons, ceux dont
le nombre de masse est impair sont des fermions ; ainsi, le noyau de l’isotope 3He
de l’hélium est un fermion, celui de l’isotope 4He un boson.

5. Le “théorème spin-statistique”, que l’on démontre en théorie quantique des champs, per-
met de considérer cette règle comme une conséquence d’hypothèses très générales. Il se pourrait
cependant que ces hypothèses ne soient pas toutes correctes, et la découverte d’un boson de spin
demi-entier ou d’un fermion de spin entier reste possible. Il n’est même pas exclu que, pour cer-
taines particules, les kets physiques présentent des propriétés de symétrie plus complexes que celles
qui sont envisagées ici.
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C-2. Suppression de la dégénérescence d’échange

Examinons en premier lieu comment le nouveau postulat que nous avons
introduit lève la dégénérescence d’échange et les difficultés correspondantes.

La discussion du § A peut être résumée de la façon suivante : soit |u >
un ket susceptible de décrire mathématiquement un état physique bien déterminé
d’un système comprenant N particules identiques ; quel que soit l’opérateur de
permutation Pα, Pα|u > est, au même titre que |u >, susceptible de décrire cet état
physique ; il en est de même de tout ket appartenant au sous-espace Eu engendré
par |u > et tous ses transformés par permutation Pα|u >. Suivant le ket |u > choisi,
la dimension de Eu peut varier entre 1 et N !. Si cette dimension est supérieure à 1,
plusieurs kets mathématiques correspondent au même état physique : il y a alors
dégénérescence d’échange.

Le nouveau postulat que nous avons introduit restreint considérablement la
classe des kets mathématiques susceptibles de décrire un état physique : ces kets
doivent nécessairement appartenir à ES pour des bosons, à EA pour des fermions.
Nous pourrons dire que les difficultés liées à la dégénérescence d’échange sont éli-
minées si nous montrons que Eu contient un seul ket de ES, ou un seul ket de
EA.

Utilisons pour cela les égalités S = SPα ou A = εαAPα démontrées en (B-53).
Il vient :

S|u > = SPα|u > (C-1a)

A|u > = εαAPα|u > (C-1b)

Ces relations expriment que les projections sur ES ou EA des divers kets qui sous-
tendent Eu, et par suite de tous les kets de Eu, sont colinéaires. Le postulat de
symétrisation indique ainsi sans ambiguïté (à un facteur près) le ket de Eu qui doit
être associé à l’état physique envisagé : c’est S|u > pour des bosons, A|u > pour
des fermions ; nous l’appellerons ket physique.

Remarque:

Il se peut que tous les kets de Eu aient une projection nulle sur EA (ou ES).
Dans ce cas, le postulat de symétrisation exclut l’état physique correspon-
dant. Nous verrons plus loin (§§ C-3-b et C-3-c) des exemples d’une telle
situation en ce qui concerne les fermions.

C-3. Construction des kets physiques

C-3-a. Règle de construction

A partir de la discussion du paragraphe précédent, on aboutit immédiatement
à la règle suivante permettant de construire le ket unique (ket physique) correspon-
dant à un état physique donné d’un système de N particules identiques :

(i) On numérote arbitrairement les particules, et on construit le ket |u >
correspondant à l’état physique envisagé et aux numéros ainsi donnés aux
particules.

(ii) On applique S ou A à |u > suivant que les particules identiques sont des
bosons ou des fermions.
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(iii) On norme le ket ainsi obtenu.
Illustrons cette règle sur quelques exemples simples.

C-3-b. Application aux systèmes de deux particules identiques

Considérons un système constitué de deux particules identiques ; supposons
que l’on sache que l’une d’entre elles se trouve dans l’état individuel caractérisé par
le ket normé |ϕ >, et l’autre dans l’état individuel caractérisé par le ket normé |χ >.

Envisageons tout d’abord le cas où les deux kets |ϕ > et |χ > sont distincts.
L’application de la règle précédente se fait de la manière suivante :

(i) On affecte par exemple le numéro 1 à la particule se trouvant dans l’état
|ϕ >, le numéro 2 à celle qui se trouve dans l’état |χ >, ce qui donne :

|u >= |1 : ϕ ; 2 : χ > (C-2)

(ii) On symétrise |u > si les particules sont des bosons :

S|u >=
1
2

[|1 : ϕ ; 2 : χ > +|1 : χ ; 2 : ϕ >] (C-3a)

On antisymétrise |u > si les particules sont des fermions :

A|u >=
1
2

[|1 : ϕ ; 2 : χ > −|1 : χ ; 2 : ϕ >] (C-3b)

(iii) Les kets (C-3a) et (C-3b) ne sont en général pas normés. Si l’on suppose
|ϕ > et |χ > orthogonaux, le facteur de normalisation est très simple à
calculer : il suffit, pour normer S|u > ou A|u >, de remplacer le facteur
1/2 qui figure dans les formules (C-3) par 1/

√
2. Le ket physique normé

s’écrit donc dans ce cas :

|ϕ ; χ >=
1√
2

[|1 : ϕ ; 2 : χ > +ε|1 : χ ; 2 : ϕ >] (C-4)

avec ε = + 1 pour les bosons, −1 pour les fermions.
Supposons maintenant que les deux états individuels |ϕ > et |χ > soient

identiques :

|ϕ >= |χ > (C-5)

(C-2) devient alors :

|u >= |1 : ϕ ; 2 : ϕ > (C-6)

|u > est d’emblée symétrique : si les deux particules sont des bosons, (C-6) est le
ket physique associé à l’état où les deux bosons sont dans le même état individuel
|ϕ >. Si par contre les deux particules sont des fermions, on constate que :

A|u >=
1
2

[|1 : ϕ ; 2 : ϕ > −|1 : ϕ ; 2 : ϕ >] = 0 (C-7)

Il n’existe par suite aucun ket de EA susceptible de décrire l’état physique où deux
fermions seraient dans le même état individuel |ϕ > ; un tel état physique est donc
exclu par le postulat de symétrisation. Nous établissons ainsi sur ce cas particulier
un résultat important connu sous le nom de “principe d’exclusion de Pauli” : deux
fermions identiques ne peuvent se trouver dans le même état individuel. Ce résultat
a des conséquences physiques très importantes que nous discuterons au § D-1.
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C-3-c. Généralisation à un nombre quelconque de particules

Les idées précédentes se généralisent à un nombre quelconque N de particules.
Pour fixer les idées, nous traiterons d’abord le cas N = 3.

Considérons un état physique du système défini par la donnée des trois états
individuels normés |ϕ >, |χ > et |ω >. L’état |u > qui intervient dans la règle du
§ a peut être pris sous la forme :

|u >= |1 : ϕ ; 2 : χ ; 3 : ω > (C-8)

Nous distinguerons successivement le cas des bosons et celui des fermions.

α. Cas des bosons

L’application de S à |u > donne :

S|u > =
1
3!

∑
α

Pα|u >

=
1
6

[
|1 : ϕ ; 2 : χ ; 3 : ω > +|1 : ω ; 2 : ϕ ; 3 : χ > +|1 : χ ; 2 : ω ; 3 : ϕ >

+ |1 : ϕ ; 2 : ω ; 3 : χ > +|1 : χ ; 2 : ϕ ; 3 : ω > +|1 : ω ; 2 : χ ; 3 : ϕ >
]

(C-9)

Il suffit ensuite de normer le ket (C-9).
Supposons tout d’abord les trois kets |ϕ >, |χ > et |ω > orthogonaux. Les six

kets figurant au second membre de (C-9) sont alors également orthogonaux. Pour
normer (C-9), il suffit donc de remplacer le facteur 1/6 par 1/

√
6.

Si les deux états |ϕ > et |χ > coïncident tout en restant orthogonaux à |ω >,
il n’apparaît plus que trois kets distincts au second membre de (C-9). On vérifie
aisément que le ket physique normé s’écrit alors :

|ϕ ; ϕ ; ω > =
1√
3

[
|1 : ϕ ; 2 : ϕ ; 3 : ω >

+ |1 : ϕ ; 2 : ω ; 3 : ϕ > +|1 : ω ; 2 : ϕ ; 3 : ϕ >
]

(C-10)

Enfin, si les trois états |ϕ >, |χ >, |ω > sont les mêmes, le ket :

|u >= |1 : ϕ ; 2 : ϕ ; 3 : ϕ > (C-11)

est d’emblée symétrique et normé.

β. Cas des fermions

L’application de A à |u > donne :

A|u >=
1
3!

∑
α

εαPα|1 : ϕ ; 2 : χ ; 3 : ω > (C-12)

Les signes des différents termes de la somme (C-12) sont déterminés par la même
règle que ceux d’un déterminant 3×3 ; c’est pourquoi il est commode d’écrire A|u >
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sous la forme d’un déterminant de Slater :

A|u >=
1
3!

∣∣∣∣∣∣∣
|1 : ϕ > |1 : χ > |1 : ω >

|2 : ϕ > |2 : χ > |2 : ω >

|3 : ϕ > |3 : χ > |3 : ω >

∣∣∣∣∣∣∣ (C-13)

A|u > est nul si deux des états individuels |ϕ >, |χ > ou |ω > coïncident, le
déterminant (C-13) ayant alors deux colonnes identiques. On retrouve le principe
d’exclusion de Pauli déjà signalé au § C-3-b précédent : le même état quantique ne
peut être occupé simultanément par plusieurs fermions identiques.

Notons enfin que si les trois états |ϕ >, |χ >, |ω > sont orthogonaux, les
six kets figurant au second membre de (C-12) sont orthogonaux. Il suffit alors pour
normer A|u > de remplacer le facteur 1/3! qui figure dans (C-12) ou (C-13) par
1/

√
3!.

Si maintenant le système considéré comprend plus de trois particules iden-
tiques, la situation reste en fait tout à fait semblable à celle qui vient d’être dé-
crite. On peut montrer que, pour N bosons identiques, il est toujours possible de
construire l’état physique S|u > à partir de la donnée d’états individuels |ϕ >,
|χ >, . . . quelconques. Par contre, pour des fermions, le ket physique A|u > peut
être écrit sous forme d’un déterminant de Slater N ×N , ce qui exclut le cas où deux
états individuels coïncident (le ket A|u > étant alors nul). Ceci montre (nous y re-
viendrons en détail au § D) combien les conséquences du nouveau postulat peuvent
être différentes pour des systèmes de fermions et des systèmes de bosons.

C-3-d. Construction d’une base dans l’espace des états physiques

Considérons un système de N particules identiques. Partant d’une base {|ui >}
dans l’espace des états d’une seule particule, on peut construire la base :

{|1 : ui ; 2 : uj ; . . . ; N : up >}
dans l’espace produit tensoriel E . Cependant, l’espace des états physiques du sys-
tème considéré n’étant pas E mais l’un des sous-espaces ES ou EA, le problème se
pose de déterminer une base dans cet espace des états physiques.

Par application de S (ou de A) sur les différents kets de la base :

{|1 : ui ; 2 : uj ; . . . ; N : up >}
on peut obtenir un ensemble de vecteurs qui engendrent ES (ou EA). En effet, soit
|ϕ > un ket quelconque de ES par exemple (le cas où |ϕ > appartient à EA peut
être traité de la même façon) ; |ϕ >, appartenant à E , peut être développé sous la
forme :

|ϕ >=
∑

i,j,...,p

ai,j,...,p|1 : ui ; 2 : uj ; . . . N : up > (C-14)

Comme |ϕ > fait par hypothèse partie de ES , on a S|ϕ >= |ϕ > et il suffit d’appli-
quer l’opérateur S aux deux membres de (C-14) pour montrer que |ϕ > s’exprime
sous forme d’une combinaison linéaire des divers kets S|1 : ui ; 2 : uj ; . . . ; N :
up >.

1455



CHAPITRE XIV SYSTÈMES DE PARTICULES IDENTIQUES

Cependant, il faut bien noter que les divers kets S|1 : ui ; 2 : uj ; . . . ; N :
up > ne sont pas indépendants. En effet, permutons les rôles des diverses particules
dans l’un des kets |1 : ui ; 2 : uj ; . . . ; N : up > de la base initiale (avant
symétrisation) ; à partir de ce nouveau ket, l’application de S ou de A conduit,
d’après (B-62) et (B-63), au même ket de ES ou EA (éventuellement au signe près).

On est ainsi amené à introduire la notion de nombre d’occupation : par
défition, pour le ket |1 : ui ; 2 : uj ; . . . ; N : up > , le nombre d’occupation nk de
l’état individuel |uk > est égal au nombre de fois que l’état |uk > apparaît dans la
suite {|ui >, |uj > . . . |up >}, c’est-à-dire au nombre de particules dans l’état |uk >
(on a évidemment

∑
k nk = N). Deux kets différents |1 : ui ; 2 : uj ; . . . ; N : up >

pour lesquels le nombre d’occupation de chacun des états individuels est le même
peuvent s’obtenir l’un à partir de l’autre par l’action d’un opérateur de permutation ;
par suite, ils donnent après action du symétriseur S (ou de l’antisymétriseur A) le
même état physique que nous noterons |n1, n2, . . . , nk, . . . > :

|n1, n2, . . . , nk, . . . >

= cS| 1 : u1 ; 2 : u1 ; . . . n1 ; u1 ;︸ ︷︷ ︸
n1 particules

dans l’état | u1 >

n1 + 1 : u2 ; . . . ; n1 + n2 : u2 ;︸ ︷︷ ︸
n2 particules

dans l’état |u2 >

. . . >

(C-15)

Pour des fermions, on remplacerait évidemment S par A dans (C-15) (c est un fac-
teur permettant éventuellement de normer l’état ainsi obtenu 6). Nous n’étudierons
pas ici de manière détaillée les états |n1, n2, . . . nk, . . . > (pour plus de détails, voir
Chapitre XV, § A) ; nous nous contenterons d’en donner ici quelques propriétés
importantes :

(i) Le produit scalaire de deux kets |n1, n2, . . . nk, . . . > et |n′
1, n′

2, . . . n′
k, . . . >

n’est différent de zéro que si les deux nombres d’occupation de chacun des
états individuels sont égaux (nk = n′

k pour tout k).
En effet, en utilisant (C-15) ainsi que les définitions (B-49) et (B-50) de S

et A, on obtient le développement des deux kets considérés sur la base ortho-
normée {|1 : ui ; 2 : uj ; . . . ; N : up >}. Si les nombres d’occupation de l’un
ou plusieurs états individuels sont différents, il existe toujours au moins une
particule numérotée qui se trouve dans un état orthogonal selon l’état, ce qui
annule immédiatement le produit scalaire.

(ii) Si les particules étudiées sont des bosons, les kets |n1, n2, . . . nk, . . . >,
où les divers nombres d’occupation nk sont quelconques (avec bien sûr∑

k nk = N), forment une base orthonormée de l’espace des états phy-
siques.

Montrons que, pour des bosons, les kets |n1, n2, . . . nk, . . . > définis par (C-15)
ne sont jamais nuls. Pour cela, remplaçons S par sa définition (B-49) ; il apparaît
alors au second membre de (C-15) divers kets |1 : ui ; 2 : uj ; . . . ; N : up >
orthogonaux qui sont tous affectés de coefficients positifs. |n1, n2, . . . nk, . . . >
ne peut donc être nul.

Les |n1, n2, . . . nk, . . . > forment une base dans ES car ces kets engendrent
ES, sont tous non nuls, et orthogonaux entre eux.

6. Un calcul simple donne : c =
√
N !/n1!n2! . . . pour les bosons,

√
N ! pour les fermions.
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(iii) Si les particules étudiées sont des fermions, on obtient une base de l’espace
EA des états physiques en prenant l’ensemble des kets | n1, n2, . . . nk, . . . >
où tous les nombres d’occupation valent soit 1, soit 0 (avec toujours∑

k nk = N).
La démonstration de (ii) n’est pas applicable aux fermions à cause des signes

moins qui apparaissent devant les permutations impaires dans la définition (B-
50) de A. D’ailleurs, nous avons déjà vu au § c précédent que deux fermions
identiques ne peuvent occuper le même état quantique individuel : si l’un quel-
conque des nombres d’occupation est supérieur à 1, le vecteur défini par (C-15)
est nul. Par contre, il n’est jamais nul si tous les nombres d’occupation valent
un ou zéro ; en effet, deux particules ne se trouvent alors jamais dans le même
état quantique individuel, de sorte que les kets |1 : ui ; 2 : uj ; . . . ; N : up >
et Pε|1 : ui ; 2 : uj ; . . . ; N : up > sont toujours distincts et orthogonaux.
L’égalité (C-15) définit donc dans ce cas un ket physique non nul. La suite de
la démontration est la même que pour les bosons.

C-4. Application des autres postulats

Il nous reste à montrer comment les postulats généraux du Chapitre III
peuvent être appliqués dans le cadre du postulat de symétrisation introduit au
§ C-1, et à vérifier qu’on n’aboutit à aucune contradiction. De façon plus précise,
nous allons voir comment les processus de mesure peuvent être décrits à partir de
kets appartenant uniquement soit à ES soit à EA, et vérifier que le processus d’évolu-
tion dans le temps ne fait pas sortir de ce sous-espace le ket |ψ(t) > associé à l’état
du système : tout le formalisme quantique peut donc être appliqué soit à l’intérieur
de ES, soit à l’intérieur de EA.

C-4-a. Postulats concernant la mesure

α. Probabilité de trouver le système dans un état physique donné

Considérons une mesure portant sur un système de particules identiques. Le
ket |ψ(t) > décrivant l’état quantique du système avant la mesure doit, d’après le
postulat de symétrisation, appartenir à ES ou EA suivant que le système est formé
de bosons ou de fermions. Pour appliquer les postulats du Chapitre III relatifs à la
mesure, nous devons prendre le produit scalaire de |ψ(t) > avec le ket |u > corres-
pondant à l’état physique du système après la mesure ; ce ket |u > sera construit
en appliquant la règle donnée au § C-3-a. L’amplitude de probabilité < u|ψ(t) >
s’exprime donc à partir de deux vecteurs appartenant tous deux soit à ES , soit à
EA. Nous discuterons au § D-2 un certain nombre d’exemples de tels calculs.

Si la mesure envisagée est une mesure “complète” (on détermine par exemple
les positions et les composantes Sz du spin pour toutes les particules), le ket physique
|u > est unique (à un facteur près) ; par contre, si la mesure est “incomplète” (par
exemple, mesure des spins seulement ou mesure portant sur une seule particule),
on obtient plusieurs kets physiques orthogonaux, et il faut alors faire la somme des
probabilités correspondantes.

β. Observables physiques ; invariance de ES et EA

Dans certains cas, il est possible de spécifier la mesure effectuée sur le système
de particules identiques en donnant l’expression explicite en fonction de R1, P1, S1,
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R2, P2, S2, etc. . . , de l’observable correspondante.
Donnons quelques exemples concrets d’observables dont on peut envisager la

mesure pour un système de trois particules :
— Position du centre de masse RG, impulsion totale P et moment cinétique

total L :

RG =
1
3

(R1 + R2 + R3) (C-16)

P = P1 + P2 + P3 (C-17)

L = L1 + L2 + L3 (C-18)

— Energie de répulsion électrostatique :

W =
q2

4πε0

(
1

|R1 − R2| +
1

|R2 − R3| +
1

|R3 − R1|
)

(C-19)

— Spin total :

S = S1 + S2 + S3 (C-20)

etc. . .
Il apparaît clairement, sur toutes les expressions précédentes, que les obser-

vables associées aux grandeurs physiques envisagées font jouer un rôle symétrique
aux diverses particules. Cette propriété importante découle directement du fait que
les particules sont identiques : dans (C-16) par exemple, R1, R2 et R3 sont af-
fectés du même coefficient car les trois particules ont même masse ; c’est l’égalité
des charges qui est à l’origine de la forme symétrique de (C-19). De façon générale,
comme aucune propriété physique n’est modifiée lorsqu’on permute le rôle de N
particules identiques, toute observable effectivement mesurable doit faire jouer un
rôle symétrique 7 à ces N particules. Mathématiquement, l’observable G correspon-
dante, que nous appellerons observable physique, doit être invariante dans toute
permutation des N particules identiques ; elle doit donc commuter avec tous les
opérateurs de permutation Pα des N particules (cf . § B-2-d) :

[G, Pα] = 0 pour tout Pα (C-21)

Pour un système de deux particules identiques par exemple, l’observable R1 − R2

(différence vectorielle des positions des deux particules), qui n’est pas invariante
sous l’effet de la permutation P21 (R1 − R2 change de signe), n’est pas une obser-
vable physique ; effectivement, une mesure de R1 − R2 supposerait que l’on sache
distinguer la particule (1) de la particule (2). Par contre, on peut mesurer la distance
entre les deux particules, c’est-à-dire

√
(R1 − R2)2, qui est symétrique.

La relation (C-21) entraîne que ES et EA sont tous deux invariants sous l’action
d’une observable physique G ; en effet, montrons que, si |ψ > appartient à EA, G|ψ >
appartient également à EA (la même démonstration s’applique bien sûr à ES). Le
fait que |ψ > appartienne à EA entraîne que :

Pα|ψ >= εα|ψ > (C-22)

7. Notons que ce raisonnement vaut aussi bien pour des fermions que pour des bosons.
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Calculons alors PαG|ψ >. D’après (C-21) et (C-22), on a :

PαG|ψ >= GPα|ψ >= εαG|ψ > (C-23)

La permutation Pα étant quelconque, (C-23) exprime que G|ψ > est complètement
antisymétrique et appartient donc à EA.

Toutes les opérations habituellement faites sur une observable, en particulier
la recherche des valeurs propres et vecteurs propres, peuvent donc être entièrement
effectuées sur G à l’intérieur de l’un des sous-espaces ES ou EA ; on ne conserve que
les kets propres de G appartenant au sous-espace physique, ainsi que les valeurs
propres correspondantes.

Remarques:

(i) Toutes les valeurs propres de G réalisées dans l’espace total E ne le sont
pas nécessairement si l’on se restreint au sous-espace ES (ou EA). L’effet
du postulat de symétrisation sur le spectre d’une observable symétrique
G est donc de supprimer (éventuellement) certaines valeurs propres ; par
ailleurs, il n’ajoute aucune valeur propre nouvelle à ce spectre car, par
suite de l’invariance globale de ES (ou EA) sous l’action de G, tout vecteur
propre de G dans ES (ou EA) est également vecteur propre de G dans E
avec la même valeur propre.

(ii) On peut se poser le problème d’écrire mathématiquement, en fonction des ob-
servables R1, P1, S1, etc. . . les observables correspondant aux différents types
de mesures envisagées au début de ce § β ; en fait, ce problème n’est pas tou-
jours simple. Prenons par exemple un système de trois particules identiques, et
cherchons à écrire, en fonction de R1, R2 et R3, les observables correspondant
à la mesure simultanée des trois positions. On peut résoudre ce problème en
considérant plusieurs observables physiques choisies de manière que l’on puisse,
à partir des résultats obtenus dans leur mesure, déduire sans ambiguïté la posi-
tion de chaque particule (sans pouvoir bien sûr associer une particule numérotée
à chaque position) ; par exemple, on peut choisir l’ensemble :

X1 + X2 + X3 , X1X2 + X2X3 + X3X1 , X1X2X3

(ainsi que les observables correspondantes pour les coordonnées Y et Z). Ce-
pendant, il s’agit là d’un point de vue assez formel et, plutôt que de chercher
à écrire dans tous les cas l’expression des observables, il est plus simple de se
contenter d’utiliser les kets physiques propres de la mesure.

C-4-b. Postulat concernant l’évolution dans le temps

L’hamiltonien d’un système de particules identiques est forcément une ob-
servable physique. Ecrivons par exemple l’hamiltonien décrivant le mouvement des
deux électrons de l’atome d’hélium autour du noyau supposé immobile 8 :

H(1, 2) =
P2

1

2me
+

P2
2

2me
− 2e2

R1
− 2e2

R2
+

e2

|R1 − R2| (C-24)

8. Nous ne considérons ici que les termes les plus importants de cet hamiltonien. Voir le
Complément BXIV pour une étude plus détaillée de l’atome d’hélium.
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Les deux premiers termes représentent l’énergie cinétique du système ; ils sont sy-
métriques du fait de l’égalité des deux masses. Les deux termes suivants sont dûs
à l’attraction du noyau (portant une charge double de celle du proton) ; les élec-
trons sont évidemment tous deux sensibles à cette attraction, et de la même façon.
Enfin, le dernier terme décrit l’interaction mutuelle des électrons ; il est également
symétrique car aucun des deux électrons n’est privilégié par rapport à l’autre. On
comprend aisément que ce raisonnement se généralise à n’importe quel système
de particules identiques. Par conséquent, tous les opérateurs de permutation com-
mutent avec l’hamiltonien du système :

[H, Pα] = 0 (C-25)

Dans ces conditions, si le ket |ψ(t0) > décrivant l’état du système à un instant
t0 donné est un ket physique, il en est de même du ket |ψ(t) > obtenu à partir de
|ψ(t0) > en résolvant l’équation de Schrödinger. En effet, d’après cette équation :

|ψ(t + dt) >=
(

1 +
dt

i�
H

)
|ψ(t) > (C-26)

Appliquons alors Pα et utilisons la relation (C-25) :

Pα|ψ(t + dt) >= (1 +
dt

i�
H)Pα|ψ(t) > (C-27)

Si |ψ(t) > est vecteur propre de Pα, |ψ(t + dt) > en est aussi vecteur propre, avec
la même valeur propre. Comme |ψ(t0) > est par hypothèse un ket complètement
symétrique ou complètement antisymétrique, cette propriété se conserve au cours
du temps.

Le postulat de symétrisation est donc également compatible avec le postulat
qui donne l’évolution dans le temps des systèmes physiques : l’équation de Schrö-
dinger ne fait pas sortir le ket |ψ(t) > de ES ou EA.

D. Discussion physique

Nous allons examiner dans ce dernier paragraphe les conséquences du postulat
de symétrisation sur les propriétés physiques des systèmes de particules identiques :
nous indiquerons tout d’abord les différences fondamentales que le principe d’ex-
clusion de Pauli introduit entre les systèmes de fermions identiques et les systèmes
de bosons identiques ; puis nous discuterons les implications du postulat de symé-
trisation en ce qui concerne le calcul des probabilités associées aux divers processus
physiques.

D-1. Différences entre bosons et fermions. Principe d’exclusion de Pauli

Dans l’énoncé du postulat de symétrisation, la différence entre bosons et
fermions peut paraître insignifiante ; en réalité, cette simple différence de signe dans
la symétrie du ket physique a des conséquences extrêmement importantes. En effet
(§ C-3), dans un système de bosons identiques, le postulat de symétrisation ne
restreint pas les états individuels accessibles à chacun d’eux ; par contre, il impose
aux fermions d’obéir au principe d’exclusion de Pauli : deux fermions identiques ne
peuvent pas se trouver dans le même état quantique individuel.
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Le principe d’exclusion a été initialement formulé pour expliquer les proprié-
tés des atomes à plusieurs électrons (§ D-1-a ci-dessous et Complément AXIV). Il
apparaît maintenant, non plus comme un principe applicable aux seuls électrons,
mais comme une conséquence du postulat de symétrisation, valable pour tous les
systèmes de fermions identiques. Ses effets, qui sont souvent spectaculaires, ont tou-
jours été confirmés expérimentalement. Nous allons en donner quelques exemples.

D-1-a. Niveau fondamental d’un système de particules identiques indépendantes

L’hamiltonien d’un système de particules identiques (bosons ou fermions)
est toujours symétrique par rapport aux permutations de ces particules (§ C-4).
Considérons un tel système dans lequel les diverses particules sont indépendantes,
c’est-à-dire n’interagissent pas entre elles (du moins en première approximation).
L’hamiltonien correspondant est alors une somme d’opérateurs à une particule de
la forme :

H(1, 2, . . . , N) = h(1) + h(2) + . . . + h(N) (D-1)

h(1) est fonction uniquement des observables associées à la particule numérotée (1) ;
le fait que les particules sont identiques [symétrie de l’hamiltonien H(1, 2, . . . , N)]
impose que cette fonction h soit la même dans les N termes de l’expression (D-1).
Pour connaître les états et valeurs propres de l’hamiltonien total H(1, 2, . . . , N), il
suffit de calculer ceux de l’hamiltonien individuel h(j) dans l’espace des états E(j)
de l’une des particules :

h(j)|ϕn >= en|ϕn > ; |ϕn >∈ E(j) (D-2)

Nous supposerons pour simplifier que le spectre de h(j) est discret et non dégénéré.
S’il s’agit d’un système de bosons identiques, les vecteurs propres physiques de

l’hamiltonien H(1, 2, . . . , N) sont obtenus par symétrisation des produits tensoriels
de N états individuels |ϕn > quelconques :

|φ(S)
n1,n2,...,nN

>= c
∑

α

Pα|1 : ϕn1 ; 2 : ϕn2 ; . . . ; N : ϕnN > (D-3)

l’énergie correspondante étant la somme des N énergies individuelles :

En1,n2,...,nN = en1 + en2 + . . . + enN (D-4)

[on vérifie en effet aisément que chacun des kets figurant au second membre de
(D-3) est ket propre de H avec la valeur propre (D-4) ; il en est de même de leur
somme] En particulier, si e1 est la plus petite des valeurs propres de h(j) et |ϕ1 >
l’état propre associé, l’état fondamental du système est obtenu lorsque les N bosons
identiques sont tous dans l’état |ϕ1 > ; l’énergie de cet état fondamental est donc :

E1,1,...,1 = Ne1 (D-5)

et son vecteur d’état :

|φ(S)
n1,n2,...,nN

>= |1 : ϕ1 ; 2 : ϕ1 ; . . . ; N : ϕ1 > (D-6)

Supposons au contraire que les N particules identiques considérées soient des
fermions. Il n’est plus possible que ces N particules se trouvent toutes dans l’état
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individuel |ϕ1 > : pour obtenir l’état fondamental du système, il faut tenir compte
du principe d’exclusion de Pauli. Si les énergies individuelles en sont ordonnées par
valeurs croissantes :

e1 < e2 < . . . < en−1 < en < en+1 < . . . , (D-7)

l’état fondamental du système des N fermions identiques a pour énergie :

E1,2,...,N = e1 + e2 + . . . + eN (D-8)

et il est décrit par le ket physique normé :

|φ(A)
1,2,...,N >=

1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

|1 : φ1 > |1 : φ2 > |1 : φ3 >

|2 : φ1 > |2 : φ2 > |2 : φ3 >

...

|N : φ1 > |N : φ2 > |N : φ3 >

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(D-9)

L’énergie individuelle la plus élevée eN réalisée dans l’état fondamental est appelée
énergie de Fermi du système.

Le principe d’exclusion de Pauli joue ainsi un rôle de premier plan dans tous
les domaines de la physique où interviennent des systèmes de plusieurs électrons,
comme en physique atomique et moléculaire (cf . Compléments AXIV et BXIV) et en
physique du solide (cf . Complément CXIV), ou des systèmes de plusieurs protons
et plusieurs neutrons, comme en physique nucléaire 9.

Remarque:

Dans la plupart des cas, les énergies individuelles en sont en réalité dégéné-
rées. Chacune d’elles peut alors intervenir, dans une somme telle que (D-8),
un nombre de fois égal à son degré de dégénérescence.

D-1-b. Statistiques quantiques

L’objet de la mécanique statistique est l’étude des systèmes constitués d’un
très grand nombre de particules (dans de nombreux cas les interactions mutuelles
entre ces particules sont suffisamment faibles pour pouvoir être négligées en première
approximation). Comme on ne connaît pas exactement l’état microscopique du sys-
tème, on se contente de le décrire globalement par ses propriétés macroscopiques
(pression, température, densité, etc. . . ) ; un état macroscopique donné correspond
en fait à tout un ensemble d’états microscopiques. On fait alors appel aux proba-
bilités : le poids statistique d’un état macroscopique est proportionnel au nombre
d’états microscopiques distincts qui le réalisent, et le système se trouve, à l’équilibre
thermodynamique, dans son état macroscopique le plus probable (compte tenu des
contraintes qui peuvent éventuellement lui être imposées). Pour étudier les proprié-
tés macroscopiques du système, il est donc essentiel de déterminer combien d’états
microscopiques différents possèdent des caractéristiques fixées, et en particulier une
énergie donnée.

9. Le ket représentant l’état d’un noyau doit être antisymétrique séparément par rapport à
l’ensemble des protons et par rapport à l’ensemble des neutrons.
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En mécanique statistique classique (statistique de Maxwell-Boltzmann), les
N particules du système sont traitées comme si elles étaient de natures différentes,
même si elles sont en fait identiques. Un état microscopique est défini par la donnée
de l’état individuel de chacune des N particules ; on considère comme distincts deux
états microscopiques pour lesquels ces N états individuels sont les mêmes, mais qui
diffèrent par une permutation des particules.

En mécanique statistique quantique, il faut tenir compte du postulat de sy-
métrisation. Un état microscopique d’un système de particules identiques est ca-
ractérisé par l’énumération des N états individuels qui le composent, l’ordre de ces
états étant sans importance puisque l’on doit symétriser ou antisymétriser leur pro-
duit tensoriel. Le dénombrement des états microscopiques n’aboutit donc pas au
même résultat qu’en mécanique statistique classique. De plus, le principe de Pauli
différencie de façon radicale les systèmes de bosons identiques et les systèmes de
fermions identiques : le nombre de particules occupant un état individuel donné ne
peut pas dépasser un pour des fermions, alors qu’il peut être quelconque pour des
bosons (cf . § C-3). Il en résulte des propriétés statistiques différentes : les bosons
suivent la statistique de Bose-Einstein, les fermions la statistique de Fermi-Dirac ;
c’est d’ailleurs là l’origine des termes “bosons” et “fermions”.

Les propriétés physiques des systèmes de fermions identiques et des systèmes
de bosons identiques sont très différentes. Ce sujet sera discuté plus en détail dans
les trois premiers chapitres du Tome III. Ces différences se manifestent par exemple
à basse température, où les particules ont tendance à s’accumuler dans les états
individuels d’énergies les plus basses. Des bosons identiques peuvent alors présen-
ter le phénomène de condensation de Bose-Einstein de particules (Complements
BXV and CXV) ; en revanche, des fermions identiques sont soumis aux restrictions
du principe de Pauli, construisent une sphère de Pauli (Complement CXIV) et ne
peuvent subir qu’une condensation de paires (Chapitre XVII). La condensation de
Bose-Einstein est à l’origine des propriétés remarquables de l’isotope 4He de l’hé-
lium, en particulier la superfluidité de son liquide à basse température (quelques K).
L’isotope 3He, qui est un fermion (cf . remarque du § C-1), possède des propriétés
très différentes et n’est superfluide qu’à des températures beaucoup plus basses du
fait de la condensation des paires.

D-2. Effet de l’identité des particules sur le calcul des prévisions physiques

En mécanique quantique, toutes les prédictions concernant les propriétés d’un
système s’expriment à partir d’amplitudes de probabilité (produits scalaires de deux
vecteurs d’état) ou d’éléments de matrice d’un opérateur. On comprend donc que
la symétrisation ou l’antisymétrisation des vecteurs d’état fasse apparaître des ef-
fets d’interférence particuliers aux systèmes de particules identiques. Nous allons
préciser d’abord ces effets, puis nous verrons comment ils disparaissent dans cer-
taines conditions (les particules du système, bien qu’identiques, se comportent alors
comme si elles étaient de nature différente). Nous nous limiterons, pour simplifier
la discussion, à des systèmes comportant seulement deux particules identiques.
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D-2-a. Interférences entre processus direct et processus d’échange

α. Prévisions concernant une mesure sur un système de particules identiques :
terme direct et terme d’échange

Considérons un système de deux particules identiques dont on sait que l’une
est dans l’état individuel |ϕ >, l’autre dans l’état individuel |χ >. Nous supposerons
|ϕ > et |χ > orthogonaux, de sorte que cet état du système est décrit par le ket
physique normé [cf . formule (C-4)] :

|ϕ ; χ >=
1√
2

[1 + εP21]|1 : ϕ ; 2 : χ > (D-10)

où :

ε = +1 si les particules sont des bosons

ε = −1 si les particules sont des fermions (D-11)

Supposons que, le système se trouvant dans cet état, on veuille mesurer, sur
chacune des deux particules, une même grandeur physique B, à laquelle sont asso-
ciées les observables B(1) et B(2). Nous admettrons pour simplifier que le spectre
de B est entièrement discret et non dégénéré :

B|ui >= bi|ui > (D-12)

Quelle est la probabilité de trouver dans cette mesure des valeurs données (bn pour
l’une des particules, et bn′ pour l’autre) ? Commençons par supposer que bn et bn′

sont différents, de sorte que les vecteurs propres |un > et |un′ > correspondants
sont orthogonaux. Dans ces conditions, le ket physique normé défini par le résultat
de mesure envisagé s’écrit :

|un ; un′ >=
1√
2

[1 + εP21]|1 : un ; 2 : un′ > (D-13)

ce qui donne pour amplitude de probabilité associée à ce résultat :

< un ; un′ |ϕ ; χ >=
1
2

< 1 : un ; 2 : un′ |(1+εP †
21)(1+εP21)|1 : ϕ ; 2 : χ > (D-14)

En utilisant les propriétés (B-13) et (B-14) de l’opérateur P21, on peut écrire :

1
2

(1 + εP †
21)(1 + εP21) = 1 + εP21 (D-15)

(D-14) devient alors :

< un ; un′ |ϕ ; χ >=< 1 : un ; 2 : un′ |(1 + εP21)|1 : ϕ ; 2 : χ > (D-16)

En faisant agir 1 + εP21 sur le bra, on obtient :

< un ; un′ |ϕ ; χ > =< 1 : un ; 2 : un′ |(1 : ϕ ; 2 : χ >

+ ε < 1 : u′
n ; 2 : un|1 : ϕ ; 2 : χ >

=< 1 : un|1 : ϕ >< 2 : un′ |2 : χ >

+ ε < 1 : u′
n|1 : ϕ >< 2 : un|2 : χ >

=< un|ϕ >< u′
n|χ > +ε < u′

n|ϕ >< un|χ > (D-17)
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Les numéros ont alors disparu de l’amplitude de probabilité : cette dernière s’ex-
prime directement en fonction de produits scalaires < un|ϕ > . . . < un|χ >. Par
ailleurs, l’amplitude de probabilité apparaît comme une somme (pour les bosons)
ou une différence (pour les fermions) de deux termes auxquels on peut associer
respectivement les schémas des Figures 4a et 4b.

Figure 4 – Schématisation du terme direct et du terme d’échange associés à une
mesure effectuée sur un système de deux particules identiques. Avant la mesure, on
sait qu’une particule est dans l’état |ϕ >, l’autre dans l’état |χ > ; le résultat de
mesure obtenu correspond à une situation où une particule est dans l’état |un >,
l’autre dans l’état |un′ >. Deux amplitudes de probabilité sont associées à une telle
mesure ; elles sont schématisées sur les figures a et b. Ces amplitudes interfèrent
avec le signe + pour les bosons, le signe – pour les fermions.

L’interprétation du résultat (D-17) est la suivante : on peut relier les deux kets
|ϕ > et |χ > associés à l’état initial aux deux bras < un| et < un′ | associés à l’état
final par deux “chemins” différents, schématisés sur les Figures 4a et 4b ; à chacun
de ces chemins est associée une amplitude de probabilité, < un|ϕ >< un′ |χ > ou
< un′ |ϕ >< un|χ >, et ces deux amplitudes interfèrent avec le signe plus pour
les bosons, le signe moins pour les fermions. Nous obtenons ainsi la réponse à la
question posée au § A-3-a précédent : la probabilité P(bn; bn′) cherchée est égale au
carré du module de (D-17) :

P(bn; bn′) = | < un|ϕ >< un′ |χ > +ε < un′ |ϕ >< un|χ > |2 (D-18)

On appelle souvent terme direct l’un des deux termes du second membre de (D-17),
celui correspondant par exemple au chemin 4-a ; l’autre terme s’appelle le terme
d’échange.

Remarque:

Examinons ce qui se produit si les deux particules, au lieu d’être identiques,
sont de natures différentes. Prenons alors comme état initial du système le
ket produit tensoriel :

|ψ >= |1 : ϕ ; 2 : χ > (D-19)

Considérons maintenant un instrument de mesure qui, bien que les deux par-
ticules (1) et (2) ne soient pas identiques, n’est pas capable de les différencier :
s’il donne les résultats bn et bn′ , il ne permet pas de savoir si bn est affecté
à la particule (1) ou à la particule (2) (par exemple, le système étant consti-
tué d’un muon μ− et d’un électron e−, l’appareil de mesure est sensible à la
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charge des particules seulement, mais ne donne aucune information sur leur
masse). Les deux états propres |1 : un ; 2 : un′ > et |1 : un′ ; 2 : un > (qui
représentent dans ce cas des états physiques différents) correspondent alors
au même résultat de mesure ; comme ils sont orthogonaux, il faut ajouter les
probabilités correspondantes, ce qui donne :

P ′(bn; bn′) = | < 1 : un ; 2 : un′ |1 : ϕ ; 2 : χ > |2
+ | < 1 : un′ ; 2 : un|1 : ϕ ; 2 : χ > |2

= | < un|ϕ > |2| < un′ |χ > |2 + | < un′ |ϕ > |2| < un|χ > |2
(D-20)

La comparaison entre (D-18) et (D-20) montre clairement la différence im-
portante entre les prévisions physiques de la mécanique quantique, suivant
que les particules considérées sont identiques ou non.

Considérons maintenant le cas où les deux états |un > et |un′ > coïncident.
Lorsque les deux particules sont des fermions, l’état physique correspondant est
exclu par le principe de Pauli et la probabilité P(bn; bn) est nulle. Par contre, si les
deux particules sont des bosons, on a :

|un ; un >= |1 : un ; 2 : un > (D-21)

et par suite :

< un ; un|ϕ ; χ > =
1√
2

< 1 : un ; 2 : un|(1 + P21)|1 : ϕ ; 2 : χ >

=
√

2 < un|ϕ >< un|χ > (D-22)

ce qui donne :

P(bn; bn) = 2| < un|ϕ >< un|χ > |2 (D-23)

Remarques:

(i) Comparons le résultat précédent à celui que l’on obtiendrait dans le cas,
déjà considéré plus haut, où les deux particules seraient différentes. Il
faut alors remplacer |ϕ ; χ > par |1 : ϕ ; 2 : χ > et |un ; un > par
|1 : un ; 2 : un >, ce qui donne pour l’amplitude de probabilité la valeur :

< un|ϕ >< un|χ > (D-24)

et par suite :

P ′(bn; bn) = | < un|ϕ >< un|χ > |2 (D-25)

(ii) Pour un système comprenant N particules identiques, il existe en général N !
termes d’échange distincts qui s’ajoutent (ou se retranchent) dans l’amplitude de
probabilité. Considérons par exemple un système de trois particules identiques
se trouvant dans des états individuels |ϕ >, |φ > et |ω >, et intéressons-nous
à la probabilité de trouver, lors d’une mesure, les résultats bn, bn′ et bn′′ . Les
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“chemins” possibles sont alors représentés sur la Figure 5. Ces chemins sont au
nombre de 6 (ils sont tous différents si les trois valeurs propres bn, bn′ et bn′′

le sont). Certains contribuent à l’amplitude de probabilité avec un signe qui est
toujours +, d’autres avec un signe ε (c’est-à-dire + pour des bosons, − pour
des fermions).

Figure 5 – Schématisation des six amplitudes de probabilité associées à une me-
sure portant sur un système de trois particules identiques. Avant la mesure, on sait
qu’une particule est dans l’état |ϕ >, une autre dans l’état |χ >, la dernière dans
l’état |ω > ; le résultat obtenu correspond à une situation où une particule est dans
l’état |un >, une autre dans l’état |un′ >, la dernière dans l’état |un′′ >. Les six
amplitudes interfèrent avec un signe qui a été indiqué sous chacune d’elles (ε = +1
pour les bosons, −1 pour les fermions).

β. Exemple : collision élastique de deux particules identiques

Pour préciser la signification physique du terme d’échange, examinons un
exemple concret (déjà évoqué au § A-3-a), celui de la collision élastique de deux
particules identiques dans le repère lié à leur centre de masse 10. Contrairement
à ce que nous avons fait dans le § α précédent, nous devons tenir compte ici de
l’évolution du système entre l’instant initial où il est dans l’état |ψi > et l’instant t
où l’on effectue la mesure. Toutefois, comme nous allons le voir, cette évolution ne
change pas radicalement le problème, et le terme d’échange intervient de la même
façon que plus haut.

10. Nous allons donner de ce problème un traitement simplifié destiné seulement à illustrer
la relation entre le terme direct et le terme d’échange. En particulier, nous ignorons le spin des
deux particules. Les calculs de ce paragraphe demeurent cependant valables dans le cas où les
interactions ne dépendent pas du spin et où les deux particules sont initialement dans le même
état de spin.
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Dans l’état initial du système (Fig. 6a), les deux particules se dirigent l’une
vers l’autre avec des impulsions opposées. Prenons l’axe Oz suivant la direction de
ces impulsions, et désignons par p leur module ; l’une des particules possède alors
l’impulsion pez, l’autre l’impulsion −pez (où ez est le vecteur unitaire de l’axe Oz).
Nous écrirons le ket physique |ψi > représentant cet état initial sous la forme :

|ψi >=
1√
2

(1 + εP21)|1 : pez ; 2 : −pez > (D-26)

|ψi > décrit l’état du système à un instant t0 antérieur à la collision.

Figure 6 – Collision entre deux particules identiques dans le repère du centre de
masse : impulsions des deux particules dans l’état initial (fig. a), et dans l’état final
trouvé lors de la mesure (fig. b). Pour simplifier, on ignore le spin des particules.

L’équation de Schrödinger qui régit l’évolution du système au cours du temps
est linéaire ; il existe par conséquent un opérateur linéaire U(t, t′), fonction de l’ha-
miltonien H , tel que le vecteur d’état à l’instant t est donné par :

|ψ(t) >= U(t, t0)|ψi > (D-27)

(Complément FIII). En particulier, après la collision, l’état du système à l’instant
t1 est représenté par le ket physique :

|ψ(t1) >= U(t1, t0)|ψi > (D-28)

Notons que, comme l’hamiltonien H est symétrique, l’opérateur d’évolution U com-
mute avec l’opérateur de permutation :

[U(t, t′), P21] = 0 (D-29)

Calculons alors l’amplitude de probabilité du résultat envisagé au § A-3-a, où l’on
détecte les particules dans deux directions opposées portées par l’axe On, de vecteur
unitaire n (Fig. 6b). Nous noterons le ket physique associé à cet état final :

|ψf >=
1√
2

(1 + εP21)|1 : pn ; 2 : −pn > (D-30)

L’amplitude de probabilité cherchée s’écrit donc :

< ψf |ψ(t1) > =< ψf |U(t1, t0)|ψi >

=
1
2

< 1 : pn ; 2 : −pn|(1 + εP †
21)

× U(t1, t0)(1 + εP21)|1 : pez ; 2 : −pez > (D-31)
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D’après la relation (D-29) et les propriétés de l’opérateur P21 on obtient finalement :

|ψf > = U(t, t0)|ψi >

=< 1 : pn ; 2 : −pn|(1 + εP †
21)U(t1, t0)|1 : pez ; 2 : −pez >

=< 1 : pn ; 2 : −pn|U(t1, t0)|1 : pez ; 2 : −pez >

+ ε < 1 : −pn ; 2 : pn|U(t1, t0)|1 : pez ; 2 : −pez > (D-32)

Le terme direct correspond par exemple au processus schématisé sur la Figure 7a,
le terme d’échange étant alors celui de la Figure 7b. Cette fois encore, il faut ajou-
ter ou retrancher les amplitudes de probabilité associées à ces deux processus, ce
qui fait apparaître un terme d’interférence lorsqu’on prend le carré du module de
l’expression (D-32). Notons également que cette expression est simplement multi-
pliée par ε si l’on change n en –n, de sorte que la probabilité correspondante est
invariante dans ce changement.

Figure 7 – Collision entre deux particules identiques dans le repère du centre de
masse : schématisation des processus physiques correspondant au terme direct et au
terme d’échange. Les amplitudes de diffusion associées à ces deux processus inter-
fèrent avec le signe plus pour les bosons, le signe moins pour les fermions.

D-2-b. Situations dans lesquelles on peut ignorer le postulat de symétrisation

Si l’application du postulat de symétrisation était toujours indispensable, il
serait impossible d’étudier les propriétés d’un système comprenant un nombre res-
treint de particules, puisqu’il faudrait tenir compte de toutes les particules de l’uni-
vers identiques à celles du système. Nous allons voir dans ce paragraphe qu’il n’en
est rien. En effet, dans certaines conditions particulières, des particules identiques se
comportent comme si elles étaient en fait de nature différente, et il n’est pas néces-
saire alors de tenir compte du postulat de symétrisation pour obtenir des prévisions
physiques correctes. Il semble naturel de penser, à partir des résultats du § D-2-a
précédent, qu’une telle situation sera réalisée chaque fois que les termes d’échange
introduits par le postulat de symétrisation sont nuls. Nous allons en donner deux
exemples.

α. Particules identiques situées dans deux régions distinctes de l’espace

Considérons deux particules identiques, dont l’une est dans l’état individuel
|ϕ > et l’autre dans l’état |χ >. Pour simplifier les notations, nous ignorerons leur
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spin. Supposons que les supports des fonctions d’onde représentant les kets |ϕ > et
|χ > soient bien séparés dans l’espace :{

ϕ(r) =< r|ϕ >= 0 si r /∈ D

χ(r) =< r|χ >= 0 si r /∈ Δ
(D-33)

les domaines D et Δ étant disjoints. On se trouve alors dans une situation analogue
à celle de la mécanique classique (§ A-2) : tant que les domaines D et Δ ne se
recouvrent pas, on peut “suivre” à la trace chacune des particules ; on s’attend donc
à ce que l’application du postulat de symétrisation ne soit pas nécessaire.

On peut envisager dans ce cas de mesurer une observable liée à une seule des
deux particules : il suffira pour cela de disposer l’appareil de mesure dans l’espace
de façon qu’il ne puisse pas enregistrer ce qui se passe dans le domaine D, ou dans
le domaine Δ ; si c’est D qui est ainsi exclu, la mesure concernera seulement la
particule se trouvant dans Δ, et vice versa.

Imaginons maintenant une mesure portant simultanément sur les deux par-
ticules, mais effectuée à l’aide de deux appareils de mesure distincts, dont l’un est
insensible aux phénomènes se produisant dans Δ, et l’autre à ceux de D. Comment
calculer la probabilité d’obtenir un résultat donné ? Soient |u > et |v > les états
individuels associés respectivement aux résultats des deux appareils de mesure. Les
deux particules étant identiques, il faut en principe tenir compte du postulat de
symétrisation. Dans l’amplitude de probabilité associée au résultat de mesure, le
terme direct est alors < u|ϕ >< v|χ >, le terme d’échange < u|χ >< v|ϕ >. Or, la
disposition spatiale des appareils de mesure implique que :

u(r) =< r|u >= 0 si r ∈ Δ

v(r) =< r|v >= 0 si r ∈ D (D-34)

D’après (D-33) et (D-34), les fonctions d’onde u(r) et χ(r) ont des supports disjoints,
de même que v(r) et ϕ(r), de sorte que :

< u|χ >=< v|ϕ >= 0 (D-35)

Le terme d’échange est donc nul. Il est par conséquent inutile, dans la situation
considérée, de faire appel au postulat de symétrisation. On obtient en effet direc-
tement le résultat cherché en raisonnant comme si les particules étaient de natures
différentes, et en affectant par exemple le numéro 1 à celle qui se trouve dans le
domaine D et le numéro 2 à celle qui est située dans Δ : avant la mesure, l’état
du système est alors décrit par le ket |1 : ϕ ; 2 : χ >, et au résultat de mesure
envisagé est associé le ket |1 : u ; 2 : v > ; leur produit scalaire donne l’amplitude
de probabilité < u|ϕ >< v|χ >. Le raisonnement précédent montre que l’exis-
tence de particules identiques n’empêche pas l’étude séparée de systèmes restreints,
constitués d’un petit nombre de particules.

Remarque:

Dans l’état initial choisi, les deux particules sont situées dans deux régions distinctes
de l’espace ; de plus, nous avons défini l’état du système par la donnée de deux
états individuels. On peut se demander si, après évolution du système, il est encore
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possible d’étudier l’une des particules en ignorant l’autre ; il faut pour cela, non
seulement que les deux particules restent dans deux régions distinctes de l’espace,
mais encore qu’elles n’interagissent pas. En effet, que les particules soient identiques
ou non, une interaction introduit toujours des corrélations entre elles, et il n’est plus
possible de décrire chacune d’elles par un vecteur d’état individuel.

β. Particules pouvant être identifiées par la direction de leur spin

Considérons une collision élastique entre deux particules identiques de spin
1/2 (électrons par exemple), et supposons que les interactions dépendant des spins
puissent être négligées, de telle sorte que les états de spin des deux particules se
conservent au cours de la collision. Si ces états de spin sont initialement orthogo-
naux, ils permettent alors de distinguer à tout instant les deux particules, comme
le ferait une propriété intrinsèque si elles n’étaient pas identiques ; par conséquent,
le postulat de symétrisation doit ici aussi être sans effet.

Effectivement, reprenons dans ce cas le calcul du § D-2-a-β. Le ket physique
initial sera par exemple (Fig. 8a) :

|ψi >=
1√
2

(1 − P21)|1 : pez, + ; 2 : −pez, − > (D-36)

(où le symbole + ou − ajouté après chaque impulsion indique le signe de la compo-
sante du spin suivant un axe déterminé) ; l’état final auquel on s’intéresse (Fig. 8b)
sera décrit par :

|ψf >=
1√
2

(1 − P21)|1 : pn, + ; 2 : −pn, − > (D-37)

Figure 8 – Collision entre deux particules identiques de spin 1/2 dans le repère du
centre de masse : impulsions et spins des deux particules dans l’état initial (fig. a),
et dans l’état final trouvé lors de la mesure (fig. b). Si les interactions entre les
deux particules sont indépendantes des spins, l’orientation des spins ne change pas
au cours de la collision ; lorsque les deux particules ne sont pas dans le même état
de spin avant la collision (cas de la figure), il est possible de déterminer le “chemin”
suivi par le système pour arriver à un état final donné : par exemple, le seul processus
de diffusion qui conduise à l’état final de la figure b, et qui ait une amplitude non
nulle, est du type de celui de la Figure 7a.
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Dans ces conditions, seul le premier terme de la formule (D-32) est différent de zéro.
Le second s’écrit en effet :

< 1 : −pn, − ; 2 : pn, +|U(t1, t0)|1 : pez, + ; 2 : −pez, − > (D-38)

C’est l’élément de matrice d’un opérateur indépendant du spin (par hypothèse)
entre deux kets dont les états de spin sont orthogonaux ; il est donc nul. Par consé-
quent, on obtiendrait le même résultat si l’on traitait directement les deux particules
comme différentes, c’est-à-dire si l’on n’antisymétrisait pas les kets initial et final,
et si l’on associait l’indice 1 à l’état de spin |+ > et l’indice 2 à l’état de spin |− >.
Bien entendu, ceci n’est plus possible si l’opérateur d’évolution U , c’est-à-dire l’ha-
miltonien H du système, dépend des spins.

Références et conseils de lecture :

L’importance des interférences entre termes directs et d’échange est soulignée
dans Feynman III (1.2), § 3.4 et Chap. 4.

Statistiques quantiques : Reif (8.4), Kittel (8.2).
Groupe des permutations : Messiah (1.17), app. D, §IV ; Wigner (2.23),

Chap. 13 ; Bacry (10.31), §§41 et 42.
Effet du postulat de symétrisation sur les spectres moléculaires : Herzberg

(12.4), Vol. I, Chap. III, §2f.
Article de vulgarisation : Gamow (1.27).
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COMPLÉMENTS DU CHAPITRE XIV

AXIV : ATOMES À PLUSIEURS ÉLECTRONS.
CONFIGURATIONS ÉLECTRONIQUES

Etude simple des atomes à plusieurs électrons
dans l’approximation du champ central. Discus-
sion des conséquences du principe d’exclusion de
Pauli et introduction de la notion de configura-
tion. Reste à un niveau qualitatif.

BXIV : NIVEAUX D’ÉNERGIE DE L’ATOME D’HÉ-
LIUM : CONFIGURATIONS, TERMES, MULTI-
PLETS

Etude, dans le cas de l’atome d’hélium, de
l’effet de la répulsion électrostatique entre
électrons, ainsi que des interactions magnétiques ;
introduction des notions de terme et de mul-
tiplet. Peut être réservé pour une étude ultérieure.

CXIV : PROPRIÉTÉS PHYSIQUES D’UN GAZ
D’ÉLECTRONS. APPLICATION AUX SOLIDES

Etude de l’état fondamental d’un gaz d’électrons
libres enfermés dans une “boîte”. Introduction de
la notion d’énergie de Fermi et des conditions aux
limites périodiques. Généralisation aux électrons
dans les solides et discussion qualitative sur le
lien entre conductibilité électrique et position du
niveau de Fermi. Difficulté moyenne. L’accent est
mis sur les discussions physiques. Peut être consi-
déré comme faisant suite au Complément FXI.

DXIV : EXERCICES
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Complément AXIV

Atomes à plusieurs électrons. Configurations électroniques

1 L’approximation du champ central . . . . . . . . . . . . 1475
1-a Difficultés liées aux interactions entre électrons . . . . . 1476
1-b Principe de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1476
1-c Niveaux d’énergie de l’atome . . . . . . . . . . . . . . . 1477

2 Configurations électroniques des divers éléments . . . 1479

Les niveaux d’énergie de l’atome d’hydrogène ont été étudiés en détail dans le
Chapitre VII. Une telle étude est considérablement simplifiée par le fait que l’atome
d’hydrogène ne possède qu’un seul électron : le principe de Pauli n’intervient pas
alors ; de plus, en utilisant le référentiel du centre de masse, on peut se ramener au
calcul des niveaux d’énergie d’une particule unique (particule relative) soumise à
l’action d’un potentiel central.

Dans ce complément, nous allons aborder l’étude des atomes à plusieurs élec-
trons, pour lesquels les simplifications précédentes ne se produisent pas. En effet, si
l’on se place dans le repère du centre de masse, il faut résoudre un problème où in-
terviennent plusieurs particules non indépendantes ; nous verrons qu’il s’agit là d’un
problème compliqué, et nous nous contenterons d’en donner une solution approchée,
en utilisant l’approximation du champ central (dont nous indiquerons simplement
l’idée générale, sans entrer dans le détail des calculs). De plus, le principe de Pauli
joue, comme nous allons le montrer, un rôle important.

1. L’approximation du champ central

Considérons un atome à Z électrons. La masse de son noyau étant considéra-
blement plus grande (plusieurs milliers de fois) que celle des électrons, le centre de
masse de l’atome coïncide pratiquement avec le noyau, que nous supposerons donc
immobile à l’origine des coordonnées 1. L’hamiltonien décrivant le mouvement des
électrons s’écrit alors, si l’on néglige les corrections relativistes et en particulier les
termes dépendant du spin :

H =
z∑

i=1

P2
i

2me
−

z∑
i=1

Ze2

Ri
+
∑
i<j

e2

|Ri − Rj | (1)

Nous avons numéroté arbitrairement les électrons de 1 à Z, et posé :

e2 =
q2

4πε0
(2)

où q est la charge de l’électron. Le premier terme de l’hamiltonien (1) représente
l’énergie cinétique totale du système des Z électrons ; le second provient de l’attrac-
tion exercée sur chacun d’eux par le noyau, qui porte une charge positive égale à

1. Nous faisons ici une approximation qui revient à négliger l’effet d’entraînement du noyau.
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−Zq ; le dernier décrit la répulsion mutuelle des électrons [notons que la sommation
porte ici sur les Z(Z − 1)/2 façons différentes d’apparier les Z électrons].

L’hamiltonien (1) est trop compliqué pour qu’il soit possible de résoudre
exactement son équation aux valeurs propres, même dans le cas le plus simple de
l’hélium (Z = 2).

1-a. Difficultés liées aux interactions entre électrons

En l’absence du terme d’interaction mutuelle
∑

i<j
e2

|Ri−Rj | dans H , les élec-
trons seraient indépendants. Il serait alors facile de déterminer les énergies de
l’atome : il suffirait d’effectuer la somme des énergies des Z électrons placés in-
dividuellement dans le potentiel coulombien −Ze2/r, de sorte que la théorie dé-
veloppée au Chapitre VII donnerait immédiatement le résultat. Quant aux états
propres de l’atome, ils seraient obtenus en antisymétrisant le produit tensoriel des
états stationnaires des divers électrons.

C’est donc la présence du terme d’interaction mutuelle qui empêche une so-
lution exacte du problème. On pourrait alors envisager de traiter ce terme par la
théorie des perturbations. Cependant, une évaluation grossière de son importance
relative montre qu’on n’obtiendrait pas ainsi une bonne approximation. En effet,
on s’attend à ce que la distance |Ri − Rj| entre deux électrons soit en moyenne de
l’ordre de grandeur de la distance Ri d’un électron au noyau ; le rapport ρ entre le
troisième terme de la formule (1) et le second vaut donc sensiblement :

ρ �
1
2 Z(Z − 1)

Z2 (3)

ρ varie entre 1/4 pour Z = 2 et 1/2 pour Z grand devant 1 ; par conséquent, le
traitement en perturbation du terme d’interaction mutuelle pourrait à la rigueur
donner des résultats à peu près satisfaisants pour l’hélium (Z = 2), mais il est hors
de question de l’appliquer aux autres atomes (ρ atteint déjà 1/3 pour Z = 3). Il
faut donc imaginer une méthode d’approximation plus élaborée.

1-b. Principe de la méthode

Pour comprendre la notion de champ central, raisonnons en termes semi-
classiques. Intéressons-nous à un électron particulier (i). En première approxima-
tion, l’existence des Z − 1 autres électrons se manifeste pour lui par le fait que
leur distribution de charge compense partiellement l’attraction électrostatique du
noyau. Dans le cadre de cette approximation, on peut considérer que l’électron (i) se
déplace dans un potentiel ne dépendant que de sa position ri et prenant en compte
l’effet moyen de la répulsion des autres électrons. On prend en fait un potentiel
Vc(ri) ne dépendant que du module de ri et appelé “potentiel central” de l’atome
étudié. Bien entendu, ceci ne peut être qu’une approximation : le mouvement de
l’électron (i) influence en réalité celui des (Z − 1) autres électrons, de sorte qu’il
n’est pas possible d’ignorer les corrélations qui existent entre eux ; de plus, lorsque
l’électron (i) se trouve au voisinage immédiat d’un autre électron (j), la répulsion
exercée par ce dernier devient prépondérante et la force correspondante n’est pas
centrale. Cependant, l’idée d’un potentiel moyen apparaît encore plus valable en
mécanique quantique, où la délocalisation des électrons répartit leur charge dans
une région étendue de l’espace.
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Les considérations précédentes conduisent alors à écrire l’hamiltonien (1) sous
la forme :

H =
z∑

i=1

[
P2

i

2me
+ Vc(Ri)

]
+ W (4)

avec :

W = −
z∑

i=1

Ze2

Ri
+
∑
i<j

e2

|Ri − Rj| −
z∑

i=1

Vc(Ri) (5)

Si le potentiel central Vc(ri) est convenablement choisi, W doit jouer, dans
l’hamiltonien H , le rôle d’une faible correction. L’approximation du champ cen-
tral consiste alors à négliger cette correction, c’est-à-dire à prendre l’hamiltonien
approché :

H0 =
z∑

i=1

[
P2

i

2me
+ Vc(Ri)

]
(6)

L’opérateur W sera ensuite traité comme une perturbation de H0 (cf. Complé-
ment BXIV, § 2). La diagonalisation de H0 conduit alors à un problème de particules
indépendantes : pour obtenir les états propres de H0, il suffit de déterminer ceux de
l’hamiltonien à un électron :

P2

2me
+ Vc(R) (7)

Les définitions (4) et (5) ne fixent bien sûr pas le potentiel central Vc(r),
puisqu’on a toujours H = H0 + W quel que soit Vc(r). Cependant, pour que W
puisse être valablement traité comme une perturbation de Ho, il faut que Vc(r) soit
judicieusement choisi. Nous n’aborderons pas ici le problème de l’existence et de la
détermination d’un tel potentiel optimal. Il s’agit en effet d’un problème compliqué :
le potentiel Vc(r) auquel est soumis un électron donné dépend de la répartition
spatiale des (Z − 1) autres électrons, et cette distribution dépend à son tour du
potentiel Vc(r), puisque les fonctions d’onde des (Z −1) électrons doivent elles aussi
être calculées à partir de Vc(r). Il faut donc aboutir à une solution cohérente (on dit
généralement “self-consistante”), dans laquelle les fonctions d’onde déterminées à
partir de Vc(r) donnent une distribution de charge qui reconstitue ce même potentiel
Vc(r).

1-c. Niveaux d’énergie de l’atome

Bien que la détermination précise du potentiel Vc(r) exige des calculs assez
longs, il est facile de prévoir le comportement de ce potentiel aux courtes distances
et aux longues distances. On s’attend en effet à ce que, pour r petit, l’électron (i)
considéré se trouve à l’intérieur de la distribution de charge créée par les autres
électrons, de sorte qu’il “voit” alors uniquement le potentiel attractif du noyau ; au
contraire, pour r grand, c’est-à-dire à l’extérieur du “nuage” formé par les (Z − 1)
électrons traités globalement, tout se passe comme si l’on avait une charge ponctuelle
unique située à l’origine des coordonnées et égale à la somme des charges du noyau
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et du “nuage” [les (Z − 1) électrons font écran au champ du noyau]. Par conséquent
(Fig. 1) :

Vc(r) � −e2

r
for large r

Vc(r) � −Ze2

r
for small r (8)

Pour les valeurs intermédiaires de r, les variations de Vc(r) peuvent être plus ou
moins compliquées, suivant l’atome considéré.

Figure 1 – Variations avec r du potentiel central Vc(r). Les courbes en traits tiretés
représentent le comportement de ce potentiel aux courtes distances (−Ze2/r) et aux
longues distances (−e2/r).

Bien que qualitatives, ces considérations permettent de se faire une idée du
spectre de l’hamiltonien (7) à un électron. Comme Vc(r) n’est pas simplement pro-
portionnel à 1/r, on n’observe plus la dégénérescence accidentelle qui se produit pour
l’atome d’hydrogène (Chap. VII, § C-4-b) : les valeurs propres de l’hamiltonien (7)
dépendent des deux nombres quantiques n et l [elles restent par contre indépen-
dantes de m puisque Vc(r) est central] ; l caractérise bien sûr la valeur propre de
l’opérateur L2, et n est par définition (comme pour l’atome d’hydrogène) la somme
du nombre quantique azimutal l et du nombre quantique radial k provenant de
la résolution de l’équation radiale correspondant à l ; n et l sont donc entiers et
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vérifient :

0 � l � n − 1 (9)

Evidemment, pour une valeur donnée de l, les énergies En,l croissent avec n :

En,l > En′,l si n > n′ (10)

Pour n fixé, l’énergie est d’autant plus basse que l’état propre correspondant est plus
“pénétrant”, c’est-à-dire que la probabilité de présence de l’électron au voisinage du
noyau est plus grande [d’après (8), l’effet d’écran est alors plus faible] ; les énergies
En,l associées à la même valeur de n se classent donc dans l’ordre des moments
cinétiques croissants :

En,0 < En,1 < . . . < En,n−1 (11)

Il se trouve que l’ordre dans lequel se succèdent les différents niveaux est approxi-
mativement le même pour tous les atomes, bien que les valeurs absolues des éner-
gies correspondantes varient évidemment avec Z. La Figure 2 indique cet ordre
de succession, ainsi que le degré de dégénérescence 2(2l + 1) de chaque niveau (le
facteur 2 provenant du spin de l’électron) : les divers niveaux y sont désignés en
notation spectroscopique (cf . Chap. VII, § C-4-b) ; ceux qui figurent à l’intérieur
d’une même accolade sont très proches les uns des autres et même, dans certains
atomes, pratiquement confondus (insistons sur le fait que la Figure 2 n’est pas un vé-
ritable diagramme d’énergie, mais simplement un schéma destiné à situer les valeurs
propres En,l les unes par rapport aux autres, sans respecter une échelle d’énergie
tant soit peu réaliste).

Notons la grande différence entre le spectre d’énergie ainsi représenté et celui
de l’atome d’hydrogène (cf . Chap. VII, Fig. 4) : comme nous l’avons déjà signalé,
l’énergie dépend ici du nombre quantique orbital l et, de plus, l’ordre des niveaux est
différent ; par exemple, la Figure 2 indique que la couche 4s a une énergie légèrement
inférieure à celle de la couche 3d, ce qui s’explique, comme nous l’avons vu plus
haut, par le fait que la fonction d’onde 4s est plus pénétrante. Des interversions
analogues se produisent pour les couches n = 4 et n = 5, etc. . . Ceci montre bien le
rôle important de la répulsion entre électrons.

2. Configurations électroniques des divers éléments

Dans le cadre de l’approximation du champ central, les états propres de l’ha-
miltonien total H0 de l’atome sont des déterminants de Slater, construits à partir
des états électroniques individuels associés aux niveaux d’énergie En,l que nous
venons de décrire. On se trouve donc dans la situation envisagée au § D-1-a du
Chapitre XIV : le niveau fondamental de l’atome est obtenu lorsque les Z électrons
occupent les états individuels les plus bas compatibles avec le principe de Pauli ;
le nombre maximum d’électrons pouvant avoir une énergie donnée En,l est égal au
degré de dégénérescence 2(2l+1) de cette énergie. On appelle couche l’ensemble des
états individuels associés à une même énergie En,l, et configuration électronique de
l’atome la liste des couches occupées avec, pour chacune d’elles, le nombre d’élec-
trons qui s’y trouvent ; la notation utilisée sera précisée ci-dessous sur un certain
nombre d’exemples. La notion de configuration joue également un rôle important en
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ce qui concerne les propriétés chimiques des atomes : la connaissance des fonctions
d’onde des divers électrons et des énergies correspondantes permet d’interpréter le
nombre, la stabilité et la directivité des liaisons chimiques dans lesquelles cet atome
peut se trouver engagé (cf . Complément EXII).

Pour déterminer la configuration électronique d’un atome donné dans son
état fondamental, il suffit de “remplir” successivement les différentes couches dans
l’ordre indiqué sur la Figure 2 (en partant, bien sûr, du niveau 1s) jusqu’à ce qu’on
ait épuisé les Z électrons. C’est ce que nous allons faire en parcourant rapidement
le tableau de Mendeleieff.

Dans l’état fondamental de l’atome d’hydrogène, l’électron unique de cet
atome occupe le niveau 1s. L’élément suivant (hélium, Z = 2) a pour configuration
électronique :

He : 1s2 (12)

ce qui signifie que les deux électrons occupent les deux états orthogonaux de la
couche 1s (même fonction d’onde spatiale, états de spin orthogonaux). Vient ensuite
le lithium (Z = 3), dont la configuration électronique s’écrit :

Li : 1s2, 2s (13)

En effet, la couche 1s ne pouvant accueillir que deux électrons, le troisième doit
se situer dans le niveau immédiatement supérieur, c’est-à-dire d’après la Figure 2
dans la couche 2s. Celle-ci peut accepter un deuxième électron, ce qui donne pour
la configuration électronique du béryllium (Z = 4) :

Be : 1s2, 2s2 (14)

Pour Z > 4, c’est d’abord la couche 2p (cf . Fig. 2) qui se remplit progressivement,
et ainsi de suite : au fur et à mesure que le nombre Z d’électrons augmente, il
faut faire intervenir des couches électroniques plus élevées (sur la partie droite de la
Figure 2, on a fait figurer, en face de chacune des premières couches, les symboles
des atomes pour lesquels cette couche est la dernière occupée). On obtient ainsi
les configurations des niveaux fondamentaux pour tous les atomes, ce qui permet
d’expliquer la classification de Mendeleieff. Il faut noter toutefois que pour les ni-
veaux très proches (ceux qui sont groupés dans des accolades sur la Figure 2), le
remplissage peut se faire de manière irrégulière. Par exemple, bien que la Figure 2
donne pour la couche 4s une énergie plus faible que pour la couche 3d, le chrome
(Z = 24) a 5 électrons 3d alors que la couche 4s est incomplète. Des irrégularités
semblables se produisent pour le cuivre (Z = 29), le niobium (Z = 41), etc.

Remarques:

(i) Les configurations électroniques que nous avons analysées caractérisent le
niveau fondamental des divers atomes à l’approximation du champ cen-
tral. Les niveaux excités les plus bas de l’hamiltonien H0 sont obtenus
lorsque l’un des électrons passe à un niveau individuel d’énergie supé-
rieure à celle de la dernière couche occupée dans l’état fondamental. Nous
verrons par exemple dans le Complément BXIV que la première configu-
ration excitée de l’atome d’hélium est :

1s, 2s (15)

1480



• ATOMES À PLUSIEURS ÉLECTRONS. CONFIGURATIONS ÉLECTRONIQUES

Figure 2 – Schéma donnant l’ordre de succession des niveaux d’énergie (couches
électroniques) dans un potentiel central du type de celui de la Figure 1. Pour chaque
valeur de n, l’énergie croît avec l. La dégénérescence de chaque niveau est indiquée
entre parenthèses. Les niveaux figurant à l’intérieur d’une même accolade sont très
proches les uns des autres, et leur disposition relative peut varier d’un atome à
l’autre. Sur la partie droite de la figure, on a indiqué les symboles chimiques des
atomes pour lesquels la couche électronique figurant sur la même ligne est la dernière
occupée dans la configuration fondamentale.

(ii) A une configuration électronique terminée par une couche complète est
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associé un seul déterminant de Slater non nul, puisqu’il y a alors autant
d’électrons que d’états individuels orthogonaux. Ainsi, le niveau fonda-
mental des gaz rares (. . . , ns2, np6) est non dégénéré, de même que celui
des alcalino-terreux (. . . , ns2). Au contraire, lorsque le nombre d’élec-
trons externes est inférieur au degré de dégénérescence du dernier niveau
occupé, le niveau fondamental de l’atome est dégénéré : pour les alcalins
(. . . , ns), le degré de dégénérescence est égal à 2 ; pour le carbone (1s2,
2s2, 2p2), il vaut C2

6 = 15, car on peut choisir de façon quelconque deux
états individuels parmi les six orthogonaux qui constituent la couche 2p.

(iii) On peut montrer que, pour une couche complète, le moment cinétique
total est nul, ainsi d’ailleurs que le moment cinétique orbital total et
le spin total (sommes respectivement des moments cinétiques orbitaux et
des spins des électrons occupant cette couche). Par conséquent, le moment
cinétique d’un atome 2 est dû uniquement à ses électrons externes. Ainsi,
le moment cinétique total d’un atome d’hélium dans son état fondamental
est nul, celui d’un alcalin égal à 1/2 (un seul électron externe de moment
cinétique orbital nul et de spin 1/2).

Références et conseils de lecture :

Pauling et Wilson (1.9), Chap. IX ; Levine (12.3), Chap. 11, §§ 1, 2 et 3 ; Kuhn
(11.1), Chap. IV, §§ A et B ; Schiff (1.18), §47 ; Slater (1.6), Chap. 6 ; Landau et
Lifshitz (1.19), §§ 68, 69 et 70. Voir également les références du Chap. XI (méthodes
de Hartree et Hartree-Fock).

Modèle en couches en physique nucléaire : Valentin (16.1), Chap. VI ; Preston
(16.4), Chap. 7 ; Deshalit and Feshbach (16.6), Chap. IV et V. Voir aussi les articles
de Mayer (16.20), Peierls (16.21) et Baranger (16.22).

2. Le moment cinétique dont il est question ici est celui du cortège électronique de l’atome ; le
noyau possède également un moment cinétique qu’il faudrait en toute rigueur ajouter au précédent.
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Complément BXIV

Niveaux d’énergie de l’atome d’Hélium : configurations, termes,
multiplets

1 Approximation du champ central. Configurations . . . 1483
1-a Hamiltonien électrostatique . . . . . . . . . . . . . . . . 1483
1-b Configuration fondamentale et premières configurations

excitées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1484
1-c Dégénérescence des configurations . . . . . . . . . . . . 1484

2 Effet de la répulsion électrostatique entre électrons :
énergie d’échange, termes spectraux . . . . . . . . . . . 1486

2-a Choix d’une base de E(n, l;n′, l′) adaptée aux symétries
de W . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1486

2-b Termes spectraux. Notation spectroscopique . . . . . . . 1489
2-c Discussion physique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1489

3 Niveaux de structure fine ; multiplets . . . . . . . . . . 1494

Dans le complément précédent, nous avons étudié les atomes à plusieurs élec-
trons dans le cadre de l’approximation du champ central où les électrons sont indé-
pendants, ce qui nous a permis d’introduire la notion de configuration. Nous allons
évaluer les corrections à apporter à cette approximation, en tenant compte de fa-
çon plus précise de la répulsion électrostatique entre électrons. Pour simplifier les
raisonnements, nous nous limiterons à l’atome à plusieurs électrons le plus simple,
c’est-à-dire l’atome d’hélium. Nous allons montrer que, sous l’effet de la répulsion
électrostatique entre électrons, les configurations de cet atome (§ 1) se scindent en
termes spectraux (§ 2) ; ces derniers donnent eux-mêmes naissance à des multiplets
de structure fine (§ 3) lorsqu’on tient compte de termes plus petits dans l’hamilto-
nien atomique (interactions magnétiques). Les notions que nous allons ainsi dégager
peuvent être généralisées aux atomes plus complexes.

1. Approximation du champ central. Configurations

1-a. Hamiltonien électrostatique

Comme dans le complément précédent, nous ne tenons compte d’abord que
des forces électrostatiques, et écrivons l’hamiltonien de l’atome d’hélium [formule
(C-24) du Chapitre XIV] sous la forme :

H = H0 + W (1)

où :

H0 =
P2

1

2me
+

P2
2

2me
+ Vc(R1) + Vc(R2) (2)

et :

W = −2e2

R1
− 2e2

R2
+

e2

|R1 − R2| − Vc(R1) − Vc(R2) (3)
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Le potentiel central Vc(r) est choisi de manière que W représente une correction
faible devant H0.

Lorsqu’on néglige W , les électrons peuvent être considérés comme indépen-
dants (bien que l’on tienne compte en partie de leur répulsion électrostatique moyenne
grâce au potentiel Vc) ; les niveaux d’énergie de H0 définissent alors les configura-
tions électroniques que nous allons étudier dans ce paragraphe. Nous étudierons
ensuite au § 2 l’effet de W en utilisant la théorie des perturbations stationnaires.

1-b. Configuration fondamentale et premières configurations excitées

D’après la discussion du Complément AXIV (§ 2), les configurations de l’atome
d’hélium sont définies par la donnée des nombres quantiques n, l et n′, l′ relatifs
aux deux électrons (plongés dans le potentiel central Vc) ; l’énergie correspondante
Ec s’écrit :

Ec = En,l + En′,l′ (4)

Ainsi (Fig. 1), la configuration fondamentale, notée 1s2, est obtenue lorsque les deux
électrons sont dans la couche 1s, la première configuration excitée 1s, 2s lorsqu’un
électron est dans la couche 1s, l’autre dans la couche 2s ; de même, la deuxième
configuration excitée est la configuration 2s, 2p.

Figure 1 – Configuration fondamentale
et premières configurations excitées de
l’atome d’hélium (l’échelle d’énergie n’est
pas respectée).

Les configurations excitées de l’atome d’hélium sont de la forme 1s, n′l′. En fait, il
existe également des configurations “doublement excitées” du type nl, n′l′ (avec n, n′ > 1).
Mais, pour l’hélium, leur énergie est supérieure à l’énergie d’ionisation EI de l’atome
(limite de l’énergie de la configuration 1s, n′l′ lorsque n′ → ∞), de sorte que la plupart
des états correspondants sont très instables : ils tendent à se dissocier rapidement en un
ion et un électron, et on les appelle “états auto-ionisants” . Il existe cependant des niveaux
appartenant à des configurations doublement excitées qui ne sont pas auto-ionisants, et
se désexcitent par émission de photons ; certaines des raies spectrales correspondantes ont
été observées expérimentalement.

1-c. Dégénérescence des configurations

Comme Vc est central et ne dépend pas des spins, l’énergie d’une configuration
ne dépend pas des nombres quantiques magnétiques m et m′ (−l � m � l, −l′ �
m′ � l′) et des nombres quantiques de spin ε et ε′ (ε = ±, ε′ = ±) associés
aux deux électrons. La plupart des configurations sont donc dégénérées ; c’est cette
dégénérescence que nous allons maintenant calculer.
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Un état appartenant à une configuration est défini par la donnée des quatre
nombres quantiques (n, l, m, ε) et (n′, l′, m′, ε′) relatifs à chaque électron. Comme
les électrons sont des particules identiques, il faut tenir compte du postulat de
symétrisation. Le ket physique associé à cet état s’écrit d’après les résultats du
§ C-3-b du Chapitre XIV sous la forme :

|n, l, m, ε; n′, l′, m′, ε′ >=
1√
2

(1 − P21)|1 : n, l, m, ε; 2 : n′, l′, m′, ε′ > (5)

Le principe de Pauli exclut les états du système pour lesquels les deux électrons
seraient dans le même état quantique individuel (n = n′, l = l′, m = m′, ε = ε′).
D’après la discussion du § C-3-b du Chapitre XIV, l’ensemble des kets physiques (5)
pour lesquels n, l, n′, l′, sont fixés et qui ne sont pas nuls (c’est-à-dire pas exclus par
le principe de Pauli) constitue une base orthonormée dans le sous-espace E(n, l; n′, l′)
de EA associé à la configuration nl, n′l′.

Pour évaluer la dégénérescence d’une configuration nl, n′l′ nous distinguerons
deux cas :

(i) Les deux électrons ne sont pas dans la même couche (on n’a pas n = n′

et l = l′).
Les états individuels des deux électrons ne peuvent alors jamais coïncider, et

m, m′, ε, ε′ peuvent prendre indépendamment n’importe quelle valeur. La dégéné-
rescence de la configuration est par suite égale à :

2(2l + 1) × 2(2l′ + 1) = 4(2l + 1)(2l′ + 1) (6)

Les configurations 1s, 2s et 1s, 2p entrent dans cette catégorie ; elles ont des dégé-
nérescences respectivement égales à 4 et 12.

(ii) Les deux électrons sont dans la même couche (n = n′ et l = l′).
Dans ce cas, il faut exclure les états pour lesquels m = m′ et ε = ε′. Le

nombre d’états quantiques individuels distincts étant égal à 2(2l + 1), le degré de
dégénérescence de la configuration nl2 est égal au nombre de paires que l’on peut
former à partir de ces états individuels (cf . § C-3-b du Chapitre XIV), c’est-à-dire
à :

C2
2(2l+1) = (2l + 1)(4l + 1) (7)

Ainsi, la configuration 1s2, qui entre dans cette catégorie, n’est pas dégéné-
rée. Il est intéressant de développer le déterminant de Slater correspondant à cette
configuration ; si l’on fait, dans la formule (5), n = n′ = 1, l = l′ = m = m′ = 0,
ε = +, ε′ = −, on obtient, en mettant en facteur la partie d’espace :

|1s2 >= |1 : 1, 0, 0; 2 : 1, 0, 0 > ⊗ 1√
2

(|1 : +; 2 : − > −|1 : −; 2 : + >) (8)

On reconnaît, dans la partie de spin de (8), l’expression de l’état singulet |S = 0,
Ms = 0 >, S et Ms étant les nombres quantiques relatifs au spin total S = S1 + S2

(cf . Chap. X, § B-4). Ainsi, bien que l’hamiltonien H0 ne dépende pas des spins,
les contraintes introduites par le postulat de symétrisation imposent au spin total
du niveau fondamental d’avoir une valeur nulle S = 0.
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2. Effet de la répulsion électrostatique entre électrons : énergie d’échange,
termes spectraux

Etudions maintenant l’effet de W en utilisant la théorie des perturbations
stationnaires. Il faut pour cela diagonaliser la restriction de W à l’intérieur du
sous-espace E(n, l; n′, l′) associé à la configuration nl, n′l′. Les valeurs propres de la
matrice correspondante donnent les corrections d’ordre un en W à l’énergie Ec de
la configuration, les états propres associés étant les états propres à l’ordre zéro.

Pour calculer la matrice représentant W à l’intérieur de E(n, l; n′, l′), on peut
choisir a priori n’importe quelle base, en particulier la base des kets (5). En fait, on
a intérêt à utiliser une base qui soit bien adaptée aux symétries de W . Nous allons
voir qu’on peut effectivement choisir d’emblée une base dans laquelle la restriction
de W est diagonale.

2-a. Choix d’une base de E(n, l;n′, l′) adaptée aux symétries de W

α. Moment orbital total L et spin total S

W ne commute pas avec les moments cinétiques orbitaux individuels L1 et L2

de chacun des électrons ; cependant, nous avons déjà montré (cf . Chap. X, § A-2)
que, si L désigne le moment cinétique orbital total :

L = L1 + L2 (9)

on a :

[W, L] = [
e2

R12
, L] = 0 (10)

Donc, L est une constante du mouvement 1. De plus, comme W n’agit pas dans
l’espace des états de spin, il en est de même pour le spin total S :

[W, S] = 0 (11)

Considérons alors l’ensemble des quatre opérateurs L2, S2, Lz, Sz. Ils com-
mutent entre eux et avec W ; nous allons montrer qu’ils constituent un E.C.O.C.
dans le sous-espace E(n, l; n′, l′) de EA, ce qui nous permettra au § 2-b de trouver
directement les valeurs propres de la restriction de W à ce sous-espace.

Revenons pour cela à l’espace E produit tensoriel des espaces des états E(1)
et E(2) relatifs aux deux électrons numérotés de façon arbitraire. Le sous-espace
E(n, l; n′, l′) de EA associé à la configuration nl, nl′ s’obtient en antisymétrisant 2

les divers kets du sous-espace En,l(1) ⊗ En′,l′(2) de E . Si l’on choisit dans ce sous-
espace la base |1 : n, l, m, ε > ⊗|2 : n′, l′, m′, ε′ >, on obtient par antisymétrisation
la base des kets physiques (5).

On sait cependant, d’après les résultats du Chapitre X, que l’on peut égale-
ment choisir dans En,l(1) ⊗ En′,l′(2) une autre base constituée de vecteurs propres

1. Ce résultat est lié au fait que, lors d’une rotation portant à la fois sur les deux électrons,
leur distance mutuelle R12 reste invariante ; par contre, elle change si l’on tourne individuellement
un seul des deux électrons, et c’est pourquoi W ne commute ni avec L1, ni avec L2.

2. On pourrait aussi bien partir du sous-espace En′,l′ (1) ⊗ En,l(2) [cf . remarque (i) du
§ B-2-c du Chapitre XIV, p. 1450].
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communs à L2, Lz, S2, Sz et entièrement définie par la donnée des valeurs propres
correspondantes ; nous noterons cette base :

|1 : n, l; 2 : n′, l′; L, ML > ⊗|S, MS > (12)

avec :{
L = l + l′, l + l′ − 1, . . . , |l − l′|
S = 1, 0

(13)

Comme L2, Lz, S2, Sz sont tous des opérateurs symétriques (ils commutent avec
P21), les vecteurs (12) demeurent après antisymétrisation vecteurs propres de L2,
Lz, S2, Sz. avec des valeurs propres inchangées (certains d’entre eux peuvent bien
sûr avoir une projection nulle sur EA , auquel cas les états physiques correspondants
sont exclus par le principe de Pauli ; voir § β plus loin). Les kets non nuls obtenus
par antisymétrisation de (12) sont donc orthogonaux puisqu’ils correspondent à
des valeurs propres différentes d’au moins une des quatre observables considérées.
Comme ils engendrent E(n, l; n′, l′), ils constituent une base orthonormée de ce sous-
espace, que nous noterons :{

|n, l; n′, l′; L, ML; S, MS >
}

(14)

avec :

|n, l; n′, l′; L, ML; S, MS >

= c(1 − P21)
{

|1 : n, l; 2 : n′, l′; L, ML > ⊗|S, MS

}
> (15)

c étant une constante de normalisation. L2, Lz, S2, Sz forment donc un E.C.O.C.
à l’intérieur de E(n, l; n′, l′).

Introduisons alors l’opérateur de permutation P
(S)
21 dans l’espace des états de

spin :

P
(S)
21 |1 : ε; 2 : ε′ >= |1 : ε′; 2 : ε > (16)

Nous avons montré au § B-4 du Chapitre X [cf . remarque (ii)] que :

P
(S)
21 |S, MS >= (−1)S+1|S, MS > (17)

D’autre part, si P
(0)
21 est l’opérateur de permutation dans l’espace des états des

variables orbitales, on a :

P21 = P
(0)
21 ⊗ P

(S)
21 (18)

En utilisant (17) et (18), on peut finalement mettre (15) sous la forme :

|n, l; n′, l′; L, ML; S, MS >

= c
{

[1 − (−1)S+1 P
(0)
21 ]|1 : n, l; 2 : n′, l′; L, ML >

}
⊗ |S, MS > (19)
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β. Contraintes imposées par le postulat de symétrisation

Nous avons vu plus haut que la dimension de E(n, l; n′, l′) n’est pas toujours
égale à 4(2l + 1)(2l′ + 1), c’est-à-dire à la dimension de En,l(1) ⊗ En′,l′(2). Certains
kets de En,l(1) ⊗ En′,l′(2) peuvent donc avoir une projection nulle sur E(n, l; n′, l′).
Il est intéressant d’étudier les conséquences sur la base (14) de cette contrainte
imposée par le postulat de symétrisation.

Supposons tout d’abord que les deux électrons n’occupent pas la même couche.
Il est facile alors de voir que la partie orbitale de (19) est une somme ou une dif-
férence de deux kets orthogonaux, et n’est par suite jamais nulle 3. Comme il en
est de même de |S, MS >, on en déduit que toutes les valeurs possibles de L et S
[cf . formule (13)] sont permises. Par exemple, pour la configuration 1s, 2s, on peut
avoir S = 0, L = 0 et S = 1, L = 0 ; pour la configuration 1s, 2p, on peut avoir
S = 0, L = 1 et S = 1, L = 1, etc. . .

Si l’on suppose maintenant que les deux électrons occupent la même couche,
on a n = n′ et l = l′, et certains kets (19) peuvent être nuls. En effet, écrivons
|1 : n, l; 2 : n′, l′; L, ML > sous la forme :

|1 : n, l; 2 : n′, l′; L, ML >

=
∑
m

∑
m′

< l, l′; m, m′|L, mL > |1 : n, l, m; 2 : n′, l′, m′ > (20)

D’après la relation (25) du Complément BX :

< l, l; m, m′|L, ML >= (−1)L < l, l; m′, m|L, ML > (21)

En utilisant (20), on obtient alors :

P
(0)
21 |1 : n, l; 2 : n, l; L, ML >= (−1)L|1 : n, l; 2 : n, l; L, ML > (22)

Reportons ce résultat dans (19) ; nous obtenons 4 :

|n, l; n, l; L, ML; S, MS >=
{

0 si L + S impair
|1 : n, l; 2 : n, l; L, ML > ⊗|S, MS > si L + S pair

(23)

Donc L et S ne peuvent être quelconques : L + S doit être pair. En particulier,
pour la configuration 1s2, on a forcément L = 0, de sorte que S = 1 est exclu. On
retrouve ainsi un résultat déjà établi plus haut.

Notons enfin que le postulat de symétrisation introduit une corrélation étroite
entre la symétrie de la partie orbitale et celle de la partie de spin du ket phy-
sique (19). Comme le ket total doit être antisymétrique et que la partie de spin est,
suivant la valeur de S, symétrique (S = 1) ou antisymétrique (S = 0), la partie
orbitale doit être antisymétrique lorsque S = 1 et symétrique lorsque S = 0. Nous
verrons plus loin toute l’importance de ce point.

3. La constante de normalisation c est alors égale à 1√
2

.
4. La constante de normalisation c est alors égale à 1/2.
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2-b. Termes spectraux. Notation spectroscopique

W commute avec les quatre observables L2, Lz, S2, Sz qui forment un
E.C.O.C. à l’intérieur de E(n, l; n′, l′) ; il s’ensuit que la restriction de W à l’in-
térieur de E(n, l; n′, l′) est d’emblée diagonale dans la base :{

|n, l; n′, l′; L, ML; S, MS >
}

et a pour valeurs propres :

δ(L, S) =< n, l; n′, l′; L, ML; S, MS|W |n, l; n′, l′; L, ML; S, MS > (24)

Cette énergie ne dépend ni de ML ni de MS ; en effet, les relations (10) et (11)
impliquent que W commute non seulement avec Lz et Sz mais également avec L±
et S± : W est donc un opérateur scalaire à la fois dans l’espace des états orbitaux
et dans celui de spin (cf. Complément BVI, §§ 5-b et 6-c).

A l’intérieur de chaque configuration nl, n′l′, on obtient ainsi des niveaux
d’énergie Ec(n, l; n′, l′) + δ(L, S), repérés par les valeurs de L et de S ; chacun
d’entre eux est (2L + 1)(2S + 1) fois dégénéré. De tels niveaux sont appelés termes
spectraux et notés de la façon suivante : à la valeur de L est associée, en notation
spectroscopique (Chap. VII, § C-4-b), une lettre de l’alphabet ; on écrit la majuscule
correspondante, et on ajoute, en haut et à gauche, un nombre égal à 2S + 1. Par
exemple, la configuration 1s2 conduit à un seul terme spectral, noté 1S (le 3S étant,
comme nous l’avons vu plus haut, interdit par le principe de Pauli) ; la configuration
1s, 2s engendre deux termes, 1S (non dégénéré) et 3S (trois fois dégénéré) ; la
configuration 1s, 2p, deux termes, 1P (dégénérescence 3) et 3P (dégénérescence 9) ;
pour une configuration plus compliquée comme par exemple 2p2, on obtient (cf .
§ 2-a-β précédent) des termes spectraux 1S, 1D et 3P (L + S doit être pair), etc. . .

Sous l’effet de la répulsion électrostatique, la dégénérescence de chaque confi-
guration est donc partiellement levée (la configuration 1s2, non dégénérée, est sim-
plement déplacée). Nous allons étudier de façon plus précise cette levée de dégéné-
rescence sur l’exemple simple de la configuration 1s, 2s et essayer de comprendre
pourquoi les deux termes 1S et 3S issus de cette configuration, qui diffèrent par la
valeur du spin total, ont des énergies différentes alors que l’hamiltonien de départ
est purement électrostatique.

2-c. Discussion physique

α. Energies des termes spectraux issus de la configuration 1s, 2s

Dans la configuration 1s, 2s, l = l′ = L = 0 ; on obtient alors aisément à
partir de (20) :

|1 : n = 1, l = 0 ; 2 : n′ = 2, l′ = 0; L = ML = 0 >

= |1 : n = 1, l = m = 0; 2 : n′ = 2, l′ = m′ = 0 > (25)

vecteur que nous noterons plus simplement |1 : 1s; 2 : 2s >. Si nous désignons par
|3S, Ms > et |1S, 0 > les états correspondant aux deux termes spectraux 3S et 1S
issus de la configuration 1s, 2s, on obtient, en portant (25) dans (19) :

|3S, MS > =
1√
2

[(1 − P
(0)
21 |1 : 1s; 2 : 2s >] ⊗ |S = 1, MS > (26a)

|1S, 0 > =
1√
2

[(1 + P
(0)
21 |1 : 1s; 2 : 2s >] ⊗ |S = 0, MS = 0 > (26b)
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Comme W n’agit pas sur les variables de spin, les valeurs propres données
en (24) s’écrivent :

δ(3S) =
1
2

< 1 : 1s; 2 : 2s|(1 − P
(0)
21 )W (1 − P

(0)
21 )|1 : 1s; 2 : 2s > (27a)

δ(1S) =
1
2

< 1 : 1s; 2 : 2s|(1 + P
(0)
21 )W (1 + P

(0)
21 )|1 : 1s; 2 : 2s > (27b)

(on a utilisé le fait que P
(0)
21 est hermitique). De plus, P

(0)
21 commute avec W , et le

carré de P
(0)
21 est l’opérateur identité ; donc :

(1 ± P
(0)
21 )W (1 ± P

(0)
21 ) = (1 ± P

(0)
21 )2W = 2(1 ± P

(0)
21 )W (28)

Pour finir, il vient :

δ(3S) = K − J (29a)

δ(1S) = K + J (29b)

avec :

K = < 1 : 1s; 2 : 2s|W |1 : 1s; 2 : 2s > (30)

J = < 1 : 1s; 2 : 2s|P (0)
21 W |1 : 1s; 2 : 2s >=< 1 : 2s; 2 : 1s|W |1 : 1s; 2 : 2s > (31)

K représente donc un déplacement global de l’énergie des deux termes, et ne contri-
bue pas à leur séparation. Par contre, J est plus intéressant car il introduit une
différence d’énergie entre les termes 3S et 1S (cf . Fig. 2) ; aussi allons-nous l’étu-
dier un peu plus en détail.

Figure 2 – Disposition relative des termes spectraux 1S et 3S issus de la configu-
ration 1s, 2s de l’atome d’hélium. K représente un déplacement global de la confi-
guration ; la levée de dégénérescence est proportionnelle à l’intégrale d’échange J.

1490



• NIVEAUX D’ÉNERGIE DE L’ATOME D’HÉLIUM : CONFIGURATIONS, TERMES, MULTIPLETS

β. Intégrale d’échange

Reportons l’expression (3) de W dans (31) : il apparaît des termes de la
forme :

< 1 : 2s; 2 : 1s|Vc(R1)|1 : 1s; 2 : 2s >

=< 1 : 2s|Vc(R1)|1 : 1s >< 2 : 1s|2 : 2s > (32)

Or le produit scalaire des deux états orthogonaux |2 : 1s > et |2 : 2s > est nul, de
sorte que l’expression (31) est égale à zéro. Le même type de raisonnement montre
que les termes qui proviennent des opérateurs vc(R2), −2e2/R1, −2e2/R2, sont
également nuls ; en effet, chacun de ces opérateurs n’agit que dans l’espace des états
d’un seul électron alors que l’état des deux électrons est différent dans le ket et dans
le bra de (31). Pour finir, il reste :

J =< 1 : 2s; 2 : 1s| e2

|R1 − R2| |1 : 1s; 2 : 2s > (33)

J ne fait donc intervenir que la répulsion électrostatique entre les électrons.
Soient ϕn,l,m(r) les fonctions d’onde associées aux états |n, l, m > (états sta-

tionnaires d’un électron dans le potentiel central Vc) :

ϕn,l,m(r) =< r|n, l, m > (34)

En représentation {|r >}, le calcul de J donne à partir de (33) :

J =
∫

d3r1

∫
d3r2 ϕ∗

2,0,0(r1) ϕ∗
1,0,0(r2)

e2

|r1 − r2| ϕ1,0,0(r1) ϕ2,0,0(r2) (35)

Cette intégrale est appelée “intégrale d’échange ”. Nous ne la calculerons pas expli-
citement ici ; signalons cependant qu’elle est positive.

γ. Origine physique de l’écart d’énergie entre les deux termes spectraux

On voit sur les expressions (26) et (27) que l’origine de l’écart d’énergie entre
les termes 3S et 1S réside dans la différence de symétrie des parties orbitales des
termes 3S et 1S : comme nous l’avons souligné à la fin du § 2.a, un terme triplet
(S = 1) doit avoir une partie orbitale antisymétrique par rapport à l’échange des
deux électrons, d’où l’apparition d’un signe – devant P

(0)
21 dans (26a) et (27a), alors

qu’un terme singulet (S = 0) doit avoir une partie orbitale symétrique [signe +
dans (26b) et (27b)].

On comprend donc la disposition relative des termes 3S et 1S, telle qu’elle
apparaît sur la Figure 2. Pour le terme singulet, la fonction d’onde orbitale est
symétrique par échange des deux électrons ; ces derniers ont alors une probabilité
non nulle de se trouver au même point de l’espace ; c’est pourquoi la répulsion élec-
trostatique, qui donne une énergie e2/r12 grande lorsque les électrons sont proches,
augmente notablement l’énergie de l’état singulet. Par contre, pour l’état triplet,
la fonction orbitale est antisymétrique par échange des deux électrons ; ces derniers
ont alors une probabilité nulle de se trouver au même point de l’espace, et la valeur
moyenne de la répulsion électrostatique est plus faible. Donc, la différence d’éner-
gie entre les états singulet et triplet provient du fait que les corrélations entre les
variables orbitales des deux électrons sont, par suite du postulat de symétrisation,
différentes suivant la valeur du spin total.
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δ. Analyse du rôle joué par le postulat de symétrisation

A ce stade de la discussion, on pourrait croire que c’est le postulat de symé-
trisation qui est à l’origine de la levée de dégénérescence d’une configuration. Nous
allons montrer 5 qu’il n’en est rien ; ce postulat n’intervient que pour fixer la valeur
du spin total des termes auxquels une configuration donne naissance par suite de la
répulsion électrostatique entre électrons.

Pour le voir, supposons un instant que l’on n’ait pas besoin d’appliquer le
postulat de symétrisation. Imaginons par exemple que les deux électrons soient
remplacés par deux particules (fictives bien sûr) de même masse, de même charge,
et de même spin que les électrons mais possédant une autre propriété intrinsèque qui
permettrait de les différencier [sans toutefois changer l’hamiltonien H du problème
qui est toujours donné par la formule (1)]. Comme H ne dépend pas des spins,
et qu’on n’a pas à appliquer le postulat de symétrisation, on peut complètement
ignorer ces spins, quitte à multiplier à la fin des calculs toutes les dégénérescences
obtenues par 4. Le niveau d’énergie de H0 correspondant à la configuration 1s, 2s
est deux fois dégénéré du point de vue orbital puisqu’il lui correspond les deux
états orthogonaux |1 : 1s; 2 : 2s > et |1 : 2s; 2 : 1s > (qui sont des états physiques
différents puisque les deux particules sont de nature différente). Pour étudier l’effet
de W , il faut diagonaliser W dans l’espace à deux dimensions sous-tendu par ces
deux kets. La matrice correspondante s’écrit :(

K J

J K

)
(36)

où J et K sont donnés en (30) et (31) [les deux éléments diagonaux de (36) sont
égaux parce que W est invariant par permutation des deux particules]. La ma-
trice (36) se diagonalise immédiatement. On trouve les valeurs propres K + J et
K − J associées respectivement aux combinaisons linéaires symétrique et antisy-
métrique des deux kets |1 : 1s; 2 : 2s > et |1 : 2s; 2 : 1s >. Le fait que ces états
propres orbitaux aient une symétrie bien définie par rapport à l’échange des deux
particules n’a rien à voir avec le principe de Pauli, mais provient uniquement de ce
que W commute avec P

(0)
21 (on peut donc trouver des états propres communs à W

et à P
(0)
21 ).
Lorsque les deux particules ne sont pas identiques, on retrouve donc finale-

ment la même disposition de niveaux et la même symétrie orbitale que plus haut.
Par contre, la dégénérescence des niveaux est évidemment différente : le niveau in-
férieur, d’énergie K − J , peut avoir un spin total quelconque S = 0 ou S = 1, de
même que le niveau supérieur.

Si l’on revient au véritable atome d’hélium, on voit alors très clairement le
rôle joué par le principe de Pauli. Il n’est pas responsable de la séparation du niveau
initial 1s, 2s en deux niveaux d’énergie K + J et K − J puisque cette séparation
apparaîtrait tout aussi bien pour deux particules de nature différente. De même, le
caractère symétrique ou antisymétrique de la partie orbitale des vecteurs propres est
lié à l’invariance de l’interaction électrostatique par permutation des deux électrons.
Le principe de Pauli n’intervient que pour interdire au niveau inférieur d’avoir un
spin total S = 0 et au niveau supérieur d’avoir un spin total S = 1 ; les états

5. Voir également la remarque (i) du § C-4-a-β du Chapitre XIV, p. 1459.
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correspondants seraient en effet globalement symétriques, ce qui est inacceptable
pour des fermions.

ε. Hamiltonien effectif dépendant des spins

Remplaçons W par l’opérateur :

W̃ = α + βS1 · S2 (37)

où S1 et S2 désignent les deux spins des électrons. On a également :

W̃ = α − 3β�2

4
+

β

2
S2 (38)

de sorte que les états propres de W̃ sont les états triplets, avec la valeur propre
α + β�2/4, et l’état singulet, de valeur propre α − 3β�2/4. Donc, si l’on pose :⎧⎪⎨⎪⎩

α = K − J

2

β = −2J

�2

(39)

on obtient, en diagonalisant W̃ , les mêmes valeurs propres et états propres 6 que
ceux que nous avons trouvés plus haut. On peut alors considérer que tout se passe
comme si la perturbation responsable de l’apparition des termes était W̃ (hamilto-
nien “effectif”), dont la forme rappelle celle de l’interaction magnétique entre deux
spins. Il ne faut cependant pas croire que l’énergie de couplage entre les électrons,
qui est responsable de l’apparition des deux termes, est d’origine magnétique : deux
moments magnétiques égaux à celui de l’électron et placés à une distance de l’ordre
de 1 Angström auraient une énergie d’interaction très inférieure à J . Cependant,
du fait de la forme très simple de W̃ , on préfère souvent utiliser cet hamiltonien
effectif plutôt que W.

Une situation analogue se présente lorsqu’on étudie les ferromagnétiques.
Dans ces corps, les spins électroniques ont tendance à se disposer tous parallèle-
ment à une même direction. En effet, l’état de spin est alors complètement symé-
trique de sorte que le principe de Pauli impose à l’état orbital d’être complètement
antisymétrique : pour les mêmes raisons que pour l’atome d’hélium, l’énergie élec-
trostatique de répulsion entre les électrons est alors minimale. Lorsqu’on étudie
de tels phénomènes, on utilise souvent des hamiltoniens effectifs du même type
que (37) ; cependant, il faut bien noter que l’interaction physique qui est à l’origine
du couplage est, cette fois encore, électrostatique et non magnétique.

Remarques:

(i) L’étude de la configuration 1s, 2p peut se faire de la même manière. On a
alors L = 1, de sorte que ML = +1, 0 ou −1. Comme pour la configuration
1s, 2s, les couches occupées par les deux électrons sont différentes, de sorte
que les deux termes 3P et 1P existent simultanément ; le premier est 9 fois

6. Il faut, bien sûr, ne retenir que les vecteurs propres de W̃ qui appartiennent à EA.
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dégénéré, le second 3 fois. On peut montrer comme plus haut que le terme
3P a une énergie inférieure à celle du terme 1P , la différence entre les deux
énergies étant proportionnelle à une intégrale d’échange analogue à celle
qui a été écrite en (35). On procèderait de même pour toutes les autres
configurations du type 1s, n′l′.

(ii) Nous avons traité W comme une perturbation de H0 ; pour que cette manière
de faire soit cohérente, il faut que les déplacements d’énergie associés à W [par
exemple l’intégrale d’échange écrite en (35)] soient petits devant les différences
d’énergie entre configurations. Or ce n’est pas le cas ; pour les configurations
1s, 2s et 1s, 2p par exemple, alors que l’écart d’énergie ΔE(1S −3 S) dans la
configuration 1s, 2s est de l’ordre de 0,8 eV, la distance minimale entre niveaux
est ΔE[(1s, 2p)3P − (1s, 2s)1S] 
 0, 35 eV. On pourrait donc penser a priori
que le traitement de W comme une perturbation de H0 n’est pas valable.

L’approche que nous avons donnée est cependant correcte. Ceci est dû au fait
que, pour toutes les configurations du type 1s, n′l′, on a L = l′. Donc W , qui
commute avec L d’après 10, a des éléments de matrice nuls entre les états de la
configuration 1s, 2s et ceux de la configuration 1s, 2p, car ils correspondent à
des valeurs de L différentes ; l’opérateur W ne couple une configuration 1s, n′l′

qu’à des configurations d’énergies nettement supérieures, du type 1s, n′′l′′ avec
l′′ = l′ (seules les valeurs de n sont différentes) ou du type nl, n′′l′′, avec n et
n′′ différents de 1 (les moments cinétiques l et l′′ pouvant être composés pour
donner l′).

3. Niveaux de structure fine ; multiplets

Jusqu’ici, nous n’avons tenu compte dans l’hamiltonien que des interactions
dont l’origine est purement électrostatique ; nous avons négligé tous les effets d’ori-
gine relativiste et magnétique. En réalité, de tels effets existent, et nous les avons
déjà étudiés dans le cas de l’atome d’hydrogène (cf. Chap. XII, § B-1), où ils
proviennent de la variation de la masse de l’électron avec la vitesse, du couplage
spin-orbite du type L. S, du terme de Darwin. Pour l’hélium, la situation est plus
compliquée du fait de la présence simultanée de deux électrons : par exemple, il
existe dans l’hamiltonien un terme de couplage magnétique spin-spin (cf. Complé-
ment BXI) agissant à la fois dans l’espace des états de spin et l’espace des états
orbitaux des deux électrons 7. Toutefois, une grande simplification provient de ce
que les différences d’énergie associées à ces couplages d’origine relativiste et magné-
tique sont faibles devant celles qui existent entre deux termes spectraux différents.
Ceci permet de traiter l’hamiltonien correspondant (hamiltonien de structure fine)
comme une perturbation.

L’étude détaillée de la structure fine des niveaux de l’hélium sort du cadre de
ce complément. Nous allons nous contenter ici de dégager les symétries du problème
et d’indiquer comment on peut distinguer entre eux les différents niveaux d’énergie.
Nous utiliserons le fait que l’hamiltonien de structure fine HSF est invariant lors-
qu’on effectue une même rotation simultanément sur toutes les variables orbitales
et de spin des électrons ; ceci entraîne (cf. Complément BVI, § 6) que, si J désigne

7. Voir par exemple Sobel’man (11.12), § 19-6, pour une expression détaillée de l’hamiltonien
de structure fine.
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le moment cinétique total des électrons :

J = L + S (40)

on a :

[HSF , J] = 0 (41)

En revanche, l’hamiltonien de structure fine change si la rotation porte sur les
variables orbitales seules, ou sur les spins seuls :

[HSF , L] = −[HSF , S] �= 0 (42)

On peut par exemple vérifier ces propriétés pour les opérateurs
∑

i ξ(ri)Li · Si,
ou encore pour l’hamiltonien d’interaction magnétique dipôle-dipôle (cf. Complé-
ment BXI).

L’espace des états qui est associé à un terme est l’espace engendré par les
états |n, l; n′, l′; L, ML; S, MS > écrits en (19), où L et S sont fixés, et où :⎧⎪⎨⎪⎩

−L � ML � +L

−S � MS � +S (43)

Dans ce sous-espace, on peut montrer que J2 et Jz forment un E.C.O.C. qui,
d’après (41), commute avec HSF ; les vecteurs propres |J, MJ > communs à J2

[valeur propre J(J + 1)�2] et Jz (valeur propre MJ�) sont donc nécessairement
vecteurs propres de HSF avec une valeur propre qui dépend de J , mais non de MJ

(cette dernière propriété provenant de ce que HSF commute avec J+ et J−). D’après
la théorie générale de la composition des moments cinétiques, les valeurs possibles
pour J sont :

J = L + S, L + S − 1, L + S − 2, . . . , |L − S| (44)

L’effet de HSF se traduit donc par une levée partielle de dégénérescence :
il apparaît pour chaque “terme” autant de niveaux distincts que la relation (44)
donne de valeurs différentes pour J ; chacun de ces niveaux est (2J +1) fois dégénéré
et, suivant l’usage, nous l’appellerons un “multiplet ”. La notation spectroscopique
habituelle consiste à désigner un multiplet en ajoutant au symbole du terme dont
il provient un indice inférieur droit égal à la valeur de J . Par exemple, le niveau
fondamental de l’atome d’hélium donne un seul multiplet, 1S0. De même, chacun des
termes 1S et 3S de la configuration 1s, 2s conduit à un seul multiplet : 1S0 et 3S1

respectivement. Par contre, le terme 3P issu de 1s, 2p engendre trois multiplets,
3P2, 3P1 et 3P0 (cf . Fig. 3), et ainsi de suite. Signalons que, d’un point de vue
fondamental, la mesure et le calcul théorique de la structure fine du niveau 3P de
la configuration 1s, 2p présente un grand intérêt : elle peut en effet conduire à la
connaissance très précise de la “constante de structure fine ” α = e2/�c.
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Remarques:

(i) Pour beaucoup d’atomes, l’hamiltonien de structure fine est pratiquement donné
par

HSF 

N∑

i=1

ξ(Ri)Li.Si (45)

où Ri, Li et Si désignent les positions, moments cinétiques et spins de chacun
des N électrons. On montre alors, à partir du théorème de Wigner-Eckart (cf.
Complément DX), que l’énergie du multiplet J est proportionnelle à J(J + 1) −
L(L + 1) − S(S + 1) ; ce résultat est quelquefois désigné sous le nom de “règle
des intervalles de Landé ”.

Pour l’hélium, les niveaux 3P1 et 3P2 issus de la configuration 1s, 2p sont beau-
coup plus proches que ne le prévoit cette règle. Ceci provient de l’importance
du couplage magnétique dipôle-dipôle entre les spins des deux électrons.

Figure 3 – Disposition relative des termes spectraux et des multiplets issus de la
configuration 1s, 2p de l’atome d’hélium (les séparations entre les trois multiplets
3P0, 3P , 3P2 ont été fortement exagérées pour rendre la figure plus claire).

(ii) Nous avons négligé dans ce complément les “effets hyperfins ” liés au spin
du noyau (cf. Chap. XII, § B-2). De tels effets n’existent en fait que pour
l’isotope 3He, dont le noyau porte un spin I = 1/2 (le noyau de l’isotope
4He a un spin nul). Chaque multiplet de moment cinétique électronique
J se scinde, dans le cas de 3He, en deux niveaux hyperfins de moment
cinétique total F = J ±1/2, 2F +1 fois dégénérés (sauf bien sûr si J = 0).

Références et conseils de lecture :

Kuhn (11.1), Chap. III-B ; Slater (11.8), Chap. 18 ; Bethe et Salpeter (11.10).
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Théorie des multiplets et principe de Pauli : Landau et Lifshitz (1.19), §§ 64 et
65 ; Slater (1.6), Chap. 7 et (11.8), Chap. 13 ; Kuhn (11.1), Chap. V, § A ; Sobel’man
(11.12), Chap. 2, § 5.3.
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Complément CXIV

Propriétés physiques d’un gaz d’électrons. Application aux solides

1 Electrons libres enfermés dans une “boîte” . . . . . . . 1499
1-a Etat fondamental d’un gaz d’électrons ; énergie de Fermi

EF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1499
1-b Importance des électrons d’énergie voisine de EF . . . . 1502

1-c Conditions aux limites périodiques . . . . . . . . . . . . 1507
2 Electrons dans les solides . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1509

2-a Bandes permises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1509

2-b Position du niveau de Fermi et conductibilité électrique 1510

Dans les Compléments AXIV et BXIV, nous avons étudié, en tenant compte
du postulat de symétrisation, les niveaux d’énergie d’un petit nombre d’électrons
indépendants plongés dans un potentiel central (modèle en couches des atomes à
plusieurs électrons). Nous allons considérer maintenant des systèmes constitués d’un
nombre beaucoup plus grand d’électrons et montrer que le principe d’exclusion de
Pauli a des conséquences tout aussi spectaculaires sur leur comportement.

Pour simplifier la discussion, nous négligerons les interactions entre électrons ;
de plus, nous supposerons dans une première étape (§ 1) qu’ils ne sont soumis à
aucun potentiel extérieur autre que celui qui les maintient dans un volume donné, et
qui n’existe qu’au voisinage immédiat de la frontière de ce volume (gaz d’électrons
libres enfermés dans une “boîte”). Nous introduirons ainsi la notion importante
d’énergie de Fermi EF , qui ne dépend que du nombre d’électrons par unité de
volume ; nous montrerons également que les propriétés physiques du gaz d’électrons
(chaleur spécifique, susceptibilité magnétique. . . ) sont essentiellement déterminées
par les électrons dont l’énergie est voisine de EF .

Un modèle d’électrons libres décrit assez bien les principales propriétés de cer-
tains métaux. Cependant, de manière générale, les électrons d’un solide sont soumis
au potentiel périodique créé par les ions du cristal. On sait que les niveaux d’énergie
de chaque électron se groupent alors en bandes d’énergie permises, séparées par des
bandes interdites (cf. Compléments FXI et OIII). Nous montrerons dans le § 2, de
manière qualitative, que la conductibilité électrique d’un solide est essentiellement
déterminée par la position du niveau de Fermi du système d’électrons par rapport
aux bandes d’énergie permises : suivant cette position, le solide est un isolant ou un
conducteur.

1. Electrons libres enfermés dans une “boîte”

1-a. Etat fondamental d’un gaz d’électrons ; énergie de Fermi EF

Considérons un système de N électrons, dont nous négligeons les interactions
mutuelles, et qui ne sont soumis par ailleurs à aucun potentiel extérieur ; ces N élec-
trons sont cependant enfermés dans une boîte, que nous prendrons pour simplifier
cubique, de côté L.
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Si les électrons ne peuvent franchir les parois de la boîte, c’est que celles-ci
constituent des barrières de potentiel pratiquement infinies Comme l’énergie poten-
tielle des électrons est nulle à l’intérieur de la boîte, on est ramené au problème du
puits carré infini à trois dimensions (cf. Compléments GII et HI). Les états station-
naires d’une particule dans un tel puits sont décrits par les fonctions d’onde :

ϕnx,ny,nz (r) =
(

2
L

)3/2

sin
(

nx
πx

L

)
sin
(

ny
πy

L

)
sin
(

nz
πz

L

)
(1a)

nx, ny, nz = 1, 2, 3 . . . (1b)

[l’expression (1a) est valable pour 0 � x, y, z � L, la fonction d’onde étant nulle en
dehors de cette région]. L’énergie associée à ϕnx,ny,nz vaut :

Enx,ny,nz =
π2

�
2

2meL2 (n2
x + n2

y + n2
z) (2)

Bien entendu, il faut tenir compte du spin de l’électron : chacune des fonctions
d’onde (1) décrit la partie spatiale de deux états stationnaires distincts, différant
par l’orientation du spin ; ces deux états correspondent à la même énergie, puisque
l’hamiltonien du problème est indépendant du spin.

L’ensemble de ces états stationnaires constitue une base discrète permettant
de construire n’importe quel état d’un électron enfermé dans la boîte (c’est-à-dire
dont la fonction d’onde s’annule sur les parois). Remarquons que, en augmentant
les dimensions de la boîte, on peut rendre l’intervalle entre deux énergies indivi-
duelles consécutives aussi petit que l’on veut, puisque cet intervalle est inversement
proportionnel à L2 ; si L est suffisamment grand, on ne pourra donc pas distinguer
en pratique entre le spectre discret (2) et un spectre continu comprenant toutes les
valeurs positives de l’énergie.

L’état fondamental du système des N électrons indépendants s’obtient en an-
tisymétrisant le produit tensoriel des N états individuels associés aux énergies les
plus basses compatibles avec le principe de Pauli. Si N est petit, il est facile de
remplir ainsi les premiers niveaux individuels (2), et de trouver le niveau fondamen-
tal du système, ainsi que son degré de dégénérescence et les kets antisymétrisés qui
lui correspondent. Cependant, lorsque N est très grand devant 1 (dans un solide
macroscopique, N est de l’ordre de 1023), cette méthode est inutilisable en pratique,
et il faut raisonner de manière plus globale.

Commençons par évaluer le nombre n(E) d’états stationnaires individuels
dont l’énergie est inférieure à une valeur donnée E. Pour cela, écrivons l’expres-
sion (2) des énergies possibles sous la forme :

Enx,ny,nz =
�

2

2me
k2

nx,ny,nz
(3)

avec :

(knx,ny,nz )x = nx
π

L

(knx,ny,nz )y = ny
π

L

(knx,ny,nz )z = nz
π

L
(4)
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D’après (1), à chaque fonction ϕnx,ny,nz (r) correspond un vecteur knx,ny,nz ; inver-
sement, à chacun de ces vecteurs correspond une fonction ϕnx,ny,nz et une seule.
Le nombre d’états n(E) s’obtient donc en multipliant par 2 le nombre de vecteurs
knx,ny,nz ayant un module inférieur à

√
2meE/�2 (le facteur 2 provient bien sûr

de l’existence du spin de l’électron). Les extrémités des vecteurs knx,ny,nz divisent
l’espace des k en cubes élémentaires de côté π/L (voir la Figure 1, où l’on a pris
pour simplifier un espace à deux dimensions au lieu de trois). Chacune de ces ex-
trémités est commune à huit cubes voisins, et chaque cube a huit sommets ; par

Figure 1 – Extrémités des vecteurs knx,ny caractérisant les fonctions d’onde sta-
tionnaires dans un puits carré infini à deux dimensions.

conséquent, si les cubes élémentaires sont suffisamment petits (c’est-à-dire si L est
suffisamment grand), on peut considérer qu’on a un vecteur knx,ny,nz par élément
de volume (π/L)3 de l’espace des k.

La valeur E de l’énergie que nous avons choisie définit, dans l’espace des k,
une sphère centrée à l’origine et de rayon

√
2meE/�2. Seul un huitième du volume

de cette sphère intervient, puisque les composantes de k sont positives [cf . (1b)
et (4)] ; si on le divise par le volume élémentaire (π/L)3 associé à chaque état
stationnaire, et si l’on tient compte du facteur 2 dû au spin, on obtient :

n(E) = 2
1
8

4
3

π

(
2me

�2 E

)3/2 1
(π/L)3 =

L3

3π2

(
2me

�2 E

)3/2

(5)

Ce résultat permet de calculer immédiatement l’énergie individuelle maximale
d’un électron dans l’état fondamental du système, c’est-à-dire l’énergie de Fermi EF

du gaz d’électrons. Cette énergie EF est en effet telle que :

n(EF ) = N (6)

1501



COMPLÉMENT CXIV •

ce qui donne :

EF =
�

2

2me

(
3π2 N

L3

)2/3

(7)

Remarquons que, comme on pouvait s’y attendre, l’énergie de Fermi dépend seule-
ment du nombre N/L3 d’électrons par unité de volume. Au zéro absolu, tous les
états individuels d’énergie inférieure à EF sont occupés, et tous ceux dont l’énergie
est supérieure à EF sont vides ; nous verrons au § 1-b ci-dessous ce qui se passe à
température non nulle.

On peut également déduire de (5) la densité d’états ρ(E), définie comme
la fonction dont le produit ρ(E)dE par dE donne le nombre d’états d’énergies
comprises entre E et E + dE. Cette densité d’états a, comme nous le verrons plus
loin, une importance physique considérable ; elle s’obtient simplement en dérivant
n(E) par rapport à E :

ρ(E) =
dnE

dE
=

L3

2π2

(
2me

�2

)3/2

E1/2 (8)

ρ(E) varie donc comme
√

E. Au zéro absolu, le nombre d’électrons ayant une énergie
donnée E (inférieure bien sûr à EF ) à dE près est égal à ρ(E)dE. En utilisant la
valeur (7) de l’énergie de Fermi EF , on peut mettre ρ(E) sous la forme :

ρ(E) =
3
2

N
E1/2

E
3/2
F

(9)

Remarque:

Il apparaît sur (5) que les dimensions de la boîte n’interviennent que par l’inter-
médiaire du volume élémentaire (π/L)3 associé, dans l’espace des k, à chaque état
stationnaire. Si, au lieu de prendre une boîte cubique de côté L, on avait envisagé
une boîte parallélépipédique de côtés L1, L2, L3, on aurait obtenu pour ce volume
élémentaire π3/L1L2L3 : seul le volume L1L2L3 de la boîte intervient donc dans la
densité d’états. On peut montrer que ce résultat demeure valable quelle que soit la
forme exacte de la boîte, pourvu que cette dernière soit suffisamment grande.

1-b. Importance des électrons d’énergie voisine de EF

Les résultats que nous avons obtenus dans le paragraphe précédent permettent
de comprendre les propriétés physiques d’un gaz d’électrons libres. Nous allons en
donner ici deux exemples simples, ceux de la chaleur spécifique et de la suscepti-
bilité magnétique du système ; nous nous contenterons toutefois de raisonnements
semi-quantitatifs qui ont l’avantage de mettre en évidence de façon simple le rôle
primordial du principe d’exclusion de Pauli.

α. Chaleur spécifique

Au zéro absolu, le gaz d’électrons se trouve dans son état fondamental : tous
les niveaux individuels d’énergie inférieure à EF sont occupés, tous les autres sont
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vides. Compte tenu de la forme (8) de la densité d’états ρ(E), on peut schématiser
la situation comme sur la Figure 2a : le nombre ν(E) dE d’électrons ayant une
énergie comprise entre E et E + dE est ρ(E) dE pour E < EF , zéro pour E > EF .
Que se passe-t-il maintenant si la température T n’est plus strictement nulle, tout
en restant basse ?

Figure 2 – Variations de ν(E) avec E [le produit ν(E)dE donne le nombre d’élec-
trons ayant l’énergie E à dE près] : au zéro absolu, tous les niveaux dont l’énergie
est inférieure à l’énergie de Fermi EF sont occupés (fig. a) ; à une température T
légèrement supérieure, la transition entre les niveaux vides et occupés se fait sur un
intervalle d’énergie de quelques kT (fig. b).

Si les électrons obéissaient à la mécanique classique, chacun d’eux gagnerait,
en passant du zéro absolu à la température T , une énergie de l’ordre de kT (k
étant ici la constante de Boltzmann). L’énergie totale par unité de volume du gaz
d’électrons vaudrait donc approximativement :

Ucl(T ) � N

L3 kT (10)

ce qui donnerait une chaleur spécifique à volume constant ∂Ucl/∂T indépendante
de la température.

Les phénomènes physiques sont en réalité totalement différents, car le principe
de Pauli empêche la plupart des électrons de gagner de l’énergie : pour un électron
dont l’énergie initiale E est très inférieure à EF (de façon plus précise si EF − E �
kT ), les états auxquels il pourrait accéder si cette énergie augmentait de kT sont
déjà occupés, et lui sont donc interdits ; seuls les électrons dont l’énergie initiale
E est voisine de EF (EF − E � kT ) peuvent “s’échauffer”, comme le montre la
Figure 2b. Le nombre de ces derniers est approximativement :

ΔN � ρ(EF )kT =
3
2

N
kT

EF
(11)

[d’après la formule (9)]. Chacun d’eux augmentant son énergie d’environ kT, l’éner-
gie totale par unité de volume s’écrit :

U(T ) � N

L3

kT

EF
kT (12)
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au lieu de l’expression classique (10) ; par suite, la chaleur spécifique à volume
constant est proportionnelle à la température absolue T :

cV =
∂U

∂T
� Nk

L3

kT

EF
(13)

Pour un métal, auquel le modèle des électrons libres est susceptible de s’appliquer,
EF est typiquement de l’ordre de quelques eV ; comme kT vaut environ 0,03 eV à
la température ordinaire, on voit que le facteur kT/EF introduit par le principe de
Pauli est de l’ordre de 1/100, même aux températures courantes.

Remarques:

(i) Pour calculer quantitativement la chaleur spécifique du gaz d’électrons, il faut
connaître la probabilité f(E, T ) pour qu’un état individuel d’énergie E soit
occupé, lorsque le système est à l’équilibre thermodynamique à la température
T ; le nombre ν(E) dE d’électrons dont l’énergie est comprise entre E et E +
dE est alors :

ν(E)dE = f(E, T )ρ(E)dE (14)

On démontre en mécanique statistique que la fonction f(E, T ) s’écrit pour des
fermions :

f(E, T ) =
1

e(E−μ)/kT + 1
(15)

où μ est le potentiel chimique, appelé encore niveau de Fermi du système.
C’est la loi de distribution de Fermi-Dirac. Le niveau de Fermi est déterminé
par la condition que le nombre total d’électrons soit égal à N :∫ +∞

0

ρ(E)dE
e(E−μ)/kT + 1

= N (16)

μ dépend de la température, mais on peut montrer que ses variations sont très
lentes pour T petit. L’allure de la fonction f(E, T ) est représentée sur la Fi-
gure 3 : au zéro absolu, f(E, 0) vaut 1 pour E < μ et 0 pour E > μ (fonction
“saut”) ; aux températures non nulles, f(E, T ) a la forme d’une “marche d’esca-
lier” arrondie (l’intervalle d’énergie sur lequel se fait sa variation est de l’ordre
de quelques kT tant que kT � μ).
Pour un gaz d’électrons libres, il est facile de voir que le niveau de Fermi μ
au zéro absolu coïncide avec l’énergie de Fermi EF calculée au § 1-a ; en effet,
d’après (14) et la forme que prend f(E, T ) pour T = 0 (Fig. 3), μ caractérise
alors, comme EF , l’énergie individuelle la plus élevée.
En revanche, pour un système ayant un spectre discret dont les niveaux d’éner-
gie sont (E1, E2, . . . Ei . . .), le niveau de Fermi μ déduit de la formule (16) ne
coïncide pas au zéro absolu avec l’énergie individuelle Em la plus élevée dans
l’état fondamental. En effet, la densité d’états est constituée dans ce cas par
une série de “fonctions delta” centrées en E1, E2 . . . Ei . . . ; par suite, au zéro
absolu, μ peut prendre à priori n’importe quelle valeur comprise entre Em et
Em+1, puisque d’après (14), toutes ces possibilités conduisent à la même valeur
de ν(E). On convient donc de définir μ au zéro absolu comme la limite de μ(T )
pour T tendant vers zéro ; comme à température non nulle le niveau Em se
vide un peu au profit de Em+1, on trouve pour la limite de μ(T ) une valeur
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comprise entre Em et Em+1 (à mi-chemin d’ailleurs de ces deux valeurs si les
deux niveaux Em et Em+1 ont même degré de dégénérescence).
De la même façon, pour un système comportant une série de bandes d’énergies
permises séparées par des bandes interdites (électrons d’un solide ; cf. Complé-
ment FXI), on trouve que le niveau de Fermi μ tombe dans une bande interdite
lorsque l’énergie individuelle la plus élevée au zéro absolu coïncide avec le som-
met d’une bande permise. Le niveau de Fermi μ est par contre égal à EF lorsque
EF tombe au milieu d’une bande permise.

(ii) Les résultats précédents expliquent le comportement de la chaleur spécifique
des métaux à très basse température. En effet, aux températures ordinaires,
la chaleur spécifique est essentiellement due aux vibrations du réseau ionique
(cf. Complément LV), celle du gaz d’électrons étant pratiquement négligeable.
Cependant, la chaleur spécifique du réseau tend vers zéro comme T 3 pour T
petit ; aussi celle du gaz d’électrons devient-elle prépondérante aux basses tem-
pératures (aux environs de 1 degré Kelvin) où l’on observe effectivement, pour
les métaux, une décroissance linéaire en T.

Figure 3 – Allure de la fonction de distribution de Fermi-Dirac au zéro absolu
(pointillés) et à basse température (trait plein).
Pour un gaz d’électrons au zéro absolu, le niveau de Fermi μ coïncide avec l’énergie
de Fermi EF . Les courbes de la Figure 2 s’obtiennent en multipliant la densité
d’états ρ(E) par f(E, T ).

β. Susceptibilité magnétique

Supposons maintenant qu’un gaz d’électrons libres soit placé dans un champ
magnétique uniforme B parallèle à Oz. L’énergie d’un état stationnaire individuel
dépend alors de l’état de spin correspondant, puisque l’hamiltonien comporte un
terme paramagnétique de spin (cf . Chap. IX, § A-2) :

W = −2
μB

�
B Sz (17)

où μB est le magnéton de Bohr :

μB =
q�

2me
(18)
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et S l’opérateur de spin d’un électron. Nous allons pour simplifier faire comme
si (17) était le seul terme supplémentaire dans l’hamiltonien (le comportement des
fonctions d’onde spatiales a été étudié en détail dans le Complément EVI). Dans
ces conditions, les états stationnaires restent les mêmes qu’en l’absence de champ
magnétique, l’énergie correspondante étant augmentée ou diminuée de μBB suivant
l’état de spin. Les densités d’états ρ+(E) et ρ−(E) correspondant respectivement
aux états de spin |+ > et |− > s’obtiennent donc très simplement à partir de la
densité ρ(E) calculée au § 1-a :

ρ±(E) =
1
2

ρ(E ± μBB) (19)

On aboutit ainsi, au zéro absolu, à la situation schématisée sur la Figure 4.

Figure 4 – Densités d’états ρ+(E) et ρ−(E) correspondant aux états de spin |+ >
et |− > respectivement (μB est négatif). Au zéro absolu, seuls les états dont l’énergie
est inférieure à EF sont occupés.

Comme l’énergie magnétique |μB| B est très petite devant EF , la différence
entre le nombre d’électrons dont le spin est antiparallèle au champ magnétique et
le nombre de ceux dont le spin est parallèle à B est pratiquement, au zéro absolu :

N− − N+ � 1
2

ρ(EF )2|μB|B (20)

Le moment magnétique M par unité de volume s’écrit donc :

M = |μB| 1
L3 (N− − N+)

= μ2
BB

1
L3 ρ(EF ) (21)
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Ce moment magnétique est proportionnel au champ appliqué, de sorte que la sus-
ceptibilité magnétique par unité de volume vaut :

χ =
M

B
= μ2

B

1
L3 ρ(EF ) (22)

soit, compte tenu de l’expression (9) de ρ(E) :

χ =
3
2

N

L3

μ2
B

EF
(23)

Remarques:

(i) Nous avons raisonné au zéro absolu, mais le résultat (23) reste valable
à basse température, car les modifications du nombre d’états occupés
(Fig. 2b) sont pratiquement les mêmes pour les deux orientations du spin.
On trouve donc une susceptibilité magnétique indépendante de la tempé-
rature. C’est bien ce que l’on observe dans les métaux.

(ii) Comme au paragraphe précédent, nous voyons que le comportement du
système en présence d’un champ magnétique est essentiellement déter-
miné par les électrons dont l’énergie est voisine de EF . Il s’agit là encore
d’une manifestation du principe de Pauli : lorsqu’on applique le champ
magnétique, les électrons qui se trouvent dans l’état de spin |+ > ont ten-
dance à passer dans l’état |− >, plus favorable énergétiquement. Mais la
plupart en sont empêchés par le principe d’exclusion, tous les états |− >
d’énergie voisine de la leur étant déjà occupés.

1-c. Conditions aux limites périodiques

α. Idée générale

Les fonctions ϕnx,ny,nz données par la formule (1a) ont une structure com-
plètement différente de celle des ondes planes eik·r qui décrivent habituellement
les états stationnaires d’électrons libres. Cette différence provient uniquement des
conditions aux limites imposées par les parois de la boîte puisque, à l’intérieur de
la boîte, les ondes planes vérifient la même équation que les ϕnx,ny,nz :

− �
2

2me
Δϕ(r) = Eϕ(r) (24)

Les fonctions (1a) sont moins commodes à manier que les ondes planes ; c’est. pour-
quoi on s’arrange le plus souvent pour utiliser ces dernières. On impose pour cela
aux solutions de l’équation (24) de nouvelles conditions aux limites, artificielles, qui
n’excluent pas les ondes planes. Bien sûr, ces conditions étant différentes de celles
que créent réellement les parois de la boîte, on change ainsi le problème physique.
Cependant, nous allons montrer dans ce paragraphe que l’on peut retrouver ainsi
l’essentiel des propriétés physiques du système initial ; il faut pour cela que les nou-
velles conditions aux limites conduisent à un ensemble discret de valeurs possibles
pour k, tel que :

1507



COMPLÉMENT CXIV •

(i) Le système d’ondes planes correspondant à ces valeurs de k constitue une
base sur laquelle on puisse développer toute fonction ayant son support à
l’intérieur de la boîte.

(ii) La densité d’état ρ′(E) associée à cet ensemble de valeurs de k soit iden-
tique à la densité d’états ρ(E) calculée au § 1-a à partir des vrais états
stationnaires.

Bien entendu, le fait que les nouvelles conditions aux limites soient différentes
des conditions réelles entraîne que les ondes planes ne peuvent décrire correctement
ce qui se passe près des parois (effets de surface). On comprend par contre qu’elles
puissent, grâce à la condition (ii), rendre compte très simplement des effets de
volume qui, d’après ce que nous avons vu au § 1-b, ne dépendent que de la densité
d’états ρ(E). De plus, grâce à la condition (i), le mouvement de tout paquet d’ondes
éloigné des parois peut être décrit correctement en superposant des ondes planes
puisque, entre deux collisions sur les parois, le paquet d’ondes se propage librement.

β. Conditions de Born-von Karman

Nous allons imposer aux fonctions d’onde individuelles, non plus de s’annuler
sur les parois de la boîte, mais d’être périodiques de période L :

ϕ(x + L, y, z) = ϕ(x, y, z) (25)

et des égalités analogues en y et z. Les fonctions d’onde de la forme eik·r vérifient
ces conditions si les composantes du vecteur k satisfont :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

kx = n′
x

2π
L

ky = n′
y

2π
L

kz = n′
z

2π
L

(26)

où cette fois n′
x, n′

y et n′
z sont des entiers positifs, négatifs ou nuls. Nous introduisons

donc un nouveau système de fonctions d’onde :

ϕ′
n′

x,n′
y,n′

z
(r) =

1
L3/2

ei 2π
L (n′

xx,n′
yy,n′

zz) (27)

qui sont normalisées à l’intérieur du volume de la boîte ; l’énergie correspondante
s’écrit d’après (24) :

En′
x,n′

y,n′
z

=
�

2

2me

4π2

L2 (n
′2
x + n

′2
y + n

′2
z ) (28)

Une fonction d’onde quelconque définie à l’intérieur de la boîte peut être pro-
longée en une fonction périodique en x, y, z, de période L. Cette dernière pouvant
toujours être développée en série de Fourier (cf . Appendice I, § 1-b), le système
{ϕ′

n′
x,n′

y,n′
z
(r)} constitue une base pour les fonctions d’onde ayant leur support à l’in-

térieur de la boîte. A chaque vecteur kn′
x,n′

y,n′
z

dont les composantes sont données
par (26) correspond une valeur bien définie de l’énergie En′

x,n′
y,n′

z
donnée par (28).

Notons cependant que les vecteurs kn′
x,n′

y,n′
z

peuvent avoir maintenant des com-
posantes positives, négatives ou nulles, et que leurs extrémités divisent l’espace en
cubes élémentaires de côté double de celui que nous avons trouvé au § 1-a ci-dessus.
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Pour montrer que les conditions aux limites (25) conduisent aux mêmes résul-
tats physiques (en ce qui concerne les effets de volume) que celles du § 1-a, il suffit
maintenant de calculer le nombre n’(E) d’états stationnaires d’énergie inférieure à E,
et de retrouver la valeur (5) [l’énergie de Fermi EF et la densité d’états ρ(E) se dé-
duisent directement de n(E)]. L’évaluation de n′(E) se fait suivant le même principe
qu’au § 1-a, en tenant compte des nouvelles caractéristiques des vecteurs kn′

x,n′
y,n′

z

Comme les composantes de k peuvent maintenant avoir un signe quelconque, il ne
faut plus diviser par 8 le volume de la sphère de rayon

√
2meE/�2 ; cependant cette

modification est compensée par le fait que le volume élémentaire (2π/L)3 associé à
chacun des états (27) est huit fois plus grand que celui correspondant aux conditions
aux limites du § 1-a. Par suite, n′(E) coïncide avec l’expression (5) de n(E).

Les conditions aux limites périodiques (25) permettent donc de satisfaire aux
points (i) et (ii) du paragraphe précédent ; elles sont généralement appelées condi-
tions de Born-Von Karman (“conditions B.V.K.”).

Remarque:
Considérons un électron réellement libre (non enfermé dans une boîte). Les fonctions
propres des trois composantes de l’impulsion P (et par suite celles de l’hamiltonien
H = P2/2me) forment une “base continue” :{( 1

2π�

)3/2

eip·r/�

}
(29)

Nous avons déjà indiqué à plusieurs reprises que les états pour lesquels la forme
(29) est valable dans tout l’espace ne sont pas des états physiques, mais servent
d’intermédiaires de calcul pour l’étude des états physiques qui sont des paquets
d’ondes.
On préfère quelquefois utiliser la base discrète (27) plutôt que la base continue (29).
On considère pour cela que l’électron est enfermé dans une boîte fictive de côté L
très grand devant toutes les dimensions intervenant dans le problème, et on impose
les conditions B.V.K. Tout paquet d’ondes, qui sera toujours à l’intérieur de la boîte
pour L suffisamment grand, peut être développé aussi bien sur la base discrète (27)
que sur la base continue (29). Les états (27) peuvent donc être envisagés comme des
intermédiaires de calcul au même titre que les états (29) ; cependant ils présentent
l’avantage d’être normés dans la boîte. Il faut bien sûr s’assurer à la fin du calcul
que les diverses grandeurs physiques obtenues (probabilités de transition, sections
efficaces. . . ) ne dépendent pas de L pourvu que L soit suffisamment grand.

Evidemment, pour un électron réellement libre, L n’a aucun sens physique et peut
être quelconque, à condition d’être suffisamment grand pour que les états (27)
forment une base sur laquelle on puisse développer les paquets d’ondes intervenant
dans le problème [condition (i) du § 1-c-α]. Par contre, dans le problème physique
que nous étudions dans ce complément, L3 est le volume dans lequel sont effective-
ment confinés les N électrons et a par suite une valeur imposée.

2. Electrons dans les solides

2-a. Bandes permises

Le modèle du gaz d’électrons libres enfermés dans une boîte s’applique assez
bien aux électrons de conduction d’un métal. On peut en effet considérer que ces
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électrons se déplacent librement à l’intérieur du métal, l’attraction électrostatique
du réseau ionique les empêchant de s’échapper lorsqu’ils arrivent près de la surface
du métal. Cependant, ce modèle ne permet pas de comprendre pourquoi certains
solides sont de bons conducteurs de l’électricité alors que d’autres sont des isolants ;
il y a là un fait expérimental remarquable : les propriétés électriques de tous les
cristaux sont dues aux électrons des atomes qui les constituent, et pourtant la
conductibilité intrinsèque peut varier d’un facteur 1030 entre un bon isolant et un
métal pur. Nous allons voir, de manière très qualitative, comment ceci s’explique
à partir du principe de Pauli et de l’existence de bandes d’énergie provenant du
caractère périodique du potentiel créé par les ions (cf. Compléments OIII et FXI).

Nous avons montré dans le Complément FXI que, si l’on traite en première
approximation les électrons d’un solide comme indépendants, leurs énergies indivi-
duelles possibles sont groupées en bandes permises, séparées par des bandes inter-
dites ; en supposant que chaque électron est soumis à l’action d’une chaîne linéaire
d’ions positifs régulièrement espacés, nous avons trouvé, dans le cadre de l’approxi-
mation des liaisons fortes, une série de bandes contenant chacune un nombre de
niveaux égal à 2N , où N est le nombre d’ions (le facteur 2 provient du spin).

La situation est bien sûr plus complexe dans un cristal réel où les ions positifs
occupent les noeuds d’un réseau à trois dimensions. La compréhension théorique des
propriétés d’un solide exige une étude détaillée de la structure des bandes d’énergie,
étude qui s’appuie sur les caractéristiques spatiales du réseau cristallin. Il n’est
évidemment pas question d’aborder ici ces problèmes spécifiques de la physique du
solide ; nous nous contenterons d’une discussion qualitative des phénomènes.

2-b. Position du niveau de Fermi et conductibilité électrique

Connaissant la structure des bandes et le nombre d’états par bande, on ob-
tient l’état fondamental du système électronique d’un solide en “remplissant” suc-
cessivement les états individuels des diverses bandes permises, en commençant bien
sûr par les énergies les plus basses. Le système d’électrons ne se trouve vraiment
dans l’état fondamental qu’au zéro absolu ; cependant, comme nous l’avons indiqué
au § 1-b-α, les caractéristiques de cet état fondamental permettent de comprendre
semi-quantativement le comportement du système aux températures non nulles, et
généralement jusqu’à la température ordinaire. Comme les propriétés thermiques et
magnétiques (cf . § 1-b), les propriétés électriques du système sont principalement
déterminées par les électrons dont l’énergie individuelle est très voisine de la va-
leur la plus élevée EF : si l’on soumet le solide à un champ électrique, un électron
dont l’énergie initiale est très inférieure à EF ne pourra pas gagner de l’énergie en
étant accéléré, puisque les états qu’il atteindrait ainsi sont déjà occupés. Il est donc
essentiel de connaître la position de EF par rapport aux bandes d’énergie permises.

Supposons d’abord (Fig. 5a) que EF tombe au milieu d’une bande permise ; le
niveau de Fermi μ coïncide alors avec EF [cf . remarque (i) du § 1-b-α]. Les électrons
d’énergie voisine de EF peuvent dans ce cas être facilement accélérés puisque les
états d’énergie légèrement supérieure sont vides et accessibles. Par suite, un solide
pour lequel le niveau de Fermi tombe au milieu d’une bande permise est conduc-
teur et l’on comprend que les électrons d’énergies les plus élevées se comportent
approximativement comme des particules libres.

Considérons au contraire un solide pour lequel l’état fondamental est consti-
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tué de bandes permises entièrement occupées (Fig. 5b) : EF coïncide alors avec le
sommet d’une bande permise et le niveau de Fermi μ tombe dans la bande interdite
adjacente [cf . Remarque (i) du § 1-b-α]. Dans ce cas, aucun électron ne peut être
accéléré car les états d’énergie immédiatement supérieure à la sienne lui sont inter-
dits. Donc, un solide pour lequel le niveau de Fermi tombe dans une bande interdite
est un isolant. On conçoit qu’un isolant soit d’autant meilleur que l’intervalle ΔE
entre la dernière bande occupée et la première bande permise vide est plus grand ;
nous reviendrons plus loin sur ce point.

Figure 5 – Schéma montrant les niveaux individuels occupés par les électrons au
zéro absolu (parties en gris) ; EF est l’énergie individuelle la plus élevée. Dans un
conducteur (fig. a), EF (qui coïncide alors avec le niveau de Fermi μ) tombe à l’in-
térieur d’une bande permise, appelée “bande de conduction” ; les électrons d’énergie
voisine de EF peuvent alors être facilement accélérés, car les états d’énergie légère-
ment supérieure leur sont accessibles. Dans un isolant (fig. b), EF coïncide avec le
sommet d’une bande permise appelée “bande de valence” (le niveau de Fermi μ est
alors situé dans la bande interdite adjacente) ; les électrons ne peuvent être excités
qu’en franchissant la bande interdite, ce qui exige une énergie au moins égale à la
largeur E de cette bande.

Les bandes permises profondes, complètement occupées par des électrons, et
par conséquent inertes du point de vue électrique et thermique, sont appelées bandes
de valence ; elles sont généralement étroites : dans le cadre d’un modèle à “liaisons
fortes” (cf. Complément FXI, § 2), ces bandes proviennent des niveaux atomiques
d’énergies les plus basses, peu modifiés par la présence des autres atomes du cristal.
Par contre, les bandes supérieures sont plus larges ; une bande partiellement occupée
est appelée bande de conduction.

Pour qu’un solide soit un bon isolant il faut, non seulement que la dernière
bande occupée soit entièrement pleine dans l’état fondamental, mais en plus qu’elle
soit séparée de la bande permise immédiatement supérieure par une bande interdite
suffisamment large. En effet, comme nous l’avons indiqué plus haut (§ 1-b-α), à
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température non nulle certains des états d’énergie inférieure à EF peuvent se vider
au profit de certains états d’énergie supérieure (Fig. 2b) ; pour que le solide considéré
reste isolant à la température T , il faut que la largeur Δ E de la bande interdite qui
empêche cette excitation des électrons soit grande devant kT . Si ΔE est au contraire
inférieur ou de l’ordre de kT , un certain nombre d’électrons quittent la dernière
bande de valence pour occuper des états de la bande immédiatement supérieure
(qui serait complètement vide au zéro absolu). Le cristal possède alors des électrons
de conduction, mais en nombre restreint : c’est un semi-conducteur (un tel semi-
conducteur est dit intrinsèque ; voir remarque plus loin). Par exemple, le diamant,
pour lequel ΔE est voisin de 5 eV, reste isolant à la température ordinaire, alors
que le silicium et le germanium, pourtant tout à fait semblables au diamant, sont
des semi-conducteurs : leur bande interdite a une largeur ΔE inférieure à 1eV . Les
considérations précédentes, bien que très qualitatives, permettent de comprendre
que la conductibilité électrique d’un semi-conducteur croît très rapidement avec la
température : en précisant le raisonnement, on trouve effectivement une dépendance
de la forme e−ΔE/2kT .

Les propriétés des semi-conducteurs mettent également en évidence un phé-
nomène apparemment paradoxal : tout se passe comme si, outre les électrons qui
ont franchi à la température T la bande interdite ΔE, il existait dans le cristal un
nombre égal de particules ayant une charge positive : ces particules participent elles
aussi au transport du courant électrique, mais leur contribution à l’effet Hall 1, par
exemple, est de signe opposé à ce qu’on attend pour des électrons. Ceci s’explique
très bien dans la théorie des bandes, et constitue une manifestation spectaculaire
du principe de Pauli. Pour le comprendre qualitativement, il faut se rappeler que
la dernière bande de valence, lorsqu’elle est complètement pleine au voisinage du
zéro absolu, ne conduit aucun courant (le principe de Pauli interdit aux électrons
correspondants d’être accélérés). Lorsque certains électrons passent, par excitation
thermique, dans la bande de conduction, ils libèrent les états qu’ils occupaient dans
la bande de valence ; ces états vides dans une bande presque pleine sont appelés
“trous”. Les trous se comportent comme des particules de charge opposée à celle
de l’électron : si l’on applique au système un champ électrique, les électrons restés
dans la bande de valence peuvent, tout en restant dans cette bande, venir occuper
les états vides. Ils détruisent ainsi les trous correspondants, mais laissent “derrière
eux” autant d’autres trous. Ceux-ci se déplacent donc en sens inverse des électrons,
c’est-à dire comme s’ils portaient une charge positive. Ce raisonnement très gros-
sier peut être précisé, et l’on démontre effectivement que les trous sont en toute
circonstance équivalents à des porteurs positifs.

Remarque:

Nous n’avons parlé dans ce qui précède que de cristaux chimiquement purs et géomé-
triquement parfaits. En pratique pourtant, les solides présentent des imperfections
et des impuretés. Celles-ci jouent souvent un rôle important, en particulier dans les
semi-conducteurs. Considérons par exemple un cristal de silicium ou de germanium
quadrivalents, dans lequel certains atomes sont remplacés par des atomes d’impu-

1. Rappelons en quoi consiste l’effet Hall : dans un échantillon parcouru par un courant
et plongé dans un champ magnétique perpendiculaire à ce courant, les porteurs de charge en
mouvement sont soumis à la force de Laplace, ce qui fait apparaître, en régime permanent, un
champ électrique transversal (perpendiculaire au courant et au champ magnétique).
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Figure 6 – Semi conducteurs extrinsèques : les atomes donneurs (fig. a) apportent
des électrons qui passent facilement dans la bande de conduction, car leur état fon-
damental n’en est séparé que par un intervalle d’énergie dEd beaucoup plus petit que
la largeur de la bande interdite. Les atomes accepteurs (fig. b) captent facilement
des électrons de la bande de valence, car il suffit pour cela que ces électrons gagnent
une énergie d’excitation dE beaucoup plus faible que pour atteindre la bande de
conduction ; ce processus crée, dans la bande de valence, des trous susceptibles de
conduire le courant.

retés pentavalents, tels que le phosphore, l’arsenic ou l’antimoine (ceci se produit
couramment, sans changement important dans la structure du cristal). Un atome
d’une telle impureté possède un électron externe de trop par rapport aux atomes
voisins de silicium ou de germanium ; on l’appelle un donneur d’électrons. L’énergie
de liaison ΔEd de l’électron supplémentaire est considérablement plus faible dans
le cristal que dans l’atome libre (elle est de l’ordre de quelques centièmes d’eV) ;
ceci est dû essentiellement à la forte constante diélectrique du cristal, qui réduit la
force de Coulomb (cf.. Complément AVII, § 1-a-δ). Il en résulte que les électrons
en excès apportés par les atomes donneurs passent beaucoup plus facilement dans
la bande de conduction que les électrons “normaux” occupant la bande de valence
(Fig. 6a) : le cristal devient conducteur à une température beaucoup plus basse que
le silicium ou le germanium purs ; cette conductibilité due aux impuretés est dite ex-

trinsèque. De façon analogue, une impureté trivalente (comme le bore, l’aluminium
ou le gallium) se comporte dans le silicium ou le germanium comme un accepteur

d’électrons : elle peut facilement capter un électron de la bande de valence (Fig. 6b),
ce qui laisse un trou capable de conduire le courant. Dans un semi-conducteur pur
(intrinsèque), le nombre d’électrons de conduction est toujours égal au nombre de
trous dans la bande de valence ; par contre, un semi-conducteur extrinsèque peut,
suivant la proportion relative d’atomes donneurs et accepteurs, comporter plus
d’électrons de conduction que de trous (il est alors dit de type n, car les porteurs
de charge y sont en majorité négatifs), ou plus de trous que d’électrons de conduc-
tion (semi-conducteurs de type p à porteurs en majorité positifs). Ces propriétés

1513



COMPLÉMENT CXIV •

sont à la base de nombreuses applications technologiques (transistors, redresseurs,
cellules photoélectriques, etc. . . ) ; c’est pourquoi on ajoute souvent volontairement
des impuretés à un semi-conducteur pour en modifier les caractéristiques : on dit
qu’on le “dope”.

Références et conseils de lecture :

Voir section 8 de la bibliographie, en particulier Kittel (8.2) et Reif (8.4). Pour
la partie Physique des Solides, voir Feynman III (1.2), Chap. 14 et la section 13 de
la bibliographie.
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Complément DXIV

Exercices

1. Soit h0 l’hamiltonien d’une particule ; on suppose que l’opérateur h0

n’agit que sur les variables orbitales, et possède trois niveaux équidistants d’énergies
0, �ω0, 2�ω0 (où ω0 est une constante réelle et positive), non dégénérés dans l’espace
des états orbitaux Er (dans l’espace des états total, la dégénérescence de chacun de
ces niveaux est égale à 2s + 1, s étant le spin de la particule). Du point de vue des
variables orbitales, on s’intéresse uniquement au sous-espace de Er engendré par les
trois états propres correspondants de h0.

a. On considère un système de trois électrons indépendants dont l’hamiltonien
s’écrit :

H = h0(1) + ho(2) + h0(3)

Trouver les niveaux d’énergie de H et leur degré de dégénérescence.
b. Même question pour un système de trois bosons identiques de spin 0.

2. On considère un système de deux bosons identiques de spin s = 1 plongés
dans le même potentiel central V(r). Quels sont les termes spectraux (cf. Complé-
ment BXIV, § 2-b) correspondant aux configurations 1s2, 1s2p, 2p2 ?

3. On considère l’espace des états d’un électron, sous-tendu par les deux vec-
teurs |ϕpx > et |ϕpy > représentant deux orbitales atomiques px et py, de fonctions
d’onde ϕpx (r) et ϕpy (r) (cf. Complément EVII, § 2-b) :

ϕpx (r) = xf(r) = sin θ cos ϕ(r)f(r)

ϕpy (r) = yf(r) = sin θ cos ϕ(r)f(r)

a. Ecrire, en fonction de |ϕpx > et |ϕpy >, l’état |ϕpα > qui représente
l’orbitale pα pointant dans la direction du plan xOy qui fait un angle α avec Ox.

b. On considère deux électrons dont les spins sont tous deux dans l’état |+ >,
état propre de Sz de valeur propre +�/2.

Ecrire le vecteur d’état normé |ψ > qui représente le système des deux élec-
trons, l’un étant dans l’état |ϕpx >, l’autre dans l’état |ϕpy >.

c. Même question, l’un des électrons étant dans l’état |ϕpα > , l’autre dans
l’état |ϕpβ

>, α et β étant deux angles quelconques. Montrer que le vecteur d’état
|ψ > obtenu est le même.

d. Le système est dans l’état |ψ > de la question b. Calculer la densité de pro-
babilité P(r, θ, ϕ ; r′, θ′, ϕ′) de trouver un électron en (r, θ, ϕ), l’autre en (r′, θ′, ϕ′).
Montrer que la densité électronique ρ(r, θ, ϕ) [densité de probabilité de trouver un
électron quelconque en (r, θ, ϕ)] a la symétrie de révolution autour de l’axe Oz. Dé-
terminer la densité de probabilité pour que ϕ − ϕ′ = ϕ0, où ϕ0 est donné ; étudier
la variation de cette densité de probabilité avec ϕ0.

1515



COMPLÉMENT DXIV •

4. Collision entre deux particules identiques
Les notations utilisées sont celles du § D-2-a-β du Chapitre XIV.
a. On considère deux particules (1) et (2) de même masse m, supposées pour le

moment sans spin et discernables. Ces deux particules interagissent par un potentiel
V (r) ne dépendant que de leur distance mutuelle r. A l’instant initial t0,le système
est dans l’état |1 : pez; 2 : −pez >. Soit U(t, t0) l’opérateur d’évolution du système ;
l’amplitude de probabilité de le trouver à l’instant t1 dans l’état |1 : pn; 2 : −pn >
est :

F (n) =< 1 : pn; 2 : −pn|U(t1, t0)|1 : pez; 2 : −pez >

Soient θ et ϕ les angles polaires du vecteur unitaire n dans un repère d’axes ortho-
normé Oxyz. Montrer que F (n) ne dépend pas de ϕ. Calculer en fonction de F (n) la
probabilité de trouver l’une quelconque des particules (sans préciser laquelle) avec
l’impulsion pn, l’autre avec l’impulsion −pn ; que devient cette probabilité si l’on
change θ en π − θ ?

b. On reprend le même problème [le potentiel d’interaction reste V (r), in-
dépendant des spins], mais cette fois avec deux particules identiques, initialement
l’une dans l’état |pez, ms >, l’autre dans l’état | − pez, m′

s > (les nombres quan-
tiques ms et m′

s repèrent les valeurs propres ms� et m′
s� des composantes de spin

sur Oz). On suppose que ms �= m′
s. Exprimer en fonction de F (n) la probabilité de

trouver à l’instant t1 une particule avec l’impulsion pn et le spin ms, l’autre avec
l’impulsion −pn et le spin m′

s. Si l’on ne fait aucune mesure sur les spins, quelle est
la probabilité de trouver une particule avec l’impulsion pn, l’autre avec l’impulsion
−pn? Que deviennent ces probabilités lorsqu’on change θ en π − θ ?

c. Reprendre la question précédente dans le cas où ms = m′
s. Examiner en

particulier la direction θ = π/2, en distinguant deux possibilités, suivant que les
particules sont des bosons ou des fermions. Montrer que, cette fois encore, la pro-
babilité de diffusion est la même dans les directions θ et π − θ.

5. Collision entre deux particules identiques non polarisées
On considère deux particules identiques, de spin s, entrant en collision. On

suppose qu’on ne connaît pas leur état initial de spin : chacune des deux particules a
la même probabilité de se trouver dans les 2s+1 états de spin orthogonaux possibles.
Montrer qu’avec les notations de l’exercice précédent la probabilité d’observer une
diffusion dans la direction n est :

|F (n)|2 + |F (−n)|2 +
ε

2s + 1
[F ∗(n)F (−n) + c.c.]

ε = +1 pour des bosons, −1 pour des fermions).

6. Valeurs possibles du moment cinétique relatif de deux parti-
cules identiques

On considère un système de deux particules identiques interagissant par un
potentiel qui dépend seulement de leur distance relative, de sorte que l’hamiltonien
du système s’écrit :

H =
P2

1

2m
+

P2
1

2m
+ V (|R1 − R2|)

1516



• EXERCICES

Comme au § B du Chapitre VII, on pose :

RG =
1
2

(R1 + R2) PG = P1 + P2

R = R1 − R2 P =
1
2

(P1 + P2)

H devient alors :

H = HG + Hr

avec :

HG =
P2

G

4m

Hr =
P2

m
+ V (R)

a. On suppose d’abord que les deux particules sont des bosons identiques de
spin nul (mésons π par exemple).

α. On rapporte l’espace des états E du système à la base {|rG, r >} de
vecteurs propres communs aux observables RG et R. Montrer que, si P21 est l’opé-
rateur de permutation des deux particules :

P21|rG, r >= |rG, −r >

β. On passe ensuite à la base {|pG; En, l, m >} de vecteurs propres com-
muns à PG, Hr, L2 et Lz (L = R × P étant le moment cinétique relatif des deux
particules). Montrer que ces nouveaux vecteurs de base sont donnés par des expres-
sions de la forme :

|pG; En, l, m > =
1

(2π�)3/2

∫
d3rGeipG.rG/�

×
∫

d3rRn,l(r)Y m
l (θ, ϕ)|rG, r >

En déduire que :

P21|pG; En, l, m >= (−1)l|pG; En, l, m >

γ. Quelles sont les valeurs de l permises par le postulat de symétrisation ?

b. Les deux particules considérées sont maintenant des fermions identiques de
spin 1/2 (électrons ou protons).

α. L’espace des états du système est d’abord rapporté à la base d’états
{|rG, r; S, M >}, kets propres communs à RG, R, S2 et SZ , où S = S1 + S2 est
le spin total du système (les kets |S, M > de l’espace des états de spin ont été
déterminés au § B du Chapitre X). Montrer que :

P21|rG, r; S, M >= (−1)S+1|rG, −r; S, M >
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β. On passe ensuite à la base {|pG; En, l, m; S, M >} d’états propres com-
muns à PG, Hr, L2, Lz, S2 et Sz.

Comme à la question a-β, montrer que :

P21|pG; En, l, m; S, M >= (−1)S+1(−1)l|pG; En, l, m; S, M >

γ. En déduire les valeurs de l permises par le postulat de symétrisation
pour chacune des valeurs de S (triplet et singulet).

c. (niveau plus difficile).
On rappelle que la section efficace totale de diffusion dans le repère du centre

de masse de deux particules discernables interagissant par le potentiel V (r) s’écrit :

σ =
4π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1) sin2 δl

où les δl sont les déphasages associés à V (r) [cf. Chap. VIII, formule (C-58)].
α. Que devient cette section efficace si (les deux particules ayant même

masse) l’appareil de mesure est sensible indifféremment aux deux particules ?
β. Montrer que dans le cas envisagé dans la question a précédente, l’ex-

pression de σ devient :

σ =
16π

k2

∑
l pairs

(2l + 1) sin2 δl

γ. Pour deux fermions identiques de spin 1/2 non polarisés (cas de la
question b précédente), établir que :

σ =
4π

k2

⎧⎨⎩ ∑
l pairs

(2l + 1) sin2 δl + 3
∑

l impairs

(2l + 1) sin2 δl

⎫⎬⎭
7. Densités de probabilité de présence pour un système de deux

particules identiques
Soient |ϕ > et |χ > deux états normés et orthogonaux appartenant à l’espace

des états orbitaux Er d’un électron, |+ > et |− > les deux vecteurs propres, dans
l’espace des états de spin Es, de la composante Sz de son spin.

a. On considère un système de deux électrons, l’un dans l’état |ϕ, + >, l’autre
dans l’état |χ, − >. Soit ρII(r, r′) d3r d3r′ la probabilité de trouver l’un d’entre eux
dans un volume d3r centré au point r, l’autre dans un volume d3r′ centré au point
r′ [densité à deux corps] ; de même, soit ρI(r) d3r la probabilité de trouver l’un
des électrons dans un volume d3r centré au point r [densité à un corps]. Etablir les
relations :

ρII(r, r′) = |ϕ(r)|2|χ(r′)|2 + |ϕ(r′)|2|χ(r)|2
ρI(r) = |ϕ(r)|2 + |χ(r)|2
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Montrer que ces expressions restent valables même si |ϕ > et |χ > ne sont pas
orthogonaux dans Er.

Calculer les intégrales dans tout l’espace de ρI(r) et de ρII(r, r′). Valent-elles
1 ? Pourquoi ?

Comparer ces résultats avec ceux que l’on obtiendrait pour un système de
deux particules discernables (toutes deux de spin 1/2), l’une dans l’état |ϕ, + >,
l’autre dans l’état |χ, − >, l’appareil qui mesure leur position étant supposé inca-
pable de différencier les deux particules.

b. On suppose maintenant qu’un électron est dans l’état |ϕ, + >, l’autre dans
l’état |χ, + >. Montrer qu’on a alors :

ρII(r, r′) = |ϕ(r)χ(r′) − ϕ(r′)χ(r)|2
ρI(r) = |ϕ(r)|2 + |χ(r)|2

Calculer les intégrales dans tout l’espace de ρI(r) et ρII(r, r′).
Que deviennent ρI et ρII si |ϕ > et |χ > ne sont plus orthogonaux dans Er ?

c. Mêmes questions pour deux bosons identiques, soit dans le même état de
spin, soit dans deux états de spin orthogonaux.

8. Le but de cet exercice est de montrer le point suivant : une fois que l’on a
convenablement symétrisé (ou antisymétrisé) le vecteur d’état d’un système de N
bosons (ou fermions) identiques, il n’est pas indispensable, pour calculer la probabi-
lité d’un résultat de mesure quelconque, d’effectuer à nouveau une symétrisation (ou
une antisymétrisation) des kets associés à la mesure ; de façon plus précise, pourvu
que le vecteur d’état appartienne à ES (ou EA), on peut calculer les prévisions
physiques comme si on était en présence d’un système de particules discernables
étudiées au moyen d’appareils de mesure imparfaits incapables de les différencier.

Soit |χ > le vecteur d’état d’un système de N bosons identiques (tous les
raisonnements qui vont être développés sont également valables pour des fermions).
On a :

S|ψ >= |ψ > (1)

I.
a. Soit |χ > le ket physique normé associé à une mesure où l’on trouve les N

bosons dans des états individuels |uα >, |uβ >, . . . , |uν > différents et orthonormés.
Montrer que :

|χ >=
√

N !S|1 : uα; 2 : uβ ; . . . ; N : uν > (2)

b. Montrer que, par suite des propriétés de symétrie de |ψ > :

| < 1 : uα; 2 : uβ; . . . ; N : uν |ψ > |2 = | < i : uα; j : uβ; . . . ; l : uν |ψ > |2

i, j, . . . , l étant une permutation quelconque des nombres 1, 2, . . . , N.
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c. En déduire que la probabilité de trouver le système dans l’état |χ > s’écrit :

| < χ|ψ > |2 = N !| < 1 : uα; 2 : uβ; . . . ; N : uν |ψ > |2

=
∑

i,j,...,l

| < i : uα; j : uβ; . . . ; l : uν |ψ > |2 (3)

la sommation portant sur toutes les permutations des nombres 1, 2, . . . , N.

d. On suppose maintenant que les particules sont discernables, leur état étant
décrit par le ket |ψ >. Quelle serait la probabilité de trouver l’une quelconque de
ces particules dans l’état |uα >, une autre dans l’état |uβ >, . . . , la dernière dans
l’état |uν > ?

En conclure, par comparaison avec les résultats de c, que, pour des particules
identiques, il est suffisant d’appliquer le postulat de symétrisation sur le seul vecteur
d’état |ψ > du système.

e. Comment serait modifiée la démonstration précédente si plusieurs des états
individuels composant l’état |χ > étaient identiques ? (Pour simplifier, on pourra se
limiter au cas N = 3).

II. (niveau plus difficile)
On considère maintenant le cas général où le résultat de mesure considéré

n’est pas nécessairement défini par la donnée d’états individuels, la mesure pouvant
de plus n’être pas complète. D’après les postulats du Chapitre XIV, on doit procéder
de la façon suivante pour calculer la probabilité correspondante :

– tout d’abord, on fait comme si les particules étaient discernables et on les
numérote, leur espace des états étant alors E ; soit alors Em le sous-espace
de E associé au résultat de mesure envisagé, la mesure étant effectuée avec
des appareils incapables de différencier les particules ;

– |ψm > désignant un ket quelconque de Em, on construit l’ensemble des kets
S |ψm > qui constitue un espace vectoriel ES

m (projection de Em sur ES) ;
si la dimension de ES

m est supérieure à 1, la mesure n’est pas complète ;
– la probabilité cherchée est alors égale au carré de la norme de la projec-

tion orthogonale sur ES
m du ket |ψ > décrivant l’état des N particules

identiques.

a. Pα étant un opérateur quelconque de permutation des N particules, mon-
trer que, par construction de Em :

Pα|ψm >∈ Em

En déduire que Em est globalement invariant sous l’action de S et que ES
m est sim-

plement l’intersection de ES et Em.

b. On construit dans Em, une base orthonormée :

{|ϕ1
m >, |ϕ2

m >, . . . , |ϕk
m >, |ϕk+1

m >, . . . , |ϕp
m >}
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dont les k premiers vecteurs constituent une base de ES
m. Montrer que les kets

S|ϕn
m >, où k + 1 � n � p, doivent être des combinaisons linéaires des k premiers

vecteurs de cette base ; en déduire, en effectuant leur produit scalaire par les bras
< ϕ1

m|, < ϕ2
m|, . . . , < ϕk

m|, que ces kets S|ϕn
m > (avec n � k+1) sont nécessairement

nuls.

c. Montrer à partir des résultats précédents que le caractère symétrique de
|ψ > entraîne :

p∑
n=1

| < ϕn
m|ψ > |2 =

k∑
n=1

| < ϕn
m|ψ > |2

c’est-à-dire :

< ψ|P S
m|ψ >=< ψ|Pm|ψ >

où P S
m et Pm désignent respectivement les projecteurs sur ES

m et Em.
Conclusion : Les probabilités des résultats de mesure peuvent être calculées

à partir de la projection du ket |ψ > (appartenant à ES) sur un sous-espace propre
Em dont les kets n’appartiennent pas tous à ES , mais où toutes les particules jouent
un rôle équivalent.

9. Densité simple et densité double dans un gaz d’électrons libres
au zéro absolu

I.
a. On considère un système de N particules 1, 2, . . . , i, . . . , N de même spin

s. On suppose tout d’abord qu’elles ne sont pas identiques. Dans l’espace des états
E(i) de la particule (i), le ket |i : r0, m > représente un état où la particule (i) est
localisée au point r0 dans l’état de spin |m > (m� : valeur propre de Sz).

On considère l’opérateur :

Fm(r0) =
N∑

i=1

⎧⎨⎩|i : r0, m >< i : r0, m| ⊗
∏
j 	=i

I(j)

⎫⎬⎭
où I(j) est l’opérateur identité dans l’espace E(j).

Soit |ψ > l’état du système des N particules. Montrer que < ψ|Fm(r0)|ψ > dτ
représente la probabilité de trouver l’une quelconque des particules dans l’élément
de volume infinitésimal dτ centré en r0, la composante de son spin valant m�.

b. On considère l’opérateur :

Gmm′(r0, r′
0) =

N∑
i=1

∑
j 	=i

⎧⎨⎩|i : r0, m; j : r′
0, m′ >< i : r0, m; j : r′

0, m′| ⊗
∏

k 	=i,j

I(k)

⎫⎬⎭
Quelle est la signification physique de la quantité < ψ|Gmm′(r0, r′

0)|ψ >
dτdτ ′, où dτ et dτ ′ sont des volumes infinitésimaux ?
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Les valeurs moyennes < ψ|Fm(r0)|ψ > et < ψ|Gmm′(r0, r′
0)|ψ > seront res-

pectivement notées ρI
m(r0) et ρII

mm′(r0, r′
0) et appelées densité simple et densité

double du système des N particules.
Les expressions précédentes demeurent valables lorsque les particules sont

identiques pourvu que |ψ > soit le vecteur d’état du système convenablement sy-
métrisé ou antisymétrisé (cf . exercice précédent).

II.
On considère un système de N particules identiques dans des états individuels

normés et orthogonaux |u1 >, |u2 >, . . . , |uN >. Le vecteur d’état normé du système
est :

|ψ >=
√

N ! T |1 : u1; 2 : u2; . . . ; N : uN >

où T est le symétriseur pour des bosons, l’antisymétriseur pour des fermions. On
se propose dans cette partie de calculer les valeurs moyennes dans l’état |ψ >
d’opérateurs symétriques à une particule du type :

F =
N∑

i=1

⎧⎨⎩f(i) ⊗
∏
j 	=i

I(j)

⎫⎬⎭
ou d’opérateurs symétriques à deux particules du type :

G =
N∑

i=1

∑
j 	=i

⎧⎨⎩g(i, j) ⊗
∑

k 	=i,j

I(k)

⎫⎬⎭
a. Montrer que :

< ψ|F |ψ >=< 1 : u1; 2 : u2; . . . ; N : uN |
[∑

α

εαPα

]
F |1 : u1; 2 : u2; . . . ; N : uN >

où εα = +1 pour les bosons, +1 ou –1 pour les fermions suivant que la permutation
Pα est paire ou impaire.

Montrer que la même formule est valable pour l’opérateur G.

b. En déduire les relations :

< ψ|F |ψ > =
N∑

i=1

< i : ui|f(i)|i : ui >

< ψ|G|ψ > =
N∑

i=1

∑
j 	=i

{< i : ui; j : uj|g(i, j)|i : ui; j : uj >

+ ε < i : uj; j : ui|g(i, j)|i : ui; j : uj >}
avec ε = +1 pour les bosons, ε = −1 pour les fermions.
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III.
On se propose maintenant d’appliquer les résultats de la partie II aux opéra-

teurs Fm(ro) et Gmm′(r0, r′
0) introduits dans la partie I, le système physique étudié

étant un gaz de N électrons libres enfermés dans une boîte cubique de côté L au
zéro absolu (Complément CXIV, § 1). En appliquant les conditions aux limites pé-
riodiques, on obtient des états individuels de la forme |ϕk > |± >, où la fonction
d’onde associée à |ϕk > est une onde plane 1

L3/2 eik.r, les composantes de k sa-
tisfaisant aux relations (26) du Complément CXIV. On appellera EF = �

2k2
F /2m

l’énergie de Fermi du système, λF = 2π/kF la longueur d’onde de Fermi.

a. Montrer que les deux densités simples ρI
+(r0) et ρI

−(r0) sont toutes deux
égales à :

ρI
+(r0) = ρI

−(r0) =
∑

k

|ϕk(r0)|2

la sommation sur k portant sur toutes les valeurs de k, de module inférieur à kF ,
et satisfaisant aux conditions aux limites périodiques. En utilisant le § 1 du Com-
plément CXIV, montrer que ρI

+(r0) = ρI
−(r0) = k3

F /6π2 = N/2L3. Ce résultat
pouvait-il être prévu simplement ?

b. Montrer que les deux densités doubles ρII
+−(r0, r′

0) et ρII−+(r0, r′
0) sont toutes

deux égales à :∑
k

∑
k′

|ϕk(r0)ϕk′(r′
0)|2 =

N2

4L6

les sommations sur k et k′ étant définies comme plus haut. Interprétation physique ?

c. On s’intéresse enfin aux deux densités doubles ρII
++(r0, r′

0) et ρII−−(r0, r′
0).

Etablir qu’elles sont toutes deux égales à :∑
k

∑
k′ 	=k

{|ϕk(r0)ϕk′(r′
0)|2 − ϕ∗

k(r′
0)ϕ∗

k′(r0)ϕk(r0)ϕk′(r′
0)}

Montrer qu’on peut supprimer la restriction k′ �= k et en déduire que les deux
densités doubles valent :

N2

4L6 −
∣∣∣∣∣∑

k

ϕ∗
k(r0)ϕk(r′

0)

∣∣∣∣∣
2

=
N2

4L6 [1 − C2(kF d)]

avec d = |r0 − r′
0|, la fonction C(x) étant définie par :

C(x) =
3
x3 [sin x − x cos x]

(on pourra remplacer
∑

k par une intégrale sur k) .
Comment varient avec la distance d entre r0 et r′

0 les densités doubles ρII
++(r0, r′

0)
et ρII

−−(r0, r′
0) ? Montrer qu’il est pratiquement impossible de trouver deux électrons

avec le même spin situés à une distance petite devant λF .
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Cet appendice est destiné à rappeler un certain nombre de définitions, de for-
mules et de propriétés utiles en mécanique quantique. Il n’est pas question d’entrer
ici dans le détail des raisonnements, ni de donner une démonstration rigoureuse des
théorèmes mathématiques.

1. Séries de Fourier

1-a. Fonctions périodiques

Une fonction f(x) d’une variable est dite périodique s’il existe un nombre réel
non nul L tel que pour tout x :

f(x + L) = f(x) (1)

L est appelé période de la fonction f(x).
Si f(x) est périodique de période L, elle admet également pour périodes

tous les nombres nL, où n est un entier positif ou négatif. On définit la période
fondamentale L0 d’une telle fonction comme sa plus petite période positive (on
utilise souvent en physique le terme “période” pour désigner en fait la période
fondamentale d’une fonction).

Remarque:

À partir d’une fonction f(x) définie seulement sur un intervalle fini [a, b] de
l’axe réel, on peut construire une fonction fp(x), égale à f(x) sur [a, b] et
périodique de période (b − a) ; fp(x) est continue si f(x) l’est et si :

f(b) = f(a) (2)

On sait que les fonctions trigonométriques sont périodiques. En particulier :

cos 2π
x

L
et sin 2π

x

L
(3)
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admettent L pour période fondamentale.
Un autre exemple particulièrement important de fonctions périodiques est

constitué par les exponentielles périodiques. Pour qu’une exponentielle eαx ait pour
période L, il faut et il suffit d’après la définition (1) que :

eαL = 1 (4)

c’est-à-dire :

αL = 2inπ (5)

où n est un entier. Il existe donc deux exponentielles de période fondamentale L :

e±2iπ x
L (6)

qui sont d’ailleurs reliées aux fonctions trigonométriques (3) de même période :

e±2iπ x
L = cos 2π

x

L
± i sin 2π

x

L
(7)

L’exponentielle e2inπx/L admet également L pour période, mais sa période fonda-
mentale est L/n.

1-b. Développement d’une fonction périodique en série de Fourier

Soit f(x) une fonction périodique de période fondamentale L. Si elle vérifie
certaines conditions mathématiques (pratiquement toujours réalisées en physique),
on peut la développer en série d’exponentielles imaginaires ou de fonctions trigono-
métriques.

α. Série d’exponentielles imaginaires

On peut écrire f(x) sous la forme :

f(x) =
+∞∑

n=−∞
cn eiknx (8)

avec :

kn = n
2π

L
(9)

Les coefficients cn de la série de Fourier (8) sont donnés par la formule :

cn =
1
L

∫ x0+L

x0

dx e−iknxf(x) (10)

x0 étant un nombre réel quelconque.
Pour établir (10), multiplions la relation (8) par e−ikpx et intégrons entre x0 et

x0 + L :∫ x0+L

x0

dx e−ikpxf(x) =
+∞∑

n=−∞
cn

∫ x0+L

x0

dx ei(kn−kp)x (11)
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L’intégrale du second membre est nulle pour n �= p et vaut L pour n = p. D’où la
formule (10). On montre facilement que la valeur obtenue pour cn est indépendante du
nombre x0 choisi.

On appelle spectre de Fourier de f(x) l’ensemble des valeurs |cn|. Notons que
f(x) est réelle si et seulement si :

c−n = c∗
n (12)

β. Série de cosinus et de sinus

Si, dans la série (8), on groupe les termes correspondant à des valeurs opposées
de n, on obtient :

f(x) = c0 +
∞∑

n=1

(
cneiknx + c−n e−iknx

)
(13)

soit, d’après (7) :

f(x) = a0 +
∞∑

n=1

(an cos knx + bn sin knx) (14)

avec :

a0 = c0

an = cn + c−n

bn = i(cn − c−n)

}
n > 0 (15)

Les formules donnant les coefficients an et bn peuvent donc se déduire de (10) :

a0 =
1
L

∫ x0+L

x0

dx f(x)

an =
2
L

∫ x0+L

x0

dx f(x) cos knx

bn =
2
L

∫ x0+L

x0

dx f(x) sin knx (16)

Si f(x) a une parité déterminée, le développement (14) est particulièrement
commode, car :

bn = 0 si f(x) est paire

an = 0 si f(x) est impaire (17)

De plus, si f(x) est réelle, les coefficients an et bn sont réels.

1-c. Egalité de Bessel-Parseval

On montre facilement, à partir du développement de Fourier (8), que :

1
L

∫ x0+L

x0

dx |f(x)|2 =
+∞∑

n=−∞
|cn|2 (18)
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En effet, on a d’après (8) :

1
L

∫ x0+L

x0

dx |f(x)|2 =
∑
n,p

c∗
p cn

1
L

∫ x0+L

x0

dx ei(kn−kp)x (19)

et, comme en (11), l’intégrale du second membre vaut L δnp, ce qui démontre (18).
L’égalité de Bessel-Parseval (18) s’écrit encore lorsqu’on utilise le développe-

ment (14) :

1
L

∫ x0+L

x0

dx |f(x)|2 = |a0|2 +
1
2

∞∑
n=1

[|an|2 + |bn|2] (20)

Si l’on a deux fonctions f(x) et g(x) de même période L, dont les coefficients
de Fourier sont respectivement cn et dn, on peut généraliser l’égalité (18) sous la
forme :

1
L

∫ x0+L

x0

dx g∗(x) f(x) =
+∞∑

n=−∞
d∗

n cn (21)

2. Transformation de Fourier

2-a. Définitions

α. L’intégrale de Fourier comme limite d’une série de Fourier

Considérons maintenant une fonction f(x) non nécessairement périodique,
et définissons fL(x) comme la fonction périodique de période L coïncidant avec
f(x) sur l’intervalle [−L/2, L/2] ; la fonction fL(x) peut être développée en série de
Fourier :

fL(x) =
+∞∑

n=−∞
cn eiknx (22)

où kn est défini par la formule (9), et :

cn =
1
L

∫ x0+L

x0

dx e−iknxfL(x) =
1
L

∫ + L
2

− L
2

dx e−iknxf(x) (23)

Lorsque L tend vers l’infini, fL(x) se confond avec f(x). Nous allons donc, dans les
expressions précédentes, faire tendre L vers l’infini.

La définition (9) de kn donne :

kn+1 − kn =
2π

L
(24)

Remplaçons alors 1/L en fonction de (kn+1 − kn) dans la formule (23), et reportons
cette valeur de cn dans la série (22) :

fL(x) =
+∞∑

n=−∞

kn+1 − kn

2π
eiknx

∫ + L
2

− L
2

dξ e−iknξf(ξ) (25)
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Lorsque L −→ ∞, kn+1 − kn tend vers zéro [cf. (24)], de sorte que la somme sur
n se transforme en une intégrale définie ; fL(x) tend vers f(x) ; l’intégrale figurant
dans (25) devient une fonction de la variable continue k. Si l’on pose :

f̃(k) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
dx e−ikxf(x) (26)

la relation (25) s’écrit dans la limite où L est infini :

f(x) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
dk eikxf̃(k) (27)

f(x) et f̃(k) sont dites transformées de Fourier l’une de l’autre.

β. La transformation de Fourier en mécanique quantique

En mécanique quantique, on utilise le plus souvent des conventions légèrement
différentes : si ψ(x) est une fonction d’onde (à une dimension), sa transformée de
Fourier ψ(p) est définie par :

ψ(p) =
1√
2π�

∫ +∞

−∞
dx e−ipx ψ(x) (28)

et la formule inverse s’écrit :

ψ(x) =
1√
2π�

∫ +∞

−∞
dp eipx/� ψ(p) (29)

Pour passer des formules (26) et (27) à (28) et (29), il suffit de poser :

p = �k (30)

(p a les dimensions d’une impulsion si x est une longueur), et :

ψ(p) =
1√
�

ψ̃(k) =
1√
�

ψ̃
(p

�

)
(31)

Dans cet appendice, nous utiliserons la définition (28) de la transformée de
Fourier, comme on le fait couramment en mécanique quantique, au lieu de la défi-
nition habituelle (26). Pour revenir à cette dernière, il suffit d’ailleurs de remplacer
dans toutes les formules qui vont suivre � par 1 et p par k.

2-b. Propriétés simples

Nous symboliserons les formules (28) et (29) par la notation condensée :

ψ(p) = F [ψ(x)] (32a)

ψ(x) = F [ψ(p)] (32b)
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On démontre facilement les propriétés suivantes :

(i) ψ(p − p0) = F [eip0x/� ψ(x)] (33)

e−ipx0/�ψ(p) = F [ψ(x − x0)]

Ceci découle directement de la définition (28).

(ii) ψ(p) = F [ψ(x)] =⇒ F [ψ(cx)] =
1
|c|ψ

(p

c

)
(34)

Il suffit pour le voir d’effectuer le changement de variable d’intégration :

u = cx (35)

En particulier :

F [ψ(−x)] = ψ(−p) (36)

Si donc la fonction ψ(x) est de parité déterminée, sa transformée de Fourier a la
même parité.

(iii) ψ(x) réelle ↔ [ψ(p)]∗ = ψ(−p) (37a)

ψ(x) imaginaire pure ↔ [ψ(p)]∗ = −ψ(−p) (37b)

Les mêmes relations sont valables si l’on intervertit les fonctions ψ et ψ.

(iv) Si f (n) désigne la dérivée d’ordre n de la fonction f , des dérivations successives
sous le signe somme donnent à partir de (28) et (29) :

F [ψ(n)(x)] =
(

ip

�

)n

ψ(p) (38a)

ψ
(n)

(p) = F
[(

− ix

�

)n

ψ(x)
]

(38b)

(v) Le produit de convolution de deux fonctions ψ1(x) et ψ2(x) est par définition
la fonction ψ(x) égale à :

ψ(x) =
∫ +∞

−∞
dy ψ1(y) ψ2(x − y) (39)

Sa transformée de Fourier est proportionnelle au produit ordinaire des transformées
de ψ1(x) et ψ2(x) :

ψ(p) =
√

2π� ψ1(p) ψ2(p) (40)

Appliquons en effet la transformation de Fourier à l’expression (39) :

ψ(p) =
1√
2π�

∫ +∞

−∞
dx e−ipx/�

∫ +∞

−∞
dy ψ1(y)ψ2(x− y) (41)

et effectuons le changement de variables d’intégration :

{x, y} =⇒ {u = x− y, y} (42)
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Il vient alors, si l’on multiplie et divise par eipy/� :

ψ(p) =
1√
2π�

∫ +∞

−∞
dy e−ipy/�ψ1(y)

∫ +∞

−∞
du e−ipu/�ψ2(u) (43)

ce qui démontre la formule (40).

(vi) Lorsque ψ(x) a l’allure d’un pic de largeur Δx, la largeur Δp de ψ(p) vérifie :

Δx · Δp � � (44)

(voir le § C-2 du Chapitre I, où cette inégalité est analysée).

2-c. Formule de Parseval-Plancherel

La transformation de Fourier conserve la norme :∫ +∞

−∞
dx |ψ(x)|2 =

∫ +∞

−∞
dp |ψ(p)|2 (45)

Pour démontrer cette égalité, il suffit d’utiliser les relations (28) et (29) de la façon
suivante :∫ +∞

−∞
dx |ψ(x)|2 =

∫ +∞

−∞
dxψ∗(x)

1√
2π�

∫ +∞

−∞
dp eipx/�ψ(p)

=

∫ +∞

−∞
dp ψ(p)

1√
2π�

∫ +∞

−∞
dx eipx/�ψ∗(x)

=

∫ +∞

−∞
dp ψ

∗
(p) ψ(p) (46)

Comme au § 1-c, la formule de Parseval-Plancherel peut être généralisée :

∫ +∞

−∞
dx ϕ∗(x) ψ(x) =

∫ +∞

−∞
dp ϕ∗(p) ψ(p) (47)

2-d. Exemples

Nous nous contenterons de donner trois exemples de transformées de Fourier,
pour lesquels les calculs ne présentent pas de difficulté.
(i) Fonction créneau

ψ(x) =
1
a

pour − a

2
< x <

a

2
= 0 pour |x| >

a

2

⎫⎬⎭⇐⇒ ψ(p) =
1√
2π�

sin (pa/2�)
pa/2�

(48)

(ii) Exponentielle décroissante

ψ(x) = e−|x|/a ⇐⇒ ψ(p) =

√
2

π�

1/a

(p2/�2) + (1/a2)
(49)
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(iii) Fonction gaussienne

ψ(x) = e−x2/a2 ⇐⇒ ψ(p) =
a√
2�

e−p2a2/4�2

(50)

(notons ce fait remarquable que la forme gaussienne est conservée dans la transfor-
mation de Fourier).

Remarque:

Dans chacun des trois cas précédents, on peut définir des largeurs Δx et Δp
pour ψ(x) et ψ(p) respectivement, et vérifier concrètement l’inégalité (44).

2-e. Transformation de Fourier dans l’espace à trois dimensions

Pour des fonctions d’onde ψ(r) dépendant des trois variables d’espace x, y,
z, on remplace les formules (28) et (29) par :

ψ(p) =
1

(2π�)3/2

∫
d3r e−ip·r/� ψ(r) (51a)

ψ(r) =
1

(2π�)3/2

∫
d3p eip·r/� ψ(p) (51b)

Les propriétés énoncées plus haut (§§ 2-b et 2-c) se généralisent aisément à trois
dimensions.

Si ψ ne dépend que du module r du rayon-vecteur r, ψ ne dépend que du
module p de l’impulsion p et peut être calculée par la formule :

ψ(p) =
1√
2π�

2
p

∫ ∞

0
r dr sin

pr

�
ψ(r) (52)

Calculons tout d’abord, à partir de (51a), la valeur de ψ pour un vecteur p′ déduit
de p par une rotation quelconque R :

p′ = Rp (53)

ψ(p′) =
1

(2π�)3/2

∫
d3r e−ip′·r/�ψ(r) (54)

Dans cette intégrale, remplaçons la variable muette r par r′, puis posons :

r′ = Rr (55)

L’élément de volume étant conservé dans une rotation, on a :

d3r′ = d3r (56)

De plus, la fonction ψ est inchangée car le module de r′ reste égal à r ; enfin :

p′ · r′ = p · r (57)

puisque le produit scalaire est invariant par rotation. On en déduit :

ψ(p′) = ψ(p) (58)
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c’est-à-dire que ψ ne dépend que du module de p et pas de sa direction.
On peut alors prendre p suivant Oz pour évaluer ψ(p) :

ψ(p) =
1

(2π�)3/2

∫
d3r e−ipz/� ψ(r)

=
1

(2π�)3/2

∫ ∞

0

r2 dr ψ(r)

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθ sin θ e−ipr cos θ/�

=
1

(2π�)3/2

∫ ∞

0

r2 dr ψ(r) 2π
2�
pr

sin
pr

�

=
1√
2π�

2
p

∫ ∞

0

r dr ψ(r) sin
pr

�
(59)

On trouve bien la formule (52).

Références et conseils de lecture :

Voir par exemple Arfken (10.4), Chap. 14 et 15, ou Butkov (10.8), Chap. 4
et 7 ; Bass (10.1), vol. I, Chap. XVIII à XX ; section 10 de la bibliographie, en
particulier la partie “Transformation de Fourier-Distributions”.
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LA “FONCTION” δ DE DIRAC

Appendice II

La “fonction” δ de Dirac

1 Introduction ; principales propriétés . . . . . . . . . . . 1535

1-a Introduction de la “fonction” δ . . . . . . . . . . . . . . 1535

1-b Fonctions tendant vers δ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1536

1-c Propriétés de δ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1538

2 La “fonction” δ et la transformation de Fourier . . . . 1540

2-a Transformée de Fourier de δ . . . . . . . . . . . . . . . . 1540

2-b Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1540

3 Primitive et dérivées de la “fonction” δ . . . . . . . . . 1541

3-a δ est la dérivée de la “fonction-saut” . . . . . . . . . . . 1541

3-b Dérivées de δ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1543

4 La “fonction” δ dans l’espace à trois dimensions . . . . 1544

La “fonction” δ est en réalité une distribution. Nous allons la considérer ici
du point de vue de la physique et la traiter comme une fonction ordinaire ; cette
approche, bien que non rigoureuse mathématiquement, est suffisante pour les ap-
plications à la mécanique quantique.

1. Introduction ; principales propriétés

1-a. Introduction de la “fonction” δ

Figure 1 – Fonction δ(ε)(x) : créneau de
largeur ε, de hauteur 1/ε, centré en x = 0.

Considérons la fonction δ(ε)(x) donnée par (cf. Fig. 1) :

δ(ε)(x) =
1
ε

pour − ε

2
< x <

ε

2

= 0 pour |x| >
ε

2
(1)
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où ε est un nombre positif, et calculons l’intégrale :∫ +∞

−∞
dx δ(ε)(x) f(x) (2)

où f(x) est une fonction quelconque bien définie pour x = 0. Si ε est suffisam-
ment petit, la variation de f(x) sur l’intervalle effectif d’intégration [−ε/2, ε/2] est
négligeable, et f(x) reste pratiquement égal à f(0), de sorte que :∫ +∞

−∞
dx δ(ε)(x) f(x) � f(0)

∫ +∞

−∞
dx δ(ε)(x) = f(0) (3)

L’approximation est d’autant meilleure que ε est plus petit. Nous passons donc à
la limite ε = 0 et définissons la “fonction” δ par la relation :∫ +∞

−∞
dx δ(x) f(x) = f(0) (4)

valable pour toute fonction f(x) définie à l’origine. De façon plus générale, δ(x−x0)
est par définition telle que :

∫ +∞

−∞
dx δ(x − x0) f(x) = f(x0) (5)

Remarques:

(i) En réalité, la notation intégrale dans (5) n’est pas justifiée mathémati-
quement, et l’on définit δ de manière rigoureuse non comme une fonction,
mais comme une distribution. Cette distinction n’est pas essentielle d’un
point de vue physique où il est impossible de distinguer entre δ(ε)(x) et
δ(x) dès que ε est négligeable devant toutes les longueurs intervenant dans
un problème donné : toutes les fonctions f(x) que l’on peut avoir à consi-
dérer varient alors de façon inappréciable sur un intervalle de largeur ε.
Toutes les fois qu’il pourrait y avoir une difficulté mathématique, il suffit
d’imaginer que δ(x) est en fait δ(ε)(x) [ou une fonction analogue mais plus
régulière, par exemple l’une de celles données en (7), (8), (9), (10), (11)]
avec ε extrêmement petit mais non strictement nul.

(ii) Pour des bornes d’intégration quelconques a et b, on a :∫ b

a

dx δ(x) f(x) = f(0) si 0 ∈ [a, b]

= 0 si 0 /∈ [a, b] (6)

1-b. Fonctions tendant vers δ

On montre facilement que, outre δ(ε)(x) définie en (1), les fonctions suivantes
tendent vers δ(x), c’est-à-dire satisfont à (5), lorsque le paramètre ε tend vers zéro
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par valeurs positives :

(i)
1
2ε

e−|x|/ε (7)

(ii)
1
π

ε

x2 + ε2 (8)

(iii)
1

ε
√

π
e−x2/ε2

(9)

(iv)
1
π

sin(x/ε)
x

(10)

(v)
ε

π

sin2(x/ε)
x2 (11)

Signalons également une identité souvent utile en mécanique quantique (no-
tamment en théorie des collisions) :

Lim
ε→0+

1
x ± iε

= P 1
x

∓ iπ δ(x) (12)

où P désigne la partie principale de Cauchy, définie par :

P
∫ +B

−A

dx

x
f(x) = Lim

η→0+

[∫ −η

−A

+
∫ +B

+η

]
dx

x
f(x); A, B > 0 (13)

[f(x) étant une fonction régulière en x = 0] 1.

Pour démontrer l’identité (12), séparons les parties réelle et imaginaire de 1/(x±iε) :

1
x± iε

=
x∓ iε

x2 + ε2
(14)

La partie imaginaire étant proportionnelle à la fonction (8) :

Lim
ε→0+

∓ i
ε

x2 + ε2
= ∓iπ δ(x) (15)

Quant à la partie réelle, multiplions-la par une fonction f(x) régulière à l’origine et inté-
grons sur x :

Lim
ε→0+

∫ +∞

−∞

xdx
x2 + ε2

f(x) = Lim
ε→0+

Lim
η→0+

[∫ −η

−∞
+

∫ +η

−η

+

∫ +∞

+η

]
xdx
x2 + ε2

f(x) (16)

La deuxième intégrale est nulle :

Lim
η→0+

∫ +η

−η

x dx
x2 + ε2

f(x) = f(0) Lim
η→0+

1
2

[
Log(x2 + ε2)

]+η

−η
= 0 (17)

1. En pratique, on utilise souvent l’une des égalités :

P
∫ +B

−A

dx
x
f(x) =

∫ +B

−B

dx
f−(x)
x

+

∫ −B

−A

dx
x
f(x) =

∫ +B

−A

dx
f(x) − f(0)

x
+ f(0) Log

B

A

où f−(x) = [f(x) − f(−x)]/2 est la partie impaire de f . L’intérêt de ces formules est d’éliminer
explicitement la divergence à l’origine.
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Si alors on intervertit les passages à la limite dans (16), la limite ε −→ 0 ne présente pas
de difficulté dans les deux autres intégrales, de sorte que :

Lim
ε→0+

∫ +∞

−∞

xdx
x2 + ε2

f(x) = Lim
η→0+

[∫ −η

−∞
+

∫ +∞

+η

]
dx
x
f(x) (18)

Ceci achève la démonstration de l’identité (12).

1-c. Propriétés de δ

Les propriétés que nous allons maintenant énoncer se démontrent à partir de
la définition (5) : on multiplie les deux membres des égalités ci-dessous par une
fonction f(x), on intègre, et on montre que les résultats obtenus sont bien égaux.

(i) δ(−x) = δ(x) (19)

(ii) δ(cx) =
1
|c|δ(x) (20)

et de façon plus générale :

δ[g(x)] =
∑

j

1
|g′(xj)|δ(x − xj) (21)

où g′(x) est la dérivée de g(x) et les xj sont les zéros simples de la fonction g(x) :

g(xj) = 0

g′(xj) �= 0 (22)

La sommation porte sur tous les zéros simples de g(x) ; si g(x) admet des zéros
multiples [c’est-à-dire tels que g′(xj) soit nul] l’expression δ[g(x)] n’a pas de sens.

(iii) x δ(x − x0) = x0 δ(x − x0) (23)

et en particulier :

x δ(x) = 0 (24)

La réciproque est également vraie ; on peut montrer que l’équation :

x u(x) = 0 (25)

a pour solution générale :

u(x) = c δ(x) (26)

où c est une constante quelconque.
Plus généralement

g(x) δ(x − x0) = g(x0) δ(x − x0) (27)

(iv)
∫ +∞

−∞ dx δ(x − y) δ(x − z) = δ(y − z) (28)
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L’égalité (28) peut se comprendre en partant de fonctions δ(ε)(x) du type de celles
représentées sur la Figure 1. L’intégrale :

F (ε)(y, z) =

∫ +∞

−∞
dx δ(ε)(x− y) δ(ε)(x− z) (29)

est nulle tant que |y − z| > ε, c’est-à-dire tant que les deux créneaux ne se recouvrent pas
(Fig. 2).

Figure 2 – Fonctions δ(ε)(x − y) et δ(ε)(x − z) : deux créneaux de largeur ε, de
hauteur 1/ε, centrés respectivement en x = y et x = z.

La valeur maximale de l’intégrale, obtenue pour y = z, vaut 1/ε. Entre cette valeur
maximale et 0, la variation de F (ε)(y, z) avec y − z est linéaire (Fig. 3). On voit alors
immédiatement que F (ε)(y, z) tend vers δ(y − z) quand ε −→ 0.

Figure 3 – Variations en fonction de y − z du produit scalaire F (ε)(y, z) des deux
fonctions créneaux représentées sur la Figure 2 : ce produit scalaire est nul quand
les deux créneaux ne se recouvrent pas (|y − z| ≥ ε), maximal lorsqu’ils coïncident.
F (ε)(y, z) tend vers δ(y − z) quand ε −→ 0.
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Remarque:

Une somme de fonctions δ régulièrement espacées :

+∞∑
q=−∞

δ(x − qL) (30)

peut être considérée comme une “fonction” périodique de période L. En lui
appliquant les formules (8), (9) et (10) de l’Appendice I, on peut l’écrire sous
la forme :

+∞∑
q=−∞

δ(x − qL) =
1
L

+∞∑
n=−∞

e2iπ nx
L (31)

2. La “fonction” δ et la transformation de Fourier

2-a. Transformée de Fourier de δ

La définition (28) de l’Appendice I et la formule (5) permettent de calculer
immédiatement la transformée de Fourier δx0(p) de δ(x − x0) :

δx0 (p) =
1√
2π�

∫ +∞

−∞
dx e−ipx/� δ(x − x0) =

1√
2π�

e−ipx0/� (32)

En particulier, celle de δ(x) est une constante :

δ0(p) =
1√
2π�

(33)

La transformation de Fourier inverse [relation (29) de l’Appendice I] donne
donc :

δ(x − x0) =
1

2π�

∫ +∞

−∞
dp eip(x−x0)/� =

1
2π

∫ +∞

−∞
dk eik(x−x0) (34)

Ce résultat peut d’ailleurs être retrouvé à partir de la fonction δ(ε)(x) définie en (1) ou
de chacune des fonctions données au § 1-b. Par exemple, la formule (48) de l’Appendice I
permet d’écrire :

δ(ε)(x) =
1

2π�

∫ +∞

−∞
dp eipx/� sin(pε/2�)

pε/2�
(35)

Si l’on fait tendre ε vers zéro, on obtient bien (34).

2-b. Applications

L’expression (34) de la fonction δ est souvent très commode. Nous allons
montrer par exemple comment elle permet de retrouver simplement la transforma-
tion de Fourier inverse et l’égalité de Parseval-Plancherel [formules (29) et (45) de
l’Appendice I].
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A partir de :

ψ(p) =
1√
2π�

∫ +∞

−∞
dx e−ipx/� ψ(x) (36)

calculons :

1√
2π�

∫ +∞

−∞
dp eipx/� ψ(p) =

1
2π�

∫ +∞

−∞
dξ ψ(ξ)

∫ +∞

−∞
dp eip(x−ξ)/� (37)

On reconnaît dans la deuxième intégrale δ(x − ξ), de sorte que :

1√
2π�

∫ +∞

−∞
dp eipx/� ψ(p) =

∫ +∞

−∞
dξ ψ(ξ) δ(x − ξ) = ψ(x) (38)

ce qui est la formule d’inversion de la transformation de Fourier.
De même :

|ψ(p)|2 =
1

2π�

∫ +∞

−∞
dx eipx/� ψ∗(x)

∫ +∞

−∞
dx′ e−ipx′/� ψ(x′) (39)

Si l’on intègre cette expression sur p, il vient :∫ +∞

−∞
dp |ψ(p)|2 =

1
2π�

∫ +∞

−∞
dx ψ∗(x)

∫ +∞

−∞
dx′ ψ(x′)

∫ +∞

−∞
dp eip(x−x′)/� (40)

c’est-à-dire d’après (34) :∫ +∞

−∞
dp |ψ(p)|2 =

∫ +∞

−∞
dx ψ∗(x)

∫ +∞

−∞
dx′ψ(x′) δ(x − x′) =

∫ +∞

−∞
dx |ψ(x)|2

(41)

qui n’est autre que la formule de Parseval-Plancherel.
On peut obtenir de façon analogue la transformée de Fourier d’un produit de

convolution [cf. formules (39) et (40) de l’Appendice I].

3. Primitive et dérivées de la “fonction” δ

3-a. δ est la dérivée de la “fonction-saut”

Calculons la primitive :

θ(ε)(x) =
∫ x

−∞
δ(ε)(x′) dx′ (42)

de la fonction δ(ε)(x) définie en (1). On vérifie aisément que θ(ε)(x) est égale à 0

pour x ≤ −ε

2
, à 1 pour x ≥ ε

2
, à

1
ε

(
x +

ε

2

)
pour −ε

2
≤ x ≤ ε

2
. Les variations de

θ(ε)(x) avec x sont représentées sur la Figure 4. Quand ε → 0, θ(ε)(x) tend vers la
“fonction-saut de Heaviside” θ(x), qui vaut par définition :

θ(x) = 1 si x > 0

θ(x) = 0 si x < 0 (43)
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Figure 4 – Primitive θ(ε)(x) de la fonction δ(ε)(x) représentée sur la Figure 1.
Quand ε −→ 0, θ(ε)(x) tend vers la fonction saut de Heaviside θ(x).

δ(ε)(x) est la dérivée de θ(ε)(x). En passant à la limite ε −→ 0, on en déduit
que δ(x) est la dérivée de θ(x) :

d
dx

θ(x) = δ(x) (44)

Considérons alors une fonction g(x) présentant en x = 0 une discontinuité
σ0 :

Lim
x→0+

g(x) − Lim
x→0−

g(x) = σ0 (45)

On peut écrire une telle fonction sous la forme : g(x) = g1(x)θ(x) + g2(x)θ(−x)
où g1(x) et g2(x) sont des fonctions continues vérifiant g1(0) − g2(0) = σ0 ; si l’on
dérive cette expression en tenant compte de (44), on obtient :

g′(x) = g′
1(x)θ(x) + g′

2(x)θ(−x) + g1(x)δ(x) − g2(x)δ(−x)

= g′
1(x)θ(x) + g′

2(x)θ(−x) + σ0δ(x) (46)

d’après les propriétés (19) et (27) de δ. Pour une fonction discontinue, à la dérivée
ordinaire [deux premiers termes de la formule (46)] s’ajoute donc un terme propor-
tionnel à la fonction δ, le coefficient de proportionnalité étant le saut de la fonction
à sa discontinuité 2.

2. Bien entendu, si la fonction est discontinue en x = x0, le terme supplémentaire est de la
forme : [g1(x0) − g2(x0)]δ(x − x0).
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Remarque:

La transformée de Fourier de la fonction-saut θ(k) peut être calculée simple-
ment à partir de la formule (12). On trouve :∫ +∞

−∞
θ(k) eikx dk = Lim

ε→0+

∫ ∞

0
dk eik(x+iε) = Lim

ε→0+

i

x + iε
= iP 1

x
+ πδ(x)

(47)

3-b. Dérivées de δ

Par analogie avec la formule d’intégration par parties, on définit la dérivée
δ′(x) de la fonction δ par l’égalité 3 :∫ +∞

−∞
dx δ′(x) f(x) = −

∫ +∞

−∞
dx δ(x) f ′(x) = −f ′(0) (48)

On déduit immédiatement de cette définition les relations :

δ′(−x) = −δ′(x) (49)

et :

x δ′(x) = −δ(x) (50)

Réciproquement, on peut montrer que la solution générale de l’équation :

x u(x) = δ(x) (51)

s’écrit :

u(x) = −δ′(x) + c δ(x) (52)

le deuxième terme provenant de l’équation sans second membre [cf. formules (25)
et (26)].

La formule (34) permet d’écrire δ′(x) sous la forme :

δ′(x) =
1

2π�

∫ +∞

−∞
dp

(
ip

�

)
eipx/� =

i

2π

∫ +∞

−∞
k dk eikx (53)

On peut définir de la même manière la dérivée δ(n)(x) d’ordre n :∫ +∞

−∞
dx δ(n)(x) f(x) = (−1)n f (n)(0) (54)

Les relations (49) et (50) se généralisent alors sous la forme :

δ(n)(−x) = (−1)n δ(n)(x) (55)

et :

x δ(n)(x) = −n δ(n−1)(x) (56)

3. δ′(x) peut être considérée comme la limite, quand ε −→ 0, de la dérivée de l’une des
fonctions données au § 1-b.
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4. La “fonction” δ dans l’espace à trois dimensions

La fonction δ dans l’espace à trois dimensions, que nous noterons simplement
δ(r), est définie par une relation analogue à (4) :∫

d3r δ(r) f(r) = f(0) (57)

et plus généralement :∫
d3r δ(r − r0) f(r) = f(r0) (58)

On peut décomposer δ(r − r0) en un produit de trois fonctions à une dimen-
sion :

δ(r − r0) = δ(x − x0) δ(y − y0) δ(z − z0) (59)

ou, si l’on utilise les coordonnées polaires :

δ(r − r0) =
1

r2 sin θ
δ(r − r0) δ(θ − θ0) δ(ϕ − ϕ0)

=
1
r2 δ(r − r0) δ(cos θ − cos θ0) δ(ϕ − ϕ0) (60)

Les propriétés énoncées ci-dessus pour δ(x) se généralisent aisément à δ(r).
Signalons de plus la relation importante :

Δ
(

1
r

)
= −4π δ(r) (61)

où Δ est l’opérateur laplacien.
La relation (61) se comprend facilement si l’on note que, en électrostatique, une

charge électrique ponctuelle q placée à l’origine peut être décrite par une densité volumique
ρ(r) égale à :

ρ(r) = q δ(r) (62)

On sait en effet que le potentiel électrostatique produit par cette charge a pour expression :

U(r) =
q

4πε0

1
r

(63)

La relation (61) est alors simplement l’équation de Poisson dans ce cas particulier :

ΔU(r) = − 1
ε0
ρ(r) (64)

Pour démontrer (61) de façon rigoureuse, il faut faire appel à la théorie mathéma-
tique des distributions. Nous nous contenterons ici d’une “démonstration” élémentaire.

Remarquons tout d’abord que le laplacien de 1/r est partout nul, sauf peut-être à
l’origine par suite des singularités qui s’y produisent. En effet :(

d2

dr2
+

2
r

d
dr

)
1
r

= 0 pour r �= 0 (65)
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Soit alors gε(r) une fonction égale à 1/r lorsque r est extérieur à la sphère Sε de
centre O et de rayon ε, et prenant dans cette sphère des valeurs (de l’ordre de 1/ε) telles
que gε(r) soit suffisamment régulière (continue, dérivable, etc.) ; soit d’autre part f(r) une
fonction quelconque de r, elle aussi régulière en tout point de l’espace. Calculons alors la
limite de l’intégrale :

I(ε) =

∫
d3r f(r) Δgε(r) (66)

lorsque ε → 0. D’après (65), cette intégrale ne peut recevoir de contribution que de la
sphère Sε, et :

I(ε) =

∫
r≤ε

d3r f(r) Δgε(r) (67)

Choisissons ε suffisamment petit pour que les variations de f(r) dans Sε soient négli-
geables ; alors :

I(ε) 
 f(0)

∫
r≤ε

d3rΔgε(r) (68)

Transformons l’intégrale ainsi obtenue en intégrale sur la surface Sε de Sε :

I(ε) 
 f(0)

∫
Sε

∇gε(r) · dn (69)

Or, gε(r) étant continue sur la surface Sε, on obtient facilement :

[∇gε(r)]r=ε =
[
− 1
r2

]
r=ε

er = − 1
ε2

er (70)

(où er est le vecteur unitaire r/r), ce qui donne :

I(ε) 
 f(0) × 4πε2 ×
[
− 1
ε2

]

 −4πf(0) (71)

c’est-à-dire

Lim
ε→0

∫
d3rΔgε(r) f(r) = −4πf(0) (72)

D’après la définition (57), ceci n’est autre que la relation (61).

On peut par exemple utiliser (61) pour démontrer une formule utile en théorie
des collisions (cf. Chap. VIII)

(Δ + k2)
e±ikr

r
= −4π δ(r) (73)

Il suffit pour cela de considérer e±ikr/r comme un produit :

Δ

[
e±ikr

r

]
=

1
r

Δ(e±ikr) + e±ikrΔ
(1
r

)
+ 2∇

(1
r

)
· ∇(e±ikr) (74)

Or :

∇(e±ikr) = ±ik e±ikr r
r

Δ(e±ikr) = −k2e±ikr ± 2ik
r

e±ikr (75)

1545



APPENDICE II

On trouve donc finalement :

(Δ + k2)
e±ikr

r
=

[
−k2

r
± 2ik

r2
− 4πδ(r) − 2

r2
× (±ik) +

k2

r

]
e±ikr

= −4π e±ikrδ(r)

= −4π δ(r) (76)

d’après la formule (27).

La relation (61) peut d’ailleurs être généralisée : le laplacien de la fonction
Y m

l (θ, ϕ)/rl+1 fait intervenir des dérivées lèmes de δ(r). Considérons par exemple
cos θ/r2. On sait que le potentiel électrostatique créé en un point éloigné par un

dipôle électrique de moment D dirigé suivant Oz a pour expression
D

4πε0

cos θ

r2 . Si

q est la valeur absolue de chacune des deux charges constituant le dipôle et a leur
distance, le module D du moment dipolaire est le produit qa, et la densité de charge
correspondante s’écrit :

ρ(r) = q δ
(

r − a

2
ez

)
− q δ

(
r +

a

2
ez

)
(77)

(où ez désigne le vecteur unitaire de l’axe Oz). Si l’on fait tendre a vers zéro en
maintenant D = qa fini, cette densité de charge devient :

ρ(r) −→
a→0

D
∂

∂z
δ(r) (78)

Donc, à la limite où a −→ 0, l’équation de Poisson (64) donne :

Δ
(

cos θ

r2

)
= −4π

∂

∂z
δ(r) (79)

Bien entendu, on pourrait justifier cette formule comme on l’a fait plus haut pour
(61), ou la démontrer dans le cadre de la théorie des distributions. Un raisonnement
analogue pourrait être appliqué à la fonction Y m

l (θ, ϕ)/rl+1 qui donne le potentiel
créé par un moment multipolaire électrique Qm

l situé à l’origine (Complément EX).

Références et conseils de lecture :

Voir Dirac (1.13), § 15, et par exemple Butkov (10.8), Chap. 6, ou Bass
(10.1), vol. I, §§ 21.7 et 21.8 ; section 10 de la bibliographie, en particulier la
partie “Transformation de Fourier-Distributions”.
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Appendice III

Lagrangien et Hamiltonien en mécanique classique

1 Rappel des lois de Newton . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547
1-a Dynamique d’une particule ponctuelle . . . . . . . . . . 1547
1-b Systèmes de particules ponctuelles . . . . . . . . . . . . 1548
1-c Théorèmes fondamentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . 1548

2 Fonction de Lagrange et équations de Lagrange . . . . 1550
3 Fonction de Hamilton et équations canoniques . . . . . 1551

3-a Moments conjugués des coordonnées . . . . . . . . . . . 1551
3-b Equations canoniques de Hamilton-Jacobi . . . . . . . . 1552

4 Exemples d’application du formalisme hamiltonien . . 1553
4-a Particule soumise à un potentiel central . . . . . . . . . 1553
4-b Particule chargée plongée dans un champ électromagné-

tique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1556
5 Principe de moindre action . . . . . . . . . . . . . . . . 1559

5-a Représentation géométrique du mouvement d’un système 1559
5-b Enoncé du principe de moindre action . . . . . . . . . . 1560
5-c Les équations de Lagrange comme conséquences du prin-

cipe de moindre action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1561

Nous allons rappeler ici la définition et les principales propriétés des fonctions
de Lagrange et de Hamilton en mécanique classique. Cet appendice n’est bien sûr
pas un cours de mécanique analytique ; son but est simplement d’indiquer les bases
classiques à partir desquelles les règles de quantification (cf. Chap. III) peuvent être
appliquées à un système physique. En particulier, nous nous intéresserons essentiel-
lement aux systèmes de particules ponctuelles.

1. Rappel des lois de Newton

1-a. Dynamique d’une particule ponctuelle

La mécanique classique non relativiste est basée sur l’hypothèse qu’il existe
au moins un repère géométrique, dit repère galiléen ou repère d’inertie, dans lequel
est valable la loi suivante :

Loi fondamentale de la dynamique : une particule ponctuelle a, à chaque
instant, une accélération γ proportionnelle à la résultante F des forces qui s’exercent
sur elle :

F = mγ (1)

La constante m est une propriété intrinsèque de la particule, appelée sa masse
inerte.

On montre facilement que, s’il existe un repère galiléen, tous les repères ani-
més par rapport à lui d’un mouvement de translation uniforme sont également des
repères galiléens. On aboutit ainsi au principe de relativité galiléenne : il n’existe
pas de repère absolu ; aucune expérience ne permet de privilégier un repère d’inertie
par rapport aux autres.
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1-b. Systèmes de particules ponctuelles

Si l’on a affaire à un système constitué de n particules ponctuelles, on applique
la loi fondamentale à chacune d’elles 1 :

mir̈i = Fi ; i = 1, 2, ... n (2)

Les forces agissant sur les particules peuvent être classées en deux catégories :
les forces intérieures représentent les interactions entre les particules du système,
les forces extérieures ont leur origine hors du système lui-même. On postule que
les forces intérieures satisfont au principe d’égalité de l’action et de la réaction : la
force exercée par la particule (i) sur la particule (j) est l’opposée de celle qu’exerce
(j) sur (i). Ce principe est vérifié par les forces gravitationnelles (loi de Newton)
et les forces électrostatiques, mais pas par les forces magnétiques (dont l’origine est
relativiste).

Si toutes les forces dérivent d’un potentiel, les équations du mouvement (2)
s’écrivent :

mir̈i = −∇iV (3)

où ∇i désigne le gradient par rapport aux coordonnées ri, et l’énergie potentielle
V est de la forme :

V =
n∑

i=1

Vi(ri) +
∑
i<j

Vij(ri − rj) (4)

(le premier terme de cette expression provient des forces extérieures, le second des
forces intérieures). En coordonnées cartésiennes, le mouvement du système est donc
décrit par les 3n équations différentielles :

miẍi = − ∂V

∂xi

miÿi = −∂V

∂yi

miz̈i = −∂V

∂zi

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
i = 1, 2, ... n (5)

1-c. Théorèmes fondamentaux

Rappelons tout d’abord un certain nombre de définitions. Le centre de masse,
ou centre de gravité, d’un système est le point G de coordonnées :

rG =

n∑
i=1

miri

n∑
i=1

mi

(6)

1. En mécanique, on utilise généralement une notation simplifiée pour les dérivées par rap-

port au temps ; par définition : u̇ =
du
dt

, ü =
d2u

dt2
, etc.
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L’énergie cinétique totale du système vaut :

T =
n∑

i=1

1
2

miṙ2
i (7)

où ṙi est la vitesse de la particule (i). Le moment cinétique par rapport à l’origine
est le vecteur :

LLL =
n∑

i=1

ri × miṙi (8)

On démontre alors aisément les théorèmes suivants :

(i) Le centre de masse d’un système se déplace comme le ferait une particule
ponctuelle dont la masse serait la masse totale du système et sur laquelle agirait la
résultante de toutes les forces intervenant dans le système :[

n∑
i=1

mi

]
r̈G =

n∑
i=1

Fi (9)

(ii) La dérivée par rapport au temps du moment cinétique pris en un point
fixe est égale au moment des forces par rapport à ce point :

d
dt

LLL =
n∑

i=1

ri × Fi (10)

(iii) La variation de l’énergie cinétique entre deux instants t1 et t2 est égale
au travail fourni par l’ensemble des forces au cours du mouvement entre ces deux
instants :

T (t2) − T (t1) =
∫ t2

t1

n∑
i=1

Fi · ṙidt (11)

Si les forces intérieures satisfont au principe d’égalité de l’action et de la
réaction, et si elles sont dirigées suivant les droites joignant les particules qui inter-
agissent, leur contribution à la résultante [équation (9)] et au moment par rapport
à l’origine [équation (10)] est nulle. Si de plus le système considéré est isolé (c’est-
à-dire s’il n’est soumis à aucune force extérieure), le moment cinétique total LLL est
constant et le centre de masse est animé d’un mouvement rectiligne uniforme, ce
qui signifie que la quantité de mouvement totale :

n∑
i=1

miṙi (12)

est également une constante du mouvement.
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2. Fonction de Lagrange et équations de Lagrange

Considérons un système de n particules dans lequel les forces dérivent d’une
énergie potentielle [cf. formule (4)], que nous noterons simplement V (ri). La fonc-
tion de Lagrange, généralement appelée lagrangien, de ce système est la fonction
des 6n variables {xi, yi, zi; ẋi, ẏi, żi ; i = 1, 2, ..., n} donnée par :

L(ri, ṙi) = T − V

=
1
2

n∑
i=1

miṙ2
i − V (ri) (13)

On vérifie immédiatement que les équations du mouvement écrites en (5) sont iden-
tiques aux équations de Lagrange :

d
dt

∂L
∂ẋi

− ∂L
∂xi

= 0

d
dt

∂L
∂ẏi

− ∂L
∂yi

= 0 (14)

d
dt

∂L
∂żi

− ∂L
∂zi

= 0

Une caractéristique très intéressante des équations de Lagrange est qu’elles
gardent la même forme quel que soit le type des coordonnées utilisées (cartésiennes
ou non). De plus, elles s’appliquent à des systèmes plus généraux que les ensembles
de particules. De nombreux systèmes physiques (par exemple constitués de un ou
plusieurs corps solides) peuvent être décrits à un instant donné par un ensemble de
N paramètres indépendants qi(i = 1, 2, ..., N), appelés coordonnées généralisées :
la connaissance des qi permet de calculer la position dans l’espace d’un point quel-
conque du système ; le mouvement de ce système est donc caractérisé par la donnée
des N fonctions du temps qi(t). Les dérivées par rapport au temps q̇i(t) sont dites
vitesses généralisées. ’état du système à un instant donné t0 est donc défini par
l’ensemble des qi(t0) et q̇i(t0). Si les forces agissant sur le système dérivent d’une
énergie potentielle V (q1, q2, ..., qN ), le lagrangien L(q1, q2, ..., qN ; q̇1, q̇2, ..., q̇N ) est
encore la différence entre l’énergie cinétique totale T et l’énergie potentielle V . On
peut montrer que les équations du mouvement s’écrivent toujours, quelles que soient
les coordonnées qi choisies :

d
dt

∂L
∂q̇i

− ∂L
∂qi

= 0 (15)

où
d
dt

désigne la dérivée totale par rapport au temps :

d
dt

=
∂

∂t
+

N∑
i=1

q̇i
∂

∂qi
+

N∑
i=1

q̈i
∂

∂q̇i
(16)

Il n’est d’ailleurs pas vraiment nécessaire que les forces dérivent d’un potentiel pour
que l’on puisse définir un lagrangien et utiliser les équations de Lagrange (nous
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en verrons un exemple au § 4-b). Dans le cas général, le lagrangien est fonction
des coordonnées qi et des vitesses q̇i, et peut également dépendre explicitement du
temps 2 ; nous l’écrirons donc :

L(qi, q̇i; t) (17)

Les équations de Lagrange sont importantes à plus d’un titre en mécanique
classique : d’une part, comme nous venons de l’indiquer, elles ont la même forme
quelle que soit la paramétrisation utilisée ; d’autre part, elles sont plus commodes
que les équations de Newton dès que le système est d’une certaine complexité ; enfin,
elles présentent un intérêt théorique considérable, puisqu’elles sont à la base du
formalisme hamiltonien (cf. § 3) et qu’on peut les déduire d’un principe variationnel
(§ 5). Les deux premiers points sont secondaires en ce qui concerne la mécanique
quantique, qui étudie presque exclusivement des systèmes de particules et dont les
règles de quantification sont énoncées en coordonnées cartésiennes (cf. Chap. III,
§ B-5) ; mais le dernier est fondamental, car c’est le formalisme hamiltonien qui
constitue le point de départ pour la quantification des systèmes physiques.

3. Fonction de Hamilton et équations canoniques

Pour un système physique décrit par N coordonnées généralisées, les équa-
tions de Lagrange (15) constituent un système de N équations différentielles cou-
plées du second ordre, à N fonctions inconnues : les qi(t). Nous allons voir qu’on
peut le remplacer par un système de 2N équations du premier ordre à 2N fonctions
inconnues.

3-a. Moments conjugués des coordonnées

On définit le moment conjugué pi de la coordonnée généralisée qi par la
formule :

pi =
∂L
∂q̇i

(18)

pi est aussi appelé impulsion généralisée. Dans le cas d’un système de particules où
les forces dérivent d’une énergie potentielle, les moments conjugués des variables de
position ri(x1, yi, zi) sont simplement [formule (13)] les quantités de mouvement :

pi = mi ṙi (19)

Nous verrons cependant au § 4-b-γ qu’il n’en est plus ainsi en présence d’un champ
magnétique.

2. Le lagrangien n’est pas unique, en ce sens que deux fonctions L(qi, q̇i; t) et L′(qi, q̇i; t)
peuvent conduire, par l’intermédiaire de (15), aux mêmes équations du mouvement. C’est en
particulier le cas si L et L′ diffèrent par la dérivée totale par rapport au temps d’une fonction
F (qi; t) des qi et du temps :

L′ − L =
d
dt
F (qi, t) ≡ ∂F

∂t
+
∑

i

q̇i
∂F

∂qi
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Au lieu de définir l’état du système à un instant t donné par les N coordonnées
qi(t) et les N vitesses q̇i(t), nous le caractériserons dorénavant par les 2N variables :

{qi(t), pi(t); i = 1, 2, ..., N} (20)

Ceci revient à supposer qu’à partir de la donnée des 2N paramètres qi(t) et pi(t),
on peut déterminer de manière unique les q̇i(t).

3-b. Equations canoniques de Hamilton-Jacobi

La fonction de Hamilton, ou hamiltonien, du système est par définition :

H =
N∑

i=1

piq̇i − L (21)

Conformément à la convention (20), on élimine les q̇i et l’on considère l’hamiltonien
comme une fonction des coordonnées et de leurs moments conjugués ; comme L, H
peut éventuellement dépendre explicitement du temps :

H(qi, pi; t) (22)

La différentielle totale de la fonction H :

dH =
∑

i

∂H
∂qi

dqi +
∑

i

∂H
∂pi

dpi +
∂H
∂t

dt (23)

vaut, compte tenu des définitions (21) et (18) :

dH =
∑

i

[pi dq̇i + q̇i dpi] −
∑

i

∂L
∂qi

dqi −
∑

i

∂L
∂q̇i

dq̇i − ∂L
∂t

dt

=
∑

i

q̇i dpi −
∑

i

∂L
∂qi

dqi − ∂L
∂t

dt (24)

En identifiant les expressions (23) et (24), on voit que le passage des variables
{qi, q̇i} aux variables {qi, pi} entraîne :

∂H
∂qi

= − ∂L
∂qi

(25a)

∂H
∂pi

= q̇i (25b)

∂H
∂t

= −∂L
∂t

(25c)

D’autre part, en utilisant (18) et (25a), on peut écrire les équations de Lagrange
(15) sous la forme :

d
dt

pi = −∂H
∂qi

(26)
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En regroupant (25b) et (26), on obtient les équations du mouvement :

dqi

dt
=

∂H
∂pi

dpi

dt
= −∂H

∂qi

(27)

qui sont appelées équations canoniques de Hamilton-Jacobi. Comme nous l’avions
annoncé, (27) est un système de 2N équations différentielles du premier ordre à 2N
fonctions inconnues, les qi(t) et pi(t).

Pour un système de n particules dont l’énergie potentielle est V (ri), on a
d’après (13) :

H =
n∑

i=1

pi · ṙi − L

=
n∑

i=1

pi · ṙi − 1
2

n∑
i=1

miṙ2
i + V (ri) (28)

Pour exprimer l’hamiltonien en fonction des variables ri et pi, on utilise (19), ce
qui donne finalement :

H(ri, pi) =
n∑

i=1

p2
i

2mi
+ V (ri) (29)

On note que l’hamiltonien est alors constamment égal à l’énergie totale du système.
Les équations canoniques :

dri

dt
=

pi

mi

dpi

dt
= −∇iV (30)

sont équivalentes aux équations de Newton (3).

4. Exemples d’application du formalisme hamiltonien

4-a. Particule soumise à un potentiel central

Considérons un système constitué d’une particule unique de masse m dont
l’énergie potentielle V (r) ne dépend que de sa distance à l’origine des axes. En
coordonnées polaires (r, θ, ϕ) les composantes de la vitesse de la particule sur les
axes locaux (Fig. 1) sont :

vr = ṙ

vθ = r θ̇ (31)

vϕ = r sin θ ϕ̇
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Figure 1 – Vecteurs unitaires er, eθ, eϕ,
des axes locaux associés au point M , ce
dernier étant repéré par ses coordonnées
sphériques r, θ, ϕ.

de sorte que le lagrangien (13) s’écrit :

L(r, θ, ϕ; ṙ, θ̇, ϕ̇) =
1
2

m
[
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θ ϕ̇2]− V (r) (32)

On peut alors calculer les moments conjugués des trois variables r, θ, ϕ :

pr =
∂L
∂ṙ

= mṙ (33a)

pθ =
∂L
∂θ̇

= mr2 θ̇ (33b)

pϕ =
∂L
∂ϕ̇

= mr2 sin2 θ ϕ̇ (33c)

Pour obtenir l’hamiltonien de la particule, il suffit d’utiliser la définition générale
(21), ce qui revient à ajouter à V (r) l’énergie cinétique exprimée en fonction de
r, θ, ϕ et pr, pθ, pϕ ; on trouve facilement :

H(r, θ, ϕ; pr , pθ, pϕ) =
p2

r

2m
+

1
2mr2

(
p2

θ +
p2

ϕ

sin2 θ

)
+ V (r) (34)

1554



LAGRANGIEN ET HAMILTONIEN EN MÉCANIQUE CLASSIQUE

Le système d’équations canoniques [formules (27)] s’écrit ici :

dr

dt
=

∂H
∂pr

=
pr

m
(35a)

dθ

dt
=

∂H
∂pθ

=
pθ

mr2 (35b)

dϕ

dt
=

∂H
∂pϕ

=
pϕ

mr2 sin2 θ
(35c)

dpr

dt
= −∂H

∂r
=

1
mr3

(
p2

θ +
p2

ϕ

sin2 θ

)
− ∂V

∂r
(35d)

dpθ

dt
= −∂H

∂θ
=

p2
ϕ cos θ

mr2 sin3 θ
(35e)

dpϕ

dt
= −∂H

∂ϕ
= 0 (35f)

Les trois premières de ces équations coïncident simplement avec les relations (33) ;
les trois dernières sont véritablement les équations du mouvement.

Considérons maintenant le moment cinétique de la particule par rapport à
l’origine :

LLL = r × m v (36)

Ses composantes locales se calculent aisément à partir de (31) :

Lr = 0

Lθ = −mr vϕ = −mr2 sin θ ϕ̇ = − pϕ

sin θ

Lϕ = mr vθ = mr2 θ̇ = pθ (37)

de sorte que :

LLL
2 = p2

θ +
p2

ϕ

sin2 θ
(38)

On sait d’après le théorème du moment cinétique [formule (10)] que LLL est ici un
vecteur constant au cours du temps, puisque la force dérivant du potentiel V (r) est
centrale, c’est-à-dire colinéaire 3 à chaque instant au vecteur r.

En comparant (34) et (38), on s’aperçoit que l’hamiltonien H ne dépend des
variables angulaires et de leurs moments conjugués que par l’intermédiaire de LLL 2 :

H(r, θ, ϕ; pr, pθ, pϕ) =
p2

r

2m
+

1
2mr2 LLL

2 (θ, pθ, pϕ) + V (r) (39)

Supposons alors que le moment cinétique initial de la particule soit LLL 0. Le moment
cinétique restant constant, l’hamiltonien (39) et l’équation du mouvement (35d)

3. Ce point peut être retrouvé à partir de (35e) et (35f) en calculant les dérivées par rapport
au temps des composantes de L sur les axes fixes Ox, Oy, Oz.
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sont les mêmes que si l’on avait affaire à une particule de masse m, évoluant à une
dimension dans le potentiel effectif :

Veff(r) = V (r) +
LLL 2

0

2mr2 (40)

4-b. Particule chargée plongée dans un champ électromagnétique

Considérons maintenant une particule de masse m et de charge q soumise à
l’action d’un champ électromagnétique caractérisé par les vecteurs champ électrique
E(r, t) et champ magnétique B(r, t).

α. Description du champ électromagnétique. Jauges

E(r, t) et B(r, t) satisfont aux équations de Maxwell :

∇ · E =
ρ

ε0
(41a)

∇ × E = −∂B
∂t

(41b)

∇ · B = 0 (41c)

∇ × B = μ0 j + ε0μ0
∂E
∂t

(41d)

où ρ(r, t) et j(r, t) sont la densité volumique de charge et la densité de courant qui
produisent le champ électromagnétique. On peut décrire les champs E et B par un
potentiel scalaire U(r, t) et un potentiel vecteur A(r, t). En effet, l’équation (41c)
implique qu’il existe un champ de vecteurs A(r, t) tel que :

B = ∇ × A(r, t) (42)

(41b) s’écrit alors :

∇ ×
[
E +

∂A
∂t

]
= 0 (43)

Il existe par conséquent une fonction scalaire U(r, t) telle que :

E +
∂A
∂t

= −∇U(r, t) (44)

L’ensemble des deux potentiels A(r, t) et U(r, t) constitue ce que l’on appelle une
jauge décrivant le champ électromagnétique. Les champs électrique et magnétique
se calculent à partir de la jauge {A, U} par les formules :

B(r, t) = ∇ × A(r, t) (45a)

E(r, t) = −∇U(r, t) − ∂

∂t
A(r, t) (45b)

Un champ électromagnétique déterminé, c’est-à-dire un couple de deux champs
E(r, t) et B(r, t), peut être décrit par une infinité de jauges, dites pour cette raison
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équivalentes. Si l’on connaît une jauge {A, U} donnant les champs E et B, toutes
les jauges équivalentes {A′, U ′} s’en déduisent par les formules de changement de
jauge :

A′(r, t) = A(r, t) + ∇χ(r, t) (46a)

U ′(r, t) = U(r, t) − ∂

∂t
χ(r, t) (46b)

où χ(r, t) est une fonction scalaire quelconque.
Il est tout d’abord facile de vérifier à partir des relations (46) que :⎧⎨⎩

∇ × A′(r, t) = ∇ × A(r, t)

−∇U ′(r, t) − ∂

∂t
A′(r, t) = −∇U(r, t) − ∂

∂t
A(r, t)

(47)

Toute jauge {A′, U ′} satisfaisant (46) donne donc les mêmes champs électrique et magné-
tique que {A, U}.

Réciproquement, si deux jauges {A, U} et {A′, U ′} sont équivalentes, il existe for-
cément une fonction χ(r, t) permettant de les relier par les formules (46). En effet, comme
par hypothèse :

B(r, t) = ∇ × A(r, t) = ∇ × A′(r, t) (48)

on a :

∇ × (A′ − A) = 0 (49)

Ceci implique que A′ − A est le gradient d’une fonction scalaire :

A′ − A = ∇χ(r, t) (50)

χ(r, t) n’est pour le moment déterminée qu’à une fonction quelconque f(t) de t près.
D’autre part, le fait que les deux jauges soient équivalentes entraîne :

E(r, t) = −∇U(r, t) − ∂

∂t
A(r, t) = −∇U ′(r, t) − ∂

∂t
A′(r, t) (51)

c’est-à-dire :

∇(U ′ − U) +
∂

∂t
(A′ − A) = 0 (52)

D’après (50), on aura donc nécessairement :

∇(U ′ − U) = −∇
∂

∂t
χ(r, t) (53)

Les fonctions U ′ − U et − ∂

∂t
χ(r, t) ne peuvent par suite différer que par une fonction de

t ; on peut alors choisir f(t) pour les rendre égales :

U ′ − U = − ∂

∂t
χ(r, t) (54)

ce qui achève de déterminer la fonction χ(r, t) (à une constante additive près). Deux jauges
équivalentes vérifient donc nécessairement des relations de la forme (46).
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β. Equations du mouvement et fonction de Lagrange

Dans le champ électromagnétique, la particule chargée est soumise à la force
de Lorentz :

F = q [E + v × B] (55)

(v étant la vitesse de la particule à l’instant considéré). La loi de Newton donne
donc les équations du mouvement sous la forme :

mr̈ = q [E(r, t) + ṙ × B(r, t)] (56)

La projection sur Ox de cette équation donne, grâce à (45) :

mẍ = q [Ex + ẏBz − żBy]

= q

[
−∂U

∂x
− ∂Ax

∂t
+ ẏ

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
− ż

(
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)]
(57)

On montre facilement que ces équations peuvent être déduites, par les for-
mules (15), de la fonction de Lagrange :

L(r, ṙ, t) =
1
2

m ṙ2 + q ṙ · A(r, t) − qU(r, t) (58)

Donc, bien que la force de Lorentz ne dérive pas d’une énergie potentielle, le pro-
blème étudié admet un lagrangien.

Vérifions que les équations de Lagrange (15) redonnent bien les équations du mou-
vement (56) à partir du lagrangien (58). Pour cela, nous calculons tout d’abord :

∂L
∂ẋ

= mẋ+ qAx(r, t)

∂L
∂x

= qṙ · ∂

∂x
A(r, t) − q

∂

∂x
U(r, t) (59)

L’équation de Lagrange relative à la coordonnée x s’écrit donc :

d
dt

[mẋ+ qAx(r, t)] − qṙ · ∂

∂x
A(r, t) + q

∂

∂x
U(r, t) = 0 (60)

Il suffit alors d’expliciter cette équation [en tenant compte de la formule (16)] pour retrou-
ver (57) :

mẍ+q

[
∂Ax

∂t
+ ẋ

∂Ax

∂x
+ ẏ

∂Ax

∂y
+ ż

∂Ax

∂z

]
−q
[
ẋ
∂Ax

∂x
+ ẏ

∂Ay

∂x
+ ż

∂Az

∂x

]
+q

∂U

∂x
= 0 (61)

soit :

mẍ = q

[
−∂U

∂x
− ∂Ax

∂t
+ ẏ

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
− ż
(
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)]
(62)
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γ. Impulsion. Fonction de Hamilton

Le lagrangien (58) permet de calculer les moments conjugués des coordonnées
cartésiennes x, y, z de la particule ; par exemple :

px =
∂L
∂ẋ

= mẋ + qAx(r, t) (63)

L’impulsion de la particule, qui est par définition le vecteur dont les trois com-
posantes sont (px, py, pz), ne coïncide plus, comme c’était le cas en (19), avec la
quantité de mouvement m ṙ :

p = mṙ + qA(r, t) (64)

Ecrivons enfin la fonction de Hamilton :

H(r, p; t) = p · ṙ − L

= p · 1
m

(p − qA) − 1
2m

(p − qA)2 − q

m
(p − qA) · A + qU (65)

c’est-à-dire :

H(r, p; t) =
1

2m
[p − qA(r, t)]2 + qU(r, t) (66)

Remarque:

Le formalisme hamiltonien utilise donc les potentiels A et U , et non pas
directement les champs E et B ; il en résulte que la description du mouvement
de la particule dépend de la jauge choisie. On conçoit cependant que, comme
la force de Lorentz s’exprime à partir des champs, les prédictions concernant
le comportement physique de la particule doivent être les mêmes pour deux
jauges équivalentes : on dit que les conséquences physiques du formalisme
hamiltonien sont invariantes de jauge. La notion d’invariance de jauge est
analysée en détail dans le Complément HIII.

5. Principe de moindre action

La mécanique classique peut être basée sur un principe variationnel, le principe de
moindre action. Outre son importance théorique, la notion d’action sert de point de départ
dans la formulation lagrangienne de la mécanique quantique (cf. Complément JIII). C’est
pourquoi nous allons maintenant exposer succinctement le principe de moindre action et
montrer comment il conduit aux équations de Lagrange.

5-a. Représentation géométrique du mouvement d’un système

Considérons tout d’abord une particule assujettie à se déplacer suivant l’axe Ox.
On peut représenter son mouvement en traçant, dans le plan (x, t), la courbe définie par
la loi horaire du mouvement qui donne x(t).

De façon plus générale, supposons que l’on étudie un système matériel décrit par N
coordonnées généralisées qi (s’il s’agit d’un système de n particules évoluant dans l’espace
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à trois dimensions, N = 3n). Il est commode d’interpréter les qi comme les coordonnées
d’un point Q dans un espace euclidien RN à N dimensions ; il y a alors correspondance
biunivoque entre les positions du système et les points de RN . A un mouvement du système
est associé un mouvement du point Q dans RN : ce dernier mouvement est caractérisé par
la fonction vectorielle à N dimensions Q(t) dont les composantes sont les qi(t). Comme
dans le cas simple d’une seule particule se déplaçant à une dimension, on peut représenter
le mouvement du point Q, c’est-à-dire celui du système, par le graphe de Q(t), qui est une
courbe dans un espace-temps à (N + 1) dimensions (l’axe des temps étant rajouté aux N
dimensions de RN ). Cette courbe permet de caractériser le mouvement considéré.

5-b. Enoncé du principe de moindre action

On peut fixer les qi(t) de façon arbitraire, ce qui donne au point Q et au système un
mouvement quelconque. Mais leur évolution réelle est définie par les conditions initiales et
les équations du mouvement. Supposons que l’on sache que, au cours du mouvement réel,
Q se trouve en Q1 à l’instant t1 et en Q2 à un instant ultérieur t2, comme le schématise
la Figure 2 :

Q(t1) = Q1

Q(t2) = Q2 (67)

Il existe a priori une infinité de mouvements possibles qui satisfont aux conditions (67) :
ils sont représentés par toutes les courbes 4, ou chemins d’espace-temps, qui joignent les
points (Q1, t1) et (Q2, t2) (cf. Fig. 2).

Figure 2 – Chemin d’espace-temps associé à un mouvement donné du système ma-
tériel : on porte en abscisses le temps t, en “ordonnées” Q (qui symbolise l’ensemble
des coordonnées généralisées qi).

Considérons un tel chemin d’espace-temps Γ, caractérisé par la fonction vectorielle

4. On exclut bien entendu les courbes qui “reviendraient en arrière”, c’est-à-dire qui donne-
raient deux positions distinctes de Q pour le même instant t.
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Q(t) vérifiant (67). Si :

L(q1, q2, ..., qN ; q̇1, q̇2, ..., q̇N ; t) ≡ L(Q, Q̇; t) (68)

est le lagrangien du système étudié, l’action SΓ correspondant au chemin Γ est par défini-
tion :

SΓ =

∫ t2

t1

dtL
[
QΓ(t), Q̇Γ(t); t

]
(69)

[la fonction à intégrer ne dépend que de t ; elle est obtenue en remplaçant, dans le lagrangien
(68), les qi et q̇i par l’expression en fonction du temps des coordonnées de QΓ(t) et Q̇Γ(t)].

Le principe de moindre action s’énonce alors de la façon suivante : parmi tous
les chemins d’espace-temps joignant (Q1, t1) à (Q2, t2), celui qui est effectivement suivi
(c’est-à- dire celui qui caractérise le mouvement réel du système) est celui dont l’action
est minimale. Autrement dit, lorsqu’on passe du chemin effectivement suivi à un chemin
infiniment voisin, l’action ne varie pas au premier ordre. On notera l’analogie avec d’autres
principes variationnels, tels que le principe de Fermat en optique.

5-c. Les équations de Lagrange comme conséquences du principe de moindre
action

Nous allons montrer pour terminer comment les équations de Lagrange peuvent être
déduites du principe de moindre action.

Supposons que le mouvement réel du système étudié soit caractérisé par les N
fonctions du temps qi(t), c’est-à-dire par le chemin d’espace-temps Γ joignant les points
(Q1, t1) et (Q2, t2). Considérons alors un chemin infiniment voisin Γ′ (Fig. 3) pour lequel
les coordonnées généralisées valent :

q′
i(t) = qi(t) + δqi(t) (70)

où les δqi(t) sont infiniment petits et vérifient les conditions (67), c’est-à-dire :

δqi(t1) = δqi(t2) = 0 (71)

Les vitesses généralisées q̇′
i(t) correspondant à Γ′ s’obtiennent en dérivant les égalités

(70) :

q̇′
i(t) = q̇i(t) +

d
dt
δqi(t) (72)

de sorte que leurs accroissements δq̇i(t) sont simplement :

δq̇i(t) =
d
dt
δqi(t) (73)

Calculons la variation de l’action lorsqu’on passe du chemin Γ au chemin Γ′ :

δS =

∫ t2

t1

dt δL

=

∫ t2

t1

dt

[∑
i

∂L
∂qi

δqi +
∑

i

∂L
∂q̇i

δq̇i

]

=

∫ t2

t1

dt

[∑
i

∂L
∂qi

δqi +
∑

i

∂L
∂q̇i

d
dt
δqi

]
(74)
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Figure 3 – Deux chemins d’espace-temps passant par les points (Q1, t1) et (Q2, t2) :
en traits pleins, le chemin associé au mouvement réel du système ; en traits tiretés,
un autre chemin, infiniment voisin.

d’après (73). Si l’on intègre le deuxième terme par parties, on obtient :

δS =

[∑
i

∂L
∂q̇i

δqi

]t2

t1

+

∫ t2

t1

dt
∑

i

δqi

[
∂L
∂qi

− d
dt
∂L
∂q̇i

]

=

∫ t2

t1

dt
∑

i

δqi

[
∂L
∂qi

− d
dt
∂L
∂q̇i

]
(75)

car le terme tout intégré est nul à cause des conditions (71).
Si Γ est le chemin d’espace-temps effectivement suivi au cours du mouvement réel

du système, l’accroissement δS de l’action est nul d’après le principe de moindre action.
Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que :

d
dt
∂L
∂q̇i

− ∂L
∂qi

= 0 ; i = 1, 2, ..., N (76)

Il est en effet évident que cette condition est suffisante ; elle est également nécessaire car,
s’il existait un intervalle de temps pendant lequel l’expression (76) soit non nulle pour une
valeur donnée k de l’indice i, on pourrait choisir les δqi(t) de manière que l’accroissement
δS correspondant soit différent de zéro (il suffirait par exemple de faire en sorte que le

produit δqk

[
∂L
∂qk

− d
dt
∂L
∂q̇k

]
soit constamment positif ou nul). Par conséquent, le principe

de moindre action est équivalent aux équations de Lagrange.

Références et conseils de lecture :

Voir section (6) de la bibliographie, en particulier Marion (6.4), Goldstein
(6.6), Landau et Lifshitz (6.7).
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Pour une présentation simple de l’utilisation de principes variationnels en
physique, voir Feynman II (7.2), Chap. 19.

Pour le formalisme lagrangien appliqué à un champ classique, voir Bogoliubov
et Chirkov (2.15), Chap. I.
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1024
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Coulomb (intégrale de). . . . . . . . . .1204
Coulomb (jauge de) . . . . . . . . . . . . . 2001
Coulombien (potentiel) . . . . . . . . . . . 987
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2027
Critique (vitesse) . . . . . . . . . . . . . . . 1694

D
Darwin (terme de) . . . . . . . . 1245, 1292
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puits et barrières en fonction delta
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99, 108, 284
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Dérivation d’un opérateur . . . . . . . . 171
Désintégration (état discret) . . . . 1391
Détecteur (photons). . . . . . . . . . . . .2211
Détection non destructive d’un photon

2205
Déterminant de Slater. . . . .1455, 1703
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d’une matrice 2 × 2 . . . . . . . . 433
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d’impulsion. . . . . . . . . . . . . . . . .2069
d’ombre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 981
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980
Dipolaire (hamiltonien) . . . . . . . . . 2048
Dipolaire électrique

approximation . . . . . . . . 1354, 1356
moment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1088
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873, 1357
Dipolaire magnétique
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1092, 1105, 1360
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Durée de vie radiative . . . . . . . . . . .2124

E
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Equilibre thermique (gaz parfait)1643
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dans un potentiel central . . . . 810
dans un potentiel périodique .379
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