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Préface

L’enseignement des outils mathématiques nécessaires en physique est une
tache difficile. Bien qu’il existe de nombreux cours de mathématiques pour
physiciens, dont certains sous la plume d’auteurs célébres, ceux-ci ne sus-
citent en général pas 'enthousiasme des étudiants. Certains rechignent en
effet & s’imposer le minimum de rigueur mathématique nécessaire, alors que
les autres, n’ayant peut-étre pas su choisir une voie la plus conforme & leurs
gotits, souhaitent un enseignement toujours plus formel. Comme dans beau-
coup d’autres sujets «a Uinterface », il n’est donc pas rare que ’on aboutisse
a un résultat qui n’intéresse aucune des deux parties en présence. Ce livre a
le grand mérite d’éviter cet écueil en présentant divers outils mathématiques
dans le contexte des problémes de physique, qui bien souvent, en ont motivé
Iinvention. Ainsi, par exemple, les fonctions analytiques ne sont pas abor-
dées comme une construction mathématique abstraite, isolée de tout autre
contexte et dont on découvrirait dans un second temps les nombreuses ap-
plications potentielles. Au contraire, elles apparaissent naturellement comme
motivées par le probléme de la réponse linéaire, permettant de trouver des
relations sur les susceptibilités d’un systéme physique et d’appréhender les
conséquences des relations de causalité. Les fonctions de Green ou la mé-
thode du col sont présentées en insistant sur la diversité de leurs applications,
en soulignant ainsi les relations entre divers domaines de la physique, souvent
présentés de facon isolée. Cette approche permet de dégager les concepts com-
muns & ces différents domaines ainsi que les mécanismes généraux essentiels.
J’ai eu l'occasion d’assister au développement initial de ce cours dans le cadre
du DEA «Physique statistique et phénomeénes non linéaires de ’ENS Lyon ».
J’ai pu alors constater son succés, qui a largement dépassé le cadre du DEA
en attirant de nombreux étudiants des maitrises de mathématiques et de phy-
sique ainsi qu’une bonne partie des chercheurs du laboratoire de physique. Je
souhaite & ce livre un succés comparable.

Stephan FAUVE
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Avant-propos

Pendant ’hiver 1994-1995, Stephan FAUVE, alors responsable du DEA de
Physique Statistique et Phénoménes Non-Linéaires de 'Ecole Normale Su-
périeure de Lyon, proposa a l'un d’entre nous (A.A.) de faire un cours sur
des outils mathématiques particuliérement utiles aux physiciens, comme les
relations de Kramers-Kronig ou les fonctions de Green. Cette suggestion par-
tait du constat, encore d’actualité a ’heure ol nous écrivons ces lignes, que
ces notions sont souvent voilées de mystére. Introduites de maniére ponc-
tuelle, chaque fois qu’elles interviennent dans un domaine particulier, elles
apparaissent comme trop abstraites ou absconses, et donc hors de portée
parce qu’elles feraient appel a des connaissances mathématiques trop poin-
tues. Un des objectifs essentiels du cours qui débuta & la rentrée 1995 fut
donc en quelque sorte de démythifier les méthodes correspondantes, en mon-
trant qu’elles reposent sur des outils simples comme ’analyse dans le plan
complexe. De plus, il s’agissait de privilégier les arguments et autres inter-
prétations physiques, sans pour autant perdre la rigueur mathématique indis-
pensable. Ce cours a été successivement repris par les deux autres auteurs de
cet ouvrage (P.P. puis M.M.), d’abord en tant que cours de DEA, puis comme
cours de premiére année de Master de physique. Ainsi, tout en conservant
Pesprit original, le contenu du cours a été enrichi de nouvelles méthodes de
résolution ainsi que d’autres applications, tandis que sa présentation a été
adaptée & des étudiants de premiére année de Master.

L’ouvrage réalisé reprend la démarche des cours successivement donnés
par chacun d’entre nous, en incorporant des aspects pédagogiques motivés
par les réactions et les difficultés des étudiants. Il consiste en un exposé gé-
néral des méthodes suivi d’exemples choisis parmi différents domaines de la
physique. Le niveau requis correspond a la Licence de physique. Plus pré-
cisément, le lecteur est supposé étre familier avec les piliers de la physique
classique que sont la mécanique, I’électromagnétisme et la thermodynamique.
Pour certains exemples, une connaissance limitée de concepts élémentaires de
mécanique quantique ou de physique statistique est nécessaire. Lorsque les
applications pourraient faire appel a des notions d’un niveau supérieur, nous
avons opté pour des présentations trés simples, accessibles directement sans
avoir recours & des ouvrages spécialisés. Les digressions ou prolongements vers
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des problémes plus complexes sont détachés du texte principal sous la forme
de brefs commentaires. Une collection d’exercices, suivis de quelques éléments
de solution, et un ensemble d’annexes complétent le corps principal du livre.
Les annexes décrivent essentiellement certains compléments mathématiques,
que le lecteur peut ainsi appréhender sans se perdre dans la littérature.

Le public concerné par ce livre comprend naturellement les étudiants en
physique ou ingénierie, qu’ils soient en Master ou en Doctorat. Le caractére
transversal de la présentation devrait les conduire a se détacher des parti-
cularités propres a chaque domaine pour identifier des propriétés essentielles
communes. Passer d’'un domaine & un autre, comme de la mécanique quan-
tique & I’électromagnétisme par exemple, devrait les aider dans la synthése
de connaissances souvent éparpillées. L’ouvrage est également congu comme
un manuel, dont une lecture plus ponctuelle, en relation avec un probléme
concret, est possible. Dans ce but, les diverses situations physiques traitées
sont répertoriées dans 'index. Ainsi, il devrait aussi étre utile aux chercheurs,
enseignants et ingénieurs.

Soulignons que 'approche et le style de ce livre le démarquent des ouvrages
habituels de mathématiques pour la physique. Ici, il n’est point nécessaire de
se mettre dans la peau d’un mathématicien, d’adopter sa tournure d’esprit et
de maitriser son langage... Pour I’ensemble des lecteurs concernés, 'appren-
tissage des méthodes devrait ainsi étre plus efficace, notamment & travers les
nombreuses applications traitées en détail. Nous espérons que ce livre contri-
buera & diffuser ces méthodes trés utiles et simples d’emploi lorsqu’elles sont
bien comprises.

L’idée d’écrire ce livre nous vint dans le courant de 'année 2002. Congu
au départ comme une simple transcription de nos notes de cours, le projet fut
progressivement enrichi de nouveaux exemples et exercices. Il fut aussi l'occa-
sion de discussions animées, chacun de nous trois ayant a coeur la réalisation
d’un ouvrage le plus pédagogique possible. Il peut paraitre difficile, voire frus-
trant, pour un chercheur ou un enseignant-chercheur de consacrer son temps
a Décriture d’un ouvrage didactique dont les résultats ne sont pas vraiment
originaux. Cette contribution a la diffusion d’un savoir d’intérét tout a fait
actuel nous apporte finalement autant de plaisir qu'une découverte, bien que
les méthodes exposées soient au demeurant fort anciennes!

Nous remercions Stephan FAUVE qui, aprés avoir été en quelque sorte a
I'origine de cet ouvrage, nous a fait le plaisir et I’honneur d’en écrire la préface.
Nous sommes reconnaissants a Frangois DELDUC pour sa disponibilité, sa
sagacité et ses suggestions, qui nous ont été utiles & maintes reprises. Merci
aussi & Emmanuel LEVEQUE, qui a eu la gentillesse de réaliser l'illustration de
la page de couverture. Merci enfin au rapporteur anonyme pour ses suggestions
et ses critiques, ainsi qu’a Michéle LEDUC et Michel LE BELLAC pour leur
confiance.

Lyon, Potsdam, Toulouse
Avril 2008



Introduction

Le but de ce livre est de présenter quelques méthodes générales pour ré-
soudre des problémes physiques variés. Les méthodes choisies relévent de I'ex-
ploitation des propriétés analytiques des susceptibilités en réponse linéaire, de
I'application des fonctions de Green & la résolution d’équations aux dérivées
partielles, et de la méthode du col pour 'estimation d’intégrales de tout type.

Comme illustré par la diversité des exemples traités, ces méthodes s’ap-
pliquent avec succés & de nombreux problémes d’électromagnétisme, de mé-
canique classique ou quantique, de physique statistique ou de théorie des
champs, etc. En fait, dresser un inventaire des applications reviendrait & énu-
mérer presque tous les domaines. Ce large éventail d’applications possibles a
inspiré une présentation transversale de ces méthodes, dans un cadre général
qui ne soit pas spécifique & une branche ou un domaine particulier. Ce point
de vue unificateur détermine la structure de chaque chapitre : la premiére
partie est consacrée a ’exposé de propriétés générales qui mettent en lumiére
le caractére universel de certains mécanismes; des exemples variés sont pré-
sentés dans la deuxiéme partie; ces exemples enrichissent la compréhension
des mécanismes généraux en suggérant des connexions entre problémes diffé-
rents ; bien entendu, ils présentent également un intérét et une motivation qui
leur sont propres. Les exercices proposés en troisiéme partie, et pour lesquels
nous donnons des indications de solutions, complétent chaque chapitre. La
présentation adoptée ici donne la préférence aux arguments et aux exemples
physiques, sans masquer pour autant les difficultés et les subtilités mathéma-
tiques.

Au-dela de leur intérét pour la résolution de problémes concrets, ces mé-
thodes présentent des caractéristiques remarquables qui sont discutées en dé-
tail dans chaque chapitre. Nous présentons ici quelques-unes d’entre elles, qui
nous semblent particuliérement importantes. Les propriétés analytiques des
susceptibilités sont peu dépendantes de la complexité plus ou moins grande
de la dynamique intrinséque du systéme considéré. Par exemple, un poéle
dans 'admittance d’un circuit RLC est en quelque sorte identique & un pole
dans la constante diélectrique d’un milieu matériel. Cette structure analytique
commune ouvre la voie & des modélisations simples.
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Les singularités de la susceptibilité d’un systéme soumis a un faible forgage
monochromatique s’identifient aux modes propres du systéme. Leur amortisse-
ment est contrdlé par des mécanismes dissipatifs. Cette présence de dissipation
implique que le forcage doit fournir de I’énergie pour entretenir des oscilla-
tions. Dans certains systémes, la dissipation est explicitement introduite dans
les équations du mouvement, comme la viscosité en hydrodynamique. Dans les
systémes conservatifs a I’équilibre thermodynamique, elle est induite par des
mécanismes subtils. Néanmoins, dans tous les cas, sa signature analytique est
identique ! Soulignons qu’en I'absence de dissipation, une absorption d’énergie
est également possible via des effets résonants.

En vertu de la linéarité des équations aux dérivées partielles considérées,
les fonctions de Green statiques et dynamiques constituent les briques élémen-
taires qui permettent de construire la solution générale par superposition. Les
fonctions de Green causales présentent aussi un double caractére. D’une part,
elles peuvent étre interprétées comme des fonctions de réponse. D’autre part,
elles décrivent la diffusion et/ou la propagation de certaines quantités phy-
siques.

Pour définir univoquement la solution d’une équation aux dérivées par-
tielles, il est essentiel d’imposer des conditions aux limites sur la quantité
recherchée. Il faut garder & l'esprit que des conditions aux limites voisines
peuvent conduire & des solutions extrémement différentes. De plus, ces condi-
tions aux limites doivent étre ajustées de sorte a incorporer les caractéristiques
physiques du probléme considéré. Par exemple, dans un probléme de diffusion
dans une boite, I’évolution de la densité de particules dépend de maniére cru-
ciale de la nature réfléchissante ou absorbante des parois, qui se traduit par
des conditions de bord distinctes.

Les propriétés de symétrie jouent un role important dans la résolution des
équations aux dérivées partielles. Soulignons que ces propriétés doivent étre
analysées en examinant & la fois 'opérateur en jeu, la forme des frontiéres et
la nature des conditions aux limites.

Les fonctions de Green associées aux résolvantes sont extrémement utiles.
Elles permettent d’analyser les propriétés spectrales des opérateurs concer-
nés, et elles apparaissent comme les ingrédients naturels des développements
perturbatifs. De plus, elles sont reliées simplement & des fonctions de Green
dynamiques, ce qui facilite la détermination de ces derniéres.

Enfin, la méthode du col est d’une trés grande importance pratique de
par ses innombrables applications. Elle embrasse une large panoplie de si-
gnifications physiques suivant les domaines considérés. Par exemple, elle
conduit & la théorie champ moyen de Landau de la transition paramagnétique-
ferromagnétique, tout comme a I’approximation semi-classique en mécanique
quantique, en passant par I'extensivité de I’énergie libre d’un gaz idéal via la
formule de Stirling!



Chapitre 1

Réponse linéaire et analyticité

Quel que soit le domaine, mécanique classique ou mécanique quan-
tique, électromagnétisme, hydrodynamique, thermodynamique, physique sta-
tistique, etc., un physicien est souvent conduit & déterminer la réponse d’un
systéme & une faible perturbation extérieure. Il peut s’agir, par exemple, du
courant induit dans un circuit par application d’une tension alternative, ou
de la polarisation d’un atome soumis & un champ électrique variable, ou bien
encore du débit de fluide dans un capillaire forcé par un gradient de pression.
Bien que ces systémes relévent de différents domaines de la physique, la ré-
ponse recherchée doit obéir & des principes simples et fondamentaux, et donc
communs & tous ces problémes. Ainsi, dans tous les cas étudiés, la réponse
doit satisfaire au principe de causalité, qui impose que la perturbation ap-
pliquée a un temps donné n’agisse sur I’état du systéme que pour des temps
postérieurs. Par ailleurs, si la perturbation est suffisamment faible, la réponse
du systéme peut, en général, étre supposée linéaire en la perturbation.

Dans ce chapitre, il est montré comment quelques principes simples per-
mettent d’établir des résultats généraux sur la forme et les propriétés de la
réponse linéaire. Cette approche présente deux atouts majeurs. Le premier,
déja évoqué, tient justement au caractére générique des propriétés obtenues,
indépendamment de la nature précise et de la complexité du systéme consi-
déré. Cet aspect universel est illustré par 'étude détaillée de plusieurs sys-
témes soumis a des excitations oscillant dans le temps & une fréquence donnée.
Le second atout majeur de cette approche peut paraitre a priori surprenant :
en effet, bien que les principes permettant d’établir les propriétés générales
de la réponse linéaire soient simples, leurs conséquences ne sont pas pour au-
tant mineures et sont méme parfois retentissantes! Il est judicieux a cet égard
de dévoiler dés a présent l'origine du titre de ce chapitre en justifiant ces
propos par un exemple. Une des propriétés essentielles de la réponse linéaire
tient a I'analyticité d’une quantité physique centrale, la susceptibilité, qui est
congue comme une fonction de la fréquence de l'excitation. Sans entrer dans
les détails, indiquons simplement que la susceptibilité vérifie des relations
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importantes, caractéristiques de certaines fonctions analytiques et dites de
Kramers-Kronig. Ces relations ont une portée inattendue. Par exemple, elles
impliquent un résultat standard d’électromagnétisme, & savoir que dans n’im-
porte quel milieu dispersif, la vitesse de propagation d’ondes électromagné-
tiques est inférieure a la vitesse de la lumiére dans le vide.

Dans la premiére partie de ce chapitre, les propriétés générales de la ré-
ponse & une faible excitation sont établies & partir du triptyque causalité-
linéarité-stationnarité. Ces propriétés générales sont ensuite explicitées a tra-
vers différents exemples. L’intérét spécifique de chaque exemple tient a 'utili-
sation concréte d’une ou plusieurs propriétés, tant pour la compréhension des
mécanismes en jeu que pour leur description phénoménologique. De plus, ces
exemples sont choisis dans différents domaines de la physique (électronique,
mécanique quantique, électromagnétisme, mécanique des fluides, physique sta-
tistique et enfin physique des plasmas) afin de mettre en lumiére la puissance
des méthodes, ainsi que leur caractére unificateur, source d’analogies nom-
breuses et fécondes. Naturellement, chaque exemple présente également un
intérét propre.

Les exemples sont présentés suivant un ordre croissant de difficulté résul-
tant d’une dynamique interne des sytémes de plus en plus complexe. Ainsi, le
premier exemple concerne un systéme classique a petit nombre de degrés de
liberté : c’est un circuit RLC qui posséde en plus une dynamique intrinséque
linéaire, de type oscillateur harmonique. Ensuite, nous passons a 1’étude de
systémes continus, qui ont donc un nombre infini de degrés de liberté. Nous
commengons avec I’exemple d’un diélectrique qui illustre 'application des pro-
priétés d’analyticité a des modélisations phénoménologiques. L’exemple sui-
vant est un écoulement oscillant dans un capillaire forcé par une variation
de pression. Nous abordons enfin ’étude de la réponse linéaire de systémes
avec un grand nombre de degrés de liberté et a ’équilibre thermodynamique,
cette problématique de mécanique statistique constituant un domaine en soi !
Un premier exemple est I’étude d’'un plasma soumis a une onde de densité
de charge dans une approche de type champ moyen a la Vlasov. A titre de
derniére application, nous présentons différentes démonstrations des formules
de Kubo classique et quantique, relatives & la conductivité électrique. No-
tons enfin qu’'un dernier exemple dévolu a ’atome d’hydrogéne soumis a un
champ électrique variable est présenté dans le chapitre 3, cet exemple consti-
tuant également une application des développements perturbatifs en termes
de fonctions de Green.
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1.1 Propriétés générales

1.1.1 Position du probléme

Considérons un systéme général ayant un nombre quelconque de degrés
de liberté, et dont la description reléve de n’importe quel domaine de la phy-
sique. Ce systéme est initialement dans un état stationnaire & et les quantités
physiques relatives a cet état sont donc indépendantes du temps. Imaginons
maintenant que ce systéme soit soumis a une faible perturbation homogéne
mais dépendant du temps, F(t), avec les conditions initiales suivantes :

(-3¢}

Examinons alors une certaine quantité physique ou observable A. Ici, il s’agit
de déterminer la forme de la réponse du systéme a la perturbation, c’est-a-
dire la relation entre A(t) et F'(¢'). Pour fixer les idées, & peut correspondre
par exemple a un oscillateur mécanique au repos, F' & une force et A au
déplacement de cet oscillateur par rapport & sa position d’équilibre.

Forme générale de la réponse

Comme il est toujours possible d’effectuer sur la quantité physique A
étudiée un décalage de sa valeur d’équilibre A(&p), nous poserons désor-
mais A(Ey) = 0 sans perte de généralité. La réponse du systéme a la per-
turbation doit obéir a des principes physiques simples et c’est pour cette
raison qu’elle posséde des propriétés communes a de nombreuses situations.
Etudions ces propriétés successivement :

Linéarité. Méme pour des systémes dont les équations du mouvement sont
non-linéaires, comme la perturbation est faible, il est naturel de supposer que
la réponse A(t) est linéaire en F'(t'), c’est-a-dire que

A(t) = /+(><> dt’ Ko(t,t') F(t'). (1.1)

—00

Ceci revient a ne conserver que le premier terme d’un développement de Taylor
en puissances de I’ pour la fonctionnelle Ajpy(t),

too L 0AR(t)

p— — ! ..
A[F](t)_AOjL/foo dt SF () F:OF(t)+

avec Ag = Ajp—q) = A(&) = 0 par hypothése et donc Ko(t,t') = 5(?1;—?{,(;) Y

K, est appelée dérivée fonctionnelle! de A{p) prise en F' = 0.

1. Le lecteur intéressé peut consulter ’annexe H ou sont rappelées la définition et les
propriétés de la dérivée fonctionnelle. Toutefois, cette notion n’est pas utilisée dans ce
chapitre.
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En fait, soulignons que deux hypothéses fondamentales doivent étre né-
cessairement vérifées afin que le développement précédent soit légitime. Tout
d’abord, il faut que I'état &) soit un état stable : faiblement écarté de cet
état, le systéme doit en rester proche dans son évolution ultérieure. Ceci ex-
clut bien siir des états stationnaires instables, comme par exemple, celui d’un
pendule pesant avec centre de gravité au-dessus du point d’attache. Ensuite,
la différentiabilité de A[z) implique une dépendance suffisamment réguliére
en F' de la fonctionnelle A. A contrario, la non-différentiabilité est la signa-
ture de comportements singuliers, comme ceux a ’ceuvre au point critique
d’une transition de phase en thermodynamique™.

% .
Un autre point important a souli- Commentaire 1.1.1. Par

gner est le caractére non instan-
tané de la réponse du systéme.
Autrement dit, la valeur de ’ob-
servable A a l'instant ¢ dépend en
principe de la valeur de la pertur-
bation F' a d’autres instants ¢'.

exemple, pour un systéme magnétique
présentant une transition entre des
phases ferromagnétique et paramagné-
tique, a la température critique la
susceptibilité diverge, et ’aimantation

n’est plus proportionnelle au champ

magnétique extérieur appliqué.

L’hypothése de linéarité impose donc que K| soit une quantité intrinséque
au systéme et a l’état &. Elle dépend bien str de I'observable A considérée.
Elle ne dépend pas de I’évolution temporelle précise de F, mais seulement de
la maniére dont le forgage agit sur le systéme. Les propriétés de cette grandeur
vont étre étudiées tout au long de cette section.

Causalité. Il s’agit d'un principe fondamental en physique et qui va au-dela
de 'hypothése de linéarité. En reprenant I’exemple d’un oscillateur mécanique,
il indique simplement que la force appliquée & un instant donné ¢ n’agit sur le
déplacement de I'oscillateur que pour des instants postérieurs a tg. En d’autres
termes, et dans le cas général, la réponse du systéme & un instant donné ne
dépend que de la perturbation appliquée & des temps antérieurs, soit :

Ko(t,t') = 0 pour t < t'. (1.2)

Nous montrerons dans la suite que cette propriété simple a des conséquences
fondamentales. Pour 'instant, en injectant la condition (1.2) dans l'expres-
sion (1.1), nous obtenons

A(t):/t dt’ Ko(t,t') F(t'). (1.3)

— 00
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Stationnarité. &; étant stationnaire, K est invariant par translation dans
le temps, i.e. :
Ko(t,t') = Ko(t —t).

En effet, la dépendance de K en la seule différence ¢t — ', garantit I'invariance
de Ky sit et t’ sont simultanément décalés d’'un méme temps At. Cela implique
que ce décalage At pour la perturbation F'(t) donne le méme décalage pour
la réponse A(t). Plus précisément, la réponse du systéme a la perturbation
Fy(t) = Fy(t — At) est donnée par

@@:/twmmwﬂmz/twm@wEw—m)

— 00 — 00

Si Ko(t,t') = Ko(t — t'), un simple changement de variable dans I'intégrale
précédente montre que As(t) = Aq(t — At).

En vertu de I'ensemble des propriétés précédentes, la réponse du systéme
se réécrit donc comme

Alt) = /_ At Kot — ) F(E)

ou encore

+oo
A(t):/o dr Ko(r) F(t — 7). (1.4)

Propriétés de la fonction de réponse et interprétation

Ko(7) joue donc le role de fonction de réponse avec mémoire puisqu’elle
controéle la contribution de la perturbation & I'instant t—7 a la quantité A pour
Pinstant ultérieur ¢. Afin de préciser la signification de Ky, prenons le cas ou
Pexcitation est un pulse, i.e. F'(t) = Fod(t —to) ot 6(t — o) est la distribution
de Dirac centrée en tg. L’action du pulse est d’écarter faiblement le systéme
de I'état stationnaire &y a 'instant ¢g, I’évolution ultérieure du systéme étant
régie par sa seule dynamique interne. Or, d’aprés 1’équation (1.4), la réponse
a ce type d’excitation est

Apulse(t) = F()Ko(t — to) pour t > tg. (15)

L’évolution correspondante de 'observable A est donc simplement propor-
tionnelle & la fonction Ko(7). Ceci confirme que la fonction de réponse Ky est
évidemment spécifique a ’observable A considérée. De plus, nous pouvons en
déduire immédiatement la nature qualitative des comportements de Ko(7),
quand 7 — oo et quand 7 — 0, & partir d’arguments simples concernant
I’évolution intrinséque du systéme sans forgage extérieur.
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Temps longs. Comme & est stable, Ay, se(t) reste faible (d’ordre Fp) a
tout temps, et donc Ko(7) est bornée pour 7 > 0. Si la stabilité est faible 2, le
systéme oscille indéfiniment au voisinage de &y, et par conséquent Ko(7) os-
cille sans décroitre quand 7 — oco. Cette situation est typique des systémes
mécaniques conservatifs, comme l'oscillateur harmonique par exemple.

Si la stabilité est forte, le systéme revient vers I’état initial & au cours de
I'évolution. La réponse A,yse(t) tend alors vers zéro quand ¢ — oo, ce qui
implique la décroissance de Ko(7) aux grands 7 (Ky(oo) = 0). Ce comporte-
ment traduit une perte de mémoire progressive du systéme. Elle est le fruit
de mécanismes de dissipation, ceux-ci influant directement sur la vitesse de
décroissance de Ko(7) a linfini. En effet, plus la dissipation est importante,
plus l'effet d’'une perturbation s’amortit rapidement : ceci conduit & une dé-
croissance rapide de Ky(7). Par exemple, pour une particule immergée dans
un fluide trés visqueux, la réponse en vitesse & une force excitatrice décroit
trés rapidement sur une échelle de temps extrémement courte, inversement
proportionnelle au coefficient de frottement visqueux. Un autre exemple, a la
physique beaucoup plus complexe, concerne les électrons de conduction dans
un métal. Le processus de dissipation est ici engendré par le transfert d’énergie

des électrons aux ions du réseau cristallin par collisions™.

Plus celles-ci sont nombreuses,
plus les électrons « oublient »
rapidement leur « passé ». La
fonction Ky(7) doit alors dé-
croitre d’autant plus rapide-
ment que la dissipation est
plus importante. Les compor-
tements attendus pour ces
deux exemples sont donc ex-
trémement semblables. Cette
analogie est d’ailleurs a la base
de l'introduction du modéle de
Drude pour la conduction, ot
leffet des collisions électron-
réseau est justement modélisé
par une force de frottement
fluide !

Temps courts. Sous laction du pulse, A(0%) prend une valeur non-nulle

¥ Commentaire 1.1.2. Ces col-
lisions engendrent des phonons qui
pompent de l’énergie aux électrons. Ce
mécanisme de transfert est prépondérant
a température ambiante pour de nom-
breux métaux. A trés basse tempéra-
ture (quelques degrés Kelvin), les colli-
sions avec les impuretés deviennent do-
minantes. Elles induisent une tendance
a la localisation des électrons rétrodiffu-
sés par interférences quantiques. Cet ef-
fet quantique lié au désordre diminue la
conductivité, ce qui peut étre modélisé par
un terme de frottement fluide supplémen-
taire dans I’équation du mouvement phé-
nomeénologique d’un électron de conduc-
tion (voir le livre [Kittel]).

dont l'amplitude est déterminée par inertie (dans un sens large) du sys-
téme. Par exemple, la réponse en vitesse d’'un ballon de foot soumis a un

2. Les notions de stabilité aux sens faible et fort caractérisant un point fixe stable d’un
systéme dynamique sont bien présentées dans I'excellent livre [Arnold] de V. Arnold sur les
équations différentielles.
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coup de pied est controlée aux faibles temps par la masse du ballon. Ainsi,
d’aprés la forme (1.5) de la réponse, Kq(0T) doit étre inversement proportion-
nelle & 'inertie du systéme grossiérement parlant. Aux temps courts, la forme
de Ky(7) est déterminée par I'évolution libre des constituants élémentaires
du systéme, et leurs interactions mutuelles peuvent étre traitées perturbati-
vement en général. Notons que cette forme est spécifique & l'observable A
considérée, alors que les comportements de relaxation aux temps longs sont
controlés par des effets collectifs intrinséques a la dynamique interne du sys-
téme, et indépendants de cette observable particuliére.

Remarquons que la dynamique de A est régie dans de nombreux cas par
une équation différentielle linéaire : la fonction de réponse K, est alors une
fonction de Green particuliére pour cette équation différentielle. Plus préci-
sément, Ko(t —t') est la fonction de Green causale associée & cette équation
différentielle. Comme les chapitres 2 et 3 sont consacrés a ’étude des fonc-
tions de Green, nous renvoyons le lecteur & la lecture de ces chapitres. Par
ailleurs, 'annexe C présente une méthode systématique et utile pour calculer
la fonction de réponse K dans ces situations.

1.1.2 Définition de la susceptibilité

Considérons maintenant une perturbation de la forme
F(t) = Re(F, e %)

ou Re désigne la partie réelle, et avec z = w + i€, w réel, et € > 0. Comme
e > 0, la perturbation a la forme d’une sinusoidale amortie pour ¢t < 0 de
telle sorte que F(—oco) = 0. La fréquence complexe z est donc prise dans le
demi-plan complexe supérieur. La réponse a une excitation monochromatique
a fréquence purement réelle z = w sera définie comme la limite ¢ — 0T, ce
qui correspond physiquement au branchement adiabatique de la perturbation

at = —oo. L’expression (1.4) de la réponse se réécrit alors :
+o0 ]
Alt) = / dr Ko(7) Re (FZ e_”(t_T)) (1.6)
0
= Re(x(z) F. e7**) (1.7)

ou la susceptibilité x(z) est définie par

+oo
x(z) = /0 dr Ko(7) 7. (1.8)

Dans I’équation (1.7), nous avons utilisé le caractére réel de la fonction de
réponse Kj. En vertu de la linéarité de la réponse, A(t) est monochroma-
tique comme F(t) avec la méme fréquence complexe z. Nous pouvons ainsi



8 Physique et outils mathématiques : méthodes et exemples

—i2t) avec

réécrire A(t) donné par Pexpression (1.7) comme A(t) = Re (A4, e
I’amplitude complexe

A, =x(z)F.. (1.9)

Dorénavant, les parties réelles seront parfois omises dans certaines manipula-
tions linéaires.

Soulignons que la susceptibilité x(z) est une quantité complexe méme
pour z = w réel. Son module mesure le rapport entre les amplitudes de A
et de F alors que son argument donne le déphasage entre F' et A. L’expres-
sion (1.8) de x(z) s’identific a la transformée de Laplace de Ky pour largu-
ment s = —iz. Un rappel sur les propriétés de la transformée de Laplace est
donné dans ’annexe B.

En pratique, il arrive souvent que le forgage soit monochromatique, de
sorte que I'introduction de la susceptibilité x(z) est tout a fait naturelle. Cela
dit, si le forcage, toujours introduit adiabatiquement & ¢ = —oco, est une fonc-
tion du temps arbitraire, ’analyse de Fourier permet de décomposer F'(t) en
une somme d’excitations monochromatiques. De maniére évidente, la réponse
linéaire (1.4) se réduit alors a la somme correspondante des réponses aux
différentes composantes monochromatiques de F'(t), chaque réponse partielle
étant controlée par la susceptibilité a la fréquence considérée. La connaissance
de x(z) permet donc de décrire la réponse a n’importe quelle excitation.

1.1.3 Analyticité de la susceptibilité

Dans ce paragraphe, il est montré comment des propriétés fondamentales
telles que la causalité, combinées aux comportements de Koy(7), se mani-
festent au niveau de la susceptibilité par des propriétés d’analyticité. Les
conséquences de ces propriétés d’analyticité sont nombreuses, a la mesure de
la richesse du concept de fonctions analytiques.

Analyticité dans C*

Les propriétés analytiques de la susceptibilité dépendent clairement du
comportement de Ky(7) quand 7 — +oo. Or, la discussion du paragraphe
précédent indique que Ky est bornée pour tout état stable &;. Alors, pour
2z = w+ie avec € > 0, x(z) définie par la formule (1.8) est analytique en vertu
du théoreme de dérivation sous le signe somme. Cette absence de singularité
dans CT signifie, en particulier, que la susceptibilité y est finie. Cette propriété
peut étre interprétée simplement en termes énergétiques : en effet, lorsque € >
0, ’énergie injectée dans le systéme par la perturbation F(t) = F, e~ % est
finie, et les variations des quantités physiques du systéme restent donc finies.
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Axe réel

Pour € — 0T, c’est-a-dire z réelle, seule une forte décroissance de Ko(7T)
pour T — 400 peut garantir l'analyticité de x(z) jusque sur l'axe réel. Du
point de vue physique, et conformément a la discussion précédente sur la
nature de la stabilité de &y, il faut distinguer deux cas suivant la présence ou
non de dissipation dans le systéme.

Dissipation présente. Comme justifié plus haut, la dissipation se mani-
feste par une décroissance suffisamment rapide de K(7), typiquement une
décroissance exponentielle de la forme

Ko(1) ~ Cste e quand 7 — oo. (1.10)

La constante positive A est 'inverse d’un temps de relaxation, caractéristique
du mécanisme dissipatif & I'ceuvre. Par exemple, pour une particule immer-
gée dans un fluide, la fonction de réponse relative & la vitesse vérifie bien la
propriété (1.10) avec A proportionnelle au coefficient de frottement visqueux.
De maniére générale, le comportement (1.10) implique alors que x(z) est bien
analytique sur ’axe réel.

Dissipation absente ou faible. En ’absence totale de dissipation, la fonc-
tion de réponse oscille sans décroitre en général. Si w coincide avec une des
fréquences caractéristiques de ces oscillations, x(w) diverge : c’est le phéno-

méne de résonance, avec une divergence de la réponse liée & une injection

infinie d’énergie dans le systéme™.

Cette situation se rencontre
par exemple dans le cas d’un
oscillateur harmonique non

¥ Commentaire 1.1.3. Si la gran-

deur A est constamment amplifiée, on finit

amorti.

Dans certains cas, il apparait
une dissipation faible dans le
systéme, au sens ou Ky(7)
décroit bien aux grands
temps, mais moins rapide-
ment qu’une exponentielle,
i.e. typiquement comme une
loi de puissance,

Cste

Ko(r) ~ — quand 7 — oc.

par sortir du cadre de la réponse linéaire.
Les termes non-linéaires dans les équa-
tions du mouvement forcé ne peuvent plus
étre négligés, et ce sont eux qui peuvent
conduire & une saturation de A, 'ampli-
tude de saturation n’étant plus alors pro-
portionnelle & l'intensité Fp du forgage.
Dans la pratique, le seuil de rupture du
systéme peut étre dépassé avant que la sa-
turation ne soit atteinte, ce qui n’est pas,

parfois, sans conséquences dramatiques...
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Alors x(z) diverge en z = 0 pour p < 1. Si p > 1, x(z) est finie en 0 mais elle
a des dérivées singuliéres. Le point z = 0 est alors typiquement un point de
branchement d’une coupure.

En résumé, x(z) est toujours analytique dans C* et des singularités sont
possibles sur R si la dissipation est absente ou faible.

Prolongement analytique

Dans C—, la représentation intégrale (1.8) de y en termes de K n’est plus
nécessairement, définie. Toutefois, y peut y étre prolongée analytiquement en
général. Plusieurs possibilités sont alors envisageables, dont deux sont décrites
ci-dessous.

Absence totale de singularités. Supposons que x reste analytique
dans C~. La définition (1.8) de x montre que x(z) — 0 lorsque z — oo
avec Imz > 0 (voir §1.1.5 pour une étude détaillée du comportement
asymptotique de x(z) a l'infini). Nous en déduisons que x(z) doit diverger
quand z — oo avec Im z < 0. Sinon, en effet, x(z) serait une fonction entiére
et bornée, et par conséquent constante en vertu du théoréme de Liouville sur
les fonctions analytiques. Comme par ailleurs elle s’annule & l'infini dans CT,
elle serait alors nécessairement nulle.

Présence de singularités dans C~. Les singularités de xy dans C~
peuvent étre de natures diverses, comme des lignes de coupure ou bien des
poles. Ces poles correspondent typiquement aux modes propres du systéme
dans l'état & comme nous le verrons dans la suite sur plusieurs exemples.

Cette étude de 'analyticité de x(z) dresse le cadre qui permet d’aborder
la discussion des autres propriétés générales de la susceptibilité.

1.1.4 Propriétés de parité et dissipation

Considérons la limite ou la fréquence z devient réelle, ie. z = w + ie
avec € — 07. La susceptibilité y(w) ainsi définie & partir de x(z), posséde une
partie réelle x/(w), ainsi qu’une partie imaginaire x”(w). Rappelons que la
présence de cette partie imaginaire montre que la réponse est en général dé-
phasée par rapport au forgage. Si Ko(7) décroit aux grands temps, alors nous
pouvons prendre la limite e — 07 sous le signe somme dans la représentation
intégrale (1.8) de x(z). Cette procédure donne :
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X' (w) /000 dr cos(wt)Ko(T),

(1.11)

X" (w) :/000 dr sin(wT) Ko(7).

De maniére évidente, x’ et x” sont donc respectivement des fonctions paire
et impaire de w. Si Ko(7) ne tend pas vers zéro quand 7 — oo, alors les re-
présentations intégrales précédentes de x/(w) et x”(w) ne sont plus valables.
Néanmoins, ces quantités sont finies, excepté éventuellement aux points sin-
guliers de x(z) situés sur l'axe réel, et elles satisfont les mémes propriétés de
parité que celles données par les expressions (1.11).

Il est assez fréquent que la puissance fournie en moyenne sur une pé-
riode T' = 27 /w par le forgage soit proportionnelle & y/(w) ou bien a wy” (w),
comme nous le verrons au cas par cas pour chaque exemple traité. Cette puis-
sance est positive en général, ce qui signifie que 'opérateur extérieur imposant
le forgage fournit de I’énergie au systéme. Ceci est évidemment le cas en pré-
sence de dissipation dans sa dynamique interne. Il faut noter que d’autres
mécanismes d’absorption d’énergie, induits en particulier par des résonances,
sont également possibles (voir exemples), cette situation étant typique des sys-
témes conservatifs : alors, en dehors de ces résonances, la puissance moyenne
fournie par le forcage est nulle . L’ensemble de ces considérations implique
que x'(w) > 0 pour tout w, ou bien x”(w) > 0 pour w > 0.

* Commentaire 1.1.4. Naturellement, le forage doit fournir une quantité finie
d’énergie depuis son introduction & t = —oo jusqu’a 'instant présent considéré, pour
écarter le systéme de I'état £ et induire des oscillations d’amplitude finie de I'obser-

vable A. En revanche, ces oscillations étant enclenchées, leur entretien ne demande

aucun apport d’énergie en moyenne sur une période T' = 27 /w.

1.1.5 Comportement aux basses et aux grandes
fréquences

Les diverses propriétés mathématiques de la susceptibilité x(z) n’ont pas
uniquement une utilité purement technique, mais aussi et surtout une inter-
prétation qui permet de mieux comprendre et caractériser le systéme étudié.
Ainsi, les comportements limites aux basses et grandes fréquences de la sus-
ceptibilité ont des transcriptions précises en termes physiques.
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Basses fréquences

Considérons d’abord la limite basse fréquence z — 0 de x(z). Si Ko(7) dé-
croit aux grands temps de maniére intégrable, alors x(0) est finie et se réduit a

x(0) = /OOO dr Ko (1) (1.12)

qui n’est autre que la susceptibilité statique controlant la réponse & un forcage
constant Fj. Notons que cette quantité peut souvent étre déterminée & par-
tir d’une approche complétement statique. La représentation intégrale (1.12)
fournit alors une contrainte sur la fonction de réponse Ko(7). Cela se révele
en particulier utile dans les cas ot cette fonction n’est pas connue exactement,
et pour lesquels une modélisation phénoménologique est développée.

Si x(z) est analytique en z = 0, alors elle est développable en série entiére
de z et les coefficients correspondants sont des moments de Ko(7) (qui décroit
alors suffisamment rapidement comme discuté précédemment au §1.1.3). Si
z = 0 est un point singulier, le développement de x(z) aux petits z contient
des termes siguliers déterminés par la nature de la décroissance de Ko(7)
(voir §1.1.3). A nouveau, ces propriétés peuvent étre exploitées a des fins de
modélisation.

Grandes fréquences

Le comportement & grandes fréquences de la susceptibilité est relié a la
forme de Ky(7) aux petits temps. Supposons que K(7) soit indéfiniment diffé-
rentiable par rapport a 7, et que toutes les dérivées correspondantes admettent
également une transformée de Laplace pour z dans le demi-plan complexe su-
périeur. En reprenant la représentation intégrale (1.8) de la susceptibilité,
nous obtenons alors par une intégration par parties :

i Heo ,
x(e) = O _ i/o dr Kj(r) €. (1.13)

z 1z
Il est clair que la réitération de cette opération fournit un développement de la
susceptibilité en série de Laurent autour de l'infini, c’est-a-dire en puissances
inverses de z. Nous trouvons ainsi le comportement asymptotique de x(z)
pour z grand, i.e. :

x(z) = Ho(0) @ +0(1/2%). (1.14)

z
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Le développement (1.14), valable a priori ¥ Commentaire 1.1.5.
pour Imz > 0, est prolongeable jusque Ceci
sur 'axe réel en général, pourvu que les
singularités éventuelles de x(w) y soient
localisées™. Comme K est réelle, nous
en déduisons les développements asymp-
totiques des parties réelle et imaginaire

est une recette de
physicien! Sur un plan
mathématique, il n’est
pas possible d’énoncer un
ensemble de conditions
nécessaires et  suffisantes
de X(w)’ sur Ko(7) qui garantissent la

I ) validité de (1.14) pour z = w
_ 02 4 O(l/w4), (1.15) réelle. Une condition suf-

w fisante possible est que les

X' (w) =

ot intégrales de Ko(7) et de ses

dérivées soient absolument

K, (0) convergentes. Mais méme
X”(w) = —+ O(l/w3), (1.16) lorsque Ko(7) ne décroit

pas a linfini par exemple,

qui ne contiennent que des puissances in- la recette énoncée marche

verses paires et impaires respectivement. pratiquement toujours...

La décroissance de x(w) aux grandes fréquences est une conséquence de
I'inertie du systéme qui 'empéche de suivre I'excitation correspondante. Les
développements asymptotiques précédents font intervenir le comportement
aux temps courts de Ky(7), dont la nature physique a été discutée plus haut.
Notons que 'amplitude Ky(0) du terme dominant dans ’expression (1.16) est
justement inversement proportionnelle a 'inertie du systéme. De plus, 'ampli-
tude K{(0) du terme dominant dans le développement (1.15) est déterminée
par I’évolution libre en général, sans intervention des interactions internes au
systéme. Par conséquent, ces amplitudes sont aisément calculables, de sorte
que les développements aux grandes fréquences sont particuliérement utiles
dans les constructions ad hoc de x(w).

Si les hypotheéses énoncées sur Ko(7) ne sont pas satisfaites, le dévelop-
pement en série de Laurent de x(z) aux grands z peut contenir des termes
singuliers. Par exemple, lorsqu’une dérivée d’ordre p de Ko(7) en 7 = 0 n’est
pas bien définie, seuls les p premiers termes du développement (1.14) sont
en 1/2F avec 1 < k < p. Le terme suivant du développement asymptotique,
qui tend vers zéro plus vite que 1/zP, n’est pas équivalent a une puissance
inverse entiére de z.

1.1.6 Relations de Kramers-Kronig

Ce paragraphe est consacré aux relations dites de Kramers-Kronig qui sont
satisfaites par la susceptibilité. Nous allons d’abord établir ces relations avant
de discuter leurs intéréts et applications.
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Supposons donc pour commencer que x(z) soit une fonction analytique
dans le demi-plan complexe supérieur CT et dans R, ce qui est le cas en pré-
sence d’une dissipation suffisamment importante dans le systéme. Considérons
alors le contour fermé C dans le plan complexe représenté sur la figure 1.1 :
il est constitué du segment sur 1’axe réel [—R, R| complété par le demi-cercle
dans le demi-plan complexe supérieur de rayon R et de centre 0.

—-R O R

Fia. 1.1 — Contour C autour du point z.

Pour z € CT, il est clair que la fonction f(z') définie par

() = x(2)

(2" = 2)

est analytique dans tout le demi-plan complexe supérieur, sauf en 2z’ = z
ou elle présente un pole simple de résidu x(z). L’application du théoréme de
Cauchy donne alors
1 2

g X&)

M= Y

Comme x(z) tend vers 0 quand z — oo avec Imz > 0, lintégrale sur le
demi-cercle tend vers 0 quand R — oo en vertu du lemme de Jordan. Il vient

alors :
x(2) 1/ do X (1.17)

" 2mi o (W —2)

Prenons maintenant la limite ¢ = Imz — 0 dans 1’équation ci-dessus
avec w = Re z. Pour le membre de gauche, nous obtenons x(w) par continuité
de x(z) en z = w. Pour prendre cette limite dans le membre de droite, procé-
dons comme suit. Fixons dans un premier temps e. Comme par hypothése x
est analytique sur l'axe réel, il existe v € R suffisamment petit tel que y soit
analytique dans le disque de centre w et de rayon v. Il est alors judicieux de
déformer le parcours R de U'intégrale (1.17) en D, |JC,, ou D, est formé des
demi-droites | — oo,w — ] et [w + v, 00[ alors que C, est le demi-cercle de
centre w et de rayon v dans le demi-plan inférieur (voir figure 1.2). Comme
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Fic. 1.2 — Contour D, |JC, .

f(2') est analytique a l'intérieur du domaine compris entre R et D, |JC,,
I’application du théoréme de Cauchy donne :

v

La limite ¢ — 0% peut maintenant étre prise facilement dans le membre de
droite, et cette identité devient

iy [~ 2L [ X gy )
w

=0t J_ (W/ - Z) —00 (w/ - w) +v (w/ - w)
, x(#)
+A}“(z—wy (1.18)

L’égalité (1.18) est valable pour tout v suffisamment petit et ne dépend
pas de la valeur précise de v. Le membre de droite peut donc étre évalué en
prenant la limite v — 0. Pour l'intégrale sur C,,, comme x(z’) est analytique
en 2z’ = w, il est légitime de remplacer x(z’) par son développement de Taylor
au voisinage de 2’ = w,

X(2') = x(W) + 2 (W)(2' —w) +---

0

En paramétrant 2’ sur C, par 2’ = w + ve'? avec § € [—, 0], on montre alors

aisément que

I P XE) . 1.1
Jim 5 dz o —w) imx(w) (1.19)

Pour l'intégrale sur D, la limite » — 0T définit la partie principale (PP),
ie.:

NI A ]
:PP/mdMAK&Q— (1.20)

—o00 (w/ - w)
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En reportant les résultats (1.19) et (1.20) dans I'identité (1.18), nous trouvons

li do' —F—— =
o “ (W —w — i€)

e—0t J_

Remarquons que chacune des intégrales dans le membre de gauche de la dé-
finition (1.20) de la partie principale diverge si x(w) # 0. Cependant, ces
divergences, en +y(w)Inv, se compensent exactement et la somme des deux
intégrales reste bien finie quand v — 07. Notons aussi que le résultat (1.21)
est, en fait, une conséquence de l'identité bien connue au sens des distribu-
tions :

1 1
lim ——— =PP—+1 . 1.22
et (z — ie) x +imd(@) (122)

Compte tenu de la formule (1.21), prendre la limite ¢ — 07 membre a membre
dans l'identité (1.17), conduit a la relation

xw) =5 PP [ aw M ),

2mi
En exprimant x(w) en termes de ses parties réelle et imaginaire
X(w) = X' (w) +ix" (w),

nous obtenons finalement les relations de Kramers-Kronig (K.K.) :

/ 1 /°° ; X'(w)
==PP [ do 2L
X (w) =— Wy

(1.23)

™ (W —w)

o0 / /
x”(w)z—lpp/ dot X

— 00

Les relations de Kramers-Kronig sont d’une importance capitale pour les rai-
sons suivantes :

i) En tant que conséquences de la causalité et de la dissipation, elles sont
trés générales et indépendantes de la complexité de la dynamique propre a
chaque systéme.

i1) Ces formules exactes sont d’une trés grande utilité en phénoménologie.
En effet, dans certaines situations concrétes, il est possible d’avoir accés ex-
périmentalement & la partie dissipatrice de la susceptibilité, par exemple sa
partie imaginaire, pour fixer les idées. Les relations de K.K. permettent alors
d’obtenir automatiquement la partie réelle correspondante. Cette méthode est
bien illustrée par I'exemple du §1.2.2.
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w1 ) w3

F1a. 1.3 — Contour utilisé dans le cas ot x a trois poles w1, wa et ws sur l’aze réel.

Soulignons que les relations de Kramers-Kronig peuvent se généraliser fa-
cilement au cas ou x(z) a des poles simples sur 'axe réel. Imaginons en effet
que x(z) ait des poles simples wy ....w,, avec résidus Ry, ..., R, respectivement.
Il suffit alors de reproduire le raisonnement précédent, mais avec un chemin
d’intégration C dans le plan complexe qui contourne par le haut ces singu-
larités, comme représenté sur la figure 1.3. Au voisinage de chaque pole wy,
x(z) admet un développement en série de Laurent :

R
x(Z) = m + partie réguliére.

Comme pour le cas précédent, il est alors possible d’effectuer 'intégrale sur
le demi-cercle contournant la singularité considérée, en utilisant le dévelop-
pement de Laurent associé. En faisant tendre ultimement le rayon de chaque
demi-cercle vers zéro, nous trouvons :

, ! 1 “. R
v =grr [ %*J*“‘”‘Zﬁ)

(le signe — devant les résidus provient du sens anti-trigonométrique de 'in-
tégration sur les demi-cercles contournant les poles wy, correspondants). En
décomposant chaque résidu en parties réelle et imaginaire, Ry, = R} + iR},
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nous obtenons finalement la généralisation des relations de Kramers-Kronig :

n / me,
+Z Rk :—PP/ d/ X(CU)7

Pt (wg — w) (W —w)

(1.24)

"R 1 W)
= PP [ dw XL
+Z W — w) v /,Oo n (W —w)

Notons que les parties principales dans ces relations, prennent en compte
les n singularités des intégrants concernés en w’ = wy, en plus de celle
/
en w =w.

1.1.7 Reégles de somme

Supposons que Ko(7) satisfasse les hypothéses énoncées au §1.1.5, qui ga-
rantissent la validité des développements asymptotiques de x'(w) et x”(w)
quand w — oco. De plus, supposons que Ko(7) décroisse suffisamment rapide-
ment de sorte que x(z) soit bien analytique jusque sur 1’axe réel. A partir du
développement (1.16) de x”(w) nous déduisons

lim wy”(w) = Ko(0). (1.25)

w— 00

Par ailleurs, la deuxiéme équation de Kramers-Kronig donne

1 oo / !/
lim wy”(w) = lim —PP dw’ WX—(W) (1.26)

w0 w—oo T oo (w — w’)

Dans le membre de droite de 'équation (1.26), il est légitime de passer la
limite w — oo sous le signe somme. En effet, la limite correspondante de
Pintégrant wy’(w')/(w—w'), & w’ fixé, se réduit & x’(w’), qui est bien intégrable
sur w’. Le membre de gauche de la relation (1.26) peut, lui, étre remplacé
par Ko(0) d’apres le résultat (1.25). Il vient en conséquence

L[ o) = Ko() (1.27)

— 00

Cette identité est une régle de somme. Elle contraint le moment d’ordre zéro
de x/(w) en termes d’une quantité plus aisément accessible, et elle présente
donc un intérét semblable a celui des développements asymptotiques aux
grands w établis page 13.
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11 est possible d’obtenir de la sorte d’autres régles de somme pour x’ et x”.
En particulier, le lecteur peut montrer par des raisonnements similaires (voir
exercice 1.6 page 56) les régles de somme du premier moment pour x”,

o e - F0 — 0 (1.28)

™ w

— 00

et du second moment pour y’,

_% [ Z o 2 [Xf(w) N Kggo)} — KI(0). (1.29)

Notons qu’en vertu des comportements aymptotiques (1.16) et (1.15) respecti-
vement, les intégrants w(x” (w) — Ko/w) et w?(x'(w) + K{(0)/w?) décroissent,
aux grands w, en 1/w? au moins : ceci garantit bien la convergence des inté-
grales dans les membres de gauche des expressions (1.28) et (1.29).

Des manipulations similaires permettent d’obtenir des régles de sommes
analogues pour des moments de y(w) d’ordre supérieur. Comme signalé
page 13, si une dérivée d’orde p de K(7) est singuliére, seuls les p premiers
termes du développement asymtotique (1.14) sont bien définis. Alors, les régles
de somme précédentes restent valables pour les p premiers moments de y(w).

1.1.8 Perturbations inhomogénes

Jusqu’a présent, nous n’avons pas considéré de dépendance spatiale pour la
perturbation F'(t). Cependant, les propriétés mises en évidence précédemment
se généralisent simplement au cas d’une perturbation inhomogéne, et elles sont
énumérées dans ce paragraphe.

Considérons un systéme infiniment étendu. Dans la pratique, il s’agit d’un
systéme fini suffisamment grand, de sorte que les effets de bord sur ses pro-
priétés en volume soient négligeables. Ces propriétés peuvent étre caractérisées
de maniére intrinséque, par une procédure de type limite thermodynamique
ou les bords du systéme sont rejetés a 'infini. Supposons & nouveau qu’il
se trouve dans un état stationnaire & a ¢t = —oo. Imaginons maintenant
que le for¢age F(r,t) ait une dépendance spatiale. Pour étudier le compor-
tement d’une quantité physique A(r,t) dépendant maintenant non seulement
du temps, mais aussi de la position, on introduit naturellement la fonction de
réponse Ky(r,r' t,t') telle que

t
A(r,t) :/ dt’/dr/ Ko(r,x',t,t") F(x', ). (1.30)
—o0

A nouveau, les propriétés de Ky sont intrinséques au systéme dans 1'état
initial &. Ainsi, si & est stationnaire et invariant par translation spatiale, la
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fonction de réponse Ky est une fonction de la différence des arguments, i.e. :
Ko(r,v' t,t') = Ko(r — v/, t — t).

Supposons maintenant que la perturbation soit une onde plane monochroma-
tique de la forme

F(r',t') = Re (sz eik'ru”t/) .

De maniére analogue au cas homogéne, I'observable A pourra donc s’écrire
aussi comme

A(r,t) =Re (X(k, 2) Fk,zeik'rfm)

avec

x(k, 2) :/ dT/dI‘/ Ko(x/,7) e ikx'+izr, (1.31)
0

La réponse en A a donc également une structure spatio-temporelle d’onde
plane monochromatique comme le forgage, avec le méme nombre d’onde k et
la méme fréquence complexe z. Pour k fixé, il est clair que tous les arguments
utilisés dans le cas homogéne restent valables. L’équivalent de Ko(7) n’est
autre ici que la transformée de Fourier Ko(k, 7) de Ky(r,7), donnée par

/

Ko(k,7) = /dr’ Ko(r/,7) e ir,

En particulier, les relations de Kramers-Kronig s’écrivent maintenant

1 o0 X//(k w/)

"(k = —PP do’ —"-2
X( 7W) ™ [oo . (UJ/—LU),
1 o0 X/(k w/)

"(k,w) = —-PP P X6
Vi) = —2pp [~ aw X

et il existe des régles de somme analogues a celles du cas homogéne.

Dans le cas ou le forcage a une dépendance quelconque en temps et en
position, il est judicieux de le décomposer en une somme d’ondes planes mo-
nochromatiques, la somme portant a la fois sur les fréquences et les nombres
d’onde. En vertu de la nature linéaire de la réponse, chaque composante mono-
chromatique de A, de nombre d’onde k et de fréquence w est alors simplement
proportionnelle & la composante correspondante de F' avec un facteur de pro-
portionalité qui n’est autre que x(k,w). De maniére analogue a x(w) dans le
cas homogene, cette susceptibilité x(k,w) joue donc bien un role central pour
la réponse a n’importe quel forcage inhomogeéne.
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1.2 Applications et exemples

1.2.1 Admittance d’un circuit RLC
Présentation

Les exemples les plus simples de réponse linéaire proviennent des systémes
classiques a petit nombre de degrés de liberté dont la dynamique interne
est déja linéaire. Un représentant standard de ces systémes est un circuit
électrique RLC, dont les états sont décrits par la charge (Q du condensateur
et Uintensité I du circuit, variables analogues & la position et a la vitesse
d’une particule en une dimension. L’état stationnaire & est caractérisé par
une charge nulle et une intensité du courant nulle. Le forgage extérieur F'
correspond & une tension U appliquée aux bornes du circuit, et branchée
de maniére adiabatique. Nous allons étudier I'intensité du courant traversant
le circuit, en réponse a l'application de cette tension extérieure. Le role de
I'observable A est donc tenu ici par 'intensité I.

Notons d’emblée, que la réponse en courant & une tension, entre bien dans
le cadre physique général introduit dans la premiére partie de ce chapitre. En
effet, pour faire apparaitre un courant dans le circuit, il faut nécessairement
appliquer un champ électrique extérieur aux porteurs de charge. En pratique,
ce champ pourra étre induit par un générateur de tension branché aux bornes
du circuit.

Etude et résolution

Rappelons ’équation différentielle régissant 1’évolution du circuit repré-
senté sur la figure 1.4. Soient U la tension aux bornes du circuit, I l'intensité

T

FiG. 1.4 — Circuit RLC.

du courant, et @ la charge du condensateur. Les tensions aux bornes de la
résistance, de la bobine inductive et de la capacité sont repectivement RI,
LdI/dt et Q/C. Comme I = dQ/dt en vertu de la conservation de la charge,
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la loi des noeuds s’écrit

d?’Q RdQ 1 U
fvdy —_— 1.32
w TTa tro L (1.32)

Dans la situation considérée ici, les conditions initiales sont rejetées a t =
—00, et s'écrivent Q(—o0) = 0 et I(—o0) = 0. La tension appliquée U(t) est
également nulle en ¢ = —oo. Lorsque celle-ci est monochromatique, de la forme
U=U, e ™ avec 2 = w + i€ et € > 0, la susceptibilité x(z) controlant la
réponse en courant est ici directement calculable sans passer par la fonction
de réponse Ko(7). Nous montrons que cette susceptibilité exhibe bien les
propriétés d’analyticité générales. Puis, nous donnons la forme de Ky(7), qui
peut étre obtenue de trois maniéres différentes.

Susceptibilité. Par suite de la linéarité des équations de I’électrocinétique,
Iintensité I(t) oscille avec la méme fréquence z que la tension, i.e. I = I, e~ %%t
En insérant cette forme monochromatique dans la dérivée membre & membre
de I’équation différentielle (1.32), il vient le résultat bien connu

ou Z = R—i(Lz—1/(Cz)) est 'impédance du circuit. La susceptibilité est
donc simplement égale & I’admittance, soit

() = iCz
X T LC224+iRCz—1"

(1.33)

La susceptibilité x(z) est ici une fraction rationnelle. En définissant
§ = —R*C?* + 4LC,

ses poles sont situés en (voir figure 1.5) :

_ —iRC — . —iRC+ V5§ 550
LT 00 R T o0 ot
ou
_ RC—/9] . RC+P] _
zZ1 = —ZT ] zZ9 = _ZT si 6<O.

Comme RC > \/m lorsque § < 0, les deux poles de x(z) sont toujours dans

le demi-plan complexe inférieur. Par conséquent, x est bien analytique dans
C™. Par ailleurs, les poles de x(z) correspondent manifestement aux modes
propres du circuit RLC.
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AE

21+ 1 —i% + 22

Fi1Gc. 1.5 — Les poles (z1,22) ou (Z1,22) de Uadmittance x(z) d’un circuit RLC se
situent dans le demi-plan complexe inférieur.

Comme la fraction rationnelle (1.33) est analytique dans C*, axe réel
compris, les relations de Kramers-Kronig sont nécessairement satisfaites. Cela
dit, sur un plan technique, il est intéressant de le vérifier explicitement sur cet
exemple simple. Nous indiquons donc quelques étapes qui jalonnent les calculs
correspondants. Pour z = w réel, les parties réelle et imaginaire de x(z) sont

R (Lw - &5)

= O e o

R? + (Lw — &)7] (1.34)

Pour effectuer les intégrations en jeu dans les relations de K.K., il est commode
de décomposer y'(w) et x”(w) en éléments simples.

Puis, il faut réécrire les parties princi- Commentaire 1.2.1.
pales comme des intégrales sur | — L, w— Pour  démontrer  Tiden-
€] et [w+e¢, L[, et prendre ensuite les li- tite (1.35), il suffit d’absorber
mites L — +00 et € — 07. La vérifica- la partie réelle de zp via une
tion s’achéve en utilisant 'identité™ translation sur la variable w',
puis de calculer l'intégrale de
. L , 1 la partie paire en w’ par le

lim dw" —— théoréme des résidus. L
L—>+DO L (w/ _ ZO) eoreme des residus. orsque

t réel, la limite de l'inté-
— i sign(Im(zO)) (1.35) zo est réel, la limite de l'inté

grale, qui est alors comprise

A L, . . It ti incipal
ou sign(x) désigne le signe de z. au sens de la partie principale,
est nulle.

Fonction de réponse. Pour déterminer Ky(7), une premiére méthode
consiste & déterminer le courant I(t) induit par une tension U(t) quelconque.
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L’équation différentielle élémentaire (1.32) pour Q(t) est alors résolue par la
méthode de variation de la constante®. Dans I’expression intégrale obtenue
pour I(t) = dQ/dt, qui est de la forme (1.4), p. 5, la fonction de réponse est
identifiée a

B .

Ky(r) = \/5 COS(%T) — RC sin(%T)} pour 6 >0 (1.36)

Ky(r) = | 0] Ch(mT> — RC Sh(\/WT):| pour § <O .

Lol L 2LC 2LC
(1.37)

Pour 7 = 0, ces expressions se réduisent a Ky(0) = 1/L, conformément a la
signification physique de K((0), et a I'interprétation de la bobine L comme dé-
crivant l'inertie électrique dans I'analogie électromécanique habituelle. Ainsi,
le comportement aux grandes fréquences x(z) ~ i¢/(Lz) obtenu & partir de la
formule (1.33), est bien en accord avec le comportement asymptotique géné-
ral (1.14), p. 12.

Le lecteur est encouragé a retrouver les expressions (1.36) et (1.37), en
considérant un forcage pulse Upyise(t) = Fod(t — to). Il faut alors étudier
la relaxation libre du circuit sans forgage, a partir des conditions initiales
Q(tf) = 0 et I(td) = (Fu/L), induites par le pulse, et calculer I'intensité
Ipuise(t) du courant résultant. La fonction de réponse est alors obtenue en
écrivant Ko(7) = Fgllpulse (to+ 7).

Enfin, il existe une troisiéme méthode pour retrouver les expressions (1.36)
et (1.37) de Ko(7). En effet, comme la susceptibilité x a déja été calculée
directement, il suffit de prendre la transformée de Laplace inverse de x(z),
comme cela est proposé a l'exercice 1.2, p. 54.

Interprétation

Bien que cet exemple soit simple, il met déja en valeur le contenu physique
trés riche des fonctions de réponse. En particulier, il illustre bien la relation
générale, discutée dans le paragraphe 1.1.3, entre la dissipation et les proprié-
tés d’analyticité de la susceptibilité. En effet, lorsque R # 0, la fonction de
réponse K(7) décroit exponentiellement aux grands temps. La présence de
dissipation pour R # 0, se manifeste également par la nécessité de fournir
constamment de l’énergie au circuit pour maintenir des oscillations du cou-
rant sans amortissement. Ainsi, la puissance fournie par le forgage, moyennée
sur une période T = 27 /w,

_ 1 /7T
P:TAdMWﬂ@,

3. Cette méthode est rappelée dans ’annexe C, p. 310.
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est égale a

P= X/;‘”) U.? . (1.38)

Cette puissance est bien positive comme attendu, car x’(w) est positif d’aprés
la formule (1.34).

Lorsque R = 0, c’est-a-dire en ’absence de dissipation, alors 6 = 4LC' > 0
de sorte que les expressions (1.36) et (1.33) se réduisent respectivement a

iCz

Ko(7) :% cos(7/VLC) et x(2) = Tor 1

La fonction de réponse ne tend donc plus vers zéro a l'infini, alors que la
susceptibilité n’est plus analytique sur tout R car elle est singuliére en w =
+wp ot wy = 1/ VLC est la fréquence propre du circuit LC. Pour w # wo,
comme la partie réelle x’(w) de la susceptibilité s’annule, la puissance fournie
P est également nulle, en accord avec I'absence de dissipation. Le cas w — Fwy
doit étre examiné avec soin en prenant

2z = 4wy +ie avec €— 0T,

Dans ce cas, nous trouvons

(i + i€) ~ =
wo + i€) ~ —.
0 2Le

Ainsi,la susceptibilité diverge mais en étant réelle, ce qui signifie que la puis-
sance P diverge pour la fréquence wg. Ceci correspond bien siir au phénoméne
de résonance pour l'oscillateur LC soumis au forcage.

Pour conclure, soulignons que les résultats de cet exemple sont caractéris-
tiques de tout systéme dynamique en un point fixe stable vu comme un état
stationnaire. Lorsqu’un tel systéme est soumis a un faible forcage extérieur, il
reste au voisinage de ce point fixe, et les équations d’évolution correspondantes
prennent une forme linéaire analogue a celle de ’équation différentielle (1.32).
La susceptibilité x(z) est alors une fraction rationnelle, dont les poles, situés
dans le demi-plan complexe inférieur ou sur I'axe réel, sont controlés par les
modes propres de relaxation intrinséques au point fixe considéré.

1.2.2 Absorption et dispersion dans un diélectrique
Présentation
Soit un milieu diélectrique plongé dans un champ électrique extérieur
Ecut(t) = Re(E.e ")

oscillant & la fréquence complexe z, et dont la longueur d’onde est trés
grande devant la taille de ’échantillon. Cette condition permet de négliger
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tout phénomeéne de propagation. Avec les hypothéses habituelles d’équilibre
local, la polarisation d’origine microscopique P(r,¢) est simplement propor-
tionnelle au champ électrique local E(r,t), qui est la somme de E..;(t) et
du champ électrique créé par les charges de polarisation 4. Comme les équa-
tions de Maxwell sont linéaires, la polarisation et le champ électrique local
oscillent & la méme fréquence complexe que le champ extérieur. En notant
E(r,t) = Re(E.(r)e **"), la relation constitutive s’écrit

P(r,t) = ¢ Re([e(z) 1 Ez(r)e_m) : (1.39)

ou la permittivité diélectrique relative complexe e(z) est intrinséque au milieu.
Elle ne dépend, en plus de la fréquence z, que de la densité supposée homogéne
et de la température. Dans la relation (1.39), pour un voisinage donné d’un
point arbitraire r, le champ Re(E, (r)e %) joue le role d'un forgage extérieur,
uniforme & ’échelle mésoscopique de ce voisinage. Par conséquent la quantité

x(z) =e(z) -1
est bien une susceptibilité au sens général.

Considérons maintenant z = w réel et notons &’(w) — 1 et £’ (w) les parties
réelle et imaginaire de e(w) — 1 respectivement. D’aprés la remarque précé-
dente, ces quantités possédent les propriétés générales des susceptibilités. Dans
certaines conditions expérimentales, il est possible d’avoir accés a £”(w), sans
pour autant avoir un moyen direct de mesurer &' (w).

En effet, ¢’(w) est reliée a la
dissipation, et donc a lab-
sorption dans le matériau.
Ainsi, une mesure de la lon-
gueur de pénétration J(w)
d’'une  onde  électromagné-
tique de fréquence w permet
d’accéder & la partie imagi-
naire ¢”(w). Par exemple, dans
le cas ou &'(w) est d’ordre 1,
alors que ¢’(w) < 1, la
longueur™ §(w) est propor-
tionnelle a ¢/(we”(w)), et la
longueur d’onde A(w) se réduit

a 2mce/(wq/e'(w)).

¥ Commentaire 1.2.2. Ces for-
mules sont obtenues a partir des équa-
tions de propagation de 'onde dans le
matériau, par ailleurs supposé sans pro-
priétés magnétiques. Elles ne sont va-
lables que si la longueur d’onde A(w)
est grande devant la longueur de corré-
lation des atomes ou molécules consti-
tuant le matériau. Alors, dans un pe-
tit domaine de taille mésoscopique, la
polarisation est bien donnée par la for-
mule (1.39), avec le champ électrique lo-
cal de I'onde qui peut toujours étre vu
comme une perturbation extérieure ho-

mogéne a ’échelle de ce domaine.

Nous allons montrer comment les propriétés d’analyticité de la suscep-
tibilité permettent en principe de déterminer la partie réelle &' (w), puis de
modéliser la permittivité compléte e(z).

4. Comme dans le cas statique, si le milieu est homogéne, ces charges de polarisation
sont localisées sur les bords de I’échantillon.
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Etude et résolution

Une détermination expérimentale suffisamment précise de €”(w) donne en
principe accés a £’ (w), en appliquant la relation de Kramers-Kronig®

6”(0)’)

w —w

1 o0
gw)=1+= PP/ dw’
u — 00

Ici, nous allons plutot modéliser 1'allure de cette fonction au voisinage d’un de
ces pics, a 'aide d'une paramétrisation simple. Nous en détaillons le principe,
puis nous donnons quelques pistes pour une modélisation plus globale sur
I’ensemble du spectre.

Modélisation d’un pic d’absorption. Considérons un pic donné de £’ (w)
au voisinage d’une certaine fréquence wy, dont ’allure typique est représentée
sur la figure 1.6. La largeur du pic est faible devant wy, et son altitude est trés
élevée par rapport aux autres valeurs de £”(w). Il est raisonnable d’imaginer
que ce pic est la signature, sur I'axe réel z = w, d’une singularité de x(z)
dans le demi-plan complexe inférieur en un point proche de wgy. Supposons
que cette singularité soit un poéle simple en 2, = w, — iy, avec v, > 0, de
résidu —C'. D’apreés les propriétés de parité de x/(w) et x”(w) vues au §1.1.4,
p. 10, il existe un autre pole simple en z, = —w, — ivp, (voir figure 1.7) de
résidu C) et C' est un réel positif.
Il est alors légitime de poser
C C —2Cw,

_ N _ 1.40
x(2) ZHwy iy, z—wptivy, 2%+ 2ivpz — (Wi +2) (1.40)

— f L o8
w

F1G. 1.6 — Allure typique de " (w) au voisinage d’un pic centré en wo.

5. Cela suppose bien str que €’/ (w) soit connue sur une gamme de fréquences suffisam-
ment large.
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Fi1a. 1.7 — La susceptibilité (1.40) a des poles simples en z, et z,. La prozimité du
pole z, de wo est a lorigine du pic de " (w) représenté sur la figure 1.6.

dans un voisinage proche de wg. Avec cette modélisation, nous obtenons, en
prenant £’ (w) = Im x(w),

4Cwprpw

[(wg + 1/1% —w?)2+ 4V3w2] '

e’ (w) = (1.41)

La forme analytique (1.41) dépend des trois paramétres C, wy, et v,. Ima-
ginons que ceux-ci soient alors bien ajustés & la position du pic, a sa largeur
et & son amplitude mesurés sur la courbe expérimentale. On trouve alors que
v, est la demi-largeur du pic a mi-hauteur, ensuite que

wp = /Wi — V2 = w, (1.42)

et que C' est fixé par la hauteur du pic. Evidemment, la procédure précédente
fournit également une paramétrisation analytique simple pour &'(w) = 1 +
Re x(w) au voisinage du pic considéré. Les tracés de e”(w) et de €’(w) — 1 sont
indiqués sur la figure 1.8.

Exploitation de contraintes globales. En général, ’allure compléte de
e”(w) est tres riche, et elle exhibe de nombreux pics. Suivant la stratégie pré-
cédente, il est alors naturel de sommer les contributions (1.40) correspondant
aux différents pics pour obtenir x(z). Cela dit, il est judicieux d’y ajouter une
forme simple ad hoc, centrée sur w = 0, qui permette de prendre en compte
d’autres mesures expérimentales, ou bien certaines des régles de somme pré-
sentées dans la section 1.1.7. Par exemple, la valeur statique £’(0) n’est autre
que la constante diélectrique usuelle qui peut étre mesurée par d’autres tech-
niques. En imposant les contraintes correspondantes a la forme empirique
choisie, on en détermine les parameétres d’ajustement. En définitive, il est
possible d’obtenir des représentations trés fiables de la permittivité, sur une
large gamme de fréquences.
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Fi1Gc. 1.8 — Parties réelle et imaginaire de la susceptibilité x(z) correspondant a
léquation (1.40).

Interprétation

Il se trouve que la modélisation précédente peut étre interprétée par
une phénoménologie trés simple au niveau microscopique. Nous considérons
d’abord une raie d’absorption correspondant & un mode d’excitation électro-
nique au sein des atomes ou molécules. Puis nous mentionnons rapidement
d’autres situations avant de conclure.

Modéle de I’électron élastiquement lié. Considérons plus précisément
un milieu diélectrique constitué d’atomes de densité numérique n, et un pic
d’absorption correspondant & une transition électronique de fréquence wy.
Faisons comme si la polarisation était la somme des contributions de chaque
atome, ce qui est justifié en toute rigueur a faible densité. Considérons de plus
que la transition impliquée est caractérisée par le mouvement d’un seul élec-
tron dit excitable, dont la position sera notée r.. Le dipole porté par 'atome
est alors p = qr. ol q est la charge de I’électron, et la polarisation totale
s’écrit P = ngr.. Lorsque P oscille a la fréquence z, il en va de méme pour r..
A Téchelle de P’atome, le champ électrique varie peu. La relation (1.39), ex-
pression (1.40) de x(z) et la relation (1.42) permettent alors de montrer que

(—z2 — 2ivpz + w%)reze_m -4 E.e (1.43)
Mege
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oll nous avons défini la masse effective

qu2

2¢0Cy\Jwg — 12

En revenant a r. = Re[r.,e "*!], nous trouvons 1’équation différentielle™

Mege =

d’r, dr,
r +21/pr

n + wir, = -~ E(t). (1.44)

Autrement dit, tout se
passe comme si ’électron
excitable était une parti-
cule classique de charge q
et de masse Mme,. dans le
champ électrique E(t), sou-
mise par ailleurs a la force
de rappel d’un ressort de
raideur me,.wi et 4 une
force de frottement fluide
—2MegcVp © ceci constitue le
modeéle bien connu de 1’élec-
tron élastiquement lié!

¥ Commentaire 1.2.3. Bien que cette
équation différentielle soit la méme que celle
vue p. 22, notons que les susceptibilités res-
pectives (1.40) et (1.33) ont des comporte-
ments différents, notamment pour z — oo.
Ceci s’explique par le fait que Iadmittance
(1.33) est I’analogue de la susceptibilité as-
sociée a la vitesse (dr/dt) alors que nous étu-
dions ici la susceptibilité associée a la posi-
tion. L’inertie implique bien alors que cette
admittance est proportionnelle & 1/z tandis

que x(z) est ici en 1/22 & haute fréquence.

Extensions. A faible densité, typiquement en phase gazeuse, ’approxima-
tion des atomes indépendants est justifiée, et la phénoménologie précédente
donne accés a I’énergie du niveau électronique excité, ainsi qu’a son temps de
vie. Ceci est bien illustré par I’étude quantique de la polarisabilité de I’atome
d’hydrogéne dans la section 3.2.6. A plus forte densité, modulo ’approxima-
tion de Clausius-Mossotti®, la détermination expérimentale de wy et v, fournit
des estimations du déplacement et de I’élargissement de la transition atomique
par des effets collectifs ou autres.

Lorsque le milieu est constitué de molécules, il apparait également des pics
d’absorption dans €”(w), correspondant & l’excitation de modes de rotation
ou de vibration. On peut alors procéder a une phénoménologie semblable, qui
donne des informations intéressantes sur les caractéristiques de ces modes.

En conclusion, cet exemple illustre bien I'utilité et les conséquences des
propriétés d’analyticité de la susceptibilité. Elle permet la construction de
paramétrisations simples et précises, tout en ouvrant la voie & une phénomé-
nologie fiable d’effets microscopiques trés complexes.

6. Celle-ci relie la susceptibilité a la polarisabilité atomique pour une phase liquide dense,
comme expliqué dans I'ouvrage [Jackson]|.
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1.2.3 Ecoulement oscillant dans un capillaire
Présentation

Considérons un capillaire contenant un fluide visqueux incompressible et
excité & une de ses extrémités par une membrane vibrante. Nous ne prenons
pas en compte d’éventuels phénomeénes de cavitation, ce qui est justifié a
fréquence pas trop élevée. Aussi, nous supposons que l’écoulement oscillant
induit est laminaire. Ceci est valable si le nombre de Reynolds n’est pas trop
grand, ce qui garantit ’absence de turbulence, comme détaillé dans le livre
[Guyon]. Le capillaire est un cylindre de rayon R et de longueur L. En ’absence
d’excitation extérieure, le fluide est au repos, caractérisé par une pression Py
et une densité p constantes, ainsi qu'une vitesse nulle v .= 0 : ceci définit
Iétat stationnaire & . La membrane vibrante impose alors la pression P =
Py + 6P.e~**t & une extrémité, prise en 2 = 0, tandis que la pression a lautre
extrémité en x = L reste constante et égale a Py, comme indiqué sur la
figure 1.9. Ici, c’est la surpression dP,e~*** qui joue le role du forcage F(t), et
nous allons étudier la réponse du fluide en débit Q(t), qui est donc identifié a
lobservable dynamique A(t).

P = Py+ §P,e "t P=p

Y.

e, T T

Fia. 1.9 — Le capillaire de longueur L est soumis a une membrane vibrante qui
impose une pression oscillante a l'extrémité en x = 0.

Etude et résolution

Pour calculer le débit, nous déterminons dans un premier temps le champ
de vitesse de I’écoulement, dont les caractéristiques sont briévement décrites.
Nous en déduisons la susceptibilité d’intérét, et nous passons en revue ses pro-
priétés analytiques. Par commodité d’écriture, et tant que cela n’est pas né-
cessaire, nous ne notons pas explicitement les parties réelles qu’il faut prendre
pour obtenir les quantités physiques étudiées.



32 Physique et outils mathématiques : méthodes et exemples

Détermination du champ de vitesse. En tenant compte de la symétrie
cylindrique, la vitesse ne dépend que de t, x et de r = /y? + z2. Par ailleurs,
elle est, par hypotheése, partout dirigée suivant I'axe Oz, i.e. v = v, (x, 1, t)e,,
avec la condition de bord v = 0 pour r = R, conséquence de la nature vis-
queuse du fluide. Comme ce dernier est incompressible, I’équation de conser-
vation de la matiére s’écrit ici

vy
Ox =0,

ce qui entraine v, = v,(r,t). L’équation de Navier-Stokes,
1
v+ (v-V)v=—=-VP+rvAv,
p

ou v est la viscosité cinématique, donne alors composante par composante

vy 10P v, 0%,
—_— = —_— + == 1.4
ot por ( Iy 022 ) ’ (1.45)
10P 10P
O0=——— et 0=———. 1.46
poy © p 0z (1.46)

Les deux derniéres équations (1.46) montrent que la pression P ne dépend
que de x et de t, P = P(x,t). Comme v, ne dépend que de r et de ¢, 'équa-
tion (1.45) implique alors que OP/0x ne dépend que du temps ¢, soit

(L —=)

P(x,t) = Py + 0P,e " A

compte tenu des conditions aux limites sur la pression. La vitesse oscille néces-
sairement a la méme fréquence z que la surpression, car les équations précé-
dentes sont lindaires. En posant v, (r,t) = ¢(r)e~***, équation (1.45) devient
alors

d?¢ 1d¢ iz oP,

@z Trar T L

(1.47)

ou 1 = vp est la viscosité dynamique.

L’équation différentielle ordinaire (1.47) pour ¢, avec la condition de bord
¢(R) = 0, peut étre trés simplement résolue comme suit. De maniére évidente,
la fonction constante

0P,
zpL

(1.48)

est une solution particuliére. I’équation homogéne sans second membre s’écrit
1

¢+§

¢ +d=0, (1.49)



1. Réponse linéaire et analyticité 33

ou ¢’ = d¢/d¢ et £ la variable adimensionnée

()"
14

La fonction analytique (iz/v)? est définie par le choix de détermination

(iz/v)% = \/|2|Jv eilr/4+are(2)/2),

avec une coupure sur le demi-axe imaginaire pur négatif partant du point de
branchement z = 0. L’introduction de cette coupure est un artifice nécessaire
de calcul, qui est sans conséquence sur le résultat final, comme vérifié par la
suite. L’équation homogene (1.49) est du second ordre, et elle admet donc
deux solutions indépendantes. L’une d’elles est la fonction de Bessel Jy de
premiére espéce d’ordre zéro,

27
$1(&) = Jo(€) = QL/O dhecos?

s

Le lecteur peut vérifier ce résultat directement, par dérivation sous le signe
somme et intégration par parties. Pour déterminer une autre solution indé-
pendante ¢3, nous utilisons la méthode du Wronskien W = ¢} ¢2 — @b, qui
est solution de I'équation différentielle

1
W+ -W =0,
3
qui s'intégre en W (&) = 1/£ a une constante multiplicative prés. Ainsi, ¢ est
solution de I’équation différentielle du premier ordre

Job2 — Jogh = % ) (1.50)
qui peut étre résolue” par la méthode familiére de variation de la constante.
11 se trouve que ¢2(&) admet une singularité logarithmique en & = 0, comme
montré par simple inspection de la limite ¢ — 0 de I'équation (1.50), avec
Jo(§) — 1 et J)(¢) — 0. Comme le fluide ne saurait avoir une vitesse infinie
au centre du capillaire, cette seconde solution de I’équation homogéne ne doit
pas étre prise en compte. C’est pourquoi, la solution physique du probléme
se réduit a la somme de la solution particuliére (1.48) et d’une constante fois
Jo(&). Cette constante est déterminée par la condition de bord d’annulation
de ¢ sur la paroi du capillaire, ce qui donne finalement

L <1 JO[(i )1/2R]> 2z (1.51)

v(r,t) = qb(r)e_mew =

NSNS

7. ¢2 est proportionnelle & la fonction dite de Neumann Ng, ou fonction de Bessel de
seconde espéce d’ordre zéro. Nous n’avons pas ici besoin des propriétés de cette fonction,
mais le lecteur intéressé peut se référer aux ouvrages mentionnés dans la bibliographie de
ce chapitre.
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Profils de vitesse. Avant de déterminer le débit, étudions les profils de
vitesse correspondant au résultat (1.51). Il est naturel de définir la fréquence
de coupure w, = v/R? qui fixe la limite entre le régime visqueux (w < w..) et
inertiel (w > w,).

A grande fréquence, w > w,., comme

o 2 ; ;
Jo(e'tu) ~ 4/ — exp(g ! Y ) pour u — +00,

U 8 V2 V2

la vitesse devient

Vg (1, t) >~ % [Sin(wt) - \/Z exp(7?> sin(wt - R; r)} .| (1.52)

en introduisant la longueur § = R\/ 2we/w = \/ 2v/w, qui caractérise la pro-
fondeur de la couche limite. Notons que § < R, puisque la fréquence est
élevée. Fixons un temps t et partons du bord du capillaire. En r = R, la vi-
tesse est bien nulle comme imposé par la viscosité. En s’éloignant du bord, la
vitesse croit pour R — r < 4. Au-dela de la distance 0, la vitesse est sensible-
ment constante. Le profil de vitesse présente alors des doigts localisés prés des
bords, comme représenté sur la figure 1.10. Notons que des profils de vitesse
trés oscillants peuvent apparaitre a certains instants. En effet, pour wt = 0 [r],

R 2

Vg (1)

R —

F1G. 1.10 — Forme du profil de vitesse (1.51) pour des grandes fréquences w > we.
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la vitesse est proportionnelle & sin[(R —r)/d] qui oscille trés vite. Un tel profil
est tracé sur la figure 1.11.

R
_— //_)
/
0
Vg (1)
\\
~R I

F1c. 1.11 — A certains instants, comme représenté ici a t = 0, le profil de vi-
tesse (1.51) peut étre trés oscillant.

A faible fréquence, w < w,, le profil de vitesse s’obtient facilement & partir
du développement en série entiére de la fonction de Bessel

( (g)zp . (1.53)

Jo(§) =1+ Z N2
— (P!
p_
Ce sont alors les effets visqueux qui déterminent essentiellement le profil. En
particulier, & fréquence nulle, le profil de vitesse est parabolique,

oP,

v (r, t) = 29l
C

[1—(r/R)?].

Débit et susceptibilité. Le débit induit a travers une section S du capil-
laire vaut

R
Qt)=p /SdE n-v= 27rp/0 drr ¢(r) e " | (1.54)

En reportant l’expression (1.51) de ¢(r), nous trouvons que la réponse en
débit est proportionnelle au forcage en surpression,

Q(t) = x(2)oPe™"",
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via la susceptibilité®

- iTR? QJI[(%)l/QR]
X(Z) Lz (1 - (%)1/2RJO[(%)1/2R]> (1.55)

ou .J; est la fonction de Bessel de premiére espéce d’ordre 1 définie par

iz 27
J _ € 2 de i€ cos 0410
1(§) o ), e .

Les propriétés de cette susceptibilité vont maintenant étre étudiées en détail.

Analyticité de la susceptibilité. Comme les fonctions de Bessel Jy et J;
sont des fonctions entiéres, i.e. analytiques dans C, x(z) est analytique dans
tout C par le théoréme de composition, sauf éventuellement :

(i) Sur la coupure qui définit (iz/v)'/2. En fait, quand on tourne de 27
autour de z = 0, entre —(7/2) " et (37/2)~, (iz/v)/? change de signe. Comme
J1 est impaire, et Jy est paire, x(z) est continue a la coupure. Il en va de méme
de toutes les dérivées de x(z), qui reste donc bien analytique sur celle-ci.

(ii) En z = 0. En utilisant le développement en série entiére (1.53) de

Jo(§), ainsi que celui de J1(§) = —J5(§), il est alors facile de montrer qu’en
z =0,
mR* - s _ R
x(z) = LT (serle entiére en z) =L O(z) , (1.56)

cette série admettant de plus un rayon fini de convergence. Ceci prouve que
X(z) reste bien analytique en z = 0 aussi.

(iii) Aux points ott Jo[(iz/v)/2R] s’annule. Les zéros de Jo(¢), notés &,
avec n € Z*, sont situés sur 'axe réel®. Ces zéros engendrent des poles simples
de x(z) de la forme

Zn 71—52 —iweE2. (1.57)

Tous les poles de la susceptibilité sont donc sur I’axe imaginaire négatif.

En conclusion, x(z) est analytique dans tout C, sauf aux points z, du
demi-plan inférieur qui sont des poles simples.

Pour les fréquences réelles z = w, x'(w) et x”(w) sont obtenues en prenant
les parties réelle et imaginaire de la formule (1.55). Aux faibles fréquences

8. Le calcul explicite du débit repose sur I'identité £Jo(§) = J1(§) +£J1(§), que le lecteur
avide de fonctions de Bessel pourra démontrer en utilisant les représentations intégrales de
Jo et Ji.

9. Pour n grand, il est possible d’établir la formule asymptotique &, = nm—7/4+0(1/n),
a partir du résultat de Iexercice 4.1, p. 294.
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w K we, il vient

X' (w) _ 11 2
0 = 'l 0w
X/,(w) = 1 w/w w/w, 3

avec la susceptibilité statique x(0) = 7R*/(8vL), qui redonne bien la for-
mule de Poiseuille Q@ = 7R*/(8vL)§P,. Les comportements asymptotiques
aux grandes fréquences w > w, sont obtenus en utilisant J;[(iw/v)Y/2R] ~
iJo[(iw/v)Y/?R], avec le résultat

e

et

X)L V(o)

F1G. 1.12 — Parties réelle et imaginaire de la susceptibilité x(w) donnée par l’équa-
tion (1.55).

Interprétation

Dans cet exemple de mécanique des fluides, qui fait intervenir un nombre
infini de degrés de liberté, la susceptibilité n’est plus une simple fraction ra-
tionnelle comme dans les systémes de type circuit RLC vus au §1.2.1. Néan-
moins, les propriétés générales des susceptibilités, qui trouvent ici leur origine
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physique dans la dissipation liée a la viscosité, sont bien présentes. En parti-
culier, x(z) est bien analytique dans le demi-plan complexe supérieur jusque
sur I’axe réel. Ses singularités sont des poles simples z,, en nombre infini et
situés dans le demi-plan complexe inférieur. Leur position est bien controlée
par la viscosité, de sorte qu’ils s’accumulent en z = 0 lorsque celle-ci tend
vers 0.

Comme pour le circuit RLC, la présence de dissipation se manifeste éga-
lement par la nécessité de fournir de I’énergie au fluide pour entretenir les
oscillations. La puissance moyenne P ainsi fournie par la membrane, coincide
avec la puissance de la force de pression exercée,

_ 1 [T 17
p:?/o dt/SdEP(t)n~v(r,t):f/O dt P(t) Q1) ,

avec T = 27 /w. Pour calculer cette intégrale temporelle, il faut travailler
avec les parties réelles des expressions complexes, car I'intégrant n’est pas une
forme linéaire des quantités en jeu. Un calcul élémentaire donne

/
f: X (W)|6PZ‘2 ;
2p

car seule la partie x'(w) P(t) de Q(t) en phase avec P(t) contribue & la moyenne
temporelle. Les développements & basse et haute fréquence de x'(w), ainsi
que sa représentation numérique sur la figure 1.12, suggérent que x'(w) est
toujours positif, en accord avec la présence de dissipation. Cela dit, une preuve
mathématique de cette positivité n’est pas immeédiate, car elle fait intervenir
des inégalités sur les fonctions de Bessel.

1.2.4 Réponse d’un plasma dans ’approximation
de Vlasov

Présentation

Cet exemple porte sur ’étude d’un modéle de plasma, constitué d’une
seule espéce de charges ponctuelles mobiles de charge ¢ et de masse m en
densité p, qui baignent dans un fond rigide uniforme de densité de charge —gp
assurant la neutralité globale. Dans la littérature, ce modéle est appelé jellium
ou plasma & une composante. Il peut raisonnablement décrire de nombreuses
situations physiques, comme les électrons de conduction dans un métal, ou
bien les noyaux de Carbone au coeur d’une naine blanche. Ici, les charges sont
supposées classiques. Elles interagissent entre elles suivant le potentiel coulom-
bien & deux corps, et elles sont également soumises au potentiel électrostatique
créé par le bain rigide. Supposons que le plasma soit originellement & 1’équi-
libre thermodynamique. Nous nous proposons alors de déterminer la réponse
de sa densité de charge interne Q(r,t), a un potentiel électrique extérieur de
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la forme
¢ewt(r7 t) = Re[¢z exp(ik r—= ’LZt)]
En négligeant tout phénoméne de propagation électromagnétique, un tel po-

tentiel est créé par une distribution de charge extérieure donnée par I’équation
de Poisson, i.e. :

Qemt (I‘, t) = _'EOk2 Re[¢z exp(ik r— ZZt)]

Notons que cette distribution, qui correspond & une onde de densité de charge,
est présente au sein méme du systéeme. En vertu de l’analyse générale, la
réponse du plasma doit étre de la forme

Q(r,t) = Re[x(k, 2) qﬁzeik'r*izq, (1.58)

avec une susceptibilité y(k, z) qui dépend également du nombre d’onde k.

La détermination de la réponse du plasma reléve de la problématique gé-
nérale des systémes hamiltoniens a 1’équilibre thermodynamique, excités par
une perturbation extérieure. Pour cette classe de systémes, la susceptibilité
x(k, z) peut étre exprimée en termes de fonctions de corrélation dynamiques
a Déquilibre 0. Ici, nous allons calculer x(k,z) dans le cadre d’une théorie
de champ moyen. Cette approche capture nombre d’effets physiques essen-
tiels. De plus, elle permet de s’affranchir de la complexité du probléeme a N
corps. En effet, ’état du plasma est alors entiérement décrit par la fonction
de distribution f(r,p,t) dans l'espace de phase des position r et impulsion
p d’une seule particule. Cette fonction correspond a la densité de probabilité
dans ’espace de phase. La densité de charge s’écrit ainsi

Qe.t) =g[—p + / dp/(r.p.1)]. (159)

L’état stationnaire & est caractérisé par la distribution d’équilibre fy a la
température T et & la densité p, qui s’écrit

B \3? P’
fole.p) = foP) = p(5o-)  exp(=H5-). (1.60)

2mm o2m

avec § = 1/(kpT). Cette distribution fait apparaitre la distribution des vi-
tesses v = p/m de Maxwell-Boltzmann, qui prend la forme gaussienne bien
connue. La densité de charge (1.59) est identiquement nulle dans 1'état &
pour fo(p). Dans le cas général, elle se réécrit

Q(r,t) = q/dp[f(np,t) — fo(r,p)]. (1.61)

Dans tout le probléme, nous supposons que le plasma est infiniment étendu
et que les bords sont sans effet sur les quantités cherchées.

10. Les formules générales correspondantes sont établies dans I’exemple du paragraphe
1.2.5 traitant de la conductivité d’un matériau.
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Etude et résolution

D’abord, nous introduisons 1’équation de Vlasov, qui gouverne l’évolu-
tion de f(r,p,t) sous l'action de 'interaction coulombienne et du champ de
force dérivant du potentiel ¢eq¢(r,t). Ensuite, nous déterminons la différence
f(r,p,t) — fo(p) au premier ordre en ¢..¢, et nous en déduisons la suscepti-
bilité x(k, ).

Equation de Vlasov. Introduisons ’équation d’évolution de la distribution
f(r,p,t) pour une particule soumise a une force F(r,¢) ne dépendant que de
la position et du temps. Cette équation traduit la conservation du nombre
total d’états de la particule dans I'espace de phase. Elle est obtenue & partir
de I’équation de conservation habituelle

%qLdivJ:O,

J = (f (dr/dt), f (dp/dt)) = (f p/m, f F(x,1))

est la densité de courant dans l’espace a 6 dimensions (r,p), div est 'opé-
rateur divergence dans cet espace, et ol nous avons utilisé les équations du
mouvement de r et p. Cette équation prend donc la forme

of . p 9of of _
ot or TR 8pfo. (1.62)

Ici, la force F(r, t) comprend non seulement la force extérieure —qddeqt/Or,
mais également la force électrostatique associée au champ électrique créé par
la distribution de charge interne Q(r,t). L’équation d’évolution (1.62) prend
alors la forme dite de Vlasov

of _p» Of R Uk ) VRN )
8t+m Or + [/dr47reorr’|3Q(r’t) Jdp

% -Re (iqk (;Szeik'r_iZt) .

(1.63)

Soulignons que, dans le dernier terme du membre de gauche de cette équation,
Q(r',t) dépend aussi de la distribution f via I’équation (1.61). Ce terme est
de type champ moyen, car il correspond & 'expression approchée de la force
totale exercée par toutes les autres particules, obtenue en négligeant leurs

corrélations avec la particule considérée™®.
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¥ Commentaire 1.2.4. L’équation de Vlasov peut étre établie dans le cadre
du probléme & N corps. Il faut alors partir de ’équation de Liouville dans ’espace de
phase total & 6N dimensions. Comme détaillé dans [Hansen, Pottier|, 'intégration de
celle-ci sur toutes les positions et impulsions de N —1 particules, conduit a la premiére
équation de la hiérarchie Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon (BBGKY), qui relie
les distributions f(1) et f(2) & une et deux particules. L’équation de Vlasov est alors

obtenue via la factorisation f(2) — f(1) (1)

Distribution induite au premier ordre. Introduisons la différence

5f =1~ fo.

Cette derniére étant supposée faible, I’étape suivante consiste donc a linéariser
léquation de Vlasov (1.63), en ne gardant que les termes du premier ordre
en la perturbation. Evidemment, f; est solution de I’équation sans second
membre. Par ailleurs, Q(r’,t) est au moins du premier ordre, car le plasma
est localement neutre dans 1'état . Alors, dans le terme de champ moyen,
ainsi que dans le terme de force extérieure, on peut remplacer df/Jp par
dfo/0p = —0Bpfo/m. L’équation de Vlasov ainsi linéarisée s’écrit

p 0 P ) ¢ (r—1')
of+ 2 oropn B far BT

drreg |r — /|3

9
ot

/dp’ Sf(x’,p'st)
= —ifgk - £ fope®TiE | (1.64)
m

Dorénavant, nous omettons de noter explicitement qu’il faut prendre les par-
ties réelles, sauf nécessité absolue.

Compte tenu des conditions initiales a tg = —oo d’une part, et de la
linéarité de I’équation d’évolution (1.64) d’autre part, ¢ f oscille dans le temps
a la méme fréquence complexe z que ¢..¢. De plus, dans un volume infini,
I'invariance par translation nous conduit & chercher §f sous la forme d’une
onde plane

3f(r,p.t) = ¥(p)pse™ ™,
semblable & ¢..¢. Par ailleurs, la transformée de Fourier de ¢?(r—r') /(4meo|r—
r'[3) est égale!! & —ig?k/(egk?). 1l vient alors

(—iz + k- %) ¥(p) +iﬁq2%~ 1;2 fo(p)/dp’ ¥(p') = —ifgk - % fo(p)

€0

soit encore

(D) = Yua(D) [1 4 oy w<p’>] (1.65)

€0k2

11. Obtenir ce résultat revient simplement & calculer la transformée de Fourier du gra-
dient du potentiel coulombien, et donc & multiplier par —ik la transformée du potentiel
lui-méme. Le lecteur peut alors consulter le chapitre 2, p. 78, ou cette derniére transformée
est calculée.
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ol

Bqk-p

Via(p) = (m>—k-p)

fo(p) (1.66)

est la forme de ¥ pour un gaz idéal, sans interactions coulombiennes entre
les particules. L’intégration membre & membre de I’équation intégrale (1.65)
pour ¢ donne aisément la constante [ dpy)(p) en termes de 1;4. Nous obtenons
finalement

B Via(P) piker—izt
0f(r,pyt) = 1= (@eok?) [ aptma(p) ¢ : (1.67)

Susceptibilité et propriétés analytiques. Pour obtenir la susceptibilité,
il suffit de reporter I'expression (1.67) de §f dans 'intégrale (1.61) donnant
Q, ce qui conduit a

Xid(k7 Z)

x(k, z) = 1 —xia(k,2)/(e0k?)’

(1.68)

Dans cette formule, y;q(k, z) = q [ dpyia(p) est la susceptibilité du gaz idéal,

=

oo 2k
/ dpgePzm Pz (1.69)

ia(k,2) = B p(2mmkpT) ™
Xia(k, z) = Bqp(2rmkpT) T

— 00

ot nous avons utilisé 'expression (1.60) de fp, ainsi que l'invariance par rota-
tion.

A k fixé, la susceptibilité idéale y;q est analytique en z dans le demi-
plan complexe supérieur, comme montré en dérivant la représentation inté-
grale (1.69) sous le signe somme. Nous en déduisons que la susceptibilité x
est également analytique dans ce demi-plan, en vertu du théoréme de com-
position, et également car le dénominateur 1 — y;q(k, z)/(eok?) ne saurait s’y
annuler vu que Y;q a une partie imaginaire non nulle. Pour s’en convaincre, il
suffit de déterminer la représentation intégrale de la partie imaginaire x7,; a
partir de la formule (1.69). Celle-ci n’est jamais nulle pour Im z > 0.

Pour obtenir x(k,w) sur I’axe réel, il faut prendre la limite de x(k, z), avec
z = w +ie et ¢ — 0T. Dans cette procédure, nous pouvons utiliser 'identité
standard (1.22), p. 16, qui permet d’extraire les parties réelle et imaginaire
dans la représentation intégrale (1.69) de x;q(k,w), ¢’est-a-dire :

400 _ Bmuv
/ o (Bmy1/2 ve =2
4 = — = PP _ 1.
de(kvw) ﬁq P (271') / dv U—u)/k ( 70)

— 00
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et

W_m)1/2 w [_6mw2}

_ 2

(1.71)

L’expression correspondante de x(k,w) suit immédiatement en remplagant
Xia(k,w) par X, (k,w) + ix};(k,w) dans la formule (1.68). Une propriété im-
portante vérifice par x(k,w) est que pour k # 0, x(k,w) reste analytique en
w sur 'axe réel. En revanche, des singularités peuvent y apparaitre a k = 0,
comme discuté plus loin.

Grandes et basses fréquences. Aux grandes fréquences, le comportement
asymptotique de x/},(k,w) est aisément obtenu en remplacant 1/(v—w/k) par
son développement —(k/w)(1+kv/w+...) dans I'intégrant de la formule (1.70),
avec le résultat

q°pk?
mw?

X (k,w) ~ (1.72)
Par ailleurs, x/,(k,w) décroit gaussiennement vite quand w — oo. A partir de
la formule (1.68), nous en déduisons que x(k,w) se comporte comme x;q(k,w)
a grande fréquence. Dans cette limite, les interactions deviennent négligeables
par rapport aux purs effets d’inertie, en accord avec la discussion générale p.
13.

Remarquons que la décroissance gaussienne de x”(k,w) aux grandes fré-
quences, plus rapide que toute puissance inverse de w, est une conséquence
du comportement de la fonction de réponse K((7) aux petits 7.

¥  Commentaire 1.2.5. Par

comparaison, dans le modéle de ’élec-

En effet™, le développement cor-
respondant de K¢(7) ne contient
que des puissances impaires
de 7 par suite de linvariance

tron élastiquement lié vu au §1.2.2,

il y a une force dissipative, donc ce

par renversement du temps du
systéme hamiltonien considéré.
Alors, d’aprés I'analyse générale
p. 12, tous les coefficients du dé-
veloppement de x” (k,w) en puis-
sances inverses de w sont nuls.

systéme n’est pas invariant sous la
transformation ¢ — —t. Le développe-
ment de Ko(7T) aux petits 7 contient
toutes les puissances de 7, et finale-
ment la susceptibilité a une décrois-

sance algébrique.

Aux basses fréquences, x7,(k,w) s’annule comme w, alors que X},;(k,w)
tend vers une valeur finie non-nulle. Nous en déduisons la valeur statique

—B4¢*p

X(k0) = T T

(1.73)

Elle différe de la valeur idéale —3¢?p par un facteur da aux interactions.
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Interprétation

Les propriétés analytiques de x(k,z) ont différentes conséquences phy-
siques importantes. Nous étudions d’abord les effets d’écran. Puis nous inter-
prétons l'absorption d’énergie dans ce systéme conservatif, ainsi que ’appari-
tion des modes plasmons.

Effet d’écran. Le potentiel total ¢, est la somme du potentiel exté-
rieur ¢, et du potentiel induit ¢;,,4 créé par la distribution de charge Q(r, t).
La permittivité diélectrique e(k, z) est définie via la relation usuelle

¢ext
ek, z)

¢tot =

En exprimant ¢;,q en termes de la susceptibilité y et de ¢e.¢, on obtient une
relation simple entre e(k, z) et x(k, z). Compte tenu de l’expression (1.68)
pour x(k, z), nous trouvons finalement

Xid(kv Z)

elk,2)=1— v

(1.74)

dans l'approximation de Vlasov. Dans la limite statique de fréquence nulle,
Yia(k,0) se réduit & —Bq¢%p, de sorte que

Bap
60/6‘2 '

e(k,0) =1+ (1.75)

Lorsque k — 0, e(k,0) diverge, et donc ¢y, s’annule. La charge induite Q(r)
s’ajuste alors exactement & —Q..+(r) en tout point. Cet effet d’écran est spé-
cifique aux systémes conducteurs. De plus, la formule (1.75) obtenue dans le

cadre de I'approximation de Vlasov devient exacte dans la limite des grandes
longueurs d’onde.

Absorption d’énergie. La puissance fournie au systéme est proportion-
nelle & ”(k,w) qui se réduit a —x7,(k,w)/(cok?) d’apres la formule (1.74).
Comme la partie imaginaire x7,(k,w) est négative sur I’axe réel, la puissance
fournie est non nulle. Ce résultat, a priori surprenant pour ce systéme conser-
vatif, est interprété comme suit. L’absorption d’énergie n’est pas ici induite
par une force de freinage dans le plasma, mais par un effet résonant dii aux
particules surfeuses. Ces particules ont une vitesse v = wk/k? identique a la
vitesse de phase de 'onde associée & ¢qy . La puissance qui leur est fournie
F ... v reste constante dans le temps, et strictement positive, au premier ordre
en la perturbation. Ainsi, elles pompent bien une partie de ’énergie de I'onde
excitatrice. En général, ce processus d’absorption d’énergie a caractére réso-
nant engendre des singularités. Par exemple, pour un oscillateur harmonique
non amorti de type circuit LC, la résonance a sa fréquence propre induit une
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divergence de la réponse. Ici, la singularité correspondant a la vitesse de phase
est lissée par I'intégration sur toutes les vitesses possibles distribuées suivant la
statistique de Maxwell-Boltzmann, qui prend en compte les fluctuations ther-
miques. En physique des plasmas, ce phénoméne est appelé amortissement de
Landau.

Modes plasmons. Dans la limite des grandes longueurs d’onde k — 0 avec
Imz > 0 fixée, a partir des formules (1.68) et (1.69) nous obtenons la forme
asymptotique de la susceptibilité

¢ok® 1
2

— w2
z wp,

x(k,z) ~

En écrivant

. 1 . 1 1
lim -5 =5 — lim
e—0t 2% — wy 2Wp e—0F 2 —wp 2z2+wp

et en utilisant & nouveau la relation (1.22), p. 16, nous pouvons séparer les

parties réelle et imaginaire, avec le résultat!?
2 k2
X' (k,w) ~ _LerT [0(w—wp) —0(w+wp)] quand k — 0, w fixée . (1.76)
2muw,,

Ce comportement est la signature de la présence d’'un mode plasmon a la
fréquence +w, non-amorti. Soulignons que 'existence de ce mode n’est pas
un effet spurieux du champ moyen. En effet, a la limite des grandes longueurs
d’onde, les tranches de plasma non-neutres sont rappelées a leur position
d’équilibre par le bain, de sorte que leur dynamique devient isomorphe &
celle d'un oscillateur harmonique non-amorti & la fréquence w,. A k # 0, les
modes plasmons sont amortis par différents processus, dont celui des particules
surfeuses. Pour un plasma & deux composantes, comme par exemple un sel
ionique, les modes plasmons sont toujours amortis, méme dans la limite £ — 0,
par suite des collisions entre charges positives et négatives qui oscillent en
opposition de phase.

1.2.5 Conductivité et formule de Kubo
Présentation

Considérons un milieu conducteur soumis & une certaine différence de po-
tentiel qui induit un courant électrique. Au niveau microscopique, ce courant
est associé au mouvement de particules libres chargées. L.’étude correspon-
dante de la conductivité est extrémement difficile. En fait, elle entre dans le

12. Voir aussi dans ce contexte l’exercice 1.4, p. 55.
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cadre tres général de la réponse linéaire en mécanique statistique. Cette pro-
blématique constitue un domaine en soi, qui est abondamment traité dans
la littérature. Ici, nous présentons une démonstration de la formule de Kubo
sans passer par les outils traditionnels du probléme & N corps, comme la ma-
trice densité. Cette formule montre que la fonction de réponse en jeu est égale
4 une certaine fonction de corrélation dynamique du systéme a 1’équilibre.
Nous discutons briévement quels sont les comportements attendus, puis nous
montrons comment l’expression microscopique exacte de la conductivité, peut
conduire & des modélisations phénoménologiques simples.

Soit Hy le Hamiltonien en mécanique quantique des particules constituant
le milieu conducteur, Hy ne dépendant pas explicitement du temps. L’état
initial & & tg = —oo est ici un état d’équilibre a une certaine température 7T,
avec § = 1/(kgT). Nous travaillons dans I’ensemble canonique, en considérant
que le systéme est infiniment étendu et sans tenir compte d’éventuels effets de
bord. Par ailleurs, le systéme est traité quantiquement, étant entendu que les
expressions obtenues peuvent étre aisément spécifiées au cas classique. Ainsi,
étant donnée une observable associée & un opérateur hermitien A, sa valeur
moyenne d’équilibre (A)q dans I'état &y s'écrit

Tr [e*ﬁHO A]
(A)o = TTre-BHo (L.77)
ou Tr désigne la trace sur 'espace des états microscopiques accessibles au
systeme. Cette trace peut étre calculée en utilisant n’importe quelle base de
cet espace. En particulier, si on introduit la base orthonormée formée avec les
états propres [¢,) d’énergie F,, du Hamiltonien Hy, il vient

e PEn (| Al
(A) — don - G%Eln [¥n)

Enfin, le courant initial est nul, i.e. :

(1.78)

(J)o=0
ou J est 'opérateur de courant microscopique.

Soumettons le systéme a un champ électrique extérieur homogéne E.,(t)
dépendant du temps, et introduit adiabatiquement a ty = —oo. Ce champ
extérieur joue le role du forgage. Dans un premier temps, nous considérons
une dépendance temporelle générale, avec la seule condition que E.,¢(t) tende
exponentiellement vite vers zéro quand ¢ — —oo. Le Hamiltonien H(t) en
présence de la perturbation extérieure est

H(t) =Ho—P- Eemt(t) (179>

ou P est opérateur de polarisation microscopique. Nous allons étudier la
réponse du systéme en courant & ce forcage.
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Etude et résolution

Tout d’abord, nous allons établir la formule de Kubo, en considérant 1I’évo-
lution de la valeur moyenne d’une observable A quelconque, le systéme étant
soumis & un forcage décrit par le Hamiltonien

H(t) = Hy — BF(t) (1.80)

ol B est une observable également quelconque, et F(¢) une fonction scalaire
arbitraire qui tend exponentiellement vite vers zéro quand ¢t — —oo. Nous
spécifierons ultérieurement les formules obtenues au cas décrit dans la présen-
tation ci-dessus.

La stratégie adoptée consiste a déterminer en premier lieu I'état évolué
|, (t)) sous Paction de H(t) en partant d’un état initial qui soit un état
propre |¢,) du Hamiltonien non-perturbé Hy. L’évolution de la moyenne sta-
tistique (A); est alors simplement obtenue en pondérant la moyenne quantique
(Y ()| Althn (1)) par le facteur de Boltzmann e #F» | et en sommant sur tous
les états quantiques possibles, i.e. :

_ X e ()] Al (1))

(Ad S e BEn

(1.81)

Evolution perturbative d’un état propre du Hamiltonien non-
perturbé. Il est possible de montrer que |, (t)) est solution de I’équation
intégrale :

t—tg
on(®) = e ) [ drE(E = e B ¢ 7).

’ (1.82)

Nous établirons en fait de maniére générale ce résultat au chapitre 3 (voir

équation (3.74), p. 177) : il faut alors procéder aux substitutions |¢g) — [1)y,),

|p(t)) = [n(t)), et W(t) — —BF(t). Cependant, le lecteur peut aussi vérifier
explicitement!® que |1, (t)) est bien solution de ’équation de Schrédinger

0
iho [Yn(t)) = H(t)[tn(0)).

Pour un faible forgage, ’équation (1.82) donne lieu a un développement per-
turbatif en puissances de B F'(t) :

[Yn(t)) = et Ry, )

1 t—to

-7 ATF(t — 7)e Ho/hge—iHo(t=r=to)/h|y, \ 1 ... (1.83)
thJo

au premier ordre en F'.

13. Pour cela, il aura intérét a faire d’abord le changement de variables t/ =t — 7 dans
Pintégrale apparaissant dans ’équation (1.82) avant de calculer (9/0t)|¢n (t)).
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Le développement perturbatif (1.83) permet de déterminer 1’évolution de
la moyenne quantique (1, (t)|A|¢n(t)) de A dans Pétat |1, (¢)). En rejetant
les conditions initiales & tg = —oo, nous obtenons

(Un(®)]A[Pn(t)) = (Yn|Althn)
1 +oo

+ 7 drF(t — 7) {1y, [e_iHOT/hBeiHoT/hA
0

—Ae_iHOT/hBeiHOT/h]|1/)n> (184)

au premier ordre en F. Pour établir ce résultat nous avons utilisé le fait que
[t} est un état propre de Hy et donc que

e_iHO(t_tO)/hl'(/Jn> e—z’En(t—tO)/hlwn>.

Moyenne statistique sur les configurations initiales. En insérant le
développement (1.84) dans la formule (1.81), nous trouvons

+oo
A== [ arFe-7)

Tr{efﬁHo [efiHo'r/hBeiHo'r/hA _ AefiHo'r/hBeiHo'r/h} }

T 4+ (1.85)

X

en ne gardant que les termes linéaires dans le forcage.

La formule (1.85) prend donc exactement la forme générale (1.4), p. 5,
de la réponse linéaire. La fonction de réponse de 'observable A au forcage
considéré est donc

1 Tr{[B, e PHo]A/(7)}

Ko(1) = - Tre—AHo , (1.86)
avec le commutateur
(B, e PHo] = B ¢=PHo _ =BHo p (1.87)
et 'opérateur évolué dans le temps
Ap(7) = eHor/h g emtHor/h (1.88)

Pour établir la formule (1.86), nous avons utilisé la propriété de cyclicité de la
trace, Tr(0102) = Tr(020,), valable pour deux opérateurs quelconques Oy
et Oy de traces bien définies.
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Formule de Kubo. Il est d'usage de réécrire la fonction de réponse en
termes de l'opérateur B défini par '

: 1
B=——[Hy, B].

ih
Il vient alors I'identité
1 A :
— (B, e PHo) = ¢=FHo / dBy e Hope=frtlo (1.89)
? 0

simplement obtenue par intégration de la relation

0

%(eﬂHoBe—ﬁHo) — [I_IO7 eﬁHoBe—ﬁHo]_

En utilisant I'identité (1.89) dans ’expression (1.86) de la fonction de réponse,
nous obtenons la formule de Kubo

B .
Ko(r) = </0 By Mo Be PHo Ay(r)),. (1.90)

Ainsi, nous dirons de maniére schématique que la réponse en A a un forgage de
couplage B, est déterminée par les corrélations dynamiques d’équilibre de A
et B. Nous constatons que la fonction de réponse Ky (7) est bien indépendante
de F, et qu’elle dépend de la maniére dont le forgage est couplé au systéme,
comme discuté p. 4. Dans le cadre du probléme & N corps, la formule de Kubo
est souvent démontrée en partant de I’équation de Liouville qui gouverne
I’évolution de la matrice densité sous I'action du forgage. Cette méthode est
bien sir équivalente a I'approche utilisée ici, qui permet de s’affranchir de
I'introduction explicite de ces notions.

Conductivité dépendant de la fréquence. Spécifions maintenant la for-
mule de Kubo a la situation suivante. En ’absence de champ magnétique
extérieur, et en négligeant tout effet relativiste, le Hamiltonien Hy est de la
forme

2m

N o2
HO:Z pzl —|—V(I‘17...7I‘N),
i=1 g
ou p; = —thV,; est I'opérateur impulsion de la particule i, canoniquement
conjugué de sa position r;, et V(ry,...,rn) est Popérateur décrivant les inter-

actions entre particules, qui ne dépendent que de leurs positions. L’observable
A est vectorielle et correspond au courant

N Pi
j : 4
i=1

14. Cet opérateur coincide avec la dérivée temporelle de 'opérateur évolué By (1) a7 = 0.
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ou ¢; est la charge de la particule ¢, tandis que la perturbation —B F' (t)
correspond & —P - E . (t). Déterminons d’abord l'opérateur P. En utilisant
I’expression microscopique P = Zfil ¢;r;, un calcul élémentaire donne alors

. 1
P= ih[HO’ Pl =1J.

Considérons maintenant un champ extérieur monochromatique de la forme
habituelle E..;(t) = Re(E.e~**!), et gardant une direction fixe dans le temps.
La susceptibilité en jeu est alors la conductivité o(z) par unité de volume. Sup-
posons que la réponse soit isotrope, autrement dit que le courant induit soit
colinéaire au champ extérieur, o(z) se réduisant alors & un pur scalaire. Sous
cette hypothése, en insérant ’expression (1.90) dans la formule générale (1.8)
de la susceptibilité, nous trouvons

1
O'(Z):W o

oo , s
dr e'™ </ dpy erfoJe=fto . J,(1) > (1.91)
0

ol V est le volume du systéme. Donc la conductivité s’exprime en termes de
la fonction d’auto-corrélation dynamique du courant & I’équilibre.

Limite classique. Dans certains milieux conducteurs, comme les sels io-
niques par exemple, les effets quantiques sont faibles, de sorte que la conduc-
tivité peut étre calculée dans le cadre de la mécanique classique avec une bonne
précision. La version classique de la formule de Kubo est alors immédiatement
obtenue en appliquant la recette

B
/ ds e—(ﬂ—ﬁ1)HoJe—B1Ho_)ﬂe—BHoJ
0

qui revient a faire commuter J et e~ 710 On obtient ainsi pour la conductivité
classique

oa(z) = % /000 dr =7 (J(0) - J(7))o, (1.92)

avec

N
J(r) = Zq vi(7).

Ici, v;(7) est la vitesse de la particule ¢ a l'instant 7 dans 1’évolution non-
perturbée régie par Hy, a partir d’une configuration initiale donnée a 7 = 0,
repérée par un point de coordonnées (ri,...,ry;P1,...,Pn) dans Uespace de
phase des variables canoniques & 6N dimensions. La moyenne statistique sur
ces configurations initiales, est une intégrale sur cet espace de phase avec le
facteur de Boltzmann exp[—SHy(r, p)].
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La formule classique de Kubo (1.92) peut étre obtenue également a par-
tir de ’équation de Liouville dans ’espace de phase a 6N dimensions. Ici,
nous proposons une démonstration plus simple exploitant I'interprétation de
la fonction de réponse Ko(7) comme I’évolution libre de (Jpuise(7))/V aprés
application d’'un champ électrique strictement localisé a l'instant tg = 0 de la
forme

Eemt (t) = Foé(t) .

Pour un ensemble de conditions initiales {r;,v;} = (r1...,rn;Vi...,VN), &
I’instant 0™, les positions et vitesses & I'instant 07, aprés application du champ
électrique précédent deviennent

F
r;(07) =1, et v;(07) =v;+ 4o,
i
Pour cette configuration initiale, il vient
qiFo
pulse Z%Vv {ruvv + ;nz })

Ici, les vitesses v; a l'instant 7 se déduisent des conditions initiales {r;;v; +
Fo s .y C e ,
LE0L A 0" via I’évolution intrinséque engendrée par Hy. Nous obtenons alors

Ho({ri,p:} ¢ Fo
<qulse( /Hdr dpie” AHo({r:p Z%Vv {I‘“V7+ s }) )

3

ou Z. est l'intégrale de configuration classique

ch = /HdridpiefﬂHO({rivpi}) .

En faisant le changement de variables
r;=r; ; p; = pi + ¢:Fo,

dont le Jacobien est évidemment égal a 1, et en linéarisant le facteur de Gibbs
e~ PHo({ri.pi}) exprimé dans les nouvelles variables,

%FO) - /8

Z

exp[—BHo({ri,pi})] = exp| ﬂz V({{ri})]
= eXp[—ﬁHo({I'i, pz}) 1 + ﬁZQiV; -Fo+ O(F02))a

nous obtenons

(Tpuise(T)) = BZ3 / [ drjdpie #Ho P N giov (7 [{xls viH) Y ;v Fo
7 7 7
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au premier ordre en Fy. L’identité (1.5), établie de maniére générale p. 5,
s’écrit ici

1

V<qulse(7_)> - FOKO(T)’

Nous trouvons finalement

Ko(r 3Vch /Hdr dp;e BHO({r"p‘})qul (t{rs;vi}) - Zq]vj

p
= 2 3(0)- 3(7))o,

ce qui redonne bien la formule de Kubo classique (1.92) en appliquant la
formule générale (1.8).

Interprétation

La détermination des corrélations dynamiques du courant & un niveau
microscopique est extrémement difficile. En effet, il faut a la fois prendre en
compte les interactions et la nature quantique des particules. Dans le cas clas-
sique, le probléme devient plus simple, mais il reste malgré tout tres difficile. Il
faut alors mettre en ceuvre I'arsenal des équations cinétiques pour le probléme
a NN corps, ce qui ne saurait étre décrit ici, méme succinctement ! Nous nous
contentons de conclure par quelques remarques sur le théoréme fluctuation-
dissipation, ainsi que sur la modélisation phénoménologique des fonctions de
corrélation intervenant dans la formule de Kubo.

Théoréme fluctuation-dissipation. Considérons une fréquence réelle
z = w. Le calcul de la puissance fournie par le champ excitateur, moyennée
sur une période T = 27 /w,

— 1 (T OH(t I dE.,
P:—/dt< ()>t=——/dt<P>t~—t,
0 T 0

T ot dt

donne
/

5=”fﬂaﬁ (1.93)

C’est donc la partie réelle o’ (w) de la conductivité qui contrdle la puissance
fournie, et qui est ainsi reliée aux processus dissipatifs a 'ceuvre dans le sys-
téme. Ceci implique o’(w) > 0. Soulignons que la formule (1.93), combinée
a la formule de Kubo pour la conductivité, constituent un cas particulier du
célébre théoréme fluctuation-dissipation. Ici, la dissipation est déterminée par
les fluctuations dynamiques du courant via un facteur de proportionnalité qui
n’est autre que la température inverse 5 = 1/(kgT).
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Modélisation phénoménologique. Les corrélations dynamiques du cou-
rant peuvent étre modélisées a 'aide d’une simple exponentielle décroissante
C exp(—v7). La constante C et le temps de relaxation y~! peuvent étre alors
ajustés, via différentes contraintes, par exemple la valeur de la conductivité
statique o(0), ou le comportement aux temps courts de la fonction de ré-
ponse 5. Une telle modélisation peut s’interpréter dans le cadre du modéle
bien connu de Drude. Ces aproches phénoménologiques sont analogues dans
Pesprit a celles présentées dans ’exemple sur les diélectriques au §1.2.2.

15. Dans le cas classique, Ko(0) = pg?/m pour un seul type de particules mobiles iden-
tiques portant une charge q et de densité p. D’autres informations sur le développement aux
temps courts de Ko(7) peuvent étre obtenues en termes de certaines corrélations statiques
d’équilibre.
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1.3 Exercices

B Exercice 1.1. Fonctions de réponse associées
a des opérateurs linéaires

1. Obtenir les fonctions de réponse associées aux opérateurs

d2

“ar Y

d
Ll = E +a 5 L2
avec a et b des constantes positives, i.e. les fonctions K;(t — t'), solutions de
L;K;(t—t)=4(t—1t) avec K;(t —t') =0 pour ¢t < t'.

2. Obtenir les susceptibilités y1(z) et xa2(z) associées respectivement a Ly
et L. Discuter leurs poles et leurs domaines d’analyticité. Méme question si
a et b sont négatifs.

Solution page 337.

B Exercice 1.2. Fonction de réponse d’un circuit RLC

Calculer la fonction de réponse d'un circuit RLC de trois maniéres diffé-
rentes : les deux premiéres en utilisant les méthodes de ’annexe C, c’est-a-dire
les résultats (C.2) et (C.4); puis en effectuant la transformée de Laplace in-
verse de la susceptibilité

Solution page 337.

B Exercice 1.3. Particule brownienne chargée

Une particule chargée est soumise & un champ électrique F(t) en une
dimension'® et & une force de type brownien due & son environnement. L’évo-
lution de la variable r(t), qui représente la valeur moyenne de la position de
la particule est alors simplement gouvernée par I’équation :

mit + i = E(t). (1.94)
1. En écrivant E(t) = E. e~ %!  obtenir les susceptibilités x(z) et u(z)

associées respectivement a 7(t) et r(t). Ces susceptibilités satisfont-elles aux
relations de K.K.? Vérifier la régle de somme (1.27), p. 18, pour x(z).

16. La généralisation a trois dimensions est immeédiate.
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2. Déterminer les fonctions de réponse V(1) et R(7) associées respective-
ment a 7(t) et r(t).

3. Quel terme pourrait-on ajouter a Iéquation de mouvement (1.94)
pour éliminer la partie constante aux grands 7 de la fonction de réponse R(7) ?

Solution page 338.

B Exercice 1.4. Raie d’absorption

Imaginons une susceptibilité qui corresponde & une raie d’absorption trés
fine pour une pulsation wy. Plus précisément, supposons que la partie imagi-
naire, x”(w), de la susceptibilité y(w) étudiée corresponde a une distribution
de Dirac centrée en wy.

1. Pourquoi faut il prendre x”(w) = 06(w — wp) — 06 (w + wp) ?

2. Qu’obtient-on alors pour la partie réelle y/(w) de la susceptibilité par
simple application des relations de Kramers-Kronig sans prendre de précau-
tions, c’est-a-dire sans tenir compte des singularités en +wg ?

3. On se propose de retrouver le résultat précédent par une méthode plus
rigoureuse. Montrer tout d’abord que l'identité

1 1
lim —— =PP—+1 1.
Pt (x — ie) x +imd(z) (1.95)

permet de définir une susceptibilité x.(z) qui soit analytique dans CT et
dans R et qui vérifie x”(w) — 06(w—wp) —0d(w—+wp) lorsque € — 0T. Donner
Pexpression de y.(z) ainsi que celles de y.(w) et x”(w). Vérifier alors que le
résultat de la question précédente pour Y’/ (w) est retrouvé a la limite ¢ — 07.

4. Obtenir x”(w) a partir de x.(w) en utilisant les relations de Kramers-
Kronig.

Solution page 339.

B Exercice 1.5. Application des relations de Kramers-Kronig
en astrophysique

1. Montrer que les relations de Kramers-Kronig (1.23), p. 16, se réécrivent
2 (oo} w/X” (U.) )
! = — PP/ dw’ —5—"1, 1.96
X' (w) p . w (W2 — w?) (1.96)
2 (o] / /
X' (w) = -= PP/ o e X ()
0

T w'? 7&)2).
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2. Dans un modéle simplifié pour le milieu interstellaire, le vide est parsemé
de grains sphériques. Dans cette question, une limite inférieure pour la fraction
du volume occupé par les grains est déterminée.

Pour cela, considérons la susceptibilité x(w) = e(w) — 1 ot ¢(w) est la
permittivité diélectrique du milieu interstellaire. Il est possible de montrer en
utilisant notamment I'équation de Clausius-Mossotti que

/ 369 — 1
X'(0) = dmpr 2
ot 7 est le rayon des grains sphériques, p leur densité et €, la constante
diélectrique statique des grains. Par ailleurs, il est rappelé que €’ (w) est une
fonction impaire et positive pour w > 0.

Supposons que la fonction x” (w) soit connue entre deux pulsations wy et woy
grace a des mesures expérimentales. Montrer que ces mesures permettent de
calculer une limite inférieure pour la fraction du volume occupé par les grains.

Solution page 340.

B Exercice 1.6. Régles de somme

Montrer les régles de somme (1.28) et (1.29) i.e. :

l/“’ dww[x%w)—K“—(O)} = K5(0),

_g /__ fdw W [an@} - K3(0).

Pour cela, supposer que les premiére et deuxiéme dérivées de la fonction de ré-
ponse Ko(7), notées respectivement K{(7) et K{(7) peuvent aussi étre consi-
dérées comme de bonnes fonctions de réponse, finies en 7 = 0. Leurs sus-
ceptibilités respectives seront notées y(z) et x(z) et seront relices a x(z), la
susceptibilité de Ko(7).

Solution page 340.

B Exercice 1.7. Réponse a un bruit

Considérons une équation pour une variable physique z(t) donnée par
Ox(t) = n(t) avec x(t) — 0 pour t — —oo. O est un opérateur différentiel
linéaire et n(t) est une variable aléatoire de valeur moyenne nulle et décorrélée
dans le temps, i.e. :

(n(®)) =0, (n(t)n(t')) = ad(t —1t).



1. Réponse linéaire et analyticité 57

La variable x peut représenter par exemple la position d’une particule brow-
nienne et 7 U'influence de I'environnement sur son mouvement.

1. Exprimer z(t) en fonction de la réponse causale K (¢;t') associée a O et
de 7. Obtenir ensuite une expression pour (z2(t)).

2. Montrer que si O correspond a l'opérateur différentiel associé & un
oscillateur harmonique suramorti, i.e. :

2

d 2
O=mga t g tm
avec vy > 2mw, alors
9 @
) = ——.
@(0) = 5o

Solution page 340.

B Exercice 1.8. Relations de Kramers-Kronig pour un métal

On considére un métal de conductivité o. En présence d’'un champ élec-
trique extérieur homogéne de seule composante monochromatique exp(—iwt),
ce métal se comporte comme un diélectrique de constante relative e(w).

1. Préciser dans quelles conditions un tel champ peut effectivement étre
créé a l’échelle d’un échantillon de taille finie.

2. Rappelons que la densité de courant j est donnée par j = (0P /dt) ou
P est la polarisation. Montrer que dans la limite statique, i.e. w — 0, e(w) se
comporte comme io/(gow) ol g¢ est la constante diélectrique du vide. En
déduire que &(z) présente un poéle simple en z = 0 de résidu io/ep.

3. On admet que £(z) — 1 est analytique dans C* (axe réel compris) sauf a
Porigine, et qu’elle décroit au moins comme 1/ aux grands z dans CT. Trouver
les relations de Kramers-Kronig modifiées reliant les parties réelle e’ (w) — 1 et
imaginaire €”(w). Sur ces expressions, vérifier que ¢’(w) — 1 est finie en w = 0
alors que ¢”(w) diverge comme o/(gow).

4. Trouver, grace & un argument simple, la forme asymptotique de £(w)—1
aux grands w (on notera n la densité numeérique des électrons, m leur masse et
q leur charge). En déduire que &”(w) décroit plus vite que 1/w?, ainsi quune
régle de somme donnant le premier moment de €’ (w) en termes de n, ¢, m
et 9.

5. Comme modélisation simple pour (w), et a titre d’exemple, prenons

1! _ g
e'w) gow(1 + w?72)’
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Exprimer le temps caractéristique 7 en fonction des parameétres précédents du
probléme.

6. Quel modele microscopique simple conduit & lexpression de e(w)
correspondant a la question précédente? Quelles améliorations pourrait-on
lui apporter ?

Solution page 341.

B Exercice 1.9. Propagation des signaux
dans les milieux diélectriques

Cet exercice propose 1’étude de la propagation d’une onde dans un milieu
dispersif afin de montrer que la causalité implique qu’un signal ne peut pas se
propager plus vite que la vitesse de la lumiére dans le vide. Pour cela, rappe-
lons que la permittivité électrique €(z) se construit a partir d’une fonction de
réponse causale, G(7), donnée par le comportement microscopique du milieu :

e(z) =1+ /000 G(r)e”7dr.

1. Quelles conditions doit-on imposer sur G(7) pour que €(z) soit analy-
tique et que €(z) — 1 quand z — oo dans le demi-plan complexe supérieur y
compris l'axe réel 7

2. Pour simplifier, considérons le cas uni-dimensionnel avec un domaine
correspondant a = > 0. Supposons qu’une source soit allumée 4 ¢t = 0 et
en x = 0, et que Pamplitude du champ (électrique par exemple) en 2z = 0
soit, :

F(0,t) =6(¢t) f(t) avec Vit |f(t)] <C

pour C donné. Montrer que F'(0,t) peut s’écrire
oo+ )
F(0,t) = / dzg, e "t
—oo+iy
avec 7 un réel positif arbitraire.
3. L’équation de propagation pour chaque composante de fréquence com-
plexe g.(z,t) = g.g(x) exp(—izt) est donnée par :
( 0% n?(z) 0?

0x2 2 o2

)gz(xvt) =0

ou n(z) = y/€(z) est 'indice de réfraction (en supposant que la permittivité p
soit, celle du vide pour tout z). En étudiant le domaine d’analyticité et le
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comportement pour z grand de n(z), donner la forme génerale de F(x,t) et
montrer qu’elle est nulle pour = > ct.

Solution page 342.
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Chapitre 2

Fonctions de Green indépendantes
du temps

Il est fréquent qu'une quantité physique soit reliée & une source par une
équation aux dérivées partielles (EDP) linéaire. Cette grandeur peut étre,
par exemple, un champ électromagnétique ou bien une température, avec
pour sources respectives des charges ou des sources de chaleur. Dans ce cha-
pitre, nous considérons des situations stationnaires ot toutes les quantités en
jeu sont indépendantes du temps. La quantité physique étudiée est donc un
champ statique, c’est-a-dire une fonction dépendant uniquement des coordon-
nées spatiales. Nous présentons des méthodes générales pour étudier ce genre
de problématique.

Soulignons tout d’abord que la quantité physique recherchée n’est pas dé-
terminée de maniére univoque par la donnée de 'EDP qu’elle satisfait. En
fait, I'unicité est garantie en imposant des conditions supplémentaires. Dans
la plupart des situations physiques, il apparait naturellement des conditions
aux limites (C.L.) sur la forme de la grandeur cherchée aux bords du sys-
téme. Par exemple, en électrostatique, ces conditions aux limites reviennent a
prendre en compte implicitement les contributions de sources supplémentaires
qui sont induites dans le milieu extérieur au systéme considéré. De maniére
générale, ces conditions aux limites ont une signification physique bien pré-
cise, et elles jouent ainsi un role crucial dans la forme de la grandeur étudiée.
Mathématiquement, la détermination du type de C.L. qu’il faut imposer pour
assurer a la fois 'existence d’une solution et son unicité est en général assez
délicat : en effet, 'existence requiert des C.L. pas trop restrictives, tandis que
I'unicité nécessite au contraire des C.L. assez restrictives. La question fonda-
mentale des conditions aux limites est donc la premiére traitée dans chaque
situation.

La linéarité de 'EDP permet de déterminer le champ d’intérét en appli-
quant le principe de superposition. Il est alors trés naturel d’introduire le
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champ particulier créé par une source ponctuelle : ¢’est ce champ qui est ap-
pelé fonction de Green du probléme considéré. Le champ total induit par une
distribution arbitraire de sources se réduit alors a la superposition des champs
particuliers créés par des sources ponctuelles. Cette décomposition met en lu-
miére le role majeur des fonctions de Green dans la résolution générale des
EDP linéaires. Dans cette argumentation succincte, nous n’avons pas pris en
compte la problématique des conditions aux limites. Celle-ci est étudiée en dé-
tail pour chacun des cas particuliers abordés dans ce chapitre. Ici, remarquons
qu’il existe, pour une EDP donnée, toute une variété de fonctions de Green
correspondant & des conditions aux limites différentes. Plus remarquable, la
solution générale de cette EDP pour des conditions aux limites particuliéres
est reliée a n’importe quelle fonction de Green associée a d’autres conditions
aux limites! Ceci renforce d’autant 'intérét de ces fonctions.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous considérons tout d’abord une
EDP linéaire trés générale, a partir de laquelle sont introduites les fonctions
de Green correspondantes. En exploitant le principe de superposition, nous
montrons alors qu’'une intégrale adéquate de I'une quelconque de ces fonctions
de Green sur tous les points sources est bien solution de 'EDP considérée.
La problématique des conditions aux limites est ensuite briévement abordée.
Nous présentons rapidement les propriétés générales des fonctions de Green,
avant de les réécrire en termes des éléments de matrice d'un certain opé-
rateur. Cette interprétation opératorielle ouvre la voie & une extension na-
turelle de la notion de fonction de Green, & des situations ot ’enjeu n’est
plus de déterminer un champ créé par des sources données. Ensuite, nous
étudions successivement deux EDP particuliéres, faisant intervenir les opé-
rateurs Laplacien et de Helmholtz, dans I'espace tridimensionnel. Par suite
des propriétés d’invariance de ’espace, ces opérateurs interviennent naturel-
lement dans de nombreux domaines de la physique. Pour chacun d’entre eux,
nous abordons la problématique des conditions aux limites, puis nous expri-
mons la solution de 'EDP correspondante en termes des fonctions de Green.
Cette étude est ensuite reprise pour un espace de basse dimension. En parti-
culier, nous présentons a cette occasion une méthode spécifique a la dimension
deux, basée sur 'utilisation des transformations conformes. Enfin, nous termi-
nons par des EDP reliées a des opérateurs inhomogénes, qui interviennent en
particulier dans le cadre de la mécanique quantique. Les fonctions de Green
correspondantes sont définies par la procédure d’extension de la notion ori-
ginelle mentionnée précédemment. Leur intérét réside principalement dans la
détermination de propriétés spectrales des opérateurs en jeu, ainsi que dans
la construction de séries perturbatives.

La seconde partie du chapitre est consacrée & des exemples illustrant et en-
richissant les propriétés générales présentées dans la premiére partie. D’abord,
nous considérons le probléme standard du champ électrostatique créé par des
charges au voisinage d’une paroi conductrice. La structure des fonctions de
Green obtenues par un calcul élémentaire fait naturellement apparaitre les
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images des charges qui interviennent dans la fameuse méthode du méme nom.
Ceci permet d’en retrouver les prédictions, et surtout de mettre en valeur le
caractére systématique de cette méthode. Aprés cela, nous considérons une
situation rencontrée tout aussi bien en mécanique des fluides qu’en supra-
conductivité : le champ d’intérét est alors solution de 1’équation de Laplace
avec des conditions aux bords particuliéres. Dans cet exemple sans sources
explicites, une résolution directe de 'EDP par décomposition du champ en
harmoniques sphériques est également possible. Les deux exemples suivants
sont relatifs a la mécanique quantique : le but du premier est le calcul d’une
densité d’états, tandis que le second traite de la diffusion. Enfin, nous décri-
vons une application des transformations conformes & I’étude du vent soufflant
Sur un mur.

2.1 Propriétés générales

2.1.1 Définition et propriétés des fonctions de Green

Considérons un systéme contenu dans un domaine D de dimension a priori
quelconque, et comprenant des sources distribuées avec une certaine den-
sité p(r), ou ici r désigne un point du domaine D. Supposons que ces sources
induisent un certain champ ¢(r), univoquement déterminé par le systéme

@ (r) p(r)
CL@ (2.1)

Dans la premiére équation de ce systéme, O désigne un opérateur linéaire
incluant des dérivations partielles par rapport aux différentes composantes de
r. De plus, la notation C.L.(¢) représente les conditions aux limites (C.L.)
spécifiques a la situation étudiée. En géneral, celles-ci porteront sur la valeur
de ¢(r) et/ou de ses dérivées spatiales sur le bord 9D, du domaine D. Dans la
suite, et par abus de langage, nous appellerons 9D aussi surface, en référence
au cas ou le domaine D est tri-dimensionnel.

oD

s
\\\\\\\\\ikO\\\\\\\\\\\\\\\\\

N
N
\

F1G. 2.1 — Domaine D et son bord 0D.
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En toute généralité, nous envisagerons un champ ¢(r) pouvant prendre
des valeurs complexes.

L’EDP satisfaite par ¢ étant linéaire, il est tentant d’introduire le principe
de superposition, i.e. de décomposer ¢ comme la somme de champs créés par
des sources élémentaires adéquates. Immédiatement, cette tentative se heurte
aux difficultés induites par les conditions aux limites. Lesquelles faut-il choisir
pour définir univoquement les champs élémentaires, afin de s’assurer que la
superposition correspondante satisfasse bien aux conditions de bord originelles
portant sur ¢ 7 En fait, il n’existe pas de réponse générale a cette question,
qui sera traitée au cas par cas dans la suite.

Définition

Revenons a l'idée de superposition. En vertu de 'identité
plr) = [ ar'pla!)oe ), (22)
D

valable pour r strictement & l'intérieur de D (et non sur la frontiére 9D), il est
naturel d’introduire I’assemblée de toutes les sources ponctuelles, assemblée
décrite par la position de la source en un point quelconque r’ de D. A chacune
de ces sources localisée en un point r’ donné est associée une densité purement
locale qui n’est autre que 6(r — r’). Chacune d’entre elles induit un champ
¢lémentaire, défini univoquement par la donnée de conditions aux limites sur
la frontiére 9D. Ce champ est appelé fonction de Green de l'opérateur O, et
il est donc défini par le systéme

O, G(r;r') =6(r —1') (2.3)
C.L.(G).

Soulignons que la fonction de Green G(r;r’) dépend de deux positions qui
ne jouent pas le méme role : r désigne le point d’observation ot le champ
élémentaire est évalué, alors que r’ dénote la position de la source ponctuelle.
Ainsi dans 'EDP satisfaite par G(r;r’), opérateur agit sur la variable r, ce
qui est stipulé par la notation O,. De plus, il existe souvent plusieurs types
de C.L., qui, en particulier, peuvent étre différentes de celles définissant ¢.

Intérét

Poursuivons maintenant 1'idée de superposition. Considérons pour cela
le champ ¢¢(r), défini comme la combinaison linéaire, sommée sur r’, des
champs élémentaires G(r,r’) pondérés par p(r'), i.e. :

bo(r) = /D dr' G(r;r') p(r'). (2.4)
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Appliquons Popérateur O, a ¢ (r). Le caractére linéaire de cet opérateur
nous permet de le passer sous le signe somme dans I’expression intégrale (2.4).
De plus, ce méme caractére linéaire implique qu’il agit alors uniquement sur
G(r;r’), la densité p(r’) jouant le role d’une simple constante multiplicative.
En utilisant enfin 'EDP satisfaite par G(r;r’), nous trouvons aisément

Or 6 (r) = p(r). (2:5)

Comme attendu, ce champ ¢¢(r) satisfait donc la méme EDP que le champ
cherché ¢(r). Ceci met bien en lumiére I'intérét majeur des fonctions de Green
dans la résolution du systéme général (2.1). Une fois ces fonctions détermi-
nées, il suffit en effet de calculer une intégrale spatiale pour avoir acces & une
solution particuliére de 'EDP étudiée.

Bien stir, ¢¢(r) ne se réduit pas a ¢(r) en général, car il ne satisfait pas
aux bonnes conditions aux limites. Il en différe typiquement par une intégrale
de surface™, ou le point d’intégration parcourt la frontiére 9D du domaine
comme cela sera vu plus loin dans le cas de 'opérateur Laplacien. Une étude
exhaustive de cette contribution de surface n’est pas possible, sauf dans le cas
simple des C.L. homogénes que nous présentons ci-dessous.

¥ Commentaire 2.1.1. Considérons un champ ¢y (r) défini par une intégrale
surfacique sur v’ € 9D de G(r;r’), ou de 'une quelconque de ses dérivées spatiales,
pondérée par une fonction arbitraire 1(r’). En exploitant & nouveau la linéarité de
lopérateur Oy, ainsi que les propriétés (2.3) définissant G(r;r’), nous trouvons que
laction de cet opérateur sur ¢ (r) donne zéro pour r strictement a I'intérieur de D.
Autrement dit, ¢y (r) est une solution particuliére de 'EDP homogéne, i.e. avec une
densité de sources identiquement nulle. Alors, la somme ¢ (r) + ¢y (r) est solution

de EDP originelle, et il est concevable qu’un ajustement adéquat de la forme de ¢,

puisse donner le champ ¢ cherché avec les bonnes conditions aux limites.

Conditions aux limites homogénes

Ces C.L. obéissent a la propriété remarquable suivante. Si deux fonctions
f1 et fo définies dans D satisfont ces conditions, alors aq f1 + aso fo, avec ay
et ap des fonctions réguliéres arbitraires, satisfait aussi ces mémes C.L.

Supposons que les C.L. définissant le champ ¢ soient homogénes. Intro-
duisons alors la fonction de Green homogéne Gy définie par les mémes C.L.
dans le systéme (2.3). D’aprés la propriété d’homogénéité de ces C.L., il est
clair que le champ ¢¢,, donné par la superposition (2.4) satisfait également
ces C.L., et donc ce champ n’est autre que le champ ¢ cherché, i.e. :

o(r) = /D dr' G (r;r') p(r'). (2.6)
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La fonction de Green homogéne Gy se révéle donc particulierement utile
ici, puisqu’elle fournit la solution générale de 'EDP en ¢ par une simple
superposition des champs élémentaires correspondants.

Un exemple simple de C.L. homogéne est donné par les conditions dites de
Dirichlet homogénes, qui imposent la nullité des fonctions sur la frontiére du
domaine. La condition C.L.(¢) devient alors ¢(r) = 0 pour r € 9D. La fonc-
tion de Green homogeéne satisfait aux mémes conditions Gpg(r;r’) = 0 pour
r € JD. Ces C.L. de Dirichlet homogénes apparaissent dans de nombreuses
situations et nous les étudierons en détail plus loin.

Propriétés usuelles

Quelques propriétés simples des fonctions de Green découlent immeédiate-
ment de leur définition. Ces propriétés sont reliées aux symétries du probléme
déterminées & la fois par la forme du domaine D, la structure de 'opérateur O
et la nature des conditions aux limites. Dans la suite, nous énumérons celles
qui sont le plus fréquemment rencontrées.

Réciprocité. Supposons que O soit hermitien dans I’ensemble des fonctions

définies dans D et satisfaisant & des C.L. données. Cela signifie que quelque
soient les fonctions u(r) et v(r) appartenant a cet ensemble,

/Ddr [u*(r) Op v(r) — (Or u(r))" v(r)] =0,

ot u*(r) dénote le complexe conjugué de u(r). Alors,

|G(riira) = G*(rair1),  Vry, 1 €D, (2.7)

Cette propriété est un cas particulier de relations dites de réciprocité. Elle se
démontre en partant des deux équations

Oy G(r;ry) = 6(r—ry), (2.8)
Oy G(r;re) = 6(r —ra),

obtenues en spécifiant 'EDP satisfaite par G(r,r’) aux deux points sources
r = r; et ' = ry respectivement. Multiplions membre & membre ’équa-
tion (2.8) par G*(r;rs) d’une part, et le complexe conjugué de I’équation (2.9)
par G(r;ry) d’autre part. Intégrons ensuite chaque terme sur r. Par soustrac-

tion membre & membre, nous obtenons finalement :
/ dr [G*(r;rg) Or G(r;r1) — (O G(r;12))" G(r;rl)} = G*(ry;r2)—G(ra;ry).
D

Comme O est hermitien, le terme de gauche est nul, ce qui implique bien la
relation (2.7).
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Dans le cas ou G est réelle, la relation (2.7) devient G(ry;r2) = G(ra;ry).
Alors, les points ry et ro jouent des roles symétriques : le champ élémentaire
créé en ry par ra, est identique a celui créé par ro en ry.

Invariance par translation. Siles symétries du probléme impliquent I'in-
variance par translation, alors G(r; r’) est fonction uniquement de la différence
r —r’. Il est facile de s’en convaincre en exprimant G en termes des variables
r — 1’ et r +r’. En effet, I'invariance par toute translation spatiale de vec-
teur quelconque rp, se manifeste alors par U'identité G(r — r’;r + 1/ + 2rg) =
G(r —r';r + 1), pour tout rg, ce qui implique bien I'indépendance de G par
rapport a la variable r +r’.

L’invariance par translation peut étre observée dans différentes situations.
La plus courante est celle d’'un systéme infiniment étendu (le domaine D est
Pespace tout entier), avec un opérateur O lui-méme invariant par translation,
et des C.L. de Dirichlet homogénes. Notons que I'invariance par translation
peut étre restreinte & certaines directions spatiales, en particulier dans le cas
des systémes semi-infinis.

Invariance par translation et rotation. Supposons que les symétries du
probléme induisent la double invariance par translation et rotation. D’aprés
ce qui précede, G(r;r’) = G(r — r’). De plus, comme G doit étre inchangée
par n’importe quelle rotation de centre r’ avec axe et angle arbitraires, G ne
peut pas dépendre des angles de r —r’ dans un repére donné. Par conséquent,
G est une fonction uniquement de la distance relative |r — r’|. Remarquons
que si de plus O est hermitien, la relation de réciprocité (2.7), combinée a
G(ri;re) = G(|ry — ra|), impliquent alors que G est réelle.

La double invariance par translation et rotation sera typiquement observée
pour un systéme infiniment étendu dans toutes les directions, avec un opéra-
teur O ayant lui-méme ces propriétés d’invariance, et des C.L. de Dirichlet
homogénes.

2.1.2 Point de vue opératoriel

Revenons a I'équation générale (2.1) et supposons que les conditions aux
limites soient homogénes. Ces C.L. définissant une solution ¢ unique pour
chaque p, I'opérateur inverse O ! est alors bien défini. Cet opérateur inverse
dépend du type de C.L. homogénes choisies. Il existe donc a priori plusieurs
opérateurs O~ ! possibles '. Pour des C.L. données, nous pouvons donc écrire

¢(r) = O " p(r). (2.10)

1. Dans la suite, par commodité de notation, nous ne spécifierons pas explicitement la
dépendance de O~ ! vis-a-vis des C.L. retenues.
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Dans ce langage opératoriel, la fonction de Green homogéne Gp(r,r’) est
obtenue par la spécification de la formule d’inversion (2.10) au cas d’une
source ponctuelle de densité associée 6(r —1'), ie. :

Gur,r') =01 6(r—1'), (2.11)

ot O agit sur la position r. I est aisé de montrer que, comme O lui-méme,
son inverse O~! est bien linéaire également. Notons alors qu’en insérant la
décomposition (2.2) de la densité p(r) dans la formule d’inversion (2.10), et
en utilisant cette propriété de linéarité, nous trouvons

o(r) = /dr'p(r')O;lé(r —r).

Cette expression correspond bien a la forme (2.4) de la solution générale en ¢
avec Gy (r,r') = O 1 §(r —1/).

Représentation spectrale

Supposons maintenant que 'opérateur O admette un ensemble complet
de fonctions propres orthonormées 1, (r) dans l’espace des fonctions définies
sur D avec les conditions aux limites homogénes considérées. En notant A, la
valeur propre associée a i, (r), 'action de O sur v, (r) donne simplement

@ wn(r) = A "/}n(r>

L’ensemble des valeurs propres définit le spectre de O. Notons que certaines
valeurs propres peuvent étre dégénérées, i.e. A\, = A, avec n # p. Par ailleurs,
le spectre comprend, en général, une partie discréte, pour laquelle n prend des
valeurs entiéres, et une partie continue pour laquelle n est lui-méme une va-
riable continue. L’existence de 'opérateur inverse O~! exclut la valeur propre
nulle. En effet, le noyau de O, défini par Oy = 0, qui n’est autre que ’'EDP
homogeéne associée & 'EDP générale (2.1), se réduit alors a la seule fonction
¥(r) = 0 identiquement nulle. Enfin, 4, (r) est également fonction propre de
I'opérateur inverse O~! avec la valeur propre 1/\,,.

La base des ¥, (r) étant supposée compléte, n’importe quelle fonction dé-
finie dans le domaine D avec les mémes C.L. se décompose de maniére unique
comme une combinaison linéaire de ces fonctions. Cette propriété remarquable
se traduit, de maniére équivalente, par la relation dite de complétude

S () wL) = 6(r — ). (2.12)

Dans cette expression, la notation de la sommation sur n, i.e. sur tout le
spectre de O, est symbolique, étant entendu que celle-ci comprend, en général,
une somme discréte ainsi qu’une intégrale pour la partie continue du spectre.
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La relation (2.12) n’est autre que la décomposition de la densité d(r — r’)
associée a une source ponctuelle localisée en r’, sur la base compléte des
fonctions propres ¥, (r). En remplagant §(r — r’) par cette décomposition?
dans P'expression (2.11), et en exploitant la linéarité de O !, nous trouvons
immédiatement la représentation spectrale

Gu(r;r') =" %ﬁ’”(r) (2.13)

La connaissance du spectre de 'opérateur O, donne donc accés via la
représentation (2.13) a la fonction de Green homogeéne correspondant aux C.L.
considérées. Remarquons que si O est hermitien, alors ses valeurs propres A\,
sont toutes réelles : ceci permet de retrouver la relation de réciprocité (2.7)
en prenant le complexe conjugué de la représentation (2.13).

Extensions et réécritures

Nous avons introduit la notion de fonction de Green dans le contexte
de la détermination d’un champ créé par des sources données. Il se trouve
que cette notion peut étre étendue a d’autres situations physiques, comme
en mécanique quantique, ou ’enjeu n’est plus la détermination d’'un champ
créé par une source. Par analogie, cette terminologie est conservée pour des
quantités solutions d’EDP linéaires de la forme (2.3). Si ces quantités ne
sont plus interprétables en termes de champs élémentaires (électrostatique
ou autres), elles présentent néanmoins un grand intérét dans ’analyse du
probléme considéré comme nous le verrons notamment au §2.1.6.

Tant pour une simplification des manipulations algébriques que pour des
interprétations et extensions ultérieures, il est particuliérement utile de ré-
écrire la formule d’inversion (2.11), en introduisant les concepts spéficifiques
aux espaces vectoriels. Ici, 'espace vectoriel en question n’est autre que 1’es-
pace des fonctions définies sur D avec les C.L. homogénes données. Cet espace
de dimension infinie est un espace de Hilbert™.

2. Il est clair que la distribution de Dirac est mal définie lorsque r ou r’ appartient & 0D.
Dans la suite il n’est pas nécessaire de prendre en compte explicitement cette difficulté.
Lorsqu’elle conduit & des ambiguités sur la valeur des quantités mises en jeu sur la frontiére,
il est implicitement convenu que ces valeurs sont définies par un processus de limite en
partant de l'intérieur de D.
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. X :
Dans un tel cadre, la formule d’inver- Commentaire 2.1.2.
sion (2.11) devient Nous n’avons pas besoin ici de
développer la problématique de
GH(I‘ I‘ < |O 1‘1’> (2.14> la définition mathématique pré-
cise d’un espace de Hilbert. Re-

N e . tenons simplement qu’il posséde
ol nous avons utilisé la notation de P auit p

Dirac. Ainsi, la fonction de Green
G (r,r’) créée, en un point d’obser-
vation r par une source localisée en r’,
n’est autre que la composante sui-
vant le vecteur de base |r) du vecteur
image O~ !|r’) de |r/) par 'opérateur
O~1, ie. I’élément de matrice de O~ 1
entre (r| et [r').

des propriétés tout a fait sem-
blables a celles des espaces vecto-
riels finis et renvoyons le lecteur
a Pannexe D qui rappelle, d'un
point de vue pragmatique, les no-
tions et propriétés indispensables
aux manipulations effectuées ci-
dessous, en particulier la notation
de Dirac.

L’intérét technique des notions utilisées ici est bien illustré par la ma-
nipulation suivante. Dans I’élément de matrice (2.14), écrivons la tautologie
O~' = O7'Z, ou T est l'opérateur identité. Remplacons ensuite Z par la
somme des opérateurs de projection orthogonale suivant les vecteurs propres

[n) de O,
=" |tn)(Wul, (2.15)

cette identité étant une simple réécriture de la relation de complétude (2.12).
Nous obtenons

Gy(r;r') = (r]JO7'Z|¢)
r|0*12|wn ) (Wulr’)

= ZA r[vn) (Ynlr’), (2.16)

ce qui redonne bien la représentation spectrale (2.13) via les identifications
(r|tn) = n(r) et (,|r') = X (r'). Nous donnerons au §2.1.6 des exemples
d’extensions et d’autres interprétations des fonctions de Green basées sur
Pécriture matricielle (2.14).

2.1.3 Opérateur Laplacien

Spécifions maintenant notre étude au cas de opérateur Laplacien, A,
défini par

d
A = . (2.17)
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Ici, x; sont des coordonnées cartésiennes de ’espace considéré de dimension
1 P ) d
d. L’élément de volume infinitésimal sera noté dr = [];_, dx;.

L’opérateur Laplacien est le plus simple que I'on puisse construire & partir
des dérivées partielles spatiales 9/0x;, qui soit invariant par les symétries
naturelles de translation et de rotation de I’espace vide : il n’est autre que le
carré scalaire de I'opérateur vectoriel gradient, i.e. A = V2. C’est pourquoi
cet opérateur apparait naturellement en physique. Ainsi, la forme générale de
PEDP dans le systéme (2.1) spécifiée au cas O = —A devient ’équation de
Poisson?®

[ —A0(r) = p(r).] (2.18)

C’est une des équations aux dérivées partielles les plus courantes de la phy-
sique. Par exemple en électrostatique, ¢/eg correspond au potentiel électrique
et p s’identifie & la densité de charges.

Nous allons commencer 1’étude de 'opérateur Laplacien en examinant le
probléme des conditions aux limites assurant I'unicité de I’équation de Poisson.
Nous montrons ensuite comment 'utilisation des fonctions de Green de cet
opérateur permet de déterminer une équation intégrale satisfaite par chaque
solution de I’équation de Poisson. Cette analyse nous permettra alors d’étudier
plus précisément les fonctions de Green du Laplacien et in fine de donner
I'expression de la solution de I’équation de Poisson, selon le type de C.L.
considéré.

Conditions aux limites

Comme souligné dans le cas général d’'un opérateur O quelconque, 1'uni-
cité de la solution en ¢ de PEDP (2.18) pour des sources données passe par
Iintroduction de conditions aux limites appropriées, C.L.(¢), a la frontiére
0D définissant le domaine fermé d’intérét D. 11 est donc crucial de déterminer
la nature de ces conditions aux limites.

Argument physique. Avant de passer a une analyse mathématique ri-
goureuse de cette problématique, il est utile de faire appel aux phénoménes
observés en électrostatique. Imaginons des charges dans une enceinte dont
les parois sont constituées d’un matériau conducteur maintenu a un poten-
tiel fixe. L’expérience montre qu’il s’établit un équilibre électrostatique avec
Papparition de charges d’influence dans le matériau conducteur. Le champ
électrostatique total E = —V ¢ prend alors une valeur bien précise en tout
point. Ceci suggére que la donnée de ¢ sur le bord 0D est suffisante pour ga-
rantir 'unicité. De maniére similaire, si les parois sont maintenant isolantes,
et si on y dépose des charges superficielles, le champ E dans l’enceinte est

3. Ici, le choix du signe moins n’a aucune signification profonde. Ce signe est introduit de
sorte que PEDP (2.18) ainsi définie coincide avec I’équation de Poisson en électrostatique,
au facteur 1/€p prés dans le terme source.
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a nouveau bien déterminé. La présence de charges superficielles induisant ici
une discontinuité de la composante normale a la paroi de E, ce sont mainte-
nant des conditions portant sur la composante normale de V¢ qui semblent
suffisantes pour assurer 'unicité.

Ainsi, ces considérations suggérent d’examiner avec soin les situations ou
¢ ou sa dérivée normale & 0D sont fixées sur 9D. C’est donc ce que nous
allons faire, apres avoir présenté deux formules intégrales appelées formules
de Green, qui seront utilisées maintes fois par la suite.

Formules de Green. Soient u et v deux fonctions & valeurs complexes
définies dans le domaine D et de carré sommable, i.e. telles que les intégrales
Jp drlu(r)[* et [, dr|v(r)|? soient convergentes. Alors, le couple de fonctions
(u,v) obéit a la premiere formule de Green,

/ dr [u(r)Av(r) + Vu(r) - Vo(r)] = d¥ u(r) [n- Vo(r)]. (2.19)
D oD

Dans l'intégrale de surface apparaissant dans le second membre, la position r
parcourt la surface 9D, n est le vecteur unité normal a cette surface au point
considéré et orienté de l'intérieur vers 'extérieur du domaine, et dX est 1’élé-
ment de surface infinitésimal (voir figure 2.2).

dx

oD

F1a. 2.2 — Sur cette figure, n est le vecteur unité normal & la surface D au point
considéré et orienté vers l’extérieur.

La démonstration de la formule (2.19) est immédiate a partir du théo-
réme de Green-Ostrogradski. Celui-ci stipule qu’'une intégrale de volume sur
D de la divergence d'un vecteur est égale au flux de ce vecteur a travers la
surface 0D. La formule (2.19) est tout simplement ’écriture de cette identité
pour le vecteur Vv dont la divergence n’est autre que (uAv 4+ Vu - V).
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La seconde formule de Green correspond simplement a la partie anti-
symétrique en u et v de la premiére formule de Green,

/ dr [u(r)Av(r) — v(r)Au(r)] = d¥ n - [u(r)Vu(r) — o(r)Vu(r)].
D oD

(2.20)
Pour établir cette formule, il suffit donc de soustraire membre 4 membre les
deux premiéres formules de Green pour les couples (u,v) et (v,u).

Mise en évidence de conditions aux limites naturelles. Revenons
maintenant & la problématique du choix des conditions aux limites. Supposons
donc que ¢; et ¢y soient deux solutions de (2.18) dans D, et introduisons leur
différence o = ¢1 — ¢o. Celle-ci satisfait clairement & I’équation de Laplace

Aa(r) = 0. (2.21)

Cette EDP est la version sans sources de I’équation de Poisson (2.18). L’ap-
plication de la premiére formule de Green avec u = a* et v = a donne alors

/ drVa*(r) - Va(r) = d¥ o*(r) [n- Va(r)]. (2.22)
D oD

Ainsi, si o*(r)[n- Va(r)] = 0 en tout point du bord 9D, alors

/ dr|Va(r)|? = 0. (2.23)
D

Par conséquent Va(r) = 0 en tout point r de D, et a(r) se réduit alors a
une constante. Ceci signifie que les deux solutions ¢; et ¢o de 'équation de
Poisson ne différent que d’une constante. Ces considérations nous permettent
d’énoncer différents choix possibles de conditions aux limites qui garantissent
l'unicité de la solution de 'EDP (2.18).

Conditions aux limites de Dirichlet. Ces C.L. sont définies en imposant
la valeur du champ ¢(r) en tout point r du bord 9D, i.e. :

’ Dirichlet : o(r) = D(r) pour redD, (2.24)

ou D est une fonction donnée. Alors, pour deux fonctions ¢ et ¢ solutions
de V'EDP (2.18) avec cette C.L., la condition o*(r)[n- Va(r)] = 0 sur le bord
0D est également satisfaite. Ainsi, la différence o = ¢ — ¢o est constante a
Iintérieur du domaine D, et par continuité des fonctions en jeu a la surface 9D,
cette constante est nécessairement nulle. Nous en déduisons que ¢ et ¢ sont
identiques, et la solution de 'EDP (2.18) est bien unique, si elle existe. Noter
qu’en général, I'unicité ne garantit pas l'existence. Ceci est bien illustré dans
la discussion page 77 sur les fonctions de Green dites de Neumann.
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Conditions aux limites de Neumann. Ces C.L. sont définies en imposant
la valeur de la composante normale du gradient du champ en tout point r de
la surface 0D, ainsi que la valeur du champ en un point ry donné de D, i.e. :

‘Neumann : n-Ve(r)=N(r) pour r€dD et o¢(rg) =c,|| (2.25)

ou N est une fonction donnée et ¢ est un nombre complexe donné. Pour
deux fonctions ¢; et ¢y solutions de 'EDP (2.18) avec cette C.L, la condition
o*(r)[n-Va(r)] = 0 sur le bord 9D est a nouveau satisfaite, et par conséquent
la différence o = 1 — ¢ est toujours constante a 'intérieur du domaine D.
Cette constante est nulle car «(r) s’annule en r = rg, ce qui implique bien
I'unicité ¢1 = ¢o, mais n’assure pas l'existence de la solution, bien entendu.

Autres conditions aux limites. Naturellement, il existe d’autres condi-
tions aux limites qui garantissent l'unicité de la solution de 'EDP (2.18),
notamment des conditions dites mixtes combinant les conditions de Dirichlet
et de Neumann sur des parties complémentaires de la surface 0D. Le lec-
teur peut consulter aussi l'exercice 3.9 du chapitre 3, page 239, qui présente
des C.L. dites de Robin intervenant dans des problémes de diffusion. Dans la
pratique, les C.L. les plus courantes sont de type Dirichlet ou Neumann.

Fonctions de Green et équation intégrale

Une fonction de Green du Laplacien satisfait a 'EDP (2.18) avec p(r) =
o(r —1'), ie :
—AG(r;r') =6(r — 1'). (2.26)
Revenons maintenant au champ ¢, défini comme solution de ’équation de
Poisson (2.18). Nous allons montrer que ¢ vérifie une équation intégrale qui
fait intervenir n’importe quelle fonction de Green du Laplacien, solution de
IEDP (2.26). Pour cela, dans la seconde formule de Green (2.20), rebaptisons
la variable muette d’intégration r’, et posons u(r’) = ¢(r') et v(r’) = G(r';r)
ou r est ici un point fixé. Il vient

/D dr’ [¢(r")Ap G(r';t) — G(r';1) A (r')]
= %91) dX' n' - [p(r )V G(r';1) — G(r';r) Ve g(r)].

En vertu des EDP respectives (2.18) et (2.26),

—App(r') = p(r') et - ApG(r';r) =6(r — 1),
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I’identité précédente devient

qﬁ(r):/pdr’p(r’)G(r';r)

— ﬁp d¥' n' - [¢(r) Ve G(r';t) — G(r';n)Veo(r)] . ] (2.27)

Puisque le membre de droite dépend des valeurs du champ ¢(r) et de son
gradient sur le bord 9D, I’équation (2.27) s’interpréte comme une équation
intégrale satisfaite par ¢(r). L’intérét majeur de cette équation est sa validité
pour n’importe quelle fonction de Green solution de 'EDP (2.26) dans tout
le domaine D! Il y a donc une équation intégrale pour chaque fonction de
Green. Pour aller plus loin, il faut prendre en compte les C.L. satisfaites par
le champ ¢(r). C’est ce que nous ferons dans la suite aprés avoir introduit
diverses fonctions de Green du Laplacien.

Comme déja évoqué, la spécification de conditions aux limites revient a
introduire implicitement des sources supplémentaires a la surface 0D du do-
maine. Ainsi, chaque fonction de Green peut étre vue comme un champ élé-
mentaire habillé, i.e. créé a la fois par une source ponctuelle et les sources
implicites induites par les C.L. correspondantes. L’interprétation de chaque
terme de 'expression (2.27) se révele alors délicate, car 'intégrale de volume
contient aussi implicitement des contributions de surface. D’ailleurs, notons
bien que ce terme de volume ne se réduit au champ ¢ défini par la simple
superposition (2.4), p. 64, que si G est symétrique dans 1’échange des points
observation et source.

Fonctions de Green

La discussion sur les conditions aux limites assurant I'unicité de la solution
de l'équation de Poisson s’applique bien entendu aux fonctions de Green,
solutions de I’équation de Poisson pour la source particuliére p(r) = é(r —r').
Il faut cependant tenir compte de la dépendance des fonctions de Green des
deux arguments r et r’, largument r’ étant muet dans la détermination des
C.L. Plus précisément, il est trés avantageux d’introduire plusieurs types de
fonctions de Green, chacune d’elles étant définie par des C.L. particuliéres.

Fonctions de Green de Dirichlet. Elles sont définies par 'EDP (2.26)
avec les conditions aux limites, G(r;r’) = D(r;r’), quelque soient r € ID et
r’ € D. Ces C.L. définissent tout un ensemble de fonctions de Green, engendré
par tous les choix possibles de fonction D(r;1’).

Fonction de Green de Dirichlet homogéne. Un cas particulier est
donné par le choix D(r;r’) = 0, qui définit la fonction de Green Gpp
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correspondant aux C.L. de Dirichlet homogeénes :

Fonction de Green —AvGpu(r;r') =6(r —1')
de Dirichlet homogéne | Gpy(r;r')=0 VredD, Vr' €D

Comme illustré par la formule intégrale (2.6), page 65, cette fonction de
Green homogéne est particuliérement utile pour la résolution de nombreux
problémes, ot les C.L. sur le champ ¢ sont aussi de type Dirichlet homogéne.
Nous verrons plus loin que Gp g fournit également une représentation simple
de tout champ ¢ défini par des C.L. de Dirichlet inhomogénes, pour lesquelles
la donnée D(r) dans la C.L. (2.24) n’est pas identiquement nulle.

La fonction de Green G py(ry;re) est symétrique dans I’échange des points
d’observation r; et source ra, i.e :

|Gou(ri;rs) = Gpulram). | (2.28)

Comme proposé a lexercice 2.4, page 129, le lecteur peut démontrer cette
propriété remarquable en posant Gpp(r;ri) = u(r) et Gpp(r;rz) = v(r)
dans la seconde formule de Green (2.20). De plus, opérateur Laplacien étant
hermitien dans ’espace des fonctions définies dans D avec des C.L. de Diri-
chlet homogenes, Gy satisfait également la relation de réciprocité (2.7). En
vertu de la symétrie (2.28), nous en déduisons que Gpy est réelle. Notons
par ailleurs que ces propriétés peuvent étre établies a partir de la représen-
tation spectrale (2.13). En effet, il est possible de choisir un jeu de fonctions
propres purement réelles pour le Laplacien, ce qui implique immédiatement
les caractéres réel et symétrique de Gpy .

Pour des domaines présentant suffisamment de symétries (voir par exemple
Pexemple du §2.2.1, page 104, ou encore U'exercice 2.8, page 131) une détermi-
nation explicite de Gpp est possible. Pour un domaine de forme quelconque,
une telle détermination est un probléme extrémement difficile. L’origine de
cette difficulté apparait clairement dans le cadre physique de 1’électrostatique.
En effet, Gpy n’est autre que le potentiel créé par une charge ponctuelle &
Iintérieur d’un domaine délimité par des parois conductrices maintenues au
potentiel nul.Par influence, des charges superficielles sont induites sur ces pa-
rois, de sorte que le champ électrostatique total soit identiquement nul dans
le matériau conducteur. La fonction de Green G py est simplement la somme
des potentiels coulombiens dans le vide créés par la charge ponctuelle et les
charges d’influence. La calculer explicitement est donc équivalent & trouver la
répartition des charges d’influence, un probléme éminemment complexe pour
une surface 9D sans symétries simples’™.
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* Commentaire 2.1.3. Cette difficulté se retrouve dans I'étude du spectre
de l'opérateur Laplacien, qui donne formellement accés & Gppg via la représenta-
tion (2.13), page 69. En effet, la détermination des valeurs propres A, et des fonctions
propres associées reste un probléme ouvert, sauf pour des surfaces 0D trés simples
comme la sphére ou le cube par exemple. Remarquons que, dans le cadre de la mé-
canique quantique, ces valeurs propres coincident, au facteur #?/(2m) prés, avec les
niveaux d’énergie d’une particule libre de masse m confinée dans une boite de bord
OD. En fait, ce probléme, d’apparence simple, est tout aussi riche que complexe. En
particulier, contrairement au cas des géométries simples ou les énergies sont régu-
liérement espacées, il apparait en général un caractére aléatoire dans la distribution
des niveaux, avec en prime des corrélations entre eux : ce phénoméne est un aspect
du chaos quantique [Gutzwiller| et de son lien avec la théorie des matrices aléatoires
[Mehta).

Fonctions de Green de Neumann. A priori, il semblerait naturel de défi-
nir, de maniére analogue a ce qui précéde, les fonctions de Green de Neumann,
solutions de 'EDP (2.26) avec les conditions aux limites, n - VG (r;r’') =
N(r;r’) et Gy(ro;r’) = ¢(r') quels que soient r € 9D et v’ € D pour ry
donné. Il se trouve qu’en fait nombre d’entre elles n’existent pas, i.e. le sys-
téme d’équations ci-dessus n’admet aucune solution pour partie de ces choix.
Pour s’en convaincre, il suffit d’appliquer le théoréme de Green-Ostrogradski
au flux de V,.G(r;r’) & travers la surface 9D, qui impose I'identité

f d¥ n-V,G(r;r') = -1, (2.29)
oD

valable pour n’importe quelle fonction de Green du Laplacien, indépendem-
ment des C.L. choisies. Ici, comme par ailleurs n- V.G (r;r’) = N(r;r'), Gn
ne pourra exister que si la fonction N satisfait a la condition

d¥ N(r;r') = —1. (2.30)
oD
Cette condition, qui n’est pas forcément suffisante, est par contre nécessaire
quant & 'existence de G . Ainsi, il n’existe pas de fonction de Green vérifiant
des C.L. de Neumann homogenes pour lesquelles N (r;r’) = 0. Par contre, nous
pouvons a priori imposer la condition non-homogéne ot N(r;r’) se réduit a

N(r;r')=-1/8 Vr € 9D, (2.31)

4. Evidemment, en électrostatique, cette identité n’est autre que le théoréme de Gauss.
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S = faD dX étant la mesure de la surface 0D supposée finie. Nous définissons
donc les fonctions de Green de Neumann spéciales :

Fonctions de Green —AGr(rir) =6(r —1')
1
de Neumann n-V,Gy(r;r') = -3 VredD, Vr'eD .
spéciales Gr(ro;r')=c(r) V' €D
(2.32)

Comme illustré plus avant, G 5 est amenée a jouer un role important dans les
situations physiques ot les conditions de bord sur le champ ¢ sont de la forme
Neumann (2.25).

Contrairement au cas de Gpy, les fonctions G i ne présentent pas de pro-
priétés de symétries générales®. Leur détermination est tout aussi compliquée
que celle de Gpy pour des domaines D de forme quelconque et un calcul
explicite de Gy n’est possible que pour des géométries simples.

Fonction de Green homogéne du systéme infini

Lorsque le domaine D correspond & I’espace R? tout entier, la surface 9D
est rejetée a 'infini et la fonction de Green de Dirichlet homogéne du systéme
infini, notée G, est définie par

—ArGoo(r;r’) = 6(r — 1)

Goo(r;r') = 0 pour |r| — oo avec r' fixé.

(2.33)

Comme démontré dans la présentation générale, les invariances par trans-
lation et rotation de 'opérateur Laplacien et des C.L. choisies, impliquent que
Goo(r;1’) est uniquement fonction de |r — r’|. Dans la suite, nous calculons
explicitement G (|r —r’|) dans le cas tridimensionnel. Le cas des dimensions
inférieures sera abordé a la section 2.1.5, celui des dimensions supérieures
étant traité dans 'exercice 2.2, page 128.

Calcul de G, a trois dimensions. La linéarité de 'EDP satisfaite par G
combinée & 'invariance par translation, nous orientent vers l'utilisation de la
transformée de Fourier pour déterminer cette fonction de Green. Considérons
la transformée de Fourier de G, définie par

Goo(k) = /dr e e G (e — 1)),

Dans le monde de Fourier, les opérations de dérivation partielle par rapport
aux coordonnées spatiales deviennent de simples multiplications par des puis-
sances de ik. Par consequent, G (k) vérifie ’équation purement algébrique

k? Goo(k) = 1, (2.34)

5. Voir cependant ’exercice 2.5 page 129.
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dont la résolution est immeédiate. Modulo la subtilité discutée plus loin, nous
trouvons G o (k) = 1/k?, puis G (Jr — 1’|) est simplement obtenue en effec-
tuant la transformée inverse, soit

Goolr —1') =

. N1
/ dk e (=) = (2.35)

1
(2m)?
L’intégrale sur k peut étre effectuée en prenant comme axe Oz la direction
du vecteur fixé r — r’, et en introduisant les coordonnées sphériques corres-
pondantes,

1 o g 2 ) , 1
/ = 2 : ik|r—r (2
Goollr—1') = (%)3/0 dk k /0 d951n0/0 d¢p eiklr—r'] cos =
_ L [T g stk =)
212 Jo klr —r/|
1 0 sing
= d
s ), e
ce qui donne finalement
G (r — 1)) = ——— (2.36)
collF =¥ CArnr —1/|’ ’

Nous retrouvons ainsi, au facteur g/eg prés, Pexpression bien connue du po-
tentiel de Coulomb & trois dimensions créé par une charge ponctuelle ¢ dans
le vide.

Discussion sur les C.L. 1l se trouve que expression (2.36) de G, satisfait
bien aux C.L. de Dirichlet homogenes stipulées dans le systéme (2.33). Or,
nous n’avons a aucun moment imposé quelque contrainte que ce soit sur la
valeur de G & 'infini! Il est donc naturel de se demander pourquoi le résultat
obtenu a été sélectionné parmi 'infinité d’autres possibilités de conditions aux
limites. Afin d’éclaircir ce paradoxe, revenons a I’équation (2.34). Au sens des
distributions, cette équation admet pour solution

% + Dh (k)>

ol lA)h(k) est une distribution au support localisé en k = 0. Cette distribu-
tion peut étre écrite comme une combinaison linéaire de §(k) et de toutes
ses dérivées. Sa transformée de Fourier inverse, Dy (r — r’), est tout simple-
ment une fonction harmonique, solution de I’équation de Laplace (2.21) dans
tout l'espace. Cette fonction est donc une combinaison linéaire d’harmoniques
sphériques® de la forme R! Y™ (6, ¢) avec [ entier et m entier (=1 < m < 1), et

6. L’annexe G contient des rappels sur les harmoniques sphériques.
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ot R = r —r’ est le vecteur position relative d’angles 6 et ¢ en coordonnées
sphériques. Il est alors clair que seule la fonction Dy, identiquement nulle a le
bon comportement de décroissance a 'infini, ce qui justifie I'identification de
Goo(k) a 1/K2.

Considérations spectrales. Remarquons que G, peut également étre ai-
sément calculée & partir de considérations spectrales. Pour cela, il est com-
mode d’introduire un domaine fini cubique de c6té L, ainsi que la fonction
de Green de Dirichlet homogene G%}I correspondante. Les fonctions propres
de 'opérateur Laplacien qui interviennent dans cette méthode sont des ondes
stationnaires, combinaisons linéaires d’ondes planes en e*¢* | de valeur propre
associée —k? avec k quantifié. Dans la représentation spectrale (2.13) de
Gg@](r; r’), la limite L — oo a positions r et 1’ fixées, redonne alors exacte-
ment Pexpression intégrale (2.35) de G (Jr — r’|). Soulignons donc que ex-
pression (2.35),

1 i~r1 —ik-r’
Gm(r—r’)zw/dkek ¢ fer’,

s'interpréte naturellement dans le cadre de ces considérations spectrales™.

¥ Commentaire 2.1.4. Cette discussion permet aussi de bien comprendre
pourquoi il est naturel de calculer G par transformée de Fourier. En effet, 'opéra-
teur Laplacien commute avec I'opérateur engendrant les translations, qui est simple-
ment Popérateur V. Cette propriété de commutation est évidente puisque A = V2.
Or, les ondes planes sont fonctions propres de 'opérateur de translation. Pour re-

prendre un langage utilisé en mécanique quantique, les opérateurs de Laplace et de

translation sont diagonalisés simultanément par transformée de Fourier.

Comportement asymptotique. En dimension supérieure (d > 3),
Goo(|r — 1'|) décroit comme 1/|r — r'|?~2 aux grandes distances relatives
(voir exercice 2.2, page 128). En dimension inférieure, (d < 3), Goo(Jr — 1'|)
diverge comme In(|r — r’|) pour d = 2 et comme |r — 1’| pour d = 1 comme
cela sera montré au §2.1.5. Tous ces comportements asymptotiques sont non-
intégrables : G est dite a longue portée. Comme nous le verrons par la
suite, ces décroissances lentes, voire ces divergences & basse dimension, ont
des conséquences importantes.

7. Dans le monde de Fourier, Goo (k) est toujours égale a 1/k2. Par analyse dimen-
sionnelle, nous voyons immédiatement que Goo(|r — r’|) se réduit a une constante fois
1/|r —¢/|9=2.
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Solution de 1’équation de Poisson

C.L. de Dirichlet sur ¢. Reprenons I’équation intégrale (2.27),

o(r) = / dr’p(r")G(r';r) — d¥' n'-[¢(r') Ve G(r';r) — G(r'; 1) Ve ()],
D oD

et rappelons que celle-ci est valable pour toute fonction de Green du Laplacien,
indépendamment de ses C. L. et de celles définissant ¢. Imaginons que l'on
impose les C.L. (2.24) de type Dirichlet sur ¢. Il est clair que la connaissance
d’une fonction de Green quelconque ne sera pas suffisante pour déterminer
¢ a partir de 'équation intégrale ci-dessus, car la valeur de V. ¢(r') sur
le bord 9D du domaine n’est pas connue a priori. En fait, il est judicieux
d’utiliser ici la fonction de Green de Dirichlet homogéne Gppy qui s’annule
sur 9D. L’expression ci-dessus se réduit alors 8%

o(r) = /D dr’ p(r")Gpu(r;r') — - d¥ D(')n' - VuGpr(r';r), | (2.37)

ot D(r') est la valeur de ¢ sur 9D imposée dans les C.L. (2.24) et oi nous
avons utilisé la symétrie (2.28) de la fonction Gp g (r;r’). Ainsi la connaissance
de Gppy donne immédiatement accés & ¢ pour n’importe quelle densité p.

¥ Commentaire 2.1.5. Dans I'expression (2.37), le terme de volume s’annule
pour r dans 0D. Donc, toujours pour r dans 9D, I'intégrale de surface s’identifie avec
—D(r). Ainsi, cela signifie que pour r et r’ dans 9D,

—n/ . Vr/GDH(I‘/;I‘) (238)

correspond a la distribution de Dirac sur la surface 9D. Ce résultat a une interpré-
tation simple en électrostatique ou ’expression ci-dessus correspond a la composante
normale & la surface du champ E. En effet, comme indiqué page 76, la présence d’une
charge ponctuelle (prise ici en r) induit un nuage de polarisation sur la paroi conduc-
trice de potentiel nul. Ce nuage est localisé au voisinage de cette charge. Lorsque la
charge se rapproche de la paroi, elle est totalement écrantée par le nuage de pola-
risation de telle sorte que le champ électrostatique est nul sauf au point r. Notons
par ailleurs que l'intégrale de la composante normale du champ électrique est donné
par le théoréme de Gauss (2.29). Donc, I'expression (2.38) s’identifie bien a la dis-
tribution de Dirac. Le lecteur peut enfin vérifier cette propriété explicitement pour
une géométrie particuliére, comme cela est proposé dans le cadre de ’exercice 2.15,
page 137.

C.L. de Neumann sur ¢. Supposons maintenant que soient imposées des
C.L. (2.25) de type Neumann. L’exemple des C.L. de Dirichlet suggére de choi-
sir des C.L. de Neumann homogénes pour G. Mais il a été montré précédem-
ment qu'une telle fonction de Green n’existe pas! Par contre, nous pouvons
considérer les fonctions de Green de Neumann spéciales G 5, correspondant a
la définition (2.32). L’introduction de G5 dans I’équation intégrale donne

B(r) = dyp + /D dr’ p(r")Gx(r';7) + ?{)D dY Gy(r';r)N(r'), (2.39)




82 Physique et outils mathématiques : méthodes et exemples

ol )
Gop = g?{ dy’ o(r")
oD

est la moyenne de ¢ sur la surface 9D du domaine, et N(r') est la valeur de n’-
V. ¢(r') sur 9D imposée dans les C.L. (2.25). La connaissance de G i permet
de déterminer les intégrales de volume et de surface dans l'expression (2.39).
La moyenne ¢, qui joue le role d'une constante, est alors ajustée en imposant
la valeur spécifiée de ¢(rg) dans les C.L. (2.25). Ceci achéve la détermination
compléte de ¢ a partir de G.

Utilisation de G,,. Comme évoqué plus haut, la détermination des fonc-
tions de Green Gpy ou Gy peut vite devenir délicate. Or, les conditions aux
limites définissant les fonctions de Green ne sont pas nécessairement a prendre
sur la surface 9D du domaine considéré. En fait, on peut introduire des C.L.
sur une autre surface définissant un domaine plus vaste incluant le domaine
D d’intérét. Dans ce contexte, il est particulierement intéressant d’utiliser la
fonction de Green homogéne du systéme infini.

En utilisant cette fonction de Green, et en exploitant son caractére symé-
trique ainsi que sa seule dépendance dans la différence r — r’, nous trouvons
que ’équation intégrale (2.27), page 75, devient :

o(r) = /D Ar'Goo (| — ') + ]{mdz' Goollr — ')’ - Vo (r')
(2.40)

+7{ dY ¢(r') n' - V,.Goo(|r — 1'|).
oD

L’interprétation de ce résultat est plus transparente que pour I'expression
générale (2.27). En effet, G, étant le champ élémentaire nu créé par une
source ponctuelle seule dans ’espace tout entier, les diverses contributions &
cette formule peuvent étre simplement interprétées. L’intégrale de volume est
le champ total créé par les sources originelles distribuées a l'intérieur de D
avec la densité p. La premiére intégrale de surface,

f A% Goo(|r — ')’ - Vwo(r),
oD

est le champ total créé par des sources induites localisées sur 9D, et distri-
buées avec la densité surfacique n’ - V. ¢(r’). La seconde intégrale de surface
fait apparaitre une dérivée du champ élémentaire G,. En fait, la quantité
n - V.G (Jr — r'|]) est le champ élémentaire nu créé par une source loca-
lisée en 1’ et de densité n’ - V,.é(r — r’). En effet, elle est bien solution de
I'EDP (2.18) correspondante dans l'espace tout entier, avec des conditions de
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Dirichlet homogénes a l'infini. En reprenant la terminologie de ’électrosta-
tique, cette distribution localisée a une charge totale nulle, i.e. :

/ drn’ - V,.0(r—r') =0,
Rd

et seul son dipodle (ou premier moment)

/ dr (r—r')n' -V, 6(r—1') = —n’
Rd

est non-nul, tous les autres multipoles (moments) d’ordre supérieur étant
identiquement nuls. Elle décrit donc un dipdle strictement localisé en 1’ et
d’intensité —n’, de sorte que I'intégrale de surface

f)dy¢@qd'vthrfﬂb
oD

n’est autre que le champ créé par ’assemblée de tous ces dipdles distribués
avec la densité surfacique —¢(r’).

11 convient de noter que la formule (2.40) spécifique a 'utilisation de G
se révéle trés utile dans certains problémes. Elle n’est certes pas complétement
explicite, car elle fait intervenir les valeurs de ¢ et V¢ sur 9D, qui ne sau-
raient étre imposées simultanément dans des C.L. particuliéres. Par contre,
la connaissance de G, confére a cette expression de ¢ un intérét certain.
D’abord une résolution ultérieure explicite est parfois possible en imposant les
C.L. appropriées comme cela est illustré sur ’exemple du paragraphe 2.2.2,
page 107. Aussi, la formule (2.40) fournit des informations sur les compor-
tements asymptotiques ou sur l'importance des effets de bord. Notons en
particulier que, méme lorsque les bords sont rejetés a l'infini, les termes de
surface peuvent donner des contributions finies (non nulles) & ¢(r) en un point
r fixé, par suite de la longue portée de G.

2.1.4 Opérateur de Helmholtz
L’opérateur de Helmholtz, défini par
O=-A+m? (2.41)

avec m constante réelle positive, intervient dans de nombreux domaines,
comme la mécanique statistique des plasmas ou la physique des particules.
11 est aussi l'extension® la plus simple de I'opérateur Laplacien qui préserve
la double invariance par rotation et translation de l’espace vide. La forme
générale de 'EDP associée a 'opérateur de Helmholtz est donc :

—Ad(r) + m2(r) = p(r). (2.42)

8. La discussion sur lopérateur —A — m?, dont les propriétés sont trés différentes de
l'opérateur de Helmholtz, est incluse dans la discussion générale de la section 2.1.6.
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Les méthodes introduites précédemment pour étudier 1’équation de Poisson
sont aisément transposables & I'analyse de cette EDP. Nous reprenons donc
la présentation de la section précédente, en résumant les démonstrations et
en faisant ressortir les propriétés spécifiques de I'opérateur de Helmholtz.

Analyse des conditions aux limites

Pour l'opérateur Laplacien, nous avons montré que les conditions aux li-
mites de Dirichlet (2.24), page 73, déterminent univoquement la solution de
I’équation de Poisson. Nous allons montrer que ces C.L. déterminent égale-
ment la solution de 'EDP (2.42) de maniére unique. Pour cela, considérons
deux solutions ¢ et ¢ de cette EDP. Leur différence @ = ¢1 — ¢o est telle
que

Aa(r) = m?a(r) ,

de sorte que la premiére formule de Green (2.19), page 72, appliquée & u = a*
et v = a nous donne

/ dr [m?|a(r)|® + |[Va(r)]?] = ?{ d¥ o*(r) [n- Va(r)]. (2.43)
D oD

Si ¢y et ¢o satisfont aux mémes C.L. (2.24), alors « est identiquement nulle sur
la surface 9D. L’intégrale de volume du membre de gauche de l'identité (2.43)
doit donc étre nulle. Comme l'intégrant correspondant ne peut étre négatif en
aucun point?, la différence o est identiquement nulle sur tout le domaine D.

Ceci prouve que les C. L. de Dirichlet (2.24) garantissent bien l'unicité de la
solution de 'EDP (2.42).

Dans les C.L. de Neumann (2.25), il faut spécifier en particulier la valeur de
¢ en un point donné. Pour 'opérateur de Helmholtz, cela n’est pas nécessaire
et il est suffisant d’imposer seulement les valeurs de n- V¢ sur la surface 0D,
ie.:

n-Ve(r) = N(r) pour r € JdD . (2.44)

En effet, en exploitant de nouveau l'identité (2.43), ainsi que la nullité de
n - Va sur la surface 9D, nous trouvons bien que la différence a@ = ¢ — ¢
entre deux solutions est nécessairement identiquement nulle en tout point du
domaine. Nous appellerons les conditions (2.44), C.L. de Neumann simples.

Gardons a l'esprit que les C.L. précédentes ne garantissent pas a priori
I’existence d’une solution. Par ailleurs, si elles apparaissent naturellement dans
la plupart des situations physiques, d’autres C.L. conduisant a 'unicité de la
solution sont possibles.

9. C’est & ce niveau que I'analyse pour 'opérateur —A —m? est différente (voir page 99).
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Fonctions de Green de I'opérateur de Helmholtz

Les fonctions de Green G(r;r’) sont solution de 'EDP
(=Ar +m?) G(r;r') = 5(r — 1) (2.45)

avec des conditions aux limites particuliéres. Comme dans le cas du Lapla-
cien, la fonction de Green de Dirichlet homogéne Gy est amenée a jouer un
role important. Cette fonction de Green Gpy(r;r’) est de nouveau réelle et
symétrique dans ’echange des points observation r et source r’. Pour démon-
trer ces propriétés, il suffit de reprendre les démonstrations introduites dans
le cas du Laplacien, en notant que l'opérateur de Helmholtz est également
hermitien.

Notons que contrairement & I’équation de Laplace, il est possible de
construire la fonction de Green satisfaisant des C.L. homogénes de Neumann
simples : la fonction de bord N est alors identiquement nulle. La fonction de
Green G g ainsi définie, est réelle et symétrique comme G py, et ce pour des
raisons similaires.

Comme pour le Laplacien, il est particuliérement intéressant d’introduire
la fonction de Green de Dirichlet homogeéne du systéme infini G (r;1’) qui
s’annule quand |r| — oo a r’ fixé. La double invariance par translation et
rotation implique que G (r;1’) est uniquement fonction de |r —r’|. Ici, nous
calculons explicitement G (|r — r’|) dans le cas tridimensionnel, le cas des
dimensions d < 3 étant abordé a la section 2.1.5. De nouveau, linéarité et inva-
riance par translation nous conduisent naturellement & prendre la transformée
de Fourier membre & membre de PEDP (2.45). Ceci fournit une équation al-
gébrique pour éoo (k), dont la solution est simplement

~ 1
Sa transformée inverse s’écrit
1 ) , 1
Goo ey = dk ik-(r—r") -
(I‘ r ) (27.[.)3 / e k2 + m2

L’intégrale sur k est calculée en utilisant les coordonnées sphériques déja intro-
duites pour évaluer la transformée de Fourier inverse (2.35). Les intégrations
angulaires sont élémentaires et elles conduisent a

’ i e k —ik|r—r’| ik|lr—r’|
Goolr =) = 4dm2r —v'| Jo dkk2+m2 (6 - ° )’
i e S
—_—— dk———— kel 2.4
An2r — 1| /_OO B2t m2t (2.47)

Cette intégrale peut étre effectuée en appliquant le théoréme des résidus a la
fonction ze*I*=*'1 /(2% + m?) dont les poles sont situés sur I'axe imaginaire



86 Physique et outils mathématiques : méthodes et exemples

en z = +im. Dans le demi-plan complexe supérieur, I'intégrant décroit ex-
ponentiellement vite quand Imz — 4o00. Il est donc judicieux d’introduire
le contour fermé obtenu en complétant I'axe réel par un demi-cercle dans ce
demi-plan supérieur (voir figure 2.3). En effet, en vertu du lemme de Jordan,
I'intégrale sur le demi-cercle est asymptotiquement nulle dans la limite des
rayons infinis. Le seul résidu concerné étant celui du pole z; = im, nous
trouvons finalement

—m|r—r’|
e
GOO(I' - I'/) = m . (248)

Pour m = 0, nous retrouvons l'expression (2.36) de G, pour le Laplacien.
Pour m # 0 la longue portée de G, observée dans le cas du Laplacien est
gommeée : la présence du terme e~™I*=*'| induit une décroissance exponen-
tiellement rapide de G, quand |r — r'| — co. Ce mécanisme dit d’écran joue
un role fondamental en physique des plasmas. La fonction de Green (2.48)
est alors simplement, au facteur ¢/¢g prés, le potentiel de Debye créé par une
charge ponctuelle ¢ immergée dans un milieu contenant des charges libres,
et 1/m est la longueur de Debye. En physique des particules, cette fonction
de Green s’identifie au potentiel de Yukawa entre deux entités élémentaires,
engendrées par 1’échange!'® de particules massives de masse proportionnelle a
m.

Fi1a. 2.3 — Contour utilisé pour calculer lintégrale (2.47) par le théoréeme des résidus.

10. Ce processus d’échange pouvant décrire les interactions fortes par exemple. Noter
que les interactions électromagnétiques sont engendrées par des échanges de photons de
masse nulle, ce qui a pour conséquence la longue portée en 1/|r — r’| des interactions
Coulombiennes.
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Expression générale de la solution

Comme dans le cas du Laplacien, appliquons la seconde formule de
Green (2.20), page 73, en ayant rebaptisé la variable muette d’intégration
r’, et avec u(r’) = ¢(r') et v(r') = G(r';r), r étant toujours un point fixé.
En utilisant les EDP (2.42) et (2.45) satisfaites respectivement par ¢(r’) et
G(r';r), nous trouvons que l'expression de ¢ en termes de n’importe quelle
fonction de Green G est identique a l'expression (2.27) obtenue pour le La-
placien.

A nouveau, si ¢ satisfait des C.L. de Dirichlet, il est judicieux d’utili-
ser la fonction de Green de Dirichlet homogéne Gy dans 'expression géné-
rale (2.27), ce qui redonne exactement la formule (2.37), page 81. Si ¢ satisfait
les C.L. de Neumann simples (2.44), 'utilisation de la fonction de Green de
Neumann homogéne Gy g conduit & la formule

o(r) = /Ddr’ p(r )G N (r;r) —l—fg dY Gyg(r';T)N(x). (2.49)

D

Comme dans le cas du Laplacien, la détermination explicite des fonctions
de Green G py ou Gy g n’est pas chose aisée pour une géométrie du domaine D
sans symétries particuliéres. Il peut alors étre plus avantageux de considérer
la version (2.40) de la formule générale (2.27) en termes de la fonction de
Green G du sytéme infini. En particulier, nous voyons immédiatement que,
comme G est maintenant & courte portée, les effets de bord sur ¢(r) seront
extrémement faibles si le point d’observation r est loin de la surface 0D, i.e. a
une distance grande devant 1/m. Alors, avec une trés bonne approximation,
on pourra identifier ¢(r) au simple champ de superposition ¢¢__ (r).

2.1.5 Opérateurs Laplacien et de Helmholtz en basse
dimension

Les propriétés précédentes des opérateurs de Laplace et de Helmholtz sont
indépendantes de la dimension. Pour des raisons pratiques évidentes, nous
avons parfois mis l'accent sur le cas tridimensionnel. Cela dit, il existe de nom-
breuses situations physiques, ot tout se passe comme si ’espace était réduit a
deux voire une seule dimension, soit pour des raisons de symétrie, soit par des
effets de confinement. Pour ces basses dimensions, il existe des méthodes spé-
cifiques qui sont trés utiles. En fait, & une dimension, les EDP (2.18) et (2.42)
deviennent des équations différentielles ordinaires dont la résolution explicite
est élémentaire. A deux dimensions, les difficultés intinséques aux EDP ap-
paraissent. Néanmoins, la méthode des transformations conformes permet de
calculer explicitement les fonctions de Green d’intérét dans des géométries fré-
quemment rencontrées en pratique, en introduisant un probléme équivalent
dans un domaine de forme trés simple. Nous concluons cette section par une
bréve description des fonctions de Green pour un plan et une droite infinis.
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Segment de longueur L

A une dimension, le domaine D est un segment de longueur L. Par com-
modité, nous choisissons l'origine au centre du segment de sorte que les bords
décrivant 9D se réduisent aux deux points d’abscisses respectives x_ = —L/2
et x1 = L/2 (voir figure 2.4).

ol

o 4
ot~

&

F1a. 2.4 — Segment de longueur L.

Opérateur de Helmholtz. Considérons d’abord 'opérateur de Helmholtz.
L’intégration de I’équation différentielle

- ] ote) = o) (2.50)

est élémentaire, par la méthode de la variation de la constante décrite dans
I’annexe C, page 310. Ici, deux fonctions indépendantes ¢1 et ¢o solutions de
I’équation (2.50) homogéne avec un second membre nul, sont ¢ (r) = ™" et
¢2(x) = e dont le Wronskien ¢¢) — ¢ ¢2 est la constante —2m. Nous
trouvons alors la solution générale de (2.50),

1ot :
o(x) = {cl—— dz’ p(2’ e_mx} eme
0= g, [ a0t
]. x 7
+ [02 + — da’ p(x')emz] e ™ (2.51)
2m J 12

ol ¢ et ¢y sont des constantes d’intégration déterminées par les C.L. imposées
sur ¢.

Les fonctions de Green sont aisément calculées en appliquant la for-

mule (2.51), avec p(z’) = d(a’ — xzp) et les C.L. appropriées. Ainsi, nous
obtenons
Gpu(w;zg) = —5=sh(m|z — z9]) + 5= coth(mL)ch(m(z — z0))

2m shl(mL) Ch(m({E + xo))

(2.52)
pour les C.L. de Dirichlet homogénes, et
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7= coth(mL) ch(m(z — x¢))

Gnp(z;xg) = —ﬁ sh(m|z — o)
2m shl(mL) Ch(m(m + Z‘o))

+
+

(2.53)
pour les C.L. de Neumann homogénes. Conformément aux propriétés géne-
rales, nous vérifions que Gppg(x;x0) et Gy (x; o) sont bien réelles et symé-
triques dans 1’échange de = et xg. Elles ne sont évidemment pas invariantes
par translation & cause des bords.

Pour un domaine de grande taille (L > 1/m), si x et x( restent loin des
deux bords (Jz — £L/2| > 1/m et |xg — £L/2| > 1/m), alors les effets de
bord sur Gpy et Gypg deviennent exponentiellement petits, en accord avec la
prédiction générale : ces deux fonctions tendent alors vers e ~™#=2ol /(2m) qui
n’est autre que la fonction de Green G, pour une droite infinie comme nous
le redémontrerons plus loin. Enfin, le lecteur pourra vérifier que l'insertion
des fonctions de Green (2.52) et (2.53) dans les formules respectives (2.37)
et (2.49), redonne bien la solution générale (2.51), ou les constantes ¢1 et ¢
sont quant a elles ajustées a partir des C.L. correspondantes sur ¢.

Laplacien. Pour l'opérateur Laplacien, le probléme devient encore plus
simple, puisqu’il suffit d’intégrer deux fois successivement la densité p(z) pour
obtenir

x

é(x) =c1 + cor + /_L/2 dz’ p(z') (2' — x). (2.54)

La fonction de Green de Dirichlet homogéne devient simplement

L
Mo,z (2.55)

1
GDH($;$0)2—5\$—$0|— Tt

alors qu’il n’existe pas de fonction de Green de Neumann homogene. Notons
qu’on peut retrouver expression (2.55) en prenant la limite m — 0 a L, x et
xo fixés, de la formule (2.52) pour 'opérateur de Helmholtz.

Transformations conformes en deux dimensions

Dans ce paragraphe, nous présentons des méthodes spécifiques a la dimen-
sion deux et basées sur les transformations conformes. Nous allons montrer que
I'intérét de ces transformations est de permettre de transformer un domaine
bidimensionnel en un autre de géométrie plus simple. De plus, 'opérateur La-
placien, ainsi que ses fonctions de Green, ont des propriétés de transformation
remarquables.
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Définition. Rappelons d’abord la définition des transformations conformes
en dimension quelconque. Une transformation des coordonnées {£'} aux co-
ordonnées {n'} est dite conforme, si les éléments de matrice, g;; et gi;, de la
métrique respectivement pour les coordonnées {£°} et {n'} vérifient

9i = F({€") 9is
avec f({¢'}) une fonction scalaire!!. Il est facile d’identifier comme éléments

de ce groupe les translations, les rotations et les dilatations dans l’espace
euclidien. La particularité de la dimension deux est que le groupe des trans-
formations conformes y est de dimension infinie, contrairement aux cas des
autres dimensions. Désormais, nous nous restreignons a cette dimension.

Transformations conformes et fonctions analytiques. Déterminons
maintenant la nature des transformations conformes en deux dimensions
qui préservent l'orientation. L’espace euclidien R? est décrit par les coor-
données cartésiennes (x,y). Pour ces coordonnées, la métrique g correspond
tout simplement & la matrice identité Z, et I’élément de ligne se réduit a
ds? = dx? 4 dy?. Considérons la transformation de coordonnées

r—a(zy) et ye—y(xy).

/

La métrique g dans les coordonnées (a/, y') est définie par la réécriture de

I’élément de ligne comme
ds® = ?]\x/x/dirlz + 2§$/y/d$/dy/ + §y/y/dy/2.

Elle est donnée par (voir annexe F) la relation matricielle :

T

ox ox ox ox

~__ ox’ oy’ ox’ oy’

g = Jdy dy A Oy dy )
ox’ oy’ ox’ oy’

ott AT désigne la transposée de la matrice A.

11. Voir annexe F pour des rappels sur les changements de coordonnées.
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I est alors possible de
montrer™ 3 partir de cette
équation que la transformation
(x,y) — (2,y’) est conforme,
ie. 1 g = f(z,y) I, si et
seulement si,

o' _ 0y
or oy’
(2.56)
o' _ oy
oy Oz

avec

oz'\? o'\ ?
flz,y) = (8_1’) + (8_y)
Les équations (2.56) ne sont
autres que les conditions de

Cauchy-Riemann, qui imposent
que la fonction

Flz,y) =o' (x,y) + iy (z,y)

est une fonction analytique de
la seule variable complexe z =
x +1iy, Le. F(z,y) = F(z).

Par ailleurs, comme

(%)«

¥ Commentaire 2.1.6. Indiquons
simplement quelques étapes de cette dé-
monstration. En appelant

2 2
e () ()
ox’! oy’
2 2
e () (2
oy’ ox’

on obtient dans un premier temps les
conditions

et

AL = A

(2)(%)
(3 (3) -

Cette derniére condition implique

oz \? ay \?
A — = —-A — . 2.59
! (811’) : (ay’) (2:59)

II  faut alors
tions (2.57), (2.58) et (2.59) : tout
d’abord se convaincre qu’il n’est pas
possible d’avoir A; # 0 (avec i = 1,2);
les conditions A1 = Ay = 0, (2.58), et

de préservation de l'orientation meénent

(2.57)
et

étudier les condi-

alors au résultat.

or'\* _|dF
oy )  |dz

2

)

il vient g = |dF/dz|=2 Z, ce qui nécessite dF/dz # 0. En résumé, une trans-

formation de coordonnées bidimensionnelle est conforme

12

si et seulement si

F(z) est analytique en z et dF/dz # 0. Autrement dit, & toute fonction analy-
tique F(z) est associée une transformation conforme. C’est pourquoi le groupe

des transformations conformes bi-dimensionnelles est de dimension infinie.

Interprétation géométrique.

Il est utile de remarquer que les transfor-

mations conformes ont une interprétation géométrique locale trés simple. En
effet, au voisinage d’un point donné (xg,yp), une transformation conforme

12. Dans le cas ou la transformation inverse l'orientation, F(Z) est une fonction anti-

holomorphe.
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se réduit a la composition d'une rotation d’angle arg(dF/dz(zp)) et d'une
dilatation de facteur d’homothétie |dF/dz(zo)|. En conséquence, cette trans-
formation conserve localement les angles (voir par exemple les angles du bord
du domaine dans la figure 2.5). L’angle de rotation et le facteur d’homothétie
dépendent du point considéré (zg, yo). Ils ne sont constants dans tout I'espace
que si F(z) = az + b avec a et b constantes complexes.

Considérons I'image d’un domaine D par une transformation conforme de
fonction analytique associée F(z), analytique dans D et telle que dF/dz # 0
pour (z,y) € D. La transformation est bijective, i.e. chaque point du domaine
image a un seul point antécédent dans D. De plus, le domaine image a la
méme topologie que D. Lorsque la frontiére (ici une courbe) 9D présente des
points anguleux, il est souvent utile d’introduire une transformation conforme
qui devient singuliére en ces points. Alors, au voisinage de tels points singu-
liers, la transformation ne conserve plus les angles. Ceci est mis alors a profit
pour transformer une aréte en surface lisse, via un choix judicieux de la fonc-
tion F(z) : c’est le principe de la transformation de Schwartz-Cristoffel. Nous
en donnons une illustration simple au §2.2.5, page 122.

Transformation du Laplacien et de la distribution de Dirac. Dans un
changement de coordonnées conforme de fonction F(z), opérateur Laplacien,
ainsi que la distribution de Dirac, se transforment comme

0?2 | 9> |dF[P [ 9* | &7
22 T = | de (—a + —ay’2> : (2.60)
et
L N
8(z —20)0(y — yo) = e 5(2" —20)8(y" — o), (2.61)

ces formules étant des applications des résultats généraux (F.5) et (F.2) de
I’annexe F. Autrement dit, le Laplacien et la distribution de Dirac se trans-
forment exactement de la méme maniére.

Fonctions de Green de Dirichlet. Les résultats précédents suggérent
d’utiliser des transformations conformes pour calculer des fonctions de Green
du Laplacien dans des domaines de géométrie sans symétrie simple. Considé-
rons d’abord une fonction de Green de Dirichlet Gp pour un domaine donné
D. L’idée consiste d’abord a chercher une transformation conforme,

r=(z,y) — ' =(2',y) avec 2’ =ReF(z) et ¢y =ImF(z),

par laquelle 'image de D soit un domaine D’ de géométrie plus simple,
comme illustré dans la figure 2.5. Dans les nouvelles coordonnées, définissons
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JD oD’

_’ D'

y

F1c. 2.5 — Transformation conforme dans le plan complexe permettant de passer
d’un domaine D de bord OD de forme compliquée a un domaine D’ de forme rec-
tangulaire et de bord OD'.

la fonction de Green G'5, solution unique de
A Gp(r';ro) =6(r" —1'o)
avec les C.L. de Dirichlet!?

Gp(r';r'o)

R oY
weopr = D'(X)

ot 0D’ est I'image de 0D par la transformation conforme, et D'(r") = D(r).
Par construction, cette fonction G’, est alors plus simple & déterminer. De
plus, la fonction Gp définie par

(Gp(r;ro) = Gl (') |

est la fonction de Green de Dirichlet du probléme originel. En effet, elle sa-
tisfait aux C.L. et, compte tenu des propriétés de transformations (2.61) du
Laplacien et de la distribution de Dirac, nous avons :

2

AI" GID (I‘,; 1'6)7

—A,Gp(r;rg) = —’E

dz

aF |?
dz 5(95/ - 556)5(2/ - y(’)),

= 0(x—20)d(y — vo)-

Pour D(r) = 0, nous obtenons ainsi la fonction de Green de Dirichlet ho-
mogéne G py. Comme montré dans la section 2.1.3, la connaissance de Gp g
donne accés a n’importe quel champ ¢ défini par des C.L. de Dirichlet. Lorsque
les C.L. sur ¢ sont de type Neumann, 'utilisation de Gppy dans la formule
générale (2.27), page 75, ne fournit pas explicitement ¢. L’expression ainsi
obtenue peut néanmoins aider & une résolution ultérieure.

13. Pour simplifier, nous nous sommes restreints au cas ou la fonction D(r;rg), définie
p- 75 dans le cas général, ne dépend que de r.
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Fonctions harmoniques. En I'absence de source, le champ ¢ est une fonc-
tion harmonique, solution de I’équation de Laplace, A¢ = 0. Il est alors parfois
plus judicieux de chercher directement la solution de cette EDP par la mé-
thode des transformations conformes, sans passer par les fonctions de Green.
Supposons donc que l'on veuille résoudre A¢ = 0 dans D avec des C.L., soit
de Dirichlet, soit de Neumann. Le champ ¢ étant harmonique dans D, il existe
une fonction analytique de la forme

A(z) = ¢(z,y) + ih(x, y)

dont ¢ est la partie réelle. Interprétons dans un premier temps les C.L. sur
¢ en termes de C.L. sur A. Il est clair que les C.L. de Dirichlet (2.24) se
réécrivent, :

Dirichlet : Re A(z) = D(z,y) pour z = (z,y) € OD. ‘ (2.62)

Pour les C.L. de Neumann (2.25), comme

dw:g—fdx—l—a—wdy:—%dx%-a(b

By By I dy=n-Vo¢dx,

nous avons, pour z € 9D,
Im A(z) — Im A(z;) = /dZN(r)
c

ol z; est un point arbitraire sur le bord 9D, C un contour allant de z; & z (voir
figure 2.6), et N(r) la fonction intervenant dans les C.L. de Neumann (2.25).
En appelant

N(z,y) = /C SN (r),

les C.L. de Neumann se réécrivent :

Im A(z) = Im A(z;) + N (z,y) pour z = (z,y) € ID,
Neumann :
Re A(zp) = ¢ pour 2o = (xo,y0) fixeé.

(2.63)
Notons que la constante arbitraire Im.A(z;) n’apparait que dans la partie
imaginaire de A(z), et donc pas dans ¢(z,y).

Les C.L. étant écrites en termes de A(z), il reste a effectuer, comme pré-
cédemment, un changement de coordonnées 2z’ = F(z), défini par la fonction
analytique F(z), vers un domaine plus simple. Le probléme est donc ramené
a la détermination du champ ¢'(r’) = ¢(r), solution de ’équation de Laplace
A’¢" = 0 dans le domaine D" avec les C.L. induites par celles portant sur
¢. Bien entendu, le champ ¢’(r’) est lui-méme la partie réelle d’une fonction
analytique A’(2'), vérifiant les C.L. découlant des conditions (2.62) ou (2.63).



2. Fonctions de Green indépendantes du temps 95

oD ;

=]

F1G. 2.6 — Contour d’intégration C allant d’un point fize z; du bord & un point
quelconque z du bord.

Au final, la solution de I’équation de Laplace, A¢p = 0, dans le domaine D
s’écrit donc :

[6(z,y) =Re A(z)  avee  A(2) = A'(¥) = A (F(2)).

Nous donnons au §2.2.5, page 122, une application de ces méthodes & un
probléme d’hydrodynamique.

Plan et droite infinis

Opérateur de Helmholtz dans un plan. Commencons par 'opérateur de
Helmholtz en deux dimensions, le domaine D étant le plan infini. La fonction
de Green de Dirichlet homogéne correspondante a pour transformée de Fourier
Goo(k) = 1/(k?+m?), expression valable en toutes dimensions (voir page 85).
Ici, en deux dimensions, nous avons donc

1 2 ik-(r—r 1
Goo(r —1o]) = (2m)2 /d k ¢fltroro) K2+ m2’
1 o0 27 . 1
- - dk k do iklr—rgo|cos® _ *
e A A
1 o k J()(]{?|I‘—I‘0D
= — dk ————= 2.64
271'/0 k2 +m? (2.64)

ou Jy est la fonction de Bessel d’ordre zéro de premiére espéce. La derniére
intégrale s’exprime en termes de la fonction de Bessel d’ordre zéro de troi-
siéme espéce notée K, et également dite fonction de Hankel d’argument
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imaginaire!4. Nous trouvons ainsi

Cecllr = rol) = 5 Ko(mir o) (2.65)

Aux grandes distances relatives, le comportement asymptotique de G (|r —
ro|) est obtenu a partir du développement asymptotique de la fonction Ky
aux grands arguments et vaut

efm|r7rg|

22mmlr — ro|)1/2

Goo(|r — 1ro]) ~

quand  |r — rg| — 0.

Nous voyons donc que Goo(|r — rg|) décroit exponentiellement vite. Comme
en trois dimensions, la présence de m induit effet d’écran, et G, est a courte
portée. Lorsque la distance relative |r — ro| devient petite devant 1/m, nous
trouvons un comportement logarithmique,

1
Goo(Jr — 1o|) ~ ~5 In(m|r —rol) ,

a partir du développement aux petits arguments de la fonction Ky. Comme
I’écran ne devrait plus étre opérant a courte distance, nous en déduisons que
ce comportement devrait aussi étre celui de la fonction de Green du Laplacien,
similairement & ce qui est observé dans le cas tridimensionnel (voir page 86).

Opérateur de Helmholtz sur une droite. Passons au cas unidimension-
nel ot D est une droite infinie. La transformée inverse de GG, devient ici

1 o . 1
- _ _ dk ik(xz—xzq) I
Goolo = w0l) = 5 [ ak et L

— 00

Le calcul de cette intégrale se fait par la méthode des résidus'® et donne

1
Goo(|lz —20]) = o e~ Mzl (2.66)

Comme annoncé précédemment, G, est bien la limite commune des fonctions
de Green Gppr (2.52) et Gy (2.53) du systéme fini de taille L, quand L — oo
a positions fixés. Comme en trois et deux dimensions, G (| — x¢|) décroit
exponentiellement vite aux distances relatives grandes devant 1/m. A courte
distance, et & des constantes prés, Goo(|x — zo|) se comporte en —|x — x¢|/2,
comme la fonction de Green de Dirichlet homogeéne du Laplacien (2.55) d’un

grand (i.e. L > x,xg) systéme fini.

14. Le lecteur pourra trouver les définitions et autres propriétés des fonctions de Bessel
dans les ouvrages [Gradshteyn] ou [Arfken]|.
15. Ce calcul est similaire & celui de l'intégrale (2.47), page 85.
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Laplacien. En ce qui concerne le Laplacien dans un plan ou une droite infi-
nis, il se trouve qu’il n’existe pas de fonction de Green non-divergente a l'infini,
donc pas de fonction de Green de Dirichlet homogéne en particulier. Ceci est
une conséquence de la non-existence de la transformée de Fourier inverse de
la fonction 1/k% en deux ou une dimensions, & cause de son comportement
singulier non-intégrable en k = 0. Cela dit, les fonctions

—%ln(|r—r0|/€) (2.67)

avec ¢ constante arbitraire, et

f@ (2.68)

sont bien des fonctions de Green du Laplacien en deux et une dimensions
respectivement. Pour le cas bidimensionnel, le lecteur peut vérifier explici-
tement que la fonction (2.67) satisfait bien a 'EDP correspondante au sens
des distributions, en appliquant une fonction test, comme proposé a l’exer-
cice 2.3, p. 128. A une dimension, la vérification est immédiate en appliquant
successivement les identités (d/dz)|z| = 6(z) —0(—x) et (d/dx)f(z) = d(x) on
0(x) est la fonction de Heaviside. Soulignons que les fonctions de Green (2.67)
et (2.68) apparaissent naturellement dans les comportements a courte distance
des fonctions de Green G, associées aux opérateurs de Helmholtz, qui sont
eux-mémes identiques & leurs formes limites quand m — 07 a des constantes
divergentes prés.

Les fonctions de Green (2.67) et (2.68) ont une interprétation physique
simple. En fait, elles correspondent, a des constantes infinies prés provenant
de la présence de sources non localisées, au potentiel en trois dimensions
créé respectivement par une ligne et un plan uniformément chargés. En guise
d’exercice, le lecteur peut calculer la différence de potentiel entre deux points
d’observation r; et ro,

[aoe [0 ()

drcle; — 1| Ax|ry — 1|

pour des distributions de charge linéaire p(r') = d(2’ — x¢) et planaire
p(r") = 6(x" — x0)d(y — yo) respectivement (voir figure 2.7). Il vérifiera que
ces différences se réduisent bien aux fonctions de Green (2.67) et (2.68), a des
constantes prés. Notons que le champ électrique créé par les distributions de
charge précédentes est fini, et il est évidemment donné par le gradient de ces
fonctions de Green.

2.1.6 Opérateurs inhomogénes

Nous avons étudié en détail les fonctions de Green des opérateurs de La-
place et de Helmholtz, qui apparaissent trés fréquemment dans des problémes
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Fi1G. 2.7 — Distribution de sources linéaire et planaire qui interviennent dans la
construction des fonctions de Green a deux et une dimensions respectivement.

stationnaires. Il existe cependant de nombreux cas ou le champ que nous
voulons étudier satisfait & une EDP inhomogéne du type

[A+ f(r)] ¢(r) = p(r) (2.69)

ou l'opérateur

O=-A+f(r)

fait maintenant intervenir, en plus du Laplacien, une fonction f(r) réelle, don-
née par les caractéristiques du systéme considéré. Ce type d’EDP peut appa-
raitre, par exemple, dans I’étude de plasmas inhomogeénes. Il apparait aussi en
mécanique quantique. Dans ce dernier cas, I'opérateur O et 'EDP (2.69) sont
respectivement reliés au Hamiltonien et a I’équation de Schrodinger station-
naire. Ainsi, les exemples des paragraphes 2.2.3 et 2.2.4 traités dans la seconde
partie de ce chapitre sont des applications des propriétés générales discutées
ci-dessous, respectivement a un calcul de densité d’états et de diffusion en
mécanique quantique.

Revenons a ’EDP (2.69). Pour des fonctions f(r) qui ne se réduisent pas a
de simples constantes!®, une étude systématique détaillée des propriétés de O
et de ses fonctions de Green, devient trés difficile. La raison principale en est le
manque de symétries (de translation et rotation par exemple) de cet opérateur
par suite de la présence de f(r). Ici, nous nous contentons d’énoncer quelques
résultats généraux simples.

16. Dans ce cas, et si cette constante est positive, O est évidemment 'opérateur de
Helmholtz.
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Dans un premier temps, nous abordons la problématique des conditions
aux limites et de l'unicité de la solution de ’'EDP (2.69). Ensuite, nous intro-
duisons 'opérateur O + A, qui dépend d’un parameétre complexe A. L’'inverse
de cet opérateur est appelé résolvante. Les fonctions de Green de I'opérateur
O + X s’interprétent alors comme les éléments de matrice de la résolvante et
sont trés utiles pour étudier les propriétés spectrales de O ; de plus, elles in-
terviennent aussi naturellement dans des problémes dynamiques comme cela
sera montré au chapitre 3. Nous terminons cette section par la construction
de développements perturbatifs de la résolvante et des fonctions de Green
correspondantes.

Conditions aux limites et unicité

Nous allons voir que I’analyse des C.L. & imposer pour garantir I'unicité
de ¢ est plus délicate que dans le cas du Laplacien. Pour commencer, nous
pouvons de nouveau partir de la premiére formule de Green (2.19), page 72,
pour obtenir des contraintes intéressantes. Soient donc ¢, et ¢ deux solutions
de PEDP (2.69) dans D, et o = ¢1 — ¢ leur différence. L application de cette
formule, avec u = o™ et v = «, donne :

/Ddr )@ + [Vam)?] :]{ S o (r) [n-Va@@)] . (2.70)

oD

Si f est une fonction & valeurs réelles strictement positive, f(r) > 0 pour
tout r € D, alors, comme dans le cas de Helmholtz, nous voyons que les C.L.
de Dirichlet (2.24), ou bien de Neumann simples (2.44), sont suffisantes pour
impliquer que la différence « est identiquement nulle dans D, i.e. pour garantir
Punicité.

Si la fonction f(r) prend des valeurs réelles positives et négatives, alors
lidentité (2.70) ne permet pas de conclure quant a l'unicité. En effet, si les
C.L. de Dirichlet ou de Neumann impliquent que I'intégrale de volume soit
nulle, 'intégrant n’est pas nécessairement identiquement nul car son signe
n’est pas constant. En fait, comme la différence a = ¢1 — ¢o est solution de
IEDP (2.69) sans second membre,

[~A+ f(r)]a(r) =0,

avec des C.L. de Dirichlet ou Neumann homogénes, la problématique de 1'uni-
cité est reliée a l'existence de la valeur propre A = 0 dans le spectre de I'opé-
rateur O avec la version homogéne des C.L. choisies pour ¢. Ainsi, pour des
C.L. de type Dirichlet sur ¢, on introduit le spectre avec des C.L. de Dirichlet
homogeénes. Si A = 0 n’est pas valeur propre de O avec ces C.L., alors «(r)
est nécessairement identiquement nulle, et 'unicité est assurée. Si A = 0 est
valeur propre de O avec ces C.L., alors a(r) est une fonction propre associée a
A =0, et elle est non identiquement nulle. En d’autres termes, a partir d’une
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solution particuliére de ’'EDP (2.69) avec des C.L. de Dirichlet données, nous
pouvons construire une infinité d’autres solutions en lui ajoutant n’importe
quelle fonction propre de O de valeur propre A = 0 satisfaisant aux C.L. de
Dirichlet homogeénes. Pour des C.L. de Neumann sur ¢, 'argumentation et les
résultats sont identiques.

Une fois I'unicité garantie dans le cadre de C.L. d’un type donné, les fonc-
tions de Green correspondant & ces C.L. sont bien définies. Une manipulation
de la seconde formule de Green (2.20), analogue a celle introduite pour le
Laplacien, conduit & une expression générale de la solution de 'EDP (2.69)
en termes de ces fonctions de Green, qui se trouve étre identique a la for-
mule (2.27), page 75. A nouveau, un champ ¢ créé par une source quelconque
avec des C.L. données, est entiérement déterminé par la connaissance des fonc-
tions de Green appropriées. En particulier, si ces C.L. sont de type Dirichlet,
alors ¢ est explicitement obtenu & partir de la formule (2.37) en termes de la
fonction de Green de Dirichlet homogéne.

Résolvante et fonctions de Green

Résolvante. Introduisons maintenant 'opérateur
(O+A) (2.71)

ou A est un nombre complexe donné, avec Im \ # 0. L’EDP générale corres-
pondante s’écrit

(O + Al é(r) = p(r) (2.72)
soit

[—A+ f(r) + Al o(r) = p(r). (2.73)

Pour déterminer les C.L. garantissant I'unicité, il suffit de reprendre la ma-
nipulation précédente de la premiére formule de Green. En notant toujours
a = ¢1 — ¢ la différence entre deux solutions possibles de 'EDP (2.73), nous
trouvons pour la partie imaginaire de la premiére formule de Green

(Im \) /D dr |a(r)[* = Im {fgp d¥ a*(r) [n- Va(r)]} . (2.74)

Si les C.L. sont de type Dirichlet ou Neumann, l'intégrale de surface du
membre de droite est toujours nulle, de sorte que, comme Im(\) # 0, l'in-
tégrale de volume du membre de gauche est également nulle. Comme |a(r)|?
garde un signe constant, a(r) est identiquement nulle, ce qui assure I'unicité.
L’opérateur O + X est alors inversible dans ’espace des fonctions satisfaisant
les C.L. considérées et son inverse

1

Résolvante : —
ésolvante O

est appelé résolvante associée a 'opérateur O.
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Fonctions de Green. Fixons des C.L. de Dirichlet ou Neumann homogénes
sur la surface 9D du domaine considéré. La fonction de Green Gy (r;r’) de
Popérateur O + A est la solution de 'EDP

[Ar + f(r) + \]Ga(r;T") =0 (r — 1) (2.75)

avec ces conditions aux limites. Comme cela a été montré dans le cas général,
page 70, G(r;r’) peut étre interprétée comme 'élément de matrice de la
résolvante entre les bra (r| et ket '), i.e. :

G(r;r') = (r] r'). (2.76)

O+
Si Popérateur O admet, pour les C.L. retenues, une base compléte de fonc-
tions propres orthonormées 1, de valeurs propres \,, alors comme ces 1,
sont évidemment aussi fonctions propres de la résolvante avec valeurs propres
1/(An + A), la représentation spectrale (2.13), page 69, s’écrit ici :

Galrin) = Y 55 a0, 2.77)

Meéme si cette représentation spectrale est utile, elle ne donne pas encore expli-
citement GGy, car encore faut-il étre capable de déterminer les valeurs propres
et fonctions propres de O! Notons que chaque terme dans cette représenta-
tion est bien défini, car (A + \,) ne peut jamais s’annuler puisque A\ a une
partie imaginaire non-nulle et que tous les A, sont réels en vertu du caractére
hermitien de O.

Intérét des fonctions de Green

Comme pour l'opérateur de Helmholtz, la connaissance des fonctions de
Green homogeénes donne accés a la solution générale de 'EDP (2.73), via
des formules identiques aux expressions (2.37), page 81, et (2.49), page 87,
suivant la nature des C.L. imposées sur ¢. Comme nous le verrons au chapitre
suivant, ce type d’EDP avec paramétre complexe intervient naturellement
dans la résolution de problémes dynamiques, par transformée de Laplace ou
de Fourier sur la variable temporelle.

Un autre intérét majeur des fonctions de Green G apparait dans leur
représentation spectrale (2.77). Si ces quantités, congues maintenant comme
des fonctions de A, sont en général analytiques en dehors de I’axe réel (Im A #
0), elles devraient présenter des singularités sur 'axe réel en A = —\,, ou A,
est valeur propre de O. En fait, comme nous le verrons au §2.2.3, page 113,
dans un exemple spécifique a la mécanique quantique ot O n’est autre qu’un
Hamiltonien, la connaissance des propriétés analytiques de G,(r;r’) donne
des informations sur le spectre de 'opérateur originel O. C’est cette propriété
qui justifie la dénomination de résolvante pour Uopérateur 1/(O + A).
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Développement perturbatif

Pour une fonction f(r) quelconque, la détermination explicite de G reste
un probléme trés ardu. Dans ce contexte, il est particuliérement utile de ré-
écrire PEDP (2.73) comme :

[—A+Alo(r) = p(r) = f(r)o(r) (2.78)

ol I'opérateur O a été séparé en une partie dite libre!”, pour lequel les fonc-
tions de Green G&O) (r;r’) sont plus accessibles, et une partie proportionnelle
a f(r). Supposons que ¢(r) vérifie des C.L. homogénes. L’idée de départ est
alors de considérer tout le membre de droite de 'EDP (2.78) comme une
source, méme si il dépend de ¢. Ce raisonnement conduit immédiatement &
I’équation intégrale

¢@%jédﬂG@&uﬂM@U—ﬂﬂM&ﬂ

ol Gg\o)(r; r’) est la fonction de Green satisfaisant les mémes C.L. homogénes
que ¢. En appelant

bo(r) = /D ar’ p(r') G (x;v'),

I’équation précédente se réécrit :

¢m:%m—éwﬁ9mﬂmww»

Cette équation intégrale présente I’avantage de pouvoir étre réitérée et donne
ainsi lieu & un développement de ¢ en puissances de f. Par exemple, une
itération de cette procédure meéne a :

o) = o) — [ ' G0 )17l
+ / dr'dre” G (e ') f () GO (¢ ) F () ().
D2

Si la fonction f(r) peut étre considérée comme une perturbation par rapport
a la partie libre, ce raisonnement méne, au premier ordre en f, a :

¢m:%m—éw@@mwmwmw

17. Cette appellation provient de la mécanique quantique ou le terme libre fait référence
au Hamiltonien d’une particule libre.
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Le raisonnement précédent peut aussi étre appliqué pour construire un dé-
veloppement perturbatif de la résolvante associée a 'opérateur O au voisinage
de la résolvante libre. Pour cela, écrivons® la tautologie

(O+N)(O+N)"! 7,
(A+NO+ N+ fFO+N) = T, (2.79)

¥ Commentaire 2.1.7. Notez
que I’équation (2.79) porte sur des opé-
rateurs qui ne commutent pas entre

et multiplions les deux membres
de I’équation ci-dessus par (—A+

/\)_1 a gauche. Cela donne : eux. L’ordre des opérateurs est donc
important. Par ailleurs, dans 1’équa-

1 1 1 1 tion (2.79), f doit étre compris comme
O+ = “A+ NN T )\fo A lopérateur associé a f(r). Cet opéra-

teur est diagonal dans la base des |r)
et ses éléments de matrice sont f(r),

En prenant les éléments de ma-
de telle sorte que

trice de cette identité opérato-
rielle entre les bra (r| et ket |r'), f :/ dry|ry)f(r1)(ry].
nous trouvons 1’équation : D

Ga(r;r') = GOV (x; ') — / dry GV (1) f(r1) Galry;r). (2.80)
D

Cette identité peut se réécrire graphiquement comme indiqué sur la figure 2.8.

Le développement perturbatif cherché est finalement obtenu en itérant
I'identité (2.80) dans la forme de G(ri;r’) du membre de droite de cette
méme identité, ce qui donne

Ga(r;r) = GV(r:r) - / dry GO (r;ry) f(r1) GO(ry; 1)
D

_|_

/ dridr, G&O)(r;rl) f(ry) G&O)(rl;rg)f(rg) GE\O) (ro;r’)
D2
(2.81)

A nouveau, nous pouvons donner une interprétation de ce développement
perturbatif, en termes de diagrammes comme indiqué sur la figure 2.9.

——— = ++

F1G. 2.8 — Représentation de 'équation (2.80) : les traits pleins et fins correspondent
respectivement a G et a Gg\o) et le cercle a —f.
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——— = + ' + . . Foaen

F1G. 2.9 — Représentation de l’équation (2.81) avec les mémes conventions que pour
la figure 2.8.

2.2 Applications et exemples

2.2.1 Origine de la méthode des images
Présentation

En électrostatique, il est fréquent de rencontrer une situation ot un plan
infini, pris par exemple en = = 0, est la paroi d’un conducteur maintenu a un
potentiel nul (voir figure 2.10). Le conducteur remplit le demi-espace = < 0,
lautre demi-espace x > 0 étant vide. Si on veut calculer le potentiel élec-
trostatique créé par une distribution de charge extérieure au conducteur, la
fonction de Green la plus adéquate est définie par

—ArGpu(r;r') =6(r — 1)

dans le demi-espace défini par = > 0, avec des C.L. de Dirichlet homogeénes,
Gpu(r;r’) = 0, sur la paroi conductrice en # = 0 d’une part, et a I'infini
(|r] — o0) dans le demi-espace vide d’autre part. Le potentiel électrostatique
créé par une distribution arbitraire localisée dans le demi-plan = > 0 est alors
donné, au facteur 1/eq prés, par la formule générale (2.37), p. 81, ot le terme
de surface disparait car ici D(r’) = 0. Nous allons déterminer la fonction de
Green Gpyy, et expliciter U'origine de la méthode des images.

~—

/)

/)

w7

/)

/
8

L

o
i
i

i

i

z

F1G. 2.10 — Plan conducteur en x = 0.
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Etude et résolution

Afin de déterminer G py, on pourrait s’inspirer du calcul de la fonction
de Green dans le systéme infini effectué page 78. Ici, le systéme est toujours
invariant par toute translation le long des axes Oy et Oz, mais cette invariance
est brisée le long de 'axe Oz par la présence de la paroi conductrice en x = 0.
Une possibilité pour calculer Gppg, serait donc de commencer par effectuer
une transformée de Fourier selon Oy et Oz. Cette méthode est proposée dans
Iexercice 2.7, page 131. Cela dit, il existe une autre approche, efficace et
systématique, exploitant la formule spectrale (2.13), p. 69. C’est cette méthode
que nous présentons.

Détermination du spectre. Il est facile d’obtenir la base de fonctions
propres du Laplacien avec les C.L. de Dirichlet homogénes en x = 0 : les

fonctions™® )
ey oy k. (1) = —— €' Fv¥TR22) gin(k, ) (2.82)
- (2m)?
avec k, > 0 forment une base orthonormée de I’espace des fonctions définies
dans le demi-espace x > 0 s’annulant en x = 0. Ces fonctions vérifient bien la

relation de complétude

o0 oo (oo}
/ dkw/ dk:y/ dk. Yk, k, k. (r)wzz,ky,kz (r'y=68(r—1'), (2.83)
0 —00 —o0
pour r et r’ dans le domaine xz, 2’ > 0, ainsi que la condition d’orthonormalité
[ dn s (O s () = 5 — )3k, = K)ok — k) (289)
x>0
pour k; > 0 et k!, > 0. Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer que

Pexpression (2.82) est une superposition d’ondes planes de vecteur d’ondes
(ky, Ky, k) et (—kg, ky, k) respectivement.

¥ Commentaire 2.2.1. En toute rigueur, il faudrait introduire un domaine
fini, et déterminer les fonctions propres correspondantes avec des C.L. de Dirichlet
homogeénes. Ensuite, on rejette a I'infini tous les bords autres que la paroi conductrice
en x = 0 elle-méme. Il se trouve que cette procédure est équivalente & construire des
fonctions propres avec des C.L. périodiques dans les directions Oy et Oz. C’est cette

équivalence qui justifie I'utilisation du jeu de fonctions (2.82).

Formule des images. En introduisant les fonctions propres (2.82) dans la
formule spectrale (2.13), nous trouvons

00 00 00 ’l/) woky ko T d)* I‘,
Gpp(r;r') = / dk, / dk, / i, Lotk LQ’“”W'Z( ) | (2.85)
0 — 00 —00
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En remplagant sin(k,x) et sin(k,2’) par leurs expressions respectives en
termes d’onde plane dans l'intégrale (2.85), il apparait une somme de quatre
termes. Le domaine d’intégration étant restreint aux k, > 0, il est judicieux
de regrouper ces termes deux par deux de fagon a obtenir une intégrale en k,
sur tout I'axe réel. Ainsi, nous reconnaissons les intégrales sur k intervenant

dans les expressions (2.35) p. 79 de Go(r — 1') et de Goo(r — 1r},,) avec
v'im = (—2',y',2"). Il vient en définitive
|Gpu(rir') = Guoo(r —1') = Goo(r = Y'ia). (2.86)

Nous retrouvons ainsi la célébre formule des images : la fonction de Green
Gpp(r;r’) est, au facteur q/ey prés, le potentiel produit par la charge ponc-
tuelle ¢ en r’ et par une charge fictive opposée —q en r’;,.

Remarquons qu’il est tout aussi facile d’obtenir la fonction de Green satis-
faisant les C.L. de Neumann homogénes (9/02)Gypg(r;r’) = 0 pour z = 0.
Une réalisation physique de ces C.L., est obtenue en remplagant le conduc-
teur dans le demi-espace x < 0 par un diélectrique de constante &1, et le
vide dans le demi-espace x > 0 par un autre diélectrique de constante &s.
Dans la limite 1 < €9, tout se passe comme si la composante E, du champ
électrique devenait nulle en x = 0 en vertu des conditions de raccordement
glEa(cl) = ggEg(f). Pour déterminer G g, il suffit d’utiliser une base de fonc-
tions propres analogues aux précédentes, s’en déduisant par la simple substi-
tution sin(k,z) — cos(k,x) dans la formule (2.82). Nous trouvons ainsi

‘ Grnu(r;r') = Goo(r — ') + Goo(r — 1)

Maintenant, la charge image de ¢ est égale a q.

Interprétation

Nous avons montré que la méthode des images apparait trés simplement
a partir de la représentation spectrale des fonctions de Green en termes des
fonctions propres du Laplacien vérifiant les C.L. adéquates. Le lecteur peut
comparer 'efficacité de cette méthode a celle d'un calcul direct par trans-
formation de Fourier. Cette méthode des images est trés générale : elle est
ainsi utilisée dans les exercices 2.9, p. 132 et 2.15, p. 137, ainsi que dans le
chapitre 3 pour 'opérateur d’Alembertien dans ’exemple du §3.2.2 relatif a
la diffraction de Fraunhofer.

Effet d’écran. Si la charge image est fictive, 'effet d’écran résultant est
bien observé pour un conducteur réel! Autrement dit, & grande distance, le
potentiel électrostatique produit par la charge ¢ décroit plus rapidement que
dans le vide tout entier. En fait, suite aux migrations induites de charges libres
dans le conducteur, il se forme une distribution de charge de signe opposé a g
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localisée au voisinage du plan z = 0. Au niveau mésoscopique, la densité
de charge superficielle correspondante est simplement déterminée a partir de
la composante E, du champ électrique dans le vide en z = 0%, le champ
électrique étant identiquement nul dans le conducteur. Soulignons que cette
prédiction de I’électrostatique macroscopique est en parfait accord avec une
analyse microscopique des processus de polarisation au sein du conducteur.
Une telle analyse peut étre menée dans le cadre de la théorie de Debye, qui
est une approche de champ moyen, tout a fait similaire a ’approximation de
Vlasov présentée dans le chapitre 1. Ici, il faut déterminer la distribution de
charge induite dans le conducteur par une charge ponctuelle extérieure, via
I’équation de Poisson-Boltzmann. Cette théorie de champ moyen confirme la
prédiction du point de vue macroscopique.

2.2.2 Boule en mouvement uniforme dans un fluide
Présentation

Il existe de nombreuses situations en hydrodynamique qui se raménent a
I'étude de fluides parfaits et incompressibles. Souvent 1’écoulement est sta-
tionnaire et irrotationnel, de sorte que le champ de vitesse u(r) est tel que

Vxu=0.

11 dérive donc d’un potentiel ¢, c’est-a-dire u(r) = V¢(r). L’équation tradui-
sant l'incompressibilité du fluide,

V.u(r)=0,
implique alors I’équation de Laplace
Ap(r)=0. (2.87)

Précisons les C.L. que ¢(r) doit satisfaire a la frontiére 9D du domaine ou
se trouve le fluide. Une partie 0Dp de cette frontiére, peut étre constituée
d’une paroi délimitant un matériau imperméable au fluide. Sur cette paroi,
la vitesse u(r) est nécessairement tangente a la paroi, comme indiqué sur la
figure 2.11, de sorte que les C.L. s’écrivent

n-u(r) =0 pourr € 9Dp

ou n est le vecteur normal a la paroi, orienté du fluide vers le matériau exté-
rieur. En général, la paroi 9Dp n’est pas fermée, comme par exemple pour le
segment de tuyau représenté sur la figure 2.12. Il faut alors la compléter par
une surface fictive 9D g, sur laquelle la composante normale de la vitesse doit
étre connue, de telle sorte que 0D = 0Dp U dDF soit fermée. Le potentiel des
vitesses ¢(r) est alors la solution de 1'équation de Laplace sans sources (2.87)
avec des C.L. de type Neumann

n-Ve(r) = N(r) pourr € 9D . (2.88)
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0Dp

F1G. 2.11 — La vitesse u du fluide est tangente a la paroi ODp.

0Dp

oDy . 9Dy

0Dp

F1a. 2.12 — Dans cet exemple d’écoulement dans un tuyau, la paroi cylindrique ODp
est complétée par deuz parois fictives ODp+ de telle maniére que la surface totale
0D = 0Dp UIDp+ UOIDp- soil fermée.

La fonction de bord N(r), qui est une donnée du probléme, satisfait a la

contrainte
f d¥ N(r)=0,
oD

induite par la conservation de la matiére.

Analogie avec la supraconductivité. La situation précédente est sem-
blable & celle d’'un matériau dans la phase supraconductrice, soumis a un
champ magnétique de norme inférieure au champ critique. On observe alors
I’effet Meissner, que nous pouvons résumer simplement de la fagon suivante :
les lignes de champ magnétique ne pénétrent pas dans le matériau, et le champ
magnétique total y est identiquement nul 2. En vertu des conditions de rac-
cordement du champ magnétique a la surface de séparation de deux milieux, la

18. Il apparait donc un effet d’écran du champ magnétique, qu’on peut décrire phéno-
ménologiquement en attribuant au supraconducteur une susceptibilité diamagnétique égale
& —1. Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages mentionnés dans les notes bibliographiques
pour une description détaillée de la supraconductivité.
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composante normale & la paroi supraconductrice est nulle. Les lignes de champ
magnétique sont donc tangentes a la surface du supraconducteur. Le champ
magnétique B a l'extérieur du supraconducteur satisfait les mémes équations
que le champ de vitesse u précédent, a savoir V-B =0et Vx B =0 en
supposant ’absence de densité de courant dans le domaine considéré. Les C.L.
sont de type Neumann homogéne sur la paroi du supraconducteur.

Boule en mouvement uniforme. Nous allons étudier comme exemple une
boule immergée dans un fluide parfait et incompressible. Supposons qu’un
opérateur extérieur impose a la boule un mouvement rectiligne uniforme a
la vitesse constante V. Ce mouvement induit un écoulement dans le fluide
initialement au repos. Il est commode de raisonner dans le référentiel galiléen
lié & la boule, car le champ de vitesse du fluide, qu’on notera toujours u, y est
stationnaire en régime irrotationnel (voir figure 2.13). Dans la pratique, pour
un fluide réel, ce régime ne sera observé que si la vitesse V est suffisamment
faible, de sorte qu’aucune turbulence n’apparaisse dans le sillage de la boule.
Dans son référentiel, la boule est au repos, et elle voit un écoulement dont la
vitesse est —V a l'infini. Notons que ce probléme est semblable & celui d’une
spheére supraconductrice soumise & un champ magnétique extérieur uniforme.

Etude et résolution

La paroi est ici formée par la sphére Sp = 0Dp de rayon R. Elle est
complétée par une trés grande sphére dont on fera tendre le rayon vers l'infini,
et nous noterons dans cette limite Soo = 0Dp. La frontiére du domaine est
donc ici 9D = Si U So. Compte tenu de la géométrie du probléme, nous
utilisons les coordonnées sphériques indiquées sur la figure 2.13. Les C.L. de
Neumann (2.88) s’écrivent alors

n-Vo=0 sur Sp et n-V¢=—-Vcos sur Si.
Pour la suite, il est judicieux de décomposer ¢(r) comme
d(r) = =Vrcost +(r),

ot le premier terme donne le champ de vitesse constant ug(r) = —V de I’écou-
lement en I'absence de boule. Le champ (r) satisfait également 1’équation
de Laplace

At(r) =0,

avec les C.L. de Neumann

n-Viy=—-Vcos sur Sg et n-Viyp=0 sur So. (2.89)

Passons a la détermination de ¥(r). Comme expliqué dans la premicre
partie de ce chapitre, il n’existe pas de fonction de Green de Neumann ho-
mogeéne du Laplacien. Plutot que d’introduire les fonctions de Green de Neu-
mann spéciales, qui ne sont de toute fagon pas aisément accessibles, il est bien
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plus efficace de travailler avec I’équation intégrale (2.40), p. 82, pour 9 (r),
construite avec la fonction de Green G, du systéme infini. Ici, comme au-
cune source p n’est présente, les seules intégrales a considérer sont a prendre
sur les surfaces Si et So. En fait, le champ ¥ (r) décroissant a l'infini suffi-
samment rapidement, ce qui sera vérifié a posteriori, la contribution de Sy,
est nulle. Il vient alors, en tenant compte de la condition de bord sur Sg,

W)=V § 4 Gullr—r]) cost/ + § A8 wl') ' V.G~ ),

Sk Sk
(2.90)
avec Goo ([r—1'|) = 1/(4m|r—r']). Nous allons résoudre cette équation intégrale
en utilisant la décomposition de 1/|r — r’| en polynomes de Legendre, et en
exploitant 'indépendance de ¥ (r) = ¢ (r, 0) dans 'angle ¢, conséquence de la
symétrie cylindrique du systéme.

Calcul des intégrales de surface. Considérons la premiére intégrale dans
Pexpression (2.90), analogue au potentiel électrostatique créé par une distri-
bution de charge surfacique, et qu’on note dorénavant . (r). Introduisons la
décomposition™

% = % f(?)n [Pn(COSG)Pn(COSG')

Fi1G. 2.13 — Boule de rayon R (délimitée par la sphére Sg) se déplagant a la vitesse
constante 'V selon l'axe des z dans un fluide. La surface S est une paroi fictive
sphérique a linfini.
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pour ¥’ € Sk, ot P, sont les polynomes de Legendre et P les fonctions de
Legendre associées.
Comme
" Commentaire 2.2.2. La rela-
dY = R?dQ’ = R?sin 0ld9/d<,0/, tion (2.91) provient de la décomposi-
tion de la fonction de Green Goo(Jr —
lintégration en ¢’ sur [0,27] ') = 1/(4nfr — r'|) en harmoniques
des termes en COS(m((p - 90/)) sphériques, avec r’ = R < r. Elle peut
donne zéro. Par ailleurs, comme étre facilement obtenue & partir du ré-
cosf' = Py (cos 9/)7 Iintégration sultat (2.128), p. 132 de I’exercice 2.8.
en cos®’ sur [_17 1] est imme- Par ailleurs, annexe G contient des
diate en vertu de l’othogonalité rappels sur les polynémes de Legendre.
de Py et P, pour n # 1.
Il vient finalement
3
Ye(r) = —‘gi cos . (2.92)

Pour effectuer simplement la seconde intégrale, notée désormais 14(r),
remarquons que celle-ci est analogue au potentiel électrostatique créé par
une distribution surfacique de dipéle, comme déja commenté dans la sec-
tion 2.1.3. Il est alors particuliérement avantageux de concevoir chaque dipdle
élémentaire strictement localisé comme la limite d’un dipole étendu suivant n’,
constitué de deux charges superficielles opposées, i.e. :

n' - V,G(r—1'|) = 61ir61+(25)*1 [Goo(r — 1"+ 6n']) — Goo(Jr — 2’ — 6m’|)].

En insérant cette identité dans 'expression de 14(r), nous obtenons

2 1: 1 ! / ! o ’ !
Ya(r) =R 61—1>%1+5 [/_1d(c059)w(R,0059)/0 d¢’ Goo(Jr + (R +6)n'|)

2m

— /1 d(cos ) P(R,cos0’) [ d¢' Goo(Jr + (R—0)n'])|.
-1

0

Chacune de ces intégrales, pour une valeur finie de 4, est du méme type que
celle définissant 1. (r), et elle est donc aisément calculée par la méme méthode
basée sur la décomposition (2.91). Aprés passage a la limite § — 0T, nous
trouvons

1+oo 1

Pa(r) = 5 Zn(R/r)"'H P, (cosb) /

—1

d(cos @) ¥(R,cos8) P,(cost).
n=0

(2.93)
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Résolution de I’équation intégrale. En remplacant ¢.(r) et 14(r) par
les formules respectives (2.92) et (2.93) dans

P(r) = e(r) + alr) ,

nous obtenons une expression valable de ¥ (r) en tout point r du domaine,
qui ne dépend que de ¥(R,cos@’) sur la surface Si. Nous en déduisons une
expression analogue pour V. Son insertion dans la condition de bord n -
Vi ==V cosf en r = R, permet de déterminer la décomposition unique de
(R, cosf’) sur la base orthogonale des P, (cos®’). En utilisant de nouveau
Py(cos®’) = cosf’, nous trouvons

(R, cosf') = —? cosf .

La formule (2.93) de 14(r) ne contient alors plus que le terme n = 1, ce qui
donne en définitive

VR3 cos b

o (2.94)

w(ﬁ 9) =

Nous vérifions que le potentiel ¥ (r) décroit bien suffisamment vite & U'infini,
ce qui justifie a posteriori 'omission de la contribution de la surface fictive Sy,
dans la formule (2.90). Notons que 1 (r) présente une structure dipolaire ana-
logue & celle du potentiel électrostatique créé par une distribution de charge
localisée de type dipole.

Le champ de vitesse dans le référentiel lié a la boule est finalement obtenu
en injectant la formule (2.94) dans

u(r) = -V + V().

Il est représenté sur la figure 2.14. Pour la sphére supraconductrice soumise a
I’application d’un faible champ magnétique homogéne, on retrouve les lignes
de champ magnétique caractéristiques de 'effet Meissner.

Interprétation

Cet exemple illustre bien l'intérét de la fonction de Green du systéme
infini pour la résolution de problémes avec des bord. Comme cette fonction
de Green est proportionnelle au potentiel de Coulomb créé par une charge
ponctuelle dans le vide, les contributions surfaciques admettent des interpré-
tations électrostatiques tres fructueuses. Cela dit, dans le cas présent sans
source p(r) = 0, une résolution directe de I’équation de Laplace, sans utili-
ser des fonctions de Green, est également possible comme briévement décrit
ci-dessous.
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F1a. 2.14 — Champ de vitesse du fluide dans le référentiel lié a la boule.

Résolution par décomposition en harmoniques sphériques. Le
champ 9 (r), solution de ’équation de Laplace, est une fonction harmonique.
De plus, il ne dépend que de r et de 0, par suite de la symétrie cylindrique du
probléme. Sa forme la plus générale peut donc s’écrire comme une combinaison

linéaire infinie d’harmoniques sphériques!'?
“+oo
P(r,6) = Z(Alrl + Byr ' "h Py(cos b)) .
1=0
La condition de bord a l'infini impose A; = 0 pour tout [ # 0. Comme la
vitesse est le gradient de v, nous pouvons fixer la constante Ay = 0. La

condition de bord sur Sy s’écrit alors

Z(l +1)BiR™'"2P(cosf) = —V cos b .
!

Comme les P, forment une base orthogonale, et comme Pj(cosf) = cosf,
il vient B; = 0 pour tout [ # 1 et By = fVR3/2. On retrouve alors bien
Pexpression (2.94) de ¢(r) obtenue précédemment. Dans les deux méthodes
présentées, les propriétés des polynomes de Legendre P(cos#) constituent la
clé de la résolution explicite du probléme.

2.2.3 Densité d’états d’une particule quantique
Présentation

Comme exposé dans la partie générale de ce chapitre, la connaissance du
spectre des opérateurs en jeu donne accés aux fonctions de Green. Inverse-
ment, un calcul direct des fonctions de Green peut permettre de déterminer

19. L’annexe G contient des rappels sur les harmoniques sphériques.
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des propriétés spectrales. Ce point de vue inverse va étre illustré dans cet
exemple de mécanique quantique, o le formalisme des fonctions de Green
fournit des informations trés utiles sur le spectre du Hamiltonien, notamment
en physique de la matiére condensée.

Afin de fixer les idées, considérons une particule quantique de Hamiltonien
h2
H = —%Ar + V(I') 5

enfermée dans un domaine D. Une fonction propre v, (r) de H de valeur
propre E,, est solution de 'EDP

avec des C.L. de Dirichlet homogénes sur la frontiére 9D de la boite. Cette
équation est de la forme générale (2.72), p. 100, avec O = H, A = —E,
et p(r) = 0. Pour cette valeur de A, opérateur [\ + H| ne saurait étre in-
versible : autrement 1, (r) serait identiquement nulle, car la fonction nulle
est bien solution de 'EDP (2.95) avec les bonnes C.L.! Par conséquent, nous
pouvons annoncer que A = —F, doit étre une singularité de la fonction de
Green G (r;1’) associée a la résolvante [A\+ H]~!. Nous allons d’abord explici-
ter la nature de cette singularité, puis montrer comment en inférer la densité
d’états de la particule. Ensuite, nous aborderons deux exemples unidimen-
sionnels. Cette seconde étape servira de laboratoire pour appliquer certaines
techniques générales.

Etude et résolution

La représentation spectrale (2.77) de Ga(r;1r’) s'écrit ici

/ Un (r) 1y (r')
= . 2.
Gatrx) = 3 (296)
Clairement, A = —F,, apparait bien comme un pdle simple de G5 (r;1’), congue

comme une fonction analytique de la variable complexe A. Le résidu de ce
pole se réduit au produit 1, (r)y}:(r’), ou bien a la somme de tels produits si
Pénergie propre E,, est dégénérée. Ainsi, la connaissance a priori de Gy(r;r’)
dans le plan complexe en )\, donne accés au spectre de H par identification
des positions et résidus des poles simples sur I'axe réel.

Formule de la densité d’état. En application des considérations précé-
dentes, montrons comment le comportement de G (r;r’ = r) lorsque \ s’ap-
proche de Paxe réel, permet de déterminer la densité d’états p(FE) définie par

p(E)=Te{6(H - ET)} = Y 6(En - E),
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ot Z est 'identité et ou la seconde égalité correspond a ’expression de cette
trace dans la base propre {1, } du Hamiltonien.
Posons A = —F + ie avec € > 0, et définissons

Gi(r;r) = lim G_piic(r;r).

e—0

En vertu de la relation (A.1), p. 303,

. 1 1 .
Jim e = PP ) — (B~ )

la représentation spectrale (2.96) devient dans la limite considérée

Gh(r;r) = PP (Z [n (x ) —im > [ (r)]? 6(En — E) . (2.97)

Prenons la partie imaginaire membre & membre de cette égalité. Comme le
premier terme dans le membre de droite de I'équation (2.97) est réel, seul
le second terme contribue. Par ailleurs, aprés intégration sur r dans le do-
maine D, la somme sur n se réduit a p(E) par suite de la normalisation des
fonctions propres v, (r). Nous en déduisons la formule

™

p(E) = —l/Ddr Im[GL(r;1)]. (2.98)

Notons qu’il est aussi possible de définir G (r;r) en prenant la limite de
G_piic(r;r) quand € — 0~. On obtient alors une formule analogue a (2.98)
exprimant p(E) en termes de G(r;r), avec un préfacteur 1/7 & la place
de —1/m. Ceci implique que la partie de I’axe réel correspondant a la partie
continue du spectre, est nécessairement une coupure pour G, (r;r). En effet,
celle-ci y est discontinue car G (r;r) et G (r;r) sont de signe opposés.

Particule libre a une dimension. Considérons une particule libre sur une
droite infinie, dont le Hamiltonien Hy est simplement donné par

h? 42

Hy= -+ &
0 2m da?

Déterminons la fonction de Green G (x; ') a partir de ’équation différentielle
ordinaire

h? d?

- 2m da?

avec les C.L. Gy (Foo;2") = 0. Cette équation est de type Helmholtz a une

dimension avec un paramétre complexe. Similairement au calcul menant a la

+ AGa(z;2") = 6(x — 2') (2.99)



116 Physique et outils mathématiques : méthodes et exemples

formule (2.66), p. 96, il est commode de procéder & une transformation de
Fourier. Nous obtenons ainsi

, 1 /OO eik:(:vfw')
1) = — dk——5+77— . 2.1
Oawse) = or | S e am) (2.100)

Dans cette formule, I'intégrant con¢gu comme une fonction analytique de la
variable k, a deux poles simples en ki()\) = #(—2mA\/h?)Y/2. La fonction
(—Z)'/? est définie ici par le choix de détermination

(_Z)l/Q — |Z‘ei(argZ+7r)/2

avec une coupure sur le demi-axe réel négatif et arg Z €] — m, w[. Si  — 2’ est
positif, il est habile de compléter ’axe réel d’intégration sur k& par un grand
demi-cercle dans le demi-plan complexe supérieur. En effet, 'intégrant satis-
fait alors au lemme de Jordan sur ce demi-cercle, de sorte que I'application
du théoréme de Cauchy au contour fermé correspondant, fait seulement in-
tervenir le pole ky(A). De méme, si x — 2’ est négatif, en bouclant dans le
demi-plan complexe inférieur maintenant, seul le pole k_(\) contribue. En
définitive, il vient

1/2
. —m .
Ga(z;2') =i (m) explilz — x'|(72m)\/hz)1/2]7 (2.101)

qui peut étre vue comme le prolongement analytique de la formule (2.66).

Quand A\ = —F +ie s’approche du demi-axe réel positif, que ce soit par au
dessus ou par en dessous, G (z; 2’) tend vers la méme valeur purement réelle

Ghz;a') = Gp(x;a') = ’/QHZTEI e~ lr=a IVRmIEI/R® o B < 0. (2.102)

L’application de la formule (2.98) donne bien alors p(E) = 0 pour E < 0. Par

contre, quand A = —FE +ie s’approche du demi-axe réel négatif, nous trouvons
G(w;a') = Fi 2£;E eFila=a V2mE/R® o |5 (2.103)

Ces deux valeurs étant complexes conjuguées, G (z; z’) n’est pas continue a la
traversée du demi-axe réel négatif, qui est en fait une coupure partant du point
de branchement A = 0, en accord avec le continuum de valeurs propres E),
positives.

L’application brutale de la formule (2.98) conduit a une densité d’états
infinie pour E > 0 car Gx(z;z) est une constante. Cette divergence est sim-
plement due au caractére infini du domaine considéré. On peut reprendre
cette étude dans un segment de longueur L. Alors, comme déja remarqué pour
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l'opérateur de Helmholtz & une dimension p. 89, les effets de bord deviennent
négligeables quand L devient suffisamment grand. L’expression (2.101) est
asymptotiquement correcte loin des bords, de sorte que la formule (2.98) donne

pour E >0
p(E) ~ L ’/% quand L — oo. (2.104)
™

Nous retrouvons ainsi ’expression bien connue, qu’on peut obtenir directe-
ment par un simple comptage basé sur la quantification E,, = n?7?h?/(2mL?)
des énergies propres.

Particule dans un puits localisé. Soumettons la particule précédente au
potentiel attractif V(z) = —Ud(x) avec U > 0, son Hamiltonien devenant

h? 42

Vix) .

Aprés avoir considéré le cas du spectre continu de Hy, nous allons illustrer
maintenant comment la détermination de la fonction de Green G (z;2’) as-
sociée a [\ + H]™!, permet aussi d’accéder a la partie discréte du spectre
de H. Dorénavant, nous noterons G&O)(m; 2') la fonction de Green précédente
associée a [\ + Ho| L.

Partons de l'identité (2.80) démontrée p. 103, qui s’écrit ici
oo~y > m ~O)/ " ",
Gr(x;2') =G\ (x;2") — da” G (x;2") V(2") Ga(2";2") .

Comme V(z') = =Ud(z"), cette équation intégrale pour Gy (z;z’) prend la
forme simple

Ga(z;2') = GV (w:2') + U G (2;0) GA(0;2) . (2.105)

En posant 2 = 0 dans cette relation, nous obtenons immédiatement G (0; 2")
en résolvant une équation algébrique élémentaire. En reportant la valeur trou-
vée dans la formule (2.105), nous trouvons finalement

UGy (@:0) GV (0;2)
1—iU[(-m/(2r2\)]"*

Gia(z;z') = GO (z;2) + (2.106)

avec la fonction de Green libre Gg\o)(aﬁ; a’) donnée par la formule (2.101). Ceci
acheve le caleul, exact et explicite, de G (z;z’).

Intéressons-nous aux singularités de l'expression (2.106). Clairement, le
demi-axe réel négatif en A reste une coupure pour G (z;2’), puisque c’en est

une pour Gg\o)(aﬁ; a’). Par conséquent, le spectre de H comprend une partie
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continue d’énergie E > 0, comme celui de Hy. Pour A réel positif, Gg\o) (z;2)
est bien analytique. En revanche, par suite de la présence du dénominateur

1—iU ((—=m/(2h2N)) "/

dans la formule (2.106), il apparait un pole simple de G (z;2") pour la va-
leur Ap qui annule ce dénominateur, a savoir

mU?
2h?
Ce pole simple isolé correspond & un état propre localisé d’énergie Fy =

—Ap = —mU?/(2h?) : c’est I'état fondamental de H, qui peut bien sfir étre
obtenu par une résolution directe de I’équation aux valeurs propres. Le lecteur

Ap = (2.107)

pourra vérifier, en utilisant les formules (2.102) pour G&O}z (2;0) et GS\OIZ (0;2"),
que le résidu du pole Ap redonne bien le produit 1o (x)yd(x’).

Interprétation

Cet exemple simple illustre les mécanismes & I’ceuvre dans la relation fon-
damentale entre les propriétés analytiques de la fonction de Green associée a
la résolvante d’une part, et les propriétés spectrales du Hamiltonien d’autre
part. Cette relation prend tout son intérét dans des situations ot une résolu-
tion directe de I’équation de Schrédinger n’est pas possible. C’est le cas des
systémes dits désordonnés, une particule quantique étant soumise & un po-
tentiel dépendant d’un ou plusieurs paramétres aléatoires. C’est aussi le cas
dans le cadre du probléme a N corps, ot il est utile d’étudier le spectre d’une
particule habillée par les interactions avec ses consceurs & partir de la fonction
de Green réduite & un corps?’.

A propos des développements perturbatifs. En général, un calcul
exact de la fonction de Green reste évidemment trés difficile. Il peut étre
alors bienvenu de procéder au développement perturbatif décrit dans la pre-
miére partie de ce chapitre, en choisissant de plus judicieusement la fonction
de Green de référence. Soulignons cependant que ces développements pertur-
batifs peuvent manquer un effet essentiel. Par exemple, dans le cas du puits de
potentiel en ¢ traité précédemment, le développement perturbatif de Gy (x; 2")
en puissances de U ne capture pas la singularité en \p. En effet, ce dévelop-
pement donne par exemple, au premier ordre en U,

Gi(z;2') ~ Gg\o)(aﬁ; )+ U GS\O) (x;0) GE\O)(O; z')

de sorte que I’état fondamental localisé reste invisible, cette propriété restant
valable & un ordre fini de la série de perturbation! Par contre, notons que
I'identité (2.80) peut fournir des informations non-perturbatives plus fiables.

20. Voir aussi le commentaire p. 171.
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2.2.4 Diffusion par un potentiel répulsif
Présentation

Le formalisme de la fonction de Green est trés utile aussi dans la théorie
de la diffusion en mécanique quantique. Considérons une particule soumise
a un potentiel répulsif a courte portée V(r) produit par un centre diffuseur.
Classiquement, la problématique de la diffusion consiste a étudier la déviation
de la trajectoire de la particule par ce centre, lorsque celle-ci arrive de I’infini
avec une vitesse initiale vy. En mécanique quantique, il existe une formulation
dynamique analogue de la diffusion, que nous présentons & la fin de cette
section. Il se trouve qu’il en existe également une formulation stationnaire,
qui consiste & chercher les fonctions propres du Hamiltonien

hQ
H=——A+V(r). (2.108)

2m

De plus, on suppose que le potentiel diffuseur V(r) est suffisamment faible, de
sorte que ces fonctions propres sont déterminées perturbativement par rapport
aux ondes planes, fonctions propres du Hamiltonien libre

h2

Hy=———
0 2m

C’est ce point de vue que nous développons dans un premier temps.

Soit 1/11(:)) (r) Ponde plane

Oy = L gikr
B g ©

fonction propre de Hy avec l'énergie Fy = h*k?/(2m). Comme V(r) est ré-
pulsif et décroit a l'infini, il existe une fonction propre i (r) de H avec la
méme énergie propre Fy = h?k?/(2m). En posant

vic(r) = 9 (v) + Se(r)
nous obtenons 1’équation exacte
(Ho — Ex)0tk(r) = =V (r)k(r) . (2.109)

Comme déja remarqué dans la section 2.2.3, ce type d’EDP n’est pas immé-
diatement soluble en termes de fonctions de Green, car la résolvante corres-
pondante [Hy — Ey]~! est singuliére! Cela dit, comme nous allons le voir,
I'introduction de la résolvante [Hy + A\]~! permet de construire le développe-
ment perturbatif cherché de la déviation dii(r).
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Etude et résolution

La méthode repose sur I'introduction de 'EDP

(Ho + A)ga(r) = =V(r)ix(r) , (2.110)

ol A\ est un parameétre complexe, avec Im(A) # 0 de sorte que la fonction de
Green Gg\o) (r;r’) associée a la résolvante [Hy + A] ™! soit bien définie. Nous
établissons rapidement ’expression de Gg\o) (r;r’) en nous inspirant du cal-
cul unidimensionnel p. 115. Puis nous montrons comment un processus de
limite adéquat ou A — —F) permet d’obtenir 61y (r) & partir de Pexpression
de ¢ (r) solution de PEDP (2.110). Ceci engendre la série perturbative recher-
chée de §1(r) en puissances du potentiel, dont nous calculons explicitement
le premier terme & grande distance du centre diffuseur.

Calcul de la fonction de Green libre. La fonction de Green GE\O) (r;r')
est solution de ’EDP de type Helmholtz avec paramétre complexe,

2
[—;—mA—i—)\]GE\O)(r;r’) =5(r—r), (2.111)

avec les C.L. de Dirichlet homogénes & l'infini. La résolution peut étre effec-
tuée par une transformation de Fourier, comme dans le calcul menant & la
formule (2.48), p. 86. Nous obtenons ainsi une expression trés similaire
metlr—r'[(=2mX/h)/?

2h?|r — 1’|

GO(r 1)) = (2.112)

1/2

Comme dans le cas unidimensionnel, la fonction (—Z)'/* est définie par le

choix de détermination

(_Z)1/2 _ |Z‘ei(arg2+7r)/2
avec une coupure sur le demi-axe réel négatif et arg Z €] — m, 7[.

Processus de limite. Le champ auxiliaire ¢ (r) solution de 'EDP (2.110),
est simplement donné par la formule de superposition

oa(r) = - / dr' G (je — )V ()b (r')

valable pour le systéme infini?'. A ce niveau, il est tentant de prendre la limite
A — —F), car les EDP (2.110) et (2.109) devenant alors identiques, la limite

21. En toute rigueur, il faudrait travailler dans un grand domaine, puis envoyer les bords
a 'infini. De nouveau, nous nous affranchissons de cette étape en raisonnant directement
dans le systéme infini, sans nous préoccuper des C.L. Ici, cette procédure est ultimement
bien légitime.
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de ¢y (r) devrait donner §i(r)! Cela dit, le point —F) est singulier car le

demi-axe réel négatif est une coupure pour Gg\o) (Jr —1’|). Autrement dit, nous
n’obtiendrons pas le méme résultat suivant que 'on arrive au-dessus ou bien
en dessous de la coupure. Ici, nous prenons la limite avec Im(\) < 0, étant
entendu que nous justifierons ce choix a partir de 'analyse dynamique, et que
nous commenterons briévement la signification de lautre choix Im(A) > 0.
Nous obtenons ainsi ’équation intégrale

ik|r—r’|

*% ! hv(r’)[ D) + o ()] (2.113)

oi(r) =
Approximation de Born. En itérant I'équation intégrale (2.113), nous
engendrons le développement perturbatif de §1i (r) en puissances du potentiel.
A Tapproximation de Born, qui consiste & ne conserver que le premier terme,
nous trouvons

B m / etklr—r] n ik’
iy (r) = — o) dr Py V(r')e . (2.114)

Il est intéressant d’étudier la structure de cette déviation a grande distance r
du centre diffuseur. Les contributions dominantes a l'intégrale (2.114) pro-
viennent des distances finies |r’| d’ordre la portée du potentiel V', qui sont
trés petites devant r. Nous pouvons alors développer la phase

kv —rt'|=kr —kr-tv'/r+O(1/r),

ce qui conduit a la formule asymptotique

1 ) eikr
B ~ ik-r ~
e (1) ~ on) [e + fx(®) . } quand r — o0, (2.115)
avec
Fiel®) = *2:;12 dr’ expli(k — k&) - ']V (r'), (2.116)

t = r/r étant le vecteur unitaire suivant r. D’aprés ces formules, nous voyons
que la déviation & ’onde plane est une onde sphérique anisotrope, dont I’am-
plitude s’éteint en 1/r & l'infini. Cette structure est bien celle de la fonction
d’onde exacte a grande distance, mais le facteur d’amplitude anisotrope fi(¥)
obtenu par I'approximation de Born n’est pas exact en général a cause des
diffusions multiples.

Interprétation

Il est instructif de montrer qu'une approche dynamique de la diffusion,
plus en rapport avec la situation expérimentale, redonne bien les résultats
obtenus par la méthode purement stationnaire. Nous résumons briévement
cette approche, puis nous concluons par un calcul explicite pour le potentiel
de Yukawa a titre d’illustration.
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Approche dynamique perturbative. Afin de mimer le processus dyna-
mique de diffusion, il est commode d’imaginer que la particule soit dans un

état initial de fonction d’onde ¢1((0) (r) & tg = —o0. Le potentiel V(r) est alors
enclenché par branchement adiabatique a tg = —oo. Autrement dit, on soumet

la particule au potentiel dépendant du temps W (r,t) = eV (r). L’évolution
de sa fonction d’onde peut alors étre obtenue par les développements pertur-
batifs construits dans le chapitre 3. Leur ingrédient de base est la fonction de
Green causale libre Gt (|r — r|; 7). Nous invitons le lecteur & appliquer le
développement (3.73), p. 176, en ne conservant que le terme du premier ordre
en W. En prenant ensuite la limite ¢ — 0T, il pourra vérifier explicitement

Tim g(r, e PO = g (r)
en utilisant 'identité fondamentale

+oo
lim drGTO (jr—r'|;7) e "B NT/h = _ip lim GO (je—r]) .
e—0t Jo 0+ k1€
Donc, la particule aprés diffusion par le potentiel V(r) se trouve bien dans
I’état propre d’énergie Fy du Hamiltonien H. De plus, si 'onde entrante est
une onde plane se propageant suivant k, ’onde sortante présente une compo-
sante diffusée de type onde sphérique sortante. Ceci achéve la justification du
choix de signe de Im(\) dans la méthode stationnaire : autre choix corres-
pond & une onde sphérique entrante, qui n’est pas permise par la causalité.

Application au potentiel de Yukawa. Le potentiel répulsif de Yu-
kawa est V(r) = Ue™*"/r. L’amplitude anisotrope fy(¥) donnée par la for-
mule (2.116) est simplement proportionnelle a la transformée de Fourier du
potentiel V(r). Ici, le calcul est évidemment identique a celui relatif a la fonc-
tion de Green de l'opérateur de Helmholtz. On obtient

Ful®) = —2mU 1
ST TR 26in%(0)2) + o2

ou 0 est I'angle entre k et r. La section efficace différentielle de diffusion
est aisément obtenue a partir de cette expression. Soulignons que, dans la li-
mite « — 07, on retrouve la formule exacte de la section efficace de Rutherford
pour le potentiel de Coulomb. Celle-ci peut étre obtenue en cherchant les so-
lutions stationnaires de ’équation de Schrédinger pour des énergies positives.
De plus, elle coincide avec la valeur classique.

2.2.5 Modélisation simple du vent soufflant sur un mur
Présentation

Cet exemple est une mise en pratique de la méthode basée sur les transfor-
mations conformes a deux dimensions, et exposée p. 89-95. Imaginons le vent
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soufflant sur une plaine dénudée, avec pour seul abri possible un mur... Nous
aimerions bien savoir quel coté du mur est le meilleur refuge! Pour répondre
a cette question, nous allons utiliser un modéle simplifié, mais représentatif
de la situation.

Considérons le probléme bidimensionnel suivant : un fluide incompres-
sible coule de maniére irrotationnelle dans un domaine D formé par le demi-
plan C*, mais un mur vertical de hauteur a se trouve en x = 0. A l'infini,
la vitesse du fluide est donnée par u = ug e,. Comme montré au début du
§2.2.2, il existe alors un potentiel ¢(r) dont dérive la vitesse u(r) = Vo(r).
De plus, ce potentiel est solution de I’équation de Laplace

A¢ =0

dans D. Pour spécifier les conditions au bord que doit satisfaire ¢, nous intro-
duisons trois parois fictives a l'infini : ¥, est horizontale et les deux parois X7
sont verticales (voir figure 2.15). Les conditions au bord sont donc de type
Neumann,

n- V¢ =0 sur le sol, le mur et ¥; ; n- V¢ = ug sur %,.

Etude et résolution

Comme nous 'avons vu a la page 94, il existe une fonction analytique A

de la variable z = x + 1y,
A=¢+i1,

dont ¢ est la partie réelle. D’abord, nous implémentons les conditions de bord
en termes de A. Puis nous effectuons une transformation conforme qui permet

Av

o
77 7 7"

FI1G. 2.15 — Géométrie du probléeme : le mur de hauteur a est en x = 0; Sp, et BF
sont des parois fictives a linfini.
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de reformuler le probléme dans un domaine plus simple, et de déterminer alors
le champ de vitesse dans le domaine D originel.

Réécriture des conditions aux limites. Par rapport a 'étude générale
menée page 94, 'interprétation des conditions aux limites est ici plus simple.
En effet, comme

_9% _%

u _P_ %W
T Oy

uy, = 22 - _ Y 2.117
en vertu des relations de Cauchy, la dérivée de A par rapport a z est simple-
ment reliée au champ de vitesse,

‘A’(z) = Uy — iUy, (2.118)

Les C.L. peuvent donc étre réécrites sur .4 comme suit.

Montrons que sur le sol et de chaque c6té du mur, i.e. respectivement
pour z = z et pour z = 0% + iy avec 0 < y < a, il suffit d’imposer

Im[A(2)] = « (2.119)

ol « est une constante. En effet, comme Im A = 1), et que x varie avec y = 0
fixé sur le sol, la condition (2.119) implique donc
a—wz()pouryzoeta:;aEO.
oz
Compte-tenu des relations de Cauchy (2.117), cela donne bien u, = 0 sur le
sol. Sur le mur, c’est par contre y qui varie & & = 0% fixé : la condition (2.119)
implique maintenant (9¢/dy) = 0, soit u, = 0 en vertu des relations de
Cauchy (2.117). Il est clair & ce niveau que la constante « apparaissant dans
la condition (2.119) peut étre fixée & zéro 22. En résumé, on écrit donc sur le
sol et sur le mur les C.L.

‘Im[A(z)}:O pour z=uzx etpour z=0%4iy avec Ogyga.‘

Ces C.L. sont complétées par les conditions sur les parois fictives verticales
YF et horizontale X, qui s’écrivent de maniére évidente comme

‘Re[A'(z)] =up quand z — +oo ; Im[A'(2)]=0 quand y — +oco. ‘

22. C’est l'analogue de la remarque faite dans le cas général page 94. Cette possibilité
provient de la liberté dans le choix de A, a laquelle on peut ajouter une constante sans
modifier le champ de vitesse.
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Transformation conforme. Essayons maintenant de trouver une transfor-
mation conforme dont 'image du domaine D soit le demi-plan supérieur sans
le mur. Pour cela, procédons par étapes avec trois transformations, dont nous
pouvons visualiser les effets sur la figure 2.16. Dans la premiére transforma-
tion,

2w =22,

le sol et le mur deviennent le demi-axe réel [—a?, +oo[. Ensuite, par la simple
translation,

Wt =w+a’ ,
I'image du demi-axe précédent devient RT. Finalement, la transformation
tsZ=t1/?

permet d’obtenir comme domaine final le demi-plan supérieur sans mur !

3 | w
v v v /W v v v / 7a2 6
v H
} |
0 A

F1a. 2.16 — Visualisation des transformations conformes z — w — t — 2 succes-
SIVES.

La composition de toutes ces transformations est donc la fonction F(z) définie
par

z—z=F(z)= (z2 —|—a2)1/2

avec les points de branchement +ia et la coupure se réduisant au segment
imaginaire pur [—ia,ia]. De plus, la détermination choisie est telle que®
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Fla) = \/m siz>0 " Commentaire 2.2.3. Le chan-

gement de signe de F(z) est du a la

et présence de la coupure [—ia,ia] qui

ne saurait étre traversée. Pour pas-

]:(;L'):—\/x2+a2 six <O. ser de z = 0t a « = 07, il faut

contourner cette coupure, en passant

Noter que la partie de ’espace au-dessus du point de branchement ia

sous le sol et a lintérieur (!) du par exemple. Le long d’un tel chemin,

mur d’épaisseur nulle, a bien son largument du nombre complexe Z =

image par f(Z) sous le nouveau 22 + a? tourne de 27, de sorte que le

sol horizontal. La partie vide o facteur e?2'€ /2 qui définit la détermi-
souffle le vent reste bien elle au- nation change bien de signe.

dessus de ce sol.

Calcul du champ de vitesse. Le probléme du demi-plan est élémentaire.
La fonction analytique

./4(2,) = Uug E,

satisfait ¢videmment les conditions au bord Im[A(Z)] = 0 sur 'axe réel, et

(dA/dZ) = ug sur les parois fictives. Nous obtenons ainsi la fonction analy-
tique A(z) dans le domaine D originel,

1/2

A(z) = ,Z[]:(z)] = g (22 +a®)'",

ainsi que sa dérivée qui nous donne le vecteur vitesse en tout point via

z

A (z) = uo Zra)”

et I’équation (2.118). Nous pouvons maintenant analyser la forme du vecteur
vitesse sur diverses surfaces, avec les résultats :

||
Uy = Uy —F——— i Uy =0
Va2 + a?
sur le sol,
Uy, =0 ;o Uy = Fug 5 5
as—y

sur les cotés gauche et droit du mur respectivement et
Uy = Uy ———— i Uy =0

sur l'axe vertical © = 0 et avec y > a. Les lignes de champ de vitesse sont
tracées sur la figure 2.17.
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///_’\

[ ———

/\

e

F1G. 2.17 — Lignes de champ de la vitesse.

Interprétation

Le profil du champ de vitesse montre qu’il est inutile de se réfugier derriére
le mur pour se protéger du vent, puisqu’il souffle aussi fort en amont qu’en aval.
Une autre observation importante concerne la singularité du champ de vitesse
a Pextrémité du mur. C’est un effet de pointe qui donne lieu a des vitesses trés
grandes. Dans la réalité, pour un mur d’épaisseur finie, ’écoulement cessera
d’étre laminaire et deviendra turbulent pour des vitesses uy suffisamment
grandes.
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2.3 Exercices

B Exercice 2.1. Fonction de Green G, du Laplacien en 3d

Le but de cet exercice est de déterminer, & trois dimensions, et par une
autre méthode que celle présentée page 78, la fonction de Green G, du Lapla-
cien qui s’annule a Uinfini. Il s’agit donc de trouver la fonction G, (r) solution
de

—AGx(r) =4(r) (2.120)

avec Goo(r) — 0 quand 7 — oo

1. 11 est rappelé que cette fonction G ne dépend que de r = |r|. En
déduire 'équation différentielle satisfaite par G (r) pour r # 0.

2. Quelle est la solution la plus générale de cette équation différentielle
qui soit compatible avec la condition aux limites en 'infini ?

3. Le raisonnement précédent permet de trouver la fonction Goo(r) & un
facteur prés. Comment fixer ce facteur ? Retrouver ainsi la fonction de Green
Goo(r) = 1/(47r).

Solution page 343.

B Exercice 2.2. Fonction de Green G, du Laplacien en
dimension d > 3

Appliquer la méthode de I'exercice précédent pour déterminer en dimen-
sion d > 3 la fonction de Green G (r) du Laplacien s’annulant & 'infini en
fonction de r = |r| et de l'angle solide total Q4 & d dimensions. Pour cela,
utiliser le fait que le Laplacien de la fonction Goo(r), qui ne dépend que de
r = |r|, s’écrit :

A = = 2.121

d—1dG, d*Gu L d (4 1dGx)
r dr dr? rd=1dr

Solution page 343.

B Exercice 2.3. Fonctions de Green du Laplacien en 1d et 2d

1. Vérifier explicitement que la fonction

|z — o]

Glx —2')=— 5
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est une fonction de Green du Laplacien & une dimension. Cette vérification
sera faite en appliquant une fonction test (qui s’annule a I'infini) & AG.

2. Méme question pour le cas bi-dimensionnel et la fonction

In(|r — r’|)'

Gr—r')=— 5

Il sera utile de se servir de 'expression (2.121) indiquée a l'exercice 2.2.
Solution page 344.

B Exercice 2.4. Symétrie des fonctions de Green du Laplacien
avec C.L. de Dirichlet homogénes

Montrer que les fonctions de Green du Laplacien avec C.L. de Dirichlet
homogénes sont symétriques.

Solution page 345.

B Exercice 2.5. Fonctions de Green de Neumann spéciales du
Laplacien

Soit G une fonction de Green de Neumann spéciale du Laplacien dans
un domaine D de bord 9D. Elle vérifie comme C.L.

n-V,Gy(r;r') = —% ) (2.122)
Gr(ro;r’) = cr) vr' € D. (2.123)

1. En utilisant la seconde formule de Green, montrer que
Gy(rir') — Gr(rsr) = F(r) — F(r)
et donner I'expression de F. En déduire que la fonction
Gr(r;r) = Gy(r;r) + F(r))
est une fonction de Green de Neumann spéciale symétrique.

2. ¢(r,t) est solution de I’équation de Laplace avec des C.L. de Neumann
sur dD. Vérifier que les expressions obtenues a partir de I'équation (2.39),
page 81, soit avec G, soit avec G, coincident.

Solution page 345.
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B Exercice 2.6. Régles de somme et résolvante

Soit G la fonction de Green satisfaisant a I’équation
(O+ N Ga(z;2") =6(x —2') (2.124)

et a des conditions de Dirichlet homogénes en © = 0 et = 1. Imaginons que
Popérateur O ait une base compléte et orthonormée de fonctions propres v, (x)
de valeurs propres ), satisfaisant les mémes conditions de Dirichlet homo-
génes.

1. En utilisant la représentation spectrale de GG, exprimer

1 m
/ [Ty Ga(yisy2)Ga(y2:y3) - GaYrm—15Ym) GA(ymsi 1)
0 =1

en termes de A\, m et des \,,.

2. Prenons pour O le Laplacien & une dimension, O = —(9?/dz?%). Montrer

que pour A = w?m? avec w réel,

G (27 = _shwrae shwr(zs — 1)

wT W
avec . = inf(x, ') et x~ = sup(z,2’).

3. Une base compléte et orthonormée de fonctions propres de l'opéra-
teur O, et satisfaisant les conditions de Dirichlet homogénesen x = 0 et x = 1,
est donnée par les fonctions 1, (z) = v2sinnmz pour n € N*. Montrer alors
la relation mathématique :

oo

1 1
Z m = m (UJ’TF COth(u)ﬂ') — 1) .
n=1

4. Obtenir aussi la forme explicite de Go(x; ') et en déduire que

>E

Solution page 345.
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B Exercice 2.7. Plan conducteur

Dans cet exercice, nous reprenons la configuration électrostatique traitée
dans I'exemple 2.2.1, page 104. Soit donc un plan conducteur placé en z = 0
et maintenu & un potentiel nul : nous nous proposons de calculer la fonction
de Green de l'opérateur Laplacien, avec des C. L. de Dirichlet homogénes,
Gpp, sans utiliser la méthode des images.

1. Soit GDH(w; 2’; k) la transformée de Fourier selon y et z de Gpp. Quels
sont I’équation différentielle et les conditions aux limites satisfaites par Gpg 7

2. Calculer G pm en utilisant par exemple la méthode de variation de la
constante.

3. Effectuer alors la transformée de Fourier inverse en utilisant les
coordonnées polaires et ensuite le théoréme des résidus.

Solution page 346.

B Exercice 2.8. Fonctions de Green du Laplacien en coordonnées
sphériques

Nous nous proposons de déterminer ’expression, en coordonnées sphé-
riques, de la fonction de Green du Laplacien G.. Pour cela, écrivons, de
maniére générale, une fonction de Green G du Laplacien sous la forme :

o) l
Gt ) =3 > gun (7)Y (0, ) Yim (0, )

=0 m=—1

ot les Y}, sont les harmoniques sphériques dont les propriétés sont rappelées
dans I'annexe G.

1. Déterminer 'EDP satisfaite par gi, (r; ') en utilisant le résultat (G.3),
page 329, pour réécrire §(r — r’) en termes des harmoniques sphériques. Que
valent les solutions de I’équation homogéne associée a cette EDP ?

2. Restreignons-nous dans un premier temps au volume compris entre
les sphéres concentriques de rayons a et b > a, et cherchons la fonction de
Green G, satisfaisant des C.L. de Dirichlet homogénes. En utilisant le ré-
sultat (C.6), page 311, de la méthode de variation de la constante, montrer
que

[e%S) l
_ Vi @ WYim(Or0) (N (1
Ga,b(rvr/) = Z (2l + 1) [1 — (%)2[—}-1] T« — 1+1 7,l>T B p2l+1

1=0 m—=—1 T<
(2.125)
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avec
r< = min{r,7'} et r~ = max{r,r'}.

3. En déduire que la fonction de Green G}, pour la boule de rayon b et des
C.L. de Dirichlet homogénes vaut

IAYS * /oA
Z Z ( +1 b21+)1> Ylm(9(,2<?f’i?(9,ga). (2.126)

=0 m=—1

4. En déduire aussi que la fonction de Green GG, pour le domaine r > a et
des C.L. de Dirichlet homogénes vaut

2l+1 Y 9/7 /Ym 07
Z Z < T1 ,)l+1> im( éii)( “0). (2.127)

=0 m=—1

5. Conclure alors en montrant que

Ly
dnlr —v| > 2 Wﬁm(9’7w’)lﬁm,(0,w). (2.128)
=0 m=— >
puis
1 > rb .
] > i Picosh) (2.129)
1=0 ">

ot 0 est I'angle entre r et r/

Solution page 348.

B Exercice 2.9. Charge ponctuelle dans une sphére conductrice

Cet exercice compléte l'exercice 2.8 précédent. En effet, il y est proposé
de partir cette fois de I'expression (2.128) de la fonction de Green du Lapla-
cien Goo(r;r’) pour déterminer, par la méthode des images, la fonction de
Green G, du Laplacien dans la boule de rayon a avec des C.L. de Dirichlet
homogénes.

1. Obtenir la fonction de Green G, en plagant une charge fictive dans la
méme direction radiale que r’ mais pour un rayon plus grand que a.

2. Obtenir de la méme fagon la fonction de Green avec conditions aux
bord de Dirichlet homogénes dans le domaine formé par la demi-sphére r < a,
x> 0.

3. En déduire la fonction de Green du demi-volume infini > 0 avec les
conditions de Dirichlet homogénes en prenant une limite appropriée.

Solution page 348.
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B Exercice 2.10. Charge ponctuelle et sphére diélectrique

Nous cherchons a déterminer le potentiel électrique ¢(r) produit par une
charge ¢ ponctuelle située en rg en présence d’une sphére diélectrique de
rayon R, avec R < rg, et dont le centre se situe en r = 0 (voir figure 2.18).

F1a. 2.18 — Spheére diélectrique de rayon R et charge ponctuelle en ro.

L’axe des z est choisi de sorte a ce qu’il passe par la position de la charge ponc-
tuelle et le centre de la sphére. Nous avons donc un probléme avec symétrie
azimutale.

L’équation satisfaite par ¢(r) est?® A¢ = —¢d(r — rp). Les conditions au
bord sont choisies de telle sorte que ¢(r) — 0 lorsque r — oo. Les conditions
de passage a la surface de la sphére sont données par

O(R*,0)=6(R™,0) et n-VH(R",0)=en- V(R ,0)
oll n est le vecteur normal & la sphére, € est la permittivité relative de la
sphére et R est une notation abrégée pour désigner la limite » — R*.

1. Ecrivons ¢ = ¢ + 1 oit ¢y correspond au potentiel en I’absence de la
spheére. Indiquer I’équation différentielle et les conditions aux limites satisfaites
par ¥. Donner, en coordonnées sphériques, a I'intérieur et a l'extérieur de la
spheére, la forme générale des fonctions satisfaisant ces conditions.

2. Achever alors la détermination de ¢ en utilisant le résultat (2.129) de
Iexercice 2.8 et les conditions de passage en r = R.

Solution page 349.

23. En prenant eg = 1.
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B Exercice 2.11. Fonction de Green (GG, du Laplacien en
coordonnées cylindriques

Le but de cet exercice est de déterminer I’expression de G, en coordonnées
cylindriques.

1. Montrer que

“+o0 “+o00
1 1 . /

S(r—r1') = ;5(p - p')ﬁ m;w etmle=¢) /O dkcosk(z —2')  (2.130)
ou (p,z,¢) et (p',2',¢") sont les coordonnées cylindriques respectives de r et
de r’. 1l est indiqué & ce propos que, pour des variables angulaires ¢ et ¢’ :

216(p — ¢') = Z etmle—e"),

m=—0oo

2. Soit Goo(r;1r’) la fonction de Green du Laplacien s’annulant a linfini.

Posons :
1 +oo ) , +o00
Goo(r;1’) = 5.3 m;w emle=¢’) /0 dkgmi(p; p') cosk(z — 2).

Quelle est 'EDP satisfaite par g¢,,x ? Les solutions de 'TEDP homogéne as-
sociée a cette EDP correspondent aux fonctions de Bessel modifiées?*. Ainsi
les fonctions de Bessel modifiées I,,,(kp) et K,,(kp) sont deux solutions de
Wronskien —1/p. De plus I,,, () est finie lorsque x — 0 et K,,(x) — 0 lorsque
x — 400. En étudiant d’abord le cas p < p/, montrer que

—+o0

11 1 , N
_— = — E im(e—¢') dkl,,(kp)K,,(k k(z—2'
An |I‘—I‘/| 272 € A m( p<) Tﬂ:( p>)COS (Z Z)

m=—0o0

avec p< = inf(p, p) et p> = sup(p, p').
Solution page 350.

B Exercice 2.12. Tenseur d’Oseen

Le comportement d’un fluide avec un nombre de Reynolds trés petit en
présence d'une vésicule peut étre modélisé par les équations :

nAv—Vp=f{,
et

V.v=0,

24. Le lecteur pourra trouver les définitions et autres propriétés des fonctions de Bessel
dans les ouvrages [Gradshteyn] ou [Arfken]|.
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oll v et p représentent les champ de vitesse et de pression respectivement et
f une source (la vésicule).

1. On se place dans un domaine D de R™, de bord 9D. Quelles conditions
est il possible d’imposer sur v et p pour qu’elles soient déterminées univoque-
ment dans tout D?

2. On suppose f localisée, et on cherche des solutions pour v et p qui
s’annulent & l'infini. Obtenir p en fonction de f. Comment est modifiée p si
on change f par f + g avec V-g =07

3. Obtenir enfin v en fonction de f. Comment est-elle modifiée si f est
changée en f + Vh avec h une fonction arbitraire ?

Solution page 351.

Bl Exercice 2.13. Fonction de Green en théorie de 1’élasticité

En théorie de I’élasticité, le vecteur de déformations locales u satisfait a
I'équation

Au +

. 2UV (V-u)=F(r) (2.131)

ou o est le coefficient de Poisson qui relie le taux de contraction transversale
avec le taux de dilatation longitudinale. F' est une fonction vectorielle donnée
par les contraintes auxquelles est soumis le solide ainsi que les variations
locales de température. Nous nous proposons de calculer la fonction de Green
vectorielle G¢(r — r’), avec des C. L. a l'infini, qui satisfait a I’équation :

1
1—20

AG(r) + V (V-Gi(r)) = —e;d(r) (2.132)

ol e; est le vecteur unitaire suivant la direction i. Les composantes du vec-
teur G* sont notées G"7.

1. Ecrivons G(r) comme Gi(r) = gi(r) + gi(r), avec gj(r) et gi(r)
asymptotiquement nulles pour r — oo et ot gj(r) est solution de :

Agh(r) = —e;d(r). (2.133)

Obtenir gj(r) et I'équation satisfaite par gi (r).

2. En déduire que A (V Agt (r)) = 0. Il est rappelé qu’une fonction har-
monique dans tout l'espace et asymtotiquement nulle a 'infini est nulle par-
tout. En déduire que g!(r) peut s’écrire comme

gi(r) = V¢'(r)

ou ¢" est une fonction scalaire.
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3. Ecrire I’équation satisfaite par ¢ et montrer que la solution est :

1 0

¢'(r) =
4. En déduire les composantes du tenseur de Green G%(r).

Solution page 352.

B Exercice 2.14. Laplacien discret et réseau de résistances

Considérons un réseau infini & d dimensions constitué par tous les points r

dont la position est spécifiée par d nombres entiers lq,--- ,[l4 i.e. :
d
r= g lie;, avec e;-e; =0;;.
1=1

Chaque lien entre sites voisins du réseau correspond a un fil conducteur de
résistance électrique R (voir figure 2.19). Le but de cet exercice est de calculer
la résistance électrique entre deux points arbitraires du réseau.

F1a. 2.19 — Réseau de résistances dans le cas bidimensionnel : chaque fil entre deuz
points e a une résistance R.

1. Soit V(r) le potentiel électrique au site r du réseau. Montrer que les
lois d’0Ohm et de Kirchhoff impliquent que AV (r), défini par,

d
AV(r)=> [V(r+e)+V(r—e)—2V(r)]

i=1
est nul. L’opérateur A correspond au Laplacien discret.

2. Pour mesurer la résistance R(rg) entre les points 0 et ry du réseau, nous
branchons un ohmmeétre qui injecte un courant I sur le site rg et en extrait
la méme quantité au site 0. Obtenir I’équation satisfaite par V (r).



2. Fonctions de Green indépendantes du temps 137

3. Obtenir lexpression de R(rg) en termes de R et de la fonction de
Green G(r — r’) du Laplacien discret, solution de

AG(r—1') = —0pp.

4. Donner 'expression de R(rp) en termes des modes de Fourier du réseau :

1 .
KT < ke <
(27T)d/26 , <k <m,

avec

™ d
/ d"k 6ik-(r—r’) _ 51‘ "
—r (2m) ’
Calculer alors R(rp) dans le cas uni-dimensionnel.

5. Donner le terme dominant de l’expression asymptotique de R(rg)
quand 79 > 1 pour d = 2. Montrer aussi, toujours pour d = 2, que la
résistance entre deux sites voisins vaut R/2.

Solution page 352.

B Exercice 2.15. Méthode des images pour un probléme
bidimensionnel

Imaginons que nous voulions calculer le potentiel électrique pour une géo-
meétrie bidimensionnelle définie par le demi-plan x > 0. Plus spécifiquement,
nous voulons calculer le potentiel électrique qui satisfait a

Ad(z,y) =0, Va > 0,

et a la condition ®(0,y) = f(y) imposée par un matériau conducteur en x = 0.

1. Obtenir une expression intégrale pour le potentiel ® en fonction de f(y)
et de la fonction de Green appropriée que ’on calculera.

2. Vérifier explicitement que ’expression finale obtenue pour ¢ satisfait
bien aux conditions au bord imposées.

3. En utilisant des arguments d’analyticité, vérifier aussi que A®(x,y) =0
pour tout z strictement positif.

Solution page 354.
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F1G. 2.20 — Hangar semi-cylindrique.

B Exercice 2.16. Hangar semi-cylindrique soumis au vent

Considérons 'air comme un fluide parfait incompressible de densité mas-
sique p. Nous voulons étudier I’écoulement stationnaire et irrotationnel sur
un hangar de rayon R, comme représenté sur la figure 2.20. La longueur L
du hangar suivant Oz est suffisamment grande de sorte que le probléme soit
purement bidimensionnel dans le plan (Oy). On notera u le champ de vitesse
et ¢ le potentiel correspondant tel que u = V.

1. Quelles sont les conditions aux limites vérifiées par u?

2. Trouver la représentation conforme qui transforme la zone accessible a
I’écoulement en le demi-plan complexe supérieur.

3. En déduire le potentiel ¢(r,0) puis le champ de vitesse u.

4. Retrouver le résultat précédent en décomposant ¢(r,#) sur une base
judicieuse de fonctions.

5. On suppose que le toit du hangar présente une petite ouverture (par
exemple une fenétre ouverte). Calculer la force exercée par le vent sur le
toit en admettant que le champ de vitesse a l'intérieur du hangar reste
identiquement nul. Quelles sont la nature et les conséquences de cette force ?

Solution page 355.

B Exercice 2.17. Opérateur de Dirac

Nous nous proposons d’étudier I’équation différentielle dans R? :

(b ) = (5 %) (50) = (5) -
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Supposons que les S;(r) soient de support compact (localisées) et intro-
duisons la matrice de Green,

Gii Gia
G p—
( Go1 Gaa )’
solution de

( gz —agx ) G(r - rl) = 5(.% — x/)(S(y _ y’)I _ 5(1. - I‘/)I

ot 7 est la matrice identité 2 x 2, et avec comme C.L. G;; — 0 pour |r| — oo.

1. Montrer que
fi(r) :/ da’ dy » [Gij(x —1') S;()] 5 i=1,2
R2 ,
J

est solution de I'équation (2.135) avec les C.L. f;(r) — 0 pour |r| — oco.
2. Obtenir la matrice de Green G(r —r’) avec les C.L. spécifiées ci-dessus.

3. Soit h(z,y) une fonction de support compact. Comment sont modi-
fites f1 et fo siS1 — S1+0zh et S — Sy + 0yh?

Solution page 355.

B Exercice 2.18. Avance du périhélie de Mercure
On montre en relativité générale que I’équation de la trajectoire d’une
planéte (supposée ponctuelle) autour du Soleil peut s’écrire

MG 3MG
L2 + c?

i+ u= u? (2.136)
ou (1/u, ) sont les coordonnées polaires dans le plan de la trajectoire, @ =
(du/d¢), M la masse du Soleil, G la constante de Newton, ¢ la vitesse de la
lumiére et L le moment cinétique orbital de la planéte divisé par sa masse??.
Le terme proportionnel a u? s’interpréte comme la correction provenant de la
Relativité Générale a la loi classique de Newton. Dans la suite, on note

MG 3MG
a=— et 0=

L2 2

25. Rappelons briévement que pour obtenir cette équation, il faut écrire I’équation des
géodésiques de genre temps dans la métrique de Schwarzschild associée au Soleil (voir par
exemple [Weinberg]).
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Comme (Bu?/a) = 3(L*u?/c?), ce quotient est de I'ordre de v?/c? ot v est la
vitesse de la planéte; il est donc trés petit. Pour la planéte Mercure, on a par

exemple

MG L? 6

1. Soit G(¢ — ¢') la fonction de Green solution de
G+G=6(¢p—¢)
avec G(¢ — ¢') = 0 pour ¢ < ¢'. Déterminer G.

2. Montrer que la solution de 'équation (2.136) est solution de 1’équation
intégrale

[}
u(d) = h(d) + /O ¢ G(6 — ¢')[or + Bu(¢)]- (2.137)

ot h(¢) est solution de I’équation homogene.

3. Dans le cas o § = 0, déterminer la fonction h(¢) correspondant a la
solution u(¢) = a(l + ecos ¢). On rappelle alors que

L 1
a=——-7-
MG 1 — e2
est le demi-grand axe de ’ellipse.

4. Revenons au cas § # 0 en gardant les conditions initiales précédentes.
En effectuant un développement perturbatif, montrer que

u(¢p) ~ a[(l + ecos¢) +6o¢{A+BCOS¢>+Ccos2¢>+D¢Sin¢}].

Donner les expressions de A, B, C et D. Discuter la validité du développement.

5. Le périhélie correspond au point de la trajectoire le plus éloigné du
Soleil. Lorsque 8 = 0, la trajectoire est périodique et la différence A¢ entre
deux passages au périhélie vaut donc 27. Lorsque § # 0, la trajectoire n’est
plus périodique et on a alors A¢p = 27 + €. Montrer que

21 DB

€~ .

(&

6. Conclure alors par une application numérique pour la planéte Mer-
cure : donner I'avance du périhélie en secondes d’arc par siécle sachant que
la période de révolution de Mercure est de 87,97 jours.

Solution page 356.
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B Exercice 2.19. Oscillateur harmonique en présence d’une
impureté

Considérons une particule quantique de masse m soumise & un potentiel

harmonique U(z) = 3mw?z?. Le Hamiltonien correspondant H, s’écrit

R d® 1
Ho = —— — + —mw?a?.
0 2mdax? = 2
Le spectre de H, est entiérement discret. Les niveaux d’énergie sont de la
forme E, = (n+ &)hw avec n € N et les fonctions d’onde normalisées corres-
pondantes s’écrivent

1 -2 x
Yn(x) = 7r1/42n/2(n!)1/2l1/26 7 Hy (7)

avec | = \/h/mw et ot H, (&) est le polynome d’Hermite de degré n. Dans la
suite, il sera uniquement nécessaire de savoir que, pour p € N,

HQP(O) = (_1)p2p(2p — 1)”7 H2p+1(0) =0.

1. Définissons la fonction de Green thermique comme
Go(a, 03 ) = (wale™ 70 |2)
avec 3 = 1/(kT). Ecrire la transformée de Laplace

+oo
Golasan; 2) = / e Go(2a, 1: )
0

en termes des fonctions d’onde 1, et des niveaux d’énergie E. Calculer
Go(0,0; 2) et Go(0,0;3). Pour cela, resommer la série définissant Gy (0, 0; 3)

en utilisant
dp

d&r

3 1

(-8 o=~ )~ 2) 3.

2. Exprimer la densité d’états po(E) en termes d’une série, a partir de la
formule générale
-1 . e A .
po(E) = — lim dxGo(x,x; —E + ie).

T e—0t J_

3. Introduisons ensuite une impureté a ’origine, qui crée un potentiel de
la forme Vi1é(x). Le Hamiltonien H de la particule en présence de 'impureté
s’écrit

H =Hy + Vid(x).
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Soient G et ( les fonctions de Green correspondantes. Montrer que G satisfait
I’équation

Gl2a, 13 2) = Gola, 23 2) — VIG(24,0;2)Go (0, 2p; 2). (2.138)

En déduire G en fonction de éo, Vet L.

4. Montrer que I’équation (2.138) implique que la fonction de Green a
toujours des poles pour z = —(2p + 1 + %)hw mais n’a plus de poles en
z=—2p+ %)hw En déduire que la nouvelle densité d’états est de la forme

“+00
p(E) = §(E —En(V))
n=0

ou les E,,(V) sont les nouvelles énergies propres. Donner 1'équation implicite
(faisant intervenir une série) qui détermine les Ey, (V).

5. Nous nous intéressons dorénavant au seul fondamental Ey(V'). Obtenir
les comportements suivants

V2
Ey(V) ~ TR quand V — —o0,
1 14 9
Ey(V) = §ﬁw + —\/7_7 +0(V?) quand V — 0,
Y 1
Eo(V) = EO — W + O(W) quand V — +OO

avec %hw < Ef° < %hw Il est utile pour cela d’écrire ’équation implicite
définissant E§° et S(EG°) en termes d’une série.

Solution page 357.



Chapitre 3

Fonctions de Green dépendantes
du temps

Ce chapitre est consacré aux fonctions de Green pour des situations avec
dépendance temporelle. La motivation, 'intérét et la définition des fonctions
de Green étudiées sont similaires a ceux du chapitre précédent. Le lecteur est
donc renvoyé a l'introduction de ce dernier pour un exposé général sur 'intérét
des fonctions de Green. A contrario, insistons ici sur l'aspect nouveau qui
est lié a la dépendance temporelle. En effet, pour chaque situation physique
étudiée, les fonctions de Green correspondantes donnent, en un point r de
I'espace et a l'instant ¢, la valeur du champ créé par une source ponctuelle
localisée & la fois dans l'espace et dans le temps, i.e. en un point ry et a
un instant fy5. Par exemple, en électromagnétisme, cette source élémentaire
particuliére est un flash lumineux. La différence essentielle par rapport au cas
stationnaire réside donc dans la propagation du champ entre les points (rg, to)
et (r,t) de 'espace-temps. Cette remarque en améne immédiatement une autre
qui a des conséquences importantes : la propagation entre ces deux points de
I'espace-temps doit respecter le principe de causalité. Or, comme cela est
montré au chapitre 1 dans le cadre de la réponse linéaire, la causalité se
traduit par certaines propriétés d’analyticité. Ainsi, nous allons voir qu’ici sont
réunies d’une part les propriétés générales des fonctions de Green statiques
vues au chapitre 2, et d’autre part celles des fonctions de réponse exposées au
chapitre 1.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous exposons tout d’abord la pro-
blématique générale des conditions aux limites pour une EDP linéaire quel-
conque faisant intervenir simultanément les variables spatiales et temporelle.
Le principe de causalité nous conduit a formuler la partie temporelle de ces
conditions en termes de conditions initiales. Ce principe confére aussi un inté-
rét essentiel aux fonctions de Green dites causales, qui s’interprétent alors na-
turellement comme des fonctions de réponse caractéristiques du champ étudié.
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Nous expliquons ensuite comment la forme particuliére de la plupart des opé-
rateurs étudiés permet de séparer les dépendances spatiales et temporelle. Les
fonctions de Green causales homogénes de ces opérateurs admettent alors des
représentations spectrales simples. De plus, par transformation de Laplace,
nous nous ramenons a une EDP purement statique, dont les propriétés ont
déja été étudiées au chapitre 2.

Dans un second temps, nous étudions séparément divers opérateurs.
Comme au chapitre 2, les questions abordées concernent les conditions aux
limites et 'unicité des solutions, les relations de réciprocité, ainsi que 'ex-
pression de la solution générale pour une source quelconque en termes des
fonctions de Green. Le premier opérateur considéré est associé a I’équation de
diffusion, qui gouverne ’évolution de quantités physiques trés variées. Nous
passons ensuite & une équation a la base de la mécanique quantique, I’équation
de Schrodinger. L’équation de Bloch, qui intervient en mécanique statistique,
est ensuite briévement présentée. Nous terminons par l'opérateur d’Alem-
bertien, qui est un opérateur fondamental décrivant la propagation d’ondes
progressives, et que I’on retrouve notamment, mais pas exclusivement, en élec-
tromagnétisme. Soulignons dés a présent que ’équation de d’Alembert conduit
a des propriétés de propagation trés différentes de celles régies par I’équation
de diffusion. Comme cela est montré, cette différence de nature se retrouve
dans la structure des fonctions de Green correspondantes.

L’analyse des EDP précédentes dévoile la double nature des fonctions de
Green dynamiques. Lorsque des sources sont présentes, comme dans 1’équa-
tion de d’Alembert, elles apparaissent naturellement comme les fonctions de
réponse du champ au forgage des ces sources. En I’absence de sources, comme
dans ’équation de Schrédinger, les fonctions de Green décrivent la propaga-
tion intrinséque d’une entité élémentaire associée au champ d’intérét. Au-dela
de cette dualité d’interprétation, les transformées de Fourier des fonctions
de Green causales ont des propriétés analytiques semblables & celles relatives
aux susceptibilités. De plus, leurs singularités sont également induites par les
modes propres du systéme libre sans source, et leur position dans le plan
complexe dépend crucialement du caractére dissipatif de I’évolution.

Les applications et les exemples traités dans la seconde partie de ce cha-
pitre sont les suivants : le premier exemple est la diffusion dans un segment
unidimensionnel qui met en lumiére simplement les propriétés générales dé-
crites dans la premiére partie; nous traitons ensuite une application fonda-
mentale des fonctions de Green du d’Alembertien, a savoir la diffraction de
Fraunhofer, et nous prenons soin dans cet exemple de discuter précisément le
role et le choix des conditions aux limites ; ’exemple suivant traite de I’émis-
sion d’ondes sonores par un objet en mouvement dans un fluide; une autre
application intéressante des fonctions de Green du d’Alembertien concerne
I’analyse de la propagation de I’onde de choc émise par un objet supersonique;
ensuite, nous étudions 1’équation de Cattaneo qui présente simultanément des
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caractéres propagatif et diffusif; enfin, nous déterminons la polarisabilité de
I’atome d’hydrogéne par des méthodes perturbatives.

3.1 Propriétés générales

3.1.1 Fonctions de Green et causalité

Considérons un systéme contenu dans un domaine D, partie d’un espace de
dimension d. Contrairement & la situation étudiée dans le précédent chapitre,
la densité de sources p(r, t) dépend, cette fois-ci, aussi du temps ¢. Ces sources
induisent le champ ¢(r,t), qui est une solution particuliére de 'EDP

Op(r,t) = p(r, 1) (3.1)

ot O est un opérateur linéaire dépendant des coordonnées spatiales et tem-
porelles.

Naturellement, le champ ¢ est déterminé par cette EDP et par les condi-
tions aux limites spécifiques au probléme étudié. Sur un plan mathématique,
tout se passe a priori comme §’il fallait simplement considérer une EDP dans
un espace de dimension d + 1. Cela dit, la dimension temporelle joue en fait
un role particulier par suite de I'existence de la fleche du temps. En vertu du
principe de causalité, ’évolution d’un systéme physique est en partie détermi-
née par les conditions initiales a un certain temps g pris pour origine. Pour
un systéme de mécanique classique, la trajectoire d’un point matériel soumis
a une force donnée dépend uniquement des valeurs initiales de sa position et
de sa vitesse. Ici, de maniére similaire, la partie temporelle des conditions aux
limites consiste donc a fixer les valeurs du champ et d’un certain nombre de
ses dérivées partielles temporelles au temps origine tg, et en tout point du
domaine D. Ces conditions initiales seront notées C.I.(t¢).

En plus des conditions initiales, il faut bien str ajouter des conditions aux
limites spatiales. Typiquement, et comme dans le cas statique, elles consistent
a imposer ¢ et/ou ses dérivées partielles spatiales sur le bord 9D du domaine.
Soulignons que ces valeurs fixées au bord peuvent dépendre du temps, suite
a l'action d’'un observateur extérieur au systéme. Par exemple, en électroma-
gnétisme, un générateur peut imposer une tension alternative de dépendance
temporelle donnée entre les armatures d'un condensateur contenant un milieu
diélectrique. Les conditions de bord seront notées C.L.(¢|0D). En définitive,
le champ d’intérét est la solution unique du systéme

O¢(r’t) = p(r,t)
CL.(4|0D) et CL(glto) . (3.2)
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Définition des fonctions de Green

La vision de 'EDP (3.1) dans un espace de dimension d+ 1, nous améne &
une généralisation naturelle de la définition (2.3) du cas stationnaire. Ici, une
fonction de Green dynamique est le champ créé par une source ponctuelle de
type flash avec des conditions aux limites appropriées, i.e.

Op 1 G(r,tx' t) =0(r —1r)o(t — t/),

C.L(G) (3.3)

Comme dans le cas statique, les conditions aux limites sur G peuvent étre
choisies arbitrairement, indépendamment de celles imposées sur ¢. Cepen-
dant, dans la détermination du champ physique ¢, il semble trés raisonnable
d’anticiper que les fonctions de Green causales, notées G, qui satisfont au
principe de causalité, vont jouer un role particuliérement intéressant. Comme
la source flash est éteinte pour tout temps ¢ < t/, une fonction de Green cau-
sale est nécessairement identiquement nulle avant I'allumage du flash. Alors,
la condition

‘Fonction de Green causale :  GT(r,t;r',t') =0pourt <t || (3.4)

est attendue définir entiérement la partie temporelle des conditions aux li-
mites C.L.(G). En d’autres termes, il n’est plus nécessaire alors d’introduire
des conditions initiales supplémentaires ! en ¢ = t/. Bien stir, pour détermi-
ner univoquement une fonction de Green causale, il faut encore imposer des
conditions de bord sur la frontiére du domaine.

La source flash étant active uniquement & linstant ¢/, une fonction de
Green causale apparait comme un champ élémentaire émis & cet instant ¢
en un point r’, et observé a un instant ultérieur ¢ > ¢ en un point r.
Ainsi, G*(r,t;r/,t') prend en compte la propagation™ du signal émis entre
les points r’ et r pendant une durée t — ¢’

¥ Commentaire 3.1.1. Employer

a ce niveau le terme de propagation pour

Cet aspect propagatif met
en lumiére lintérét majeur
des fonctions de Green cau-
sales dans la caractérisation et
la compréhension du systéme

un opérateur O général implique qu’il
n’est pas exclu que la vitesse de propa-
gation soit infinie. Cela est possible en

physique non-relativiste, mais est exclu en

etudié. relativité restreinte. Cette nuance se re-
Notons qu’il n’est pas inter- flete dans la comparaison des fonctions de
dit d’introduire des conditions Green causales associées a 1’équation de
temporelles qui ne satisfont diffusion (§3.1.3), a l'opérateur d’Alem-
pas au principe de causalité. bertien (8§3.1.6), et a I’équation de Cat-

taneo (§3.2.5).

1. Pour les opérateurs considérés au §3.1.2, il sera montré que la condition de causalité
implique que G et un certain nombre de ses dérivées temporelles sont nulles en t = ¢'.
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Si les fonctions de Green acausales correspondantes n’ont pas d’interpré-
tation physique, elles peuvent néanmoins étre utiles dans la résolution de
certains problémes. En fait, toutes les fonctions de Green dynamiques sont
potentiellement intéressantes, car le champ de superposition

/ dt’/ dr’ G(r,t;1',t") p(r',t) (3.5)
—o00 D

est toujours une solution particuliere de 'EDP originelle (3.1). Pour s’en
convaincre, il suffit d’appliquer l'opérateur O, ; a cette expression intégrale,
et d’exploiter la linéarité de cet opérateur.

Fonctions de Green causales et théorie de la réponse linéaire

Placons-nous maintenant dans le contexte général de la théorie de la ré-
ponse linéaire décrit au chapitre 1. Ici, I'observable d’intérét est le champ ¢,
et le role du forgage extérieur est tenu par les sources. Alors, une fonction
de Green causale donnée apparait comme une fonction de réponse particu-
liére associée a cette observable : en effet, la source flash est 'exacte analogue
d’une excitation de type pulse. Cette analogie peut étre poursuivie et pré-
cisée comme suit, modulo des hypothéses supplémentaires sur la nature des
conditions de bord et I'invariance par translation dans le temps du systéme.

Considérons donc un opérateur O invariant par translation temporelle.
De plus, pour illustrer cette analogie, supposons que les conditions de bord
C.L.(¢|0D) soient de type Dirichlet, avec une fonction de bord indépendante
du temps,

¢(r,t) = D(r) pour r € 9D Vt. (3.6)

Imaginons qu’a l'instant initial {5 = —o0, aucune source ne soit présente,
et que le champ ¢o(r) initial soit une solution statique de PEDP (3.1) sans
sources

Ogo(r) =0

et satisfaisant bien aux conditions de bord (3.6). Clairement, ce champ sta-
tique ¢g représente la valeur de I'observable dans 1’état stationnaire non-
perturbé et joue donc le role de la quantité Ag introduite page 3. Branchons
alors une source p(r,t) adiabatiquement a partir de to = —oo, i.e. telle que
p(r,t) tende exponentiellement vite vers 0 quand ¢ — —oo. Cette source tient
le role du forcage, et elle induit une modification du champ ¢, qui est la solu-
tion de 'EDP (3.1) avec les conditions de bord (3.6) et la condition initiale?

lim ¢(r,t) = ¢o(r). (3.7)

t——o0

2. Cette condition limite est suffisante pour assurer I'unicité. Noter que toutes les dérivées
partielles temporelles de ¢ s’annulent en tgp = —oo, ce qui est bien compatible avec la
décroissance exponentiellement rapide de la source quand t — —oo.
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Introduisons alors la fonction de Green causale de Dirichlet homogéne
G}, définie par les conditions de bord

Gh(r,t;r' ) =0 pour r € 9D. 3.8
DH

L’opérateur O, la condition de causalité (3.4), et la C.L. (3.8) étant tous
les trois invariants par translation dans le temps, Gg y ne dépend que de la
différence t — t'. 1l est alors clair que

t
o(r, 1) = do(r) + / dr /D A Ghy(wn'st—t) p'st)  (3.9)

est solution de 'EDP (3.1) avec la C.L. (3.6) et la C.I. (3.7). Cette formule
est la forme particuliére de la réponse générale (1.30), page 19, d’un systéme
4 une perturbation inhomogéne. La fonction de Green causale de Dirichlet
homogéne est donc bien la fonction de réponse pour la quantité ¢. Notons
que la formule (3.9) est exacte car la dynamique interne du systéme considéré
est linéaire, alors que l'expression générale (1.30) est le premier terme d’un
développement perturbatif en puissances du forgage.

En tant que fonction de réponse, GE y doit posséder les propriétés décrites
dans le chapitre 1. En particulier, si le domaine D est 1’espace tout entier, et si
lopérateur O est invariant par translation spatiale, la transformée de Fourier
de GJJS y devient une fonction de réponse pour le mode k. En conséquence,
sa transformée de Laplace par rapport a la variable temporelle doit vérifier
les propriétés générales d’analyticité semblables a celles vues au chapitre 1,
parmi lesquelles les relations de Kramers-Kronig.

3.1.2 Opérateurs a variables séparables

Dans nombre de situations physiques, 'opérateur O est de la forme

O=0,+0,
(3.10)

_ or ar—t 9 _ 9
Or = apggr + ap—155=1 + -+ @153 = Pol3z)

ou O, et O, sont des opérateurs linéaires ne faisant intervenir respectivement
que la position r et le temps ¢. De plus, la partie temporelle O; est une com-
binaison linéaire a coefficients constants de dérivées partielles par rapport au
temps. En d’autres termes, O, est invariant par toute translation temporelle.
Dans la suite de ce chapitre, nous considérons uniquement des opérateurs de
la forme (3.10). Cette structure permet d’aller plus loin dans la discussion
générale. Dans un premier temps, nous montrons que les fonctions de Green
causales homogénes de O s’expriment simplement en termes du spectre de la
partie spatiale (statique) O, de l'opérateur O. Nous montrons ensuite com-
ment la partie temporelle de PEDP (3.2) peut étre intégrée par transformation
de Laplace.
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Représentation spectrale

Introduction du spectre de l'opérateur statique. Considérons une
fonction de Green causale homogéne G; satisfaisant & des conditions de
bord homogeénes, du type Dirichlet ou Neumann par exemple. Supposons alors
qu’avec ces conditions de bord homogénes 'opérateur statique O, posséde une
base orthonormale compléte de fonctions propres 1, (r) associées aux valeurs
propres \,. Ceci signifie que chaque 1, (r) obéit & 'EDP statique

Orwn (I‘) = )‘nwn (I‘)

d’une part, et que l'ensemble des v, (r) vérifie la relation de complétude
I‘ - I' Z wn

d’autre part.

Fixons t et #'. Comme dans le cas statique, G5 (r;1';t —t') peut alors étre
décomposée en (voir annexe D, p. 315)

Gl (r;e/st —t) ngn — ) () () (3.11)

La dépendance spatiale de G} (r;r’;t — t') est controlée par les fonctions
propres v, de U'opérateur statique O,. La dépendance temporelle est entiére-
ment contenue dans les fonctions ¢,,,, que nous allons déterminer.

Fonctions de Green temporelles réduites. Le double développement
analogue a (3.11) pour la distribution de Dirac §(r —r’) est simplement donné
par la relation de complétude (D.1). En injectant ceux-ci dans 'EDP satisfaite
par Gz, et en utilisant ’équation aux valeurs propres de Oy, nous obtenons

Z(Otganr)\mgmn—é St —1) Yp(r)i(r') =0

m,n

ol 0, st le symbole de Kronecker, 6,,,, = 0 pour m # n et §,,,,, = 1. En vertu
de l'unicité de la représentation (3.11) appliquée a la fonction identiquement
nulle, nous trouvons pour m # n ’équation différentielle ordinaire

Otgmn(t - t/) + Amgmn(t - t/) =0 )

dont la solution satisfaisant la condition de causalité g, (t —t') = 0 pour
t < t' n’est autre que la fonction toujours nulle. En rebaptisant g,, la fonction
Gnn, 1l vient par ailleurs

(O +An) gn(t —t') =0t —t) (3.12)
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avec g, (t —t') = 0 pour t < t’. Cette équation différentielle ordinaire montre
que g, peut étre vue comme une fonction de Green réduite purement tempo-
relle. Dans le contexte de la réponse linéaire, g,, s’interpréte également comme
une fonction de réponse associée a I'opérateur O; + \,,.

Rappelons que l'opérateur temporel O, est supposé étre un polyndéme de
degré p (voir équation (3.10)) dans la dérivée partielle (9/0t). 1l existe alors
une méthode systématique pour déterminer g, en termes d’une solution par-
ticuliere Z,, de la version homogene de 1'équation différentielle (3.12),

(O + ) Zn(t —t') = 0. (3.13)
Cette méthode, rappelée dans 'annexe C, page 309, donne
gt —t) =0t —t")Z,(t -1t

ou 6 est la fonction de Heaviside, et Z,, est la solution particuliére de I’équation
homogéne avec les conditions initiales

Z,(0) =0, zV0)=0, ... ZP2DO)=0, zPV0)=1/a, (3.14)

et la notation Z) = (07Z, /0t)). Ceci achéve la détermination des fonctions
9gmn dans le double développement (3.11), qui devient

Ghresit =) = 0t )Y Zy(t — 1) u(r)i}(x') . (3.15)

Cette représentation spectrale est 1’analogue de celle obtenue dans le cha-
pitre 2, page 69, pour les fonctions de Green homogenes statiques.

Réinterprétation de la condition de causalité. A partir de la repré-
sentation (3.15), il est aisé de montrer que G}} et ses p — 2 premiéres dérivées
partielles par rapport au temps, tendent toutes vers zéro quand t —t’ — 07T,

lim GL(r;r';t—t) =0,
t—t’'—0+ H( )

5 (3.16)
3 eyt — ) — ; _
t—l}TOJratjGH(r’r’t t)_ov 1S.7 Sp 27

ce qui assure la continuité des fonctions correspondantes en ¢t = t'. En effet,
un raisonnement identique & celui de la page 310 méne &

o7 j
aTJjGE(r; it —t) = 0(t =) Y ZP(t = ) () ey (')

n
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pour j < p — 2. Par contre, la dérivée (p — 1)-éme est discontinue en t = ¢/,
suite au comportement limite

oL

1
: Flpplt— ) = _
t_%}r_r}w 3tp71GH(r’r it—t') = apé(r r'), (3.17)

conséquence de la condition Zp 71)(0) = 1/a, combinée a la relation de com-

plétude. Cette discontinuité est bien str induite par l'allumage du flash en
t = t'. Notons que la condition de causalité (3.4) est en définitive bien équiva-
lente & imposer p conditions initiales suffisantes qui garantissent I'unicité de
la fonction de Green causale envisagée.

La représentation spectrale (3.15) est un premier moyen de calculer les
fonctions de Green causales G}}. Avant de poursuivre, revenons en arriére
quelques instants et reposons-nous la question : comment déterminer a priori
ces fonctions de Green causales 7 Deux autres méthodes viennent immédiate-
ment & l'esprit.

L’invariance par translation temporelle a la fois de PEDP (3.3) et de la
condition de causalité (3.4) incite a effectuer une transformation de Fourier
sur la variable temporelle t — ¢'. Cependant, cette transformée de Fourier
peut éventuellement étre mal définie selon que la physique sous-jacente ait ou
non un caractére dissipatif. Cela ne surprendra pas le lecteur. En effet, nous
avons remarqué a la page 148, que les fonctions de Green G;} peuvent étre
interprétées comme des fonctions de réponse. Par ailleurs, nous avons vu au
chapitre 1, page 9, que dans ce cas, la transformée de Fourier

+oo )
/ dr TG (r;1's7)

— 00

peut étre singuliére a cause des modes propres non-amortis. Aussi, GE(I‘; r';w)
doit en fait étre définie par un processus de limite comme

~ +m .
G} (r;v/;w) = lim dr TG (r;1'; ) (3.18)

e—0t J_o

avec z = w + 1€, la partie imaginaire positive de z garantissant la convergence
de I'intégrale en 7 — +o00. Notons que cette partie imaginaire positive ne pose
pas de probléme en 7 — —oo, puisque la causalité de GEH(I'; r’; 7) restreint
le domaine d’intégration a [0, +o0].

L’autre méthode est suggérée par la remarque suivante. Pour ¢ > t/, G‘I’;
est solution de la version homogene de 'EDP (3.1), c’est-a-dire de

Or G (r;rst —1) =0

avec les conditions initiales (3.16) et (3.17). Ainsi formulée, la détermination
de la fonction de Green causale apparait alors plutoét comme la résolution
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d’une EDP avec conditions initiales, exactement comme pour le champ ¢(r, t).
Or, une méthode standard pour résoudre une EDP avec C.I. est d’effectuer
une transformation de Laplace. C’est cette méthode que nous mettons en
ceuvre ci-dessous avant d’établir le dictionnaire entre représentation spectrale,
transformées de Laplace et de Fourier.

Transformation de Laplace

Comme indiqué ci-dessus, par suite de la structure (3.10) trés simple de
Popérateur O, la partie temporelle de PEDP générale (3.1) s’intégre facile-
ment par la méthode usuelle de transformation de Laplace. Ainsi, dans le
monde de Laplace, cette EDP devient purement spatiale, avec un terme de
source supplémentaire incorporant automatiquement les conditions initiales
C.I.(4]tg). Nous sommes ainsi ramenés a la problématique d’un opérateur
purement statique décrite dans le chapitre 2.

L’EDP statique dans le monde de Laplace. La définition et les pro-
priétés de la transformation de Laplace sont indiquées dans I'annexe B. Par
commodité, rappelons ici que la transformée de Laplace de n’importe quelle
fonction f(7) définie pour 7 > 0 est la fonction L[f](s) du paramétre® s,

+o00
CIf)(s) = / dr e~ f(r),

aussi notée f(s).

Prenons la transformée de Laplace membre & membre de 'EDP (3.1),

O¢(r7 t) - p(I‘, t)v

sur la variable 7 = t — t(. Le terme de droite donne bien sir la transformée
de Laplace du terme de source, p(r,s). En vertu du caractére linéaire de
cette transformation, le terme de gauche donne la somme des transformées de
chaque terme i.e.

LIOY](xr,s) = LIOx¢](r, 5) + L[O](x, 5).
En exploitant & nouveau la linéarité de 'opérateur spatial Oy, nous obtenons
L[O:¢)(r, s) = (’)r(E(I‘, s).

Concentrons nous alors sur le calcul de L[O;¢](r,s) et rappelons nous que
0; = Pp(%), oit P, est un polynéme de degré p. La transformée de Laplace
de Y
j
o0 (r,7)

3. Voir I'annexe B pour le domaine de définition de f(s).
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est de la forme

sTo(r, ),
¥ Commentaire 3.1.2. Donnons comme
plus un polynéme en s guide un exemple explicite,
de degré j7 — 1 dont les 52 P
coefficients sont des dé- Or=a255 taig,
rivées partielles tempo- ¢ notons & — (36/31) dite. D
. 5 et notons = par commodite. ans ce
relles de qb(I', t) d ord.re ! cas, la propriété (B.1), page 306, donne
avec 0 < | < 5 — ) _
1, prises a l'instant ini- LIp](r,s) = sd(r,s) — ¢(r, to),
tial t3. En conséquence L[P(r,s) = $2P(r, s) — sp(r, to) — p(r, to).

ces coeflicients sont par-

: ; Ainsi, la transformée de Laplace
faitement déterminés par

les C.L(¢[to). I vient Lol 5)
alors que la tra,nsformée est bien de la forme (3.19) avec
de Laplace de la par- Py(s) = azs® + ays,

tie temporelle de 'EDP

o Ii(r,s) = —azsé(r, o) — aad(r, o) — a1é(r, to).
s’écrit :

‘C[Ot(b}(ns) - PP(S)¢(r’5) +Ip—1(r75) ) (319)

ou I,_1(r,s) est un polynéme en s de degré p — 1. Les coefficients de P,(s)
sont les constantes du polyndome en 9/0t définissant O,. Les coefficients de
I,_1(r,s) sont entiérement déterminés par les C.L.(¢|to), et ils dépendent de
r.

Dans le monde de Laplace, il vient alors

[Py(s) + O] §(x, 5) = plr,s) — Iy 1(x, 9),
(3.20)
C.L.(¢|0D)

ou les C.L. ($|8D) se déduisent de celles sur ¢ simplement par transformée de
Laplace. En conclusion, pour chaque valeur de s donnée, (E(I‘, s) est solution
d’une EDP statique de la forme (2.73), page 100, étudiée dans le chapitre 2,
c’est-a-dire associée a 'opérateur

A+ O avec A = P,(s).

Ici la source fait intervenir, en plus de la contribution évidente p(r, s), le terme
—I,_1(r,s) qui prend en compte automatiquement les conditions initiales sur
le champ originel ¢(r,t) en t = t.



154 Physique et outils mathématiques : méthodes et exemples

Insistons sur le fait qu’il y a une EDP (3.20) différente pour chaque
C.L(¢|to) puisque le polynéme I, ; dépend de ces conditions initiales*. Tou-
jours a propos des conditions aux limites, la problématique du choix des condi-
tions de bord C.L.(¢|0D) garantissant 'unicité de ¢(r,t), se raméne simple-
ment & ’étude des conditions aux limites pour opérateur statique A + O, !
Celle-ci a déja été faite dans le chapitre 2, pour les formes simples courantes
de O, qui interviennent dans la suite de ce chapitre.

De maniére plus générale, 'EDP (3.20) pour g(r, s), est particuliérement
utile dans la résolution du probléme originel. Ainsi, les expressions correspon-
dantes de la solution générale en termes des fonctions de Green permettront
d’obtenir facilement, par transformation de Laplace inverse, des expressions
similaires pour ¢(r,t). Ces fonctions de Green sont les éléments de matrice de
la résolvante [\ + Op] 1. Dans le paragraphe suivant, nous montrons qu’elles
coincident bien avec les transformées de Laplace des fonctions de Green cau-
sales.

Fonctions de Green causales dans le monde de Laplace. Introduisons
maintenant la transformée de Laplace GE de la fonction de Green causale
homogéne GE,

- +oo
G (r;r';s) :/ dr e TG L (r;1's7)
0

avec 7 = t — t'. Comme indiqué plus haut, pour t > #/, G (r;r';t — t') est
solution de la version homogeéne de 'EDP (3.1). Par conséquent, dans 'EDP
de type (3.20) satisfaite par é;, la source effective se réduit au terme —1I,_;.
Comme G;I et ses p—2 premiéres dérivées partielles temporelles sont nulles en
t = t/, la seule contribution des conditions initiales au polynéme I,_; provient
de OP~1G; /0tP~ 1 (r;v’; 0F). Plus précisément®,

ters

I —ap o1

po1(rs1’ss) = (r;r’;0™).

En utilisant 'expression limite (3.17), nous obtenons ici
I,_1(r;r';8) = —0(r — 1').

Ainsi, 'EDP satisfaite par C:‘E est simplement

[Py(s) + O] é};(r; r';s)=6(r—1'). (3.21)

Comme le montre 'EDP (3.21), la transformée de Laplace C:‘E (r;r';s) est
bien la fonction de Green G (r;r’) associée & la résolvante [\ + O] 1, avec

4. Ainsi, une notation plus correcte, mais plus lourde, aurait été I,,_1(r; s; C.1.(¢|t0)).
5. Le raisonnement est mené pour une position donnée r’ de la source flash. Les conditions
initiales dépendant a la fois de r et de r’, le polynéme Ij,_1 dépend aussi de ces deux points.
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A = P,(s) et les mémes conditions de bord homogénes sur la frontiére 9D du
domaine, soit :

Gh(r;v'ss) = Ga(r;r)  avec A= P,(s). (3.22)

Représentation spectrale, transformées de Fourier et de Laplace.
Indiquons d’abord le lien entre la représentation spectrale (3.15), page 150, et
la transformation de Laplace. En utilisant la représentation spectrale (2.77),
page 101, de G»(r;r’) obtenue au chapitre 2, il vient

Gilrr'so) = X iy i) (3.23)

Cette représentation peut également étre obtenue en prenant directement la
transformée de Laplace de 'expression (3.15). En effet, nous obtenons ainsi

tout d’abord
(r;r';s) ZZ P (r),

puis, & partir de 'EDP (3.13) et des C.I. (3.14) satisfaites par Z, (t —t'),

Passons maintenant au lien entre transformations de Laplace et de Fourier.
Comme la fonction de Green causale G (r;1’; 7) vérifie G, (r;r'; 7) = 0 pour
7 < 0, nous avons

+o0 too
/ dre "Gl (r;v/;7) = / dre *7G},(r;Y'; 7). (3.24)
0 —00

Pour s = —iz, 'expression précédente coincide avec la définition de la trans-
formée de Fourier G7,(r;r’; 2), soit

G (r;r's —iz) = GhL(r;1'; 2).

En prenant en compte le résultat (3.18), il vient :

Gh(rir';w) = lim G (rir';s = —iw + €). (3.25)

e—0t

3.1.3 Equation de diffusion

L’équation de diffusion est présente dans de nombreux domaines. Elle est
connue sous le nom d’équation de la chaleur en thermodynamique, car elle
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régit I’évolution de la température locale dans les matériaux. Elle intervient
aussi trés souvent en physique statistique ou en mécanique des fluides dans
I’étude de mélange de liquides. Aussi, elle tient un role important dans la théo-
rie du mouvement Brownien, en décrivant la probabilité de présence induite
par une marche au hasard. Sa forme explicite s’écrit

{% -D Ar} o(r,t) = p(r,t). (3.26)

Comme évoqueé ci-dessus, ¢(r, t) représente, par exemple, une température ou

bien une densité de particules. Dans ces exemples, le terme de source p(r,t)
prend en compte une injection locale d’énergie ou bien de matiére. Souvent,
ce terme est identiquement nul, et la version homogéne de 'EDP (3.26) décrit
alors la diffusion libre. L’opérateur O en jeu exhibe bien la structure (3.10),
avec O; = 0/0t et Op = —DA,, ou la constante D est le coefficient de diffu-
sion toujours positif. Par conséquent, les méthodes exposées dans la section
précédente sont bien applicables a ’étude de 'EDP (3.26).

Conditions aux limites

Comme l'opérateur O; est du premier ordre par rapport a la variable
temporelle, i.e. p =1, les conditions initiales C.I.(¢|ty) se réduisent ici & fixer
la valeur du champ pour un temps initial 5 en tout point du domaine,

o(r,t9) = ¢o(r) pour tout r € D. (3.27)

Dans le monde de Laplace, Uopérateur statique (P,(s) + O,) devient ici

Il est donc tout simplement, pour les valeurs réelles positives de s, propor-
tionnel a 'opérateur de Helmholtz! Alors, comme montré dans le chapitre 2,
parmi les diverses conditions de bord C.L.(¢|0D) qui garantissent 1'unicité de
IPEDP (3.26), figurent les conditions de Dirichlet d’une part, et les conditions
de Neumann d’autre part.

Conditions de Dirichlet. Dans le monde de Laplace, il faut fixer a(r, s)
sur la frontiére 9D égale a une fonction D(r,s) donnée, pour tout s. Par
transformation de Laplace inverse, ceci revient & imposer

o(r,t) = D(r,t) pour r € 9D et tout t. (3.28)

Soulignons que la fonction de bord D(r,t) peut non seulement varier lorsque la
position décrit 0D, mais elle peut aussi évoluer arbitrairement dans le temps,
en restant cependant compatible avec la C.I. (¢|tg), ce qui signifie que pour
r € 9D, D(r,tp) = ¢o(r). Les conditions aux limites définies par la réunion
des contraintes (3.27) et (3.28) déterminent univoquement le champ ¢.
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Conditions de Neumann. Par inversion des conditions de Neumann
simples dans le monde de Laplace, nous trouvons les contraintes correspon-
dantes sur ¢(r,t),

n-Vo(r,t) = N(r,t) pour r € 9D et tout t, (3.29)

ou la fonction de bord donnée N(r,t) varie arbitrairement sur 9D et dans le
temps, la condition de compatibilité avec la C.I. (¢|tg) étant ici N(r,tg) =
n- Vao(r) pour r € 9D. Les conditions (3.27) et (3.29) garantissent 1'unicité
du champ ¢.

L’exercice 3.1 propose de retrouver ces résultats sur 'unicité de ’équation
de diffusion, par des manipulations de la premiére formule de Green analogues
a celles effectuées dans la section 2.1.3.. Notons aussi que les exercices 3.9
et 3.10 présentent d’autres C.L., appelées de Robin.

Equation intégrale et fonctions de Green

Dans le monde de Laplace, 'EDP (3.20) pour 5(1«, s) devient ici

[s = DA 6(x, 5) = p(r, s) + o (r) (3.30)
ot nous avons utilisé Iy(r, s) = —¢@o(r). Par ailleurs, I’équation (3.22) donne
ici GJ;(r;r';s) = G4(r;r’), EDP satisfaite par cette fonction de Green étant

[s — DAGs(r;1") = 6(r — 1) .

Comme [s — DA,] est proportionnel a Popérateur de Helmholtz [—A, + s/ D],
o(r, s) satisfait alors I’équation intégrale

o(r,s) = /Ddr’ ﬁ(r’,s)é}(r';r;s)Jr/Ddr' ¢o(r”) C:‘E(r’;r;s)

- D A% ¢(r', s)n’ - VGl (x'; s 5)
oD

+ D A G ;x5 8)n' - Veo(r', s), (3.31)
oD

qui est I'analogue® de 'équation (2.27) établie page 75 pour un champ solution
de PEDP de Helmholtz (2.42).

Prenons la transformée de Laplace inverse de 1’équation intégrale (3.31).
Cette inversion étant linéaire, la transformée inverse d’une intégrale spatiale
est égale a l'intégrale de la transformée inverse de l'intégrant : en d’autres
termes, 'opérateur d’inversion £~ peut étre passé sous le signe somme. De

6. L’équation intégrale (2.27) est directement applicable & a)'(r, s) en divisant les termes
de source par D. Dans cette équation, la fonction de Green utilisée est égale a D fois G,
ce qui conduit & la formule (3.31).
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plus, la transformée inverse du produit de deux fonctions quelconques ]71(3)
et fa(s) est donnée par la formule de convolution

. t—to
CURRIO = [ dr Attt n)alt 7).
0
Avec ces régles de calcul, nous obtenons finalement

t—to
:/ dr /dr’ p(r't —7)GL(x);r;7)
0 D

—|—/ dr’ ¢o(r') GJI}(r';r;t— to)

fD/ dr / Ay ¢(x';t — )0’ - Vo GL (v 1 7)
oD

t—to
—|—D/ dr / dY GL(v);r;m)n’ - Veo(r',t — 7). (3.32)
oD

Le lecteur est invité & retrouver cette équation intégrale sans passer dans
le monde de Laplace. Pour cela il faut exploiter la seconde formule de Green
(2.20) comme dans le raisonnement conduisant a la formule (2.27); il est de
plus nécessaire de procéder & une intégration temporelle des identités obtenues
entre I'instant initial ¢y et un instant ¢y > ¢.

Chaque terme de la formule (3.32) a une interprétation physique simple.
Le premier terme est la contribution de la superposition des sources flash. En
plus de 'intégrale spatiale ainsi attendue sur tout le domaine D, il apparait
une intégrale temporelle sur le temps retardé 7 de la contribution émise par
chaque source flash. La densité p(r',t — 7) est a évaluer en un temps retardé,
comme conséquence de la causalité. Le second terme décrit, en quelque sorte,
la diffusion de la condition initiale ¢g. Les troisiéme et quatriéme termes sont
les analogues des termes de surface déja rencontrés dans la formule (2.27).
Ils prennent en compte la contribution de sources superficielles induites, et
naturellement leur structure incorpore la diffusion et la causalité comme le
premier terme de volume.

Similairement a la formule (2.27) pour un champ statique, 1’expression
(3.32) n’est pas complétement explicite car le terme de surface dépend des
valeurs du champ ¢ et de sa dérivée normale n- V¢ sur la frontiére 9D, qui ne
peuvent étre simultanément imposées par des conditions de bord. Néanmoins,
comme dans le cas statique, la liberté dans le choix de la fonction de Green
causale G, lui confére un grand intérét comme nous allons le voir.
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Fonctions de Green causales

Les fonctions de Green causales G sont solution de 'EDP

[% - DAr] G (rse'st — ) = b(r —©)3(t — 1), (3.33)

et elles satisfont la condition de causalité GT(r;r';t —t') = 0 pour t < .
Elles se différencient entre elles par la nature des conditions de bord choisies.
Nous considérons successivement des conditions de Dirichlet homogénes, puis
des conditions de Neumann homogénes sur 9D.

Conditions de Dirichlet homogénes. Ces conditions stipulent que
G}y (r;r'st —t') s'annule identiquement pour r € 9D. Comme montré dans
la section générale précédente, GE y(r;r/;t —t') est décomposable en termes
des fonctions propres 1,, de l'opérateur —A définies par des conditions de
Dirichlet homogeénes, de valeurs propres A,,. Ces fonctions propres sont sup-
posées former une base orthonormale de I'espace des fonctions s’annulant sur
la frontiére r € 9D. Dans la représentation spectrale (3.15) correspondante,
la fonction Z,,(7) est la solution de ’équation différentielle ordinaire”

d
o w(T)+ D X\ Zy(7) =0

avec la condition initiale Z,(0) = 1. Nous obtenons immédiatement Z,,(7) =
e~ PAn7 de sorte que la représentation spectrale (3.15) devient ici

Ghu(rx'st—t) =0t —t') Y e P01y (r)yr (). (3.34)

n

Cette formule n’est complétement explicite, qu’a condition de déterminer le
spectre du Laplacien dans le domaine fini D considéré, ce qui reste un probléme
trés ardu comme évoqué page 77. Néanmoins, elle permet de comprendre
certaines propriétés importantes de GJB e

Aux temps courts, t — t/, le comportement de GJIS y est obtenu & partir
de la formule générale (3.17) avec p = 1, i.e. :

lim GFy(r;r;7) =6(r —1'). (3.35)

T—0+t

Comme montré par la représentation spectrale (3.34), le comportement de
GB y aux temps longs ¢ — 400 est controlé par la plus petite valeur propre
Ao de lopérateur —A. Ce dernier étant strictement défini positif avec les
conditions de Dirichlet homogeénes, \g est strictement positive. Par conséquent

7. Précisons par rapport a la discussion générale que les valeurs propres des fonctions
¥n (r) sont définies ici comme valeurs propres de 'opérateur Oy /D plutdt que de Oy.
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G} p(r;r/st — t') décroit exponentiellement vite vers zéro quand ¢t — +o0.
Enfin, G},;; obéit & la relation de réciprocité

Ghy(rir'st —t) = Gyt rt —t), (3.36)

que le lecteur pourra montrer soit en manipulant la seconde formule de Green
(2.20), soit en exploitant le caractére réel des fonctions propres du Laplacien.

Les propriétés précédentes se comprennent aisément du point de vue phy-
sique. Le comportement limite (3.35) montre que G, (r; ;¢ —t') est propor-
tionnelle & une densité de particules qui diffusent, ces particules étant toutes
localisées en r = r’ au temps initial ¢ = . La décroissance de G}, (r;r';t —t')
aux temps longs entraine alors la diminution du nombre de particules conte-
nues dans le domaine D. Ceci est bien compatible avec l'interprétation des
conditions de Dirichlet homogénes : elles décrivent une paroi absorbante, car la
condition d’annulation de G}, (r;r';t—t') sur 9D signifie que toute particule
qui I'atteint disparait! Enfin, la relation de réciprocité traduit I’équivalence
entre les diffusions de r & r’ d’une part, et de r’ a r d’autre part.

Conditions de Neumann homogénes. Ces conditions imposent la nullité
de n- V.G (r;r';t — ') pour tout r € 9D. La forme de la représentation
spectrale de Gy}, est identique & celle (3.34) de G;;, avec maintenant des
fonctions propres et valeurs propres de 'opérateur —A définies par des condi-
tions de Neumann homogénes.

Quand t —t' — 0%, G5 (r;r';t —t') exhibe le méme comportement limite
(3.35) que G, (r;r';t — t'). Par contre, quand ¢ — +00, nous trouvons

1
Jim Ghyrrst—t) = % (3.37)

ouV = fD dr est le volume du domaine D. Ce résultat est la conséquence
de Vexistence de la valeur propre nulle Ay = 0 avec la fonction propre as-
sociée o(r) = 1/V'/2 pour des conditions de Neumann homogénes. Toutes
les autres valeurs propres \,, sont strictement positives, et leurs contributions
dans la représentation spectrale de G, (r;1';t — t') deviennent exponentiel-
lement plus petites que celle de Ay = 0, qui est bien la constante 1/V. La
représentation spectrale de G} y s’écrit donc :

1 !
Grp(rsr’st =) =0(t —t') vt D e P g () () | -] (3.38)
n#0

En relation avec cette expression, G} (r;r';t — t/) vérifie également la
régle de somme

/ dr G (esx'st—t)) = 1 (3.39)
D
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pour tout temps ¢ > t’. Ce résultat peut étre démontré en remarquant que,
pour n # 0,

1 1
[ arvnt) =5 [ arav@= - [ d=n v, -0
D An Jp A Jop
du fait des C.L. de Neumann homogénes satisfaites par les fonctions .
Enfin, le caractére réel des fonctions propres de —A conduit aussi a l'in-
variance de G}, (r;1r';t — t') dans 'échange de r et 1.

Similairement au cas de Dirichlet, G, (r;r/;t — ¢') décrit la diffusion de
particules initialement toutes localisées en r = r’. La différence essentielle dans
I’évolution ultérieure provient de la nature complétement différente des condi-
tions de bord. Les conditions de Neumann homogénes reviennent a annuler
la composante du courant de particules normale & la paroi, car ce courant est
proportionnel & V.G, (r;r';t—¢') d’aprés la loi de Fick. Elles correspondent
donc & une paroi réfléchissante. Ainsi, les particules diffusantes restent & 1'in-
térieur du domaine D. La régle de somme (3.39) traduit alors la conservation
du nombre total de particules. Le comportement (3.37) traduit simplement
I’équiprobabilité de présence a la limite ¢ — +oc.

Notons que les comportements mis en évidence ci-dessus sont bien illustrés
par exemple de la diffusion dans un segment, traité au §3.2.1, page 199.

Fonction de Green causale du systéme infini

Considérons le cas ou le domaine D est maintenant ’espace tout entier
R9. Soit G la fonction de Green causale avec des conditions de Dirichlet
homogenes a l'infini, i.e. GX (r;r’;t —t') — 0 quand |r| — oo. Par suite de
l'invariance par translation spatiale de 'opérateur de diffusion, GI ne dépend
que de la différence r — r'.

Calcul explicite par double transformation de Fourier et de Laplace.
La transformée de Laplace GI (r —r’; s) n’est autre que la fonction de Green
homogeéne du systéme infini associée a l'opérateur s — DA. La transformée de
Fourier de celle-ci est alors simplement calculée a partir de la formule (2.46),
page 85,

~+ 1
k’ = —=— .4
Gl ) = i3 (3.40)

La transformée de Laplace inverse de lexpression (3.40) donne immédia-
tement . )
GLkjt—t) = e~ DK (t=t)

)

dont la transformée de Fourier inverse s’écrit

GLlr—r'it—t) = ﬁ / dk elik-(r—r")=DI*(t—t")]
m
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Il ne reste plus qu’a calculer 'intégrale sur k, i.e. la transformée de Fourier
d’une fonction gaussienne. Comme détaillé dans I'annexe E, le résultat est
aussi une fonction gaussienne, ce qui donne ici

/. AN 1 (I‘*I‘/)2
GLx—rit—t)= W exp {4D(t—t’)] . (3.41)

Notons que le résultat (3.25), page 155, donne ici pour la transformée de
Fourier spatio-temporelle de G,

1

Golki) = Ty

L’absence de singularité pour w réel est due au caractére dissipatif de la dif-
fusion, caractére qui est illustré a maintes reprises dans la suite.

Interprétation et régles de somme. Comme les fonctions de Green cau-
sales dans un domaine fini, G, peut étre interprétée comme proportionnelle &
la densité de particules diffusantes, toutes initialement localisées en r = r’. De
maniére équivalente, G décrit également la distribution de probabilité en r
et & I'instant ¢ d’une particule brownienne se trouvant en r’ a I'instant initial
t'. 11 est facile de montrer a partir de l'expression (3.41) quelques résultats
simples. Tout d’abord, nous obtenons par simple intégration spatiale d’une
gaussienne,

/dr GLr—rit—th)=1 Wvt>t, (3.42)

qui est 'exact analogue de la régle de somme (3.39) pour les conditions de
Neumann homogénes. En fait, dans le systéme infini, les conditions de Diri-
chlet et de Neumann homogénes sont équivalentes et conduisent & la méme
fonction de Green causale GI. La formule (3.42) traduit donc la normalisation
invariable de la distribution de probabilité de la particule brownienne.

Le second moment spatial de GI, aussi dit parcours quadratique moyen,
est simplement relié a la variance de lexpression gaussienne (3.41),

<(r—r1')?>= /dr (r—v)2GL(r—1'st—t)

et vaut

<(r—1)2>=6D(t—t).

Ce résultat important et bien connu signifie que 1’éloignement moyen de la
particule de son point de départ augmente comme la racine carrée du temps
seulement (voir figure 3.1).
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A GL(r—x't—t)

f
-

v — ']

F1G. 3.1 — Représentation de la fonction de Green (5.41) en fonction de |r — r'|
pour divers intervalles de temps t —t' : entre chaque courbe, l'intervalle de temps a
été multiplié par dix.

Solution de 1’équation de diffusion

Revenons au champ ¢ induit par une densité de source p arbitraire et
satisfaisant des conditions de bord C.L.(¢|0D). Nous allons montrer qu’un
choix adéquat de la fonction de Green causale dans I’équation intégrale (3.32),
fournit immédiatement une représentation explicite de ¢.

Conditions de Dirichlet. Supposons que les C.L.(¢|0D) soient du type
Dirichlet (3.28). L’application de la formule (3.32) avec la fonction de Green
causale de Dirichlet homogene G}, donne®

o(r,t) = fg’_to dr [,dr p(r/,t — )G hy(r;'s 7)

+ [pdr’ ¢o(r') Gfpy(r;r'st —to) (3.43)

~D [y dr [, dY D@/, t — )0’ - VoGl (e 7)

qui constitue une expression explicite de la solution de 'EDP (3.26), modulo
la connaissance de GE y bien sir.

8. Pour écrire cette formule, nous avons utilisé la symétrie en r et r’ de la fonction de
Green GJ (/5 7).
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Remarquons que pour t — tO+ , seul le terme de diffusion de la condition
initiale contribue. De plus, en vertu du résultat (3.35), page 159, la relation
(3.43) donne bien ¢(r,t) — ¢o(r) dans cette limite. Cette propriété est 'exacte
analogue de celle discutée dans le cas statique pour le Laplacien, page 81.

En l'absence de sources, p(r’,t) = 0, la formule (3.43) se réduit au terme
de diffusion de la condition initiale

/ dr’ ¢o(r') GL (st —to) (3.44)
D

plus le terme de surface
t—to
—D/ dr /8 dY D(r',t — )0’ - Vo Gh,(xir;7) . (3.45)
0 D

Aux grands temps ¢t — 400, le terme de condition initiale (3.44) disparait
comme conséquence de la décroissance de Gj{, g (rsr’st —to). Il ne reste alors
que le terme de surface (3.45). Ainsi, aprés disparition du régime transitoire
dépendant de la condition initiale, ¢’est uniquement le champ imposé au bord
D(r',t') qui force ’évolution de ¢ dans le domaine D. Ce forgage est diffusé
via Gg y dans tout le domaine, conformément a l'interprétation générale des
fonctions de Green causales en termes de fonctions de réponse. Un exemple
pratique de cette situation est celui d’un échantillon dont on fait varier la
température des parois grace a des thermostats extérieurs.

Toujours en ’absence de sources, pour des conditions homogénes, c’est-a-
dire avec D(r';t') = 0, le champ ¢ est entierement déterminé par le terme de
condition initiale (3.44). Alors, quelque soit le champ initial ¢o(r), le champ
¢(r,t) tend vers zéro en tout point du domaine quand ¢ — +o00. Si ¢ décrit la
densité de particules qui diffusent, cette propriété traduit I’évasion compléte
de toutes les particules par suite du caractére absorbant des parois. Ceci
constitue une manifestation du caractére irréversible de la diffusion.

Conditions de Neumann. Imaginons maintenant que les C.L.(¢|0D)
soient du type Neumann (3.29). L’application de la formule (3.32) avec la
fonction de Green causale de Neumann homogéne G, permet alors de dé-
terminer ¢ & travers ’expression explicite

o(r,t) = fgito dr [pdr’ p(r/,t — VG L (st 7)

+ [pdr ¢o(r') G y(rir'st —to) (3.46)

+D fot_to dr [yp dx Ghy(ie;T)N(x t — 7).

En I'absence de sources, seuls les termes de condition initiale et de surface
contribuent & ¢. Supposons de plus que les conditions de Neumann soient
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homogenes, c’est-a-dire N(r’,t) = 0. Alors, il ne reste plus que le terme de
condition initiale. A la différence du cas de Dirichlet, ce dernier ne disparait
pas aux grands temps. En effet, en vertu du comportement limite (3.37) de
G}y (rsr'st—t0) quand t — +o00, le champ ¢(r, t) tend alors vers la constante

fD dr’ ¢p(r') .

5 (3.47)

Lorsque ¢ décrit une densité locale de particules, ceci traduit I’homogénéisa-
tion de cette densité au bout d’un temps suffisamment long, et ce quelque soit
la forme de la densité initiale. Ce comportement remarquable est une autre
manifestation de Uirréversibilité de la diffusion.

Utilisation de la fonction de Green causale du systéme infini. La
formule (3.32) reste valable lorsque la fonction de Green causale du systéme
infini G, est utilisée. Cette formule ne fournit pas alors explicitement le
champ ¢, mais la forme gaussienne simple (3.41) de GI (r —r’;t — t') facilite
les analyses de comportements aux grands temps, ou bien loin des bords
du domaine fini considéré. Plus généralement, l'utilisation de GX, permet de
mieux comprendre 1’évolution des différentes contributions au champ ¢, étant
entendu que cette fonction de Green incorpore les mécanismes essentiels de la
diffusion.

Pour conclure cette section consacrée a I'équation de diffusion, considé-
rons & nouveau le cas sans source, c¢’est-a-dire p = 0, avec des C.L. (¢|0D)
homogeénes, par exemple de Dirichlet. Oublions ce que nous avons appris et
imaginons que nous revenions au début du chapitre 2. L’EDP a résoudre
étant homogéne, on pourrait se demander pourquoi introduire des fonctions
de Green dans ce cas simple. Comme indiqué plus haut, le résultat (3.43)
montre cependant que

o(r,t) = /Ddr' do(r") G py(r;r'st —to)

et donc qu’un calcul préalable de GE y donne acces a la solution ¢. En fait,
comme discuté page 153, dans le monde de Laplace, la condition initiale se
traduit par un terme de source associé a cette C.I. En résumé, la connaissance
des fonctions de Green causales est donc aussi adaptée pour résoudre 1’équa-
tion de diffusion homogeéne avec C.I. Cette remarque va prendre tout son sens
dans la section suivante, consacrée a I’équation de Schrodinger.

3.1.4 Equation de Schrddinger

L’équation de Schrodinger est la principale équation de la mécanique quan-
tique. Nous I’avons déja rencontrée dans le chapitre 2, ot nous avons mon-
tré au paragraphe 2.2.3 comment les états propres et valeurs propres d’un
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Hamiltonien H donné, pouvaient étre déterminées a partir des fonctions de
Green associées a la résolvante [A\+ H]~1. Dans la suite, nous considérons tout
d’abord le Hamiltonien non-relativiste d’une particule de masse m soumise &
un potentiel indépendant du temps V(r),

h2
H=-—A . 4
5 r+V(r) (3.48)
L’équation de Schrodinger
09
A & A4
iy = Ho. (3.49)

engendre alors ’évolution temporelle de la fonction d’onde ¢(r,t) de la parti-
cule. Cette équation est de la forme générale (3.1) sans sources, i.e. :

0 H

— - t) =0. .
ER IR (3.50)

Le champ ¢ correspond donc a la fonction d’onde. Comme cela a été an-
noncé a la fin de la section précédente, notons que cette EDP est homogéne.
Par ailleurs, puisque le potentiel est indépendant du temps, Uopérateur O est
bien de la forme additive (3.10) avec Oy = (9/0t) et Op = —(H/ih). Les
méthodes introduites dans la section 3.1.2 sont donc applicables. Elles per-
mettent de préciser d’abord les conditions aux limites a imposer sur ¢ pour
garantir l'unicité de la solution de 'EDP (3.50). Nous étudions ensuite les
propriétés des fonctions de Green causales associées. Puis nous considérons
le cas d’une particule quantique libre. Vient ensuite le paragraphe donnant
I’expression standard de la solution de 'EDP considérée, ici I’équation de
Schrédinger. Enfin, nous mettons en lumiére 'intérét des fonctions de Green
dans la construction de développements perturbatifs.

Conditions aux limites

Considérons donc I'équation de Schrédinger (3.50) dans un domaine fini D,
et déterminons les conditions aux limites permettant d’obtenir une solution
unique dans D. L’opérateur O, étant du premier ordre, les conditions initiales
C.I1.(¢|to) consistent, comme dans le cas de 'équation de diffusion, a fixer la
valeur de la fonction d’onde pour un temps initial g en tout point du domaine,

o(r,t9) = ¢o(r) pour tout r € D . (3.51)
Pour déterminer la nature des conditions de bord C.L.(¢|0D) qui garan-

tissent I'unicité, il est commode de passer & nouveau dans le monde de Laplace.
Ici, Vopérateur statique [Py (s) + O], introduit page 153, vaut

H
s e
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Il est donc, & une constante mul-
tiplicative prés¥, de la forme
des opérateurs étudiés page 100,
dans la section 2.1.6 du cha-

" Commentaire 3.1.3. L'iden-
tification avec 'opérateur intervenant
dans ’équation (2.73) est compléte en
écrivant

[s = (H/ih)] = (ih/2m)[=A+ f(r) + A]

167

pitre 2. En particulier, comme
montré page 100 , les conditions
de Dirichlet, ou les conditions de f(r)
Neumann, sont suffisantes pour
assurer 'unicité de ¢.

avec
_ 2mV (r) ot A—_ Qmis.
h2 h

En particulier, on a bien Im\ # 0

pour s réel.

Sur un plan mathématique, les conditions de bord de Dirichlet ou de Neu-
mann sont également acceptables. Il se trouve, que les conditions de Dirichlet
homogeénes sont les plus courantes en mécanique quantique, car ce sont celles
qui décrivent les réalisations physiques ou la particule reste enfermée dans le
domaine D au cours de I’évolution. En effet, le potentiel V' (r) doit alors étre
strictement confinant en dehors de ce domaine, i.e. V(r) = +oo pourr ¢ D. La
fonction d’onde s’annulant identiquement en dehors de D, par continuité elle
est également nulle sur la frontiére 0D. Les conditions de Dirichlet homogénes
correspondantes

o(r,t) =0 pour r € 0D et tout ¢, (3.52)

plus les conditions initiales (3.51), définissent bien univoquement la solution
de I'équation de Schrédinger dans le domaine D. Seules ces conditions aux
limites sur ¢ seront utilisées dans la suite de cette section.

Fonction d’onde et fonctions de Green

Commengons par écrire 'EDP (3.20) pour g(r, s), transformée de Laplace
de ¢(r,t). Elle prend la forme

5 5| o9 = ento), (3.53)

car p = 0 et Iy(r,s) = —¢o(r). De plus, I'équation (3.22) donne ici

G} (r;r';5) = G4(r;r’). Comme indiqué page 100 dans la section 2.1.6, ¢(r, s)
satisfait alors ’équation intégrale

(E(I’, s) = /Ddr’ ¢o(r") é;}(r/;r;s) + /aD dax’ C?E(r’;r; s)n’ - Vr/qz(r',s).
(3.54)

La transformation de Laplace inverse membre a membre de la formule
précédente est analogue & celle effectuée page 157 dans le cas de la diffusion.
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Nous obtenons :

o(r,t) = / dr’ ¢o(r') GF(x';r5t —to)
D
(3.55)

t—to
+/ dr / Ay G (v';r;7)n’ - Veo(r' t — 1),
0 oD

oit GJ;(r;r',t—1') est une fonction de Green causale homogéne de 1'opérateur
[(0/0t) — (H/ih)], solution de 'EDP,

{2_.iA _ V()

+ ! ) - Y
51~ i O Z,h]GH(r,r,t tYy=0(r—x"Ho(t—1t), (3.56)

avec la condition de causalité GJ;(r;r/,t — ') = 0 pour ¢ < t'.

L’expression (3.55) est semblable a celle obtenue page 158 pour la diffusion.
Dans le cas de la mécanique quantique, le terme de surface dépendant de la
valeur de ¢(r’,t — 7) sur les bords, n’apparait pas, en vertu des conditions de
Dirichlet homogénes (3.52). Par contre, celui impliquant V. ¢(r',t — 7) est
présent en général, car G};(r; r’,7) peut prendre des valeurs non-nulles sur la
frontiére du domaine.

Fonctions de Green causales

Nous présentons ici seulement les fonctions de Green causales satisfaisant
les mémes C.L. que la fonction d’onde, i.e. des conditions de Dirichlet homo-
genes.

Cas du domaine fini. La fonction de Green G}, (r;r';t — t') s’annule
identiquement sur la frontiére 9D du domaine. Supposons que les fonctions
propres v, du Hamiltonien H définies par des conditions de Dirichlet homo-
génes forment une base orthonormale. Dans la représentation spectrale (3.15)
correspondante de G, (r;1';t — '), chaque fonction Z,,(7) est la solution de
I’équation différentielle ordinaire

d E,
avec la condition initiale Z,(0) = 1, E,, étant 1’énergie associée a la fonction
propre 9,,. Une intégration élémentaire donne le pur facteur de phase Z,,(7) =
e"tEnT/hde sorte que G,y (r;1'st — ') s'écrit

Zn(1)=0

Ghu(mrst =ty = 0(t — 1)) 3 e Bnl=/hy () ('), (3.57)

n
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Notons que la formule (3.57) peut étre retrouvée en prenant la transformée
de Laplace inverse de la représentation spectrale

BOEE) g

ih

éEH(r;r’;s) = Gy(r;1') = Z

Comme montré dans la section 2.1.6, page 101, dans le langage opératoriel,
G4(r;1r’) est un élément de matrice de la résolvante [s — (H/ih)] 71,

1

Gs(r;r') = (r|m\r/> .

Dans ce méme langage, la représentation (3.57) devient

Ghy(eir'st —t')y = 0(t —t') (x]e APy (3.59)

Donc, la fonction de Green causale G}, (r;r';t — t') n’est autre, pour ¢ > t/,
que lélément de matrice de Popérateur d’évolution e H(=t)/1 entre le bra
(r| et le ket [r'). Autrement dit, G}, (r;r’;t—t') est Pamplitude de probabilité
pour la particule de passer de la position r’ en ¢’ a la position r en ¢ > t’. Cette
interprétation est bien compatible avec le comportement aux temps courts

lim GF,(r;r's7)=6(r —1'), (3.60)

T—0F

qui traduit qu’a l'instant ¢’, la particule est strictement localisée en r’ dans
létat quantique décrit par le ket |r/).

Cas de l’espace tout entier. Pour obtenir la fonction de Green causale de
Dirichlet homogéne G (r;r’;t—t') dans R?, il faut procéder par un processus
de limite en introduisant un domaine fini dont on fait tendre la taille vers
I'infini. Une fois cette limite prise, le spectre du Hamiltonien se compose, en
général, d’une partie discréte et d’un continuum. Les fonctions propres dans
la partie discréte du spectre sont de carré sommable, I.e. fD dr [, (r)|? < oo,
et elles décrivent des états localisés tels que ¢, (r) — 0 quand |r| — oco. La
représentation spectrale de GI (r; r'; t—t') est de la forme (3.57), en convenant
que la sommation sur les états du continuum se rameéne a une intégrale sur la
variable continue F,, faisant intervenir la densité d’états. Pour un Hamiltonien
général, le calcul explicite de GL (r;r’;¢ — ') n’est pas un probléme simple.
Nous revenons plus loin sur ce probléme dans le paragraphe consacré aux
développements perturbatifs et présentons ci-dessous le cas d’une particule
libre.
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Particule quantique libre

Cas de l’espace R? tout entier. Pour une particule libre de Hamilto-
nien H = —%A, le calcul de GZ, solution de 1'équation (3.56) est élémen-
taire. Il n’existe pas d’état localisé car le potentiel V(r) est identiquement
nul. Le spectre se compose uniquement d’une partie continue, ou n peut étre
remplacé par le nombre d’onde k, et 1’énergie F, correspondante devient
E(k) = h?k?/(2m). Par ailleurs les fonctions d’onde v, sont des combinai-
sons linéaires d’ondes planes e*’%* et la somme sur n devient une intégrale
sur k avec une densité d’états indépendante de k. Nous obtenons ainsi a partir
de I’équation (3.57), et & trois dimensions,

Ghr—rit—t) = ﬁ/ dk exp[ik-(r—r’)—i%(t—t’)} (3.61)

pour ¢t > t'. Il nous reste encore, comme pour le cas de la fonction de Green de
la diffusion libre, des intégrales gaussiennes découplées, mais cette fois-ci avec
des arguments purement imaginaires. En faisant appel & la méthode exposée
dans 'annexe E, et en introduisant un simple changement de variables, nous
obtenons

im(r—r/)2

3/2
Particule libre : Gl (r—r1/;t—t) = (m) e 2h(=t)

(3.62)

La fonction analytique Z3/? qui intervient dans la formule (3.62) est définie
modulo le choix de détermination

732 = |z PI2eis e 2 avec arg Z €| — m, |,
le demi-axe réel négatif étant une coupure partant du point singulier Z = 0.

L’expression (3.62) est similaire a 1’équation (3.41) obtenue page 162 pour
la diffusion. En fait, pour passer de I'une & l'autre, il suffit de faire la substi-
tution D — i(f/2m), comme suggéré par 'examen des opérateurs définissant
les fonctions de Green respectives. Autrement dit, le probléme de la parti-
cule libre en mécanique quantique est équivalent a la diffusion libre avec une
constante de diffusion imaginaire pure. Ainsi, I’analogue de la relation (3.40)
est

=~t 1

G (k;s) = (3.63)

_th 1.2 ’
2mk + s

Nous revenons en détail sur cette analogie plus loin. Soulignons que 'ex-
pression (3.62) est un ingrédient essentiel de I'intégrale de chemins qui repré-
sente GT (r;r’;t —1') en présence d'un potentiel V(r) non-nul, comme exposé
au chapitre 4.
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Dans le cas de la particule quantique libre, la régle (3.25), page 155, ap-
pliquée au résultat (3.63) donne alors

~ 1
Gf(kw)= lim —————.
OO( ) e—0t %kQ—iw+e

Ainsi, cette fois-ci, contrairement a la diffusion, la transformée de Fourier
spatio-temporelle de G, est singuliére en w = hik?/(2m) ot elle présente un
pole simple™. Cette singularité provient du caractere oscillant, sans décrois-
sance aux temps longs de G (k; 7). Cela n’est pas surprenant car ’équation
de Schridinger engendre une évolution conservative, sans dissipation.

¥ Commentaire 3.1.4. Pour un systéme de N particules en interaction décrit
par un Hamiltonien Hy indépendant du temps, la fonction de Green a N corps peut
étre définie comme 1’élément de matrice de opérateur d’évolution e~ tHN(t=t")/h
dans D’espace des configurations de positions. En intégrant sur toutes les positions
des particules sauf une, on introduit alors la fonction de Green a une particule. Cette
quantité décrit la propagation d’une particule interagissant avec toutes les autres. Les
propriétés analytiques de sa double transformée de Fourier-Laplace sont semblables &
celles de Goo (k; —iz). En général, sur 'axe réel, les interactions gomment la singularité
du cas libre en w = hk2/(2m). Si les interactions sont faibles, il apparait un pic trés
pointu de largeur finie & la place. Ceci permet de définir la notion de quasi-particule,
en identifiant sa masse effective par la position du pic, ainsi que son temps de vie

via sa largeur. La notion de fonction de Green a une particule joue donc un role

fondamental dans I’étude du probléme quantique & N corps.

Comparaison avec la diffusion. Poursuivons cette comparaison entre dif-
fusion et particule quantique libre. Bien que I’équation de Schrédinger corres-
pondante

0 h

—o(r,t) = i—App(r,t

S0 t) = i3 - Ad(rt) |

soit de la méme forme que Iéquation de diffusion d’une densité¢ n(r,t) de
particules classiques

0

—n(r,t) = DAwn(r,t) ,

Son(r, 1) = DAn(r, )

les évolutions respectives de ¢(r,t) et de n(r,t) sont extrémement différentes!
Avant toute chose, remarquons que les conditions de bord ont des significa-
tions diamétralement opposées. Ainsi, les conditions de Dirichlet homogénes
traduisent le confinement de la particule quantique dans la boite, alors qu’elles
entrainent I’évasion des particules diffusantes! Pour confiner celles-ci, il faut
en fait imposer des conditions de Neumann homogeénes...



172 Physique et outils mathématiques : méthodes et exemples

Pour ce qu'il en est de I’évolution elle-méme, si la fonction d’onde initiale
¢(r,tg) = ¢o(r) est une fonction propre 1, (r) du Hamiltonien avec I’énergie
propre E,,, alors

¢(r,t) _ efiEn(tfto)/h,l/)n(r) ,
et |¢(r,t)|? reste constante au fil du temps en tout point du domaine, et égale
a |1, (r)]2. 11 existe donc une infinité de configurations initiales de la densité
de probabilité quantique |¢(r,t)|> qui restent invariantes dans 1’évolution ! Ce
n’est pas le cas de la diffusion comme cela peut déja se voir sur le comporte-

ment limite I )
drng(r
li t) = ———
Sl =
obtenu p. 165 dans le cas des C.L. de Neumann homogénes.

En fait, les natures profondément différentes des évolutions précédentes
sont reliées aux propriétés d’invariance des équations correspondantes par rap-
port au renversement du temps, i.e. la transformation ¢ — —t. Pour I’équation
de Schrédinger, cette transformation est équivalente & considérer 1’évolution
de ¢*, qui est bien stir analogue a celle de ¢ : ceci traduit la réversibilité de
I’évolution quantique. Au contraire, ’équation de diffusion n’est pas invariante
sous la transformation ¢ — —¢, d’ou son caractére irréversible !

Le grand responsable d’effets autant dissemblables n’est autre que le
nombre complexe i... En conclusion, si formellement 1’équation de Schrédin-
ger pour la particule libre se déduit de I’équation de diffusion par la simple
substitution D — ifi/(2m), le prolongement analytique correspondant n’est
pas anodin, et il réserve bien des surprises.

Solution de I’équation de Schrodinger

Revenons au cas d’un potentiel V(r) quelconque et a I'expression (3.55).
L'utilisation de GJ,,(r;r/;t — t') dans cette expression fournit la fonction
d’onde cherchée, alors que lintroduction de G (r;r';t — t') aide a une
meilleure compréhension des effets de bord. C’est ce que nous allons mon-
trer maintenant.

Forme explicite de la fonction d’onde. Comme G}, (r;r/;t —t') s’an-
nule sur la frontiére 0D du domaine, le terme de surface disparait dans I’équa-
tion intégrale (3.55), ce qui conduit a la forme explicite

o(r,t) = /Ddr’ Ghy(rsr'st —to) go(r). (3.64)

Soulignons qu’en insérant lexpression (3.59), obtenue page 169, de
G} p(r;r/st — ') en termes de I'élément de matrice de I'opérateur d’évolu-
tion, nous retrouvons la formule bien connue,

o(r,t) = {r|e =0 M g),
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qui peut étre obtenue par une intégration formelle de I’équation de Schrédinger
réécrite sous la forme

0 1H
5:16) = =10)

La formule (3.64) nous permet de compléter Uinterprétation de la fonc-
tion de Green G}, (r;r';t —t'). Tout d’abord, conformément & I’analyse du
paragraphe précédent, nous vérifions que si la particule est strictement loca-
lisée en rg a linstant tg, c’est-a-dire si ¢o(r') = 0(r' — rp), alors ¢(r,t) =
GE 5 (r;ro;t—1tp). Pour une fonction d’onde initiale quelconque, il faut super-
poser les amplitudes de probabilité G}, (r;r’;t — to) pour passer de r’ a r,
pondérées par la distribution initiale ¢o(r’). Si aux temps courts, le compor-
tement (3.60) garantit que ¢ se réduit a la condition initiale ¢g, I'analyse des
temps longs est bien plus difficile. Cette difficulté provient de la sommation
de facteurs de phase oscillants contenus dans Gg g (rsr'st —1to) qui interférent
de maniére extrémement complexe, méme dans le cas le plus simple de la
particule libre.

Effets de bord. En utilisant GX (r;r';t — t’), Péquation intégrale (3.55)
devient

P(r,t) = [Hdr’ ¢o(r') GL(r;r'st —to)

Figh [Vdr [0 dY GL (T - Ve g(r - 7).

(3.65)
L’intégrale de volume décrit 1’évolution intrinséque en 1’absence de bords.
L’intégrale de surface prend en compte toutes les réflexions sur les bords
entre U'instant initial ¢y et 'instant ¢, ces réflexions étant propagées dans le
volume via I’évolution intrinséque gouvernée par G (r;r’; 7). A nouveau, ces
ondes réfléchies interférent de maniére complexe.

L’itération de ’équation intégrale (3.65) fournit un développement pertur-
batif de ¢(r,t), dont le p-éme terme peut étre interprété comme décrivant les
interférences induites par p réflexions sur la frontiére 0D du domaine. L’esti-
mation de chacun de ces termes passe par la connaissance de GI_(r;1/;t —t'),
dont le calcul explicite est déja un probléme en soi! En fait, méme dans le cas
de la particule libre ou l'expression simple (3.62) est disponible, il reste alors
a déterminer des intégrales de surface assez difficiles par suite de la présence
de facteurs oscillants.

Développements perturbatifs

Comme évoqué précédemment, il est illusoire de penser qu’il est possible
de calculer de maniére exacte les fonctions de Green pour un potentiel quel-
conque V(r). Dans certaines circonstances, le potentiel V' peut étre considéré
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comme proche? d’un potentiel de référence V() pour lequel il est possible
d’obtenir des représentations analytiques relativement simples des fonctions
de Green correspondantes. Alors, il est judicieux de traiter perturbativement
la différence W = V — V(9. Dans un premier temps, nous établissons le déve-
loppement perturbatif de la fonction d’onde ¢(r,t), obtenu en insérant celui
de la fonction de Green causale dans la formule (3.64). Ensuite, nous mon-
trons que la structure de ce développement reste inchangée si la perturbation
W dépend explicitement du temps.

Nous construirons les développements perturbatifs dans le cas ou le do-
maine est ’espace tout entier. L’extension de ces derniers & un domaine fini
est immédiate. Par commodité d’écriture, nous omettrons l'indice co dans la
notation des fonctions de Green causales du systéme infini.

Utilisation de la résolvante. Déterminons tout d’abord le développement
perturbatif de G (r;r’;t — ') en puissances de W. Celui-ci est simplement
obtenu en partant du développement (2.81), p. 103 des éléments de matrice
de la résolvante [\ + H©®) + W],

Gi(r;r') = G&O)(r;r’) — /dr1 GE\O) (r;ry) W(ry) GE\O) (ri;r))

+ /dr1 /drg G&O)(r;rl) W(ry) G&O)(rl;rg) W (rs) G&O)(rg;r’)
Jr P

établi dans la section 2.1.6, page 103. Le développement perturbatif de GT
s’obtient aisément via l'identité G*(r;r';t —t') = —iRL™ G\ (r;1’)] avec A =
—ihs. En utilisant la formule de convolution pour la transformée de Laplace
inverse d’un produit, nous trouvons™

Gr(rr'yr) =GO (rix's7)
— %/drl/ dry G+(0)(I‘;I‘1;T —71) Wi(ry) GHO)(rl;r/;ﬁ)
0
1 T T1
— ﬁ/drldrg/ dTl/ dm G+(O)(r§r1;7'_7—1) W(rl)
0 0

X G+(0)(r1; ro; 71 — 7o) Wi(rs) G+(0)(r2; r';7mo) + - (3.66)

Le développement cherché " Commentaire 3.1.5. Cette sé-
de o(r,t) est immédiatement rie perturbative peut également étre ob-
donné par linjection de la tenue & partir de I'identité (3.59), en uti-
série perturbative (3.66) dans lisant la formule de Dyson pour le dé-
la. formule (3.64), avec pour veloppement de l'opérateur d’évolution
résultat : e~ iT(Ho+W)/h en puissances de W.

9. Cette hypothése doit étre vérifiée a posteriori en comparant les corrections engendrées
par la perturbation V — V(9 aux quantités de référence.
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¢(I‘7t) = /dI‘l G+(O)(I‘;I‘1;t — to) ¢0(I’1)

. t—to
— %/dmdrz/ dr G+(O)(r;r1;71)W(r1)
0
x G (risrost — 71 —to)do(ra) +--- (3.67)

Le premier terme, d’ordre zéro en W, décrit I’évolution sous la seule action
du Hamiltonien de référence H©). Le second terme, linéaire en W, représente
la premiére correction a cette évolution de référence. La seule prise en compte
de celle-ci est souvent suffisante pour capturer des effets intéressants, comme
illustré au §2.2.4 consacré a la diffusion par un potentiel répulsif.

Perturbation dépendant du temps. Considérons maintenant le cas
d’une perturbation W(r,t) dépendant explicitement du temps. Le Hamilto-
nien H est donc de la forme H = H© + W, ou H© est un Hamiltonien de
référence de la forme (3.48) avec un potentiel V(r) statique. Soulignons que
lopérateur

g i
O=—+-H
ot " h
associé a I’équation de Schrodinger
50 (0)
zha¢ =(HY +W)o, (3.68)

n’est plus de la forme additive (3.10)! Donc les méthodes précédentes em-
ployant la résolvante ne sont plus applicables ici. Pour s’affranchir de cette
difficulté, inspirons nous de ce qui a été fait page 102 et réécrivons I’équation
de Schrodinger (3.68) sous la forme

0 . h i i
% Z%Ar + ﬁV(r) o(r,t) = —EW(r,t)gb(r,t) . (3.69)
Ainsi, en notant
o i
0 — 2 4, 2 g
A

I'opérateur associé au Hamiltonien H(?), nous sommes ramenés a 1'étude de
'EDP
O0Wg(r,t) = p(r,t) (3.70)

avec le terme de source p(r,t) = —(i/h)W (r,t)p(r, ).

Afin de résoudre 'EDP (3.70) avec la condition initiale ¢(r,%y) = ¢o(r) et
les conditions de bord ¢(r,t) — 0 quand [r| — oo, il suffit de reprendre les mé-
thodes introduites pour I’équation de diffusion d’une part, et pour I’équation
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de Schrédinger avec H(®) d’autre part. Nous obtenons

o(r,t) = /dr1 GO (ryry;t —to) do(r1)
t—to
+/dr1 / dry Gt O(riry; ) plr,t—m1) (3.71)
0

ot GO est de nouveau la fonction de Green causale associée & H(®). En rem-
plagant la densité de source p(r,71) par —(i/h)W (r,1)¢(r, 1), Pexpression
(3.71) devient une équation intégrale pour la fonction d’onde,

(b(r ) /dr1 C:Jr (I‘ I‘l,tf to) ¢0(I‘1)

- —/dr1 / dry GTO(r;ry; ) W(ry,t — m)é(r,t — 7). (3.72)

Bien str ’équation intégrale (3.72) n’est pas plus simple a résoudre que
l’équation originelle de Schrodinger (3.68). Cela dit, son itération permet d’ob-
tenir simplement le développement perturbatif de la fonction d’onde en puis-
sances de W. Plus précisément, en remplagant ¢(ry,¢—71) par son expression
intégrale dans 1’équation ci-dessus, nous obtenons encore une équation inté-
grale, mais ou les termes linéaire et d’ordre supérieur en W sont clairement
séparés. Il suffit alors de répéter cette itération n + 1 fois et de garder tous les
termes sauf le dernier pour obtenir le développement au n-iéme ordre en W.
Ainsi, nous trouvons au premier ordre en W,

H(r,t) = /dr1 GO (ryryst —tg) ¢o(ry)

. t—to
— %/drldrg/ dn G+(O)(r;r1;7'1)W(r1,t —71)
0
X GJF(O)(I'l;I‘Q;t*Tl 7t0)¢0(r2)+~~~ (373)

Soulignons que le développement (3.73) pour une perturbation dépendant du
temps, présente la méme structure que la série (3.67) relative & une perturba-
tion purement statique! Il suffit en effet de remplacer, dans chaque terme de
cette derniére série, W (r;) par W(r;,t — 7;). Ainsi, l'utilisation de la fonction
de Green causale G1(©) associée au Hamiltonien de référence H(©)| fournit un
cadre unifié et élégant pour la théorie générale des perturbations.

Le développement (3.73) est particuliérement utile, et il est applicable
avec une bonne précision a de nombreuses situations. Nous y avons ainsi fait
référence au §1.2.5 pour établir la formule de Kubo™. I est aussi appliqué au
§3.2.6 pour ’atome d’hydrogéne soumis & un champ électrique alternatif. Ceci
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étant dit, les séries perturbatives ne sont évidemment pas toujours suffisantes
pour capturer toute la physique présente dans le systéme étudié!©.

X Commentaire 3.1.6. Pour cet exemple, il est utile de réécrire ce dévelop-
pement en termes de kets. Par commodité, nous indiquons donc ici ’analogue de
léquation (3.72),

1O (t—tq
e’ —

lo(t)) = ¢0)

i

t—to CH() -y
- g/ dre TR W (= r)lp(t— 1)), (3.74)
0

et de I’équation (3.73)

0
7Z.H( ) (t—tg)

lp(t)) ~ e " |¢o)

. pt—to m0) - HO) (t—ry —1g)
- %/ drie™ " F O W(t—m)e A o), (3.75)
0

ou nous avons utilisé la relation (3.59), p. 169. Soulignons que ces deux relations
restent valables dans le cas plus général ou l'opérateur W n’est pas diagonal dans
I’espace des positions. De maniére plus générale, il existe des relations analogues pour

des opérateurs qui ne sont plus séparables, mais de la forme @ = OO + P on la

partie P est une faible perturbation.

3.1.5 Equation de Bloch

Dans ce paragraphe, nous revenons au cas d’une particule quantique de
Hamiltonien indépendant du temps H, et confinée dans le domaine D. En
mécanique statistique, Popérateur de Gibbs e #/(k87T) est 'objet fondamental
qui détermine les quantités thermodynamiques d’équilibre. Il se trouve que
cet opérateur se déduit, formellement, de I'opérateur d’évolution e~/ par
la substitution ¢ — —ifh avec la température inverse 5 = 1/(kgT). Clest
pourquoi, opérateur e est dit décrire I’évolution en temps imaginaire...
Ses éléments de matrice définissent le propagateur thermique

p(r;r'; B) = (rle PH|r"), (3.76)

Ici, nous établissons I’équation d’évolution, par rapport a la variable 3, de ce
propagateur thermique : elle est semblable & I’équation de diffusion, comme on
peut s’y attendre suite aux considérations du précédent paragraphe. Ensuite,
nous montrons que p(r;r’; 3) s’identifie & une fonction de Green, et nous
énumeérons quelques propriétés essentielles.

10. Voir le cas de la série de perturbation pour la fonction de Green associée a la résol-
vante, illustré par I’exemple traité dans la section 2.2.3.
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Propagateur thermique et fonctions de Green

Ici, nous considérons 3 comme un paramétre variable, et nous nous intéres-
sons aux variations correspondantes de p(r;r’; 3). En utilisant le formalisme
opératoriel dont les régles de calcul sont rappelées dans 'annexe D. Nous
trouvons aisément

1o} h2A v v B3) =0 3.77
95~ gAY 0| pleir's5) =0, (3.77)

Cette EDP, appelée équation de Bloch, peut étre vue comme une équation
d’évolution pour le propagateur thermique par rapport au temps fictif 5 > 0.
Par construction, p(r;r’; 3) satisfait la condition initiale

li v B) =6(r— 1’ .
ﬁgggp(r,r,ﬁ) (r—r), (3.78)

et les conditions de Dirichlet homogénes

p(r;r’; 3) = 0 pour tout r € 9D . (3.79)

L’EDP (3.77) est du méme type que 'équation de diffusion (3.26). Pour
une particule libre, nous avons les correspondances 3 « t et h?/(2m) « D
entre quantités réelles, sans intervention dissonante du nombre imaginaire
pur i. Ainsi, 'évolution de le propagateur thermique libre p(®(r;r’; 3) par
rapport & (3, est identique a celle de n(r,t) par rapport a t avec des conditions
de Dirichlet homogenes. En présence d’un potentiel V' (r) non-nul, tout se
passe comme si la diffusion libre était modifiée par une injection (V(r) < 0)
ou bien une absorption (V(r) > 0) locales de particules. Les conséquences de
ce processus supplémentaire sur 1’évolution sont étudiés dans le paragraphe
suivant.

Par une simple adaptation du raisonnement conduisant & prouver 'unicité
de la solution de I’équation de diffusion, le lecteur se convaincra que 'EDP
(3.77) avec les conditions aux limites (3.78) et (3.79), définissent univoque-
ment le propagateur thermique pour tout 3 > 0. Comme la condition initiale
(3.78) est la méme que la condition (3.17) relative a la fonction de Green
causale de Dirichlet homogéne de I'opérateur

9
O=g5+H .

p(r;r’; 3) est précisément égale a cette fonction de Green.
Lien avec la résolvante associée au Hamiltonien. Partant de l'iden-

tification précédente de p(r;r’; 3), et appliquant les résultats généraux de la
section 3.1.2, nous trouvons que sa transformée de Laplace sur § est égale a



3. Fonctions de Green dépendantes du temps 179

la fonction de Green de Dirichlet homogene associée a la résolvante [s+ H|~
ie.:

plrin'ss) = (el ) (3.80)

Cette écriture peut étre également obtenue en prenant les éléments de matrice
de l'identité opératorielle

> 1
/ ds e 75 e PH = .
0 s+ H

Noter que l'intégrale sur 3 définissant la transformée de Laplace n’est
convergente que si Res > —FEy ou Ey est 'énergie de I'état fondamental du
Hamiltonien. Il est supposé ici que H est borné inférieurement, autrement dit
que Ey > —o0, ce qui est réalisé en pratique. L’expression (3.80) est valable,
par prolongement analytique, pour n’importe quelle valeur de s, hormis s =
—E, ou p(r;r’;s) présente une singularité. Rappelons que cette singularité
des éléments de matrice de la résolvante a déja été évoquée dans le chapitre 2
a travers la discussion générale de la section 2.1.6, page 101, et 'exemple du
§2.2.3.

Propriétés essentielles du propagateur thermique

Appliquons la formule générale (3.15) spécifique a la fonction de Green
causale évaluée ici avec 3 a la place de t — ¢'. Un calcul élémentaire donne
Z,(B) = e PEn | soit

p(r;r’; B) = Ze BEwap,, () (x'). (3.81)

Cette représentation spectrale est aisément retrouvée en insérant la relation
de complétude sur les v, dans la définition (3.76) du propagateur thermique.

Par suite du caractére réel des v, p(r;r’; 3) est réelle et symétrique dans
léchange de r et r’. Aux petits 3, i.e. & haute température, le comportement
de p(r;r’; 3) est donné par la limite (3.78). Aux grands f3, i.e. & basse tem-
pérature, la contribution dominante dans la représentation spectrale (3.81)
provient de I’état fondamental. En supposant qu’il est non-dégénéré, et qu’il
existe un gap E1 — Ey > 0 avec le premier état excité, nous obtenons

p(r;r'; B) =~ e PEoqpy (r)ps(r')  quand B — oo. (3.82)

Si Ep > 0, p(r;r’; 3) s’évanouit exponentiellement vite. Dans le langage de
la diffusion de particules classiques, ceci signifie que 1’évasion a travers la
frontiére 0D 'emporte sur tout autre processus. En particulier, comme Fy >
0 dans le cas libre c’est-a-dire V(r) = 0, nous retrouvons bien le résultat
de la section 3.1.3. Par contre, si Ey < 0, ce qui n’est possible que si le
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potentiel V(r) est négatif dans partie du domaine D, alors p(r;r’; 3) explose
exponentiellement vite aux grands . Alors, en termes de diffusion, I'injection
de particules dans les régions ot V(r) < 0 lemporte sur I’évasion par les
bords!

De maniére tout a fait similaire au cas du propagateur d’évolution en
temps réel, il est possible de construire des développements perturbatifs de
la matrice densité, pour H = H® + W ou W(r) est un potentiel supposé
faible. Nous laissons le soin au lecteur, par la méthode de son choix, d’obtenir
le développement

p(r;r’; 3) —p I'I'aﬁ)
/drl/ 4B pO(rir1; 8- B1) W(r) p@(err’s 1) + -+ (3.83)

qui est le strict analogue de la série (3.66). Souvent, le Hamiltonien libre est
choisi comme référence, i.e. H®) = —h%/(2m)A, et le domaine considéré est
I’espace tout entier. L’ingrédient essentiel est alors le propagateur thermique
libre du systéme infini'!

0 g o m \"? m(r —1')?
P( )(I‘;I‘ i 8) = (W) exp [—W] ) (3.84)

obtenue par les simples substitutions dans la formule (3.41), de la constante
de diffusion D par h?/(2m) d'une part, et de t — ¢’ par 3 d’autre part. Les
développements perturbatifs du propagateur thermique présentent un grand
intérét, en particulier pour le probléme a N corps™

¥ Commentaire 3.1.7. Considérons a nouveau un systéme de N particules
en interaction décrit par un Hamiltonien Hp indépendant du temps. Le propagateur
thermique & N corps est I’élément de matrice de Popérateur d’évolution e P~ . En
intégrant sur les positions de N — p particules, on introduit les matrices densité ré-
duites & p particules. Ces quantités donnent accés aux fonctions thermodynamiques,
ainsi qu’aux corrélations. Elles peuvent étre représentées par des séries perturbatives
analogues au développement (3.83). Leur construction est simplifiée par I'introduction
du formalisme de la seconde quantification, qui prend en compte automatiquement la
statistique fermionique ou bosonique des particules [Fetter-Walecka, Martin-Rothen)|.
Les ingrédients fondamentaux sont les propagateurs fermioniques/bosoniques, ana-

logues du propagateur thermique libre (3.84) pour une particule seule.

11. L’expression libre (3.84) joue un réle crucial dans la construction de la représentation
de p(r;r’; B) en termes d’intégrale de chemins, comme exposé dans le chapitre 4. Elle permet
aussi de déterminer les développements dits de Wigner-Kirkwood de la partie diagonale
p(r;r; ), au voisinage du facteur de Boltzmann classique e~ PV([) |Landau V].



3. Fonctions de Green dépendantes du temps 181

3.1.6 Equation de d’Alembert

L’équation de d’Alembert est 1’équation la plus simple décrivant un phé-
noméne de propagation dans un milieu homogéne sans atténuation. De ce
fait, elle est I’équation d’onde par excellence, et elle est omniprésente dans
des domaines variés allant de 1’électrodynamique & la théorie de I’élasticité ou
la mécanique des fluides, incluant l'optique ondulatoire ou 'acoustique par
exemple. Elle intervient également dans le cadre de théories quantiques rela-
tivistes, sous I'appelation d’équation de Klein-Gordon, dans la description de
particules sans spin et de masse nulle. Sa forme générale est

[1 0?

ol A] o(r,t) = p(r,t), (3.85)

ol ¢ est un paramétre donné, dépendant du milieu et de la nature du champ ¢
considérés. Comme nous le verrons par la suite, ¢ représente la vitesse de
propagation de ¢. Par exemple, dans le cas du champ électromagnétique se
propageant dans le vide, c est la vitesse de la lumiére.

L’opérateur O en jeu ici, est

1 02
en notant o2
1
H=2"Gm

l'opérateur de d’Alembert, aussi dit d’Alembertien. L’opérateur O est de nou-
veau de la forme additive (3.10), avec

1 02
et
O, = —A, . (3.88)

Contrairement aux opérateurs intervenant dans l’équation de diffusion ou
I'équation de Schrodinger, O; est du second ordre par rapport au temps.
Comme nous allons le montrer plus loin, cette différence a des conséquences
majeures sur les comportements induits par ’évolution.

Comme dans les sections précédentes, nous commencgons par 1’étude des
conditions aux limites puis par la transformation de 'EDP (3.85) en une
équation intégrale faisant intervenir les fonctions de Green causales. Pour des
conditions au bord homogénes, nous déterminons les représentations spec-
trales de ces fonctions de Green causales, & 'aide de la méthode générale
exposée dans la section 3.1.2. Leur structure est analysée et comparée a celle
des fonctions correspondantes obtenues pour la diffusion ou I'équation de
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Schrédinger. Nous donnons ensuite 'expression de la solution de I’équation de
d’Alembert en termes de ces fonctions de Green et discutons quelques consé-
quences provenant de cette expression. Vient ensuite le calcul de la fonction
de Green du d’Alembertien pour le systéme infini. En particulier, il en ressort
la notion d’onde progressive se propageant & la vitesse finie c.

Conditions aux limites

Ouvrons donc la voie avec ’examen des conditions aux limites. Ici, 'opé-
rateur Oy est du second ordre par rapport a la variable temps, i.e. p = 2 avec
les notations de la page 148. Il faut donc spécifier, & un instant initial ¢y, a la
fois ¢(r,t0) et sa dérivée (9/0t)p(r,to) en tout point du domaine, soit

o(r,tg) = ¢o(r) et %gﬁ(r,to) = mo(r) pour tout r € D . (3.89)

A ces conditions initiales, il faut ajouter des conditions de bord. Comme
argumenté dans la section 3.1.2, celles-ci peuvent étre aisément déterminées
en passant dans le monde de Laplace. L’opérateur statique correspondant,
[Ps(s) + Oy vaut
i Ay, (3.90)
et se réduit donc simplement a opérateur de Helmholtz avec m = s/c. Alors,
d’aprés les résultats établis dans le chapitre 2, les conditions de Dirichlet, ou
bien les conditions de Neumann, suffisent pour garantir I'unicité de la solu-
tion de l’équation de Helmholtz, autrement dit ici 'unicité du champ ¢(r, s).
Les conditions correspondantes pour le champ ¢(r,t) sont immédiatement
obtenues par transformation de Laplace inverse, & savoir

¢(r,t) = D(r,t) pour r € 9D et tout ¢ ,
pour Dirichlet, ou bien
n-Ve(r,t) = N(r,t) pour r € 9D et tout ¢ ,

pour Neumann. Chacune de ces conditions de bord C.L.(¢|0D), combinée aux
conditions initiales (3.89) déterminent univoquement le champ ¢(r,t).

Notons que les conditions de bord précédentes sont identiques aux condi-
tions (3.28) et (3.29) introduites pour la diffusion. Naturellement, les fonctions
de bord D(r,t) et N(r,t) doivent étre compatibles avec les conditions initiales
(3.89) : dans le cas contraire, il n’existe pas de solution! Enfin, comme pro-
posé dans Pexercice 3.1, p. 236, on peut vérifier, sans passer dans le monde de
Laplace, que les conditions aux limites précédentes garantissent effectivement
I'unicité, en s’inspirant de la démonstration établie pour I'opérateur Laplacien
dans la section 2.1.3.
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Fonctions de Green causales et équation intégrale

Comme pour la diffusion ou I’équation de Schrédinger, nous allons trans-
former 'EDP originelle satisfaite par ¢(r,t) en une équation intégrale faisant
intervenir une fonction de Green causale, appelée aussi retardée, GE solution
de ’EDP

102
[?ﬁ — Ar] Ghr;est,t) =8(r —v)o(t 1), (3.91)
avec la condition de causalité GJ;(r;r’;t,#') = 0 pour t < t'. A priori, il

serait possible d’obtenir une équation intégrale pour n’importe quelle fonc-
tion de Green causale, indépendamment des conditions aux bords la définis-
sant. Ici, nous nous restreignons aux fonctions de Green causales homogeénes,
qui sont d’'un usage plus simple et plus transparent. Rappelons en particu-
lier leur propriété d’invariance temporelle établie dans la section 3.1.1, & sa-
voir G (r;r'st,t') = G (r;1';t — t'). De plus, leur transformée de Laplace
é;(r; r’; s) est une fonction de Green de 'opérateur de Helmholtz statique
(3.90) avec les mémes conditions de bord homogeénes.

Comme pour la diffusion ou I’équation de Schrodinger, 1’équation cher-
chée est facilement obtenue en raisonnant dans le monde de Laplace. Le point
de départ est encore I’équation intégrale (2.27), page 75, établie dans le cha-
pitre 2 pour un champ solution de 'EDP de Helmholtz (2.42). Ici, il suffit
d’appliquer cette équation a g(r, s). La seule différence avec la diffusion ré-
side maintenant dans la structure de la source effective I;(r,s) prenant en
compte les conditions initiales,

1r,5) = = 5mo(r) — 0(r)

Pour revenir au champ ¢(r,t), les opérations de transformation de Laplace
inverse des différents termes sont identiques a celles effectuées dans la sec-
tion 3.1.3. La transformée inverse du terme de condition initiale fait apparaitre
en particulier

L’_l[ség(r';r;s)] = %G}g(r’;r;f) ,

oll nous avons utilisé la condition initiale Gz(r;r' ;0T) = 0, qui est une
conséquence de la condition de causalité comme prouvé dans la section 3.1.2,
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page 150. Il vient finalement

o(r,t) = fgito dr fD dr’ p(r',t — T)GE(I"; r;T)
+o [pdr mo(r') G (r'srst —to)
+o [pdr’ do(r') GGH (' r;t —to)
—tdr [ dY Gt —T) 0 VG ()

+f(f_t° dr fap dx’ GE(I‘/;I‘;T) n - Vo' t—71).

(3.92)

Dans ’équation intégrale (3.92), les termes de source et de surface ont
exactement la méme structure que dans la relation (3.32) correspondant a
la diffusion. Ils admettent des interprétations analogues. La seule différence
entre ces deux équations tient & la forme de la propagation de la condition
initiale. Ici, le champ initial ¢ est propagé via la dérivée partielle temporelle
(0/0t)GF;, alors que la dérivée partielle initiale 7y est propagée via G, elle-
méme. Signalons que la relation (3.92) peut aussi étre démontrée en exploitant
la seconde formule de Green.

Fonctions de Green causales homogénes d’un domaine fini

Ce paragraphe est consacré a 1’étude des fonctions de Green causales,
définies par des conditions aux bords de Dirichlet homogéne

G y(r;r';7) =0 pour r € 9D et tout T ,
ou bien de Neumann homogénes
n-V,.GLy(r;r';7) =0 pour r € 9D et tout 7 .

Nous déterminons d’abord leurs représentations spectrales, puis nous exami-
nons briévement leurs propriétés essentielles.

Représentation spectrale. Indiquons ici rapidement comment obtenir
la représentation spectrale de chaque fonction de Green causale homogéne,
en suivant ’analyse générale de la section 3.1.2. Pour cela, nous choisis-
sons une base compléte orthonormale de fonctions propres 1, de I'opérateur
O, = —A,, et satisfaisant aux mémes conditions aux bords homogénes que la
fonction de Green considérée. L’hermiticité de 'opérateur Laplacien dans I’es-
pace des fonctions qui satisfont des conditions aux bords homogénes du type
Dirichlet ou Neumann nous garantit que les valeurs propres A, sont réelles.
Comme déja remarqué dans I'étude de la diffusion, ces valeurs propres sont
toutes positives ou nulles, ce qui permet de pouvoir définir /Ay, .
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Chaque G;} est décomposable suivant la représentation spectrale (3.15)

générale, avec ici Z, (1) solution de ’équation différentielle ordinaire
1 d°

avec les conditions initiales Z,(0) = 0 et (dZ,,/d7)(0) = ¢*. Un calcul élémen-

taire donne
i A
Za(r) = % Vo).

En appliquant la formule spectrale (3.15), nous en déduisons

sin (ev/An(t — 1))
Van

Ghrix/st—t) =0(t —t) Z c ()l (). | (3.93)

n

Comme déja souligné a maintes reprises, la détermination du spectre de
l'opérateur Laplacien dans un domaine quelconque reste un probléme a part
entiére. Néanmoins, la représentation (3.93) se réveéle utile. Elle permet méme
de calculer explicitement les fonctions G}} pour certaines géométries simples.
Par exemple, comme utilisé dans 'exemple du §3.2.2 relatif & la diffraction de
Fraunhofer, la formule spectrale (3.93) indique qu’il est possible de calculer
G?I, pour un domaine semi-infini délimité par une paroi plane, par la méthode
des images.

Propriétés générales. Les fonctions de Green causales homogénes GE sa-
tisfont la relation de réciprocité G, (r;v/;t —t') = G}, (r';r;t — t'). Cette re-
lation est une conséquence immédiate du caractére réel des fonctions propres
1y, de Dopérateur Laplacien dans la formule (3.93). Elle se démontre égale-
ment en appliquant la seconde formule de Green, comme cela est proposé dans
I'exercice 3.2. Notons aussi que GE est a valeurs réelles.

Aux temps courts, les fonctions G, ;; et G, ont le méme comportement,
déterminé par les conditions initiales établies dans la section 3.1.2, page 150,
a savoir

oG,

G(r;r;07) =0 et 5

(r;r/;07) = 25(r — ') . (3.94)
La condition sur la dérivée temporelle est obtenue & partir de la formule
générale (3.17) avec p = 2 et ay = 1/c%. Contrairement au cas de la diffusion,
ce n’est pas GE(I‘; r’; 7) elleeméme, mais sa dérivée temporelle, qui se réduit,
au facteur ¢? prés, a la distribution de Dirac quand 7 — 0%,

Aux temps longs, la situation est semblable au cas de ’équation de Schro-
dinger. L’évolution de chaque fonction GJI; est complexe, car elle met en jeu
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des sommes de facteurs oscillants. Comme nous le verrons par la suite, ceci
résulte de multiples réflexions sur les bords, dont il est trés difficile d’examiner
les interférences au sein du domaine. A ce stade, remarquons qu’il apparait une
différence importante entre GE et G} - Oi avec les conditions de Dirichlet
homogeénes, les valeurs propres A, sont toutes strictement positives, la plus
petite valeur propre Ay est nulle avec les conditions de Neumann homogénes.
Dans le cas de la diffusion, nous avons vu que cette particularité induit des
comportements aux temps longs trés différents suivant la nature des conditions
de bord. Ici, le terme n = 0 dans la représentation spectrale de G, (r;r';7)

se réduit &

C27'

%

Contrairement aux autres termes de la formule (3.93), cette contribution de
I’état fondamental n’oscille en aucune maniére, et de plus elle diverge quand
7 — +oo! Il faut donc s’attendre & un comportement singulier de G; 7 aux
temps longs. Ceci est relié a la non-existence de la fonction de Green de Neu-
mann homogéne statique du Laplacien, comme argumenté dans le paragraphe
suivant.

Solution de I’équation de d’Alembert

Dans la plupart des situations physiques rencontrées, les conditions de
bord sur ¢(r,t¢) sont de type Dirichlet ou bien Neumann. Dans chacun des
cas, la solution de I'équation de d’Alembert est explicitement exprimée en
termes de la fonction de Green causale homogéne adéquate. Pour des condi-
tions de Dirichlet, nous étudions quelques formes particuliéres du champ ob-
tenu, correspondant & des ondes stationnaires d’une part, et au branchement
adiabatique d’une source statique d’autre part.

Conditions de Dirichlet. Fixons les conditions de bord de Dirichlet (3.28)
sur ¢(r,t). Alors, il est judicieux d’insérer la fonction de Green causale homo-
géne GE ;7 dans la relation (3.92). En utilisant de plus la propriété de symétrie
de GE > ous obtenons ainsi I’expression

o(r,t) = fotfto dr fD dr’ p(r',t — T)GEH(I'; r';T)

—l—c% fD dr’ mo(r') GEH(r;r’;t—to) 595
+Ci2 fD dr’ ¢o(r) %GBH(r;r’;tftO)

—fgito dr faD dY D(r',t —7) 0’ - Vo Ghy(r;r's 1)

ott la symétrie de G}, (r;1/;7) enr et 1’ a été utilisée. Modulo la connaissance
de ng 7> cette représentation de ¢(r,t) est explicite, car elle fait intervenir
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uniquement les conditions initiales ¢g et 7, la fonction de bord D(r,t) et la
source p(r,t), qui sont des données du probléme.

Comme dans le cas statique de I'opérateur Laplacien, les effets de bord
interviennent implicitement dans chacun des termes de ’expression (3.95), via
la fonction Gg y qui incorpore elle-méme déja des contributions surfaciques.
L’analyse de ces effets, incluant en particulier les réflexions sur la frontiére
0D, est mise en ceuvre plus loin.

Modes propres et ondes stationnaires. Considérons une situation sans
sources avec une fonction de bord identiquement nulle, i.e. p(r,t) = 0 et
D(r,t) = 0 pour t > tg. Imaginons qu’a I'instant initial o le champ et sa dé-
rivée temporelle soient proportionnels a une fonction propre ¢; du Laplacien.
Autrement dit, les décompositions des fonctions ¢ et my sur la base des v,
n’ont qu’une seule composante suivant ¢y,

¢o(r) = apr(r) et mo(r) = byu(r) .

Dans l'expression (3.95), les termes de source et de surface disparaissent, et
il reste uniquement les termes d’évolution des conditions initiales. Dans ces
derniers, remplagons GE ;7 bar sa représentation spectrale (3.93), et permutons
Pintégrale sur r’ et la somme sur n. En utilisant la condition d’othonormalité
des fonctions propres,

/ dr () (x) = 61 |
D

nous trouvons

o(r,t) = {c2a cos (c\/)\—l(t - to)) + \/C—l)% sin (cﬁ(t - to))} Pi(r) . (3.96)

L’expression (3.96) décrit une onde stationnaire, avec la factorisation
usuelle des dépendances temporelle et spatiale. Il existe une infinité d’ondes
stationnaires possibles, associées aux différents modes propres [. La situation
est donc tout a fait semblable au cas de I’équation de Schrédinger. Comme en
mécanique quantique, les fréquences w; = ¢v/A; des modes propres ne peuvent
prendre que des valeurs discrétes.

Branchement adiabatique d’une source statique. Imaginons main-
tenant qu’une source statique pg(r) ait été branchée adiabatiquement a
to = —oo. En d’autres termes, posons p(r,t) = e“pg(r) avec € > 0 fixé pour
le moment. Supposons que la fonction de bord soit toujours identiquement
nulle, D(r,t) = 0, et qu’initialement il n’y ait aucun champ présent, i.e. :

po(r) =0 et  m(r)=0.
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Dans Pexpression (3.95), seul le terme de volume contribue, et il vient
(oo}
o(r,t) = et /Ddr’ ps(r) /0 dr e 7 GHy(rr's7) . (3.97)

La structure de la formule (3.97) est en accord avec l'interprétation gé-
nérale des fonctions de Green causales homogénes comme des fonctions de
réponse. Ici, en prenant la limite du branchement adiabatique ¢ — 071, il
apparait la susceptibilité statique a fréquence nulle,

o0

elir(r)l+ ; dr e 7 GLy(rr's7) . (3.98)
La représentation spectrale de cette susceptibilité est obtenue en utilisant
la formule (3.93) pour G7,,,. Aprés permutation de l'intégrale sur 7 et de la
somme sur n, l'intégration temporelle devient immédiate pour chaque mode.
Nous reconnaissons alors la représentation spectrale établie dans le chapitre 2
pour la fonction de Green de Dirichlet homogéne du Laplacien Gpg(r;r’). 11

vient donc la régle de somme

li%l+ dr e 7 G, (v;v's7) = Gpp(r;r') (3.99)
€E— 0

et Pexpression (3.97) redonne, dans la limite e — 0%, la solution statique de
I’équation de Poisson avec conditions de Dirichlet homogénes,

ds(r) = /Ddr’ ps(r") Gpu(r;r’) .

Conditions de Neumann. Imposons maintenant les conditions de bord
de Neumann (3.29) sur ¢(r,t). En utilisant la fonction de Green causale ho-
mogeéne G]J(, ; dans la relation (3.92), ainsi que sa propriété de symétrie, nous
trouvons

o(r,t) = fot_to dr [,dr p(r/,t — )Gy (it T)
+ & [pdr' mo(r') GRpy (vt — to)

(3.100)

+& [ dr’ ¢o(r') %G}H(r;r’;t— to)

+f57t0 dr [op A% G y(rir’s7) N(x/,t — 7).

Comme dans le cas de Dirichlet, et pourvu maintenant que G}H soit
connue, cette représentation fournit explicitement la solution de I’équation
de d’Alembert.



3. Fonctions de Green dépendantes du temps 189

En I'absence de sources, et avec des conditions de bord homogénes, des
ondes stationnaires peuvent exister dans le domaine. Elles sont de nouveau
associées aux modes propres, i.e. leur partie spatiale est proportionnelle &
Yy(r) et leur partie temporelle oscille & la fréquence w; = c¢y/);. Soulignons
que ensemble des fréquences discrétes possibles est différent de celui relatif
aux conditions de Dirichlet homogénes. De plus, ici, il existe un mode de
fréquence nulle associée a la valeur propre nulle \j = 0 du Laplacien. En fait,
le champ correspondant n’est pas stationnaire, car sa partie temporelle peut
croitre linéairement avec le temps !

L’étude de la convergence éventuelle de ¢(r,t) vers une solution statique
de I’équation de Poisson fait ressortir des particularités spécifiques aux condi-
tions de Neumann homogénes. Par exemple, ’équivalent de la susceptibilité
statique (3.98) introduite dans le cas de Dirichlet, diverge a cause de la contri-
bution du mode fondamental de fréquence nulle! L’apparition de cette sin-
gularité, est une manifestation de la non-existence de la fonction de Green
de Neumann homogéne du Laplacien comme cela a été discuté au chapitre 2,
page 77.

Fonction de Green causale du systéme infini

Nous poursuivons et terminons cette étude générale des fonctions de Green
du d’Alembertien, par le cas ol le domaine D est 'espace tout entier R?. Tout
d’abord, nous calculons la fonction de Green causale GT_, avec les conditions
de Dirichlet homogénes a I'infini,

G (r;v';t —t') — 0 quand |r| — oo .

Ces conditions de bord, ainsi que 'opérateur d’Alembertien, étant invariants
par toute translation spatiale, GI, ne dépend spatialement que de la différence
r —r’. Nous nous restreignons au cas tridimensionnel, les calculs en dimension
d =1 et d = 2 étant proposés respectivement dans les exercices 3.6 et 3.5.

Calcul par transformation de Laplace. Dans le monde de Laplace, la
transformée de Laplace G (r — r'; s) est la fonction de Green homogeéne de
l'opérateur de Helmholtz

Q_Ara

dans I'espace R?. Cette fonction a été déterminée dans le chapitre 2. En trois
dimensions, 'application de la formule (2.48), page 86, avec m = s/c¢ pour

s > 0, donne

o e—slr=r'|/c

Gir—r's)= —-— .
( 5) drt|r — /|

La transformation de Laplace inverse de cette expression est élémentaire en

vertu de l'identité

L7 e (1) = 6(T —a) ,
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oll a est une constante strictement positive. Nous obtenons ainsi

Ghe—rvit—t)= — §c(t—t)—[r—1)). (3.101)

 Armjr — /|

Calcul par transformation de Fourier. L’expression (3.101) peut étre
retrouvée par une autre méthode, reposant sur 'introduction de la transformée
de Fourier dans Pespace-temps® de dimension 3 + 1,

(o)
Gl (k,z2) = /dr/ dt e e Fiz(=t) G (p _pip — ¢
-0

* Commentaire 3.1.8. En élec-

Comme discuté page 155, afin
tromagnétisme, cette transformation

d’assurer la convergence de !'in-
tégrale sur ¢, il est crucial d’intro-
duire une partie imaginaire dans
la fréquence complexe z, i.e. z =
w+ie avec € > 0. Cette procédure
garantit la convergence de I'inté-
grale temporelle quand t — +oc0.
Pour les temps t < t/, c’est la
condition de causalité assurant
la nullite de GI (r — r';t — t')
qui évite l’explosion de l'inté-
grant quand ¢ — —o0.

est naturelle du fait de la structure
de D'espace-temps définie par la théo-
rie de la relativité restreinte. Remar-
quons a ce titre que le d’Alembertien
est opérateur scalaire le plus simple
qui reste invariant par les transforma-
tions de Lorentz associées aux change-
ments de référentiel d’inertie. L’opéra-
teur d’Alembertien est ainsi pour un
espace-temps de Minkowski ’analogue
de l'opérateur Laplacien pour un es-

pace euclidien.

Effectuons alors la transformation de Fourier de chaque membre de 'EDP
—Op GL(r =15t —t)=6(r —1')o(t - t).
On obtient ainsi : §
(—’Z—Q + k2> Gtk z) = 1.

Les singularités en w = +c|k| — ée proviennent des modes propres et de
I’absence de dissipation. Nous vérifions aussi, en accord avec les résultats du
chapitre 1, que ces singularités sont dans le demi-plan complexe inférieur.
Nous avons donc, & ce stade,

Gt(kw)= lim — .
( ) e—0t k2 — (WJ(F:;E)

Il faut alors prendre la transformation de Fourier inverse et calculer

ik-(r—r')—iw(t—t")

1 > e
+ A I dk d . .102
Goo(r r, ) Ei)I(I)lJr (271')4 / [m w (k2 _ (w —+ i€)2/02) (3 0 )
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L’intégrale sur w se fait a partir du lemme de Jordan et du théoréme des
résidus. Pour ¢t — ¢/ < 0, le contour utilisé est représenté sur la figure 3.2.
Les singularités étant dans le demi-plan complexe inférieur, 'intégrale (3.102)

F1G. 3.2 — Contour utilisé pour effectuer l’intégrale sur w dans le cas t —t' < 0.
Les poles w = £|k|c — i€ de l'intégrant, représentés par des croiz sont en dehors du
contour.

s’annule, ce qui correspond a la condition de causalité. Pour ¢t — ¢’ > 0, le
contour utilisé est représenté sur la figure 3.3. Le calcul des résidus en w =

F1G. 3.3 — Contour utilisé pour effectuer l’intégrale sur w dans le cas t —t' > 0 avec
les mémes conventions que dans la figure 3.2.

+|k|c — ie donne alors

+ ol 4 — c kbln(kc(t—t/)) ik-(r—r’)
Gl(r—rst—1t) (2ﬁ)3/d . e ,
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oil la limite e — 0" a été prise. L’intégrale sur k se calcule alors facilement.
Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que nous retrouvons bien ainsi la
formule (3.101).

Remarquons que la fonction de Green anti-causale (appelée aussi avancée)
homogene G (r—r’; t—t), est définie par la condition d’anti-causalité G (r—
r';t — ') = 0 pour t > t/, avec les mémes conditions de bord de Dirichlet
homogenes que G . La méthode de transformation de Fourier dans I'espace-
temps peut lui étre appliquée en prenant € < 0, avec le résultat

c
Golr—r'it—t)= ——(c(t -t r—r')).
< )= g et =)+l =)
Noter que toute combinaison linéaire aGZ + (1 —a)GZ, est aussi une fonction
de Green de l'opérateur —[1.

Interprétation. L’expression (3.101), montre que la fonction de Green cau-
sale se réduit & un front d’onde & symétrie sphérique, sortant a la vitesse c.
Par ailleurs, amplitude de ce front décroit en 1/R, ot R est la distance entre
le point d’observation et la source.

La signification physique de ces comportements apparait clairement dans
le cadre de I’électromagnétisme. Imaginons la situation ot un flash lumineux
serait émis & un instant ¢’ en un point r’. Quel signal serait recu par la rétine
d’un observateur situé en un point r? Le résultat (3.101) donne les deux ca-
ractéristiques de ce signal. La rétine ne regoit aucun signal, sauf au temps ¢ tel
que c(t—t') = |r — 1’|, en accord avec la propagation de la lumiére a la vitesse
c. Ensuite, plus I'observateur est éloigné du point d’émission, plus l'intensité
du signal recu est faible, ce que tout un chacun peut constater tous les jours...
On pourrait avoir tendance a interpréter la premiére caractéristique de ma-
niére erronée, en croyant que le signal émis par une source ponctuelle dans
I’espace-temps, est lui méme nécessairement localisé sur la surface sphérique
se déplacant a la vitesse c. Une telle croyance est démentie par le calcul expli-
cite de GI en dimensions inférieures 2+1 et 141, calcul proposé a la sagacité
du lecteur dans les exercices 3.5 et 3.6. La seule affirmation correcte concerne
a priori le front d’onde avant qui se propage a la vitesse ¢, et donc le fait que
la rétine ne regoit aucun signal avant le temps ¢ tel que ¢(t —t') = |r —r/|. Par
contre, de maniére générale, 'onde décrite par GI peut s’étaler vers larriere,
en amont du sens de propagation.

Les considérations précédentes sont bien entendu valables dans n’importe
quel contexte mettant en jeu 'opérateur d’Alembertien. Mentionnons 1’émis-
sion d’ondes sonores en hydrodynamique, qui constitue d’ailleurs un exemple
d’application traité dans la seconde partie de ce chapitre, page 209. Cela dit,
en électromagnétisme, les propriétés structurelles de GX prennent un relief
particulier en relation avec la théorie de la relativite™.
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¥ Commentaire 3.1.9. Dans l’espace-temps de dimension 3 + 1, la surface
oft est localisée G, s’identifie au cone de lumiére d’équation c(t — ') = |r — r/|.
Il est assez naturel de voir, en arriére plan de G;ro, une entité électromagnétique
élémentaire qui se déplace a la vitesse c. Cette interprétation prend toute sa force
dans la reformulation des équations de Maxwell en termes d’une théorie des champs,
a savoir I’électrodynamique classique [Landau II]. Le champ électromagnétique est
alors congu comme une entité & part entiére, certes couplé aux charges présentes
dans la matiére, mais pouvant « vivre sa vie en toute indépendance ». Dans cette
construction, la fonction de Green causale homogéne G caractérise la propagation de
I’entité électromagnétique d’un point & un autre dans un temps donné. C’est ce point
de vue qui ouvre la voie a I’électrodynamique quantique : I’entité électromagnétique
élémentaire devient tout simplement un photon! En particulier les modes propres mis
en évidence page 190 donnent la relation de dispersion des photons w? = ¢?k?. On
peut alors introduire la fonction de Green décrivant la propagation du photon dans le
vide, comme, grossiérement parlant, la probabilité du photon de passer d’un point r’ a
Pinstant ¢’ & un autre point r a I'instant ¢. Cette fonction de Green est analogue a celle
introduite dans la section 3.1.4 pour décrire la propagation d’une particule quantique
suivant 1’équation de Schrodinger. Par construction [Heitler, Landau IV], elle fait
intervenir Got, qui est donc amenée a jouer un role fondamental en électrodynamique

quantique également !

Propriétés remarquables de la propagation

Considérons un domaine D dans I'espace physique a trois dimensions. L’in-
troduction de la fonction de Green causale G, dans la relation (3.92) conduit

a

¢(I‘,t): fDdr/ pxlt—lr—x'|/c) H(t—to—|r—r’|/c)

4mlr—r’|

S(t—to—|r—r'|/c)
4r|r—r’|

+% [pdr’ mo(r')

2 [y dr go(r) d(t=to—|r—r'|/c) (3.103)

4drlr—r’|

- fOt_tO dr fBD dz/ (b(r/vt - T) 1’1/ : Vr’ 6(T—|r—r/\/c)

4dmlr—r’|

+ 0 dr [y ds QO vt 7,
en ayant explicité 2 les différents termes a I’aide de 'expression (3.101) de
G1 (r—1';7), et avec la notation 8’ (¢) = (d/d€)d(€). Cette formule est parti-
culiérement intéressante, car elle se préte a des interprétations simples, tout
en mettant en lumiére quelques propriétés remarquables de la propagation

12. Rappelons que d(ct) = (1/¢)é(t). Notons aussi que, dans les termes de surface,
I'intégration sur 7 ne peut étre immeédiatement effectuée, par suite de I’action de 'opérateur
n’ . Vr’ .
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FiG. 3.4 — Représentation de la sphére de centre r de rayon R = c¢(t — to) pour
deux temps ta > t1 > to : au temps t = t1, la sphére est a lintérieur du domaine D
tandis qu’au temps t = t2, elle est en dehors de D de telle sorte que le terme (3.104)
s’annule.

gouvernée par le d’Alembertien. De plus, elle se révéle fort utile en pratique,
comme illustré dans la seconde partie de ce chapitre.

Propagation des conditions initiales. La contribution

T )
1 dr’ 770(1'/) 5(t lo |I‘ r ‘/C)

2 Jp 4r|r —v/|

1 L (t—ty—|r—1
+o [ oy TS DIl

4r|r — v/|

(3.104)

décrit la propagation du champ initial ¢ et de sa dérivée temporelle my. Elle
s’effectue via G et sa dérivée temporelle (9/0t)GL, qui présente également
une structure de type front localisé avangant a la vitesse c¢. Ainsi, les points
r’ qui contribuent au terme (3.104) sont situés sur la sphére de centre r et
de rayon R = ¢(t — tg). Pour des temps suffisamment longs, cette spheére
est complétement en dehors du domaine D, comme indiqué sur la figure 3.4.
Alors, le terme de condition initiale (3.104) s’annule identiquement dans le
domaine. En quelque sorte, les conditions initiales sont oubliées, du moins a
un niveau explicite '3 dans la formule (3.103).

13. Les conditions initiales sont toujours présentes implicitement dans I’évolution des
contributions de surface au champ total (3.103).
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F1G. 3.5 — Sur cette figure, les sources sont localisées dans la partie D, du domaine
D. Au point v, le signal (3.105) provenant de ces sources est non nul uniquement
pour t suffisamment grand par rapport a to.

Finitude de la vitesse de propagation et retard. Dans la for-
mule (3.103), le terme

/Ddr’ st = e = ¥1/e) yoy g e —v')/0) (3.105)

4r|r — 1’|

décrit le champ de superposition au point r et a l'instant ¢, créé par les
sources élémentaires distribuées avec la densité p. La contribution élémentaire
de chaque source localisée en r’ a été émise au temps retardé t,..; = t—|r—r’|/c.
Ceci résulte de la propagation du signal émis & la vitesse invariable ¢, ainsi
que de sa structure de type front localisé. La densité p(r’,¢') doit donc étre
évaluée en t/ = t,e;.

Comme il faut uniquement prendre en compte les signaux émis entre les
instants ty et ¢, seuls les temps retardés t,.; > to sont acceptables, ce qui se
traduit par la présence du facteur 6(t —to — [r —r’| /c) dans l'intégrale (3.105).
Ainsi, si les sources sont localisées dans une partie D, du domaine, comme
indiqué sur la figure 3.5, alors en tout point suffisamment éloigné, le champ
de superposition (3.105) est nul pour ¢ proche de tg car aucun signal n’a eu
le temps d’y arriver. Notons qu’il n’y a pas de contradiction car les contri-
butions aux temps ¢ < ty sont prises en compte dans les conditions initiales.
Remarquons aussi que cette propriété est une différence essentielle par rap-
port a la diffusion. En effet, dans ce dernier cas, méme pour des points r loin
des sources, le champ de superposition comporte des contributions non-nulles
dest=tf.
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Reéflexions multiples dans un domaine fini. Les termes de surface

t—to o -
7/ dr / Ay ¢(r',t — 7)1’ - Vi 8(r —r = r'l/e)
0 oD drlr — 1|

t—to _ )
+/ dr / ayy Q= lr=rije) n Voo t—7), (3.106)
0 oD

Ar|r —r/|

représentent les champs émis par les sources induites localisées sur la fron-
tiére JD. Leurs distributions surfaciques sont semblables a celles des sources
superficielles contribuant au potentiel électrostatique, dont ’étude a été pré-
sentée dans le chapitre 2. De nouveau, les signaux émis sont des fronts loca-
lisés se propageant a la vitesse ¢. En conséquence, seuls les temps retardés
tret =t — |r — 1’| /c contribuent aux intégrales temporelles, & condition d’étre
compris entre tg et ¢ bien sir.

Les contributions de surface peuvent étre également interprétées comme
fruits de la réflexion sur la frontiére D des champs émis par les sources en
volume. Ce point de vue est étayé par 'argumentaire suivant. Considérons le
cas d’une source pulse, de densité

pp“lse(r’ t) = (S(I‘ — r0)5(t - to) )

branchée a l'instant to, le champ ¢P*/*¢ étant identiquement nul aux instants
antérieurs. Supposons que les conditions aux bords soient de type Dirichlet
homogénes. Par définition, ce champ n’est autre que la fonction de Green
causale de Dirichlet homogeéne,

¢p“lse(r,t) = GJ[SH(r; ro;t — o).

Par ailleurs, la fonction GI_(r — ro;t — to) est aussi solution de 1’équation de
d’Alembert avec pP“*¢. Or, pour tout temps tel que c(t—tg) soit inférieure a la
distance minimale £ de g a la frontiére, G (r —ro; ¢ —to) satisfait également
a la condition de Dirichlet homogeéne sur 9D. Comme G satisfait aussi aux
mémes conditions initiales que ¢P**¢ le théoréme d’unicité implique que G,
et GE y coincident exactement aux temps ¢ suffisamment proches de %,

l
Ghy(rirot —to) = GL(r — ro;t — to) pour t < to + o (3.107)

L’identification (3.107) admet une interprétation trés simple. Comme illus-
tré sur la figure 3.6, pour t < to + ¢/c le champ élémentaire G, émis par la
source pulse n’a pas eu le temps d’atteindre la frontiére, et aucun champ
réfléchi ne vient s’y ajouter! Cette interprétation est confortée par I'analyse
suivante. Spécifions Uexpression (3.103) a la présente situation, en remarquant
que ¢PU5€ est solution de I’équation de d’Alembert homogéne pour t > t(, avec
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F1c. 3.6 — Sur cette figure, £ est la distance minimale entre ro et OD. Le cercle
représente la sphére de centre ro et de rayon R = c(t —to). Pourt < to+£/c, cette
spheére n’a pas atteint le bord OD.

.. L 1 1 L. ..
les conditions initiales ¢f“** = 0 et 75" = ¢2§(r —ry), ainsi que la condition

de bord ¢P*¢(r,t) = 0 pour r € 9D. 1l vient alors

o(t —to —|r —rol/c)

GJISH(I‘;I'o;t — to) =

4r|r — 1ol
t—to 6 o -
+/o ar aDdEI W 0 VG (rreit —tg —7) .

(3.108)

En itérant cette équation intégrale, nous obtenons un développement pertur-
batif des effets de bord, ou le p-éme terme décrit en quelque sorte la contribu-
tion de p réflexions. Pour ¢ < to+£/c, chacun de ces termes de surface est bien
nul, car GI_(v/;ro;t—to—|r—r’|/c) s’annule sur la frontiére. Ceci implique que
GE 7 se réduit alors effectivement a G, en accord avec le raisonnement pré-
cédent invoquant I'unicité. De plus, le terme de surface apparait effectivement
dés que le front décrit par GI atteint la frontiere.

L’argumentation précédente est applicable aussi au champ pulse avec des
conditions de Neumann homogénes. Nous trouvons alors GE g = G pour
t < to+ £/c. Le terme de surface qui intervient dans I’équivalent de la rela-
tion (3.108) ne devient actif qu’aux temps ultérieurs ¢t > ¢y + ¢/c. Donc, en
définitive, nous retenons que les contributions de surface (3.106) incorporent
les réflexions sur les bords du champ émis par les sources de volume. Au bout
d’un temps suffisamment long, ces réflexions sont évidemment multiples.

Ondes progressives. Considérons pour finir le cas ot les bords sont rejetés
a linfini, le domaine D étant alors I'espace R3. Rejetons également les condi-
tions initiales a tg = —oo, et imposons I’absence de champ initial, ¢o(r) = 0
et mo(r) = 0, ainsi que 'annulation de ¢(r,t) quand |r| — oo. Dans la for-
mule (3.103), les termes de condition initiale et de surface disparaissent. Nous
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retrouvons alors la fameuse formule dite des potentiels retardés, & savoir

o(r,t) = /dr’ plr'st — I = rl/e) (3.109)

4drlr — v/|

Parmi les nombreuses applications possibles de la formule (3.109), men-
tionnons la détermination de la forme asymptotique du champ a grande dis-
tance des sources, en supposant celles-ci localisées dans une portion finie de
I’espace. Celle-ci est obtenue par un calcul tout a fait standard. Par exemple,
cette analyse intervient en électromagnétisme, dans 'établissement des for-
mules du rayonnement dipolaire. Plagons-nous au voisinage d’un point R si-
tué loin des sources, défini par les conditions |[r — R| < R et ' < R pour
p(r’',t") # 0. Notons x et 2’ les projections de r — R et r’ suivant le vecteur

unitaire n = R/|R|. Le champ est localement de la forme!4
o(r,t) ~ fz—ct), (3.110)
avec
' —R—¢

1) = o [ @ ot

Le champ posséde donc, localement, une structure de type onde plane pro-
gressive, se déplagant, sans déformation, a la vitesse ¢ dans la direction de
n.

——). (3.111)

Naturellement, la structure d’onde plane progressive se retrouve dans les
géométries spatiales unidimensionnelles. Un champ ¢(z, t) solution de 1’équa-
tion de d’Alembert homogéne, est alors nécessairement de la forme bien
connue

d(z,t) = fi(z — ct) + fo(z +ct).

Il se réduit donc & la superposition de deux ondes planes progressives se dé-
plagant en sens inverse I'une de 'autre. Cette superposition peut conduire a
la formation d’une onde stationnaire, pour des conditions de bord adéquates.

Conclusion. L’équation de d’Alembert présente un caractére réversible par
suite de son invariance sous le changement ¢ — —t. Ainsi, en particulier,
comme pour ’équation de Schrodinger, elle peut engendrer des ondes sta-
tionnaires. Ceci étant, la symétrie de ’équation de d’Alembert vis & vis des
coordonnées spatiales et temporelle lui confére des propriétés spécifiques, no-
toirement la propagation d’ondes progressives & vitesse finie, qui n’ont pas
leur équivalent en mécanique quantique.

14. La forme (3.110) est obtenue & R fixé. Bien entendu, la fonction f(§) définie par la
formule (3.111) dépend aussi de R et de n.
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3.2 Applications et exemples

3.2.1 Diffusion dans un segment
Présentation

Etudions le probléme unidimensionnel de diffusion confinée au segment 0 <
z < L. A travers cet exemple, nous allons montrer comment mettre en ceuvre
la construction systématique des fonctions de Green causales a partir de leurs
représentations spectrales. De plus, les comportements obtenus illustrent bien
I’ensemble des propriétés générales mises en évidence au §3.1.3.

Ici, nous nous intéressons uniquement aux fonctions de Green causales
Ghy(w;a's7) et G py(z;2';7) avec des conditions aux bords homogenes de
Dirichlet et de Neumann respectivement, c¢’est-a-dire

Ghylza'st) = 0 pour =0, L V7 >0,
%G}H(z;x/;r) = 0 pour =0, L v > 0.
Rappelons que ces conditions aux bords correspondent a la présence de parois
absorbantes ou réfléchissantes respectivement. Par ailleurs, la connaissance
de ces fonctions de Green permet de déterminer explicitement la solution
générale de I'équation de diffusion, avec présence éventuelle d'un terme de
source quelconque, ainsi que des conditions de bord de Dirichlet ou Neumann
faisant intervenir des fonctions a dépendance temporelle arbitraire. Parmi
les nombreuses applications possibles, citons, par exemple, la diffusion de la
densité avec injection de particules en un point du segment. On peut aussi
mentionner la diffusion de la chaleur dans un systéme compris entre deux
plaques paralléles, en réponse aux variations imposées de la température des
plaques. Dans ce cas, les symétries du systéme font apparaitre les fonctions
de Green a une dimension.

Etude et résolution

Nous avons montré p. 159-160 que la représentation spectrale des fonctions
de Green homogénes s’écrit

Gilwya'sm) = 0(7) Y e P27 g (2)yy (')

n

ott les {9, } forment une base de fonctions propres orthonormées de —(9%/9z?%)
vérifiant les mémes C.L. que GE. Dans un premier temps, nous déterminons
les forme explicites de ces représentations pour GJIS gy et va > avant d’en
étudier le comportement aux grands temps.



200 Physique et outils mathématiques : méthodes et exemples

Formules spectrales explicites. Dans le cas présent, les fonctions
propres ¥, et les valeurs propres associées \,, s’obtiennent facilement, a savoir
pour les C.L. de Dirichlet homogénes

[2 . /nmx n’m? *
wn(m)z leH(T> ,/\n:?,ﬂeN

et pour les C.L. de Neumann homogénes

1 2 nmwr n’m? *
wo(a:)zwz,/\oz() et wn(l‘)Z\/;COb(T> ,/\nZ?,TLEN .

Un calcul simple conduit alors aux résultats

0(7) mx—a') _=
Gt (g 7) — =
pu(Tia’sT) Y3 {793 ( i , €

oil nous avons introduit le temps caractéristique de diffusion 79 = L?/(72D),
ainsi que la fonction Theta 13 définie par

I3(u,q) =1+2 Z g cos(2nu) .

n=1

Remarquons que les transformées de Laplace des fonctions (3.112) et
(3.113) sont les fonctions de Green homogenes de opérateur de Helmholtz
sur le segment [0, L], comme montré dans la discussion générale, page 161. Ces
fonctions de Green ont été calculées dans le segment [—(L/2), (L/2)], page 88.
Le lecteur est invité a reprendre les résultats (2.52) et (2.53) pour obtenir des
formules sommatoires intéressantes, exprimant des séries de fonctions trigo-
nomeétriques en termes de fonctions hyperboliques.

Comportements aux temps longs. Considérons un temps 7 grand de-
vant le temps caractéristique 7y, pour lequel ¢ = ¢ 70 < 1. En utilisant le
comportement asymptotique de la fonction Theta,

liH(l] I3(u, q) = 14 2qcos(2u) + O(q*) ,
q—)
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nous obtenons

Ghy(w;a';T) ~ % [cos (@) — cos (M)] e 70 (3.114)
et

!/ /

GX/H(QT;JCI;T) - % ~ % [cos <77r(a;L x )> + cos (L(gjz— ’ ))] 6_% )
(3.115)
quand 7 — o0. Les comportements asymptotiques (3.114) et (3.115)
montrent que GEH(x;:E’ ;7) décroit exponentiellement vite vers zéro, tan-
dis que Gy (2;2';7) tend, tout aussi rapidement, vers la constante (1/L).
Nous retrouvons 1a les propriétés établies de maniére générale dans le para-
graphe 3.1.3, qui sont liées aux caractéres respectivement absorbant et réflé-
chissant des parois du domaine [0, L]. Le temps 79 peut étre interprété comme
le temps a partir duquel le systéme a oublié les conditions initiales. Il controéle

aussi le processus de relaxation exponentiel vers I’état stationnaire final.

Interprétation

Les fonctions de Green étudiées peuvent représenter ’évolution de diffé-
rentes quantités physiques. Dans la suite, nous les voyons comme les densités
de probabilité d’une particule effectuant un mouvement brownien. Leurs évo-
lutions sont comparées et interprétées dans ce contexte.

Les fonctions G}, (x;2';7) et G}y (w;2;7) sont tracées sur la figure 3.7
en fonction de x, et pour des temps 7 croissants. L’application numérique a
été faite avec L = 1 et 2’ = (1/2) de telle sorte que le point de départ de la
particule brownienne soit au milieu du segment. Aux bords du segment, les
fonctions GB y s’annulent, tandis que la tangente des fonctions G}H y est
horizontale. Ensuite, pour le temps de calcul le plus court, ces deux fonctions
de Green homogeénes sont resserrées autour du point de départ de la particule,
et il y a peu de différence entre elles. Cela se comprend bien dans la mesure
ot les effets de bord ont peu d’influence aux temps courts. Par contre, lorsque
T augmente, GB y diminue et finit par s’éteindre complétement, alors que
G; y devient uniforme et égale a 1.

Continuons nos observations en prenant un point de départ plus proche
d’un des bords. Prenons par exemple 2’ = 0,8, toujours avec L = 1. Les
fonctions de Green correspondantes sont tracées sur la figure 3.8 pour les
mémes temps 7 que précédemment. Comme attendu, la présence des parois
a un effet beaucoup plus rapide. Tout d’abord, pour le temps le plus court
considéré, il y a une différence notable entre les fonctions de Green GB I
et GE > contrairement au cas précédent. Ensuite, pour une paroi absorbante,
la probabilité de présence de la particule s’éteint plus rapidement que dans le
cas précédent. A I'opposé, pour une paroi réfléchissante, la particule reste en
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+
o Ghn

F1G. 3.7 — Tracé des fonctions Gy (z; 25 7) et Gy (z;2';7) données par les équa-
tions (3.112) et (3.113) en fonction de x, avec L = 1 et 2’ = (1/2), et pour quatre
temps T de plus en plus grands.

Jr
GDH

IS
1

F1G. 3.8 = Tracé des fonctions Gy (z; 35 7) et Gy (z; 25 7) données par les équa-
tions (3.112) et (8.113) en fonction de x, avec L = 1 et 2’ = 0,8 pour les mémes
temps T que ceux de la figure 3.7. Les échelles des azes sont les mémes que celles de
la figure 3.7.

moyenne plus longtemps au voisinage de la paroi, et donc la probabilité de
présence s’homogénéise un peu moins rapidement.

Il est clair que cette méthode s’applique avec la méme simplicité aux
problémes de diffusion en dimension arbitraire d, et dans ’hyper-rectangle
0 <z < L;, 1 = 1,...,d. Cette généralisation est aussi valide pour des
conditions aux bords mixtes, certaines parois étant réfléchissantes et d’autres
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absorbantes. Le résultat final peut toujours étre exprimé en termes de la fonc-
tion 4.

3.2.2 Diffraction de Fraunhofer
Présentation

La diffraction de Fraunhofer est une application fondamentale des fonc-
tions de Green du d’Alembertien & la théorie de I'optique ondulatoire. Dans
le cadre d’un modéle simple, nous allons établir une formulation mathéma-
tique du principe de Huygens-Fresnel, suivant la nature des conditions de bord
choisies. Ensuite, nous procéderons & une discussion des formules de Kirchhoff
pour de faibles angles de diffraction.

La lumiére étant une onde électromagnétique, une approche fondamentale
de la diffraction par un obstacle exigerait de partir des équations de Maxwell.
On pourrait alors envisager de modéliser les propriétés électromagnétiques
du matériau constituant cet obstacle, a I'aide d’une constante diélectrique ou
d’une conductivité... En fait, un tel programme se révele déja d’une formidable
complexité. Par exemple, les conditions de bord sur les champs électrique E
et magnétique B sont des conditions de type raccordement, plutot que de
type Dirichlet ou Neumann, par suite de la présence d’ondes transmises dans
le matériau. Aussi, les angles vifs de 'obstacle peuvent induire des effets de
pointe délicats & prendre en compte.

Nous allons nous contenter ici d’'une approche bien plus modeste! Tout
d’abord, nous nous affranchissons de la nature tensorielle du champ électro-
magnétique, en adoptant le modele dit scalaire de la lumiére. Celle-ci est
caractérisée alors par un champ ¢, appelé vibration lumineuse, qui satisfait
I’équation de propagation dans le vide

1 02 A
[C_Z‘ﬁ — Alp(r,t) =0, (3.116)
ol ¢ désigne la vitesse de la lumiére. Naturellement, le champ ¢ peut étre as-
similé a 'une quelconque des composantes de E ou B. Dans le cadre de cette
description minimaliste, il est raisonnable de postuler des conditions de Di-
richlet homogeénes, ou bien de Neumann homogénes, sur ’obstacle considéré.
Leur intérét pour des applications réalistes est certainement assez limité, mais
ces hypothéses permettent d’étudier le processus de diffraction sans faire d’ap-
proximations incontrdlées. Les modéles ainsi obtenus allient la simplicité & une
certaine richesse de contenu, et ils tiennent donc une place importante dans
la compréhension des phénoménes complexes & 'ccuvre dans les situations
réelles.

Nous considérons la situation standard représentée sur la figure 3.9. Une
plaque, que nous supposerons infinie, est placée en z = 0. Cette plaque est
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:

F1a. 3.9 — Représentation de la situation physique étudiée dans cet exemple : la
plaque Sy, est percée d’un trou Si. L’origine des axes est choisie en un point de cet
orifice. Un photo-multiplicateur (PM) permet de mesurer le signal loin de la plaque.

percée d’un trou de forme arbitraire, et dont la taille est donnée par une
longueur caractéristique a. L’origine des coordonnées est prise en un point de
ce trou. Une vibration lumineuse monochromatique arrive du cété des z < 0
sur la plaque. Dans les conditions dites de Fraunhofer, on suppose que cette
vibration incidente est produite par une source trés lointaine. Elle est donc
de type onde plane,

Bx,1) = Ag €Tt

ot k est le vecteur d’onde, w = ck la fréquence et Ap une amplitude constante.
Nous considérons une incidence normale par rapport a la plaque, i.e. k est
selon ’axe des z. Nous voulons déterminer la vibration diffractée en un point
situé dans le demi-espace z > 0 et a une distance trés grande devant a. En
pratique, la mesure correspondante de l'intensité lumineuse est effectuée a
I'aide d’un dispositif optique, constitué d’une lentille mince et d’un photo-
multiplicateur ou d’une photodiode situés dans son plan focal.

Etude et résolution

Ici, il est commode de raisonner dans le demi-espace z > 0. Dans ce do-
maine D, il n’y a pas de source, et ¢(r,t) y satisfait 'équation de d’Alembert
(3.116). Supposons que la source contenue dans 'autre demi-espace z < 0 ait
été allumée en ty. Alors, les conditions initiales (3.89), p. 182, dans D sont
simplement

¢o(r) =0 et mo(r) =0 . (3.117)
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La frontiére 0D du domaine est constituée du plan z = 0 et d’une surface
fictive So & linfini, par exemple définie en prenant la limite d’une demi-
sphére de grand rayon centrée a l'origine. Vu les conditions initiales et la
position de la source, la vibration ¢(r, t) ainsi que toutes ses dérivées spatiales
et temporelles sont nulles sur S.,. L’équation intégrale (3.92) pour ¢(r,?),
faisant intervenir n’importe quelle fonction de Green causale de Dirichlet ou
de Neumann homogéne du d’Alembertien G}}, prend alors la forme

o(r,t) = / dr / dY G (r;r's7) 0’ - Veo(r' t — 1)
0 z'=0
—/ dr / A ¢(r',t—71)n' - Ve G(r;r';7), (3.118)
0 z'=0

obtenue en rejetant tg & —oo. Sur le plan z = 0, nous devons distinguer la
partie S, correspondant & la plaque, et la partie S; correspondant au trou.
Sur S; qui est une surface libre, la vibration ne sera pas imposée a priori.
Sur S), elle, ou son gradient normal, seront fixés par des conditions de bord
de Dirichlet ou de Neumann homogénes.

Les conditions de bord sur S;, étant choisies, il convient de travailler avec
la fonction de Green la mieux adaptée. Il s’agit clairement de la fonction de
Green de Dirichlet ou de Neumann, avec des conditions homogénes sur toute
la frontiére'® 9D, a savoir sur S, et sur le plan z = 0. En premier lieu,
nous déterminons ces fonctions de Green, puis nous en déduisons I’expression
de ¢(r,t) en fonction d’une intégrale sur la surface du trou S;.

Fonctions de Green de Dirichlet et de Neumann. Commengons par
les conditions de Dirichlet homogénes. Dans le cas statique du Laplacien,
nous avons déja déterminé la fonction de Green pour une telle configuration
au §2.2.1, page 106 : elle donne le potentiel électrostatique créé par une charge
ponctuelle au voisinage d’un plan conducteur. Dans la situation présente, la
fonction de Green GE y beut également étre obtenue par la méthode des
images, avec le résultat

Ghpy(rir'sm) = GL(r —1';7) = GL(r — 1,5 7) (3.119)

ou GL est la fonction de Green du d’Alembertien du systéme infini (3.101), et
r} . est le symétrique de r’ par rapport au plan z = 0. Soulignons & nouveau
que les conditions de bord définissant GE y sont prises sur le plan z = 0 tout
entier.

Il existe au moins deux méthodes permettant de comprendre pourquoi la
méthode des images vue dans le cas statique au chapitre 2 se généralise au cas

15. Définir une autre fonction de Green, avec des conditions différenciées sur S) et S,
ne présente pas d’intérét car il est difficile de déterminer cette fonction.
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présent. La premiére est basée sur la représentation spectrale (3.93) obtenue
page 185,

el _ sin (C\/ET) * (]
GBH(rv r ’T) - 9(7-) Zn: CT Tﬁn(f)%(r ) .

En effet, dans cette expression, les 1, (r) sont les fonctions propres du Lapla-
cien avec C.L. de Dirichlet homogénes. Par conséquent, le raisonnement mené
page 106 peut étre appliqué ici aussi. La seconde méthode consiste & remar-
quer, que la transformée de Laplace sur 7 de GE y(r;1’;7) est la fonction de
Green de Dirichlet homogeéne d’un opérateur de Helmholtz (voir page 182),
pour laquelle la méthode des images vue au §2.2.1 est également appropriée.

Notons également, que I'expression (3.119) illustre bien les mécanismes de
réflexion sur les bords décrits dans la section 3.1.6. Aux temps 7 suffisamment
courts, G55 (r;1';7) se réduit effectivement & GL (r;r';7) car |r — 1}, | >
|r — r/|. Aprés une seule réflexion sur le plan z = 0, il apparait dans G},
la contribution supplémentaire de ’onde réfléchie, qui coincide avec le champ
élémentaire créé par la source image. Aucune autre réflexion n’intervient plus
car les autres bords sont a l'infini.

Pour des conditions de Neumann homogénes, nous trouvons de maniére
similaire

Ghysrsm)=GL(r—1/;7) + GL(r — 1}, 7) (3.120)

La seule différence avec la la formule (3.119) est le signe de la contribution de
I’onde réfléchie ou image, qui maintenant s’ajoute a celle de 'onde directe.

Vibration lumineuse avec conditions de Dirichlet. Supposons que
¢(r,t) satisfasse des conditions de Dirichlet homogenes, ¢(r,t) = 0 sur S,.
Compte tenu de la forme de ces conditions de bord, ainsi que de la linéa-
rité de I'équation de d’Alembert, nous pouvons affirmer que la dépendance
temporelle de ¢(r,t) en un point donné, est de la forme

(r,t) = Ap(r)e™™"

oit Ap(r) est une amplitude complexe. En utilisant G}, dans 'équation
(3.118), nous obtenons alors 16

Ap(r) :/ dT/ dx’ AD(r’)e“T%GBH(r;r’;T). (3.121)
0 Sy <

[’amplitude de la vibration lumineuse en tout point de D est donc entiére-
ment déterminée par la valeur de celle-ci sur le trou S;. Cette derniére n’est

16. Rappelons que le vecteur n’ est orienté vers 'extérieur de D et donc vers les 2’ < 0.



3. Fonctions de Green dépendantes du temps 207

elle-méme pas aisément accessible, car il faudrait résoudre complétement le
probléme dans ’espace tout entier...

L’expression intégrale (3.121) peut étre simplifiée comme suit en exploi-
tant les propriétés de GI. En partant de la formule (3.119), nous trouvons
facilement

0 . 0 o

QG grr'sr) = —2$G;(r

Ceci permet de réécrire 'intégrale (3.121) comme

Ap :—2—/ dT/ dX" Ap(r %6[07—\1’—1”]
St

4drlr — v/|

ol nous avons utilisé¢ la formule (3.101), page 190, pour G, . L’intégration
sur 7 est immédiate et donne le résultat exact

1 0 ik|r—r'|
Apr) = —5- | ds' Ap(r') 5~ {er—ird (3.122)

Vibration lumineuse avec conditions de Neumann. Les conditions de
bord de Neumann homogénes stipulent que 0¢/0z = 0 sur S,. Comme dans
le cas de Dirichlet, la vibration lumineuse prend la forme

P(r,t) = An(r)e ™t .

En suivant la méme démarche que ci-dessus, et comme proposé a ’exercice 3.4,
le lecteur peut montrer que 'amplitude Ay (r) en tout point de D est simple-
ment donnée par la formule exacte

1 0Ayn . etklr=l
A = > ! .
n(r) o d 0z (+) |r — /|

(3.123)

Interprétation

Le contenu des formules (3.122) et (3.123) est discuté en relation avec
le principe de Huygens-Fresnel, puis nous en déduisons les patrons d’interfé-
rence respectifs & I'infini. Enfin, nous concluons par un bref commentaire sur
d’autres approches.

Principe de Huygens-Fresnel. Ce principe dit que chaque point d’une
surface d’onde se comporte comme une source secondaire émettant une onde
sphérique. Sur un plan historique, il a joué un role capital, et aujourd’hui il est
encore souvent utilisé comme point de départ des calculs de diffraction en op-
tique ondulatoire, car il se révéle suffisant pour décrire précisément nombre de
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situations pratiques. Dans un point de vue plus fondamental basé sur ’équa-
tion de d’Alembert, il apparait néanmoins plus comme une recette, méme si
elle est de trés bon gott !

Dans le cas des conditions de Neumann sur la plaque, la formule (3.123)
semble bien & premiére vue une traduction mathématique du principe de
Huygens-Fresnel. En effet, chaque point du trou .S; émet une onde sphérique
d’amplitude eik|‘"—r/|/|r —1'|. Cela dit, ces points n’appartiennent pas forcé-
ment & une surface d’onde car 'onde plane incidente est certainement défor-
mée au niveau du trou. Pour des conditions de Dirichlet sur .S, la formule
(3.122) présente des distorsions encore plus sévéres avec les prédictions du
principe de Huygens-Fresnel, car I'onde émise par chaque point du trou S
n’est plus isotrope. Cela dit, nous verrons plus avant que ces distorsions de-
viennent négligeables a l'infini dans les directions proches de ’axe 0z suivant
lequel se propage ’onde incidente.

Patron d’interférences a 1l’infini. Placons-nous maintenant a des dis-
tances du trou beaucoup plus grandes que sa taille caractéristique a. Alors,
dans chacune des intégrales (3.122) et (3.123), pour tous les points r’ apparte-
nant a S, nous pouvons remplacer le facteur d’enveloppe en 1/|r —r/| par 1/r
d’une part, et utiliser le développement asymptotique

r-r

+O(r'/r) (3.124)

r—r'|=7r—

dans le facteur de phase e*lr ="l Pautre part. En notant 6 I’angle de r avec la
direction Oz (voir figure 3.9) et ky le nombre d’onde dirigé suivant le vecteur
unitaire r/r et de module k, nous trouvons finalement

ik 0 ikr ) ,
A,ﬂr)z—% /S Ay’ Ap(r') e~keor (3.125)
et
eikr aAN Cileor!
An(r) = —o— /S dy o (') e~ ke (3.126)

quand r — o0.

Le patron d’interférences est obtenu en calculant 'intensité I lumineuse
qui est proportionnelle & |Ap(r)|? ou |An(r)|?. La différence principale entre
les deux expressions provient du facteur anisotrope en cos?# qui est présent
dans Ip. En conséquence, la nature des conditions de bord est moins impor-
tante pour les petits angles de diffraction 6.
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Comparaison avec d’autres approches. Il n’est pas rare de trouver dans
la littérature des applications du principe de Huygens-Fresnel, ot 'on impose
a la fois des conditions de Dirichlet et de Neumann sur la vibration lumineuse.
Soulignons que ce choix est en général mathématiquement incohérent, car il
n’existe pas de solution de I’équation de d’Alembert satisfaisant & ces deux
conditions simultanément. En fait, il n’est point nécessaire d’invoquer ces
conditions de bord pour obtenir I'approximation dite de Kirchhoff. Dans le
cas étudié ici, il suffit de procéder comme suit.

Imaginons que la taille a du trou soit grande devant la longueur d’onde
A = 27 /k de Ponde incidente. Il est alors légitime de considérer que ¢(r,t)
est extrémement petit au voisinage immédiat de la plaque S, dans le do-
maine D. En effet, la diffraction devrait alors étre faible dans les directions
faisant un angle important avec la direction Oz de 'onde incidente. Ceci est
bien observé expérimentalement, pourvu que la plaque soit opaque, et indé-
pendamment de la forme précise des conditions de bord. Avec le méme niveau
d’approximation, il est également légitime d’affirmer que la surface d’onde
est peu perturbée au voisinage du trou, sauf & une distance d’ordre A de son
contour. Dans 'équation intégrale (3.92), p. 184, pour ¢(r,t) avec GL, ceci
revient a ne conserver que la contribution de S;, et a remplacer ¢(r',t) par
sa forme incidente Ay e ~t sur S,. Il vient alors la formule de Kirchhoff
pour 'amplitude diffractée dans des directions voisines de Oz,

ik Ao etk ) ,
Ak (r) ~ —% /S Ay e~ikor

Cette formule est bien identique aux expressions (3.125) et (3.126) pour 6
petit : il suffit d’identifier Ap(r’) et An(r') & Ag e ay voisinage de S;,
ce qui est conforme & 'hypothése de faible déformation de la surface d’onde
incidente dans ce voisinage.

3.2.3 Emission d’ondes sonores
Présentation

Considérons un corps effectuant des oscillations dans un fluide parfait. Ces
oscillations peuvent concerner aussi bien son volume V. variable dans le temps
que la position de son centre de gravité. Dans les deux cas, qui peuvent étre
présents simultanément, on suppose que 'amplitude des oscillations est de
l'ordre de la taille caractéristique ¢ du corps. Ces oscillations induisent des
variations de la densité locale du fluide, qui vont naturellement se propager.
Ainsi, le corps émet des ondes sonores, dont nous allons étudier la forme a
grande distance.

Excepté au voisinage immédiat du corps, nous supposons que les varia-
tions de densité dp du fluide restent petites devant la densité homogéne pg



210 Physique et outils mathématiques : méthodes et exemples

du fluide au repos, c’est-a-dire §p < pg. Nous admettons également que les
transformations locales sont réversibles et adiabatiques. Ceci permet de re-
lier la variation de pression dP & &p via 6P = c?8p, ou c est la vitesse du
son donnée par ¢ = [(OP/dp)s]'/?, la dérivée partielle étant prise a entropie
constante. Il est alors possible de montrer, & partir de I’équation d’Euler et de
I’équation de continuité, que I’écoulement induit dérive d’un potentiel. Autre-
ment dit, il existe un potentiel ¢(r,t) tel que le champ de vitesse u(r,t) dans
le fluide soit de la forme u(r,t) = V(r,t). De plus, ¢ satisfait & 'EDP

1 6?
[C—Qw — Alp(r,t) =0. (3.127)
L’équation de propagation des ondes sonores (3.127) est du type d’Alem-
bert (3.85) sans source. Elle est valable en tout point du fluide qui n’est pas
atteint par le corps oscillant. Noter que dans la région ou la surface du corps
évolue, la densité du fluide varie brutalement de 0 a py de sorte que I'ap-
proximation dp < po n’y est pas valable. De plus, les conditions de bord & la
surface du corps, qui sont de type Neumann, doivent étre formulées sur une
surface mobile, leur exploitation devenant ainsi plus délicate. Similairement &
I’étude de la diffraction de Fraunhofer, il est bien plus approprié de travailler
dans un domaine a l'extérieur d’une surface fermée fixe Xy, le corps étant
entiérement contenu a l'intérieur de ¥y a tout instant. Alors, I'utilisation de
la fonction de Green causale GX, du d’Alembertien permet de déterminer le
comportement des quantités d’intérét a grande distance.

Nous nous plagons dans le régime ¢ < ¢T', ou T est 1’échelle de temps ca-
ractéristique de variation de forme et/ou de position du corps, ce qui est réalisé
pour un objet suffisamment petit ou des oscillations suffisamment lentes. En
notant A\ = ¢T' la longueur d’onde caractéristique des ondes sonores émises,
nous avons donc ¢ < A. Remarquons que cette condition implique que le
champ de vitesse induit dans le fluide, qui est au plus d’ordre ¢/T est trés pe-
tit devant la vitesse du son c¢. Le nombre de Mach correspondant d’ordre u/c
est trés petit devant 1, et la condition dp < pg est bien observée en dehors
du voisinage immédiat du corps.

Etude et résolution

Introduisons le domaine D compris entre la surface fermée X et une
surface fictive X, rejetée a l'infini. Supposons que le corps ait été mis en
mouvement & un instant tg, auquel le fluide était au repos. Le potentiel des
vitesses et toutes ses dérivées temporelles seront donc prises identiquement
nulles en tout point de D. A un instant ultérieur ¢, on supposera que les ondes
émises n’ont pas eu le temps d’atteindre les parois du systéme considéré, de
sorte que le potentiel des vitesses et toutes ses dérivées seront identiquement
nulles sur X, (voir figure 3.10). En premier lieu, nous montrons que ¢(r,t)
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s’exprime simplement en termes de ¢(r',t) et V'¢(r’,t) avec v’ € 3. Puis,
nous en déduisons sa forme asymptotique a grande distance.

Yo

Fic. 3.10 — Corps de volume V. en mouvement dans un fluide. ¥, est la surface
délimitant le corps. Xy est une surface fize dans laquelle s’effectue tout le mouvement
du corps et Yoo une parot fictive a l'infini.

Expression du potentiel en termes d’une intégrale de surface. Le
potentiel des vitesses ¢ satisfait I’équation de d’Alembert sans source (3.127)
dans tout le domaine D. Il s’exprime donc en termes de n’importe quelle fonc-
tion de Green causale du d’Alembertien via une équation intégrale de la forme
(3.92), p. 184. 1l est plus commode ici d’utiliser la fonction de Green GZ, du
systéme infini, plutét que les fonctions de Green de Dirichlet ou de Neumann
dans D. En effet, la surface X ¢ étant libre, les valeurs de ¢(r,t) ou de Vo(r, t)
n’y sont pas imposées a priori. De plus, ces fonctions restent elles-méme a dé-
terminer...

Appliquons donc la formule (3.103), page 193. Ici, aucune source n’est
présente dans D, alors que les conditions initiales (3.89), p. 182, sont ¢ (r’) = 0
et mo(r') = 0. Par ailleurs, la surface ¥ ne donnant aucune contribution, il
reste uniquement la contribution de Xy, soit

1
4r|r — 1|

o(r,t) = /E d¥'n’ - Vo't — v —1'|/c)
s

1

. A2
4dmlr — v/| (3.128)

+ V.- [/ dX'n’¢(x',t — v —1'|/c)
Xy

Pour établir cette expression, nous avons utilis¢é VoG (r — r',t — t') =
—V.GL (r—r',t —t'), et nous considérons un temps ¢ suffisamment long de
sorte que l'onde sonore ait atteint le point r considéré, i.e. t > to + |r — r'|/c
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pour tout r’ sur X¢. Le premier terme est une contribution monopolaire qui
décroit en 1/r aux grandes distances. Le second terme comprend une partie
dipolaire en 1/r2, et également une partie monopolaire résultant de 'action,
sous le signe somme, de 'opérateur V, sur ¢(r',¢ — [r —r'|/c). Comme dans
I’étude de la diffraction de Fraunhofer au §3.2.2, nous voyons que chaque
point de Xy se comporte comme une source secondaire, émettant des ondes
sphériques de types monopolaire et dipolaire se propageant a la vitesse c.

Développement a grande distance. La surface ¥y est complétement
arbitraire. Nous la choisissons assez proche du corps en mouvement, de sorte
que |r'| sur X est d’ordre £. Posons alors R = |r| avec R > {. Nous pouvons
utiliser le méme type de développement asymptotique qu’a la page 208 pour
la diffraction de Fraunhofer. Ainsi, nous obtenons

o't — |r—r’|/c)} _ _nd¢
|r —r/| ~ Rcot

vr[ (.t~ Rfe4m v/ + O(zs)

avec le vecteur unitaire n = r/r. Le champ ¢(r,t) s’écrit alors, a des termes
en O(1/R?) prés,

(b(r,t):ﬁ g d¥'n’ - Veo(r';t — R/c+mn-1'/c)
n 0¢
— . o' (1t — T . 12
o Zfd nat(r,t R/c+mn-r'/c). (3.129)

A grande distance, le champ ¢ décroit donc en 1 /R, avec des coefficients qui
sont des fonctions de ses valeurs sur ¥y aux instants retardés t —R/c+n-r'/c,
en accord avec la propagation a la vitesse c. Les formes de ces coefficients sont
déterminées dans le paragraphe suivant.

Amplitude des termes dominants & grande distance. Le temps
(n-1r'/c) est d’ordre ¢/c. Par conséquent, en vertu de I'hypothése ¢ < A
il est petit devant T, qui est ’échelle temporelle caractéristique de variation
de ¢. Ainsi, les fonctions en jeu dans les deux intégrales de surface impliquées
dans 'expression asymptotique (3.129) peuvent étre développées au voisinage
du méme temps retardé ¢t — R/c commun a tous les points de 3y,

Voot t—Rjctnr Jc) = Vao(t, t—Rjc)+ 5 % [Veo(r' t — R/c)+-
a / / a /
a—f( ,tfR/c+n~r/c):8—f( b —RJc)+---

Ceci engendre un développement en puissances de £/\ de chacune des inté-
grales de surface correspondantes. Le terme d’ordre zéro se réduit au flux du
champ de vitesse a travers Xz, évalué a I'instant t — R/c. Or dans la région
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comprise entre la surface du corps Y. et Xy, le fluide se comporte plutot de
maniére incompressible car ¢ < A, de sorte que

d¥'n’ -u(r’,t — R/c) = -V, (t— R/¢e)+---
By

Les termes ici négligés sont d’ordre (£/\)? au moins, comme montré par une
simple estimation de 'ordre de grandeur de dp/py au voisinage du corps 7.
En remplagant les intégrales de surface dans I'expression asymptotique (3.129)
par leurs développements en puissances de £/), nous trouvons finalement

. . 2
o(r,t) = fm[vc(tfR/c) +A(tfR/c)~n/c+O(%)} +O(%) . (3.130)
A(t—R/c) = ?{Z‘f d¥ [n" -u(r’,t — R/c)| r Jr?{zf d¥'¢(x',t — R/c)n’ .

. (3.131)
Noter que le terme faisant intervenir A(t — R/c), est plus petit que le terme
en V,(t — R/c) par un facteur d’ordre £/\.

Interprétation

L’utilisation de la fonction de Green GI, du systéme infini nous a donc
permis de déterminer le comportement asymptotique du potentiel des vitesses
a grande distance, qui décroit en 1/R. Si les oscillations du corps s’accom-
pagnent de variations de volume engendrés par des contractions ou des di-
latations, comme représentés sur la figure 3.11 par exemple, alors ¢(r,t) est
isotrope quand R — oo, avec une amplitude en V,. Le champ de vitesse cor-
respondant est radial et isotrope,

Vc(t — R/C)

u(r, ) ~ 4mcR

n quand R — oo .

S’il n’y a pas de variation de volume, c¢’est-a-dire si V., = 0, alors la contri-
bution dominante est celle du terme anisotrope en A. Cette situation est
observée pour un corps indéformable effectuant des oscillations autour de sa
position d’équilibre, comme représenté sur la figure 3.12. Le champ de vitesse
correspondant est radial et anisotrope,

n-A(t— R/c)
4nc?R

17. Comme u varie sur une échelle temporelle T, alors que la surpression § P varie sur
une échelle spatiale £ au voisinage du corps, I’équation d’Euler permet de relier les ordres de
grandeur de u et §P. En utilisant par ailleurs la relation d’adiabaticité P = ¢?ép, ainsi que
I'estimation |u| o< £/T au voisinage du corps, nous trouvons que dp/po est d’ordre £2 /2.

u(r,t) ~ n quand R — oo.
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TVt + 6t
F1a. 3.12 — Corps oscillant autour de sa position d’équilibre.

Son amplitude s’annule dans la direction perpendiculaire & A, et elle est maxi-
male dans la direction de A. Notons que la connaissance compléte de A est
délicate, car il faudrait déterminer le champ de vitesse prés du corps. Cela
dit, en admettant que l'ajustement du champ de vitesse dans le fluide soit
instantané, on a nécessairement |A| o< V.|V] ot V est la vitesse du corps. Par
exemple, si le corps est une boule sphérique effectuant des oscillations suivant
I’axe Oz, I’hypothése d’ajustement instantané nous conduit & utiliser au voi-
sinage de la boule, le champ de vitesse (2.94) calculé au §2.2.2, page 112, pour
un mouvement uniforme dans un fluide incompressible ! Nous trouvons alors

3
A="V.V.
2

Analogie avec le rayonnement électromagnétique. A la lumiére des
résultats précédents, le rayonnement d’ondes sonores n’est donc possible que si
le corps, ou certaines de ses parties, sont accélérés. La situation est donc tout
A fait semblable & celle observée en électromagnétisme, ou seules les charges
accélérées rayonnent. Comme les champs électrique E et magnétique B, le
champ de vitesse rayonnée décroit en 1/R seulement. Ainsi, le flux d’énergie
traversant une grande sphére de rayon R reste constant quand R — oo, en
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accord avec I'absence de dissipation pour un fluide parfait. Notons que u ne
présente bien siir pas les mémes symétries que E et B. En particulier, il peut
apparaitre un champ de vitesse isotrope radial en 1/R, cette géométrie étant
exclus par la conservation de la charge en électromagnétisme. En I"absence de
variation de volume du corps, u est relativement semblable aux champs de
rayonnement dipolaire E et B. Cela dit, en hydrodynamique, I’émission est
alors maximale dans la direction de ’accélération du corps, alors qu’elle est
orthogonale & celle des charges en électromagnétisme.

3.2.4 Front d’onde en régime supersonique
Présentation

Il est bien connu que les avions supersoniques donnent lieu & une onde de
choc sonore trés violente, ce qui explique pourquoi les vols supersoniques sont
interdits au-dessus des agglomérations. L’étude du mouvement supersonique
dans un fluide est un probléme complexe, qui fait appel a divers aspects de
la mécanique des fluides et de la turbulence. Ici, nous ne considérons pas ces
aspects dans toute leur complexité. Nous partons d’un modéle trés simplifié,
mais qui posséde néanmoins les caractéristiques suffisantes pour décrire la
structure du front d’onde.

Supposons donc qu’un objet ponctuel se déplace dans un fluide homogéne
a une vitesse v constante et plus grande que la vitesse ¢ du son dans ce mi-
lieu. L’énorme perturbation causée dans le fluide au voisinage de 'objet se
propage en induisant des variations de pression et de densité. Suffisamment
loin de I'objet, ces déformations s’atténuent. Il devient alors raisonnable de
les assimiler a une onde sonore de faible amplitude, dont I’évolution linéari-
sée est gouvernée par I’équation de d’Alembert sans source. En toute rigueur,
la forme précise de cette onde devrait étre déterminée par une procédure de
raccordement faisant intervenir la forme des quantités d’intérét au voisinage
de l'objet, similairement & la méthode utilisée dans I’exemple précédent pour
un corps émetteur dans le régime subsonique. Ici, une telle procédure est ex-
trémement difficile & mettre en ceuvre. Nous nous contentons d’une approche
beaucoup plus rudimentaire, qui consiste & introduire un terme de source phé-
nomeénologique dans ’équation de propagation! Le champ ¢(r,t), qui décrit
par exemple la surpression, est alors admis satisfaire 'EDP

2
g - Aot = ), (3132)

ou la source p,(r,t) modélise le processus complexe d’émission induite par
l'objet ponctuel. A ce niveau de modélisation, il est naturel d’identifier p,,(r, t)
a la densité associée a ’objet ponctuel, i.e. :

[op(r,8) = po 8l — v1)3(y)3(2),

(3.133)
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I’axe Ox coincidant avec la trajectoire rectiligne de la particule. Dans la forme
heuristique (3.133), la constante arbitraire pg a les dimensions d’une masse fois
le carré d’une fréquence. Dans la suite, nous étudions la forme du front d’onde
engendré par l'objet supersonique via I’équation de d’Alembert (3.132).

Etude et résolution

Le domaine D considéré est 1’espace tout entier. La frontiére 9D est donc
rejetée a U'infini. Sur 9D, la surpression ¢(r,t) est prise nulle, autrement dit
le fluide est au repos infiniment loin de 'objet. Le fluide est également au
repos a l'instant initial ty, avec une pression homogéne et un champ de vi-
tesse identiquement nul. Les conditions initiales (3.89) correspondantes sont
donc ¢g(r) = 0 et mp(r) = 0 dans tout le domaine. L’expression générale
(3.92), page 184, pour la solution de I’équation de d’Alembert, se réduit ici
au terme de source. En utilisant la fonction de Green causale G, du systéme
infini donnée par la formule (3.101), et en rejetant ¢y & —oo, nous obtenons

t
¢(r,t):[mdt’ /dr’ ﬁé[c(t—t’)—h—r’u oo st) . (3.134)

L’intégration de expression (3.134) sur r’ est immédiate par suite de la
présence des distributions de Dirac dans p,, avec le résultat

oty = 20 [1 g A=) = VP H 2 (@ o)

3.135
41 oo \/yQ + 22 + (1. _ ’Ut/)2 ( )

Afin d’effectuer la derniére intégration sur ¢/, il faut d’abord déterminer le
support de la distribution de Dirac concernée. Nous en déduisons ensuite la
forme explicite de ¢(r,t).

Support de la distribution de Dirac. Dans l'intégrale (3.135), il est utile
de faire le changement de variable ¢t = ¢’ — /v pour la réécrire comme

= dt
i oy V& T ot ’

ot d = \/y? + 22 est la distance du point r a axe Oz. Le support de la
distribution de Dirac dans l'intégrale (3.136) est 'ensemble des temps t” tels

que
ct—z/v—1t") = /d?+ 02" . (3.137)

En élevant cette équation au carré, nous obtenons une équation du second
degré pour t” qui a des solutions réelles si et seulement si son discriminant
est positif, soit

¢(r,t)

@/”“”wwwwm—ﬁﬁﬁm (3.136)

(x —vt)> > (v?/* —1)d* . (3.138)
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Les deux solutions de 'équation (3.137) sont alors

" 1 2 2 /02 2
A T 2= vt & (/) le = ol = (/@ =)@ .| (3139)

Donc, le support a valeurs réelles de la distribution de Dirac d’intérét se réduit
aux deux points ¢ si la condition (3.138) est satisfaite, et a I'ensemble vide
autrement.

Calcul des contributions des deux racines t//. Pour que les racines t/|
contribuent a l'intégrale (3.136), elles doivent naturellement se situer dans
I'intervalle d’intégration, autrement dit elles doivent vérifier t’j/: <t-—uz/v.
Sit—x/v <0, alors x — vt est positif, et la simple inspection de la formule
(3.139) montre alors que ¢/{ > 0. Dans ce cas, les racines sont donc en dehors
de Vintervalle d’intégration, et I'intégrale (3.135) est identiquement nulle. De
plus, cette intégrale est évidemment aussi nulle si la condition (3.138) n’est
pas satisfaite. Il vient donc en définitive

o(r,t) =0 pour x > vt —d\/v?/c?—1.

Sit—a/v >0, comme x — vt est négatif, il est clair que les expressions
(3.139) sont négatives, de sorte que les racines ¢/ sont bien dans l'intervalle
d’intégration, pourvu que la condition (3.138) d’existence soit également sa-
tisfaite. Ceci est réalisé pour

x < vt —dy/v?/c? — 1.

11 suffit alors d’appliquer l'identité (A.2), page 303. Indiquons juste qu’en
définissant

1
"\ _ AN 2 2 2 ny __
f&") =clt —z/v—1t") =V d? 4+ v2t" et g(t") = N

un résultat intermédiaire est

g(th) _ 1 _ ! ,
e/ (vt — )2 — d?(v2/c® — 1)

" -
[f1 (D) ‘c,/dQ—i—th’f + 02t

Nous obtenons ainsi l'expression finale de ¢(r,t),

_po Ot —z—dy/v?/c* —1) (3.140)

2 (ot —2)2 — 2w — 1)

(r,1)
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Interprétation

La formule (3.140) pour ¢(r,t) met en évidence une structure remarquable
du front d’onde, que nous allons maintenant interpréter, tout en discutant sa
pertinence physique. Nous concluons par une analogie avec 'effet Cherenkov.

Forme du front d’onde. Commencons par tirer parti de la fonction de
Heaviside apparaissant dans le résultat final (3.140). Celle-ci donne en fait
I’équation du front d’onde & l'instant ¢,

r=vt—d\/v?/c2—1 avec d=+/y2+ 2% (3.141)

Ainsi, le front d’onde est un cone ayant pour sommet la position de la particule
a instant ¢, et dirigé vers 'arriére de l'objet. Cette derniére particularité est
due au fait que 'objet se déplace plus vite que la vitesse du son. Elle peut étre
interprétée avec une image inspirée de 1’électromagnétisme. Dans ce domaine,
comme indiqué & la page 193, la fonction de Green G, du d’Alembertien
décrit la propagation d’un photon. L’analogue du photon pour la présente
modélisation des ondes sonores est un phonon. Dans ce langage, le front d’onde
est derriére 1'objet, tout simplement parce que les phonons vont moins vite
que cet objet!

Le demi-angle 6 du cone (voir figure 3.13) est obtenu facilement a partir
de Péquation (3.141). Il est tel que

Yy A

F1G. 3.13 — Onde de choc provoquée par un objet se déplagant a une vitesse v > c.

Gnp— 9 _c (3.142)
(x —wvt)2+d> v
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Cet angle ne dépend donc que du rapport entre les vitesses du son et de I'objet.
Il décroit lorsque la vitesse de 'objet augmente, conformément a l'intuition.
Ce résultat s’interpréte aussi trés bien en termes de propagation de phonons,
comme indiqué sur la figure 3.14. Sur cette figure, un phonon, émis en un

Y

FIG. 3.14 — A Vinstant t1, Uobjet est en A et émet un phonon. A linstant t ultérieur,
le phonon est en B et l’objet en M. L’angle 0 vérifie donc sin@ = (cAt/vAt) = (¢/v)
avec At =t — 1.

instant ¢; par 'objet au point A se retrouve a 'instant ¢ au point B du front
d’onde. Au méme instant ¢, 'objet est en M. La relation (3.142) signifie que
pendant l'intervalle de temps At = t — t1, le phonon et I'objet ont parcouru
respectivement les distances cAt et vAt.

Bien que le modéle utilisé ici soit trés grossier, il reproduit correctement
la forme conique du front d’onde réel. En effet, le mécanisme sous-jacent est
purement cinématique, en relation avec le déplacement de 'objet source a
une vitesse plus grande que c. Il est peu dépendant du modéle considéré, et
repose sur I’hypothése raisonnable que les surpressions se déplacent bien a la
vitesse ¢ en dehors du régime linéaire de I'acoustique standard. Ainsi, chaque
point regoit simultanément la contribution de deux signaux se propageant
respectivement a 'avant et a l'arriére de 1’objet (voir figure 3.15) et émis aux
deux temps (3.139) obtenus par une construction purement géométrique.

Singularité sur le front d’onde. Le champ (3.140) devient singulier sur
le front d’onde conique, ce qui est la signature d’une onde de choc. Si le simple
résultat (3.140) suggere apparition d’une telle onde de choc, il ne saurait la
décrire quantitativement, en particulier car il est obtenu en supposant que les
surpressions deviennent faibles loin de 1'objet! Cette incohérence du modéle
pourrait étre levée par une approche plus réaliste, prenant en compte notam-
ment la taille finie de 'objet en déplacement. Notons enfin qu’a U'intérieur du
cone de 'onde de choc, la valeur du champ décroit asymptotiquement en (1/t).
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y A

Sl |

Fia. 3.15 — Chaque point M a lintérieur du céone est a l’intersection de deux
cercles centrés sur l'axe des x. Les centres O1 et O_ de ces cercles sont de chaque
coté du point considéré et correspondent aux points ot ont été émis les deux phonons
recus en M a l'instant t. Ces phonons ont été respectivement émis aux temps t., =
t + (x/v).

Effet Cherenkov. Le phénoméne mis en évidence a travers ce modéle
simple apparait dans d’autres domaines de la physique. Par exemple, si nous
considérons maintenant le champ électromagnétique produit par une particule
chargée en mouvement, nous devons aussi étudier I’équation de d’Alembert
avec un terme de source analogue & p,. Soulignons que cette équation est elle
fondamentale, alors que 'EDP (3.132) n’a pas le méme statut bien str. Ima-
ginons maintenant que la particule se déplace a la vitesse v dans un milieu
diélectrique. La vitesse ¢ de la lumiére dans ce milieu dépend de la fréquence
du rayonnement, et elle est reliée & la vitesse cg de la lumiére dans le vide
par la relation ¢ = ¢o/n ot n est I'indice du matériau diélectrique. Il est alors
possible, typiquement dans des expériences de physique des hautes énergies ot
les vitesses des particules sont élevées, d’avoir des vitesses v > c. Le rayonne-
ment électromagnétique ainsi produit présente des caractéristiques semblables
a celles de 'onde de choc précédente : c’est 'effet Cherenkov.

Indépendamment de la valeur du champ & l'intérieur du coéne formé par
le front d’onde, c’est la forme du cone en elle-méme, et notamment ’angle 6,
qui est d’'une grande utilité dans les détecteurs de particules. En effet, le
vecteur d’onde correspondant au rayonnement Cherenkov est perpendiculaire
au front d’onde, et il fait donc un angle 7/2 — 0 avec 'axe Oz. La mesure de
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cet angle permet alors de remonter a la vitesse de la particule. Donnons un
ordre de grandeur. Pour détecter une vitesse v telle que (v/cg) =~ 0,99, et avec
un des matériaux utilisés dans un des détecteurs du Large Hadron Collider
d’indice n = 1,03, on obtient 7/2 — 6 ~ 11 degrés.

3.2.5 Sur l’instantanéité de la propagation
de la chaleur

Présentation

L’équation de diffusion présente un caractére instantané qui n’est pas
compatible avec la théorie de la relativité d’Einstein. La fonction de Green
GL(r —r';t — t') associée a cette équation, donnée par la formule (3.41),
page 162, est non nulle pour tout temps ¢ supérieur au temps initial ¢’. Consi-
dérons alors un probléme de diffusion de la température par exemple. La
propriété précédente de la fonction de Green G implique que la tempéra-
ture est modifiée & des distances arbitrairement lointaines du point source, a
tout instant ultérieur au temps initial. Or la théorie de la relativité impose
que nul objet, ou signal, ne puisse se propager plus vite que la vitesse de
la lumiére dans le vide. Ainsi, I’équation de diffusion ne respecte pas un des
principes fondamentaux de la physique. Cela dit, elle est néanmoins trés utile
dans des conditions non-relativistes !

Ici, nous allons étudier une version plus élaborée de ’équation de diffu-
sion de la chaleur, qui prenne en compte les effets de propagation & vitesse
finie. Pour cela, nous considérons un matériau en phase solide. D’un point de
vue microscopique, 'agitation thermique est propagée, entre autres, par les
phonons, qui se déplacent a la vitesse du son du matériau. Une modification
naturelle de I’équation de la chaleur conduit alors a ’équation de Cattaneo,
qui inclut un terme de propagation supplémentaire faisant intervenir la vitesse
du son c¢. Cette équation est en quelque sorte la conjonction des équations de
d’Alembert et de diffusion, et elle s’écrit

o 1 0?
(—A + aQE + ?@) o(r,t) = p(r,t), (3.143)

ot a? joue le role de I'inverse du coefficient de difffusion, ¢ est la température
et p est une source. Dans la limite @ — 0 nous retrouvons 1’équation de
d’Alembert, tandis que dans la limite ¢ — oo nous obtenons 1’équation de
diffusion.

Nous allons calculer la fonction de Green causale G associée a I'équation
de Cattaneo (3.143). Nous nous restreignons au cas unidimensionnel infini.
Nous mettons ainsi simplement en évidence 'impossibilité d’une propagation
a des vitesses plus grandes que c. Le cas en trois dimensions est proposé a
lexercice 3.11, page 242.
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Etude et résolution

L’opérateur de Cattaneo

2,0 1
+ad® -+ 5

O:_8m2 ot 2o

étant invariant par translations dans ’espace et le temps, la fonction de Green
causale homogéne du systéme infini est de la forme

Gl (z,2;t,t) = G (z — 2'5t - 1').
Il suffit donc de déterminer GX, pour 2/ = 0 et ¢’ = 0. L’EDP correspondante
s’écrit

(_% n 2% + _2@) G (z3t) = 6(2)8(1) (3.144)

avec la condition de causalité GI (x;t) = 0 pour t < 0.

Pour rendre I’équation (3.144) plus symétrique, il est utile de poser

G;(x;t) =e 2 g;(z;t).

L’EDP pour g1 devient alors

02 10\ .,
T2 T 202 g (x;t) = 0(x)d(t) (3.145)
ot m? = c%a*/4. Cette équation a une forme familiére aux physiciens des

particules : si on change le signe de m?, elle devient ’équationde Klein-Gordon,
trés connue en théorie des champs. Nous proposons d’ailleurs a ’exercice 3.12,
page 242, d’adapter la méthode utilisée ci-dessous pour obtenir la fonction
de Green de l'opérateur de Klein-Gordon. Cette méthode consiste & prendre
la transformée de Fourier spatio-temporelle de 'EDP (3.145) comme nous
I’avons fait a la page 190 pour le d’Alembertien.

Transformation de Fourier. Introduisons donc

92 (ks 2) =/ dt/ dz e ke gt (11 t) / dt/ dz e ke gt (11 t)

ot la condition de causalité sur g1 a été utilisée. Comme la fonction g décrit
la propagation-diffusion d’un signal, il n’est pas assuré qu’elle décroisse aux
grands temps pour toute valeur de x. Il est alors plus approprié de travailler
avec une fréquence complexe z = w + i, dont la partie imaginaire 7 soit
strictement positive. Ceci garantit la convergence de l'intégrale temporelle
quand t — +o0.
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Prenons la transformée de Fourier membre & membre de 'EDP (3.145).
Les opérateurs de dérivation partielle par rapport au temps et a ’espace
deviennent de simples multiplications par des puissances de iz et —ik. De plus,
comme la transformée du produit de fonctions delta se réduit évidemment a 1,
il vient alors

(k* —m? — 22 /A g (k;2) =1 .

En choisissant  suffisamment grand, i.e. v > mc, cette équation est bien
inversible pour toutes valeurs de k et w, avec le résultat

1

-+ (L. _
Geohi2) = T 2y -

et la fonction g (z;t) est donc donnée par la transformation inverse,

N 1 +oo+iy 00 e—izt-i—ik;ﬂ
)= — d ak — 3.146
Joo(w5) (2m)2 ~/—00+m Z/_Oo k2 —m?2 — 22/c? ( )

A ce stade, il reste maintenant a effectuer l'intégrale sur k, puis sur z.

Intégration sur k. Pour effectuer I'intégration sur k, écrivons

1 1
k2 —m2—22/c2 (k —(m?+ 22/02)1/2) (k + (m? + 22/02)1/2)

de facon a identifier explicitement les poles de l'intégrant dans la variable k.
La détermination de la fonction (m? 4 22/c?)'/? est choisie de sorte que sa
partie imaginaire soit positive pour v = Im z > 0. Nous préciserons dans le
paragraphe suivant ce choix de détermination ainsi que le domaine d’analyti-
cité en z de cette fonction. L’intégrale sur k peut étre calculée en combinant
le lemme de Jordan au théoréme des résidus. Pour z > 0, il est judicieux de
compléter 'axe réel d’intégration sur k par un grand demi-cercle dans le plan
complexe supérieur. En effet, I'intégrale sur ce demi-cercle tend vers zéro dans
la limite d’un rayon infini en vertu du lemme de Jordan. L’intégrale sur ’axe
réel est alors simplement donnée par le résidu du pole en k = (m? + 22 /c?)1/?
d’aprés le théoréeme de Cauchy. Pour z < 0, le contour fermé approprié est
obtenu en complétant 1’axe réel par un demi-cercle dans le plan complexe in-
ferieur, et seul compte le pole opposé k = —(m? + 22/c?)'/2. Le résultat final
pour z quelconque est donné par la formule synthétique

g (z3t) = — dz

o[ s S o
AT J ooty (m2c? 4 22)V/

Mise en évidence de la propagation. Précisons maintenant les proprié-
tés analytiques de le fonction (m? + 22/c?)1/2. Celle-ci présente deux points
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de branchement en z = 4imc. De chacun d’entre eux, il doit nécessaire-
ment partir une coupure, qui peut étre choisie arbitrairement. Ici, il est com-
mode de prendre une seule coupure qui joint ces deux points, & savoir le
segment [—ime, imc| par simplicité. La fonction (m? + 22 /c?)1/? est alors ana-
lytique dans tout le plan complexe excepté le segment [—imc, imc|. De plus,
nous choisissons la détermination telle que pour z = w réel avec w > 0, nous
ayons (m?+22/c?)Y/? = /m2 + w?/c2. Ce choix assure Im(m?+22/c¢*)*/2 > 0
dans le demi-plan complexe supérieur en z. Comme admis a priori, cette po-
sitivité est donc bien assurée sur 'axe d’intégration | — oo + i, 0o + 7|, qui
passe par ailleurs au dessus de la coupure [—ime,imc| en vertu de la condi-
tion v > mc (voir figure 3.16). Enfin, notons que (m? + 22/c?)'/?2 ~ z/c
quand |z| — co.

k3

iy

® imc

® —imc

Fia. 3.16 — Contour d’intégration pour Uintégrale (3.147). Il y a une coupure entre
les deuz points de branchement z = +imc.

Avant d’effectuer l'intégrale sur z, montrons que le signal décrit par
gjo(x;t) ne peut pas se propager plus vite qu’a la vitesse c. Cette caracté-
ristique est une conséquence directe des propriétés d’analyticité décrites ci-
dessus 8. Ainsi, si |2| > ct, il est judicieux de compléter I'axe d’intégration
] — 00 + iy,00 + @[ par un grand demi-cercle dans le demi-plan complexe
supérieur. D’aprés le lemme de Jordan, l'intégrale sur le demi-cercle tend vers
zéro quand le rayon tend vers l'infini. L’intégrant étant analytique dans tout
l'intérieur du contour fermé ainsi construit, 'intégrale (3.147) est donc nulle!
Ainsi, la fonction de Green G (x;t) = 0 s’annule pour |z| > ct. Pour ¢ < 0,
nous retrouvons la condition de causalité. Pour ¢ > 0, nous voyons qu’il y a

18. La discussion ci-dessous est similaire & celle de I’exercice 1.9 du chapitre 1, page 58.
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Lz k3

vy

N

—imc

F1G. 3.17 — Déformation du contour d’intégration autour de la coupure entre z =
ime et z = —imec.

donc bien propagation a la vitesse finie ¢, contrairement au cas de la diffusion
pure.

Intégration sur z. Considérons l'autre cas, c’est-a-dire |z| < ct. Mainte-
nant, il est plus approprié de compléter | — oo + iy, 00 + iy[ par un grand
demi-cercle dans le demi-plan complexe inférieur, de sorte que ce contour
d’intégration fermé entoure la coupure [—ime,ime]. A nouveau, le lemme de
Jordan permet de se débarrasser de l'intégrale sur le demi-cercle. Par ailleurs,
en vertu du théoréme de Cauchy, nous pouvons déformer ce contour de fagon
a entourer infiniment prés la coupure [—ime, imc|, comme représenté sur la
figure 3.17. La contribution des demi-cercles entourant les points de branche-
ment tend vers 0 comme la racine carrée du rayon des demi-cercles, et il ne
reste donc que les deux intégrales de chaque coté de la coupure entre imc
et —ime. Pour z = £ + imcw avec § — 07 et w € [—1,1], nous obtenons
(m? + 2%2/c?)Y? = £m/1 — w? d’aprés le choix de détermination adopté, ce
qui donne finalement

c 1 eme(twtivi—w?|z|/c) eme(tw—ivi—w?|z|/c)
gL (x;t) = —/ d +
eor dr | 4 V1—w? V1—w?

L’expression précédente peut étre transformée a I’aide des changements de
variable successifs w — ( avec w = sin (3, puis f — (3 + i« avec « réel défini
par la paramétrisation

t=+/t2 —22/c? cos(ia) et Jzl = —i\/t? — 22 /c? sin(ia)
c

valable pour ¢t > |z|. Nous trouvons

T+ia )
oo (z3t) = i/ dg emeViETEt/et sing, (3.148)

4m —nm+ia
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16

Fia. 3.18 — L’intégrale (3.149) sur le contour d’intégration ci-dessus est nulle car
lintégrant est analytique a lintérieur du contour. Par ailleurs, les contributions des
deux segments verticaux sont de signe opposés et se compensent.

Cette derniére intégrale sur un segment du demi-plan complexe supérieur peut
étre ramenée a une intégrale sur l’axe réel comme suit. L’intégrale

%dﬁ emc\/ﬁfx?/cZ sinﬁ7 (3149)

sur le contour fermé de la figure (3.18) est nulle par suite de Panalyticité de
Iintégrant a 'intérieur de ce contour. Par ailleurs, les contributions de chacun
des segments verticaux sont opposées. L’expression (3.148) se réduit donc a
une intégrale sur le segment réel [—m, 7], que nous pouvons relier a la définition
de la fonction de Bessel modifiée

1 s
Io(p) = g/ do er <s? . (3.150)

—Tr

En prenant en compte le préfacteur en e—a’c’t/ 2, et en tenant compte de
l'annulation de g (z;t) pour |z| > ct via la fonction de Heaviside 6(ct —
|]), nous obtenons finalement la fonction de Green causale de I'opérateur de

Cattaneo en une dimension

2,2, 2.2
Gl (z;t) = 0(ct — |x|)§e_a 2 Iy (%\/tQ - .132/62) . (3.151)

Interprétation

Au-dela de la forme particuliére de cette fonction de Green, nous avons
une nouvelle fois mis en évidence I'importance fondamentale des propriétés
d’analyticité. Il est par ailleurs possible de vérifier que dans la limite ¢ — oo,
nous retrouvons la fonction de Green de 'équation de diffusion. Cette limite
est analysée en utilisant pour l'intégrale (3.150) la méthode du col présentée
au chapitre suivant, comme proposé a ’exercice 4.6, page 296. Parallélement,
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la limite @ — 0 peut étre prise directement dans la formule (3.151) pour
obtenir I'expression de la fonction de Green causale du d’Alembertien en une
dimension, calculée a ’exercice 3.6, page 238.

11 est instructif de comparer I’évolution de la fonction de Green de Cattaneo
a celle du d’Alembertien. Aux temps courts, il y a peu de différence. Pour des
temps intermédiaires, la fonction de Green de Cattaneo s’affaisse quand ||
croit de 0 a ct, par suite du processus de diffusion, alors que la fonction
de Green du d’Alembertien reste constante. Aux grands temps, la fonction
de Cattaneo est proche de la forme prédite par ’équation de diffusion, sauf
lorsque |z| dépasse ct ou le caractére propagatif ’emporte de nouveau et
annule strictement celle-ci.

Pour conclure, remarquons que le terme de dérivée seconde peut donner
lieu a un comportement ondulatoire de la température, similaire a celui de la
pression ou de la densité en présence d’une onde sonore. En physique de la
matiére condensée, ce phénomeéne est appelé second son, car la température
se comporte de maniére similaire a la densité en acoustique.

3.2.6 Polarisabilité de ’atome d’hydrogéne
Présentation

Considérons un atome d’hydrogéne soumis & un champ électrique exté-
rieur homogéne dépendant du temps E.,;(¢). Dans la limite non-relativiste,
ce systéme peut étre étudié dans le cadre de la mécanique quantique ordinaire.
L’atome étant neutre, son mouvement de translation global n’est pas affecté
par 'application d’un champ électrique spatialement homogéne. En pratique,
il suffit évidemment que le champ électrique soit homogéne a 1’échelle de
I’atome. Cette condition est réalisée, par exemple, en envoyant sur ’atome une
onde électromagnétique dans le domaine du visible. Noter qu’alors ’action du
champ magnétique peut étre négligée car la vitesse de 1’électron interne est
faible devant la vitesse de la lumiére. Pour déterminer la réponse de I'atome,
il suffit donc de s’intéresser a 1’évolution de son état interne, décrit par la par-
ticule relative de masse m = meM,/(m. + M,), ou M, et m, sont les masses
respectives du proton et de I’électron. En I'absence de champ extérieur, son
Hamiltonien se réduit a

h? e?

Hy = (3.152)

2m dmegr ’

qui incorpore le potentiel coulombien attractif —e?/(4meg)r entre le proton de
charge e et 'électron de charge —e. En présence de E.(t), le Hamiltonien de
la particule relative devient

H(t) = Hy + eBege(t) - 1 . (3.153)



228 Physique et outils mathématiques : méthodes et exemples

Etudions la polarisation de ’atome sous I’action d’un faible champ Ee ()
branché adiabatiquement & ¢ = —oo. On suppose qu’initialement ’atome est
dans son état fondamental |¢)g) d’énergie Ey. Dans la problématique générale
de la réponse linéaire vue au chapitre 1, I’état stationnaire & est ici identifié
194 ahg), et A(t) est égale & la polarisation

p(t) = —¢ [ dr [o(r0)" ¥ o(r.1) (3.154)
¢(r,t) étant la fonction d’onde solution de I’équation de Schrédinger

in% (x.1) = H1)o(x.1)
ot
avec la condition initiale ¢(r, —00) = 1p(r). Noter que la polarisation dans
létat fondamental est nulle, car ¥g(r) = ¥o(r) par suite de I'invariance par
rotation. Ici, la perturbation extérieure F'(t) est posée égale au champ E..;(t),
de sorte que la susceptibilité correspondante x(w) n’est autre que la polarisa-
bilité de I'atome dans son état fondamental.

Etude et résolution

Le calcul de la susceptibilité reléve de la théorie standard des perturbations
dépendant du temps en mécanique quantique, qui a été formulée a ’aide de
fonctions de Green dans la section 3.1.4. Nous établissons I'expression de y(w)
en termes de ces fonctions, puis nous en déduisons sa représentation spectrale
faisant intervenir les états propres du Hamiltonien Hy. Celle-ci permet d’éta-
blir les propriétés analytiques d’intérét.

Développement perturbatif de la polarisation. Dans ce calcul pertur-
batif, il est commode de considérer d’abord un temps initial ¢ fini, puis de
prendre ensuite la limite t) — —oo. Par ailleurs, la fonction de Green causale
de référence est a prendre dans ’espace tout entier, avec des conditions de
bord rejetées a I'infini. Elle s’écrit

GO (riri57) = (xle™ o7/ ry)
alors que la perturbation est

W(r,t) = eEepi(t) - v .

19. Dans l’évolution engendrée par Hp, la fonction d’onde w)g(r,t) oscille a la fré-
quence Fg/h, mais la valeur moyenne correspondante de n’importe quelle observable A
est bien constante.
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La fonction d’onde qb( r,t) est donnée par application de la formule (3.73),
p. 176, avec ¢g(r) = to(r), 1

¢(I‘7t) — e~ iEo(t—to)/h o (I‘)
t—to
— - € /dr1 ’(/)0 1'1 / dT1 G+(0)(I';I‘1;T1)

e—on(t to—71)/h Ee:rt(t_’rl).rl—’_'” s (3155)

ol nous avons utilisé
/ dr’ GTO(r;x';7) Yo (r') = e H0T/P gy (x)

En insérant ce développement perturbatif dans ’expression (3.154) de la po-
larisation, et en prenant la limite t; — —oo, nous obtenons

¢ /dr Yo(r) T /dr1 Yo(r1)

+oo
Re (z / drGTO (r;ry;7) etBomi/n Eept(t —71) - rl) +... (3.156)
0

Cette expression au premier ordre dans la perturbation, est bien de la forme
générale (1.4), vue dans le chapitre 1, p. 5 et de plus la fonction de réponse Ky
fait intervenir G0 conformément & I'interprétation générale des fonctions
de Green présentée dans le paragraphe 3.1.1.

Expression de y(w) en termes de fonctions de Green. Pour un champ
monochromatique de fréquence complexe z,

Ec.:(t) = Re[E, exp(—izt)]

branché adiabatiquement a —oo (Im(z) > 0), lintégrale sur 7, apparais-
sant dans (3.156) fait apparaitre la transformée de Laplace de la fonction
de Green G1( | pour différentes valeurs du parameétre de la forme

s==4iEy/h—iz ou s=xiEy/h+iz".

Comme montré au chapitre 3, les transformées de Laplace correspondantes
sont proportionnelles a la fonction de Green Gi(r;ry) associée a la résol-

vante [\ + Hg] ™!,
1

A+ Hp

pour A = hz — Fg = Ay ou A = —hz — Ey = A_. Le résultat final prend bien
la forme prédite par 'approche générale, & savoir

p(t) = Re (x(2)E; exp(—izt)),

Gi(r;ry) = (r] 1), (3.157)
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avec une susceptibilité

x(z) = ez/dr/drl Yo(r) o(r1) x z1 [Ga, (r;5r1) + Ga_(r511)] . (3.158)

Par suite de I'invariance par rotation de 1’état fondamental et des propriétés
de symétrie des fonctions de Green™, la polarisation est bien isotrope et coli-
néaire au champ électrique appliqué, autrement dit x(z) est un pur scalaire.
Soulignons que la formule (3.158) n’est valable que dans le plan complexe
supérieur (Imz > 0) a priori.

¥ Commentaire 3.2.1. Les fonctions de Green sont symeétriques par rapport
a n’importe quel plan passant par 'origine. Par exemple, elles satisfont la relation de
symétrie Gy, (z,y, 2;21,y1,21) = Gy (z, —y, 2z; %1, —y1, 21). Ainsi, en tenant compte
également de ¥o(r) = ¥o(|r|), les intégrales spatiales sur des termes rectangles de la
forme zy; dans la formule (3.156), sont nulles. Remarquons que pour un autre état

propre non-invariant par rotation, ces termes ne seraient plus nuls, et la susceptibilité

deviendrait un tenseur.

Représentation spectrale. La représentation spectrale de x(z) en termes
des fonctions propres v, de Hy se déduit de Pexpression intégrale (3.158),
en utilisant la formule (2.77), p. 101, pour chaque fonction de Green Gy, . Il
vient

X(2) =262 3 ol = (SQEj)hzzz] L 3159)

La somme dans (3.159) se décompose en une partie discréte associée aux
états lies d’énergie négative, et une partie intégrale associée aux états ioni-
sés d’énergie positive. Dans la suite, nous explicitons la forme de ces états,
en abandonnant le label générique n pour indexer une fonction propre. Les
états liés sont caractérisés par 3 nombres entiers n,l, m. Le nombre quan-
tique principal n (n > 1) détermine D'énergie E,_; = —e?/(8megn®ap), ol
ap = 4megh?/(me?) est le rayon de Bohr. Le nombre quantique azimutal [ dé-
termine la valeur propre (I + 1)h? du carré du moment cinétique orbital : & n
donné, il ne peut prendre que n valeurs, 0 <! < n — 1. Le nombre quantique
magnétique m détermine la valeur propre mh d’une composante du moment
cinétique suivant une direction arbitraire : & [ donné, il ne peut prendre que
(20 +1) valeurs, —I < m <. Les états liés seront notés dorénavant |, ), de
sorte que I'état fondamental s’écrit maintenant [1)100). Les états ionisés, dits
aussi de diffusion, sont eux caractérisés par un nombre d’onde k réel positif, et
deux entiers [ et m qui ont la méme signification physique que pour les états
liés. Le nombre d’onde k détermine 1'énergie Ej, = h%k?/(2m), alors que [ peut
prendre n’importe quelle valeur entiére, et qu’on a toujours —I < m < [. On
notera |¢rm) ces états.
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En tenant compte de la forme détaillée plus haut du spectre de Hy, la
formule spectrale (3.159) devient

>0 E,._1 — Ep)
_9 2 N 2 ( n—1 0
x(2) = 2e {Z [(¥100]%[¥n10) ] (Bt — Bo)? — 1227]
n>2
oo Ey — Eo)

dk 2 ( 3.160
+/0 | (th100][4k10) | [(Br — Eo)® — hzzz}} (3.160)
Il se trouve en effet que seuls les états avec [ = 1 et m = 0 contribuent

a la représentation spectrale de x(z). Le lecteur pourra s’en convaincre, en
calculant les éléments de matrice dans la représentation (3.159), a l'aide de
Pexpression des fonctions propres ¥, (1, 0, ¢) et Yim (1, 0, ¢) en coordonnées

sphériques?°.

Propriétés analytiques de la polarisabilité. En utilisant 'expres-
sion explicite des fonctions d’onde, on montre que |(1100|7|¢n10)|* décroit
comme 1/n® quand n — oo, alors que |(¥100||t¥r10)]? décroit comme 1/k®
quand k — oco. La série en n et I'intégrale sur k dans la représentation spectrale
(3.160) sont donc absolument convergentes. Par conséquent, comme celle-ci
est valable pour Im 2z > 0, x(2) est bien analytique dans le demi-plan complexe
supérieur.

Le comportement de x(z) sur Paxe réel est obtenu en prenant la limite de la
représentation (3.160) quand Im z — 0F. Les points réels +w,, 1 avec w, 1 =
(Epn—1 — Ey)/h apparaissent comme des poles simples de yx(z). Ces poles, en
nombre infini, s’accumulent au voisinage de la fréquence d’ionisation +w; avec
w; = |Ep|/h. Par ailleurs, pour w # fw,_1, |w| < w;, x(w) est purement réelle.

Pour |w| > w;, la présence d’une singularité dans U'intégrant en k = k(w) =
2m(|w| — w;)/h induit une partie imaginaire non-nulle dans y(w) en vertu
de lidentité (A.1), i.e. :

2
¥(0) = et ol (3.161)

La partie imaginaire " (w) reste finie quand w — w;" ou quand w — —w; ", car
[(¥100]]1hk (wy10)|* s’annule alors comme k(w). En fait, les deux points symé-
triques £w; sont des points de branchement pour x(z). Plus précisément, au
voisinage de z = +wj;, x(z) présente une singularité logarithmique In(z Fw;) :
I'apparition d’une partie imaginaire finie & la traversée de la singularité est
une simple conséquence de 'identité In Z = In|Z]| + iarg Z. De chaque point
de branchement +w; part nécessairement une coupure. On peut imposer que

20. Les parties angulaires sont les harmoniques sphériques Y}, (6, ¢) décrites en annexe.
Les parties radiales sont des fonctions hypergéométriques confluentes, comme détaillé dans
Pouvrage [Landau III].



232 Physique et outils mathématiques : méthodes et exemples

ces deux coupures ne fassent qu’une seule courbe finie d’extremités +w; et
contenue dans le demi-plan complexe inférieur. La structure analytique corres-
pondante de x(z) dans tout le plan complexe est résumée dans la figure 3.19.

Point de branchement

Accumulation de pdles

—Wij O

Coupure

N\

Fia. 3.19 — Structure analytique de x(z).

Les parties réelle y/(w) et imaginaire y”'(w) sont bien des fonctions paire et
impaire respectivement. A fréquence nulle, x(0) = x’(0) est purement réelle,
et se réduit a la polarisabilité statique x(0) = 36mega’ /2. Aux grandes fré-

quences, x(w) se comporte comme

—2¢2
x(w) =~ W<w100‘$(HO — Eop)x[1100),

soit, en utilisant I’expression de 1100(7) qui est simplement proportionnelle a
e—r/aB
) 62
w) ~ — uand |w| — oo . 3.162
X(@) = =5 quand [u] (3162)

Le terme dominant dans le développement asymptotique de x(w) est donc pu-
rement réel. Il est identique a la polarisabilité d’une particule libre classique de
charge —e, que 'on obtient immédiatement a partir du principe fondamental
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de la dynamique Newtonienne

m— = —eEq(t) .

Autrement dit, les effets quantiques, ainsi que les contributions des inter-
actions entre proton et électron, deviennent négligeables dans la limite des
grandes fréquences. Cette limite est gouvernée par de purs effets d’inertie,
qu’on peut de plus traiter classiquement. Le résultat est trés général, et il
s’applique en particulier & d’autres systémes physiques.

Le premier terme correctif au comportement dominant (3.162) est encore
réel et en 1/w?. Le premier terme imaginaire dans le développement asympto-
tique de x(w) n’est pas une puissance entiére de 1/w, mais il est en 1/|w|%/? :
ceci signifie que la fonction de réponse Ko(7) du probléme n’est pas indéfini-
ment différentiable, et présente une singularité en 77/2 a origine.

Interprétation

La structure analytique de x(z) est trés riche, et elle illustre bien les consi-
dérations générales de la section 1.1. Nous en interprétons d’abord les caracté-
ristiques essentielles. Puis, nous commentons différentes analogies de compor-
tement avec des systémes classiques. Enfin, nous terminons en mentionnant
I’émission spontanée, qui est un effet quanto-relativiste fondamental, et par
une bréve discussion des limitations de la réponse linéaire.

Singularités et résonances. C’est la partie imaginaire y”(w) qui controle
la puissance P fournie par le champ excitateur, moyennée sur une période T =
27 /|w]|. En effet, un calcul simple meéne a

T " w
P [ farioeor 200 s - 2

ot 2

Le produit wy”(w) est bien positif d’aprés la formule (3.161).

La présence de singularités sur ’axe réel est en accord avec l’absence de
dissipation dans le systéme considéré, ce qui est une conséquence du caractére
conservatif de Hy. Les poles simples en z = +w,,_1 proviennent d’un phéno-
meéne de résonance. Pour ces fréquences particuliéres, le champ excitateur in-
duit des transitions entre ’état fondamental et les états excités. Ceci implique
la divergence correspondante de x(dw,_1), car ¢(r,t) ne reste pas voisine
de p(r) comme supposé a priori dans lapproche perturbative. Le caractére
imaginaire de x(w) au voisinage de +w,_1, obtenu en posant z = +w,,_1 + i€
avec ¢ — 07, signifie que le champ excitateur fournit alors de I’énergie a
I’atome, comme il se doit. L’accumulation des poles au voisinage de +w; est
due a lexistence des états de Rydberg d’énergie arbitrairement proche du
seuil £ = 0 d’apparition des états ionisés.
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Pour w # +w,_1 avec |w| < w;, x(w) est purement réelle et le dipole p(t)
oscille donc en phase avec le champ excitateur. Ce dernier n’a pas a fournir
d’énergie pour entretenir cette oscillation car il n’y a pas de processus dissi-
patif dans le systéme. Pour |w| > w;, 'apparition d’une partie imaginaire non
nulle dans x(w) provient du couplage résonant entre I’état fondamental et un
état ionisé de nombre d’onde k(w), couplage induit par le champ excitateur.
Les divergences correspondantes, semblables a celles observées précédemment
pour w = +w,_1, sont maintenant lissées par l'intégration sur tous les k.
En d’autres termes, la nature continue du spectre des états ionisés assure la

finitude de x(w).

Analogies. La forme analytique de y(w) présente des analogies avec celle
obtenue dans d’autres situations physiques, qu’il est intéressant d’expliciter
et de commenter. Tout d’abord, au voisinage de 4w, 1, le comportement
de x(w) en

2¢*wy_1]{(1h1,0,00%|1n1,0)

h(wiq —w?)

(3.164)
est identique a celui obtenu dans le modeéle dit de 1’électron élastiquement
lié sans dissipation, présenté dans l'exemple du §1.2.2 (voir p. 27). Ainsi, ce
modéle phénomeénologique trés simple reproduit parfaitement la singularité
de x(w) en une résonance tw,_; donnée, dans le cadre de la dynamique
classique. Cela dit, les ajustements de la fréquence de rappel et de la masse
effective exigent la connaissance du spectre de Hy. Noter que celles-ci sont
spécifiques a chaque résonance.

Le mécanisme induisant une partie imaginaire finie dans y(w) pour |w| >
wj, apparait également pour la constante diélectrique d’un gaz d’électrons a
I’équilibre, comme montré dans la section 1.2.4. Dans ce dernier cas, c’est 'in-
tégration sur toutes les vitesses possibles des électrons distribuées suivant la
statistique de Maxwell-Boltzmann, qui lisse les singularités provenant du phé-
nomeéne de surf sur 'onde extérieure appliquée. Ces électrons surfeurs pompent
une partie de I’énergie de I'onde excitatrice. Comme décrit plus haut pour le
cas de l'atome, cette absorption d’énergie n’est pas induite par un freinage
présent dans le systéme, mais elle est la conséquence d’un effet résonant.

Emission spontanée. L’émission spontanée est un effet relativiste fonda-
mental, dont la description passe par l'introduction de I’électrodynamique
quantique. Dans ce cadre, le couplage entre 'atome et les fluctuations
du champ électromagnétique, induit une instabilité des niveaux excités de
I’atome. Ces derniers ont un temps de vie fini : ils se désexcitent spontané-
ment avec émission d’un photon. A un niveau phénoménologique, ce proces-
sus peut étre pris en compte en attribuant une partie imaginaire —ih/7,;. a
I’énergie de I’état excité. Son évolution fait alors apparaitre le facteur d’amor-
tissement exp(—t/7y;.), de sorte que la polarisabilité présente maintenant des
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poles simples dans le demi-plan complexe inférieur. Autrement dit, la po-
larisabilité devient analytique sur I’axe réel, en accord avec l'apparition du
processus dissipatif résultant de I’émission spontanée, I’énergie fournie par le
champ excitateur étant emportée par les photons émis. Ainsi, le branchement
d’une vitesse de la lumiére ¢ finie provoque la descente des singularités dans
le demi-plan complexe inférieur ! Enfin, soulignons que le comportement de la
polarisabilité au voisinage de chaque pole est alors exactement reproduit par
la variante amortie du modeéle de ’électron élastiquement lié présentée dans
I'exemple décrit dans la section 1.2.2.

Au-dela de la réponse linéaire. Les prédictions de la réponse linéaire
doivent étre comprises dans un sens asymptotique, ot 'amplitude du champ
excitateur tend vers zéro. Une question naturelle est de savoir si ces prédic-
tions sont pertinentes pour un champ appliqué suffisamment faible mais fini.
L’analyse précédente fournit déja des éléments de réponse. Par exemple, si
la fréquence du champ excitateur coincide avec une des résonances, ’atome
subit en fait une transition vers un état excité. De maniére générale, pour
n’importe quelle fréquence, il est conjecturé que l'ionisation a toujours lieu
pour des temps suffisamment longs, par suite d’effets non-linéaires. Notons
qu’a fréquence nulle, chaque terme de la série de perturbation reste fini pour
tout temps. Cependant, I’état final est quand méme ionisé par suite d’un ef-
fet tunnel. L’ionisation se produit alors sur une échelle de temps croissant
exponentiellement vite quand le champ appliqué tend vers zéro. Ce méca-
nisme, dont la dépendance dans le champ est de type singularité essentielle,
ne saurait étre reproduit par la série perturbative. En définitive, on retiendra
que pour un champ excitateur suffisamment faible, la polarisabilité induite de
I’atome est bien donnée par I’approche linéaire, pour des temps d’application
a ’échelle humaine.
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3.3 Exercices

B Exercice 3.1. Unicité des solutions des équations de diffusion et
de d’Alembert

1. Montrer, en utilisant la premiére formule de Green, que ’équation de
diffusion (3.26), page 156, a une unique solution si on impose la C.I. (3.27)
et des C.L., soit de Dirichlet, soit de Neumann (voir les équations (3.28) et
(3.29)).

2. Méme question pour le d’Alembertien avec les conditions ini-
tiales (3.89), page 182, et des C.L. soit de Dirichlet, soit de Neumann.

Solution page 360.

B Exercice 3.2. Relations de réciprocité

Montrer, en utilisant la seconde formule de Green, que les fonctions de
Green causales du d’Alembertien avec conditions aux limites homogénes sont
symétriques, c’est-a-dire GJ;(r;r';t —t') = G (x';rt — t).

Solution page 361.

B Exercice 3.3. Equation pour les cables longs

L’EDP proposée ci-dessous a été établie par Lord Kelvin pour étudier la
transmission d’un signal électrique dans des longs cables sous-marins. Elle
a, depuis, servi a décrire bien d’autres phénomeénes comme par exemple la
transmission du signal le long des dendrites dans les réseaux neuronaux.

L’équation est donnée par

2PVt V()

R e Ve V(z,t) + Vo = p(z,t). (3.165)

Ici V(z,t) est le potentiel au point x de la ligne de transmission (cable ou
dendrite) et & l'instant ¢, Vy est un potentiel externe constant et p(x,t) est
proportionnel au courant injecté au point x a 'instant t.

Donner Uexpression de V(x,t) en fonction de p(z,t) en prenant comme
C.L. V(z,t) — V, pour z — £o0 et pour t — —o0.

Solution page 361.
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B Exercice 3.4. Conditions de Neumann en théorie de la
diffraction

Obtenir Pexpression (3.123), page 207, de 'amplitude Apn(r), correspon-
dant a la diffraction de Fraunhofer avec des C.L. de Neumann homogénes sur
la plaque S,.

Solution page 362.

Bl Exercice 3.5. Fonction de Green du d’Alembertien en
dimension 2 +1

Le but de cet exercice est de déterminer en dimension 2+ 1 la fonction de
Green causale de 'opérateur d’Alembertien. Plus précisément, cette fonction,
notée Gy, est la solution de 'EDP?!

1
(50 - 02 02) G o~ 0y = ot = t0) = 8o — aw)ly — )5t — 1)

qui s’annule lorsque 7 — co. On appelle de maniére similaire G}f, la fonction
de Green en dimension 3 + 1, qui est donc donnée par I’équation (3.101),
page 190.

1. Montrer que
+oo
G (x — 20,y — yo,t — o) = / dz G (z — 20,y — Yo, 2,t — to). (3.166)
— 00
2. Utiliser alors ce résultat pour calculer Gy .
3. Commenter ce résultat.

4. Considérons a 3 + 1 dimensions une collection de sources, localisées
au temps tg, sur la droite paralléle a 'axe des z et passant par le point de
coordonnées (g, Yo, 0). Cela signifie que

p(z',y',2") = No(x' — 20)d(y' — yo)d(t' — to)

ou A est une constante. En considérant ’équation de d’Alembert & 3 + 1 di-
mensions associée & cette source, discuter les résultats des questions 1. et 3.
du point de vue 3 + 1 dimensions.

Solution page 362.

21. Nous utilisons la notation 9, = (9/9zx).
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B Exercice 3.6. Fonction de Green du d’Alembertien en
dimension 1+ 1

La fonction de Green retardée de l'opérateur d’Alembertien en dimen-
sion 1+ 1 est la fonction G, solution de 'EDP

1
(c—Qﬁf — a,%) Gf(x - .T(),t — t()) = 5(5(7 — $0)5(t — to), (3167)

avec la C.L. G (z — x0,t — to) — 0 quand |z| — oco. Calculer G & partir de
sa représentation spectrale (3.93), page 185.

Solution page 365.

B Exercice 3.7. Fonction de Green G, du Laplacien en
dimension d > 3

Nous proposons de calculer dans cet exercice la fonction de Green G
du Laplacien en dimension d > 3 a partir de la fonction de Green GI de la
diffusion pour le méme espace R,

1. Montrer que
Goo(r—r’):D/ dt GL (r —1'5t)
0

ol D est le coefficient de diffusion.

2. Retrouver alors le résultat de I'exercice 2.2, page 128, en effectuant un
changement de variable approprié dans l'intégrale ci-dessus, et en utilisant la
définition de la fonction I' d’Euler,

Ma+1)= / du u® e .
0

Solution page 365.

B Exercice 3.8. Diffusion de la chaleur dans une boule

Imaginons une boule de rayon R & une température initiale uniforme 7j.
Elle est plongée a un instant ¢ = 0 dans un bain a température Ty, qui fixe
immeédiatement la température du bord de la boule & T' = T, (voir figure 3.20).
Obtenir une expression pour la température T'(r,t) en tout point de la boule
et tout temps.
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T,

F1a. 3.20 — Boule de rayon R initialement a la température uniforme Ty puis plongée
dans un bain a température Ty.

Pour cela, compte tenu de la symétrie sphérique du probléme, on se pla-
cera dans Pensemble des fonctions ne dépendant que de r = |r| € [0, R] et
s’annulant en » = R. Une base compléte de cet ensemble est donnée par les
fonctions {1, } définies par

21
wn(r):\/E;Sin(n—gﬂ), n € N*.

Ces fonctions sont orthonormeées i.e. :

R
/ dr 29, (1) (1) = Spm.
0

On développera alors directement T'(r,t) dans cette base.

Solution page 366.

B Exercice 3.9. Des conditions de Dirichlet aux conditions de
Robin

1. Question préliminaire : On se place dans cette question dans I’ensemble
des fonctions définies sur Rt (origine comprise) et on considére dans cet en-
semble deux fonctions b et ¢ telles que b(0) = 0 et

_d¢

b:
dx

+ ho (3.168)
avec ¢(x) — 0 quand © — +00 et h une constante positive. Déterminer ¢ par
la méthode de variation de la constante et montrer que

o(x) = +Oodu e Mb(z + u). (3.169)
0
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2. Considérons ’équation différentielle
(O + 0 p(x, 1) = p (3.170)

dans un volume D de bord 9D. Ici, p(r,t) est une source et O, et Oy sont
I'un des opérateurs différentiels correspondant & I’équation de diffusion ou a
léquation de d’Alembert. Les conditions initiales en un temps ¢y sur ¢(r,t)
sont choisies selon le type d’opérateur de maniére appropriée pour garantir
I'unicité de ¢, par exemple avec des C.L. de Dirichlet sur 0D.

Imaginons que soit imposée sur une fonction ¢, solution de 'EDP (3.170),
les mémes conditions initiales mais des conditions au bord dites de Robin,

n-Vog(r,t) +h(r,t)pr(r,t) =0  VredD, (3.171)

avec h(r,t) une fonction positive, définie pour r € 9D et pour tout ¢. Montrer
alors que ¢ est unique en procédant comme a ’exercice 3.1.

Notez que le propos de I'exercice suivant est de montrer que ces C.L. de
Robin apparaissent naturellement dans certaines situations physiques.

3. On suppose désormais que D consiste en la demi-droite [0, 00[ et que
h est une constante positive. Plus précisément, ¢r(z,t) satisfait les conditions
de Robin (3.171) en & = 0 et tend vers zéro quand x — +oo. Nous supposons
que les conditions initiales sont ¢r(x,tg) = 0 pour la diffusion, avec en plus
Orpr(x,to) = 0 pour 'équation de d’Alembert.

Considérons la fonction

bo (e, 1) = ~ (1) + hn(a, ). (3.172)

Montrer que bp est solution d’'une EDP de type (3.170) et indiquer la source
correspondante. Quelles sont les C.L. satisfaites par bp(x,t)?

4. Soit G}y (w;2';t — ¢') la fonction de Green causale, avec C.L. de
Dirichlet homogenes, de opérateur (O, + O;). Exprimer bp(z,t) en fonction
de GEH, de p et des dérivées de p. En déduire une expression pour ¢r(zx,t).

Solution page 367.

B Exercice 3.10. Conditions de Robin pour I’équation de la
chaleur

Il existe des situations physiques pour lesquelles les conditions au bord les
plus réalistes a imposer ne sont ni de Dirichlet, ni de Neumann. Cet exercice
illustre cette propriété dans le cas de I’équation de la chaleur.

Imaginons qu’un corps de volume D soit & une température 7'(r,t) et que
son bord 9D soit en contact avec un thermostat a la température constante
et uniforme Tj.
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1. On rappelle la loi de Fourier reliant le flux de chaleur jg au gradient
de température,

jo = —AVT

ou A est la conductivité thermique. Rappelons aussi la loi de Stefan-
Boltzmann, qui indique que la quantité de chaleur regue par un corps, par
unité de temps et a travers un élément de surface dX de son bord, est donnée
par

d@
T —a(T* — T3)dx.

Dans cette expression, la constante a positive est la constante de Stefan et
T la température de I’élément de surface considéré.

Dans le cas ou |T — Ty| < T, montrer que la différence de température
¢ =T — Tj satisfait a des conditions au bord du type Robin,

[n : V¢(ra t) + h¢(l‘, t)] =0,
D
o h est une constante positive & déterminer. La fonction ¢(r,t) est donc une
solution homogene de I’équation de diffusion avec C.L. de Robin.

2. Nous considérons désormais une barre semi-infinie dont les variations de
température dans la direction transverse sont négligeables. Nous pouvons donc
nous restreindre & un probléme unidimensionnel défini par la demi-droite x >
0.

Soit G} (x;2';7) la fonction de Green causale de I'équation de diffusion
avec des C.L. de Robin en x = 0 et qui tend vers zéro quand x — +o0.
Montrer, en utilisant les résultats de I’exercice précédent, que

o0 b
Gh(x;a'y7) = / du e~ <%GBH($ +u;2’;7) + hGhy(z + u;x’;7)> )
0
3. Montrer alors que
[ee]
Gh(z;a's7) = Gy (52’3 7) — 2h/ du e ™G (x4 u; —2';7)  (3.173)
0

ott G est la fonction de Green causale de la diffusion sur R et G la
fonction de Green causale sur [0,00[ avec C.L. de Neumann homogéne
enz = 0.

Solution page 367.
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B Exercice 3.11. Equation de Cattaneo en 3d

Cet exercice propose de déterminer la fonction de Green causale G, avec
C.L. a l'infini, pour I’équation de Cattaneo en 3d en utilisant le résultat en 1d
du paragraphe 3.2.5. Rappelons que I’équation de Cattaneo en 3d est donnée
par :

0 1 62
A 22 4 -2 ) = ).
( tata CQW) (r,t) = p(r, )

1. En procédant comme dans le cas uni-dimensionnel, montrer que

242¢

GL(r;t) = e~ 2 gL (r;t)

avec

N 1 40041y e—izt-‘rikr
)= —— d dk ——+——
9o (13 ) (2m)* / Z/ k2 —m?2 — 22/c?

—oo+iy
ol 7 est un nombre réel suffisamment grand.

2. Intégrer alors sur les angles pour se ramener a

N i 40041y “+o0 kefiztjtikr
) = ———— d dk————-+—.
Yoo (Ts1) (2m)3r /ooer Z[m K2 —m2— 22/c2

3. Conclure en remarquant que l’expression ci-dessus peut se réécrire

1 +oo+iy +o0 —izt+ikr
L9 / dz / K
(2m)37 Or \J _sotiy oo K2—mZ—22/c?

et en utilisant le résultat (3.151), page 226 obtenu pour le cas uni-
dimensionnel.

Solution page 368.

B Exercice 3.12. Equation de Klein-Gordon

Cet exercice propose de calculer les fonctions de Green causales G et G;‘
avec C.L. a l'infini pour les équations de Klein-Gordon

(C%af A+ m2> G (r,t) = d(r)a()

respectivement & une et a trois dimensions.

1. Montrer tout d’abord qu’en une dimension

1 ooty +o00 efizt+ikz
G (x;t) = 7/ dz/ dk

Cr? ooy oo (k= (2] = m?)12) (bt (2] — m?)172)
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ol v est un nombre réel suffisamment grand et avec une détermination appro-
priée pour (22/c? —m?)/2. Faire I'intégrale sur k et montrer que G (z;t) =0
si |z| > ct. Finir alors le calcul de G en s’inspirant du calcul mené au §3.2.5
pour ’équation de Cattaneo.

2. Calculer alors G;r en suivant la méthode proposée a ’exercice précédent
pour I’équation de Cattaneo. On rappelle la définition des fonctions de Bessel :

1 (" - dJ
Jo(p) = %/ dfetreos? et Ji(p) = fd—po.

—T

Solution page 369.
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Chapitre 4

Méthode du Col

Il arrive fréquemment d’étre amené a estimer des quantités physiques dans
une certaine limite. Cette limite peut correspondre par exemple & une faible
température, a une petite constante de couplage, & une grande taille du sys-
téme considéré, ou encore a la limite classique A — 0, etc. Par ailleurs, ces
quantités physiques s’expriment souvent comme une intégrale. Ce chapitre est
consacré a la présentation d’'une méthode trés générale, appelée méthode du
col, qui permet d’estimer ces intégrales dans certaines limites asymptotiques.
Plus précisément, leur point commun est I’apparition d’un maximum trés mar-
qué de l'intégrant. De maniére schématique, la méthode du col consiste alors
a remplacer I'intégrant par sa forme asymptotique au voisinage de son maxi-
mum. L’intégrale prend ainsi une forme gaussienne qui incorpore la contribu-
tion dominante ainsi que celle de la région proche du col. La méthode du col
fournit ainsi un cadre unificateur, qui met en rapport des mécanismes phy-
siques a priori trés différents. Un autre atout majeur de cette méthode est la
prise en compte systématique des contributions de la région proche du col,
qui ne sont pas toujours aisément accessibles par d’autres approches.

Comme illustré dans la seconde partie de ce chapitre, les contextes d’ap-
plication de la méthode du col mettent en jeu tout type d’intégrale, allant de
la plus simple, sur une seule variable réelle, & la plus délicate, sur un champ,
en passant par le cas d’'un nombre discret de variables d’intégration. Nous
traitons d’abord le cas d’une intégrale simple de la forme

I(X) :/ dz e~ @
D

ou f(x;\) est une fonction réelle dépendant d’un paramétre A, et z une va-
riable réelle décrivant un domaine D C R. Ce cas canonique contient ’essence
de la méthode générale. Nous discutons la validité de I’estimation asympto-
tique obtenue & partir du col, en évaluant les corrections correspondantes. La
méthode de la phase stationnaire, applicable au cas ot f(x;\) est une pure
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phase f(x;\) = ip(x;\) avec @ réelle, est ensuite décrite. Cette variante de
la méthode du col présente des difficultés spécifiques provenant de la nature
oscillante de 'intégrant, dont le module est constant. En fait, ces deux va-
riantes peuvent étre réunies dans un cadre unifié, ot = devient une variable
complexe z. La fonction f(z; ) est supposée étre analytique en z, le domaine
d’intégration D étant remplacé par un certain chemin + dans le plan com-
plexe. L’introduction d’une variable complexe permet, modulo des propriétés
d’analyticité suffisantes de f, de déformer v en un autre chemin ~,. passant par
un point z. dit col. Au voisinage de 2, le module |e~/(*})| de I'intégrant, vu
comme une fonction des deux variables Re z et Im z, présente une structure
de selle de cheval avec apparition d'un col. Ceci explique le nom générique
de la méthode, également appelée steepest descent method ou saddle point
method en anglais.

Nous présentons ensuite de maniére analogue le cas d’une intégrale mul-
tiple sur plusieurs variables réelles dans un domaine D de R?. Les inté-
grales gaussiennes correspondantes s’expriment aisément en termes des valeurs
propres d’une forme quadratique. Enfin nous considérons l'intégrale fonction-
nelle sur un champ ¢(¢) indexé par une variable continue (. Celle-ci est définie
en prenant la limite continue d’une intégrale multiple sur un nombre discret
de variables. Le champ au col est donné par un principe variationnel. A nou-
veau, la forme asymptotique dominante se réduit & une intégrale gaussienne
qui peut étre exprimée, au moins formellement, en termes des valeurs propres
d’une forme quadratique fonctionnelle.

La seconde partie du chapitre est dévolue a la présentation de différents
exemples. Le premier concerne 'obtention de la formule de Stirling pour N'!
avec N grand. Ici le paramétre de controle A = N peut décrire le nombre de
particules d'un gaz parfait a I’équilibre thermodynamique, et le comportement
asymtotique obtenu garantit ’extensivité de son énergie libre. Une autre ap-
plication simple & la mécanique statistique est la preuve de I’équivalence a la
limite thermodynamique des ensembles micro-canonique et canonique respec-
tivement. A nouveau, le paramétre de controle A s’identifie avec N, la variable
d’intégration étant I’énergie du systéme dans I’ensemble canonique. Nous étu-
dions ensuite la fonction de partition d’un systéme classique, qui consitue un
exemple d’'intégrale sur plus d’'une variable. Ce systéme est supposé étre dans
une phase solide & suffisamment basse température. Dans ce régime, la fonc-
tion de partition peut étre estimée par la méthode du col, ot A correspond
a l'inverse de la température, alors que le col est constitué des sites du ré-
seau cristallin formé a température nulle. Un exemple d’intégrale fonctionnelle
provient de la représentation de Hubbard-Stratanovitch du modéle d’Ising. Le
terme dominant au col correspond & la théorie de champ moyen usuelle. En-
fin, nous établissons la représentation du propagateur thermique en termes
d’intégrale de chemins, et nous en déduisons 'approximation semi-classique
correspondante.
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4.1 Propriétés générales

4.1.1 Intégrale simple

Ici, nous considérons l'intégrale simple

I(\) = / dz e @V (4.1)
D

sur un domaine D C R, avec une fonction f(x;\) a valeurs réelles. Nous
précisons d’abord les hypothéses préalables a I’application de la méthode du
col lorsque le paramétre de controle A tend vers l'infini. Celle-ci est ensuite
mise en ceuvre a travers ’établissement de la formule dite du col. Nous dis-
cutons ensuite le caractére asympotique de la forme approchée ainsi obtenue.
Nous terminons cette section par I’extension de la méthode au cas otu la fonc-
tion f(x;\) est a valeurs imaginaires pures.

Contexte d’application et essence de la méthode

Supposons que la fonction f(x;\) admette un minimum dans le domaine
d’intégration D en x = z.()), et qu’elle devienne de plus en plus étroite au-
tour de celui-ci, quand A — co. En conséquence, pour A suffisamment grand,
Iintégrant e~/ (A présente un pic trés prononcé en x = 2.(\) et de faible
largeur. Cette situation est illustrée dans la figure 4.1, ot sont dessinées plu-
sieurs courbes représentant I'intégrant e~ /(#}) avec des valeurs croissantes
de A, pour un exemple typique de fonction f(z;\). Elle sera précisée quanti-
tativement par la suite.

Afin d’estimer I(A) dans la limite A\ — oo, remarquons simplement que les
contributions dominantes devraient provenir de la région ot x reste proche
de z.(\). En suivant cette idée, il semble alors légitime de remplacer f(z;\)
par son développement de Taylor au second ordre en (z — z.()\)). Ceci consti-
tue lessence de la méthode du col. L’estimation correspondante de I()\) est
détaillée dans le paragraphe suivant.

Formule du col

Comme z.()\) est un minimum de f(z;\), nous avons nécessairement?

of L D*f ,
Posons alors
0% f
F) = f@eid) et CO) = 55 (i),

1. Nous n’envisagerons pas le cas ou les trois premiéres dérivées partielles de f(xz;\) par
rapport & z, s’annulent en x = z.(\), avec la dérivée quatriéme qui est strictement positive.
Cette situation est bien plus rare en pratique.
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i e—f(zN)

.

Fic. 4.1 — Cette figure illustre le caractére de plus en plus piqué de linté-
grant e~ 7N lorsque A — co. Les courbes D, @ et @, correspondent respectivement

a A <Ao< As.

Le développement de Taylor de f(z; \) au voisinage du minimum z.(\) s’écrit

c)
2

f(@;A) = Fe(A) + (z = 2c(N)? + O((z — zc(N))*)

avec les hypothéses de différentiabilité habituelles. En reportant ce dévelop-
pement tronqué au second ordre dans l'intégrant e—/(**) | nous obtenons une
expression approchée de I(\) qui s’écrit

e FeV) /Ddx exp[—C(;\) (x—xc(k))ﬂ . (4.2)

Souvent, le domaine D est une partie de R seulement. Comme l'intégrant
s’annule rapidement autour de z.(\) sur une échelle o(A) = 1/4/C()), on
peut étendre le domaine d’intégration a tout R, pourvu que le pic tout entier
soit inclus dans D. Dans le cas typique D = [L1, Lo, ceci ne sera justifié qu’a
la condition nécessaire que les distances |L; — z.(A)| du minimum aux bords,
soient trés grandes devant la largeur () du pic. La forme approchée (4.2)
est alors remplacée par

o~ Fe) /O; dz exp[— (x — xc()\g)z] |
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Un calcul élémentaire de 'intégrale gaussienne compléte sur R conduit fina-

lement a la formule dite du col :

Formule du col pour I(\) = / dz e~ =N
D
LA = V2ro()\) e ™
82f —-1/2
R = SA) et o) = | G )
L’interprétation de 'approximation (4.3) est transparente. Le terme
_Fc()‘)
e

est simplement la hauteur du pic. Il peut étre vu comme la contribution

de z.(\) lui-méme.

Il est dit dominant™, car le
facteur exponentiel assure qu’il
I'emporte sur toutes les autres
contributions en général. Le
terme

V2r o(N) (4.5)

est proportionnel a la largeur
du pic. I prend en compte la
contribution des points proches
de z.()). En reprenant une ter-
minologie issue de la physique
statistique, cette contribution est
dite provenir des fluctuations
de la variable x au voisinage
de z.()\). Notons que lapproxi-
mation (4.3) revient simplement
a multiplier la hauteur du pic par
sa largeur, comme attendu par
un argument de physicien !

% Commentaire 4.1.1. Il existe
toutefois des cas ou ceci n’est pas ob-
servé. Considérons par exemple une
particule quantique & une dimension
dans un potentiel confinant admet-
tant un minimum absolu & lorigine
avec V(0) = 0. On peut calculer son
propagateur thermique correspondant
par approximation semi-classique, qui
est en fait une application de la mé-
thode du col & l'intégrale de chemin
comme exposé au §4.2.5. Alors a basse
température, le comportement domi-
nant de ce propagateur au voisinage
de lorigine, est de la forme e—Phw/2
ol w = W est la fréquence
de vibration dans le potentiel locale-
ment harmonique. Ce comportement
provient de la contribution de la lar-
geur du col, c’est-a-dire du détermi-

nant dans la formule (4.84)!

Caractére asymptotique de la formule du col

L’expression (4.3) ne constitue la forme asymptotique de T(\) quand A —
oo que si les contributions négligées a priori sont effectivement petites par

(4.3)

(4.4)
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rapport & I., (). Les corrections correspondantes proviennent du caractére
non-strictement gaussien de l'intégrant au voisinage de x.()\), de existence
éventuelle d’autres pics, et enfin des effets de bord. Ces trois contributions
sont analysées successivement dans la suite. Comme nous le découvrirons au
fil des analyses, une séparation compléte des différentes contributions n’est
pas aisée a formuler rigoureusement. C’est pourquoi les estimations effectuées
doivent étre vues plutdét comme des recettes, qui ont néanmoins le bon goiit
de prédire les comportements corrects!

Contribution des termes non-quadratiques au voisinage du pic. Es-
timons la contribution des termes d’ordre supérieur a deux dans le dévelop-
pement de Taylor de f au voisinage de x.()). Pour cela, nous posons

fx; ) = Fu(\) + C;A) (x —2e(N)? + R(z; )
ot le reste R(z;A) est donné par la série
orf (z =z (M)
R(aid) = Y gt i) =

La contribution du reste a l'intégrale I(\) étant a priori petite, un trai-
tement perturbatif de ce reste est légitime. Il consiste & développer e~ en
puissances de R, puis a remplacer R par la série de Taylor précédente. En-
suite nous procédons & une intégration terme a terme du développement ainsi
obtenu en puissances de (z — z.(\)). Le domaine d’intégration D est étendu
a tout R, comme dans le calcul de la forme approchée (4.3), les effets de bord
étant traités séparément. Ceci fait donc apparaitre des moments d’ordre arbi-
traire de la Gaussienne exp[—(z—z.(\))?/2(c()\))?], qui sont tous bien définis.
Les moments impairs sont nuls par symétrie, et les moments pairs d’ordre 2p
sont proportionnels & [o())]?P. Nous obtenons ainsi la représentation pertur-
bative de la contribution totale du pic,

Vam o(3) eV 14 ey (A) (@(N)¥] (4.6)

ou chaque coefficient ¢, () est une combinaison linéaire de produits de dérivées
de f en z.(\), c’est-a-dire de

H (apif(xc(/\);/\)yi avec Zpi%’ =2p, (4.7)

3xpi

affectés de facteurs purement numériques. Par exemple, nous avons

o) = —gol@M,
6 3
B0) = et N+ @ P (4s)
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Pour que la forme approchée (4.3) soit exacte asymptotiquement, il est
nécessaire que chaque correction d’ordre p dans la série perturbative (4.6)
tende vers zéro quand A — oo. Vu la structure des coefficients c¢,()), ces
conditions impliquent

Validité de la formule du col (4.3) :
(4.9)

Vg >3, [o(N)]? %(zc(/\); A) — 0 quand A — oo.

Ces comportements limites sont presque toujours suffisants en pratique pour
que la somme de toutes les corrections dans la série (4.6) soit effectivement
négligeable aux grands A. En toute rigueur, il faut également examiner la
convergence de la série (4.6) qui n’est pas forcément assurée. En cas de conver-
gence seulement asymptotique, la forme col (4.3) peut néanmoins constituer
un équivalent de la contribution totale du pic quand A — oo.

Contribution de pics secondaires. En plus de z.(\), la fonction f(z;\)
peut admettre d’autres mimima locaux en des points z;(\) appartenant au
domaine D, avec f(x;(A);\) > F.()\). Alors 'intégrant e~/ présente, en
plus du pic principal en z.()), des pics secondaires en x; (), qu’on supposera
également trés étroits.

Si les pics sont bien séparés et présentent un faible recouvrement, alors la
contribution de chaque pic peut étre déterminée indépendamment des autres.
Admettons que, pour chacun d’entre eux, la forme col correspondante

Vor o) e (4.10)

soit asymptotiquement valable quand A — oo. Alors, la contribution domi-
nante a l'intégrale I(\) est la plus grande des expressions (4.3) et (4.10).
Soulignons que ce n’est pas forcément celle du pic principal. En effet, un
pic secondaire plus large peut I'emporter. Cela dit, en général, les hauteurs
varient exponentiellement plus vite que les largeurs aux grands A, de sorte
que c’est bien le pic principal qui donne la contribution dominante. No-
tons que la condition préalable de faible recouvrement des pics impose que
leurs distances relatives soient grandes devant leurs largeurs respectives, i.e.
2,0 — 2] > 3 (V) 05 ().

Contribution des bords et formule asymptotique. Considérons le cas
ou le domaine se réduit a un segment [L1, Ls], et supposons qu’il ait un seul
pic en z.(A), et que sa contribution soit bien donnée asymptotiquement par
la forme col (4.3). Alors, un ordre de grandeur grossier de la contribution
de chaque bord L; et Lo est simplement donné par (Lo — Ll)e’f(Ll"f)‘) et
(Ly — Ly)e™* (L2;A) respectivement. Ces contributions sont en général négli-
geables devant la forme col (4.3), pourvu que la largeur o(\) du pic ne soit
pas exponentiellement petite quand A\ diverge.
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Si toutes les conditions énoncées précédemment pour chacune des contri-
butions analysées sont satisfaites, alors la formule du col donne bien le com-
portement asymptotique de I(\) aux grands \.

Cas d’un parameétre de controle multiplicatif. En pratique, il arrive
souvent que le paramétre de controle A intervienne de maniére multiplicative
dans la fonction f, qui est alors de la forme f(z;A) = Ag(z). Supposons que
g(z) posséde un minimum absolu en xg, ce point étant strictement a I'intérieur
du domaine D. La position z.()\) du pic principal est indépendante de A, et se
réduit évidemment a ce point zg. Nous laissons le soin au lecteur de vérifier
que toutes les conditions menant & la formule asymptotique (4.3) sont alors
remplies, avec le résultat

Formule du col pour: I()\)= / dz e~ 9@
D

2

— e M@0 4.11
A" (o) © (1)

[col()\) =

xo : Minimum absolu de g(z).

Les corrections au comportement asymptotique dominant (4.11) s’ob-
tiennent facilement & partir de la série perturbative (4.6), engendrée par les
déviations locales & la forme gaussienne au voisinage de zg. La largeur o(\)
est inversement proportionnelle a A\/2, et chaque dérivée d’ordre ¢ de f est
bien stir proportionnelle & A lui-méme. Chaque terme d’ordre p,

cp(A) (e(N)*, (4.12)

est donc un polynome en 1/\. Par exemple, ¢y (o()\))* est proportionnel a1/,
alors que c3 (0()\))% est un polynome du second degré en 1/\ avec un terme
constant nul. En conséquence, la série (4.6) peut étre réorganisée comme un
développement perturbatif en puissances de 1/ : chaque terme d’un ordre
donné provient d’un nombre fini de termes (4.12). Toutes les autres correc-
tions a la formule du col, provenant de pics secondaires ou des bords, sont
exponentiellement plus petites.

Contre-exemple. Lorsque la fonction f(x;\) est de la forme f(z;\) =
g(Az), la méthode du col n’est pas applicable en général. En effet, par suite
de Vinvariance d’échelle sous-jacente a cette forme, l'intégrant e—f(#*) ne se
réduit pas localement & une Gaussienne dans la limite A — oco. Par exemple,
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si on considére un gaz de Fermi idéal a trés basse température, les quantités
thermodynamiques peuvent étre réécrites comme des intégrales sur 1’ éner-
gie F faisant intervenir la dérivée de la distribution de Fermi-Dirac. Cette
distribution, qui est une fonction de SE avec § = 1/(kpT), présente un pic
trés prononcé au voisinage de ’énergie de Fermi quand  — oo. Cela dit, il
n’est pas possible d’approximer ce pic par une Gaussienne. En fait, il faut
dans ce cas procéder & un changement de variable de la forme SF — .

Extension au cas d’une pure phase

Considérons une fonction f(x; ) qui soit une pure phase f(z;\) = ip(xz; \)
avec p réelle. L’intégrale I(\) est maintenant du type

I(\) = / dz e~ 1@ (4.13)
D

et nous nous proposons & nouveau de déterminer sa forme asymptotique
quand A\ diverge, modulo certaines hypothéses couramment satisfaites par .
Contrairement au cas précédent ou f était réelle, 'intégrant garde ici un mo-
dule constant égal a 1, et il oscille en général. Les estimations deviennent im-
médiatement beaucoup plus délicates, & cause des compensations entre contri-
butions positives et négatives. Dans un premier temps, nous argumentons que
le voisinage d’un point d’intégration arbitraire contribue peu par suite d’in-
terférences destructives. Puis nous montrons que le voisinage d’un point ol
@ est extrémale devrait donner les contributions dominantes.

Interférences destructives au voisinage d’un point arbitraire. Consi-
dérons un point arbitraire x, strictement a l'intérieur du domaine D. Déve-
loppons la phase ¢(x; \) au voisinage du point z, en série de Taylor,
10%¢p 9
0032) = 9lai ) + Ko\ (& = 20) + 3 =0 (s o — 202+ (4.14)
avec kq(\) = (0p/0z)(x4; A). Le nombre d’onde local k, controle la longueur
d’onde des oscillations au voisinage de z,.

Supposons que k, diverge quand A\ — oco. A mesure que \ augmente,
e~ @A) ogcille de plus en plus rapidement au voisinage de x,. Dans 'inté-
gration de ce facteur de phase sur un tel voisinage, il apparait des interfé-
rences destructives, dont il résulte une contribution qui tend vers zéro dans
la limite A — oco. Ainsi, le voisinage considéré devrait peu apporter a l'inté-
grale I(\).

Contribution du voisinage d’un extremum de la phase. Si le point z,
coincide avec un extremum de ¢, , = 2.()), le nombre d’onde k, s’annule.
La phase ¢ est alors stationnaire dans un voisinage de x.(\). Autrement dit,
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intégrant e~ *(*A) reste maintenant sensiblement constant sur une échelle
spatiale plus grande qu’au voisinage d’'un point arbitraire avec k, # 0. Les
interférences sont donc a priori bien moins destructives que précédemment.
Pour estimer la contribution correspondante du voisinage de z.()\), nous rem-
placons ¢(x; \) par sa forme quadratique locale

2

PlaeN:X) + 5 0L () ) (2 - (V)

obtenue par troncation de la série de Taylor. En étendant le domaine D a R,
nous obtenons une intégrale gaussienne & covariance imaginaire pure, dont le
calcul est détaillé dans 'annexe E, pages 318-320. Ceci conduit & la formule
dite de la phase stationnaire pour la contribution du voisinage de I'extremum
considéré a I(A) :

Phase stationnaire: I(\)= / dz e (@)
D

5’2@ -1/ i A):A
%WzVEEﬁMMw e | (4.15)

2e(N)  tel que: (z.(N\); \) = 0.

gy
ox

L’analyse directe des autres contributions a I()), est bien plus difficile
que dans le cas précédent ot I'intégrant était réel et de signe constant. En
particulier, notons qu’'une estimation perturbative des déviations a la forme
quadratique locale de ¢, semblable a la série (4.6), fait apparaitre des moments
mal définis. La contribution des bords est également moins aisément acces-
sible, alors que tous les extrema donnent a priori des contributions du méme
ordre que Pexpression (4.15)! En fait, les intégrales (4.1) et (4.13) peuvent
étre étudiées par une méthode commune en passant dans le plan complexe,
comme nous allons le montrer. Dans ce cadre unifié, on retrouve la formule de
la phase stationnaire (4.15). Elle donne bien le comportement asymptotique
de I(\) aux grands A, sous des conditions d’application finalement analogues
a celles de la formule du col (4.3).

4.1.2 Intégrale sur un chemin du plan complexe

Les méthodes du col réel et de la phase stationnaire sont des cas particuliers
d’une méthode plus générale pour des intégrales dans le plan complexe, de la
forme

I(\) = / dz e~ (=N (4.16)
v

ol v est un chemin de C reliant deux points. Ici, la fonction f(z;\) est ana-
lytique par rapport & la variable complexe z, dans une région incluant le
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contour d’intégration. L’intégrale réelle (4.1) est bien une forme particuliére
de Pexpression (4.16), avec un chemin v qui se réduit au segment [Lq, Lo], et
une fonction f dont la restriction & ce segment est purement réelle. L’inté-
grale (4.13) sur un pur facteur de phase est une autre forme particuliére, avec
le méme chemin v et une fonction f devenant imaginaire pure sur [Lq, Lo].

Le but est toujours d’évaluer I(\) lorsque A — oo, en supposant que la
fonction f(z; A) présente alors de trés grandes variations quand z parcourt le
chemin d’intégration . Dans ce qui suit, nous distinguons bien la démons-
tration de la formule du col et 'utilisation pratique de cette formule. Pour ce
dernier aspect, nous faisons une analogie avec le théoréme des résidus. Enfin,
nous terminons ce paragraphe en vérifiant que les expressions (4.3) et (4.15)
sont bien des formes particuliéres de la méthode du col complexe.

Démonstration de la formule du col

Déformation du chemin ~ originel. Avant de se demander & quoi corres-
pond un point col? z. dans le cas complexe, commencons par une remarque
simple. Imaginons que la fonction f a intégrer ait un tel point col z. mais que
Z. ne soit pas sur le chemin d’intégration . Supposons alors que le domaine
d’analyticité de f soit suffisamment vaste, de sorte a inclure non seulement
le chemin ~, mais également le point z.. Alors, 'application du théoréme de

Cauchy permet de réécrire exactement I(\) comme

I(\) :/ dz e~ fEN (4.17)
it

c

ol . est un chemin, déformé a partir de v et passant par le point z, considéré
(voir figure 4.2). Nous précisons plus loin comment choisir ce chemin. Avant
cela, nous allons discuter les caractéristiques du point col z..

Point selle. Par rapport au cas ot I'intégration porte sur une variable réelle,
une question & se poser est en effet : quel est 'analogue du point col z. ? Pour
répondre a cette question, appelons P(xz,y; A) et Q(x,y; A) les parties réelle
et imaginaire respectives de f(z;\), Le. :

f(zA) = P(z,y; \) +iQ(z,y;\)  avec z =z + iy .

Compte tenu des analyses menées précédemment, il semblerait naturel de
dire que 'analogue de x. est un point z. = z. + iy, olt P est minimale tandis
que @ est extrémale. Cela nécessite en particulier que les dérivées premiéres
partielles de ces fonctions soient nulles, et donc que

Of .\ _
a(zc,)\)fo.

2. Nous écrivons temporairement z. au lieu de z¢(\).
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v A

Je

F1a. 4.2 — Le contour d’intégration original v est déformé en ~. pour passer par le
point col z.. Le choix précis de . est précisé plus loin.

Or, la fonction f(z;)) est analytique dans une région incluant le contour
d’intégration. Comme rappelé dans 'annexe A, page 301, les fonctions P et )
sont alors harmoniques. En conséquence, la fonction P n’a pas de minimum
local, comme le montre la nullité de son Laplacien,

82_P+82_P—0
ox2 oy

Comment continuer alors le raisonnement ? Supposons, pour fixer les idées,
que (0?P/0x?) < 0 en z.. Il vient alors (9*P/dy*) > 0 en z.. Autrement dit,
si z. correspond & un maximum de P dans la direction x, il correspond alors &
un minimum de P dans la direction y. En fait, nous sommes ici simplement en
train de rappeler que l'allure de la fonction harmonique P autour du point 2z,
est en forme de selle de cheval. Nous avons représenté sur la figure 4.3 I'allure
correspondante pour e~ %,

Chemin de descente la plus raide. A ce niveau du raisonnement, une
idée naturelle est alors de faire en sorte que le chemin déformé ~, corresponde,
au voisinage de z., au chemin de descente la plus raide sur la selle de che-
val correspondant & e~¥. Notons, pour éviter toute ambiguité, que le terme
« descente » réfere a la situation vue depuis le point z.. Un tel choix garan-
tirait en effet que les variations de e=F autour du point col z. soient les plus
fortes et donc que la contribution dominante de I'intégrale vienne bien de z..
Cependant, nous ne nous sommes pas préoccupés jusqu’a présent de la partie
en e 'Q de e~ 7, qui pourrait mettre & mal ce raisonnement en engendrant des
interférences destructives autour du point z.. Grace aux propriétés d’analy-
ticité de f(z;\), cela n'est pas le cas. Au contraire, le chemin de descente la
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e_P(z:'!ﬁ)‘)

Y

F1G. 4.3 — Lallure de la fonction e~ @YY qutour du point z. est celle d'une selle
de cheval.

plus raide correspond en fait & un des deux chemins o la partie imaginaire @
varie le moins au voisinage de z. !

Pour se convaincre de cette propriété, prenons pour le chemin v, au voisi-
nage de z. la droite d’équation

2 — 2. = £pe'® (4.18)

o « est angle de cette droite avec 'axe des x (voir figure 4.4) et o les deux
signes correspondent aux deux parties du chemin de part et d’autre de z..
Ecrivons aussi

0% f

82
w(zd )\) = /

Comme la dérivée premiére de f s’annule en z., nous avons, au voisinage
de z. :

_1&f
2022
Rappelons que, dans la limite A — oo, 227{(26; )\)‘ est supposée étre grand.
Le développement (4.20) de f et la paramétrisation (4.18) donnent pour P

et Q :

F(zA) = f(ze; ) (25 M) (2 — 2¢)*. (4.20)

0T (i

1
P(z,y; A) — P(zc, ye; \) ~ 5/)2 52

cos(f + 2a)
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v A “

Zc

21

F1a. 4.4 — Représentation du contour initial v et du contour déformé ~y. passant
par le point col. Au voisinage du point z., le contour déformé . a la forme d’une
droite faisant un angle a avec l'axe des x.

et

0% f
? @(Zcé)\)

p sin(0 + 2a). (4.21)

N | =

Q(:va; )‘) - Q(xcayc; )\) =

Le chemin de descente la plus raide correspond a prendre cos(f+2«) positif, et
maximal, soit 0+2« = 27n avec n entier. Mais dans ce cas, sin(6+2«) s’annule,
et ’équation (4.21) montre alors que les variations de la partie imaginaire @
de f autour de z. sont trés faibles, de 'ordre de O(p?). En résumé, le chemin
de descente la plus raide correspond a

0
a=-—3 + nm, (4.22)

ou encore & e’ = +e¢~ /2 Les deux signes possibles correspondent bien siir
aux deux parties du chemin de part et d’autre de z.. La situation est résumée
sur la figure 4.5.

Formule du col complexe. Comme

dz = dpe'™ = idpe‘ig
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Fi1G. 4.5 — Représentation de la fonction exp[—P(z,y : \)] en fonction de x et y.
Aw voisinage de z., le chemin . correspond au chemin de descente la plus raide.

pour chaque partie du chemin, on obtient & partir du développement (4.19),
et du choix (4.22) :

o 1
I\ ~ 2e (A 2/ dpexp[—ﬁp )82’2 /\)/\)H (4.23)
Y 1/2
~ o FEN) =ik /5 ‘W(zc()\);)\)’ : (4.24)
2

ot nous avons étendu I'intégration a toute la droite (4.18), similairement au
cas de lintégrale réelle, page 248. Remarquons que expression (4.23) est
un moyen simple de comprendre le choix du chemin de descente la plus raide
puisqu’avec un tel choix, 'argument de ’exponentielle est purement réel. C’est
d’ailleurs cette méme stratégie qui est rappelée dans ’annexe E pour le calcul
de certaines intégrales gaussiennes.

Nous pouvons exprimer le préfacteur dans la formule (4.24) en fonction de
la seule dérivée seconde de f en z.()). Pour cela, il faut introduire la fonction
analytique Z~'/2 de la variable complexe Z. Pour la définir univoquement,
nous choisissons la détermination

7-1/2 _ e iareZ/2 ) /|Z| (4.25)

qui assure que pour Z réel positif, Z~1/? est réelle positive. Bien stir, il faut

également introduire une coupure partant de Z = 0 qui est un point singulier.
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Celle-ci est choisie ici suivant le demi-axe réel négatif. Avec ce choix de dé-
termination, et compte tenu de la relation (4.19), la formule (4.24) devient

Formule Col complexe : I(\) = /dz e fN)
8!

022

an —1/2
Io(N) = V21 [_(ZC()\);)\)} e~ F(ze(M)X)

ze(N)

(4.26)

tel que : g—ﬁ(zc()\);)\) =0.

Validité de la formule asymptotique. L’estimation des corrections a la
formule du col (4.26) peut étre menée en étendant I’analyse introduite dans la
section précédente pour U'intégrale réelle (4.1). En particulier, les contributions
des fluctuations non gaussiennes au voisinage du col sont négligeables sous des
conditions analogues, a savoir

Validité de la formule du col (4.26) :
(4.27)

¥p >3, O (2N NI (2(A); A)] P72 — 0 quand A — oo .

Dans la pratique, ces conditions sont souvent suffisantes pour assurer que la
formule (4.26) est bien la forme asymptotique de I(A) quand A — oo.

Utilisation pratique et extension

Dans la pratique, la formule du col complexe s’utilise en quelque sorte de
maniére analogue au théoréme des résidus avec la différence suivante. Pour le
théoréme des résidus, le chemin originel v est déformé pour contourner un pole
simple. Dans le cas de la formule du col complexe, le chemin ~ est déformé
pour passer par le point selle en évitant toute singularité! Concrétement, il
suffit donc de s’assurer que cette déformation du chemin ~ est bien possible,
puis d’appliquer simplement la formule (4.26).

La formule du point selle s’étend aux intégrales de la forme

I(\) = / dz (z)e FEN (4.28)

ot £(z) est une fonction variant lentement. Dans ce cas, sous les hypo-
théses (4.27), nous avons

—1/2
100 = a)var [SLain] s

0z2
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Retour sur 'axe réel

Revenons au cas de U'intégrale simple (4.1) définie originellement par un
chemin v se réduisant & un segment de ’axe réel. Dans ce cas, la partie imagi-
naire ) de f est identiquement nulle sur . Un des points col complexes z. est
alors simplement le point z.(A) = z.()\) sur I'axe réel mimimisant f sur l'axe
réel. De plus, la ligne de plus grande pente dans la structure selle de cheval
de e™F n’est autre que I'axe réel lui-méme. Le chemin . est alors confondu
avec v, et comme (9% f/92%)(z.(\); \) = (02 f /02%)(z(N); N), la formule com-
plexe (4.26) coincide avec la formule réelle (4.3), comme il se doit !

Enfin, dans le cas de lintégrale (4.13), p. 253, portant sur un pur facteur
de phase, il est de nouveau possible de choisir le point col z.(\) sur Paxe réel,
confondu avec le point x.(\) extrémalisant la phase. Par contre, la ligne de
plus grande pente n’est plus alors sur I'axe réel. En effet, comme

(07 /02)(2(A); A) = (9% 0/ 0a%) (e (N); M),

les équations (4.19) et (4.22) montrent que cette ligne fait un angle de /4
avec l'axe réel, comme représenté sur la figure 4.6. Ainsi, le chemin ~,. est
différent de . La formule du col complexe (4.26) redonne alors la formule de

(2

yA

<Y

Ze

Fi1c. 4.6 — Pour Uintégrale (4.13), le chemin de pente la plus raide fait un angle
de /4 avec le chemin originel, qui est l’axe réel. Remarquons que c¢’est exactement
cette déformation du contour qui est utilisée pour le calcul du cas gaussien, rappelé
dans l'annexe E, p. 318.

la phase stationnaire (4.15), p. 254. Soulignons que la méthode de déformation
dans le plan complexe permet d’estimer les corrections a cette formule, et d’en
justifier ainsi le caractére asymptotique de maniére convaincante.
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4.1.3 Cas d’une intégrale multiple

Dans cette section, nous considérons d’abord une intégrale sur d variables
réelles, le domaine d’intégration D étant inclus dans R%. Nous passons ensuite
au cas d’une intégrale fonctionnelle portant sur un nombre infini de variables
d’intégration. Pour ces deux situations, nous montrons que la formule du col,
établie pour une intégrale simple, est aisément généralisable, tout du moins
sur un plan formel. En effet, sa mise en ceuvre devient plus difficile que dans
la cas unidimensionnel, car elle requiert des diagonalisations de matrice d x d
en dimension finie, ou la détermination du spectre d’un opérateur pour une
intégrale fonctionnelle. Similairement, ’examen de son caractére asympto-
tique devient beaucoup plus difficile encore et nous n’entrerons pas dans une
discussion générale de cette problématique.

Nombre fini de variables

Soit d variables réelles, notées collectivement x = (x1,..,24), et f(x;\)
une fonction réelle de ces variables et d’un paramétre de controle . Nous
considérons l'intégrale

I\) = / dx e~ 65N (4.30)
D

avec la notation dx = H;izl dxz;. Supposons que f(x;\) ait un minimum ab-
solu # au point col x = x.(\) situé a l'intérieur du domaine D. Si ce minimum
devient de plus en plus étroit et marqué quand A — oo, alors il est raisonnable
de remplacer 'intégrant e /Y par sa forme gaussienne locale au voisinage
du point col x.()), tout en étendant le domaine d’intégration a tout les-
pace R%. Cette approximation est I'extension évidente, & d dimensions, de
la méthode du col pour une intégrale simple. Sa forme spécifique est établie
ci-dessous.

Approximation gaussienne locale. Procédons au développement de Tay-
lor de f(x;\) au voisinage de x.(\). Il vient

FO6A) = f(xe(A\); ) + S (x = x(A)T - C(N) - (x = %xc(A) +-+-, (4.31)

ot C'(\) est la matrice symétrique d x d ayant pour éléments

Cii(\) = 82(9];]- (%xc(A); A) .

3. La fonction f(x;\) peut avoir d’autres minima secondaires. Cette situation sera en
général de plus en plus fréquente quand la dimension d augmente.



4. Méthode du Col 263

Dans I'expression (4.31), nous avons utilisé la notation générique

uT M -v = ZuiMijvj, (432)
ij

pour deux vecteurs u et v de R?, M étant une matrice d x d et AT désignant
la transposée de la matrice A. En ne conservant que les termes quadratiques
dans la série de Taylor (4.31) et en remplacant D par R?, nous obtenons, pour
lintégrale I(\), la forme gaussienne

Lot (A) = eV /

dx exp [%(x —x. M) CON) - (x —x:(\)]| , (4.33)
Rd

avec F.(A) = f(xc(A); A).

¥ Commentaire 4.1.2. Indi-

Il reste donc & calculer l'inté- quons cependant briévement ici que

grale multiple d’une gaussienne. Papparition .du déterminant dei C(N) se

C leul ¢ 6. d comprend bien dans le cas ou la ma-
_e calcul est rappele, de ma- trice C(\) est diagonale,

niére générale, dans 'annexe E, \

page 320. Le résultat est #)

C(\) = p2(A)

Jou dx e 3X7-C)x )

g (434)
= Det(CO) - Dans ce cas, I'intégrale multiple se fac-

torise. L’intégrale sur la composante z;

Nous renvoyons le lecteur a I’an- de x donne +/27/u;()\). Le produit
nexe E pour les détails™®. de ces termes donne bien le résul-
tat (4.34).

Notons que Det C'(A\) > 0. En effet, ces d valeurs propres pi1(\), ..., a(A)
sont nécessairement réelles, et strictement positives car C'(\) est une matrice
symétrique réelle et x.(\) est un minimum de f. Nous avons donc le résultat :

Formule du col pour: I()\)= / dx e G0
D

Ig(\) = e FW De(%c?(d)\))' (4.35)
P = FO ) et Cyh) = 5t (i)

En ce qui concerne le caractére asymptotique de la formule (4.35), il faut
vérifier que les termes d’ordre supérieur a deux dans la série de Taylor (4.31)
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donnent une contribution qui tend vers 0 pour A — oo. Similairement au cas
d’une seule variable réelle, cette condition est réalisée si

Validité de la formule du col (4.35) :
Vg>3 avec q=)'  q, (4.36)

L qaqf = (Xc(A); A\) — 0 quand M\ — oo.
NZERCS N G%i-uaxi;’( (M) A) d

Dans cette condition, i, (A), ..., s, (A) correspond & une sélection arbitraire
de p valeurs propres de la matrice C(\). Elle est analogue a la condition (4.9),
p. 251. Comme dans le cas d’une intégrale simple, la condition (4.36) est
automatiquement vérifiée pour f de la forme f(x;\) = Ag(x).

Nombre infini de variables et passage a ’intégrale
fonctionnelle

Dans certaines conditions, lorsque le nombre de variables d’intégration
devient infini, 'intégrale multiple devient une intégrale fonctionnelle. Dans
un premier temps, nous décrivons, succinctement, comment cette intégrale est
construite a partir d’'un processus de limite adéquat. Puis, nous établissons la
formule du col correspondante.

Construction de l’intégrale fonctionnelle. Le processus de limite en
jeu prend la forme générique suivante. Partons d’une intégrale multiple de
la forme (4.30), dans un espace a& d = N dimensions. Notons dorénavant ¢;
la iéme variable avec i décrivant 'ensemble [1, ..., N], ¢; étant supposée réelle
pour fixer les idées. Généralement, dans la plupart des situations physiques
rencontrées, a I'indice 4 est associé un parametre noté (i, N) qui dépend aussi
du nombre total de variables N. Ce paramétre peut étre, par exemple, une
position, comme dans la représentation d’Hubbard-Stratanovitch du modéle
d’Ising, ou bien un temps fictif, comme dans la représentation par une intégrale
de chemin du propagateur thermique, ces représentations étant décrites dans
les exemples de la seconde partie.

A ce niveau, la variable ¢; peut étre vue comme un champ ¢(¢) dépendant
du parameétre ¢ qui prend des valeurs discrétes pour N fini. Si ’ensemble des
valeurs ((i, N) devient dense dans un certain domaine Q quand N — oo,
alors une configuration {¢;,7 = 1,..., N} engendre un champ continu noté
#(+) = ¢(¢) ou ¢ parcourt 2. Le volume élémentaire dans ’espace d’intégration
initial & N fini, définit alors la mesure d[¢(-)] d’une intégrale fonctionnelle sur
lespace des champs ¢(-), i.e. :

N

lim []d¢: = dle()] - (4.37)

N—o0 -
=1
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Dans cette limite N — oo, la fonction des N variables f(¢1, b2, ..., dn; A)
définit elle une fonctionnelle, souvent notée? Sy[¢(+)]. Ce processus de limite
a partir de l'intégrale multiple initiale, conduit donc & introduire 'intégrale
fonctionnelle

0 = / d16()] exp{—5x[6()]}. (4.38)

Dans la présentation ci-dessus, nous avons délibérément omis toutes les dif-
ficultés mathématiques qui apparaissent dans le processus de limite N — oo.
Dans certains cas, comme celui de la représentation de Feyman-Kac de la
matrice densité en mécanique statistique, ce processus peut étre controlé de
maniére rigoureuse °. Dans la suite nous admettons que l'intégrale fonction-
nelle (4.38) est bien définie.

Formule du col fonctionnelle. Comme dans le cas discret, il peut appa-
raitre un pic trés étroit dans l'intégrant de (4.38) quand A — oo. Ce pic est
obtenu pour un champ ¢.(-) qui extrémalise Sy[¢(-)], ce qui signifie que la
dérivée fonctionnelle® de Sy [¢(-)] évaluée en ¢.(-) est nulle, c’est-a-dire

5SA[¢()] [ch()] =0 V(e Q. (4.39)

69(¢

11 est alors légitime de développer Sy[¢(-)] au second ordre en (¢ — ¢.), ce qui
donne I'expression gaussienne approchée

Icol()\> e CH O /d[¢()] exp{—%/m d¢idés [¢(<1) —gbc(cl)]
x Cx(C1, G) [0(&2) — @(Cz)}} . (4.40)

Dans lintégrale fonctionnelle gaussienne (4.40), la covariance Cy((1,(2) est
définie par
Cn(G1, ) = g3 [6(0) (441
T 60(¢)00(G) '

Formellement, cette intégrale gaussienne s’exprime en termes des valeurs
propres jux(v) de l'opérateur Cy ol v est un paramétre spectral™ qui ca-
ractérise la valeur propre considérée. Ces valeurs propres sont réelles par suite
du caractére hermitien de C). De plus, la condition de minimum de S au
col implique qu’elles sont aussi toutes positives. En introduisant la densité de
fonctions propres gy (v), et en généralisant le résultat (E.11), p. 321, valable

4. La notation S est issue de la théorie des champs, ol cette quantité représente alors
l'action.

5. Voir le livre [Simon| pour une présentation détaillée de cette démonstration.

6. L’appendice H contient des rappels sur la dérivée fonctionnelle.
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pour une intégrale gaussienne multiple, la forme col (4.40) de I()\) se réduit
alors a :

Formule du col pour I(\) = /d[(b()} exp{—Sx[6()] }

Loi(A) = e [0l exp{% /dl/ g (v) In[27/px(v)] } (4.42)

¥ Commentaire 4.1.3. Le paramétre spectral v permet d’indexer les valeurs
propres dans la partie continue du spectre d’un opérateur donné. En quelque sorte, il
est I’équivalent de I'indice i pour les valeurs propres discrétes p; de la matrice C(\)
en dimension finie d. Par exemple, les valeurs propres de 'opérateur —AA dans un
segment de longueur L avec des conditions de Dirichlet homogénes, sont de la forme
pa(k) = Mk2, avec k = prr/L et p > 0. Dans la limite L — oo, le nombre d’onde k
peut étre vu comme un paramétre spectral prenant des valeurs continues réelles et

positives. En posant ici v = k, la densité de fonctions propres correspondante devient

gx(v) = (L/7), et le domaine d’intégration sur v est [0, 4o0].

Similairement au cas d’une intégrale simple ou multiple, dans la forme
col (4.42), la contribution du col lui-méme exp(—Sy[¢.(-)]) est multipliée par
la contribution de la région proche de celui-ci. Dans la pratique, la détermina-
tion des valeurs propres puy(v) est naturellement un probléme trés difficile en
général, de sorte que I'expression (4.42) reste souvent d’exploitation peu aisée.
Dans certains cas, les valeurs propres sont calculables simplement, ou bien leur
produit s’exprime, de maniére compacte et tractable 7, en termes de quantités
spécifiques au champ col ¢.. L’analyse des corrections & ’approximation du
col est tout aussi complexe. Dans cet esprit, notons que 'immense étendue du
domaine d’intégration, typiquement ’ensemble de toutes les fonctions conti-
nues ¢(¢), induit bien str une grande richesse dans le paysage représentant
exp(—Sx[¢(-)]). En particulier, de nombreux autres minima locaux peuvent
exister, et il faut aussi controler leurs contributions quand A tend vers l'infini.

7. Une telle simplification intervient dans ’approximation semi-classique pour le propa-
gateur thermique, traitée en exemple dans la partie suivante de ce chapitre.
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4.2 Applications et exemples

4.2.1 Formule de Stirling et facteur d’indiscernabilité
Présentation

La notion d’indiscernabilité joue un réle crucial en mécanique statistique,
dans la levée du paradoxe de Gibbs, ou bien a travers les effets spectaculaires
liés a la nature bosonique ou fermionique des particules. Cette importance
est déja mise en évidence dans le cas simple d'un gaz parfait classique en
statistique de Maxwell-Boltzmann. La fonction de partition canonique de ce
gaz s’écrit

1 dr;dp; pz
Zap(NV.T) = < /VN®R3NH {( ] ﬂz (4.43)

pour N particules identiques de masse m, contenues dans un volume V, a la
température T, avec = 1/(kgT) et kp la constante de Boltzmann. Dans
cette expression, le préfacteur 1/N! a pour origine 'indiscernabilité des par-
ticules : il permet de compter une seule fois toutes les configurations micro-
scopiques qui différent seulement par une permutation des coordonnées des
particules. L’intégration sur les positions r; des particules est immédiate, alors
que celle sur leurs impulsions p,;, purement gaussienne, s’exprime facilement
en appliquant le résultat (E.1), p. 317, de Pannexe E. On trouve alors la
formule bien connue

1 v\Y
: D

o Ap = (h/2mmkpT) est la longueur d’onde thermique de de Broglie. La
problématique de 'extensivité de ’énergie libre

F'Gp(]\f7 ‘/, T) = 7kBTlIl ZGP(N, V, T)
se rameéne alors & I’étude du comportement asymptotique de N! quand N —
00.

Introduisons la fonction d’Euler T', qui est telle que I'(IV + 1) = NI Le
comportement asymptotique cherché peut étre simplement obtenu en partant
de la représentation intégrale

1) :/ dz e ® 2, (4.45)
0

qui est de la forme générique (4.1), page 247, avec
IN)=T(\+1), D = [0, 0] et f(z;A)=2—Alnz.

11 suffit done d’appliquer la méthode du col a V'intégrale (4.45).
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Etude et résolution

Nous déterminons d’abord le col et ses caractéristiques, ce qui conduit a
la célebre formule de Stirling. Puis, nous calculons les premiéres corrections a
cette formule.

Formule de Stirling. La fonction f admet un seul minimum en x.(A) = A
car

of A 0*f 1

A, t — A A)=—>0.

oz x ¢ Ox? (ze(A): A) N
Ce minimum appartient bien par ailleurs au domaine d’intégration D. La
formule générale du col (4.3), p. 249, se réduit donc ici &

Ceor(A+1) = Me V2 (4.46)

qui n’est autre que la formule de Stirling!

Examinons maintenant les conditions de validité (4.9). Nous trouvons

: orf (=Drp—1)!
o(A\) =V tandis que %(.TC()\); A) = v
pour p > 2, ce qui implique
orf 1
p &L ) —
P 5L (o) 0) = 05755
Au voisinage du bord inférienr z = 0 du domaine d’intégra-

tion D, exp(—f(x;\)) est par ailleurs exponentiellement faible de-
vant exp(—f(z.(A\); A)). Ces considérations justifient la validité asymptotique
de la formule de Stirling (4.46) quand A — oc.

Avant d’examiner les corrections a la formule de Stirling, arrétons-nous
quelques instants pour remarquer que la largeur o(A) du pic diverge quand
A — o0. Cela peut paraitre surprenant au premier abord, et le lecteur peut
se demander si le pic est bien étroit. En fait, comme z.(\) = A diverge aussi,
il faut rapporter la largeur du pic a la valeur de x.()\), comme indiqué sur la
figure 4.7. L’image intuitive du pic étroit coincide alors avec les conditions de
validité vérifiées ci-dessus.

Corrections a la formule de Stirling. D’aprés la remarque précédente
sur la contribution du bord x = 0, les corrections principales a la formule de
Stirling proviennent des déviations a la Gaussienne. La premiére correction
est ainsi calculée en suivant la méthode donnée page 250, avec le résultat

1 1
o\,
T(A+1)=Xe *V2rA 1+12/\+O(A2) . (4.47)
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A G_zCE}\

FI1G. 4.7 — La largeur o(\) = VX du pic de la fonction e~ %z

=Y

diverge lorsque

A — 0. Cependant, cette largeur est faible par rapport  x.(\) = X, et donc cette
fonction présente bien un pic de plus en plus étroit autour de son maximum lorsque

A — 00.

Si, sur un plan mathématique, les formules obtenues sont asymptotique-
ment valables dans la limite des trés grands A seulement, il se trouve qu’elles
sont déja remarquablement précises pour des valeurs inférieures a 5 comme

indiqué dans le tableau 4.1.

N | N! | Stirling | Stirling + correction
21 2 [ 1,919 1,999

31 6 5,84 5,99

4 | 24 | 23,51 23,99

5 1120 | 118,02 119,99

TAB. 4.1 — Sur ce tableau sont indiquées pour chaque entier N de 2 a 5, les valeurs
correspondant & N!, la formule de Stirling (4.46), et la formule de Stirling avec

correction (4.47).
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Interprétation

L’analyse précédente permet d’étudier le comportement de I'énergie libre
a la limite thermodynamique (LT) définie par N,V — oo a densité p = N/V
et température T fixées. En substituant N! par le développement asympto-
tique (4.47) appliqué & A = N, il vient :

In(27N) 1

Igp
2N * 12N2

BT =In(p\}) — 1+ + O(1/N?) (4.48)

a la limite thermodynamique. L’énergie libre par particule tend donc vers la
valeur intensive

kT [In(pA},) — 1] (4.49)

dépendant uniquement de la densité et de la température. La présence du
facteur d’indiscernabilité (1/N!) dans le comptage des états microscopiques
différents, garantit donc bien cette propriété fondamentale, a la base de la
thermodynamique macroscopique.

Effets de taille finie. Au-deld de son intérét pour la notion d’extensivité
elle-méme, le développement asymptotique (4.48) conduit également a une
estimation de 'importance des effets de taille finie. La premiére correction
a Pexpression (4.49) est en In(27rN)/(2N). Pour N = 103, celle-ci est de
lordre du pour cent seulement. Cette simple estimation suggére qu’il est pos-
sible d’obtenir des résultats précis sur les quantités thermodynamiques d’un
systéme infini, en faisant des simulations numériques pour des nombres de
particules bien plus petits que le nombre d’Avogadro! Noter que la contribu-
tion intensive (4.49) dépend uniquement du maximum au col dans I'expression
intégrale (4.45) de N, alors que la premiére correction de taille finie provient
entiérement de la contribution des fluctuations au voisinage de ce col.

4.2.2 Equivalence des ensembles canonique
et micro-canonique

Présentation

En mécanique statistique, la description des systémes a 1’équilibre ther-
modynamique repose sur trois ensembles différents en général. Le premier
d’entre eux est le micro-canonique qui décrit des systémes isolés, pour les-
quels le nombre N de particules, le volume V et I’énergie FE sont fixés. Le
deuxiéme est I’ensemble canonique : N et V' sont toujours fixés mais c’est par
contre la température T, au lieu de I’énergie, qui est fixée. Cela signifie que le
systéme peut échanger de I’énergie avec un thermostat de grande taille qui fixe
la température. Enfin, le dernier ensemble couramment utilisé, en particulier
pour les statistiques quantiques, est ’ensemble grand-canonique pour lequel
volume, température et potentiel chimique sont fixés. La question abordée ici
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est celle de I’équivalence entre les descriptions micro-canonique et canonique®.
En toute rigueur, cette question est extrémement difficile, et elle passe par le
controle d’intégrales multiples dans la limite d’un nombre infini de variables
d’intégration! Ici, nous adoptons un point de vue trés schématique, reposant
sur un certain nombre d’hypothéses, certes raisonnables mais qui restent a
prouver mathématiquement...

Soit donc un systéme de N particules dans un volume V. Dans l’en-
semble canonique, le systéme est en contact avec un thermostat a la tempé-
rature Ty. Dans I'ensemble micro-canonique, il est isolé et son énergie est Fj.
Que faut il faire pour montrer 1’équivalence des descriptions microcanonique
et canonique ? La réponse est simple : il faut montrer que les quantités ther-
modynamiques calculées indépendamment dans chaque ensemble, deviennent
bien identiques & la limite thermodynamique (LT). Celle-ci est définie par
N,V — oo a densité p = N/V fixée, la température Ty et 1’énergie par
particules Fy/N étant respectivement fixées dans les ensembles canonique et
microcanonique. Dans ’ensemble canonique, ’énergie libre s’écrit

Foan(N,V,Ty) = —kpToIn Z(N, V, Tp) (4.50)

ou kp est la constante de Boltzmann et Z la fonction de partition canonique.
Dans I’ensemble microcanonique, I’entropie est donnée par

Smicro(NaVvaO) = kB IH[Q(N, Va EO)A] (451)

ou (2 est la densité de micro-états, et QA est le nombre de micro-états d’énergie
comprise entre Fy et Fy + A avec A une constante. L’énergie libre micro-
canonique s’écrit alors

Fmicro(Na ‘/7 EO) = EO - kBTmicroSm,icro (452)
ou la température microcanonique Ty ;cro est définie par
aSﬂ%ic’r‘o !
Tmicro N» V) Ey) = |—F7— . 4.53
( o) [ OEy } (4.53)
Nous devons donc montrer que
F anvaT . Fm17 Nv‘/vE
lim Fean(N, V, To) = lim Fricro(N, V, Eo) (4.54)

LT N LT N

en ajustant convenablement Iénergie par particule Eg/N dans lensemble
micro-canonique.

Comme annoncé, nous adoptons un point de vue minimaliste, partant de
la fonction de partition canonique Z

Z(N,V,TO):/ dEQ(N,V, E)e PoF (4.55)

— 00

8. L’exercice 4.4, p. 295, est consacré & ’équivalence entre l’ensemble micro-canonique
et un quatriéme ensemble, I’ensemble isotherme-isobare.
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avec By = 1/(kpTp). Dans cette écriture, toutes les contributions des états mi-
croscopiques de méme énergie F sont regroupés via Q(N,V, E) qui compte le
nombre d’états Q(N,V, E)dE d’énergie comprise entre E et E+dFE. En utili-
sant la définition (4.51) de l'entropie microcanonique, la fonction de partition
se réécrit

2T = [ exp(<mE (N V. E)) (4.56)

avec le potentiel thermodynamique
FJ(N,V:E) = E_TOSmicro(N7 V; E) (457)

spécifique a 'ensemble canonique. Pour montrer 1’équivalence (4.54), nous al-
lons appliquer la méthode du col a la détermination du comportement asymp-
totique de Pexpression (4.56) dans la limite LT.

Etude et résolution

Le paramétre de controle dans la limite thermodynamique est le nombre
de particules N. Maintenant, pourquoi U'intégrale (4.56) présente-t-elle un pic
trés marqué quand N — oo ? Pour répondre a cette question, argumentons
physiquement l'origine de 1’équivalence entre les descriptions canonique et
micro-canonique. Dans I’ensemble canonique, I’énergie du systéme n’est pas
fixée par suite des échanges avec le thermostat. L’expérience montre cepen-
dant qu’elle fluctue peu au voisinage de sa valeur moyenne (E). Alors l'inté-
grale (4.56) devrait présenter un pic au voisinage de (E), de sorte que tout
se passe comme si on travaillait dans 1’ensemble micro-canonique de para-
meétres (N, V, (E)). Bien sir, et c’est la un point crucial, cette assertion n’est
correcte que si les fluctuations sont négligeables. Nous verrons que c’est ef-
fectivement le cas modulo des hypothéses raisonnables. Soulignons cependant
que celles-ci ne sont pas valables aux points critiques ou les fluctuations de-
viennent trés importantes.

Ajustement de 1’énergie micro-canonique. Nous prenons donc le parti
de calculer I'intégrale (4.56) qui est de la forme générique (4.1), page 247, avec
A=N,z=FE, D=[-00,0] et

f(E;N) = BoF§(N,V,E) ot V=Np !,

par la méthode du col. La premiére étape consiste a chercher I’énergie qui ex-
trémalise f(F; N). Compte tenu de argumentation précédente, il est naturel
d’ajuster immeédiatement Fy a cet extremum. En conséquence, Fj est telle
que

1 8S?nicro
T~ aT(Na‘/vEO)- (4.58)
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Nous admettons que cette équation admet une et une seule solution Ey. No-
tons qu’une condition nécessaire pour garantir cette unicité, est que ’entropie
micro-canonique soit une fonction monotone croissante de I’énergie. Exami-
nons la nature de cet extremum de f(E; N) en calculant la dérivée seconde
0% f

@(anN)Z

_ i 82 S’micro

W —gpr (N V. Eo) = (k5T Cmicro(N,V, Eg)] ™" (4.59)

ot Chicro(N,V, Ep) est la chaleur spécifique microcanonique a volume
constant. Lorsque l’entropie est une fonction concave de ’énergie, la déri-
vée seconde de S par rapport & E est négative ou de maniére équivalente,
Chicro(N,V, Ep) > 0. Cette condition exprime la stabilité thermodynamique
du systéme, et elle garantit que Ey soit bien un minimum de f = By F™.

Expression asymptotique de Z a la limite thermodynamique. Exa-
minons maintenant les conditions de validité (4.9), page 251, qui assurent que
la formule du col donne bien le comportement asymptotique de Z(N,V,Tp).
La largeur o(N) du pic en Ey, donnée par la formule (4.59), est

U(N) = \/kBT()QCmicro(N, ‘/7 E()) x VN ,
en admettant que la chaleur spécifique micro-canonique est bien extensive.

Par ailleurs, il vient

orf
OEP

1 apSmic’r‘o

OB (V) o N

(EOv N) =
en admettant Pextensivité de 'entropie et de I’énergie microcanoniques. Ainsi,
pour p > 2

o f 1
o o N) o e

aP(N) —0 quand N — o0,

de sorte que l'approximation du col est asymptotiquement valide. La for-
mule (4.3) donne finalement

Z(N,V,Ty) = A*l\/ 21k 5 T3 Cnicro(N, V, Eg)e™ PolFo=ToSmicro(N.V.Eo)]
(4.60)

Interprétation

Commentons l’équation (4.58) qui permet d’ajuster I’énergie Ejy aux pa-
ramétres (N, V,Ty) définissant ensemble canonique. En vertu de la défini-
tion (4.53) de la température dans I’ensemble micro-canonique, elle signifie
que celle-ci doit étre identique a la température canonique donnée Tj, ce qui
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est évidemment satisfaisant. Remarquons ici que Ej est I'énergie la plus pro-
bable. Comme la distribution de probabilité exp(—GoF*(N,V, E)) est trés
piquée en Ejy, la valeur moyenne (F) et la valeur la plus probable Fj sont trés
proches, comme attendu. Maintenant, nous allons montrer que 1’équivalence
des ensembles est bien réalisée, avant de vérifier explicitement que les hypo-
theses utilisées sont bien satisfaites pour un gaz parfait, puis de conclure par
de bréves remarques pour le cas général.

Equivalence des énergies libres par particule. En insérant la formule
asymptotique (4.60) dans la définition (4.50), nous trouvons :

Fcan o EO - TOSmicro(Na ‘/7 EO)
N N

kT
— ;NO ln(Cmicro(Na ‘/a EO)/kB) -

kB§0 In(2rk% T3/ A%) 4+ o(1/N). (4.61)

Le premier terme dans le membre de droite n’est autre que 1’énergie libre
microcanonique par particule pour la valeur col Ej de ’énergie. Dans la dé-
monstration de la formule (4.60), nous avons admis que Eg, Siicro €t Cricro
sont extensives. Par conséquent, a la limite thermodynamique, 1’énergie libre
microcanonique par particule tend vers une valeur finie, alors que les autres
termes dans Pexpression (4.61) tendent vers zéro. Ainsi I’équivalence (4.54)
est bien assurée.

Gaz parfait classique. Le lecteur est encouragé a vérifier explicitement
Péquivalence (4.54) dans le cas d’'un gaz parfait classique. Les calculs de la
fonction de partition canonique Z(N,V,T) et du nombre d’états Q(N,V, E)
sont relativement élémentaires. L’expression de Z a déja été obtenue dans
I’exemple précédent, page 267, tandis que

VN a3N/2

NI(27h)3N T(3N/2 + 1)

Q(N,V,E) = (2mE)3N/?

ou I" est la fonction d’Euler (4.45), également définie dans ’exemple précédent.

Le lecteur trouvera ainsi ?
FmiCTO(Nv‘/vEO) Fcan(vavTO) kBTO 1
= 1 N =
N N + o n(3rN) + O(N),

ce qui prouve l'égalité des énergies libres microcanonique et canonique par
particule & la limite thermodynamique.

Gaz avec interactions. Les propriétés d’extensivité des quantités ther-
modynamiques jouent un roéle crucial pour I’équivalence des ensembles. Sou-
lignons que leur démonstration a partir des expressions microscopiques des

9. Il faut utiliser la formule de Stirling (4.46), démontrée dans ’exemple précédent.
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fonctions de partition constitue un tour de force lorsque des interactions entre
particules sont présentes. Les preuves correspondantes ont été établies dans
la littérature, pour des interactions & courte portée, et également pour des
interactions coulombiennes dont la longue portée est alors gommée par les
effets d’écran 0. Remarquons par contre que pour certaines interactions a
longue portée comme la gravitation, ’extensivité est perdue et il n’y a plus
équivalence entre les descriptions micro-canonique et canonique.

4.2.3 Cristal harmonique a basse température
Présentation

Cet exemple est consacré a la stabilité a basse température du cristal
harmonique par rapport aux fluctuations thermiques. A d dimensions, N pai-
ticules identiques, se déplacant dans un domaine D de R? interagissent entre
elles via un potentiel V. A température nulle, les particules sont dans les mi-
nima du potentiel et le systéme présente un ordre cristallin. Est-ce que cet
ordre cristallin persiste a trés basse température? Comment déterminer la
chaleur spécifique a basse température ? Nous allons voir que la méthode du
col fournit des réponses a ces questions.

Dans un premier temps, les particules sont traitées classiquement, et le
domaine est choisi uni-dimensionnel, les résultats obtenus étant facilement
généralisables a une dimension d arbitraire. Le Hamiltonien de ce systéme est

H(x,p) =) ok +V(x), (4.62)

ou x et p sont des coordonnées collectives désignant ’ensemble des posi-
tions z,, et des impulsions p,, individuelles des particules avec n = 1, ..., N.
La fonction de partition canonique s’écrit

dzy dpn\  _gH(xp)
xp) 4.63
Y /DN®RN H( (27h) ) ‘ (4.63)

Classiquement, le facteur de Gibbs e #H(*P) ge factorise en une partie dé-

pendant uniquement des impulsions multipliée par le facteur de Boltzmann
e PV L’intégration sur les impulsions est alors immédiate, et donne le fac-
teur )\BN comme pour un gaz parfait (voir page 267). Il vient alors

Z = )\E)N Zconf )

10. Voir I'exemple du chapitre 2 pour une autre manifestation macroscopique de ces
effets.
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avec la fonction de partition purement configurationnelle

1 N
_ —BV(x)
Zeonf = ] /DN nlzll dx,, e .

Les propriétés thermodynamiques du cristal sont entiérement déterminées
par le comportement de Z.,, s & basse température T' = 1/(kgf3). Nous nous
proposons donc d’appliquer la méthode du col a I'intégrale multiple (4.64) sur

un nombre N de variables, qui est de la forme générique (4.30).

Ici, le paramétre de
controle 3 est multiplicatif,
ie. f(x;A\) — fV(x). Dans cette
étude, nous omettrons délibé-
rément toute contribution des
bords du domaine™®, et certaines
opérations seront effectuées en
remplacant D par R. De plus,
nous admettrons qu’il existe des
configurations correspondant a
Pordre cristallin qui minimisent
le potentiel V' (x).

Etude et résolution

Nous admettons donc que le potentiel V(x) présente des minima pour des
configurations ou les x,, forment une chaine réguliére avec un espacement a.
Comme les particules sont identiques, il y a N! minimums qui donnent la
méme contribution & la fonction de partition. En négligeant les effets de re-
couvrement discutés dans la section générale, nous multiplierons par N! la
contribution d’un seul de ces minima, noté x., ou les positions des particules
sont de la forme x,, = na. Cette contribution est estimée par la formule du
col, puis nous en déduisons I’énergie interne et la chaleur spécifique & volume

constant.

Fonction de partition configurationnelle.
mum x. = (a,2a, ..., Na). Il est tel que

oV
E(Xc) =

et la matrice N x N

¥ Commentaire 4.2.1. En fait,
pour éviter que le cristal ne glisse glo-
balement par suite de 'invariance par
translation des potentiels d’interaction
entre particules, il est essentiel de fixer
des bords, ou bien d’imposer un poten-
tiel extérieur. La brisure de 'invariance
par translation dans la phase cristal-
line, est alors bien conservée aprés pas-
sage & la limite thermodynamique et

extinction de ce potentiel.

n=1,.,N,

(4.64)

Considérons donc le mini-
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définit une forme quadratique définie positive. En appliquant la formule du
col (4.35), page 263 a ce minimum, nous obtenons

N/2 N/2
Zconf ~ e,gv(xc)—(Qﬂ') / = eiﬁv(xC)ﬁiN/Q (27T) / (465)

\/Det(3A) /Det(A)

Notons que comme le paramétre de controle est multiplicatif, la formule du
col donne bien le comportement asymptotique de Z,, ¢ & basse température.

Energie interne et chaleur spécifique. Les expressions a basse tempé-
rature de I’énergie interne U et de la chaleur spécifique & volume constant C'y

se déduisent immeédiatement de I'expression Z = Zeony/ )\g combinée a la
formule du col (4.65),
UN,V,T) = kgT?@InZ/0T) (N,V,T) = V(x.)+ NkgT +o(T)
Cy(N,V,T) = (0U/oT) (N, V,T) = Nkp +o0(1)

Noter que dans les dérivations partielles par rapport a la température, les
quantités V(x.) et A sont des constantes car elles ne dépendent que de N
et V. L’expression de U s’interpréte aisément. Le terme V' (x.) est ’énergie de
cohésion a température nulle, dite énergie de Madelung. La contribution sui-
vante & U provient de ’équipartition de I’énergie. En effet, I’énergie cinétique
de chaque particule contribue pour kg7/2. Par ailleurs, a l’approximation
gaussienne, I'énergie potentielle correspond simplement & N modes harmo-
niques, contribuant chacun pour kg7'/2.

Introduction des phonons. Afin d’éclairer les résultats précédents, et éga-

lement d’avoir accés a d’autres quantités physiques, il est instructif et utile de

diagonaliser la matrice A. Comme annoncé, nous ne prenons pas en compte

les effets de bord !, en considérant que A est invariante par translation, c’est-

a~dire A,; = A(n—1). Définissons I’écartement &, = x,, —na de la particule n

a sa position d’équilibre dans 1’état fondamental (voir figure 4.8).
L’approximation gaussienne consiste & écrire

V) = Vixe) + 5€7 A€

avec Pécriture matricielle (4.32), page 263. Vu l'invariance par translations de
déplacements multiples de a, la matrice A peut étre diagonalisée par trans-
formée de Fourier discréte, en décomposant les &, comme

1
= — Z qr exp (inak) .
VN keZB

11. Pour s’affranchir des effets de bord, on peut aussi prendre des conditions aux li-
mites périodiques, qui consistent & imposer la propriété de périodicité x, 4N = zn. Cette
procédure revient & disposer les particules sur un cercle.

&n
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a a
3 N
xgl) x£2) xg) ar,(; )
o > ® e * °
& 3 &3
Fic. 4.8 — Les xcn) = na forment une chaine réguliére d’espacement a. Les

&n = xn, — na dénotent ’écart de la particule n a sa position d’équilibre dans l’état
fondamental.

Dans cette décomposition, les variables ¢ sont dites phonons de nombre
d’onde k appartenant a la premiére zone de Brillouin ZB = [—n/a,7/al.
Ces nombres d’onde sont réguliérement espacés de 27/(Na). En utilisant la
relation ¢_j = ¢, conséquence de la réalité des &, nous obtenons alors

& Ag=m Y Wl ,

keZB

ou les fréquences propres wy sont simplement données par la la transformée
de Fourier discréte de A, i.e. :

mwi = E Ay ikl=ma
1

Nous avons donc bien diagonalisé la forme quadratique originelle. Remarquons
que D’écriture de la transformée de Fourier de A,; sous la forme mcu,zC est
justifiée par ’hypothése que x. est un minimum du potentiel V(x). Notons
également que la fréquence du mode k& = 0, qui correspond & une translation
globale du cristal, est nulle si on ne prend en compte que les interactions entre
les particules. Dans la suite, nous omettons les contributions de ce mode, en
admettant implicitement qu’il existe par exemple un potentiel extérieur qui
évite le glissement global du cristal, comme déja indiqué précédemment.

La méme transformation peut étre effectuée pour les p, et I’énergie ci-
nétique. En introduisant les variables p; canoniquement conjuguées des gy,
le Hamiltonien (4.62) peut alors se réécrire, a I'approximation harmonique,

comme

1 |Pk|2 2 2

5 > (P metlal) (4.66)
keZB

en ayant omis la constante additive V(x,). Les phonons (g, px) correspondent
donc & N modes collectifs harmoniques. Le systéme se réduit donc, dans cette
approximation, & la collection de N oscillateurs harmoniques indépendants, de
masse m et de fréquences wy. La généralisation a une dimension d arbitraire
est immeédiate. La forme de la premiére zone de Brillouin est déterminée par
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les symétries de la maille élémentaire du cristal. Les fréquences propres sont
déterminées en diagonalisant la matrice dite dynamique d X d formée avec les
transformées de Fourier discrétes des dérivées secondes partielles de V' dans
les d directions possibles. Pour chaque nombre d’onde k il existe d fréquences
propres notées w, (k) ot o est un indice de polarisation.

Interprétation

La méthode du col et I'introduction des variables phonons permet d’étu-
dier la stabilité du systéme autour de la configuration d’équilibre & tempé-
rature nulle. Cette question importante en améne immédiatement une autre
concernant la validité d’un traitement classique a trés basse température.

Stabilité vis-a-vis des fluctuations thermiques. Déterminons 'écart
moyen d’une particule autour de sa position d’équilibre di & I'agitation ther-

mique, défini par
1 1
Ly - Y
n keZB

Comme les modes phonons sont indépendants et harmoniques, le calcul est
élémentaire. Dans la limite de taille infinie, nous pouvons prendre la variable
k comme continue et, & des constantes de proportionnalité prés, on obtient

d

kT
d B

ZB

Pour pouvoir effectuer cette intégrale, il faut connaitre les lois de dispersion
wq (k) des phonons, qui sont spécifiques au cristal considéré. Cependant, pour
les grandes longueurs d’ondes, il existe au moins un mode sonore avec une
relation de dispersion linéaire

ws(k) ~ v k pour k—0,

ol vy est la vitesse du son. Dans ce cas l'intégrale (4.67) présente des diver-
gences pour k — 0, en une et deux dimensions. Ceci signifie que les fluctuations
thermiques, déstabilisent toujours I'ordre cristallin & température non-nulle.
Ce résultat est en fait un cas particulier du théoréme de Mermin-Wagner
[Ashcroft] sur la brisure des symétries continues en basses dimensions, la sy-
métrie brisée dans le cas de la formation d’un cristal étant bien stir la symétrie
de translation.

Effets quantiques. Pour fixer les idées, considérons un cristal en trois di-
mensions. A trés basse température, nous ne pouvons plus négliger les effets
quantiques! Nous devons donc remplacer le Hamiltonien (4.66) d’oscillateurs
harmoniques classiques par le Hamiltonien d’un systéme quantique. Cela dit,
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dans les variables phonons, nous avons encore une collection d’oscillateurs
harmoniques indépendants, qui peuvent étre traités au niveau des statistiques
quantiques comme des bosons. Alors, dans I’énergie interne, en plus de V(x.),
il apparait un terme constant supplémentaire qui correspond a 1’énergie de
point zéro. La partie dépendant de la température est maintenant contro-
lée par la contribution des modes sonores, et elle est proportionnelle a T%.
Ceci entraine un comportement en T pour la chaleur spécifique. Pour ce qui
concerne la stabilité du cristal, le raisonnement précédent est toujours valable
A température non-nulle, car les modes qui engendrent l'instabilité sont de
fréquence treés faible et peuvent donc etre traités classiquement, en vertu de
la condition hw(k) < kpT.

4.2.4 Modéle d’Ising
Présentation

Le modéle d’Ising a joué un réle fondamental dans la compréhension des
transitions de phase dans le cadre de la mécanique statistique, ol les quan-
tités thermodynamiques sont déterminées & partir d’'un Hamiltonien micro-
scopique. Au dela du calcul originel de Ising, puis du véritable tour de force
d’Onsager, qui ont résolu exactement ce modéle a une et deux dimensions
respectivement, de trés nombreux travaux ont été dévolus a son étude. On
peut distinguer les approches de type champ moyen d’une part, et la mise en
ceuvre des méthodes du groupe de renormalisation d’autre part. Ainsi, une
connaissance fine et précise des propriétés critiques de ce modéle a été acquise.
Ces propriétés sont par ailleurs communes a une large classe de systémes dont
il est le représentant canonique.

Comme nous allons le montrer ici, il se trouve que les quantités d’équi-
libre du modéle d’Ising peuvent étre représentées par une intégrale fonc-
tionnelle via la transformation de Hubbard-Stratanovitch. I’approximation
usuelle de champ moyen correspond alors & une estimation de cette intégrale
fonctionnelle par la méthode du col! L’approche fonctionnelle apporte ainsi
un autre éclairage a cette approximation, qui présente de multiples intéréts.
Tout d’abord, elle fournit un cadre plus déductif & la construction de ’énergie
libre de Landau-Ginzburg, qui est usuellement introduite sur la base d’ar-
guments de symétrie et de modélisations ad hoc. Aussi, elle ouvre la voie a
une étude systématique des contributions des fluctuations en introduisant les
techniques de renormalisation. Celles-ci jouent un role fondamental dans les
comportements critiques, ce qu’on peut naivement anticiper en réalisant que
I’approximation col reste ici incontroélée...

Considérons donc le modeéle d’Ising défini comme suit. Soit N spins o; =
+1 disposés sur les sites ¢ d’un réseau en d dimensions. Le Hamiltonien d’Ising
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s’écrit
1
H=—3 Z Jij 010, (4.68)
i,j
ot la somme est prise sur tous les sites. Noter que, comme o? = 1, les

termes 7 = j donnent une contribution constante & H. On supposera que les J;;
définissent une forme quadratique définie positive, et qu’ils correspondent &
une interaction décroissante avec la distance, J;; = f(|r; — r;|) avec f(r)
une fonction positive décroissante. Remarquons que d’autres formes des J;;
sont imaginables, par exemple J;; = J/N V i, j comme étudié a I'exercice 4.7,
p. 297, ou bien J;; = J si ¢ et j sont plus proches voisins, et .J;; = 0 autrement.
C’est cette derniére version qui est la plus souvent considérée dans la littéra-
ture, et qui a été résolue exactement en une et deux dimensions. En pratique,
le modéle d’Ising peut décrire un matériau dont les propriétés magnétiques
sont déterminées par le spin d’origine électronique +1/2 de chaque atome.
Les constantes de couplage modélisent des interactions effectives entre spins.
Par exemple, elles peuvent étre engendrées par des contributions d’échange
a ’énergie d’interaction coulombienne entre les nuages électroniques pour les
atomes plus proches voisins.

En dimension supérieure a un, le modeéle précédent est attendu subir une
transition de phase pour une certaine température critique 7, entre une phase
ferromagnétique d’aimantation spontanée non-nulle pour 7' < T, et une phase
paramagnétique ordinaire pour 7' > T,. Nous allons étudier cette transition
dans le cadre de l'intégrale fonctionnelle. Nous prendrons implicitement la
limite thermodynamique N — oo, en admettant que les effets de bord ne
jouent aucun role.

Etude et résolution

Nous nous intéressons a la fonction de partition canonique du modéle qui
est par définition

B P —
520 Jij 0i0;j
i.j

Z = (4.69)

e
{oi}

Si le Hamiltonien semble trés simple, la sommation sur les variables dis-
crétes o; dans la formule (4.69) est loin d’étre immédiate. En fait, il est avan-
tageux d’exprimer Z en termes de variables continues qui sont plus simples
a manipuler, en effectuant la transformation de Hubbard-Stratonovitch. En-
suite, nous argumentons le passage a une intégrale fonctionnelle sur un champ
continu au voisinage du point critique. Ceci conduit naturellement & l'intro-
duction de 'action de Ginzburg-Landau. Nous montrons alors que 'approxi-
mation du col redonne bien les prédictions de I’approche champ moyen stan-
dard.
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Transformation de Hubbard-Stratonovitch. Concrétement, 1’idée
consiste a utiliser I'identité (E.12), page 321, que nous réécrivons sous la forme

1
vDet A

pour toute matrice A de taille N x N symétrique réelle définie positive. En
prenant A=! = (3.J, cela permet de réécrire la fonction de partition (4.69)
comme

1,T 4—1 1T T
(27T)N/2 e2Y ATy / dx e~ 2% Ax+x"y
RN

_%(quJ—l(b) Z 6¢TU

1
(273)N/2 \/Det J /RN i e o

ou nous avons introduit les variables ¢;, ainsi que les notations collectives o
et ¢ pour les vecteurs colonnes de composantes oy, ...,0n €t ¢1, ..., oN TES-
pectivement, 'indice T' en exposant signifiant la transposition comme définie
dans 'annexe. La somme sur toutes les configurations des spins o; peut étre
maintenant effectuée de maniére trés simple, car elle se factorise en

Z b7 H (e +e %),
{o} @
de telle sorte que

- Z(mJi;%)—;U(asi)

3%

1
(278)N/2 /Det J / Udd)i ‘ ’

(4.70)

avec
U(¢i) =—Inch¢; —In2 .

N

Soulignons que la transformation conduisant & l'expression (4.70) est
exacte. Elle montre que le systéme originel est équivalent & un modéle de
théorie classique des champs sur réseau. Naturellement, le probléme reste ex-
trémement ardu, par suite de la présence simultanée d’un couplage entre les
valeurs du champ en différents sites et d’un terme de type potentiel exté-
rieur U(¢;). Le champ ¢ a une signification physique trés simple, qu'on peut
mettre en évidence en exprimant la valeur moyenne (o;) du spin au site [
comme

(o1) = (sh¢y) .

Ainsi, ¢; est directement relié & I'aimantation locale au site [, ces deux gran-
deurs ayant sensiblement les mémes valeurs moyennes dans les régimes ou
celles-ci sont faibles par rapport aux valeurs de saturation correspondant & un
alignement total des spins.
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Limite continue et action de Ginzburg-Landau. Au voisinage de la
température critique 7., nous admettons que ce sont les comportements &
grande échelle qui sont déterminants, de sorte qu’on peut supposer que la
structure du réseau n’est plus pertinente. La théorie des transitions de phases
du second ordre montre que cette hypothése est justifiée au voisinage du point
critique, ot la longueur de corrélation £ devient beaucoup plus grande que le
pas du réseau a. Alors, il est a priori légitime de prendre la limite du continu
dans l’écriture fonctionnelle précédente de Z. Les indices discrets du réseau
sont alors remplacés par des variables continues, i.e. :

Jij — J(r—1') ; Z — % /dr ; 8ij — ad(r —r1')

ol a est le pas du réseau, que nous prenons de structure cubique simple. Dé-
sormais, nous procéderons formellement & des manipulations dans le systéme
infini en admettant 'invariance par translation. Avec les notations et régles
précédentes, il vient

a—ld /dr’ Jr—r)J e =) =a%(r 1), (4.71)
S 0ud ;= g [ dr ar’ o) e - x)ol)
w 39|
1
= i / dk o (4.72)

ot la la transformée de Fourier f(k) d’une fonction quelconque f(r) est définie
par

ﬂm=/wa“ﬂw.

Pour établir (4.72), nous avons utilisé la formule de Parseval-Plancherel, ainsi

que la relation ¢(—k) = ¢*(k) conséquence du caractére réel de ¢(r), et
Iidentité .
T T—1 _d
Ej(k)J k) =a", (4.73)

analogue de la relation (4.71) exprimant que les opérateurs J et J~! sont
inverses 'une de l'autre.

Pour obtenir les comportements d’intérét aux grandes échelles, il suffit
de remplacer J(k) par son développement aux petits nombres d’onde k au
voisinage de k = 0,

~

J(k) = J(0) (1— k> +---)
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ol nous avons utilisé I'invariance par rotation de J(r) = J(r), et avec

o 1 [drr2J(r)

T2 Jdr J(r)
Le terme de couplage quadratique dans le champ (4.72) devient alors
1 2
—— [ dr(¢*(x) + 2(Vo(r)) +---).
5] OO0 )

Quant au terme de type potentiel extérieur, il se réécrit dans cette limite
continue comme

Zlnchgbz /dr Incho(r) = ald /dr (%(b(r)?f %¢(r)4+.-~) ,

le développement en puissances de ¢ étant justifié au voisinage du point cri-
tique, car ce sont les champs faibles qui contribuent majoritairement.

Finalement, en introduisant la mesure fonctionnelle d[¢(-)] définie par le
processus de limite

dg()] = tim {[(2m)"/2 \/Det(3.)]~ qusl},

N—o0

nous obtenons pour le systéme infini

z= [ digty) 590 (4.74)

avec 'action de Ginzburg-Landau
S0 = [ dr (§ (Vo) + 562) + ottr) + - (4.7

N 2 2 4 '
et les coefficients
2 1 1 1

= — b= —— — = = . 4.76
Bi0) i) ot T 3l e

Stricto-sensu, expression (4.74) diverge, en accord avec les propriétés d’ex-
tensivité de Z bien sir, et sans compter les subtilités et autres difficultés
mathématiques apparaissant dans la limite continue. Cela dit, nous continue-
rons a procéder formellement dans la suite, ce qui est suffisant pour notre
étude. Noter également que si l'intégrale fonctionnelle (4.74) est bien de la
forme générale (4.38), p. 265, il n’apparait pas de paramétre de controle A
bien identifié.
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Approximation du col. Malgré I’absence de paramétre de controle, éva-
luons l'intégrale (4.74) par la méthode du col. Plus précisément, nous nous
contentons de chercher le champ ¢.(r) qui minimise l'action de Ginzburg-
Landau, et nous n’étudions pas les contributions des fluctuations correspon-
dant & des champs voisins, problématique trés complexe qui va bien au-dela
de nos ambitions présentes. De maniére cohérente avec le point de vue qui
consiste & omettre tout effet de bord, les fonctions a considérer ne satisfont
aucune contrainte particuliere. Comme le terme (V¢(r))? est défini positif,
une premiére condition pour minimiser action S[¢(+)] est que ¢, soit homo-
géne. Il vient ensuite

bpe + ch> = 0.

Comme montré par les expressions (4.76), la constante positive ¢ est in-
dépendante de la température, alors que le coefficient b est négatif pour
T < J(0)/(kpa®) et positif pour T > J(0)/(kpa?). Le nombre et la nature
des champs cols change donc a la température J(0)/(kpa®), quil est naturel
d’identifier & la température critique T, comme justifié dans la suite.

Pour T > T, le seul champ col homogéne est donné par ¢. = 0. La valeur
col correspondante S[¢.(+)] est nulle et constitue bien le minimum de S[¢4(-)]
qui est toujours positive. Pour T' < T¢, il apparait deux champs cols opposés
correspondant & ¢. = £4/—b/c, et constituant des minima de S[¢(-)], alors
que le champ identiquement nul devient un maximum local. Ce changement de
comportement est la signature d’une transition de phase concernant les pro-
priétés magnétiques du systéme. Pour s’en convaincre, il suffit d’appliquer un
champ magnétique extérieur proportionnel a h, donnant une contribution sup-
plémentaire — > h o; au Hamiltonien (4.68). Ce champ magnétique brise la

2
symétrie ¢ — —¢, et un calcul analogue a I’établissement de la formule (4.74)
montre, qu’a "approximation du col,

r)), — v/ —b/c quand h—0* our T'<T,.
(o(r)) V q p

Comme au voisinage du point critique, la valeur moyenne de ¢(r) est bien
proportionnelle & l’aimantation, la phase basse température T < T, est
ferromagnétique, avec apparition d’une aimantation spontanée. Par contre,
pour T' > T, on trouve que (¢(r));, s’annule proportionnellement a h, ce qui
signifie que la phase haute température est paramagnétique.

Interprétation

Comme nous l'explicitons en premier lieu, ’approximation du col sur la re-
présentation fonctionnelle (4.74) se trouve étre équivalente a ’approche champ
moyen habituelle. Ensuite, nous discutons briévement le role des fluctuations,
avant d’argumenter sommairement le caractére universel des propriétés cri-
tiques obtenues dans le cadre du modeéle d’Ising.
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Lien avec approche champ moyen standard. Dans la théorie de Lan-
dau, on admet qu’un état du systéme est entiérement déterminé par la donnée
de Paimantation locale M (r), qui est le paramétre d’ordre pertinent pour la
transition étudiée. Le potentiel thermodynamique Qp[M(-)] du systéme, en
contact avec un thermostat fixant la température T', est alors construit phé-
noménologiquement pour 7" voisin de T, via un développement en puissances
de M et de VM. Des arguments de symétrie conduisent alors a la forme de
Ginzburg-Landau de Qp[M(-)].

Remarquablement, I’action S[¢(-)] posséde exactement la méme structure
que Qr[M(-)], & condition d’identifier ¢ et M ! De plus, le changement de
signe du coefficient b en T' = T,, qui apparait naturellement dans la construc-
tion mathématique de S[¢(+)], est introduit heuristiquement dans Qr[M(-)],
comme conséquence de la compétition entre ’entropie qui favorise 1’état de
désordre maximal avec M(r) = 0 d’une part, et I’énergie qui diminue pour
des états ordonnés avec M(r) # 0 d’autre part. Ainsi, la valeur d’équilibre
de 'aimantation M,,, donnée par la minimisation du potentiel thermodyna-
mique Qp[M(-)] a T fixée, est simplement proportionnelle au champ col ¢,
minimisant I'action S[¢(+)]. Autrement dit, Papproximation du col est équiva-
lente & la théorie de champ moyen de Landau. La représentation fonctionnelle
fournit donc un cadre constructif pour cette approche phénoménologique, qui
se révele fort utile, en particulier pour la prise en compte des corrections dues
aux fluctuations.

Contributions des fluctuations. La théorie de champ moyen ne repro-
duit pas exactement les propriétés critiques de la transition. Dans ’approche
fonctionnelle, ceci n’est pas surprenant vu I’absence de paramétre de controle,
I’approximation du col ne pouvant alors revendiquer aucun statut asympto-
tique... En particulier, les contributions des fluctuations au voisinage du col,
qu’elles soient gaussiennes ou non, ne sont pas a priori négligeables devant la
contribution du col lui-méme.

En fait, la comparaison a la solution exacte & une dimension illustre bien
les limites de ’approche champ moyen. Alors, la transition prédite est gommée
par les fluctuations, qui sont particuliérement importantes en basse dimension.
A trois dimensions, la valeur de T, obtenue ici en termes des paramétres micro-
scopiques n’est pas exacte, mais la transition ferromagnétique-paramagnétique
prédite est qualitativement correcte. Le systéme a donc bien une aimantation
spontanée en dessous d’une certaine température critique. En revanche, I'an-
nulation de cette aimantation quand 7" — 7 n’est pas en /1, — 1" comme
obtenu dans 'approximation du col. L’exposant critique correspondant dé-
pend crucialement des fluctuations, et peut étre déterminé perturbativement
par les méthodes sophistiquées du groupe de renormalisation. Notons qu’en
dimension supérieure a 4, les prédictions du champ moyen deviennent exactes.
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Classe d’universalité. En exploitant 1'idée fondamentale que les transi-
tions de phase du second ordre sont gouvernées par les comportements a
grande distance, il peut étre montré que les propriétés critiques du modéle
d’Ising sont communes & une large classe de systémes possédant des symétries
identiques. Cette universalité, au demeurant remarquable, apparait simple-
ment dans la construction de Paction S[¢4(+)], qui est clairement invariante
sous la transformation ¢ — —¢. Cette symétrie évidente, dite Zso, est une
conséquence de I'invariance du Hamiltonien originel (4.68) par le changement
o; — —0y, Vi. Au lieu de travailler avec des variables discrétes, considé-
rons des variables continues pondérées par un poids statistique symétrique
P(o;) = P(—0;), et remplagons Y. par [[]P(c;)do;. En appliquant de
{oi} @

nouveau la transformation de Hubbard-Stratanovitch, et en passant a la li-
mite a — 0, nous obtenons une représentation fonctionnelle de la fonction
de partition, qui fait intervenir une action ayant la méme structure que 1’ex-
pression (4.75). Les nouveaux coefficients a, b et ¢ ont la méme dépendance
en température que ceux relatifs aux variables o; discrétes. Par conséquent,
les différents modéles correspondant & tous les choix possibles de P(o), et
qui possédent tous la méme symétrie Zy, devraient présenter des propriétés
critiques identiques.

4.2.5 Approximation semi-classique
Présentation

Reprenant une idée de Dirac, et développant une analogie avec 'optique
ondulatoire, Feynman fut le premier a réécrire la fonction de Green associée a
I’équation de Schrodinger, en termes d’une intégrale de chemins. Cette repré-
sentation fonctionnelle fut ensuite rapidement étendue au propagateur ther-
mique associé a 1’équation de Bloch. Elle constitue un outil particuliérement
efficace pour I’étude des systémes quantiques a 1’équilibre, comme montré par
ses innombrables applications. Une large partie d’entre elles repose sur la cé-
lébre approximation semi-classique, qui consiste en un calcul de lintégrale
de chemins par la méthode du col ou le paramétre de controle n’est autre
que 1/h! Nous en donnons ici une illustration trés simple, dévolue a I’étude
de Veffet tunnel d’une particule a travers une barriére de potentiel répulsive.

Considérons une particule quantique de masse m et soumise & un poten-
tiel V(r), dans l'espace a trois dimensions. Son Hamiltonien est

h2
H=—"A
2m —|—V(r) ’

et le propagateur thermique correspondant est noté

G(r;r'; 3) = <r|e_ﬁH|r’>
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avec la température inverse 5 = 1/kgT. Pour fixer les idées, imaginons que
le potentiel V (r) = Z2e?/(4meor) décrive une barriére répulsive coulombienne
entre deux noyaux de charge Ze. La probabilité que la particule s’approche &
une distance o de Porigine est proportionnelle & G(rg;rp; 3). Pour de basses
températures telles que kT < V (rg), G(ro;ro; 5) est essentiellement contro-
lée par un effet tunnel & travers la barriére répulsive, de sorte que sa valeur
est largement accrue par rapport au facteur de Boltzmann classique e =2V (¥o),
Nous allons estimer la contribution correspondante par I’approximation semi-
classique.

D’abord, nous construisons la représentation en termes d’intégrale de che-
mins de G(r;r’; 3), en exploitant les développements perturbatifs des fonc-
tions de Green établis dans le chapitre 3. Ayant ainsi obtenu une intégrale
fonctionnelle de la forme générale (4.38), nous ’évaluons par la méthode du
col qui conduit & l'expression semi-classique de G(rg;ro; 3). Le terme domi-
nant correspondant & basse température, peut étre retrouvé a partir de la
représentation spectrale de GG, ou les fonctions propres de H sont évaluées par
Papproximation de Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB).

Etude et résolution

Dans un premier temps, il est essentiel d’estimer la forme asymptotique
a haute température de G(rq;rp;7) quand 7 — 07 avec 7 linverse de la
température. Cette forme permet ensuite de construire I'intégrale de chemins
représentant G(r;r’; 3) & n’importe quelle température finie.

Forme haute température du propagateur. Fixonsr, et ry, et étudions
le comportement de G(r,;rp;7) quand 7 — 0T. Ici, nous pouvons traiter
perturbativement le potentiel V(r) lui-méme, comme vérifié a posteriori. Le
développement perturbatif de G(r,;rp;7) en puissances de V est obtenu a
partir de la série (3.83), p. 180, avec H(©) = —(12/2m)A et W (r) = V(r),

G ra,rb, ) G( )(I‘a,rb, )

/ dry /dr1 G( (rg;r;7—71) V(ry) G(O)(rl;rb;71)+~~~ (4.77)

Le propagateur non-perturbé G() se réduit ici au propagateur libre donné par
la formule (3.84) en dimension d = 3. Par conséquent, la premiére correction
dans le développement (4.77) devient

(o) [ an e =mym
/dr1 V(r) exp <Zl((r1 —ro)”  m(n - r”)2> . (4.78)

T —71)h? 271 h?
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Dans la limite 7 — 0T, 7 — 71 et 71 deviennent infiniment petits. Alors, dans
Pintégrale spatiale figurant dans l'expression (4.78), les facteurs gaussiens va-
rient extrémement vite tandis que V' (ry) varie sur une échelle bien plus grande,
indépendante de la température. Par conséquent, nous pouvons estimer cette
intégrale par la variante de la méthode du col décrite p. 260. Le point col r,
est
Tirq + (T — 1)1y
T

c =

et le facteur gaussien se réécrit exactement comme

o () g (_rler e

27h? 2(r — )T h?

En remplacant V (rq) par V(r.), nous obtenons la forme asymptotique a haute
température de l'expression (4.78),

3/2 _ 2 T
B (27:0}12) b (_ m(r2bfh2ra) ) /0 dr V((Tlra + (7 - Tl)rb)/T) )
(4.79)
qui est donc de la forme G (r; ry; 7) multipliée par un facteur d’ordre 7. Les
corrections & ce terme dominant quand 7 — 07, sont calculées en dévelop-
pant V(r1) au voisinage de V(r.) en série de Taylor de (r; —r.). La premiére
correction non-nulle provient du terme

1
5[(1'1 —Te)- VrC]QV(rC) )

et elle est plus petite que le terme dominant (4.79) par un facteur d’ordre 7,
comme montré par le simple changement de variable 71 = ur.

L’analyse précédente peut étre étendue a tous les termes de la série per-
turbative (4.77). On trouve facilement que le terme d’ordre V™ est asymptoti-
quement de la forme G (r,;ry; 7) fois un facteur d’ordre 7" quand 7 — 0.
Alinsi, nous pouvons réexponentier la série (4.77) via I'identité

1— /T dry V((rire + (1 — 71)r) /7) + O(72)
0

~ exp (— /0 " dn V (mra + (r — 71)m)/7) + 0(72)) . (4.80)

ce qui conduit a la formule haute température

o m \3/2 m(ry —1y)?
Glroiri ™) = (577) eXP(‘W

exp ( / dr1 V ((rire + (7 — 71)1)/7) + 0(72)) C(481)

0
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Représentation par intégrale de chemins. Considérons maintenant le
propagateur G(r;r’; §) a température finie. L’identité opératorielle évidente

e PH — [~ PH/N] N

valable pour un entier N quelconque implique la formule de convolution

G(r;r'; B) = /dr1 dry---dry_y G(r;r1; 8/N) G(ry;r9;3/N) - -+
X G(rN,l;r’;ﬁ/N).

Quand N — o0, il est légitime de remplacer chaque propagateur
G(rp;rpy1; B/N) par la formule haute-température (4.81). Comme ici, 7 =
B/N, les termes O(7?) sont d’ordre O(1/N?). Lorsqu’on effectue le produit
des N + 1 facteurs exponentiels, la somme de ces N + 1 termes est elle-méme
d’ordre O(1/N), et elle peut donc étre négligée quand N — oo. Nous trouvons
ainsi

N\ 3N/2
G(r;r aﬁ) NHOO (;:W) /drl dry---dry_

N—1
exp(— pz:;) nﬂV(I‘g;;;L2 / du V(ur, + (1 u)rp_H)) , (4.82)

avecrg =retry =r’.

Dans l'expression (4.82), il apparait naturellement le chemin r(¢) constitué
de N +1 segments de droite joignant successivement r;, a rp;, avec un temps
fictif ¢ qui varie entre 0 et Bh. Chaque point r, est atteint au bout d'un
temps t, = pBh/N. De plus, la vitesse 1(t) = N(rp1 —1p)/(6h) est uniforme
entre t, et t,41. La somme Z;V;Ol .-+ dans l'expression (4.82) s’identifie alors
exactement & S[r(-)]/k, avec laction associée au chemin r(t) dans le potentiel
changé de signe -V, i.e. :

ph mi2
Sal= [ at "5+ Vo).

En introduisant la mesure fonctionnelle

N\ 3N/
dr(-)] = i (W) /drl dry---dry-1,

on obtient finalement

G(r;r'; §) = /d eXp S[r('”). (4.83)
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Dans la présentation adoptée pour établir la représentation (4.83), nous
ne prétendons pas a une rigueur absolue, étant entendu que, au niveau ma-
thématique, il faudrait controler la convergence des séries perturbatives, ainsi
que le processus de limite définissant la mesure fonctionnelle d[r()]. Le lec-
teur peut trouver une preuve de la formule (4.83) pour une large classe de
potentiels dans le livre [Simon|. En particulier, il est démontré que la me-
sure d[r(-)] est simplement reliée a la mesure de Wiener qui gouverne les
propriétés statistiques du mouvement brownien. Enfin, notons que la repré-
sentation en termes d’intégrale de chemins de la fonction de Green dynamique
fait intervenir un pur facteur de phase, avec une phase proportionnelle & ’ac-
tion dans le potentiel V. Dans ce cas, la présence d’oscillations implique que
I'intégrale fonctionnelle n’est pas bien définie en toute rigueur.

Approximation semi-classique. L’intégrale fonctionnelle (4.83) est bien
de la forme générale (4.38), p. 265, avec les substitutions ¢ — r, { — {,
Q — [0,3h], et Sy — S/h. Le paramétre de controle A peut étre naturelle-
ment identifié & 1/h. La limite classique est obtenue en envoyant /i a zéro.
Comme l'exposant (S[r(-)]/h) varie alors trés rapidement et peut prendre de
trés grandes valeurs, il est a priori raisonnable de mettre en ceuvre la méthode
du col pour étudier G(r;r’; 3) dans cette limite.

Un chemin col r.(t) est donc un minimum de laction Sr(-)] avec les
contraintes de départ r.(0) = r et d’arrivée r.(0h) = r/, le temps de vol étant
également imposé et égal a Sh. L’équation fonctionnelle (4.39) se réduit alors
aux équations de Lagrange qui définissent une trajectoire classique, confor-
mément au principe de moindre action. Notons qu’il peut exister plusieurs
trajectoires classiques satisfaisant aux contraintes précédentes. Nous suppo-
sons qu’il en existe une qui donne le minimum absolu S, de l'action, et que
les contributions des autres trajectoires classiques peuvent étre négligées. 2

La contribution de la trajectoire classique r.(t) et de son voisinage est
donnée par la formule du col (4.42), p. 266. Comme déja commenté de maniére
générale, la détermination explicite des valeurs propres de 'opérateur associé
a la covariance 29
51‘(7?7 [re()]

1)(51‘(252)

n’est pas immédiate... et pour obtenir la contribution totale des fluctuations
gaussiennes, il faut encore effectuer une somme sur tout le spectre. Grace
a des identités remarquables de mécanique analytique, on montre qu’en fait
cette somme s’exprime de maniére compacte, en termes de ’action classique
Se(r,r’; Bh) correspondant a la trajectoire classique r.(t). La formule du col,
également dite approximation semi-classique ou formule de Van Vleck, s’écrit
finalement :

C(ty,ty) = ht

12. Comme esquissé dans la partie générale de ce chapitre dans le cas d’une intégrale
simple, la prise en compte des contributions de plusieurs chemins cols est trés délicate.
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928, 1/2 Se(r,r'; Bh)
A — —-3/2 _ c /. _Me\tht s
Geol(r;1’; 8) = (27h) Det Sror (r,r ,ﬁh)} exp ( — ) .

(4.84)

Noter que la racine carrée du déterminant des dérivées partielles de ’action
classique par rapport aux points de départ et d’arrivée est bien au numérateur
dans cette formule, et non au dénominateur comme pourrait le suggérer une
identification tentante, mais abusive, avec le déterminant de la forme quadra-
tique fonctionnelle! En fait, c’est bien aussi cette position au numérateur qui
garantit la bonne dimension de Geu(r;r’; 3), homogéne a l'inverse d’un vo-
lume en trois dimension. Enfin, le lecteur non encore complétement convaincu
peut appliquer la formule (4.84) au cas ou V(r) = 0 : il retrouvera bien
exactement l'expression (3.84) du propagateur libre. S’il est amateur de dé-
terminants, nous l'invitons également a vérifier que dans le cas d’un potentiel
harmonique, la formule (4.84) donne aussi le propagateur exact...

Interprétation

Dans la limite, formelle, h — 0, Papproximation semi-classique (4.84) de-
vient asymptotiquement exacte. Notons que le paramétre de controle 1/h
n’est pas multiplicatif, car & intervient également dans le temps de vol des
chemins. Néanmoins, il est possible de vérifier qu’on retrouve bien le déve-
loppement de Wigner-Kirkwood & l'ordre A% inclus de la partie diagonale
G(r;r; 8) au voisinage de sa valeur classique (m/(27(h?))%/? exp (—3V (r)).
Cela dit, 'approximation semi-classique présente un potentiel d’application
bien plus vaste que le développement de Wigner-Kirkwood, car elle prend en
compte non-perturbativement des effets quantiques importants. Ceci est bien
illustré par le calcul de G.oi(rp;ro; 3) & basse température pour le potentiel
coulombien répulsif V(r) = Z2e?/(4megr).

Application a un effet tunnel. Plagons-nous a des températures suffisam-
ment basses de sorte que kpT < V(rg). Les différents chemins col sont des
trajectoires classiques dans le potentiel coulombien attractif —Z2e?/(4megr).
Cet ensemble de trajectoires est donc constitué d’ellipses de période Bh pas-
sant par rg, et des deux trajectoires rectilignes partant de rg et y revenant au
bout d’un temps Sh. La trajectoire donnant le minimum absolu de ’action,
est celle rectiligne qui ne passe par l'origine. Un calcul relativement simple
donne l'action classique correspondante, dont la forme asymptotique est

2TmZ4eh

v d T
W) quan — 0.

Sc(rOarO;ﬂh) ~ (
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Un autre calcul, bien plus corsé, donne le déterminant intervenant dans la
formule semi-classique (4.84). A basse température, la contribution dominante
& Geoi(ro;ro; B) provient du facteur exp (—S.(ro, ro; Sh)/h), et se réduit & :

2TmZ%e* \1/3
(=ne . 4.
eXp( (325§h2kBT) > (4.85)

Le facteur de pénétration (4.85) prend en compte un mécanisme quantique
fondamental, a savoir 'effet tunnel. Ainsi, I'approximation semi-classique se
réveéle encore efficace loin de la limite classique! Soulignons en particulier que
le développement de Wigner-Kirkwood est ici complétement inopérant : le fac-
teur (4.85) devient exponentiellement plus grand que le facteur de Boltzmann
classique exp (—=3V (r¢)) quand T — 0. Notons néanmoins qu’il est trés ardu
de controler la fiabilité de la formule semi-classique (4.84) dans les situations
ou les effets quantiques sont importants. Ici, il se trouve que le facteur semi-
classique (4.85) décrit bien le comportement dominant exact de G(rp; ro; 3).

Comparaison avec l’approximation WKB. Pour conclure, signalons
que l'expression précédente du facteur de pénétration peut étre retrouvée
a partir de la méthode WKB. Cette méthode, également qualifiée de semi-
classique, consiste a déterminer approximativement les fonctions propres du
Hamiltonien H via une résolution perturbative par rapport a h de I'équation
de Schrédinger stationnaire. Pour obtenir le propagateur thermique corres-
pondant, il suffit de partir de la représentation spectrale (3.81)

G(ro;re; 8) = Z 1 (1) | 2e~PEn

Le lecteur ne sera pas surpris d’apprendre que cette vérification passe par une
estimation de la somme sur les énergies... par la méthode du col!



294 Physique et outils mathématiques : méthodes et exemples

4.3 Exercices

B Exercice 4.1. Comportement asymptotique de la fonction de
Bessel J

Etudier le comportement de la fonction de Bessel

2m
Jo(\) = i de i cos 6
O( ) 2w 0 ¢

pour A réel positif et grand. Pour cela, on réécrira dans un premier temps Jy
comme

1 2 -
Jo(A) =~ Re { / : deew(‘)*”}

s
2

avec @(0; \) = —A cos 6. Montrer alors que

2
Jo(A) = 4/ = cos(A — %) quand A — 400 (4.86)

et établir la légitimité de cette approximation.

Solution page 370.

B Exercice 4.2. Coeflicients du binoéme

1. Justifier la relation

1 (142"
P
" 211 C Zp+1

ou C est un contour d’intégration entourant l'origine du plan complexe.

2. Posons p = nx. Montrer que dans la limite n — oo,

nTr . 1
cr —m%{—n[mﬂ<1—fv>1n<1—$ﬂ}~ (4.87)

Solution page 370.
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B Exercice 4.3. Forme asymptotique de la fonction de Green de
Helmbholtz

Soit Geo(r) la fonction de Green avec C.L. a l'infini de lopérateur de
Helmholtz en dimension d, i.e. solution de

—AGs (1) + m2Goo(r) = 6(r)

avec Goo(r) — 0 quand r — oo. La discussion menée au chapitre 3, p. 161,
permet de montrer que

Goo(r) = GL (x5 =m?)

ot G (r;s = m?) est la transformée de Laplace (prise en s = m?2) de la
fonction de Green causale de I'équation de diffusion pour un coefficient de
diffusion D = 1. Autrement dit,

o 1 oo dt 2 2
w(r)_7(47r)d/2 ; mexp(—m —r?/4t).
En déduire que pour r — 00 :

-3

Coo(r) ~ \Eﬁ Ti—ze—w (1+0(1/r)). (4.88)

2

Solution page 371.

Bl Exercice 4.4. Ensemble isotherme-isobare

Il existe de nombreuses situations expérimentales ot la température et la
pression d’un systéme thermodynamique sont imposées grace au contact avec
un réservoir de température et de pression. Ce réservoir fixe donc la tempéra-
ture et la pression d’équilibre du systéme. De maniére équivalente & I’ensemble
canonique, I’ensemble isotherme-isobare correspond a cette situation ot tem-
pérature, pression et nombre d’atomes du systéme sont fixés. En particulier,
le volume et I’énergie du systéme sont libres de varier.

La fonction de partition isotherme-isobare de cet ensemble est définie
comme :

Qn(Py, Tp) = A‘l/dVe‘BC’POvZN(V, Ty)

avec By = 1/kpTy et ou Zn(V,Tp) est la fonction de partition canonique pour
un systéme de N atomes dans un volume V et a la température Ty et ou
A est un volume arbitraire de normalisation assurant le caractére adimen-
sionné de Q). En utilisant I’expression de la fonction de partition canonique,
rappelée par exemple page 272, Qn(Po, Tp) peut se réécrire comme

Qn (P, Tp) = (AA)™? /dVdE o~ Bo(PoV+E-To5)
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ou S = S(N,V, E) est 'entropie microcanonique. Enfin, dans cet ensemble,
I’énergie libre de Gibbs est définie par :

GN(P(),T()) = _kBTOanN(POaTO)- (489)

Evaluer G (Py, Tp) puis la différence entre les expressions microcanonique
et isotherme-isobare de cette fonction thermodynamique dans la limite N
grand.

Solution page 372.

B Exercice 4.5. Evolution d’un paquet d’ondes et vitesse de
groupe

On considére en une dimension un paquet d’ondes pris initialement a4 ¢ = 0
comme :
o0 )
P(z,t=0) = / dk e F (k). (4.90)

Par ailleurs, la relation de dispersion est donnée par une fonction w(k), de
telle sorte que I’évolution du paquet d’ondes soit

+oo )
P(x,t) = / dk e'ke=w(B)t) p (). (4.91)
On se place en z(t) = vt. Evaluer P(x(t),t) pour t grand.

Solution page 372.

B Exercice 4.6. De la fonction de Green de Cattaneo a celle de
I’équation de diffusion

On rappelle que la fonction de Green G (z;t) de I'équation de Cattaneo
c2a2t

a une dimension introduite page 222 s’écrit GI_(x;t) = e~ "2 gL (z;t) avec
(voir p. 225)

T+ia
glit) =0let —[ol) - [ g emeVETE v

™ —THia

avec m = a’c/2. Retrouver la fonction de Green de l'opérateur de diffusion
en une dimension & partir de ce résultat.

Solution page 373.
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B Exercice 4.7. Modéle d’Ising avec des interactions a longue
portée

On considére un modeéle d’Ising constitué de N spins .S; = +1 disposés sur
N sites, et dont le Hamiltonien est :

1
H= ﬁZSiSj — hZSi
2,7 7

ou il faut sommer sur tous les sites i,7 =1,..., N.

1. Montrer que exp(—SH) peut s’écrire comme :

2

NB 1/2 oo
<—> / dX exp[-NBA?/2+ Y (BA+ Bh)Si].
o0 i
En déduire que la fonction de partition Z du modéle peut s’écrire comme

7= (N_/?')m /Oo dX exp(—NBA(N))

27 o
ot l'on déterminera A(\).
2. Montrer que ’énergie libre par site est donnée par :

—1
ol \g est la valeur de A pour laquelle A()\) est minimale.

3. Montrer aussi que I'aimantation

__of
" on

a [ et N fixés, est donnée par m = Xy + O(1/N). En déduire alors que
I'équation qui définit Ay, donne pour m :

th(B(m + h)) = m,

qui est l’équation de champ moyen pour ce modéle. Donner [., le point
critique du passage de la phase paramagnétique a la phase ferromagnétique.
En déduire que le champ moyen donne des résultats exacts pour ce modéle
dans la limite N — oo.

Solution page 373.
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M Exercice 4.8. Marche aléatoire de Bernoulli

Considérons une particule qui se déplace dans un espace discret en une
dimension. Nous pouvons donc repérer sa position par un entier m. Cette
particule change de position de fagon aléatoire & chaque intervalle de temps,
discret également. La particule ne peut faire que des sauts d’une unité vers la
droite ou vers la gauche par intervalle de temps, et avec la méme probabilité.
Donc, si Py(m) est la probabilité que, a l'instant N, la particule se trouve
en m, nous avons la relation de récurrence :

Pr(m) = 2 [Py-i(m — 1)+ Px_a(m+ 1)].

1. En définissant la transformée de Fourier et son inverse respectivement
par

o0

Py(k)y= Y e*mPy(m),

m=—00

et

mdk .~
P (m) = / Ak —iwm By (k).

< 2T

obtenir une relation entre ﬁN(k) et ﬁN,l(k). En déduire ﬁN(k) en supposant
qu’a linstant initial Py(m) = 0.

2. Montrer que Py (m) peut s’écrire comme

14+ (_1)N+m

Pr(m) = { o

} In(m)

ou I (m) est une intégrale entre —7/2 et 7/2 a déterminer.

3. En déduire 'expression de Py(m) pour N grand.

Solution page 374.

B Exercice 4.9. Oscillateur harmonique et théorie des nombres

Considérons un systéme formé d’une infinité d’oscillateurs harmoniques,
de fréquences propres w;, qui sont telles que

hwr =15 hwe =25 hw =k
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Le zéro de 'énergie est choisi de telle sorte que 1’énergie de 1’état fondamental
de chaque oscillateur soit 0 et non pas hw; /2.

1. Montrer que la fonction de partition Z() de ce systéme peut s’écrire
de deux maniéres : la premiére, comme un produit infini & déterminer et la
seconde, comme

Z(B) =Y e Qn) (4.92)
n=1
ot Q(n) est le nombre de partitions de U'entier n. Par exemple, 2(4) = 5 car

4 = 4
= 3+1
= 242
= 24141
= 1414141
(4.93)

2. A Paide du théoréme des résidus, exprimer (n) comme une intégrale
dans le plan complexe.

3. En se servant de la formule d’Euler-MacLaurin

o0 9
}:mpf%r%]z?%-—%mwy+%m@m+wxm
n=1

obtenir expression asymptotique de 2(n) pour n trés grand. Ce résultat est
connu sous le nom de Formule de Hardy-Ramanujan.

Solution page 375.
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Appendice A

Fonctions d’une variable complexe

Dans cette annexe, quelques définitions et propriétés relatives aux fonc-
tions d’une variable complexe sont rappelées sommairement.

Analyticité

Fonctions holomorphes. [ est une fonction analytique (ou holomorphe)
en zg € C si elle est dérivable sur un voisinage de zy. Dans ce cas, en posant
z=x+1iy, P=Ref, et Q =Im f, nous avons (conditions de Cauchy) :

O w0 = 220w
O 2o, Yo - ay Zo,Y0),
0 oP

%(Io,yo) = *afy(fcmyo)-

Une conséquence de ces conditions de Cauchy est que les fonctions P(z,y) et
Q(x,y) sont harmoniques, ¢’est-a-dire de Laplacien nuls :

AP=0 et AQ=0.

Une fonction entiére est une fonction analytique sur tout C.

Singularités. Les points en lesquels une fonction n’est pas holomorphe sont
appelés singularités. Nous rappelons ci-dessous les divers types de singularités,
simplement & I'aide d’un exemple typique correspondant :
— Artificielle ou apparente ; I’exemple standard est de partir d’une fonction
f(2) holomorphe en zj et de considérer

J(z) = f(20
ooy~ 12 = F(en),
zZ— 20
2z est une singularité apparente pour g(z) et il est possible de définir ¢
en zg avec g(z9) = f'(20)-
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— Pole : I'exemple standard est

f(z) = —

(z — 20)"

De maniére plus générale, f(z) a un pole en zq si la fonction (z—20)™ f(2)
a une singularité apparente en zq ; n est alors 'ordre du pole.

— Essentielle : 'exemple standard est la fonction f(z) = exp(1/z) qui a
une singularité essentielle en z = 0.

— Points de branchement : ils sont associés aux coupures des fonctions
multivaluées comme par exemple le logarithme ou une puissance non
entiére z“. Dans ce dernier cas, l'origine est un point de branchement,
dont doit partir nécessairement une coupure. En effet, lorsqu’on fait un
tour complet autour de l'origine, 'argument de z change de 27, et par
conséquent, 2z est multiplié par e*™*. Pour o non entier, e # 1,
et afin d’éviter la multivaluation de la fonction z®, il faut introduire
obligatoirement une coupure : les valeurs de la fonction en des points
infiniment proches de chaque coté de la coupure sont différentes. Pour
une fonction de la forme

[P(2)]"

ot P(z) est un polynome en z, il faut d’abord identifier les zéros du
polynéme, qui vont étre des points de branchement. Pour la raison pré-
cédente, de chacun d’entre eux part une coupure. Sa position est compleé-
tement arbitraire. Dans la pratique, il est souvent commode de choisir
une coupure joignant deux points de branchement.

Fonctions méromorphes. f est méromorphe dans un domaine D si toutes
ses singularités dans D sont isolées et sont des poles.

Série de Laurent. Soit f une fonction holomorphe sur 0 < ry < |z — 29| <
ro. Alors f admet un développement unique dans ce domaine de la forme
f(z) = I:J_OO cn(z — 20)". Si f a un podle (respectivement une singularité
essentielle) en zg, alors le nombre de coefficients non nuls d’indice négatif est

fini (respectivement infini).

Théoréme des résidus et lemmes de Jordan

Théoréme des résidus. Soit D € C un ouvert simplement connexe, f une
fonction méromorphe sur D et C un chemin fermé simple contenu dans D ne
passant pas par les singularités de f. Alors,

f{: dzf(z) = +2im Y Res(f, Py).
k

Dans cette expression, les signes + et — correspondent a un parcours effec-
tué respectivement dans le sens trigonométrique et anti-trigonométrique; la
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somme porte sur les poles de f a 'intérieur de C et Res(f, Py) désigne le résidu
de f en Py, c’est-a-dire le coefficient de 1/(z — z;) dans le développement de
Laurent de la fonction f(z) au voisinage de z.

Lemmes de Jordan. Soient D le domaine {z = re?;r >0, 0<60; <6<
0y < 7} et C, I'arc de cercle {re??;0; <6 < 6,}.

— Soit f : C — C une fonction continue sur D telle que z f(z) — 0 lorsque
|z] — oo et z € D. Alors,

/ dzf(z) - 0 quand 7 — +o0.
Cr

— Soit f : C — C une fonction continue sur D telle que f(z) — 0 lorsque
z — oo avec z € D. Alors,

/ dzf(2)e”” — 0 quand 7 — +oc.
Cr

Partie principale de Cauchy et distribution de Dirac

Partie principale. Soit f une fonction ayant un poéle simple zy réel avec
20 € [a,b]. La partie principale de Cauchy est définie comme :

PP/abdzf(z) zeliir(l){/:o_edzf(z)—i—/z:ﬂ dzf(z)}.

Par exemple
1
PP / o,
1 R

Enfin, au sens des distributions, on a

1 1
li =PP—Fi . Al
e_1>%1+ T Eie Ry F imd(@) (A1)

Distribution de Dirac. Nous profitons de cette annexe pour rappeler la
propriété suivante de la distribution de Dirac :

b B g(wo)
| dwgteptre) = 0 H2 (42)

ou la somme porte sur tous les points xy € [a,b] tels que f(zg) = 0. Cette
identité s’obtient simplement par changement de variable.



This pageintentionallyleft blank



Appendice B

Transformée de Laplace

Cette annexe présente des rappels succincts sur la transformée de Laplace.

Définition. Soit F(t) une fonction définie pour ¢t € [0, 4+o00[ : la transformeée
de Laplace de F', notée L]F], est une fonction de la variable complexe s, définie
par :

L[F)(s) = /OOO dt e St F(t).

Domaine de définition. S’il existe ag, M et tqy finis tels que, YVt > tq,
le*!F(t)] < M, alors L[F] est analytique pour Re s > ay.

Exemples.
— La fonction F(t) = e¥* admet, pour Res > Rek, la transformée de
Laplace
1
L[F](s) = )
Flis) =

Cette fonction peut étre prolongée dans tout le plan complexe, ou elle
est analytique, sauf au point s = k, qui est un pole simple.

— Par contre, F(t) = exp(t?) n’admet pas de transformée de Laplace.

— Notons enfin que si F(t) = O(1/t") ent = 0 avec n > 1, alors F n’a pas
de transformée de Laplace.

— Nous indiquons dans le tableau ci-dessous quelques transformées de La-
place de fonctions couramment utilisées. Comme dans le chapitre 1, nous
avons besoin de la transformée de Laplace pour s = —iz, nous donnons
ce tableau pour cet argument.
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F(t) 1 " coswt | sinwt | chwt | shwt
LIF)(—iz) é (_ig)!n+l z2i_zw2 PR szwz PR

TaB. B.1 — Transformée de Laplace de quelques fonctions usuelles.

Propriétés. Sous réserve que les transformées de Laplace correspondantes
soient bien définies, on a les propriétés élémentaires suivantes :

1. Linéarité : L[aF + bG] = aL[F] + bL[G].

2. La transformée de Laplace de la dérivée d’une fonction est :

| L[F')(s) = sLIF)(s) — F(07)] (B.1)

3. Généralisation a la dérivée d’ordre n :

LIF™](s) = s"L[F] — s" 1F(0F) — s"2F'(0%) — --. — F"=D(0H).

4. L[ F(t)|(s) = L[F](s — a).
5. L[5(t — to)] = e 5 pour tg > 0.

Convolution. Soient F; et Fy deux fonctions définies sur [0, oo[. Définissons

OFIFQ(t)z/O dt' Fy(t — ") Fy(t)).

La transformée de Laplace de CF, , est le produit de celles de F; et Fy :

|£ICr r] = LIRLIE).

Transformation inverse. Soit f(z) = L[F](s = —iz) la transformée de
Laplace de F(t), pour s = —iz. Alors

+oo+iy
F(t) ! / dze ' f(2) (B.2)

2 —oo+iy

ou -y est tel que v > Sup [Im(Péles def )] Le domaine d’intégration est repré-
senté sur la figure B.1.
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® 21

® 23

Fi1a. B.1 — Domaine d’intégration utilisé pour le calcul de la transformée de Laplace
inverse ; les points z1, z2, z3 représentent les poles de f(z) et le contour est choisi
au-dessus de tous ces points.

Preuve. L’idée est de s’inspirer de la transformation de Fourier inverse.
Pour cela, définissons

Q
—~
~+
~

e ""F(t) pour t >0,
G(t) = 0 pour t<0

ou v est choisi de telle sorte que G admette une transformée de Fourier. On
a alors
1 —+oo ) —+oo )
G(t) = — dw e*“"t/ dz e G(x).
21 J_

— 00

Il s’ensuit que

Ft) = 'G(t),
eryt +oo ) o} )
= — dw eﬂ“’t/ dz ™" 7" F (),
27 —o00 0
1 +00+in _iZtE[F}( )
= -— ze z
2 —oo+tiy

ou on a posé z = w + iy et utilisé la définition de la transformée de Laplace
de F.
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Appendice C

Opérateurs différentiels
a une variable

Dans cette annexe, nous indiquons une méthode de calcul de la fonction
de Green causale associée & un opérateur différentiel & une variable. Nous
rappelons ensuite la méthode de variation de la constante.

Fonction de Green causale

Soit GT(t;t') la fonction de Green causale de l'opérateur différentiel li-
néaire

dn n—1
0= an(t)@ + an,l(t)w + -+ ao(ﬁ).
Par définition, elle vérifie
O,GH(tt)=6(t—t) (C.1)

avec
GT(t:t)=0 pour t<t.

Cette fonction de Green s’exprime comme :

‘ GT(t;t) =0(t —t)Z(t;t)

(C.2)

o Z est la solution de I’équation homogéne O, Z(¢;t') = 0 avec les conditions
initiales

Zt=tt\=Z'(t=t';t')=-- =2 Dt =+t;t') =0,

1
ZzZ V=t = —
(t=15t) =
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avec la notation ZU) = (87Z/0t7). Pour prouver ce résultat, remarquons
avant tout que GT(¢;¢') ainsi définie est bien causale. Commencons alors par
calculer (OG™ /0t). Nous trouvons :
0 o0(t —t) 0Z(t;t')
=G (1) = ————Z(tt) +0(t —t')——
£GH (5 ) o)
= (t—tZtt)+ 0@ —t)Z' ()
= 0@t—-thZ'(t;t)

compte tenu des conditions initiales vérifiées par Z. Un raisonnement par
récurrence permet alors de montrer que pour £k <n — 1

ok)
mGﬂt; ) =0t —tZW (t;1).

En dérivant par rapport a ¢ ce résultat pour £ = n — 1, et en prenant en
compte la condition initiale Z(»~1)(t = t';¢') = 1/a,, on obtient

o GHt;t) =0t —t)ZM ;1) + i(S(t —t)
ot ' ’ an '

Il est alors clair que G (;¢') est solution de 1’équation différentielle (C.1).

Meéthode de variation de la constante

Soit I’équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre :
O+ a(t) d+ 6(t) & = F(t) (C.3)

avec & = (d®/dt). Supposons que soient connues deux solutions indépen-
dantes, ®; et ®5, de ’équation homogéne associée. Leur Wronskien est défini
par

W =00y — 0.

Alors une solution de I'équation (C.3) s’écrit sous la forme

o(t) = —<I>1(t)/t dx% + (1) /t dx% (C.4)

0

ou to et t; sont des constantes. Ces constantes sont a ajuster en fonction des
conditions initiales imposées sur . Rappelons que pour prouver ce résultat,
on recherche ® sous la forme

q)(t) = Cl(t)‘bl(t> + CQ(t)(I)Q(t)

en imposant

01‘1)1 + ng)g =0. (C5>



C. Opérateurs différentiels a une variable 311

L’équation différentielle (C.3) est alors équivalente au systéme linéaire

o Dy C:'1 (0
&, by ¢ )T \F
qui s’inverse facilement en Cy = —(®oF/W) et Cy = (&1 F/W). 1l suffit alors

d’intégrer ces expressions.

Rappelons aussi que cette méthode se généralise & une équation différen-
tielle d’ordre n, dont n solutions homogénes indépendantes ®; sont connues.
Pour cela, il faut chercher ® sous la forme ®(t) = Zi\; Ci(t)®;(t) avec

Z Ci®; =0 ; Z Cid; =0 : . : ZCVZ,(I)E”*U .yl

Application. Supposons que l'on cherche la fonction de Green G(t;t') as-
sociée & I'équation (C.3) sur lintervalle [a,b] avec comme conditions aux li-
mites G(a;t') = 0 et G(b,t') = 0. On peut alors choisir tp = b et t; = a dans le
résultat (C.4) a condition d’imposer que ®1(a) = 0 et que ®5(b) = 0. Comme
F(z) = 6(x—t') dans le cas de la fonction de Green, 'expression (C.4) devient

b z)0(x —t' ¢ 1(2)o(x — ¢
G(t;t’)z@l(t)/t dx%+@z(ﬂ/ﬂ d”@(mf—gx)t)'

11 faut alors distinguer les cas ¢ <t et ¢ > t'. Le résultat est :

Dy (1) Do(t)

Do ()21 (1)
W(t") '

G(t; ) =0(t' —t) W)

+0(t—1t) (C.6)
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Appendice D

Espaces de Hilbert et notation
de Dirac

Cette annexe a pour but de rappeler quelques propriétés relatives aux es-
paces de Hilbert, en particulier la notation de Dirac et la relation de fermeture.

Kets d’un espace de Hilbert

De maniére trés schématique, un espace de Hilbert est un espace vectoriel
de dimension infinie, muni d’un produit scalaire. Ainsi, un vecteur de cet
espace n’est autre qu’une fonction 9 (r) d’'un domaine D dans C. Elle est
désignée par [¢), dit « ket 1 », suivant la terminologie introduite par Dirac.
Cette notation, introduite & I'origine dans le cadre de la mécanique quantique,
peut étre utilisée pour n’importe quel autre probléme, ot la quantité physique
d’intérét appartient & un espace de Hilbert. Soulignons que [¢) est le strict
analogue d’un vecteur u dans un espace vectoriel de dimension finie.

Produit scalaire

Le produit scalaire du ket [i) avec le ket |1, ), noté (yy|1),) avec (| dit
« bra v, », est défini par le bracket

(Wpliba) = /D dr 7 (t)a(r)

ot 7 (r) est le complexe conjugué de 1, (r). Notons qu'ici I’équivalent du pro-
duit scalaire usuel uy, -u, n’est plus invariant dans I’échange des deux vecteurs
puisque (tq|thy) = ((¥p|1ha))*. Par contre les autres propriétés habituelles du
produit scalaire sont conservées.
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Base |r)

La distribution de Dirac §(r — r’), congue comme une fonction de r a r’
donné, est un vecteur particulier noté |r’). L’ensemble des vecteurs |r') ou r’
parcourt D forme une base compléte et orthonormée de I'espace considéré. En
particulier, avec la définition du produit scalaire, on obtient aisément

‘ <I‘”|I‘/> _ 5(1,// . I‘/). ‘

Par ailleurs, le produit scalaire du vecteur [r) par le vecteur [¢) se réduit a la
valeur de la fonction ¥ au point r, c’est-a-dire

(rly) = 9(r).

N’importe quel vecteur |¢)) peut étre décomposé en une combinaison linéaire
unique des |r), ie. :

) = [ v ctw) o),

o les coefficients ¢(r) sont les analogues des coefficients ¢; de la décomposition
de n’importe quel vecteur v sur une base {u;,i = 1, ..., d} d’un espace vectoriel
de dimension finie d. En exploitant I'orthonormalité de la base {|r) , r € D},
on montre facilement que les coefficients ¢(r) de cette combinaison linéaire
s’identifient a ¢ (r), soit

M:Awwwm

Projecteurs orthogonaux

L’image d’un vecteur [¢), par Popérateur linéaire P, de projection ortho-
gonale suivant le vecteur [1),), est un vecteur P,|t) colinéaire a |1),) avec un
facteur de proportionalité qui n’est autre que le produit scalaire (1,[1) :

Palth) = (alt)) |tha)-

Il est commode d’introduire la notation

Pa = |¢a> <¢a|7

limage P,|1)) étant alors simplement obtenue en associant le bra 1, avec le
ket 1 pour former le produit scalaire (¢,|¥)) qui multiplie le vecteur [t,).
Soulignons que cette notation ket-bra |i,)(1),| définit un opérateur et non
pas un vecteur.
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Relation de fermeture

Etant donnée une base orthonormée formée de vecteurs [t,) ot I'indice a
décrit un certain ensemble A de valeurs (discrétes et/ou continues), la compo-
sante suivant |¢,) d’'un vecteur [¢), est donnée par le produit scalaire (1,]1).
Ainsi la décomposition correspondante de |1)) peut étre réécrite comme ’ac-
tion de I'opérateur ), 4 P, sur [1). Ceci étant valable pour n'importe quel
vecteur, la somme sur a des opérateurs de projection orthogonale suivant |1,)
n’est autre que U'opérateur identité Z, ce qui s’écrit

Z |wa><wa| =1. (Dl)

a€cA

Cette relation, dite de fermeture ou de complétude, est valable pour n’importe
quelle base orthonormée.

Opérateurs

Soit enfin un opérateur linéaire O, défini originellement par son action
sur une fonction quelconque ¢ (r). Alors I'image du vecteur correspondant |v)
par O, notée O|y), est définie par ensemble de ses composantes (r'|O|y)
sur la base {|r') , r’ € D}, chaque composante étant identifice & Oy (r’). De
maniére plus générale, n’importe quel opérateur linéaire O est défini a partir
d’une base orthonormée {|1,) , a € A} par la donnée de tous les éléments de
matrice (¢p|Ol1)q). L'opérateur O peut donc se réécrire comme :

0= Z<wb|0|wa> |¢b><¢a|

a,b
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Appendice E

Calcul d’intégrales gaussiennes

Dans cette annexe nous allons montrer, a travers des exemples, comment
calculer des intégrales gaussiennes qui apparaissent trés souvent en physique.
Les techniques utilisées dans chacun des exemples peuvent étre combinées de
fagon a aborder le cas le plus général que 'on puisse imaginer d’intégrale
gaussienne. Dans les trois cas, I'idée consiste a se ramener & I'intégrale

> 2 ™
dez e ™ =,/—. E.1
/700 T a ( )

Transformée de Fourier d’une gaussienne réelle

Le premier exemple correspond & la transformée de Fourier d’une fonction
gaussienne réelle. Ce type d’intégrale apparait, par exemple, dans le calcul des
fonctions de Green pour I’équation de diffusion. Pour calculer des intégrales
du type :

+o0o
I,(z) = / dk exp(ikz — ok?),

nous commencons par la réécrire comme
“+oo
I,(z) = exp[—xz/(éla)]/ dk exp{—olk — (iz/20)]*}.

— 00

Remarquons ensuite que l'intégrale
f dz exp{—o[z — (iz/20)]*} (E.2)
Cr

définie sur le contour Cr du plan complexe donné par la figure (E.1) est nulle
du fait que 'intégrant est analytique a 'intérieur du contour.

Prenons la limite R — oo :
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20

FiG. E.1 — Contour Cr utilisé pour le calcul de lintégrale (E.2).

— On peut montrer trés facilement que la contribution des segments ver-
ticaux du contour tend vers zéro;

— Celle de I’axe réel nous donne l'intégrale I, (x) que nous voulons calculer ;

— Finalement celle du segment horizontal avec Imz = xz/(20) est tout
simplement 'intégrale d’une gaussienne qui vaut —/m/o.

Le résultat final est donc :

+o0 T
/ dk exp(ikz — ok?) = \/; exp[—x?/(40)]. (E.3)

— 00

Terme quadratique imaginaire pur

Considérons comme deuxiéme exemple d’intégrale gaussienne celle dont le
coefficient de la partie quadratique est imaginaire pur. Ce type d’intégrale se
retrouve, par exemple, dans le calcul du propagateur de la particule libre en
mécanique quantique. Considérons alors une intégrale de la forme

Jo = /OO dz exp(icz?). (E.4)

— 00

Pour déterminer J,, nous allons calculer I'intégrale complexe

dz exp(ioz?) (E.5)

Dr
sur le contour fermé D composé par : le segment de Paxe réel L1 = [—R, R],
les arcs de cercle C; et Cy donnés par z = Re®, 0 < O<m/detm<0<5r/4
respectivement ; I’élément L, donné par z = pe™*, —R < p < R (voir

figure (E.2)).
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L2 Cl

C,

Fi1G. E.2 — Contour Dg utilisé pour le calcul de lintégrale (E.5).

~ Comme la fonction €% n’a pas de singularités a l'intérieur du contour
d’intégration, il est clair que I'intégrale sur ce contour fermé vaut 0.

— Par ailleurs, dans la limite R — oo, 'intégrale sur le segment L, s’iden-

tifie avec J,.

De plus, nous savons calculer la contribution de I’élément Lo, qui vaut :

72-1/2/ dze™*" = —(im[o) V2.

— Il reste & montrer que 'intégrale sur les arcs de cercle C7 et Cy tend
vers 0 pour R — oo. Nous allons montrer pour cela que le module de
I'intégrale sur C'; est borné par une fonction qui tend vers 0 pour R — oo
(Pextension au cas de Cy étant immédiate). En effet,

‘/ dz eio’z2
Cq

ou nous avons utilisé 'inégalité cos @ > sin 6 pour 0 < 6 < 7/4. Dans ce
méme domaine, nous avons aussi l'inégalité sin(20) > sin qui permet

/4 0 p2 200 /4 2
_ R‘/ de 619+10R e < 4R/ de COS@(B_GR sm(20)7
0 0

d’écrire :
w/4 5 . /4 .
4R / df cosf e oF s < 4R / df cos@ e oH sind,
0 0
RrR2
4 (V3
< —/ P dzeoT
R 0

qui tend vers zéro pour R — oo.
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Ceci achéve la démonstration et on a donc

/OO dze®” = (i_w)l/27 (E.6)

oo o

avec Z'/? = \/|Z|e?*r8(2/2) et sa coupure sur |—oo, 0].

Intégrales multiples

Terminons cette annexe avec le calcul de deux intégrales multiples, sur
d variables réelles (x4, ..,24). La premiére intégrale est :

Ic = / dx exp(—x' - C-x) (E.7)
R4

ol nous avons écrit les variables (z1,..,24) sous la forme d’un vecteur co-
lonne x avec x! le transposé de x. Dans cette expression, C' est une ma-
trice d x d réelle, symétrique et définie positive (toutes ses valeurs propres
sont positives).

Diagonalisation de la forme quadratique. L’intégration directe sur les
variables x; du facteur gaussien n’est pas immédiate car toutes ces variables
sont couplées dans la forme quadratique définie par la matrice C. Afin de
découpler ces variables, il est judicieux de diagonaliser C'. Cette matrice est
bien diagonalisable, car elle est réelle et symétrique. Il existe donc une matrice
orthogonale R, telle que RT R = T réelle, qui diagonalise C :

pr 0 0
rRfcr=|" # 0 (E.8)

Hd
Effectuons le changement de variables (x1,..,xq4) — (&1, ..., &4) défini par
¢€=R"x.

Son Jacobien est égal a | Det R, et il se réduit a 1 en vertu du caractére ortho-
gonal de R. En effet, I'identité RT R = Z implique [Det R]?> = 1. Le nouveau
domaine d’intégration est encore R%. Enfin, dans les nouvelles variables, la
forme quadratique originelle devient

xT-C’~x:Z wi €. (E.9)

Les intégrations sur les nouvelles variables sont maintenant complétement
découplées, de sorte que l'intégrale gaussienne (E.7) devient un produit d’in-

tégrales simples
d

Ic = H [/Rd& exp (Mif?/Q)] :

=1
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Notons & ce niveau que les d valeurs propres p; sont par hypothése réelles
et strictement positives. Nous sommes alors ramenés a la simple évaluation
d’intégrales gaussiennes sur une seule variable, ce qui donne le résultat

27)d
PP B Lok (E.10)
,u“1/u’2”'/u’d

d
T e
dx e &x = 1/
Rd Det C

ou Det C est le déterminant de la matrice C'. Remarquons que I, donnée par
Péquation (E.10), peut se réécrire

Ce dernier se réécrit :

m)d d
Ic = Lﬂd exp{%Zln[%‘r/,ui]}. (E.11)

pajiz

Généralisons maintenant ce calcul a celui de I'intégrale

/ dx exp(—x’ - C-x+x"-y)
Rd

ol y est un vecteur donné et C' une matrice symétrique réelle définie positive
comme précédemment. Comme pour U'intégrale & une variable correspondante,
cette intégrale se calcule en remarquant que

1 1 1
—xT‘C"erxT‘y:—(x—50’1y)T~C~(x—EC’*ly)JrZyT'C*Ly.

Le résultat est alors

d

Det C

/ dx exp [—XTCX + xTy] = exp HyT ct y] . (E.12)
Rd
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Appendice F

(Généralités sur les
transformations de coordonnées

Cette annexe donne des rappels succincts sur les changements de coordon-
nées.

Métrique. Désignons par {£°} avec i = 1,--- ,d les coordonnées d’un do-
maine (variété) en d dimensions et par {e;} la base de vecteurs (définis dans
Pespace tangent) associée a ces coordonnées. I’¢élément de ligne infinitésimal
ds est donc donné par :

d
ds = dgiei = ng’ez,
i=1

ot nous avons adopté la convention d’Einstein pour laquelle on somme sur les
indices muets répétés. Si on définit un produit interne pour les éléments de
cette base par

€; - €; = gij,
alors la matrice symétrique g;; est la métrique pour les coordonnées {£%}, ce
qui signifie en particulier que

ds? = g;; d¢'d¢.

Changement de coordonnées. Imaginons maintenant que soit fait un
changement de coordonnées £ — &7 avec la matrice de transformation
_ ¢

og)

ij

et son inverse (8§~J JO€Y). Les lois de transformation correspondantes sont alors
_ %

dEi_a{j

del.
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Pour les éléments de la nouvelle base {€;}, associée aux coordonnées &', et
définis par ds = d&'e;, nous avons :
_ 0y
€ =
agi

j .
Il vient alors dans les nouvelles coordonnées :
ds® = g;; d€ide?

avec gj; les éléments de matrice de la métrique dans les nouvelles coordon-

nées {1} :

agl gem
" og o

Gij =

Elément infinitésimal de volume. Supposons que la transformation £ —
&7 soit orientée, c’est-a-dire que Det J > 0 ot Det J désigne le déterminant de
la matrice J. Alors,

detde? - de™ = Det J d€'dE? - - - dE™.

A partir de cette loi de transformation et des résultats précédents, il est pos-
sible de définir un élément de volume invariant sous les transformations de
coordonnées i.e. :

/Det g de*de? - d¢™ = \/Det g d€'dE2 - - - de™. (F.1)

Distribution de Dirac. Lerésultat (F.1) permet de montrer la loi de trans-
formation

d d
Det 1;[ Det 1;[ (F2)

pour la distribution de Dirac.

Gradient. L’expression du gradient d’une fonction scalaire ¢ dans n’im-
porte quel systéme de coordonnées est, :

. 00 ;99 -

97 5ei © = g’ Pra (F.3)

oil g% désigne les éléments de la matrice inverse de g, g¥g;, = 6F avec oF le
symbole de Kronecker.
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Divergence. La divergence d’'une fonction vectorielle A = A'e; = A'e;
s’exprime comme :

V. -A=

\/W (\/WAZ) Ma& (\/WAZ) (F.4)

Laplacien. Pour obtenir le Laplacien d’une fonction scalaire ¢, il suffit de
prendre la divergence de son gradient, ce qui donne :

1 0 0¢
A¢ = Dots o€ < Det gg* 3@) (F.5)
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Appendice G

Harmoniques sphériques

Dans cette annexe, nous rappelons quelques propriétés relatives aux har-
moniques sphériques.

Soit donc ¥ une solution de I’équation de Laplace, AV = 0. En coordon-
nées sphériques (r, 0, @), cette équation s’écrit!

- 1 a( axp) 1 02U

-9 - Y (gne )4 — T
7 Or? (r )+r251n9 00 S 2 sin? § Ogp?

0. G.1
50 (G.1)
Séparation des variables. Cette équation est séparable en prenant W
comme un produit de fonctions de chacune des variables

U(r,0,¢) = U(r)PO)Q(e).

En effet, en utilisant cette forme pour ¥ et en multipliant 1’équation (G.1)
par (r2sin?6/¥), le dernier membre de cette équation devient une fonction
de ¢ uniquement, alors que cette variable est absente dans les autres termes?.

Cette équation n’a alors de solution que lorsque le dernier terme, fonction

de ¢ uniquement, est égal & une constante, que l'on va écrire comme —m?,
soit : 5

ide_ -

Qdyp?

Il vient donc Q(p) = eT™®. Comme ¥(r,0, ¢ + 27) = U(r,0, ), m doit étre
un entier.

On peut continuer ce raisonnement et séparer aussi la partie en r et 6 avec
une autre constante de séparation ¢ pour obtenir les équations :

1 d dP m?
2 (gingss _ P =
sin 6 df <sm de > * <C sin? 0) 0,

1. L’appendice F permet de retrouver ce résultat.

2. Cette situation est similaire a celle obtenue en mécanique analytique par la méthode
de séparation de variables pour I’équation de Hamilton-Jacobi (voir par exemple [Goldstein]
ou [José|).
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et
B A (G.2)

pour V(r) = rU(r).

Fonctions de Legendre associées. IL’¢quation pour P(#) donne des so-
lutions finies, si et seulement si, ¢ = I(l + 1) avec | > |m| entier. Les solu-
tions correspondantes sont les fonctions de Legendre associées, P/ (x), avec
x = cos f. Ces fonctions satisfont donc a I’équation différentielle

Ao yda” __m?
dx[(l x)dx}+[l(l+1) — 3

| P (z) = 0.

Dans le cas m = 0, les fonctions P(z) = P?(z) correspondent aux poly-
nomes de Legendre qui vérifient, notamment, les propriétés suivantes :

1)!'Pi(z),
(32% — 1),

Pi(—z) =

(=
Py(z) =1, Pi(z) =2, Py(z) = %

/ld Pi(a) Py () = 21
x P(x)Py(x) = ,
LRt 2+ 1

S 2 )R = 6o — ),

=0

les deux derniéres propriétés signifiant respectivement que ces polynomes
sont orthogonaux et qu’ils forment une base compléte des fonctions définies
sur [—1,1].

Les fonctions de Legendre associées vérifient, entre autres, les propriétés
suivantes :

PM(z)=(1-2%)% ddg::n () pour m >0,
P a) = (1) e P ),

Harmoniques sphériques. Les harmoniques sphériques sont alors définies
par

2410-m)! _,, ime
i mpl (COSG) (& .

Yim (0, 0) = (=1)™
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Elles forment une base compléte de I’ensemble des fonctions définies sur la
sphére :

Z Z Yim(0,0) = 6(p — @) d(cos @ — cos@'). (G.3)

=0 m=—1

Elles sont orthonormeées :

27 T
/ dgﬁ/ sin 6d6 }/ﬁm/(e, (p) }/lm (0, QD) = 6mm/ 5”/.
0 0

Fonctions harmoniques. Finalement, comme ¢ = [(I+1), ’équation (G.2)
donne

Ur)=A rt+ Bt

Toute fonction harmonique peut alors s’écrire comme une superposition des
solutions obtenues, soit

U(r,0,¢) = Z Z Almr + By l_l] Yim (6, ¢)

=0 m=—1

ot A et By, sont des constantes.
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Appendice H

Dérivée fonctionnelle

Considérons un espace de fonctions f(x;) & N variables x; définies dans
un domaine de R¥ (le plus souvent le domaine est R lui-méme). Nous allons
supposer que toutes les fonctions f(z;) s’annulent dans le bord du domaine
ou tendent suffisamment vite vers zéro si le domaine est RV,

Soit une fonctionnelle F[f] de f. Sa dérivée fonctionnelle notée

1)
O f (z4)

est définie a partir des propriétés fondamentales suivantes :
i) Linéariteé :

] ] 4]

F[f]

57y Pl B = s Bl + el
ii) Distributivité :
o (RUIET) = Bl Rl + Rl Rl
iif)
.
5f ) I[l5

Cette derniére propriété est la généralisation au cas de fonctions continues de
la régle de dérivation par rapport a des variables discrétes :

L =0

Ainsi, la fonction f(z;) évaluée dans chaque point du domaine paramétré
par les variables x; joue le réle d’une des composantes d’un vecteur avec un
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nombre infini et continu de composantes. La dérivée fonctionnelle peut donc
étre considérée comme la généralisation a des variables continues de la dérivée
d’une fonction h(r;) par rapport a ses variables r; : g—fi.

Avec les régles que nous venons d’énoncer, il est possible par exemple de

calculer :
N
%/ 1T @) fyi) = @)
’ i=1

Il est possible aussi, en utilisant les propriétés de nullité des fonctions f au
bord du domaine, de montrer avec une simple intégration par partie que :

1)
o f (z:)

a 0
/ 1;[1 dy; g(yi)a—xk f(yi)] = ~Bon [g(x:)] -

Exemple. Pour finir cet annexe, donnons comme exemple comment obtenir
les équations du mouvement de 'oscillateur harmonique & partir de son action

S[Q(t)] : ty 12 2.2
St = [ au (M-

Ici g(t) est la position de la particule a l'instant ¢, m sa masse et w la pul-
sation de l'oscillateur : ¢ joue donc le role de la fonction f et le temps ¢
celui des variables x;. ¢(t;) et ¢(t7) ne sont pas nécessairement nuls mais sont
supposés constants. Les termes de bord ne donneront donc pas de contribu-
tion a la dérivée fonctionnelle de l'action par rapport a la fonction ¢(t). Les
équations d’Euler-Lagrange, équivalentes aux équations de mouvement, s’ob-
tiennent en imposant que ’action soit stationnaire par rapport a la variable
fonctionnelle ¢(t) :

1)
mS[Q(m =0,

ce qui donne bien les équations de mouvement pour 'oscillateur harmonique :

G(t) +wiq(t) =0.
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Fonctions de Green usuelles

Nous donnons dans cette annexe les fonctions de Green en volume infini
(oo calculées dans les chapitres 2 et 3.

Opérateur Laplacien —A

Dimension Fonction de Green Voir page

d>3 | Gulr) = gypbiim=s | 343, 365

2 Goo(r) = —5=In(|r|/¢) 97

1 Gool() = —L|2| 97
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Opérateur de Helmholtz —A + m?

Dimension Fonction de Green Voir page
efm,\r|
3 Goo(r) = prar 79
2 Goo(r) = 57 Ko(m]r]) 96
1 Goo(z) = el 96
Opérateur de diffusion 90/0t — DA
Dimension Fonction de Green Voir page
2

Opérateur associé a une particule quantique libre
0/0t — (ih/2m)A

Dimension

Fonction de Green

Voir page

3 Gt

(1) = (52) "% exp

K

imr?
SN
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Opérateur d’Alembertien (1/¢?)(9%/0t*) — A

Dimension Fonction de Green Voir page
3+1 Gl (r;t) = ﬁ\rl o(ct —|r) 190
+ _ _cO(ct—Ir|)
2+1 G (r,t) = Py e 363
1+1 G (x,t) = $0(ct — |z]) 365
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Appendice J

Solutions des exercices

Chapitre 1

[J Solution de I’exercice 1.1. Fonctions de réponse associées a des
opérateurs linéaires

Pour déterminer les fonctions de réponse, il suffit d’utiliser le résul-
tat (C.2), page 309. Pour le premier opérateur différentiel, le résultat est :

1

Ki(t—t)=0(t—t)e 0" ot yi(2) = ——.
a— 1z

Pour a < 0, la transformée de Laplace n’est définie que pour Im z > —a, mais
le résultat est prolongeable analytiquement sur C \ {—ia}.

Pour le second opérateur, le résultat est :

—1

2w

Ky(t—t) = é@(t —t')sin (w(t —t")) et x2(2) = 5

z
avec b = w?. Pour b = —w?, il faut remplacer la fonction sinus par la fonction
sinus hyperbolique ; le résultat pour y est alors y»2(2) = —1/(2% + w?).

[] Solution de I’exercice 1.2. Fonction de réponse d’un circuit RLC

Les deux premiers calculs ne présentent pas de difficulté particuliére. No-
tez qu’il faut d’abord calculer la fonction de réponse reliée a la charge @ du
condensateur puis dériver cette fonction pour obtenir la fonction de réponse
en intensité. La transformée de Laplace inverse de x(z) se calcule en décom-
posant x(z) en éléments simples puis en utilisant le tableau B.1, page 306, de
transformées de Laplace de fonctions usuelles. On trouve ainsi les résultats in-
diqués p. 24. Plutét que de détailler ce calcul, indiquons comment fonctionne
la formule d’inversion (B.2), p. 306, sur élément simple f(z) = 1/(z—z1) avec
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Imz; < 0. Soit F(t) la transformée de Laplace inverse de f(z). L’application
de la formule (B.2) donne :

1 +oo+1y efizt
F(t)= —/ dz
27 ootin zZ—z

avec v > Imz;. Prenons par exemple v = 0. Il suffit alors de déformer le
contour d’intégration comme indiqué sur la figure J.1 et d’appliquer le lemme
de Jordan et le théoréme des résidus pour trouver :

1

F(t) = %(f%r)e*im = —ie "

Z1

F1G. J.1 — Contour permettant de calculer F(t) par application du lemme de Jordan
et théoreme des résidus.

[J Solution de I’exercice 1.3. Particule brownienne chargée

1. II vient immeédiatement
1
Z)= —7— et —izu(z) = x(2).
x(2) S ime 1(z) = x(2)
La susceptibilité y satisfait aux relations de K.K sous leur forme usuelle, car
X(z) est analytique sur 'axe réel. Par contre, la susceptibilité p satisfait aux
relations de K.K. généralisées, car p(z) présente un pole simple en z = 0.

2. Les fonctions de réponse s’obtiennent aisément (voir les méthodes de
lexercice 1.2) :

_dR

R(T)Z%u—e—%f), et V(r)=-—.
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3. Le terme constant dans R(7) quand 7 — oo est a lorigine du pole
en z = 0 pour u(z). Ce terme disparait si on ajoute une force de rappel dans
I’équation du mouvement, en mettant par exemple la particule dans un puits
de potentiel harmonique. La situation ainsi obtenue est similaire a celle du
circuit RLC vue au §1.2.1, page 21, ou au modéle de 1’électron élastiquement
lié vu p. 30.

[J Solution de I’exercice 1.4. Raie d’absorption

1. II faut prendre cette combinaison des deux distributions de Dirac cen-
trées en wy et —wy parce que x”(w) est une fonction impaire de w.

2. L’application des relations de Kramers-Kronig méne a :

—20’(4)0

X (w) = m. (J.1)

3. La susceptibilité x. peut s’écrire comme :

—0 1 1
Xe(2) = - — — .
T Z—wo+1e  zZ+wo+ e

Les parties réelles et imaginaires sont donc :

’(w) B o w — wo w + wo
Xe o T\ (w—wy)2+e (wtwy)?+e2)’

YW = 2 e e

¢ T\ (w—wp)?2+e2 (wtwy)i+e?)’

Notez que x.(z) a bien ses singularités dans C~, en z = twy — ie. Le résul-
tat (J.1) de la question précédente est bien retrouvé a la limite e — 0.

4. Pour effectuer ce calcul, il suffit de décomposer en éléments simples les
expressions apparaissant dans la relation de Kramers-Kronig,

“+o0 / /
. o , 1 w' —wo W'+ wo

= — PP d - .
Xe (@) w2 / - ((w’ —wp)?2+€ (W +wpy)? +€2>

— 00
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[0 Solution de I’exercice 1.5. Application des relations de
Kramers-Kronig en astrophysique

1. Cette autre maniére d’écrire les relations de Kramers-Kronig corres-
pond en fait a la formulation originale de ces relations par Kramers. Elle
découle simplement des relations (1.23), page 16, et des propriétés de parité
et d’imparité respectivement de y/(w) et x”(w).

2. Dans un premier temps, écrivons la relation (1.96) pour w =0 :

(0) = 2pp /OOO dw’ XH(‘/"/). (J.2)

™ w

Comme x”(w’) > 0 dans lintégrant, la fraction du volume occupé par les

grains pr3 vérifie
1 e+2 [ ' (w)
R / d . J.3
P o €g—1 YT (J:3)

Ce genre d’arguments a été développé et utilisé par E.M. Purcell en 1969 pour
I’étude du milieu interstellaire.

[0 Solution de I’exercice 1.6. Régles de somme

Pour obtenir ¥(z) et x(z), nous utilisons tout d’abord I'équation (1.13),
p. 12, qui donne directement x(z) :

X(2) = —Ko(0) —izx(2).

En réitérant ce résultat, nous obtenons :
X(2) = —Kg(0) +i2Ko(0) — 2°x(2).

Par hypothése, (z) et x(z) satisfont toutes les deux aux relations de K.K.
ainsi qu’a la régle de somme (1.27), page 18, avec leur fonction de réponse
respective. Les régles de somme demandées sont alors obtenues en exprimant
les parties réelles de ¥ et x en termes de ' et x”, puis en écrivant ensuite la
régle de somme (1.27) pour ¥ et .

[J Solution de I’exercice 1.7. Réponse a un bruit

1. On montre aisément que ( =« f dth2 (t;tq).
2. La fonction de réponse de cet opérateur s’obtient facilement et vaut
1

K(r)= m (€_a+T — e_a*T)
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avec a+ = 3L (1:|:,/1 —4%). Il suffit alors d’effectuer le calcul de

I'intégrale précédente.

[] Solution de I’exercice 1.8. Relations de Kramers-Kronig pour
un métal

1. Pour pouvoir considérer que le champ est homogéne dans ’échantillon,
il faut que la taille de ce dernier soit trés inférieure a la longueur d’onde du
champ électrique, cette derniére étant donnée par le rapport de la vitesse de
la lumiére sur la fréquence.

2. La densité de courant s’exprime comme :

. 0P

I=5 = —iweo(e(w) —1E.

D’autre part, dans la limite statique, la densité de courant est reliée au champ
électrique par la conductivité o :

j=oE.

En comparant ces deux expressions, nous obtenons 1’expression voulue pour
la constante diélectrique a basse fréquence.

3. Il s’agit d’un cas particulier de susceptibilité avec des poles simples sur
l’axe réel. Nous pouvons donc utiliser les relations de K.K. généralisées (1.24),
page 18, ce qui donne :

1 o e'(w' o
8”(w)=——PP/ dw’ #4——,
w e (W —w)  egow
l’autre relation restant inchangée.

4. L’expression pour la constante diélectrique a grande fréquence est ob-
tenue en supposant les électrons comme libres; ils obéissent alors & I’équation
différentielle

d’r
az =
ce qui donne :
ng?
ew)—1—— 3 lorsque w — 0.
Eomw

Comme ce terme en 1/w? est réel, il est clair que £”(w) décroit plus vite
que 1/w?. On en déduit donc par comparaison avec les développements (1.15)
et (1.16), page 13, que Ky(0) = 0 et K{(0) = ng?/(som) ott Ko(7) est la
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fonction de réponse associée a (z) — 1. La régle de somme (1.28), page 19

donne alors : - )
™
/ dwwe” (W) = a
— 00

Eom ’

5. ¢’ (w) satisfait bien aux contraintes que nous avons mentionnées pour w
petit et grand ainsi qu’a la condition de positivité pour w > 0. La régle de
somme fixe alors 7 = (mo /ng?).

6. C’est le modéle dit de Drude, dans lequel chaque charge est soumise a
une simple force de frottement visqueux. Notons que ce modéle peut s’obtenir
a partir de la limite wy — 0 du modéle microscopique d’électrons élastique-
ment liés étudié au §1.2.2 (voir page 28). On peut en plus superposer a cette
susceptibilité celle d’électrons liés correspondant a wg # 0 et simuler ainsi la
contribution de différentes bandes électroniques (conduction, valence etc.).

[J Solution de I’exercice 1.9. Propagation des signaux dans les
milieux diélectriques

1. 11 faut imposer que G(7) décroisse suffisamment vite a I'infini.

2. L’amplitude g, correspond a la transformée de Laplace de F(0,t).
Comme F(0,t) est bornée et causale, g, est analytique dans le demi-plan
complexe supérieur, ce qui justifie que v > 0 dans la formule de la transfor-
meée de Laplace inverse (voir équation (B.2), page 306).

3. La forme générale de F'(z,t) s’obtient a partir de F(0,t) et de ’équation

d’onde :
ooty i (t_ \/e<z)$>
F(axt)z/ dzg. e ‘ .

—oo+iy

Calculons cette intégrale pour x > ¢t : comme €(z) — 1 quand z — 0o, nous
pouvons fermer le contour par le haut, avec un demi-cercle dont le rayon tend
vers l'infini, et choisir v suffisamment grand pour que /€(z) soit analytique a
Iintérieur du contour. L’application du lemme de Jordan et du théoréme de
Cauchy garantissent alors que cette intégrale est nulle. Bien sir, pour x < ct
le résultat est différent car dans ce cas le domaine d’intégration est fermé
par le bas : cela donne donc un contour d’intégration a l'intérieur duquel on
aura des singularités. Notez que nous utilisons des arguments similaires dans
I’exemple du chapitre 3, au §3.2.5, page 223.
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Chapitre 2
[0 Solution de I’exercice 2.1. Fonction de Green G, du Laplacien

en 3d

1. Comme G (r) ne dépend que de r, 'équation (2.120) s’écrit pour
r#0:

0.

1d [ ,dGs _ d®Ge | 2dGo
2ar\" “ar )T a4 rodr

2. Deux solutions indépendantes de cette équation sont A/r et B ou A et
B sont des constantes. Cependant, la seconde solution est incompatible avec
la condition aux limites & U'infini de telle sorte que Goo(r) = A/r.

3. La constante A peut étre fixée en utilisant le théoréme de Gauss, qui
s’obtient en intégrant I’équation (2.120) dans un volume V' contenant ’ori-

gine :
—/drAGoo:—/ dSn-VG, =1.
1% v
Prenons pour V une sphére centrée a lorigine : comme n -
VGs = (0Gs/0r) = —(A/r?), nous obtenons le résultat attendu
ie. drA =1.

[0 Solution de l’exercice 2.2. Fonction de Green G, du Laplacien
en dimension d > 3

Pour d > 2, deux solutions indépendantes de 'équation Af(r) = 0 sont
f(r) = (A/ri=%) et f(r) = B. Seule la premiére de ces solutions satisfait
la condition aux limites. Finalement, la constante A est fixée, comme dans
Pexercice 2.1 par le théoréme de Gauss de telle sorte que

1
G =—
=) = T2
Notez que 'exercice 3.7, page 238, permet aussi de calculer cette fonction
de Green, a partir de la fonction de Green de ’équation de diffusion. On trouve
alors Qg = (27%2/T'(d/2)) ou la fonction d’Euler T' vérifie T'(z + 1) = 2T'(z),
I'(1)=1et I'(1/2) = /7.
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O Solution de I’exercice 2.3. Fonctions de Green du Laplacien en
1d et 2d

1. Il est clair que l'origine peut étre prise en x’ sans perte de généralité.

Il faut donc calculer :
1 [~ d?
-3 7oodl‘f($)@|$|-

En intégrant une fois par parties, nous obtenons :

L dfe)d 1 df(e)d
75/, de dx dﬂczﬁL /0 de dr dao —/(0)

oo

Ol Nous avons supposé que hlf f(x) = 0. Ce résultat confirme bien que
T— 00
SA(lz]) = é(x).

2. Pour le cas bi-dimensionnel, nous commencons par écrire le Laplacien
de G(r) en coordonnées polaires :

1 [ d? 1d
AG(r)=—— |—1 ——1 )
(r) 27 [dr2 nr rdr nr}

Nous appliquons ensuite une fonction-test f(r,8) et évaluons :

o d? 1d
_% de/ drrfr@){ lnr—l-—alnr}

Nous pouvons ensuite intégrer par parties le terme en (d2 /dr?)Inr; cela
donne, aprés simplifications :

— 27Td@/ drr rH))dlnr——f(rzo).

Nous avons 1a aussi supposé que f s’annule & 'infini. Ce résultat montre donc
qu’a deux dimensions

%A(lnr} =4(r).
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[0 Solution de I’exercice 2.4. Symeétrie des fonctions de Green du
Laplacien avec C.L. de Dirichlet homogénes

Appliquons la seconde formule de Green (2.20), page 73, 4 u(r) = G(r;r1)
et a v(r) = G(r;ry) ou G est une fonction de Green quelconque du Laplacien.
Cela donne :

G(ri;re) — G(rg;ry) = dXn- [G(r;rl)VG(r;rg)
oD

— G(r;r2)VG(r;1y)]. (J.4)

Si G satisfait des C.L. de Dirichlet homogénes, le terme de droite dans ’équa-
tion précédente est nul et donc G est symétrique.

[J Solution de I’exercice 2.5. Fonctions de Green de Neumann
spéciales du Laplacien

1. La fonction F s’obtient facilement & partir du résultat (J.4) de Iexercice
2.4.

F(r)= __7{ dY'Gy(r";r).
oD

Comme la différence entre Gy et G est une fonction ne dépendant que de
r', G (r;r’) est aussi une fonction de Green du Laplacien ; de plus, elle vérifie
la C.L. (2.122) et la C.L. (2.123) avec é(r') = ¢(r') + F(r'). C’est donc bien
une fonction de Green de Neumann spéciale, qui de plus est symétrique.

2. La différence entre les deux expressions (2.39) obtenues avec Gy et Gy
vaut :

56(r) = F(x) ( [ o)+ aDdZ’n’-Vr'¢(T/)>7

qui s’annule par le théoréme de Green-Ostrogradski.

[J Solution de I’exercice 2.6. Régles de somme et résolvante

1. On montre que

/ dez Ga(y1,92) - GA(Ym—1,Ym ) GA (Y Y1) Z O +)\ (J.5)

simplement & partir de la représentation spectrale (2.77), page 101, et de l'or-
thonormalité des fonctions propres v,,. Notons que 'expression ainsi calculée
n’est rien d’autre que la trace de Uopérateur 1/(O + \)™. On trouve ainsi une
famille de régles de somme pour la fonction de Green Gy.
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2. Tout d’abord, la fonction de Green ainsi exprimée satisfait bien aux
conditions de Dirichlet homogeénes. Il est facile de vérifier qu’elle est solution
de 'EDP (2.124) en réécrivant cette fonction en termes de 6(+(x — z’)). Une
possibilité est de faire le changement de variables adéquat dans ’expression
(2.52), page 88. En effet, pour A = w?n%, G est la fonction de Green de
Dirichlet homogéne de Popérateur d’Helmholtz sur le segment [0, 1]. Une autre
méthode consiste a utiliser le résultat (C.6), page 311.

3. Pour répondre a cette question, il suffit d’écrire la régle de somme (J.5)

pour A = w?7? et m = 1, sachant que A\, = n?72.

4. La fonction de Green pour z = 0 s’obtient facilement et vaut
Go(w;2') = —v (25 — 1).

Le résultat demandé s’obtient en appliquant & nouveau la régle de somme
(J.5) avec m = 1.

O Solution de I’exercice 2.7. Plan conducteur

1. G pu(z;z’;k) est solution de I’équation différentielle

2
(—% + k2> Gpu(z;2';k) = §(x — ).

De plus @DH(x;x’;k) s’annule en x = 0 et pour x — +o0. Gpy sidenti-
fie donc avec la fonction de Green de Dirichlet homogéne de 'opérateur de
Helmholtz unidimensionnel dans le domaine = > 0.

2. Prenons comme solutions indépendantes de 1’équation homogéne

les fonctions ¢ (z) = e*** de Wronskien —2k. L’application de la méthode

de variation de la constante (voir page 310) donne alors :
~ 1 / ’
Gonlwsa'sk) = o (e*kIH | e—klata l) . (J.6)

Ce résultat intermédiaire illustre bien str la méthode des images puisque les
premiers et seconds termes dans 1’équation (J.6) correspondent a la fonction
de Green (2.66) de l'opérateur de Helmholtz unidimensionnel avec C.L. a
I'infini pour des sources respectivement en ' et en son image —x’ par rapport
a lorigine! Notons que ce résultat peut aussi étre obtenu en prenant la limite
appropriée de la fonction de Green de Dirichlet homogéne de I'opérateur de
Helmholtz sur un segment de longueur L, donnée par I’équation (2.52).
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3. Donnons quelques étapes du calcul de la transformée de Fourier inverse
de Gpy. Aprés étre passé aux coordonnées polaires (k,6) puis avoir intégré
sur k, il faut évaluer l'intégrale

27 1
/ ab- ,
0 ipcos — |x £+ 2’|

ott p = +/(y—y')?+ (z — 2’)%. Cette intégrale se calcule en passant dans le
plan complexe en posant z = e*. Cela nous conduit a l'intégrale

2
dz r— (J.7)
fi’ (z2—|——2‘pjE |z—|—1)

ou le contour d’intégration C est le cercle unité. Pour la calculer, il faut utiliser
le théoréme des résidus. Les deux poles de I'intégrant sont en

zi:—i (\mim’|i |x:tx’|2+p2)
p

mais seul z_ est a intérieur du contour d’intégration (voir figure J.2). Le

Z+

Fi1c. J.2 — Contour d%intégration C associé au calcul de lintégrale (J.7) : seul le
pole z— est a lintérieur de C.

résultat final est bien str
Gpu(r;r') = Goo(r —1') — Goo(r — /i) (J.8)

ou r},, est 'image de r’. Cet exercice est une illustration de Defficacité de la
méthode des images. En effet, le résultat (J.8) est obtenu beaucoup moins
rapidement par transformée de Fourier que par la méthode des images!
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O Solution de ’exercice 2.8. Fonctions de Green du Laplacien en
coordonnées sphériques

1. Pour répondre & cette question, il faut écrire le Laplacien de G en
coordonnées sphériques et identifier terme & terme avec le développement de
0(r —r’) en harmoniques sphériques. Il s’ensuit que g;,,(r; ') ne dépend pas
de m et est solution de I’équation différentielle

190, ,0q ww+1 1 ,
T—QE(T W)_ g =——0(r—r'). (J.9)

2
,
Les solutions de PEDP homogéne associée a VEDP (J.9) correspondent bien
sir a la partie radiale des fonctions harmoniques. Elles sont obtenues par
exemple en posant h; = rg; et sont de la forme A;rt + Byr— (41,

72

2. Le résultat (2.125) est obtenu par application de la formule! (C.6) a
20+1 l
o a 1 r
Oy(r)=1r"— T et Dy(r) = T
qui sont solutions de I’équation homogéne, s’annulent respectivement en r = a
et en r = b, restent finies respectivement lorsque a — 0 et b — o0, et ont pour

‘Wronskien
20+ 1 1 a)21+1
r2 ( b '

3. La limite a — 0 dans 'expression (2.125) de la fonction de Green G,
donne le résultat (2.126) recherché pour Gj.

4. De méme, la limite b — oo dans Pexpression (2.125) de la fonction de
Green G, donne le résultat (2.127) recherché pour G,.

5. Pour conclure cet exercice, il faut simplement prendre la limite a — 0
dans l'expression de G, ou bien la limite b — co dans Gy, ce qui ne pose pas
de difficulté.

[J Solution de I’exercice 2.9. Charge ponctuelle dans une sphére
conductrice

1. Les C.L. recherchées sont garanties si la charge fictive, de valeur —a/r’,
est placée en !, = a?/r’" et avec les mémes angles orbitaux et azimutaux que

r’ (voir figure J.3). Nous retrouvons alors le résultat? (2.126).

2. 11 suffit de placer des charges fictives supplémentaires, symétriques par
rapport au plan x = 0, i.e. avec ¢ = —¢' + m (voir figure J.4).

1. Il faut prendre garde dans I’application de cette formule au facteur —1/72 multipliant
la fonction de Dirac dans le terme de droite de ’équation (J.9).
2. Bien entendu, b doit étre remplacé par a dans I’expression (2.126).
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F1G. J.3 — Charge en v’ et charge image en v, .

2

F1c. J.4 — Sur cette figure, la charge en v’ est appelée 1. La charge image 2 a pour

valeur —a/7’, celle en 3 la valeur —1 et celle en 4 la valeur a/r'.

3. La limite & prendre est tout simplement a — oo qui s’obtient facilement
pour ensuite reconnaitre 'expression correspondant a deux charges identiques

et symétriques par rapport au plan z = 0.

[1 Solution de I’exercice 2.10. Charge ponctuelle et sphére

diélectrique

1. La fonction ¢ (r) est harmonique a 'intérieur et a I'extérieur de la spheére

et tend vers zéro a 'infini. Sa forme est donc :

o0

B
P(r) = Z Tl—+l1Pl(cos 0) pour 7> R,
1=0

=

—~
=

=
Il

(o)
Z Ayr' Py(cos6) pour 7 < R.
1=0

(J.10)

(J.11)
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2. La fonction ¢ et sa dérivée sont continues sur la sphére. De plus, comme
R < rg,

oo

oo Z l+1 Py(cosb).

O

Les conditions de passage a la surface de la sphére sont donc :

B = AR (J.12)
q IR1 B q lRl ! -1
- AR A (J.13)

Elles se résolvent facilement pour donner

q (1—-e)l
Al (A Ol + 1]

A=

Le lecteur peut remarquer que Ay = 0, ce qui indique que le terme monopolaire
dans 'expression du potentiel électrique n’est pas affecté par la présence de
la sphére. Ceci n’est en fait que la manifestation de sa neutralité électrique.
Concluons en donnant I’expression du potentiel électrique pour r > rq :

¢ = 1 , RPHL O (e—1)1
= — —_ P S .
¢(r) im £ R (7"0 A [+ ol + 1] 1(cos 6)

O Solution de I’exercice 2.11. Fonction de Green G, du Laplacien
en coordonnées cylindriques

1. Pour établir le résultat demandé, il faut commencer par appliquer la
formule (F.2), page 324, donnant 'expression de la distribution de Dirac lors
d’un changement de coordonnées. Ainsi

or—1') = /—1)5(p —0)o(p — ¢")o(z = 7).

L’expression (2.130) de I’énoncé vient alors de la réécriture des distributions
de Dirac portant sur ¢ et sur z.

2. L’équation différentielle recherchée est :

9 Gk 2 m? DN o
ap(p 8p> (k p+ ) Imk(p; p') = —0(p — p).

Elle est obtenue a partir de I’écriture de 'opérateur Laplacien en coordonnées
cylindriques.
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3. Supposons p < p’ et appliquons le résultat (C.4), page 310, avec

Fa)= =), ®ip)=Inlkp),  ®a(p) = Kon(kp),

et enfin g = oo, 1 = 0. Il vient ainsi gmi(p, p’) = Im(kp) K (kp') dou le
résultat final par symétrie entre p et p’.

O Solution de I’exercice 2.12. Tenseur d’Oseen

1. La pression p vérifie I’équation
—Ap=V_f.

Elle est donc univoquement déterminée si des C.L. de Dirichlet ou de Neumann
sont imposées sur dD. La vitesse est alors solution de I’équation

nAv =£f+Vp
et, donc, a nouveau, des C.L. de Dirichlet ou de Neumann rendent la solution

unique. Bien entendu, ces C.L. doivent étre compatible avec la condition V -
v=0!

2. La pression s’exprime ainsi en termes de f :

p(r) = /dr’Goo(r — 1)V, - £(r). (J.14)

La pression est inchangée lors de la transformation proposée.

3. La vitesse est simplement donnée par :
nui(r) = — / dr' G (r — ) [£:(r") + Olp(x)]

avec 0, = (0/0x}). 1l faut alors utiliser le résultat (J.14). L’expression ainsi
obtenue peut se réécrire comme

nui(r) = — /dr’dr"Goo(r —r) [(Sijé(r’ —r’") + 8;8}6'00(1'/ — I'")] [ ("),

qui fait apparaitre le tenseur dit d’Oseen. A nouveau, v est inchangée lors de
la transformation proposée.
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O Solution de P’exercice 2.13. Fonction de Green en théorie de
1’élasticité

1. gi(r) s’obtient directement & partir de la fonction de Green G, du
Laplacien :

iy 1
go(r) = dpr "
L’EDP satisfaite par gi(r) est :
(1= 20)8g1() + V (V- gi(0) = -V (V gi().  (L1)

2. En prenant le rotationnel de I’équation ci-dessus, on obtient que
A(V /\gi(r)) =0,

qui, combiné aux C. L., impose V Agi (r) = 0. la fonction gt, dont le rotation-
nel est nul, peut donc étre écrite comme le gradient d’une fonction scalaire.

3. ¢’ satisfait a I’équation

1 01

“Srd oI (J.16)

A¢'(r) =
Le lecteur peut vérifier facilement que I'expression donnée dans I’énoncé pour
¢" est une solution qui produit les C. L. adéquates pour gj.

4. Ayant I'expression pour gj(r) et gi(r), nous pouvons calculer les com-
posantes du tenseur de Green :
1 [6%9 1 0?

G(r)=—|— —

dr | r 4(1-o0) &riaxjr ' (J.17)

[J Solution de I’exercice 2.14. Laplacien discret et réseau de
résistances

1. Le courant circulant de r + e; & r, deux sites voisins du réseau, est
donné par (voir figure J.5)

[V(r+e)—V(r)]/R.

En ’absence d’ohmmeétre le courant total entrant dans chaque vertex doit étre
nul, ce qui nous donne automatiquement AV (r) = 0.
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r—e; r r+e;

— >0 <0

F1G. J.5 — Bilan des courants arrivant au point r dans le cas uni-dimensionnel.

0 o

1

F1aG. J.6 — Représentation du cas unidimensionnel. L ohmmeétre mesure la résistance
entre les deux points 0 et rg.

2. Comme des courants I et —I sont injectés aux vertex ry et 0 respecti-
vement, la loi de Kirchhoff nous impose (voir figure J.6)

AV(r) = RI (8px, — 62.0) - (J.18)

3. La résistance entre r( et 0 est donnée par R(rg) = (V(0) — V(rg))/I.
Or, la solution de I’équation (J.18) est

V(r)=RI[G(r) — G(r — ro)].

En conséquence,
R(ro) = 2R[G(0) — G(ro)]
ot le résultat G(r) = G(—r) a été utilisé.

4. En écrivant

nous obtenons

G(k) = (\/21_7T)d (2(d 51- cos kz‘)) .

Le résultat final pour la résistance est

A%k 1 - etkro
R =R .
(xo) /[,m]d (2m)dd—", cosk;

En une dimension, cette intégrale se calcule par le théoréme des résidus pour
obtenir le résultat attendu : R(rg) = Rro.
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5. Pour |rg| > 1, les termes dominants dans l'intégrale qui définit R(ry)
sont donnés par les petits [k|. Nous pouvons donc écrire 2(d— Y, cos k;) ~ dk?
et nous retrouvons ’expression de la fonction de Green du Laplacien en deux
dimensions. Donc, le terme dominant dans R(rg) est (R/7) Inrg. Par ailleurs,
I’expression pour la résistance entre deux sites voisins s’obtient trés facilement
en observant que R(e;) = R(es2) et que :

2
R(el) + R(eg) = R/ dk

—R
[—m,7]? (27T)2

de telle sorte que R(ey) = (R/2).

[J Solution de I’exercice 2.15. Méthode des images pour un
probléme bidimensionnel

1. Pour obtenir 'expression de ® en termes de sa valeur sur le bord du
domaine, nous utilisons l’expression (2.37) faisant intervenir la fonction de
Green G p g satisfaisant aux conditions de Dirichlet homogenes. Cette derniére
s’obtient facilement avec la méthode des images :

1 (=) +(y—y)?
‘Eln<<x+x'>2+<y—y'>2> '

Une fois obtenue la dérivée normale de la fonction de Green, le résultat final

est : - ,
x
O(z,y) = —/ dy’ [72 1) ; 2]-
T ) T 22+ —Y)
2. Vérifier que l'expression obtenue satisfait bien aux conditions au bord
voulues revient a remarquer que la fonction

Gpu(r;r') =

x
d(z,y) = ———<
tend, au sens des distributions, vers la fonction d(y) pour x — 0. Pour cela,
on peut par exemple appliquer des fonctions test, ou de facon moins formelle,
remarquer que

lir% d(x,y) — 0

xTr—

pour tout y # 0 et que

o
/ dy d(x,y) =1, V.

—00

3. Pour montrer que ®(x,y) ainsi obtenue est une fonction harmonique
pour z > 0, nous pouvons remarquer que la fonction d(x,y) est la partie
réelle de la fonction analytique F(z) = 1/(7z).
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[0 Solution de l’exercice 2.16. Hangar semi-cylindrique soumis au
vent

1. Les C.L. satisfaites par u sont : u; = 0 sur le sol et sur le hangar (C.L.
de Neumann), et u = ug a Uinfini.

2. Pour trouver la transformation conforme recherchée, on peut remarquer

que
1., 1
cosf = 5(61 + 67)7
ce qui signifie que lorsque exp(if) décrit le demi-cercle supérieur, z = cos6
décrit le segment [—1, 1]. Ceci nous oriente donc vers la transformation

2
Z:erR—.
z

3. En procédant comme au §2.2.5, nous trouvons ¢(r,0) = ugrcos (1 +
}f—;). Par ailleurs,

R? R?
Uy = Ug (1 ) cos(29)> ; uy = —Up— 5 sin 20,
R2 ) R2
Uy = ug cos 0(1 — r—2) ; ug = —ugsin (1 + T—Q) (J.19)

4. Partant de la décomposition de ¢(r, 6) en série de Fourier,

+oo

o(r,0) = Z ¢ (r) cos(10),

=0

obtenue en exploitant le caractére réel de ¢, on trouve que les C.L. imposent
que seuls ¢o(r) et ¢q(r) sont non nuls. De plus ¢o(r) est une pure constante
sans effet sur le champ de vitesse, alors que c1(r) = uor[l + (R?/r?)], ce qui
redonne bien le champ de vitesse précédent.

5. Pour calculer cette force, il faut utiliser la relation de Bernoulli; on

8
trouve F, = 3 pudLR. Tl y a une dépression et le toit est arraché!

[J Solution de I’exercice 2.17. Opérateur de Dirac

1. Cette question ne pose pas de difficulté : il suffit d’agir avec 'opérateur
étudié sur l'expression de f;(r) proposée.
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2. Pour déterminer la matrice de Green GG, remarquons que

0, 9, 9. 9, \
<ay —am>(ay —ax)—AI

ou A est 'opérateur Laplacien bi-dimensionnel. Ainsi, la matrice G satisfait
I’équation matricielle

AG(r—1') = ( g; _agx )5(1‘—1").

Cette équation se résout a l'aide de la fonction de Green (2.67), page 97, de
Iopérateur Laplacien bi-dimensionnel, i.e. :

Gir—r')= /R2 dr”%lnh‘— r’ ( g”y”:: 785::” )5(1‘” —r'),

qui donne le résultat final

G(rfr’):% < g: _agz >ln|rr’|.

3. Une intégration par parties méne au résultat :

fi— fi+h et fo — fa.

[0 Solution de I’exercice 2.18. Avance du périhélie de Mercure

1. La fonction de Green se calcule facilement :
G(p—¢')=0(¢— ¢')sin(¢ — ¢').

2. La démonstration de I’équation intégrale (2.137) ne pose pas de diffi-
culté. La fonction h(¢) sert juste & assurer les conditions initiales. Remarquons
que nous obtenons ainsi une équation intégrale pour la solution d’une équation
différentielle non-linéaire.

3. La fonction recherchée vaut h(¢) = a(l + €) cos ¢.

4. Pour répondre a cette question, partons de I’équation intégrale (2.137),
p. 140, et appliquons la méthode vue page 102 dans un autre contexte. Notons
uo(¢) = a(1l + ecos@). Il vient alors :

[l
w(6) = uo(6) + B /0 A4 G — ¢ yu2(&)).
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Le calcul s’effectue alors sans difficulté majeure et méne & :

5 1 2 2
A :1+267 B —=_ +e _6_7
2 6

C :—%, D =e.

La solution fait apparaitre un terme correctif par rapport a ug mais qui a,
entre autres, un comportement en ¢ sin ¢ dont ’amplitude croit avec le temps,
ce qui est la principale limite de ce développement perturbatif.

5. Pour répondre a cette question il suffit d’examiner 1’équation u(¢) = 0.

6. Comme D = e, on a alors

67G?M?>
€= 27'['60[ = TCQ

qui se réécrit aussi

_ 6TMG

ac2(1 —e?)’
Le calcul donne 43,05 secondes d’arc par siécle alors que ’observation donne
43,11 £ 0,45 secondes d’arc par siécle. Notez que plusieurs effets expliquent
pourquoi la planéte Mercure a joué historiquement un réle important : tout
d’abord, le demi-grand axe a est faible et donc l’effet plus important par
rapport aux autres planétes ; ensuite, elle effectue 415 révolutions par siécle.

[0 Solution de I’exercice 2.19. Oscillateur harmonique en présence
d’une impureté

1. En insérant deux relations de fermeture puis en faisant la transformée
de Laplace, on trouve

En utilisant la valeur des polynoémes d’Hermite en zéro, on obtient

% (2p — 1)! 1
Go 0,0;

Pour obtenir Gy(0,0;3), il faut effectuer la transformée de Laplace in-
verse de chaque terme de la série en utilisant le tableau B.1 de ’annexe B et
resommer la série pour trouver

1
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2. Pour cette question, il suffit d’appliquer les méthodes du paragraphe
2.2.3, page 113, ce qui donne :

:§6<E—(n+%)m>.

3. L’équation (2.138) est a nouveau obtenue de fagon similaire a I’exemple
du paragraphe 2.2.3. Elle se résout en

G(2a, w15 2) = Go(Ta, Tp52) — VI GO(%’O 2)Go (0, 23 z)
1+ VZG()(O 0;2)

(J.20)

4. Le fait que Ho,11(0) = 0 montre immédiatement que le second terme de
G dans I'équation (J.20) est régulier en z = —(2p+ 1+ 1)hw ce qui garantit
que lexpression totale a toujours des poles en z = —(2p + 1 + )hw En
revanche, il suffit de prendre le terme dominant dans I’équation (J. 20) pour
z proche de —(2p + %)hw pour voir que cette singularité se compense. Ces
singularités sont remplacées par de nouvelles, provenant de I'annulation du
dénominateur du dernier membre de I'équation (J.20). On trouve donc une
nouvelle série d’énergies propres dont la valeur F(V) de chacune d’elles doit
satisfaire a ’équation

io 2p— 1) ! _ VT (1.21)
= 2epl - B(V)—(2p+ %)hw vV '

5. Quand V — 0, on écrit Ey(V) comme —hw + JF et on developpe dans
léquation (J.21) au premier ordre en 6 E. On obtlent ainsi 0F = ﬁ +0(V?).

Quand V — —o0, on a fw < |V| et nous nous retrouvons donc dans le
cas d’une particule dans un potentiel en §, ce qui correspond a I'exemple du
paragraphe 2.2.3. L’énergie du fondamental a été obtenue a I’équation (2.107),
page 118, ce qui donne le résultat recherché en effectuant la correspondance
Vi= —Vo.

Quand V' — +o0, on pose E(V) = E® + 0E. E§° satisfait clairement & la
relation

Z (2p—1) 1 -0
& By - (2 Phe
Il est clair que pour obtenir zéro, il faut avoir des termes positifs et négatifs
dans cette somme, ce qui implique que E§° > %hw Ensuite, le premier ordre
dans le développement de Taylor en J £ nous donne

—S(EF)OE + O(SE?) = g
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avec




360 Physique et outils mathématiques : méthodes et exemples

Chapitre 3

[J Solution de I’exercice 3.1. Unicité des solutions des équations de
diffusion et de d’Alembert

1. Pour répondre a cette question, il faut commencer exactement comme
dans le cas statique, page 73 : considérer deux solutions ¢; et ¢ de I’équa-
tion de diffusion ; définir la différence a = ¢ — ¢2, qui est alors solution de
I’équation de diffusion homogéne

%a(r’, t') — DApa(r',t') = 0.

Multiplier ensuite cette équation par o*(r’,t’), intégrer sur le domaine D
puis entre le temps initial ¢y et ¢ > ty. En répétant cette procédure pour
Iéquation de diffusion homogene satisfaite par o*(r',t') qui est elle multipliée
par «(r’,t"), on obtient

t
/dt’/ dr’ 3|o¢(r’,t’)|2fDoz*(r’,t’)A,r/oz(r’,t’)
to D ot’
— Da(r', ) Apa* (', )| = 0.

Pour le premier terme de cette équation, I'intégrale sur ¢’ peut étre effectuée.
Pour les second et troisiéme termes, il faut utiliser la premiére formule de
Green (2.19), page 72, avec (u = o*,v = «) et (u = a,v = ™) respectivement.
On obtient ainsi I’équation

t
/ dr’ \a(r’,t)|2+2D/ dt’/ dr’ |Vea(r,t)]?
D to D

t
- / dr’ 02(,t0) + D / a [ A% 0" ()’ Vealr, )
D to oD

+a(r’,t)n’ - Vo (r',t)].

Les conditions aux limites choisies sont telles que le terme de droite de cette
égalité est nul. La nullité du terme de gauche implique alors a(r,¢) = 0 et
donc 'unicité de la solution.

2. Pour le d’Alembertien, il faut multiplier I’équation homogéne
1 02
o2

par (0a*/0t’) au lieu de o*. La suite du raisonnement est alors analogue a
celui mené pour la diffusion.

a(r’,t') — Apa(r’,t') =0,
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[0 Solution de I’exercice 3.2. Relations de réciprocité

Cet exercice est une généralisation de I’exercice 2.4, page 129. Notons G| =
G(r;rety —t) et Gy = G (r;r2;t — t2) qui sont solutions respectivement
des équations aux dérivées partielles :

—DrﬂgGl = 5(1‘ — I'1)5(t — tl),
—Dr’tGQ = (S(I' — Pg)é(t — t2). (J.22)

Multiplions alors la premiére de ces équations par G et la seconde par Gy,
effectuons ensuite la différence, puis intégrons finalement sur r € D et sur ¢
entre t; et t¢ avec t; < to < t; < ty. Cette procédure meéne &

Gh(risroity — to) — GE(P2,P1,t1 - t2) =
dr dt{ 55 (GaG - GlG'z)}

ty
+% dZ/ ditn - {G1VrG2 —GQVrGl}.
oD ;

D

Le second terme du membre de droite de cette équation est nul parce que GJIQ
satisfait a des conditions aux limites de Dirichlet ou de Neumann homogénes.
Le premier terme s’intégre et donne donc quatre termes. Il est alors aisé de
montrer que chacun de ces quatre termes est nul car la fonction de Green GJIQ
est causale et t; <ty <t < ty.

O Solution de ’exercice 3.3. Equation pour les cables longs

Pour exprimer V(z,t) en fonction de p(z,t), commengons par écrire :
V(z,t) =v(z,t)+ Vo
de telle sorte que 1'équation satisfaite par v(x,t) soit

0%v(x,t Ov(x,t
22 8;2 ) -7y (815 ) —v(z,t) = p(z,1).

Cette derniére équation se résout a l'aide de la fonction de Green causale
Gl (x — a';t — t') associée a cette EDP. Cette fonction de Green est elle-
méme obtenue & partir de la représentation spectrale (3.15) de la page 150.
Ici, Popérateur O, correspond & [A\?(9%/9x?) — 1], de fonctions propres® e?*®
de telle sorte que :

1 Foo , ,
G;(m—x’;t—t’) :G(t—t/)2—/ dk Zk(t—t/) pik(z—a")

T J -0

3. Stricto sensu, il faudrait considérer le domaine D = [—L, L] puis prendre la limite
L — oo.
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Les fonctions Zj,(t—t’) sont obtenues facilement comme solutions de 'équation

[~70(9/0t) — (1 + N2k Zy(t — ') =0

avec comme C.I. Z;(0) = —(1/79). Ainsi, cette procédure méne a :
Ot —t') [T 14+ \2k2
Ghx—2'it—t)= ———2~ dk ik(x —2') — ———(t -t
Se—ait—t) =SS [k epik(e - ) - 20— ¢)

puis, en utilisant le résultat (E.3), page 318, a

O(t — t')e=(t=t)/m0 [ To(z — x’)z}
exp |————
(dromA2(t — t')/? ANt = 1)

Le facteur d’amortissement présent dans la fonction de Green G, est dit

bien stir & la présence du terme proportionnel & 7y et du premier ordre dans
IEDP (3.165). Notons que ce résultat peut aussi s’obtenir en posant

Gz —a'it—t)=—

1 /
Gi(z—ast—t)= %e_(f’_t Vgt (x —a'st —t).
En effet, g& (z —2';¢t —t’) est alors la fonction de Green causale de ’équation
de diffusion en une dimension pour D = A\? et t — t/7.

O Solution de I’exercice 3.4. Conditions de Neumann en théorie de
la diffraction

Le calcul avec les C.L. de Neumann est encore plus simple que celui avec
les C.L. de Dirichlet ! L’équation (3.118), p. 205, donne en effet

04N (1)

An(r / dr [ dY ™Gy (rr;7) 5
St

L’intégrale sur 7 est alors immédiate & partir de expression (3.120) de G}
et de celle de GL, p. 190. On trouve ainsi le résultat (3.123).

[J Solution de ’exercice 3.5. Fonction de Green du d’Alembertien
en dimension 2 + 1

1. Le résultat (3.166) peut étre montré de deux maniéres. La premiére,
en appliquant directement lopérateur d’Alembertien & 2 + 1 dimensions a
I'expression proposée pour G . L’expression ainsi obtenue peut alors étre
réécrite comme

+oo
/ < 07 — 3§3§3§)G§(mxo,yyo,z,tto)

— 00
“+oo
+ dz 02GH (x — z0,y — Yo, 2, t — to).

— 0o
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Il faut alors utiliser le fait que G5 est une fonction de Green du d’Alembertien
4 3+ 1 dimensions et que sa dérivée 9,G5 (x — xo,y — Yo, 2,t — to) est nulle &
Iinfini.

La seconde méthode fait appel aux transformées spatio-temporelles de
Fourier de G et G, qui sont reliées par la relation

GF (ka ky,w) = G (kg iy, bz = 0,0).

La relation (3.166) s’obtient alors par transformation de Fourier inverse.

2. Le calcul de G; ne pose pas de difficulté majeure puisque G;‘ est
proportionnelle & une distribution de Dirac. Le lecteur aura intérét & définir

p=+/(r—20)2+ (y — y0)2

et & se convaincre d’abord que G5 (x — 20,y —yo,t —to) = 0 pour p > c(t —to).
Pour p < ¢(t — tp), il faut utiliser la régle (A.2), page 303, avec

f(2) =V p?+ 22 —c(t —to).

Le résultat final est

cOlc(t—ty) —|r—r
G3 (Ir —rol,t — to) = (2( 0)2 r — 1)) _
21/ (t — tg)? — [r — o]

(3.23)

3. Contrairement au cas de ’espace-temps & 3 + 1 dimensions, en 2 + 1
dimensions, la fonction de Green du d’Alembertien n’est pas localisée sur le
cylindre de lumiére, ce qui signifie qu’elle n’est pas proportionnelle & d(c(t —
to) —|r —rg|). Elle a un front avant qui avance a la vitesse ¢ mais pas de front
arriére (voir figure J.7). Notez que c’est cette propriété qui a été annoncée au
§3.1.6, page 192.

4. La discussion proposée a cette question est similaire & celle menée au
chapitre 2, page 97. Comme la figure J.8 l'illustre, pour une telle source p, on
peut se placer par exemple dans le plan z = 0 et le probléme devient alors
bi-dimensionnel. En effet, la solution de 1’équation de d’Alembert associée a
cette source p est donnée par l'expression (3.103), page 193, et se réduit au
terme de source,

t
o(r,t) = /dr'/ At N5(2" — 20)6(y" — yo)d(t' —t0)Gq (r — 1/, t — 1),
= AG;(x_l‘Ouy_y(bt_tO)'

Cette solution s’identifie donc & la fonction de Green du d’Alembertien en
dimension 2 + 1. L’interprétation en dimension 3 4+ 1 de la propriété vue
a la question précédente est la suivante : en un point de l'espace, a partir
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b=t >t

| |
c(t1 —to) c(t2—to)  |r—ro

F1G. J.7 — Représentation de la fonction de Green G (|r —ro|,t —to) du d’Alember-
tien a 2+ 1 dimensions, donnée par l’équation (J.23), en fonction de |r —ro| et pour
deuz temps t1 et to > t1. Il existe un front d’onde avant mais pas de front d’onde
arriere.

Yo

ro

Fi1G. J.8 — Pour une source linéaire, la situation est identique pour tout plan or-
thogonal a la source et on peut donc se placer dans le plan z = 0 pour analyser la
situation.

du moment ol un observateur commence & recevoir un signal provenant du
point le plus proche de la droite ot sont localisées les sources, il recoit ensuite
continuellement les signaux venant des points d’émission plus éloignés et donc
avec une amplitude de plus en plus faible.
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0 Solution de I’exercice 3.6. Fonction de Green du d’Alembertien
en dimension 1+ 1

La représentation spectrale (3.93) de G (v — zq,t — to) est :

toodk
GT(IE*I’()?tfto) = QL/ ?ezk(mfwo) Sin(kc(t—to)).
™

— 00

Il reste a calculer cette intégrale, ce qui ne pose pas de difficulté. On obtient :

G|z — mol,t — to) = gG[C(t—to)— Iz — zol]. (3.24)

La discussion faite a ’exercice précédent pour le d’Alembertien & 2 + 1 di-
mensions est aussi valable dans le cas a 1 + 1 dimensions. L’analogue de la
figure J.7 est reproduit sur la figure J.9. Notez que 'interprétation a 3 + 1

GY

C(tl — to) C(tg - to) |l‘ — J}ol

F1G. J.9 — Représentation de la fonction de Green G (|x — xo|,t — to) du d’Alem-
bertien a 1+ 1 dimensions, donnée par équation (J.24), en fonction de |z — xo|
et pour deuz temps t1 et ta > t1. Il existe un front d’onde avant mais pas de front
d’onde arriéere.

dimensions de G| passe par Iintroduction d'une source planaire (voir page
97). Par ailleurs, le calcul de G peut étre effectué de maniére analogue a celui
mené a l'exercice précédent pour G;r. Il est cependant plus facile d’utiliser la
représentation spectrale de GIL.

[0 Solution de I’exercice 3.7. Fonction de Green G, du Laplacien
en dimension d > 3

1. Pour cette question, il suffit de raisonner exactement comme & l’exercice
3.5, le plus simple étant ici de remarquer, & partir de la discussion page 157,
que

Goo(r —1') = Dé;"o(r —r';5=0).
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2. Le changement de variable est u = (|r — r'|?/4Dt). On trouve alors :

GOO(I‘*I‘,)* F(g_l)

B 47r%|r - r’\d—2'

On retrouve bien le résultat obtenu page 343 avec I'expression de I’angle solide
Q4 donnée a cette méme page.

O Solution de I’exercice 3.8. Diffusion de la chaleur dans une boule

Etant donnée la symétrie du probléme, le plus simple est ici de calculer
directement T'(r,t). Ainsi, la fonction [T'(r,t) — T}p] est solution de 1’équation
de diffusion homogéne. De plus, elle doit s’annuler en r = R et doit valoir
To — Ty en t = 0 pour tout r # R. Suivons alors le raisonnement mené page
149 pour obtenir la représentation spectrale des fonctions de Green causales
homogénes. Comme

Agpu(r) = =4 (7"2

T or2dr

M) - T )

dr R?

les fonctions 1, (r) sont des fonctions propres du Laplacien, de valeur propre
—(n2m?/R?). L’analogue de 1'équation (3.34), page 159, est alors :

_ Dn2%x2

T(r,t) =Ty, = Z Cpe™ 7 My (r).
n=1

Les coefficients C,, sont fixés par la condition initiale en ¢ = 0, ’orthonormalité
des {1} et la propriété,

R
[t TE

Le résultat final est :

2.2

2R(Ty — T0) ~= (—1)"*1  /nar\  _ pu2s2
T(rt) =T, - ( 7brr ) Z ( T)L sin (T> e” R’ L
n=1

Notez que la C.L. T(r,t) = Ty pour t — 0T et pour r # R conduit a une régle
de somme.
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0 Solution de I’exercice 3.9. Des conditions de Dirichlet aux
conditions de Robin

1. On trouve comme résultat intermédiaire :

d(z) = c(x)eh® puis ¢(x) = — /T du e "b(u).

+o0
2. Dans le cas de I’équation de la diffusion, la procédure utilisée & I’exercice
3.1 méne a

t
/ dr’ |a(r’,t)\2+2D/ dt’/ A |V a(r, ¢)2
D to D

t
+2D/ dt’/ Ay n(x’, t)|a(e',t)]? =0
to oD

ou « est la différence entre deux solutions. Comme h est une fonction positive,
nous avons bien a = 0, et donc I'unicité de la solution. La démonstration pour
le cas de I'équation de d’Alembert est similaire.

Notez que cette démonstration s’applique aussi & 1’équation de Poisson et
montre donc que les C.L. de Dirichlet et de Neumann ne sont pas les seules
C.L. garantissant 'unicité de cette EDP.

3. La fonction bp est solution de 'EDP
9 (x,t) + hp(z,t)

5P (@ p(z,t).
Par définition, elle vérifie des C.L. de Dirichlet homogénes sur 9D et des C.I.
nulles en tg.

(Op + Oy) bp(x,t) =

4. On a simplement :
o5} t a
bp(z,t) = / d:z:”/ dt" G}y (x5t — 1) <anp(:c”,t") + hp(m”,t")) ,
0 to €z

brlz,t) = / du e bp(z+ u,t).
0

[J Solution de I’exercice 3.10. Conditions de Robin pour I’équation
de la chaleur

1. D’un c6té, la loi de Fourier implique que la chaleur traversant I’élément
de surface dX par unité de temps vaut
d@

o = 0o dS=An-Vods.



368 Physique et outils mathématiques : méthodes et exemples

De T'autre coté, en considérant |7 — Ty| < Tp la linéarisation de la loi de
Stefan-Boltzmann méne a

aQ

o —4aT3 ¢ d¥.

La comparaison de ces deux expressions donne la condition au bord recherchée
avec h = (4aT3/N).

2. L’expression demandée pour G;(z; 2';7) est obtenue en appliquant le
résultat de la question 4. de I'exercice précédent a

p(a:”,t") _ (5(1‘” _ Jj/)(S(tN _ t/).

3. Pour obtenir I'expression finale de G, il faut utiliser le résultat
Gpule +uay7) = Gy (e +uwas7) — 2GL (2 +u; —a's7),

qui découle de la méthode des images. Une autre relation utile pour répondre
a cette question est

ﬁGBH(z +uya’yT) = —

0
B —uG?\_;H(IE+U;SC/;T).

0

Notez que lorsque h s’annule, les fonctions de Green GE et GE y coincident
bien, comme il se doit.

O Solution de ’exercice 3.11. Equation de Cattaneo en 3d

1. Pour répondre a la premiére question, il suffit de faire une transforma-
tion de Fourier exactement comme cela a été fait page 222.

2. L’intégration sur les angles est immédiate. Notez qu’un calcul similaire
a été effectué a la page 79.

3. Il est alors facile de relier le résultat au calcul a 1d. On trouve :

CLQC a202

o (et—r) b —— e f(ct—r) [ (12— 12/c2) (1.25)

+
.t —
9oc (131) 4mr 8m\/t2 —1r2/c? 2

ou I; est la dérivée de Ij.
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O Solution de I’exercice 3.12. Equation de Klein-Gordon

1. Le calcul est similaire a celui effectué au §3.2.5 pour ’équation de
Cattaneo. On obtient successivement
ic +oo+iy efizt+i(7m2c2+z2)1/2%
dz

Gf(zt) = —
1 (z3t) An i (—m202—|—z2)1/2

+
V1 —w? V1 —w?

En effectuant un changement de variable similaire a celui de la section 3.2.5,
on obtient finalement

G (z;t) = 0(ct — \x|)gJ0 [mey/t2 — (22/c?)]. (J.26)

c 1 eme(iwt—y/ 1—u12%) emC(—iwt—\/l—wQ‘%‘)
O(ct — |w\)—/

2. La fonction de Green a trois dimensions se calcule a partir du résultat

1 0
GF (r;t) = —%EGT(T;&

démontré a l'exercice précédent. On trouve

Gf(rit) = ﬁé(ct ) %%Jl(ma/—ﬁ 23| (J.27)

Notez que le résultat (J.27) se déduit du résultat (J.25) en effectuant m —
—im conformément & la remarque p. 222 et en utilisant les relations

Jo(l’) = Io(*ZI) et Jl(SC) = ’LIl(*Z.’,E)

entre fonctions de Bessel.
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Chapitre 4

[0 Solution de I’exercice 4.1. Comportement asymptotique de la
fonction de Bessel Jj

Appliquons la formule (4.15) de la phase stationnaire, p. 254. Nous trou-
vons :

9P

Do =y, D

W(QC; A) =0.

Ainsi,

J(/\)_%Re[\/_e (i )”ﬂfv\/gRe{exp[(Az)]}

ot nous avons pris la détermination (4.25), p. 259, pour la fonction Z=12 La
légitimité de cette approximation peut étre simplement établie. En effet,

apw 82 —p/2 B
W(QC;)\)[%Q (oc,x)} =0(\'7P/2).

O Solution de I’exercice 4.2. Coefficients du binome

1. Cette relation est une conséquence directe de la relation
(1+2) Z CPzP

et du théoréme des résidus (ici en z = 0).

2. Ecrivons dans un premier temps
1 1

cpr = 5 %dz— exp[—nf(z)] avec f(z)=—-In(l1+2)+xInz.
i z

Cette intégrale est donc du type (4.28), p. 260, avec £(z) = 1/z et un para-
métre de controle, A = n, multiplicatif de telle sorte qu’il est légitime d’appli-
quer la méthode du point selle. Un calcul indique que la dérivée de f s’annule

pour
xz 7 _ (1 - x)B
- avec  f"(z.) = —

Ze =

Appliquons la formule du point selle (4.29) en remarquant auparavant que la
singularité en z = 0 n’est pas rencontrée lorsque le contour d’intégration C est
déformé pour passer par le point selle z. (voir figure J.10). On trouve alors
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F1G. J.10 — Le contour d’intégration originel C est déformé pour passer par le point
selle zc. Remarquons que langle 6, défini par l'équation (4.19), p. 257, vaut © de
telle sorte que le chemin de descente la plus raide est paralléle o l'axe des y (voir
équation (4.22).

nT ~
n

,nf//(zc)

et finalement, avec la détermination (4.25), p. 259, le résultat (4.87).

L (2T ) om0,

T2z,

[] Solution de I’exercice 4.3. Forme aymptotique de la fonction de
Green de Helmholtz

Appliquons la méthode du col pour

2
r 9 d

ti7) = — +m2t + - Int

ft;r) P m 5 n

avec r — 00. Nous trouvons

r 2 m3
te(r) = %(1 +0(1/r)) et %(tc(r);r) - 47 +O(1/r2) >0,
Flter)ir) = mr+ S (5 )+ 0(1/r).

La formule du col donne alors :

1 e/ T N2 27
Gioo(r) = (47r)d/26 (%) V' 4m3’
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et donc le résultat (4.88). Il est par ailleurs facile de vérifier la validité de
I’approximation dans le régime asymptotique. Notons pour conclure, que pour
d = 3, on retrouve bien le comportement en e~ /(4mr) vu p. 86.

0 Solution de I’exercice 4.4. Ensemble isotherme-isobare

Pour cet exercice, il suffit de raisonner exactement comme au §4.2.2, page
270. Pour cela, il faut appliquer, dans la limite N — oo, la méthode du col a
la fonction SoG*(E,V, N) avec

G*(E,V,N) = PV + E — T)S(E,V, N).

Cette fonction dépend donc des deux variables E et V. Commengons par
déterminer le point (Ep, V) ou elle est extremale. Les conditions d’extremum
donnent

Py, 0S 1 oS
— FEqy, Vi t — FEy, Vi
TO av( 05 V0, ) € TO aE( 05 V0, )
La formule du col (4.35), p. 263, donne alors :
—1A-1
Qn (Po, To) =~ e~ B0 RVt Bo=Tos(B Vo)) 2R B (J.28)
Det [Ao(N)]

ot Ag(N) est la matrice des dérivées secondes de GyG*(E,V, N) par rapport
a E et V, prises en (Ep, Vp). En supposant que le systéme a des propriétés
d’extensivité, In DetAg(N) est proportionnel a In N. De maniére analogue a
la discussion p. 274 sur 1’équivalence entre les ensembles microcanonique et
canonique, la différence entre les énergies libres de Gibbs microcanonique et
« isotherme-isobare » par nombre de particules, est donc en (In N/N). Il y a
donc équivalence entre les deux ensembles a la limite thermodynamique.

O Solution de I’exercice 4.5. Evolution d’un paquet d’ondes et
vitesse de groupe

Appliquons la méthode de la phase stationnaire ou, plus précisément, la
méthode du col complexe pour une intégrale du type (4.28), p. 260, avec un
paramétre multiplicatif. Pour cela, faisons l’identification :

i U(z) = F(z) 5 flzA) — —i(zo —w(2))t.

Comme (0f/0z) = —i(v—w'(2))t, le point col z. correspond a un kg, supposé
unique, tel que la vitesse de groupe dw/dk(kg) soit égale & v. La formule du
col (4.29) donne alors :

A—t

1

VT F (ko)etFov = ko)) (it (1)) T2,
2 . ] -
\/gF(ko)ezt(kov—w(ko))+m/4w//(ko) 1/2.

P(a(t), 1)

¢
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Notez que 'amplitude décroit en %

[ Solution de I’exercice 4.6. De la fonction de Green de Cattaneo
a celle de I’équation de diffusion

Pour retrouver la fonction de Green de ’équation de diffusion, il faut
prendre la limite ¢ — oo. Appliquons alors la formule du col complexe (4.26)

a
f(z;¢) = —mey/t?2 — 22/ sin z

en z. = m/2. Nous trouvons (9%f/02%)(zc;c) = mey/t2 — 22 /2 puis, dans la
limite ¢ — oo,

g (2;t) ~ 4£\/27remc 2=/ (me/12 — 22 [c2) V2,
s

11 suffit alors de prendre le terme dominant de cette expression, ce qui redonne
bien pour G (z;t) la fonction de Green de I'équation de diffusion.

[J Solution de ’exercice 4.7. Modéle d’Ising avec des interactions a
longue portée

1. La réponse a la premiére question s’obtient tout simplement en évaluant
I'intégrale gaussienne

1/2 o0
(J;f—f> / d\ exp(—Nﬁ)\z/Q—kﬁ)\ZSi) — eXP(%ZSisj).

1,J

La somme sur toutes les configurations des variables de spins {S;} avec S; =
+1 donne facilement

1/2 oo
7 = <¥) /Ood)\ exp (—Nﬁ)\2/2)H< Z eﬂ(/\-m)si)’

- i S;==%1

1/2 oo
(Nﬁ) / d\ exp (—Nﬁ)\2/2) [2 ch(B(\ + h))}N (7.29)

2m oo
Nous identifions alors la fonction A(\) :

A\ = /\?2 (2 ch(g(/\—kh))).

2. Comme nous sommes intéressés par la limite ou N est trés grand,
nous pouvons appliquer la méthode du col (avec paramétre multiplicatif) a
Pintégrale (J.29). Le point col Ay correspond a

A/()\()) =)Ao — th(ﬂ()\o + h)) =0 (J30)
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et
A"(No) =1—8/ch?*(B(No+h) =1—6(1—-A2)>0. (1.31)

La formule (4.3) donne ainsi :

“ (ﬁ)w exp(—=NBA(No)) (1+O(1/N)).

L’énergie libre f est donc donnée par A()\g) dans la limite N — oo. Notez
que la fonction A(\) peut avoir un minimum secondaire mais dans la limite
N — oo, la contribution autour du minimum absolu est prépondérante. Ce
dernier résultat permet alors d’interpréter les équations (J.30) et (J.31) comme
les conditions pour que le systéme adopte une configuration correspondant
4 un minimum du potentiel thermodynamique associé a 1’énergie libre. Ces
équations provenant d’une condition purement mathématique prennent donc
un sens physique concret.

3. La signification physique de \y apparait simplement & travers ’expres-
sion suivante de ’aimantation m,

of

— 57 = th(B(h + ) + O(1/N) = Ao + O(1/N).

m =
Finalement, I’équation (J.30) déterminant le col devient identique, pour N
grand, a celle obtenue par 'approximation du champ moyen moléculaire. Donc
cette approximation champ moyen devient exacte quand N — oco. En ’ab-
sence de champ appliqué (h = 0), on trouve

m = th(fm)

qui pour 8 < 1 a pour unique solution m = 0 (on vérifie facilement que (J.31)
est satisfaite). En revanche, pour § > 1, deux autres solutions non-nulles
entrent en jeu, et la condition (J.31) nous dit que ces solutions sont celles a
retenir pour que la méthode du col soit valable. Nous avons donc, pour § > 1
une valeur de 'aimantation non nulle. Le point 3. = 1 est particulier (A" (\g)
est nul en ce point), il correspond au point de transition ou la fonction de
partition, estimée au premier ordre par la méthode du col, est singuliére pour
h = 0. Notez ici que l'ordre des limites est important. Nous avons d’abord
pris N — oo puis h — 0.

0 Solution de I’exercice 4.8. Marche aléatoire de Bernoulli

1. La relation entre Py (k) et Py_1(k) est tout simplement donnée par :

ﬁN(k) =cosk ﬁNfl(k).
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Par ailleurs, comme Pj(m) = % [0m,—1 + 0m,1], sa transformée de Fourier est
Py (k) = cosk et donc Py(k) = cos™ k.

2. L’expression de Py (m) s’obtient par la transformée de Fourier inverse.
Nous obtenons ainsi la formule donnée avec :

/2 )
In(m) :/ dke™*m cosM k.
—m/2

Notez que, par construction, pour tous les temps N pairs (impairs), la par-
ticule est sur un site m pair (impair). Il est donc cohérent de trouver que la
probabilité de présence P, (m) s’annule pour N + m impair.

3. L’intégrale peut étre évaluée par la méthode du col pour N grand :

)
)

Pu(m) ~ 2 DT ( :

. 1
\/QWN(l_(%)Q) ) (1-m)%

Notez que le lien avec la fonction de Green (3.41), p. 162, de I’équation de
diffusion & une dimension se fait a la limite continue avec m = x/a, t = N1 et
x/a d’ordre /N ot a est le pas du réseau, en posant par ailleurs D = a?/(27).

1+ (

1=

ZI3 (=13

[J Solution de I’exercice 4.9. Oscillateur harmonique et théorie des
nombres

1. Les oscillateurs harmoniques étant indépendants, la fonction de par-
tition Z() n’est autre que le produit des fonctions de partitions de chaque
oscillateur

X 1
Z(ﬂ) = H Zn avec 2z, = m
n=1
L’autre maniére de calculer Z () est de raisonner sur l’énergie. Ainsi, dans
Pexpression (4.92) de Z(8), la multiplicité de chaque entier m qui intervient
dans Q(n) (par exemple la multiplicité de m=1 quand on écrit 4 = 1+14+1+1)
correspond au niveau auquel est excité I'oscillateur de fréquence hw,,, = m.

2. 11 vient simplement

1 ¢

Q(TL) é‘n-ﬁ-l Z(B = 71115)

27
ou l'intégrale porte sur un cercle autour de l'origine.

3. Pour n — oo, nous pouvons appliquer la méthode du col dans le plan
complexe pour évaluer I'intégrale. De plus, nous utilisons ’expression d’Euler-
MacLaurin pour développer le terme dans ’exponentielle de U'intégrant. La
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validité de ce développement se vérifie a posteriori en remarquant que I’équa-
tion du col nous donne un (., d’autant plus petit que n est grand. En ne
gardant que le terme dominant et la contribution des fluctuations nous obte-
nons la formule de Hardy-Ramanujan :

exp /%]

Q(n) ~ 273



Appendice K

Références bibliographiques

Références générales pour les mathématiques

Il existe de nombreux ouvrages mathématiques présentant des notions
utiles en physique. Le lecteur peut consulter les livres [Appel], [Arfken],
[Courant], [Morse| et [Snieder]. Pour des thémes plus spécifiques, voir le ta-
bleau ci-dessous :

Théme Références
Variable complexe [Churchill],[Conway]|,[Hamilton|,[Rudin|
Distributions |[Kanwal|,[Schwartz]
Géomeétrie différentielle | [Choquet|,|Gockeler|,[Nakahara],[Spivak]

Références pour le chapitre 1

Références générales. Les références sur I'analyticité et sa relation avec
la causalité sont également trés nombreuses. Une référence classique est
[Wigner|. Une référence générale qui contient beaucoup d’exemples de fonc-
tions de réponse, y compris pour des équations intégrales, est [Roach|. Dans
le domaine de I’électrodynamique classique, ot les relations de K.K. sont de
trés grande importance pour étudier la propagation d’ondes dans des milieux
dispersifs, les ouvrages [Jackson|, [Melrose| ou [Stratton| sont & mentionner.
En particulier, le lecteur y trouvera aussi des discussions relatives aux pro-
priétés des diélectriques. L’article [Lucarini] présente une discussion détaillée
de régles de somme utilisées en optique. On trouvera dans [Kadanoff 1963]
et [Kadanoff 2000] un exposé trés complet sur Papplication des relations de
K.K. en hydrodynamique et en physique des plasmas. Enfin, pour ce qui
concerne la réponse linéaire en théorie des champs, deux références utiles sont
[Gasiorowicz| et [Hilgevoord].
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Reéférences relatives aux exemples.

8§ Théme Références
1.2.3 Meécanique des fluides |Guyon, Landau VI
Fonctions de Bessel |Arfken, Gradshteyn, Morse|
1.24 Equation de Vlasov |Liboff]|
Plasmas [Ichimaru]
1.2.5 Equation de Liouville [Pottier|
Formule de Kubo |Akhiezer|,[Kreuzer|,[Kubol|,[McLennan]|
Formule de Kubo en matiére condensée [Callaway]|,|[Mahan|

Références relatives aux exercices. L’article [Purcell] contient la déri-
vation, & partir des relations de Kramers-Kronig, de la limite inférieure du
volume occupé par les grains composant le milieu interstellaire.

Références pour les chapitres 2 et 3

Références générales. Des ouvrages de référence sur les fonctions de
Green associées a des opérateurs différentiels, notamment pour les équations
de Laplace, de diffusion et de propagation sont [Arfken|, [Courant]|, [Morse],
[Pikulin|, [Rubinstein|, [Snieder]|, [Sommerfeld|, [Vladimirov] et [Wyld]. Le lec-
teur pourra trouver de nombreuses identités relatives aux opérateurs Lapla-
cien et de d’Alembert dans [Roach]. Dans [Farlow], il existe une classification
des différentes équations différentielles qui peuvent apparaitre en physique,
ainsi qu’'une présentation détaillée des méthodes numériques correspondantes.

Pour approfondir I’étude des transformations conformes dans le plan com-
plexe, on peut se référer & [Churchill], [Conway|, [Hamilton|, [Nehari| et
[Rudin].

On trouvera des applications des fonctions de Green pour 1’équation de
diffusion dans [Beck] et [Sommerfeld]. Pour le mouvement brownien, le lecteur
peut consulter des ouvrages de mécanique statistique comme [Reif], ou ceux
relatifs aux processus stochastiques comme [Karatzas| ou [Rogers|.

Les fonctions de Green en mécanique quantique sont analysées dans
[Economou|. Par ailleurs, les ouvrages de mécanique quantique comme
[Cohen 1974], [Landau III], [Le Bellac 2003|, [Merzbacher|, [Messiah| et
[Schiff] exposent 'utilisation de la fonction de Green pour des problémes de
diffusion. Enfin, [Joachain]| est entiérement consacré a la théorie de la diffusion
en mécanique quantique.

On trouvera dans [Jackson| et [Schwinger| une présentation des fonctions
de Green en électrodynamique, notamment pour les équations de Laplace et
de d’Alembert.
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Reéférences relatives aux exemples.

8§ Théme Références
2.2.2 Effet Meissner [de Gennes|,[Tinkham)|
3.2.2 Diffraction |Born|,|Perez|
3.2.5 | Equation de Cattaneo |Joseph|,[Morse|

Références relatives aux exercices.

Ex. Théme Références

2.5 Relations de réciprocité [Kim)]

2.6 Reégles de somme [Sukumar]|

3.9 C.L. de Robin pour cordes vibrantes |Farlow|

3.10 | Fonction de Green avec C.L. de Robin [Bondurant|

3.12 Equation de Klein-Gordon [Bjorken],[Itzykson|,|Zinn-Justin 1989]

Références pour le chapitre 4

Références générales. La méthode du col est traitée dans des ouvrages de
méthodes mathématiques pour la physique comme [Arfken] ou [Morse]. Pour
l'intégrale fonctionnelle on peut consulter [Martin|, [Schulman] et [Simon].

Références relatives aux exemples.

8 Théme Références
4.2.2 | Ensembles thermodynamiques [Huang|
4.2.3 Cristal harmonique |Ashcroft],[Kittel|,[Landau V|,[Marder]
4.2.4 Mode¢le d’Ising [Amit|,[Le Bellac 1988|,[Parisi|,|Zinn-Justin 1989]
4.2.5 | Approximation semi-classique | [Feynman|,[Kleinert|,[Roepstorff],|Zinn-Justin 2004]

Références relatives aux exercices. L’article [Tran| donne une discus-
sion détaillée du lien entre la partition d’un entier et la fonction de partition
d’oscillateurs harmoniques.
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définition, 156
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Equation de Klein-Gordon, 222, 242
Equation de la chaleur, voir Equation
de diffusion
Equation de Laplace
définition, 73
en hydrodynamique, 107, 123, 138
fonctions harmoniques, 94
utilisation des transformations
conformes, 94
Equation de Poisson, 71-83
analyse des C. L., 71
définition, 71
expression de la solution, 81
avec C. L. de Dirichlet, 81
avec C. L. de Neumann, 81
avec la fonction de Green Goo,
82
Equation de Schrédinger, 47, 98, 114,
165-177, 228
comparaison avec la diffusion, 171
développement perturbatif, 173
expression de la solution, 168,
172, 173, 175, 176
fonctions de Green, 168, 169
particule libre, 170
Equation de Vlasov, 40
Espaces de Hilbert, 313
Extensivité, 270, 273

F

Fluctuations, 52, 249, 279, 286
Fonction de partition, 267, 271, 275,
281, 295, 297, 299

Fonction de réponse
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Fraunhofer, voir Diffraction
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Gauss, voir Théoréme de Gauss
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Ginzburg-Landau, action de, 283
Green
fonctions, voir Fonctions de Green
formules, voir Formules de Green
Green-Ostrogradski, théoréme de, 72,

345

H

Harmoniques sphériques, 79, 110,
131, 327

Helmholtz, voir Opérateur
d’Helmholtz

Hilbert, espaces de, 313

Hubbard-Stratonovitch,
transformation de, 282

Hydrodynamique, 107, 122, 134, 138

I

Images, voir Méthode des images
Indiscernabilité, 267

Inertie, 7, 24, 30

Intégrale de chemin, 290
Intégrales gaussiennes, 317

Ising, voir Modéle d’Ising

K

Kirchhoff, voir Formule de Kirchhoff

Klein-Gordon, voir Equation de
Klein-Gordon

Kramers-Kronig, voir Relations de
Kramers-Kronig

L

Laplace
équation, voir Equation de
Laplace
opérateur, voir Opérateur de
Laplace
transformée, voir Transformée de
Laplace
Laplacien, voir Opérateur de Laplace
Laurent, voir Série de Laurent
Lemme de Jordan, 14, 191, 223, 303,
338, 342

M

Mécanique quantique, 46, 98, 113,
119, 165, 227

Méthode de variation de la constante,
310
Méthode des images, 104, 131, 132,
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Méthode du col
intégrale fonctionnelle, 266
intégrale multiple, 263
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col complexe, 260
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N

Neumann, conditions de, 74
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Notation de Dirac, 313
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progressives, 197
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Opérateur d’Helmholtz, 157, 183
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définition, 83
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Opérateur de d’Alembert
analyse des C. L., 182
définition, 181
expression de la solution, 184
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2d, 237
3d, 189
relations de réciprocité, 185
représentation spectrale, 184
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Opérateur de Laplace
analyse des C. L., 73
définition, 70
discret, 136
fonctions de Green, 74, 128
1d, 97, 128
2d, 97, 128
3d, 78, 128, 132, 134
relations de réciprocité, 129
Oscillateur harmonique, 277, 278,
298, 332
Oseen, tenseur de, 134

P

Paquet d’ondes, 296
Particule libre, 77, 102, 115, 170-172,
334
Partie principale, 15, 42, 115, 303
Phonons, 277
Plan conducteur, 104, 131
Plasma, 38-45, 86
Plasmons, 45
Poiseuille, formule de, 37
Poisson, voir Equation de Poisson
Polarisabilité, 227
Polarisation, 29, 57, 228, 279
Polynémes de Legendre, 110, 328
Potentiel
de Debye, 86
de Yukawa, 122
électrique, 71
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Principe de Huygens-Fresnel, 207
Propagateur thermique, 177-180, 266,
287
Propagation, 146, 181, 192-198,
221-225
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Reéflexions multiples, 195-197
Regles de somme, 18, 28, 56, 130,
160, 161, 188
Relation de complétude, 315
Relations de Kramers-Kronig, 16, 18,
20, 27, 55, 57
démonstration, 13—-16
généralisées, 18, 341

Relations de réciprocité, 66, 69, 185,
236

Relativité générale, 139

Représentation spectrale, 68, 80, 101,
149, 155, 159, 160, 168, 184

Résolvante, 100, 114, 120, 130, 154,
154, 166, 169, 174-178, 229

Robin, conditions de, 239, 240

S

Schrédinger, voir Equation de
Schrédinger
Second son, 227
Selle de cheval (point), 255, 260
Série de Laurent, 12, 302
Singularité, 9, 17, 27, 101, 114,
117-118, 171, 231, 301-302
Source, 61, 70, 75, 97, 100, 143, 146
Stefan-Boltzmann, loi de, 241
Stirling, voir Formule de Stirling
Supraconducteur, 108
Susceptibilité, 7-20, 188
définition, 7
développement asymptotique, 12
Kramers-Kronig, 16, 18, 20
propriétés analytiques, 8
régles de somme, 18

T

Théoréme
de Gauss, 77, 81, 343
des résidus, 14, 85, 191, 223, 255,
302, 338, 342, 347
fluctuation-dissipation, 52
Théorie des nombres, 298
Transformations conformes, 89-91,
125, 138
Transformée de Fourier, 80, 151, 155,
190
Transformée de Laplace
d’une EDP, 152, 166, 182
définition, 305
des fonctions de Green, 148, 154,
155, 157, 161, 167, 183
en réponse linéaire, 8, 24
fonctions usuelles, 305
transformée inverse, 54, 337
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Unicité des solutions, 147
équation de d’Alembert, 182, 236
équation de diffusion, 156, 236
équation de Helmholtz, 84
équation de Poisson, 75
équation de Schrodinger, 166

Universalité, voir Classe d’universalité

Vv

Van Vleck, formule de, 291
Vent, 122, 138
Vlasov, équation de, 40

\)\%
WKB, 293

Y

Yukawa, voir Potentiel de Yukawa
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