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1 Principes fondamentaux

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours

1.1 Principe de moindre action

Soit un systéme dynamique défini par une position et une vitesse dans l'espace de

phase

(¢,4)

L’action A sur un chemin virtuel ¢(t) de to & ¢; est minimum sur le chemin physique
effectivement suivi par le systéme .

t1
A= [t
to

1.2 Equations de Lagrange

Equations de Lagrange, conséquence d’'une moindre action entre tg a t¢;

oL d oL

9g ~ @'oq’
Propriété de stabilité des équations par rapport aux changements de variables ou transforma-
tions ponctuelles définies par :

q—Q = u(gt)
Démonstration : on utilise essentiellement

ou. Ou ot ou

el R W it — = —
ol o " 9 T ag

u =
Applications
— Mouvement libre )
L=T = §m02+0t6
— Mouvement dans un champ conservatif avec U(q), " énergie potentielle.
L =T-U
— Généralisation a n degrés de liberté
Généralisations possibles vers les ondes, la mécanique quantique ou relativiste ..
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1.3 Equations de Hamilton
Définition de I’hamiltonien : soit p la variable conjuguée de ¢

oL
p = =
dq
Alors :
Equations de Hamilton
Dans l'espace de phase (q,p) , la vitesse (¢,p) est déterminée par le principe de moindre
action qui conduit aux équations d’ Hamilton.

) (%))

— Stabilité des équations par rapport aux changements de variables "canoniques"

Propriétés

(¢,p) = (u(g,p,t),v(q,p,t))

— Variation d’une grandeur physique quelconque X(q,p,t) ... sur la trajectoire physique
du systéme.
dX 0X
— =1{H, X —_—
TR T

— Le crochet de Poisson

Y 0X 0Y 0X
Y, X =—— - ——=—{X,Y
v, }QJJ dp Oq 0q Op X }q,p

— Conservation de la grandeur X (¢, p) définie en fonction des variables ¢, p

0X
xy=0 - =0

Conservation de 'énergie X = H

ar_ o
dt ot
Exemple : X = qgoup

{e,at =0  A{ppt =0  {pg} =1
Exemples : X = L = gApouX = FE, = %alors

{H,L} = ¢Ap—F,Nqou {H,E.} = Fq£

3



1.4 Applications
Théoréme du Viriel :
oL
q g
dans certaines conditions (systéme périodique ou confiné), la moyenne du viriel sur un temps
long (t — oo) conduit & :

V) = ~la 50 = 2()

Eléments pour la démonstration
(b)) = pa+ipavecp = Fretp = 5o

Le Viriel des forces de pression dans un gaz (avec le théoréme de Stockes)

(V) = / (—p) 7ds = =3 pV
sur face

1.5 Généralisation aux ondes : la densité de lagrangien

Théorie lagrangienne des ondes :
Nous noterons la variable d’espace

x = (t,7)
Le lagrangien £ est une fonction de ¢, 'amplitude de 'onde, et de ses dérivées d’espace temps.

L(QD,(,O;,;) avee (p(&?) et Pr = IQO(«T)

ty
A = /E(gp,(px) dT dt
to
L(p, ) est une densité de lagrangien définie en x soit en & a t.
Equations de Lagrange pour chaque composante ¢

oL 0 85)

dp & %<3%

Densité d’hamiltonien

oL oy

H = g b X — — L avec p = ——

A 7T ot
Application a la corde vibrante : définie par densité et tension

petT

densité de lagrangien a t ent’ :
2
c=s e -1(5))
densité d’hamiltonien a t en¥ :
w=toe (%))
2 Ox
Energie d’'une corde vibrante (& 1D) ?

8



1.6 Equations de Hamilton-Jacobi

Autres formes du principe de moindre action :
L’action A est considérée comme une fonction de ¢ et t : A(q,t)
On montre que :

0A 0A
dA = pdg—"H dt = = — et =——0
A pdqg—H P 9 et H 5
Démonstration :
Si on relie ¢ et ¢ par dg = ¢ dt alors avec H = pg¢ — L on constate :

dA = pdg—H dt = pdg—(pg— L) dt = L dt
L’action se comporte comme la phase d'une onde
JA = (p dqg—H ot)
Equations de Hamilton-Jacobi

0A 0A 0A

Analogies avec ’équation de Schrodinger et la fonction d’onde quantique i (z,t) ~ A.
Dans ce cadre le principe de moindre action exprime la stabilité (locale) de la phase de 'onde
quantique.

o d 9]

h— = —ih—,t —ith— =
L’action de Maupertuis
Mouvements dans un champ conservatif avec conditions initiales fixées et H = Ej
2
M= % Y U@)  |px)] = V2m(Bo—U(x) = dA = p(z)di — Eydt

L’action de Maupertuis et principe de moindre action :

Zf

Application : un point matériel dans un potentiel homogéne

p(x)] = V2m(By —U(x)== po dE=1ids

Ty
.A = Do / ds
xo

La trajectoire physique est un segment de droite car la distance parcourue la plus courte.



Vocabulaire, références et exercices

Références
Mécanique : Landau et Lifschitz

Théorie des champs : Landau et Lifschitz

Vocabulaire Dynamique, déterminisme, action, principe de moindre action, équa-
tions canoniques, transformations canoniques, hamiltonien, lagrangien, Viriel. Variables conju-
guées.

Exercices

1 Ecriture lagrangien, hamiltonien d’un pendule ponctuel de longueur [ et de masse m, en
fonction du parameétre angulaire ¢.

2 Etablir la mécanique lagrangienne et hamiltonienne d’un oscillateur harmonique masse
m et raideur k.

3 Un fil tendu parallélement & Ox, & la tension T' et dont la densité linéique est p, est le
siége d'une onde de déformation transversale

. 0Oy
t = —
y(z,t) avec gy T
On donne la densité lagrangienne
1 dy
L(x,t) = =(py* — T(=2)?
(@,0) = 3 (0 ~ T(32?)

Ecrire les équations dynamiques de 1'onde et la densité d’énergie H(x,t) sur le fil.
Ecrire Le lagrangien a l'instant ¢.
Ecrire L’action en ¢y et t.
Appliquer les résultats a une solution stationnaire en \/2
4 Une particule se déplace librement dans un champ central U (r)

Démontrer que le moment cinétique est conservé par la dynamique lagrangienne
Deux particules sont en interaction centrale U(r = |7} — 7))

Démontrer que le moment cinétique est conservé.

10
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2 Théoréme de Noether

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours

2.1 But du théoréme de Noether

Construire une méthode systématique permettant de définir des invariants dans une ap-
proche lagrangienne de la dynamique : (constante du mouvement, intégrales premiéres...)

Le théoréme définit un courant conservé associé a une symétrie continue du systéme; la 4
iéme composante de ce courant est une densité globalement conservée.

divi = —d,p

Nous prendrons I'exemple de 'invariance par translation dans le temps qui conduira a une den-
sité de courant d’énergie ; la 4 iéeme composante est la densité d’énergie. La loi de conservation
est celle de I'énergie qui sera globalement conservée.

Le théoréme de Noether se démontre en considérant les variables d’espace-temps :

o = (%2  i=1,2,3

Nous utilisons la convention d’Einstein
La démonstration ci-dessous sous entend certains indices que 1’on ne rappellera pas

2.2 Théorie lagrangienne des systémes ponctuels

Le systéme est défini par des variables ¢;; ¢;(t) sont les vitesses associées a chacune des
variables.
Le lagrangien dépend des positions et des vitesses

L(g,4,t)
L’action s’écrit
A= [ g
Le principe de moindre action méne aux équations de Lagrange :

d oL oL
—(52) = (57)
dt " 0q dq
Nous poserons p = g—s
Exemple : un point m & une dimension sur Oz dans un potentiel V' (z) indépendant du
temps :



2.3 Théorie lagrangienne des champs

( les ondes par exemple)
Le systéme est défini par des fonctions wu(x) (c’est un systéme & une infinité de degrés de
liberté) et les variations associées dans chacune des dimensions de l'espace temps du(x).

ou(x)

oxH

avec u, = Oyu(x) = L(u(z),u,(x),x)

Exemple : Pour les ondes sonores u(x) est pratiquement la surpression en x , ¢’est amplitude
de 'onde en x.

___Soit A l'état de 'onde en ¢ = ¢, et respectivement pour B en tp I'action sur la "trajectoire"
AB est :

Ag = / L(z) d'x
AB
Le principe de moindre action conduit aux équations de Lagrange pour les champs :

oL, oc

0u(5) = (57)

ou,,
Exemple pour une onde scalaire comme la pression on peut prendre :

1 )
L= §(ulu’ + 672/&0'&0)

avec : g, = (1,—1,—1,-1)
Et I'équation du mouvement (de Lagrange) devient ’équation des ondes de D’Alembert :

0? 0?
2.4 Théoréme de Noether

Question : Comment définir des invariants dans une approche lagrangienne des champs ?

Soit une transformation continue (groupe continu avec le paramétre w ) qui laisse l'action
invariante au premier ordre au voisinage de 'identité. La dynamique sera invariante dans cette
transformation! si c’est une symeétrie.

Exemples : translations rotations ...

Dans la symétrie, I’espace est transformé et les champs sont transformés :

Dans une transformation élémentaire proche de I'identité (dw ) on a :
'~ x4+ Aw
(u’(m’) ~u(x) + M5w>
et 'invariance de l'action s’écrit :
A = /E(u(m))dm ~ A = /E(u/(x/))dx/

12



analyse des différentes variations

e changement de variable :
de’ = |J|dx = (1 + 9,(6z"))dx
e changement de fonction :
u'(2') = (x + Aow) = u(z) + Mow = u'(z) = u(x) + (M — ANu,) dw
e changement de ’action

oL oL oL
I3 o ) I
(S.A = /({ —au(;u + _6?1/“511/ _axﬂéx } u((;x )) X axr

et l'invariance de I’action s’écrit ( en utilisant I’équation de Lagrange) :
0A = (/QLJ” dzx) dw
e en remplagant 0. A = 0 (quelque soit dw) on obtient la conservation du courant :

= o J' =0 avec JH = [%(M — AN u,) + EA“]

soit 0o J° = —div(J)

2.5 Application a 'invariance par translation du temps

A cause de l'invariance par translation dans le temps, I’énergie est une constante du mou-
vement des ondes élastiques!

— L’invariance par translation du temps, on trouve :
M = 0et A* = 0}

— Construction du courant conservé associé par ’application du théoréme de Noether :

oL
T = (o) — £ 3)
"

— Cas particulier : Application & une onde scalaire

L = % (—uf + c_2u(2))

Courant d’énergie et densité d’énergei (le flux du courant d’énergie est une puissance)
J' = (u ug)
JO = T(+ul+c ) = H
Conservation globale de 'énergie
E:c_lfJ0 dxr = Cte

13



— Le cas de 'acoustique :
U est la vitesse des couches de 'air et p la surpression

1

L = 5(—0 P+ xsp)et P =xsp

Le potentiel des vitesses ¢ est tel que :

§= gradle) b= p(9) u=ypo

Le lagrangien acoustique (la densité de

£:

)
1 2 —2,.2
3 (—uf + ¢ *ug)

On en déduit :

la vitesse des ondes acoustiques ¢ =
densité d’énergie = %(—Fp 7+ x5 p?)
courant d’énergie = pv

intensité sonore en watt/m? = |p v

14
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3 Formules d’analyse vectorielle

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours

Equations utiles en théorie des ondes et des fluides
3.1 Analyse vectorielle

notation
Z 8j8j D - 8080—A

(A x grad)B = Z (A;0;)B;
div(ANB) = B xrot(A) — A x rot(B)
div(grad(f)) = Af
div(rot(A)) = 0
div(fA) = fxdiv(A)+ A x grad(f)
grad(Ax B) = (A x grad)B+ ANrot(B)+ (B x grad)A+ B Arot(A)
exemple : grad(A?) =2 x {(A x grad)A + A Arot(A)}
grad(div(A)) = {0,(0; A;)}
grad(fg) = g x gradf(f) + f x grad(g)
rot(AA B) = A x div(B) — B x div(A) + (B x grad)A — (A x grad) B
rot(grad(A)) =0
rot(rot(A)) = grad(divA) — AA
rot(fA) = grad(f) NA+ f x rot(A)

rot(A) =0< A = grad(f)
div(A) =0< A = rot(B)
Champ irrotationnel & circulation conservative

rot(A) =0=A = grad(f)

Champ a flux conservatif

div(A) = 0= A = rot(B)

15



3.2 Théoréme de Stockes

Formulation générale :

V.

fo- fo

variété de dimension n

OV : variété de dimension n + 1

3.3 Formulations particuliéres

Jdiv(A) &Pz = [A d*x
v s

[rot(A) d*z = [Ad'z
s C

[ fd = [grad(f) &’z
s v

b[ d'f =14

JAN dPx = [rot(A) &z
s v

[fdiz = [ grad(f) @u
C s

flux de A = poids de div(A)

circulation de A = flux de rot(A)

somme de f sur une surface = poids du gradient(f)
circulation sur la courbe= variation d’une fonction(f)
"flux" tangentiel de(A) = poids de rot(A)

circulation de f = flux de grad(f)

3.4 Opérateurs différentiels

3.4.1 Carteésiennes : (=, y, 2z )

Base :(zi 7, /2)

a) NABLA

b) GRAD(F)

¢) ROTATIONNEL(V)

-0 -0 -0

V=i—+j—+k

ox oy 9z
_oF oF oF,
- oz Oy’ 0z

ov. o,

dy 0z

oV, IV,

0z Ox

ov, _ov,

or dy

16



d) DIVERGENCE(V)

v,

oV, N
ox

e) LAPLACIEN(F ou V)

AF =
oxr?  0y?> 022
3.4.2 Cylindriques : ( p, 0, z)
Base :(ﬁp, Uy, U.)
a) NABLA
- 20 =10 -0
V= pa_p + 9; % + Z%
b) GRAD(F)
_OF 108 O,
Op’p 007 Oz
¢) ROTATIONNEL(V)
LoV, v,
p 00 0z
ov, ov.
0z dp
1 [8(0 Vo) _ an]
p - Op 00
d) DIVERGENCE(V)
1 0 1L oVy 9V,
; a—p(ﬂ Vo) + = 90 " 0.
¢) LAPLACIEN(F)
1 0, OF 1 OoF 0oF
AF =2 —(p —)+ = — + =
p 8p(p 0,()) * p? 002 022
3.4.3 Sphériques : (r, 0, ¢)
Base :((j}, (79, (745)
a) NABLA
- -0 210 = 1
V= UT@ * “r 90 * °r sin(6) d¢

oV,
Y4

Jy 0z

"F  F  OF
oft | Ol O




b) GRAD(F)

(8F 1 OF 1 0F>
or’r 90 r sin(0) 0

¢) ROTATIONNEL(V)

1 d(sin(0) Vi) 8‘/9]
r sin(@)[ 06 Y
1 3‘/; 1 0(r V¢)
rsin(0) dp  r  or
1.0(r Vy) OV,
o o)

d) DIVERGENCE(V)
1o,, 1 O(sin(0)Vy) 1 oV
r20r (" Ve) + r sin(0) 00 * r sin(d) 0¢
e) LAPLACIEN(F)
10, ,0F 10 OF 1 F
AF =55 o) i@ a0 90 t Tz a0

f) PROPAGATEUR sphérique de F(r)

1 0 oF k
AF = = 8r<r2 W} = k?F solution ;exp(kr)
solution stationnaire avec k < 0
solution radiative k =1k
solution coulombienne k=20

18
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4 Reéférentiels et invariances

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours

4.1 Référentiels en physique classique

notion d’événement
ses coordonnées d’espace temps sont x = (t, )
synchronisation des horloges

4.2 Cinématique d’un référentiel

Vecteur instantané de rotation d’un référentiel en mouvement Q(t)

- i~ - di =~ - dk o~ =
Q(t t tel — =0 — = Q — = QAEk
(t)  est tel que o At 0 Aj o A

di  dj  dk

dt_ dt  dt

il 0 Q5 O

il 0 -0

k- Q0

avec

Q=i+ i+ k
Les vitesses d’entrainement

V(M) = V(0)+ G AOM
notion de torseur -

— En tout point M, on définit un vecteur V et un pseudo-vecteur A tels que

torseur en M : /. A)
M)

(
sien M? A(M') = A(M)+ M'M AV et V(M) =V (M)

— Torseur des forces appliquées a un systéme : résultante R et moment des forces M
torseur en M : (R, M) M(M):M(O)+J\76Aﬁ
— Torseur des vitesses d’entrainement d’un référentiel ou d’un solide
Torseur en M : (Q, V) V(M) =V(0)+ MO A G

— Torseur cinétique d’un systéme de points P; de masse m; : Le torseur cinétique est la
quantité de mouvement et moment cinétique L

Torseur en M : : (M‘7G>, L) m‘z = Zmz‘z L(M) = L(O) + MO A m‘z



4.3 Mouvement d’un référentiel

Torseur cinétique d’un référentiel

V(O) et Q

Classement des mouvements instantanés

Repos Q=0et V(0)=0

Translation Q=0et V(O)#£0 direction V(0)

Rotation Q1L V() axe de rotation  {M telque V(M) = 0}
Mvt hélicoidal et V V(O) axe hélicoidal ~ {M telque V(M) || O}

Angles d’Euler
Rot,p o Rot,0 o Rot, v

Composition des rotations :
Q - Ql —|— QQ —|— Qg

Vecteur de rotation et les angles d’Euler (& voir)

4.4 Mouvement des solides

— Caractérisation du mouvement d’un solide : 6 paramétres
M étant un point du solide : V(M ) et Q suffisent pour déterminer la cinématique soit le
mouvement de tous les points.

— mouvement lié : 6 parameétres - n liaisons
— systéme de k solides liés; paramétres : (6 —n) X k

— contacts solides
roulements
vitesse de glissement

T,=V(MeS)—V(MeS,)
frottement solide : lois de Coulomb, cas du glissement
Cinétique des solides
— Torseur cinétique : quantité de mouvement P et moment cinétique L
(en M : P = mVg, Ly)
— Energie cinétique : ler théoréme de Konig avec Ip moment d’inertie / droite D = (O, §2)

E, = %(MVZ(O) +om(V(0),$,00) + Ip$2)

cas particuliers : ‘7(0) =0ouO=Gou O € axe hélicoidal ou de rotation

1 R o
E,. == (mV*(O) + IpQ?)

2
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— Moment cinétique : 2ieme théoréme de Konig

L4 = mAGAV(G) + (L

Le = 159) si A est un point fixe du référentiel absolu

-

~ —
Lo m OC A V(O)+ (Lg = m) si O est un point fixe du solide en mouvement

Matrices d’inertie et axes principaux paragraphe [7] ci-dessous
4.5 Invariance galiléenne

O un point fixe du référentiel par exemple I'origine.
— Composition des vitesses

(
Ay = A
avec /Yc = 20AV

Référentiel galiléen : translation rectiligne uniforme / référentiel galiléen
Exemple :transformation galiléenne suivant Oz a la vitesse vy.

t/ t
= qx— vt
y y
Réf : Théorie Lagrangienne ( Mécanique Landau Lifchitz page 174)

4.6 Invariance relativiste restreinte

Constance de la vitesse de la lumiére dans les référentiels galiléens ?
Evénements dans I’espace temps ( Z, t)

Coordonnées dans l'espace temps :

x, = (2 = ct,z; = X)
Transformations de Lorentz : référentiel galiléen a la vitesse vg

vt =) wy [vlwo — o)
¥ = y(x —wvt) ouplutdt ) = ¢ y(z; — Sz,)
y/ Yy IIQ To
avec § =vg/cet y=(1— 52)—1/2
Transformation du temps et des durées de vie : dvg = v dx|
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Composition des vitesses.

B+ By B
1+ BB Oy Pe = ..

. R
Etudier les limites 5 — 0ou f — 1

4.7 Cinématique classique d’un solide en mouvement

Introduction de la matrice d’inertie -

Soit un point matériel M de masse m appartenant & un solide en mouvement par rapport
a un référentiel (absolu) : O, I, J, K orthonormé; le mouvement est repéré par rapport a ce
référentiel.

-, dl dJ dK

V(o) =0 dt_o dt_o dt_o
O est une origine quelconque de 'espace entrainé par le solide et G, I, J, K est appelé référentiel
barycentrique en translation éventuellement non-rectiligne par rapport au référentiel absolu
oI, J,K
On donne les composantes de OM dans une base orthonormée quelconque (i, j, k) liée au solide

—

OM = (z,y,2)
Soit un vecteur libre quelconque dans la méme base
A= (a,b,c)

1. Interprétation matricielle du produit vectoriel :

montrer que le vecteur (07\/[ A A') peut se calculer matriciellement dans la base i, j, k par
le produit :

0 —z +4y a
(OMANA) = |42 0 —x b
-y +z 0 c

2. En déduire 'expression du double produit vectoriel en chaque point ¢ du solide.

P+ 22 —ay —xz
s s
—m; OM AN (OM AN A) = m; vy 2?4+ —yz
—xz —yz z% + y2

3. Démontrer la seconde loi du théoréme de Koenig avec m = ), m;
— — —
L/A = L/G—FmX@AVG

—
o A est un point quelconque , G le centre de gravité et L,; le moment cinétique du
mouvement autour de G
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4. Faire le lien entre le résultat de 2) et le calcul du moment cinétique dans le référentiel
barycentrique centré en G et défini par (G, I, J, K).
Montrer que

L—/Ci:Z—miGWiA(CWiAQ)

En déduire que le moment cinétique par rapport a G peut se calculer matriciellement
grace a la matrice d’inertie en G et dans une base quelconque (i, j, k)

L/G = [[G] x )

5. Si la base choisie pour le calcul est base principale d’inertie fixe par rapport au solide,
montrer que le moment cinétique pa rapport a G est :

I Ql
Lig=11,Q
[3 Q3

dans la base (i,j,k) principale d’inertie
— — — —
soit L/szl Ql Z+[2 Qg]+]3 Qg k

ot les composantes de §2 étant exprimées dans (f;, 7, IZ) et G, (f;, 7, E) est principal d’inertie !
6. Montrer que ’énergie cinétique de rotation dans le référentiel barycentrique G,f, j, K
s’écrit :

Ec(G,I,J,K) = = (L2 + L5 + 1503)

1
2
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Vocabulaire, références et exercices

Références
Larralde J.P. Editeur Masson, Cinématique
Cabannes H. Cours de mécanique générale
Brousse P. Mécanique
Boutigny : cours de physique : Mécanique
Béne J.C : Problemes de mécanique

J Bok & al : Editeur Hermann Paris, Ondes — électromagnétique - relativité

Vocabulaire Cinématique, torseurs, mouvements instantanés, rotations, transla-
tions, matrices d’inertie, vecteur instantané de rotation, angles d’Euler, loi de Coulomb du
frottement solide, précession, nutation, relativité, mouvement d’entrainement, glissement, rou-
lement, théorémes de Konig, relativité restreinte, formule d’Einstein.

Exercices

1 On donne un disque homogéne, de masse M, de rayon R sur un plan horizontal : son
centre O permet de définir un référentiel solidaire du disque O, 1, j, k tel que k reste fixe
et tel que 'angle polaire de i soit 6(t).

Soit x(t), y = R et z = 0 les coordonnées de O dans le référentiel “ absolu ”.
1. Définir le vecteur de rotation, calculer la vitesse de glissement au point I de contact
avec le plan.
2. Discuter des différents types de mouvements du disque en fonction de x(t) et 0(t).

3. Dans les différents cas, calculer I’énergie cinétique et le moment cinétique en un point
que l'on choisira.

4. Calculer les éléments de la matrice d’inertie d’un disque homogeéne.
5. Calculer les éléments de la matrice d’inertie d’une sphére homogéne
6. Calculer les éléments de la matrice d’inertie d’un ellipsoide d’axe Oz
2 Le mouvement terrestre par rapport au Soleil (référentiel de Copernic noté ®) résulte

de la composition du mouvement du centre terrestre 7' (circulaire autour du soleil rayon
R =1UA) et d'une rotation dont le vecteur angulaire reste fixe par rapport au Soleil.

Le référentiel géocentrique se déduit donc de ® par une translation qui améne 'origine
en T

1. Quel est le mouvement de la terre dans le référentiel géocentrique

2. Quel est le mouvement de la terre dans le référentiel ®

3. On donne les composantes de V(T') et de Q par rapport ® a 'instant t.

cos(9(t)) sin(ep)
V(T) = Vo s1n(19(t)) Q= Wo 0
0 cos(p)

déterminer I'intersection de 'axe hélicoidal instantané avec I’écliptique dans (T, x,y) en
utilisant la relation suivante que 1’on justifiera :

GAV(T) + A (GATM) =0
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1. Calculer I'énergie cinétique terrestre dans le référentiel galiléen ® en fonction des
parametres

2. Calculer la quantité de mouvement et le moment cinétique en un point.

Un objet sphérique (une particule sans spin) se déplace selon Oz & la vitesse vy, sa durée
de vie est 7

dans son référentiel propre :
1. Quelle est sa durée de vie dans le laboratoire ?
2. Quelle est sa “ forme ” dans le référentiel du laboratoire ?
3. Etudier la limite =1.

Etude de l'effet Doppler non-relativiste pour une onde de célérité c<< vitesse de la
lumiére.

a) Démontrer par la conservation de la phase :

CU/

YT1o 2 cos (V)

b) Etude de l'effet Doppler relativiste pour la lumiére !

w= / \/1_62

—YTC B cos(V)

soit par la conservation de la phase de l'onde

Démontrer

soit par la transformation de Lorentz de 1’énergie impulsion du photon.

application au décalage vers le rouge de la lumiére émise par les galaxies lointaines.
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5 Meécaniques 1

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours

5.1 Dynamique classique des solides

Dynamique du solide Solide = { N points massif solidaires i =1,N}
En principe 3N coordonnées = 6 paramétres seulement a cause des contraintes assurées par
forces intérieures de cohésion.
Définitions de la dynamique du solide
La masse du solide
7

Torseur cinétique : soit un point O quelconque de ’espace,

vOo i .
LO:Z’i mZOMl/\V;

Torseur dynamique : soit un point O quelconque de 1'espace,

Y O i AN

Torseur des forces : soit un point O quelconque de 'espace,

Principe fondamental
torseur des forces = torseur des accélérations

Il faut distinguer les forces intérieures et les forces extérieures
Le principe de 'action et de la réaction contraint I'action des forces intérieures

ZF_:int =0

Cependant les forces intérieures peuvent modifier la dynamique d’un systéme (ex 1).

1. Théoréme de la quantité de mouvement

d — — —
—P = = Ly
o R = Ry
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2. Théoréme du moment cinétique : si O est "fixe" ou si O coincide avec G.

d - -
pr Lo = Mo(forces)

3. Travail des forces : O un point solidaire du solide par exemple G.

d = — — — —
% dEc = Puissance = Zszz = RVO_I'QMO

Etude du travail des forces de liaison, de frottement solide (lois de Coulomb)
Etude des cas particuliers

e Si O appartient a I'axe de rotation quand il existe ( VO = 0)

e Si les forces constituent un glisseur ( Mg = 0) et O sur I'axe du glisseur

5.2 Applications
Mouvement libre ou sous ’action d’un couple -
Les référentiels associés au mouvement d’un solide
e Référentiel absolu A =0 z,y, 2
e Référentiel Barycentrique G =G z,y, z
e Référentiel du solide S = G 1, j, k (principal d’inertie par exemple)

Le référentiel barycentrique est d’inertie si le référentiel A est d’inertie.

Equations d’Euler -

— Mouvement de rotation autour de G :
théoréeme du moment cinétique = Equations d’Euler

— Soit EG le moment cinétique dans la base 1, 7, k lié¢ au solide
EG = ]1&)1; —f—jg(x}g; +13w312

Soit D le couple agissant sur le solide

. dLg dL¢ S
D= —"2, = —/— QAL
dr dt s+ ¢
Démonstration basée sur :
d 7 QNG
— 7 =
dt

— Mouvement libre d’un solide de révolution autour de 'axe 3 :
D=20el =1 = [#I = J
(3 équations pour 3 degrés de liberté ) :
Dy = I w1+ (I3 — I3) wsws
Dy = Iy wo+ (I — I3) wiws

D3 = [3 CEJ3 + (]2 — Il) Wol1
27



1. Démontrer que ’énergie cinétique s’écrit :
1 2
Ecin = 5([1 Wi + )

2. Démontrer que
ws et Lg = Ijw; © + .... sont conserveés .

La toupie -

Cas du mouvement de la toupie symétrique, sans frottement qui repose sur un support en
O, un point fixe de la toupie :
Référentiel d’Euler : angles d’Euler de (7, j, k) dans (z,y, z) :
0= (9, psin(6), o cos(6) + ¢) ik
Action de la pesanteur :
D = (m g Isin(6),0,0);

Réaction du support en O : quelles sont les composantes ?

le gyroscope -

Mouvement du gyroscope :
Quel couple doit-on exercer sur un solide pour maintenir une rotation autour d’'un axe qui
ne coincide pas avec une direction principale d’inertie ?

vecteur de rotation = w iz +Q 7

ou plutdt, quel couple doit-on exercer pour forcer une rotation {2 quand un solide tourne libre-
ment autour d’une direction principale d’inertie & une vitesse élevée w ?

—

Cyyroscope = (I —J) (Q Ad) avec w > >

I est le moment d’inertie par rapport a 2

J est le moment d’inertie par rapport a w

=11

Remarque : si €2 et w sont paralléles ou I = J alors égyroscope =
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Vocabulaire, références et exercices

Références

Landau L : Mécanique

Cabannes H. Cours de mécanique générale

Brousse P. Mécanique analytique éditeur Ellipses

Boutigny : cours de physique : Mécanique

Boéne J.C : Problemes de mécanique

Queyrel J.L. : Mécaniques des solides éditeur BREAL 1996

Perez J P. : Mécanique (point solide et fluide) éditeur Masson 1995
Boudet R : Mécanique rationnelle éditeur Hermes 1997

Denéve P : Mécanique (aux concours) éditeur Ellipses 1987

Goutrier Ch : Mécanique générale : Presses polytechniques romandes

Bausset M. : Mécanique des systémes solides éditeur Masson 1990

Vocabulaire Dynamique des solides, Torseur des forces, glisseur, couple. Forces in-
térieures et extérieures et d’inertie. Théorémes de la quantité de mouvement et du moment
cinétique, Puissance des forces extérieures. Application au rotateur libre, la toupie et le gyro-
scope. Précession, nutation. Mouvement de la terre dans le référentiel barycentrique.

Exercices

1

—

Démontrer que les forces intérieures de la forme : f(i,7) = @.f(r) n’ont aucune action
dynamique sur le mouvement dun solide.

—

Etudier I'action les composantes f(i,7) = @ .f(r) sur le mouvement .

Dans un virage de rayon R parcouru a la vitesse v, déterminer le couple gyroscopique
exercé sur I’automobile par les 4 roues de la voiture qui sont en contact avec le sol.

Considérant la terre dans son mouvement autour du soleil, construire les équations du
mouvement

Etudier ces équations dans le cas ou le référentiel barycentrique terrestre est d’inertie
(galiléen) et ou la gravitation solaire n’exerce sur la terre qu’ un couple dans une direction
a déterminer.

Soit une toupie symétrique reposant sur un support en O. Le contact O est fixe. On
introduit les angles d’Euler qui repérent la toupie dans le référentiel A.

Ecrire les équations d’Euler pour la toupie symétrique en appliquant le théoréme du
moment cinétique en O et trouver les constantes du mouvement. Faire un bilan qualitatif
des réactions du support sur la toupie, peut-on faire tourner une toupie sur un support
parfaitement glissant.

Ecrire I’énergie totale et montrer quelle est conservée.

Reprendre 'exercice 4 avec le formalisme lagrangien et retrouver les constantes du mou-
vement (voir Landau Mécanique page 155).
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6 Mécaniques 2

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours

6.1 Rappels

En mécanique classique le temps est absolu et les forces « physiques » conditionnent le
mouvement des objets matériels :
le principe fondamental établit le lien entre les forces et les changements de vitesse constatés :

mA = F

Cette loi ne peut étre universelle (pour tous les observateurs) car I'accélération est relative, il
est donc nécessaire de postuler 'existence d’une classe d’observateurs privilégiés pour lesquels
le loi de Newton s’applique sans correction , pour les autres des forces d’inertie doivent étre
introduites

7711I = ﬁ_f'ﬁ;inertie
avec Fi'nertie = - m<g€ + A»C)

La classe d’observateurs privilégiés s’appelle classe des observateurs galiléens, ils sont en trans-

—

lation ( Q = 0) rectiligne et uniforme les uns par rapport aux autres. Le référentiel de Copernic
est galiléen avec une trés bonne approximation.
Dans un référentiel galiléen le mouvement libre est rectiligne et uniforme

La question se pose d’étendre la dynamique aux observateurs galiléens dans le cadre de la
relativité restreinte ou le temps n’est pas un absolu.

Pour les observateurs accélérés par rapport aux observateurs galiléens, il faut appliquer la
relativité générale et c’est beaucoup plus compliqué.

6.2 Dynamique relativiste

Mouvement d’un point matériel en relativité restreinte

Approche lagrangienne -
Paramétres du point dans I'espace & 3D ¢(t) : espace de phase

T T

Hypothése dynamique : En tout point de I'espace de phase, on définit le lagrangien et

I’action tels que
Llad) = —mVI=F -V A= [ca

ds = /dx} —dz? = dxg V1 — 32
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Le principe de moindre action avec ¢ = x conduit a :

d
S - F
at ’
avec
p=myi  F=-o— == po=mcly

La fonction hamiltonien H(z,p) est obtenue des équations de Hamilton.
H(x,p) = mc*y + V(z)

Application au mouvement libre = conservation de ’énergie-impulsion.

Approche classique -

Hypothése dynamique!
En tout point de ’espace de phase, on définit I’équation dynamique a partir des forces
telle que

d
ap:F ou p = 7y mu ou dr = ~dt
On en déduit la célébre formule d’Einstein :
dE - d
E = mc — = F.7 it —(E*—p°) =0
avec mcy o 0 soi dt( )
La puissance de la force s’écrit :
P=Fu4u
Développement non-relativiste (NR)
2
E = mc*y = mcé® + m% + ... I'énergie de masse vaut £, = mc?

E¢ = mc? est une énergie potentielle!

6.3 Applications en physique nucléaire et des particules.

e Deux particules en interaction : conservation de I’énergie - impulsion a l“infin.

a+b—c+d+ ..

. .. . E; = Ey
conservation de la quadri-impulsion ~
Pi =Py

e Application & la diffusion Compton (1937) :
vyt+e —e +v

la conservation de I’énergie impulsion permet de démontrer la formule de la diffusion
Compton
Ao — A1 = A1 — cosb)

avec A, la longueur d’onde Compton

h
P

mc

Pour I’électron la longueur Compton vaut 3,86 10=* nm
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6.4 Approche lagrangienne de la force de Lorentz

Soit une charge ponctuelle non relativiste dans un champ E.M statique?! :

—,

Soit les potentiels électromagnétiques (p, A) fonctions de (Z, )

muv -
Eo(f7 17) = T + €(A.U — QO)
L’application des équations de Lagrange conduit a la force de Lorentz et & 1’équation du
mouvement :
d 0Ly 0Ly
dt 0¢  Oq
dp

o — F=c¢E +etv A B
Intermédiaires du calcul :

., 0 i) )
(v.grad) = vog; + vyz, + v25;

‘Z—f = %—’f + (v.grad)/f grad(v.A) = (v.grad)f_f—I— UA ;0—%(14)

grad(AB) = (B.grad)A+ (A.grad)B + B Arot(A) + A A rot(B)
L’hamiltonien s’écrit (application des équations canoniques) :

2
mu
p=mv+eA Hozp.v—ﬁozT—i-ego

Interprétation de I’action

dA = Lodt = —Hodt+pdZ = (—Ho+pv) dt = dp
dA = dyp

Remarque : L’effet Bohm-Aharonov :
Ap = —1—//1’ d¥ car Lip; = teA
Remarque : Le cas de la particule relativiste n’est pas plus compliqué ,

Lo(Z,7) = L(Z,0) = — + e(AT—)

Il suffit donc de remplacer p = mv par p = ymv

1. Ref Landau théorie des champs : page 67)
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Vocabulaire, références et exercices

Références
J Bok & al Editeur Hermann Paris, Ondes — électromagnétique - relativité
Smith J : Relativité Masson 1997

Lumbroso H : physique générale et relativité éditeur Macgrawhill

Vocabulaire Dynamique relativiste, force de Lorentz, formule d’Einstein. Conser-
vation de I’énergie impulsion.

Exercices
1 Mouvement d'un électron dans un champ électrique constant, corrections relativistes ?

2 Etude de la diffusion Compton en appliquant la conservation de 1’énergie impulsion
Diffusion Compton

y+e—y +¢

démontrer

N =)= i(1 — cos(1))

mc
3 Etude de l'effet Doppler non-relativiste pour une onde de célérité ¢ << vitesse de la
lumiére.

— Par la conservation de la phase, démontrer :

CU/

T 1- B cos(v)

w

gy
C

— Etude de l'effet Doppler relativiste pour la lumiére !

Démontrer
— w/ V 1— 62
1 — B cos(V)

soit par la conservation de la phase de I'onde

W

soit par la transformation de Lorentz de 1’énergie impulsion du photon.

— application au décalage vers le rouge de la lumiére émise par les galaxies lointaines.
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7 Meécaniques 3

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours
7.1 Introduction a la mécanique des fluides

Le fluide est composé de particules ou atomes ou molécules ou constituants dont les trajec-
toires sont :

O — (t) = o+ <)

L’¢tat du fluide en M a ¢ est déterminé par 5 fonctions de (7, )
(Pression, densité (massique) et vitesse) p, p, T (7,t).
La vitesse d'une particule du fluide a ¢ est donc :

La vitesse des particules en 7 et & t est;

On suppose la continuité de ces fonctions ce qui suppose un mouvement ordonné.
On introduit le courant massique de particules en M a t

J=pv
Le flux de j est 'intensité massique , c’est & dire la masse des particules qui traversent une

section pendant 'unité de temps.

7.2 Equations dynamiques d’Euler pour les fluides parfaits

Pour déterminer le probléme physique il faut 5 équations.

e Conservation des particules, donc leur masse : soit une équation

- = 0
div(j) = 5,

e [’action des forces. Bilan des forces dans les hypothéses :
fluide parfait = pas de forces dissipatives (viscosité = 0) et énergie conservée.

e Forces d’'interaction & courte portée, superficielles, de pression : Th. de Stockes
df = —pds  df = —grad(p) d*x
e Forces a longue portée dérivant d’une énergie potentielle (o< volume)
df = —grad(U) d*z

Exemple la pesanteur : U = pg z
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e Calcul de l'accélération des particules du fluide :

dv 81}

at =g Twgrad) v
Théoréme d’analyse vectorielle : (& vérifier en exercice)

grad(5y) = (v.grad) 7+ A rot(7)

7.3 Loi thermo-dynamique en milieu fluide

L’équation d’état d’'un volume unité de fluide est une relation entre densité, pression et
température. Si on impose la réversibilité adiabatique une condition s’ajoute qui donne :

op=(p xs) op Xs est la compressibilité adiabatique

on fera souvent 'hypothése d’incompressibilité! sauf en acoustique.
Les équations (mécaniques) d’Euler :

() + Caraa) 0) = ~gralip + )

La formulation équivalente de Gromeko
ov . . o — — 2
(a) —UArot(V) | = —p grad(p+U) — grad(g)
on utilise la formule ci-dessous pour passer de I'une & l'autre
— U

((v.grad) v) = grad(— 5 ) — U A rot(v)

7.4 Approximations

e Fluide incompressible
P = po V Mett=div(v) = 0

e Mouvement irrotationnel : il existe un potentiel des vitesses (7, t)
— -
rot(0) =0 = ¢ = grad(y)

e Ecoulement permanent

9
ot

e Approximation acoustique (linéarité de la compression)

=0

. Ny
p=rt+p P=X5 —
Po
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7.5 Applications

e Intégrale de Lagrange : Mouvement irrotationnel d’un fluide incompressible

oo p+U  v*
E‘FT—F?—C@) VMett

e Intégrale d'Euler : + permanent

—+ —=Cy VMett
e Intégrale de Bernouilli : Mouvement stationnaire d’un fluide incompressible éventuelle-

ment tourbillonnaire :

U 2
pto - % = () sur une ligne de courant.

p

Applications a voir :

— écoulement dans une conduite de section variable
— hydrodynamique

— ondes de surface

7.6 Introduction de la viscosité

Le fluide est composé de particules ou molécules dont les trajectoires sont :
——> — — —
OM =7(t) =7y +<(t)

Il faut revoir le bilan des forces agissant sur un élément de volume du fluide :

e Forces a longue portée : pas de changement

if = —F dx
Dérivant d’une énergie potentielle (par unité de volume)
-~ —
df = —grad(U) d*x exemple la pesanteur : U = pg 2z

e Forces a courtes portées
Expression générale a 1’aide du tenseur des contraintes : o

dfz = Oij de

avec
/ " n
Uij = Uij + Uij + Uz‘j

nous utilisons la convention d’Einstein.
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La forme la plus générale du tenseur des contraintes o est lourde a analyser, pour un
fluide incompressible, o se réduit a :
1. Un terme de pression déja rencontré dans les fluides parfaits :

!/
oij - = —p 0y
2. Un terme de viscosité que I'on rencontre dans les fluides réels :
n_ 81}1»
Zj

3. Les autres termes de viscosité ( au premier ordre par rapport a la vitesse) que
I’'on rencontre dans les fluides réels compressibles ne contribuent pas si le fluide est

incompressible.
ov;
Uijlll = 778 fdw()d
e La force de viscosité n’est présente que si le champ des vitesses est inhomogéne
0,V # 0

n est le coefficient de viscosité dynamique dimension : ML™1¢™1

Le coefficient de viscosité cinétique v est défini par

~ pression X temps

_n
V= —
p
La dimension de v est : L?t~! ~ surface / temps
Pour 'eau v = 1072 em?s 1etn = 1073Pa.s
n v
P,.s m?/s

JH, [3,0107%/2,8 1078

air 1,8 107°(1,5107°

eau |1,01073|1,010°¢
glycérol| 1,4 1,12

Le calcul de la résultante s’exercant sur un volume suppose l'intégration en surface puis
I'application du théoréme de Stockes qui conduit & (par unité de volume) :

0 ~ —
F, = E (0ij ) = F = —grad(p) + nA v
J

e [’équation d’Euler devient ’équation de Navier Stockes :

((g;)) (v.grad) ) = —Wl(p +U) + nAv ou
ov, . o — — v? .
(5) —UArot(V) | = —p gradip+U) — gmd(;) + VAT

Pour le mouvement d’un fluide compressible , ’équation de Navier Stockes s’écrit :

((?;t]) (v.grad) ):—m(p—l—U)—{— 77A17+(k+g)

_ 2 2
avec k = £+ 3n référence

2. références : Encyclopédie de physique et Landau & Lifschitz
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Exemple Ecoulement permanent dans une conduite cylindrique selon Ox
0 —
i Oet U = Cte = p(v.grad)v + grad(p) = nAv

Par hypotheése le comportement de la vitesse est :

U= (Uw(y7z>7070) p(CL’)
On obtient les équations suivantes :

dp = —Cte n Av, = —Cte
dx

Exercice -
Ecoulement dans une conduite cylindrique de rayon R, calcul du débit massique (flux de j) :

O = Cte 2" p
14

Exercice -
Démontrer la formule de Stockes qui donne la force de freinage d’une bille sphérique en mou-
vement dans un fluide visqueux :
F = —6mRn v

Nombre de Reynolds

vl . .
R = — R est sans dimension
v

Le nombre de Reynolds caractérise (entre autres) le rapport des termes

[

R =~ p(v.grad) v/ nAv ~ v
R grand =~ fluide turbulent
R faible ~ fluide visqueux.

7.7 Interprétation de la force de viscosité

La force de viscosité ne dépend que de la variation des vitesses au sein du fluide. Si le champ
des vitesses est homogéne la viscosité est sans effet.
Considérons un cas simple :
Le fluide est (localement) en mouvement parallélement a Ox et sa vitesse ne dépend que de la
profondeur z :

U = (v:(2),0,0)

La force de viscosité s’exercant sur une surface ds du plan Oxy et dirigée dans le sens Oz s’écrit :
0v,
0z

La force est tangentielle, paralléle & la vitesse, est positive si les couches supérieures (z > 0)
sont plus rapides que les couches inférieures (z < 0) . Ce sont bien les propriétés des forces de
viscosité. On peut montrer qu’elle consomme 1’énergie mécanique du fluide , c¢’est une force de

frottement. iE 9
Uiy 13
—_— = — d

dF = n(=2,0,0) ds
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Vocabulaire, références et exercices

Reéférences
Audaye P mécanique des fluides (élémentaire) Masson 1996
Caudel S Mécanique des fluides (plus lourd) Dunod 1990
Comolet R Mécanique des fluides (3 volumes) Masson 1997
Schaum Mécanique des fluides
Salencon J : Mécanique des milieux continus (concepts ) cours de 'X / Ellipses
Perez J.P. Mécanique (point solides fluides) Masson 1995
Boudet Mécanique des milieux continus Hermes 1997
Ryhning Inge : hydrodynamique Editeur Presses polytechniques romandes
Hanauer M : Mécanique des fluides (point de vue technique) éditeur : BREAL
Cabannes H. Cours de mécanique générale
Brousse P. Mécanique
Boutigny : cours de physique : Mécanique
Boéne J.C : Problemes de mécanique
Landau et Lifchitz : Mécanique des fluides
Sedov : Mécanique des milieux continus et fluides (analyse tensorielle)
Fadeievski et al : hydrodynamique
Encyclopedy of physics : viscosity

Vocabulaire Equations d’Euler de la mécanique des fluides, fluides parfaits, visco-
sité, écoulements laminaires, turbulence, nombre de Reynolds.

Exercices

1 Exercices 1-4 : D’aprés Landau et Lifchitz : Mécanique des fluides.
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8 Vibrations

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours

8.1 Introduction et hypothéses

Un systéme oscillant est constitué deN >> 1 oscillateurs : atomes, molécules, oscillateurs
macroscopiques etc... ... mécaniques ou autres.
La dynamique est celle du principe de moindre action (équations de Lagrange).
A L’équilibre, le systéme est tel que ses variables sont déterminées, les variables dynamiques
sont des variations par rapport a la position d’équilibre :

(¢:(1))
A T'équilibre : Vi () =0
Nous utilisons la convention d’Einstein et la notation complexe quand elle sera nécessaire

1. Energie potentielle :
Elle est minimum pour ¢; = 0 si non I'équilibre est instable.
Conséquence : A I'approximation du 2iéme ordre

1
U = 5 %ij ¢ q; =0

« est une matrice conduisant & une forme bilinéaire définie positive et symétrique donc
inversible.

Dans la base des vecteurs propres :
1 2

2. Energie cinétique :
Elle est minimum pour {¢; = 0}.

1 .
E. = 3 Mij 4l

3. Le lagrangien libre du systéme s’écrit évidemment
1 .
Ly = B {mij G4y — cuj @iy = E. — U

L’hamiltonien : 1
Ho = 5 {m; ¢id; + oy qig;}
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8.2 Le mouvement libre

1. Equations de Lagrange et dynamique du systéme :

. 0L,
my; G = Fy = —— = —ayj g

dq;

Soit un systéme de N équations linéaires sur N fonctions inconnues.
Recherche de solutions particuliéres exponentielles et des équations caractéristiques

¢i(t) = q:(0) exp(rt)

La recherche de ces solutions conduit a un systéeme d’équations homogénes qui n’a de
solution différente de 0 que si le déterminant est nul : .

Imi; 7 +a;; | = 0 c’est ’équation caractéristique en r

L’équation caractéristique est a coefficients réels, d’ordre N en r2.
Remarque : si 1 est solution —r et r' le sont également.
La solution générale (...q;(t)...) est une combinaison linéaire des solutions propres qui
vérifient :
(mi; * + aij )g;(0) =0

2. Application : soit deux oscillateurs couplés, identiques avec

Wi —a 10
a=m etm=m
—a Wi 0 1

r:j:\/—wg:toz

a <wgalors r = +iw

deux solutions réelles :

en couplage faible

Solutions (vecteurs) propres :

(0) 1 (1 1 (1
= — ou —

¢ v2 \1 V2 \-1
3. Energie du systéme :

Dans un mouvement propre de pulsation w et d’amplitude propre a; 1’énergie est indé-
pendante du temps et peut s’écrire :

Ho = E = 3 w* {3 my aia;cos(p; — ¢;)}
avec ¢;(t) = a; cos(wt + ¢;)
L’énergie est proportionnelle au carré de 'amplitude
Si la matrice de masse m est diagonale 1'énergie s’écrit :
E = 5 w® mya?
Application N oscillateurs libres @ = 0 , identiques, équation caractéristique :
(r*4+wd)N =0
L'énergie : £ = fwim . ap
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8.3

1.

5.

Le mouvement amorti

Equation du mouvement :

. 0Ly : :
mi 4y = Fi= 5" = 2Xij 45 = —uj €5 = 2Xij G

L’énergie n’est plus conservée : on montre que

dH

T —2Xij G4 Aij 20

Solutions exponentielles
qi(t) = q;(0) exp(rt)

Equation caractéristique en r :
|mij r2+2/\ij 7“—|—ozij | = O

équation a coefficients réels et d’ordre 2N en r
Si r est solution v’ mais —r ne l'est plus.

Solutions physiques si et seulement si : Réel(r) est négatif.

. Application : N oscillateurs indépendants identiques :

Oéij = m wg (52']'
m;; = m 61']‘ et Aij = mA 6ij
Equation caractéristique :
(r? 42 r +wd)N =0

Solutions physiques :
r=—\=£iw

avec w1 = \/wi — A2 et la pseudo période est T = 27 /w;
¢i(t) = qio exp(—At) cos(wit + ¢;)
Variation de ’énergie totale
1 .
Ho = 5 {mij dig; + cij qiq;}
E(t) =~ exp(—2At)
Facteur de qualité @) : Sur une pseudo période ’énergie varie relativement de :

%1

oF 27 27
2\

f:—2)\(w1): 0 Q =
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8.4 Oscillations forcées et résonances

1. Action d’une force extérieure périodique de pulsation w quelconque :
mij G +2Nij ¢+ aiy ¢ = Fi(t)eat  Filt)ewt = Fi(0)ear exp(iwt)
2. Solution permanente (au dela du régime transitoire) :
qi(t) = ¢;(0) exp(iwt)
On obtient :
¢i(0) = (—w?my; + 2iwh; + i ) E(E = 0)en

Applications :

(a) On a une résonance si w est solution de I’équation caractéristique de 'oscillateur
libre

(b) A la résonance, la force est en phase avec le mouvement (vitesse)

(c) La puissance dissipée est égale puissance extérieure regue. L’énergie restituée a l'ac-
tion extérieure est nulle.

3. Cas d’'un seul oscillateur : N =1

F 1

0) = —
a1(0) m (Wi — w?) + 2idw

Résonance est obtenue pour w = wy

La vitesse est en phase avec la force extérieure ; le déphasage du mouvement par rapport

a la force = —g.

Maximum d’énergie du mouvement permanent :

F

2 mwq

13:(0) [ae = ( )*

POUT Winae = /Wi — 2)2

Largeur en pulsation de la résonance (définie comme les limites & F,,q./2)
bw? = W —wi = £2\w (2)

Soit si I’amortissement est faible dw ~ A\
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Vocabulaire, références et exercices

Références
Landau et Lifchitz, Mécanique, Mir 1970
Alonso Finn,Physique générale

Paul Germain, Mécanique II Ellipse 1986

Vocabulaire Oscillations, pulsations, fréquences, transformation de Fourier, ana-
lyse spectrale, nombre d’onde, vecteur d’onde. Facteur de qualité, pseudo période, amortisse-
ment et résonance, largeur de résonance. Dispersion.

Exercices

1 Fréquences propres de 3 oscillateurs identiques faiblement couplés tels que

2
wy —a 0
a=m | —a wi -«
2
0 —a wg
Etudier le systéme des forces intérieures : F; attractives, répulsives ?

Mouvements propres ¢;(t) ? Calculer ’énergie totale d'un mouvement propre.

Mouvement amorti par A;; = m A d;;

2 Etudier la chaine infinie d’oscillateurs couplés de telle sorte que la force sur I'oscillateur
d’ordre n s’écrive

Fo = m(=wign + a(gn-1+ Gns1))
Ecrire la matrice a correspondante.
Etudier la relation de dispersion. Linéarité?
Etudier la limites des oscillateurs indépendants ou fortement couplés.
3 Etudier le mouvement d’un oscillateur de masse m et de pulsation propre wy.

Il est initialement au repos, le milieu extérieur exerce une action (Fp) constante pendant
un intervalle de temps T'.
Déterminer I’amplitude des oscillations libres résultantes.

4 Etudier les questions de cours de I'agrégation 1990 et 1995.
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9 Thermodynamique 1

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours

9.1 Introduction

Les systémes thermodynamiques
Complexité
Echange d’énergie avec l'extérieur
Echange de matiére : systéme ouvert

L’équilibre thermodynamique est caractérisé par
Variables thermodynamiques :
Extensives : z;
Intensives : X;
Les variables (z, X') sont dites conjuguées

Le systéme peut échanger de ’énergie calorifique et du travail avec 'extérieur

La thermalisation (équilibre thermique ) se fait par contact diatherme . 3 des parois dia-
thermes

La chaleur (le travail ) est une énergie désordonnée (ordonnée)

Exemple :

1
&= L o”‘\o

ol

51 a2

figure 1

S1 et S2 ont méme énergie mais le désordre est plus grand dans S2 que dans S1.

9.2 Principe 0 et équation d’état

Il est possible de définir la température d’un systéme a l'aide d’un thermométre. N’importe
quel un systéme thermodynamique peut étre choisi comme thermomeétre. Le thermomeétre est
le systéme de référence :

Pour ce faire il faut imposer le principe 0 :

La relation "S; est a la méme température que Sy" est une relation équivalence .
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Dans ce cas, elle est transitive :

So~ S
0 ]):>SO%SQ
51%52

Conséquence du principe 0 : A 1’équilibre thermodynamique, il existe une équation d’état telle
que la température soit définie en fonction des parameétres thermodynamique :

37T (2, X)

La température est la propriété commune a tous les systémes en équilibre thermique . Ces
systémes constituent une classe d’équivalence au sens de la relation ci-dessus.
La détermination de ’équation d’état est 'un des objectifs de la thermodynamique.

Les transformations -
Sous l'action d’une modifications des contraintes imposées au systéme celui-ci quitte un état
d’équilibre A pour se positionner sur un autre état d’équilibre B : ce processus s’appelle "
transformation thermodynamique".

On définit les transformations :
quasi-statiques
réversibles
adiabatiques
isothermes, isobars, isochores
infinitésimales

Les coefficients thermo-élastiques -
Dans une transformation infinitésimale, on peut utiliser la notion de différentielle ~ accroisse-
ments

aT oT
dl' = (—)x d — ), dX
( Ox Jx dv+ (8X )
Localement I’équation d’état est équivalente a la connaissance des fonctions dérivées partielles
or oT

(%) X5 (a_X)x
ou bien des coefficients thermo-élastiques :

1 0x 1,0X 1 0Ox
a= E(a_T>X b= Y(G_T)“” X = E(O_X)T

Ces trois fonctions ne sont pas indépendantes, nous avons :

a = —xXp
Exercice : pour un mole de GP X = —p,x = V,T avec
pV = RT

a=B=T"let y=—-X""

Exercice : qu’appelle-t- on "conditions critiques" ?
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9.3 Principe 1 et énergie interne

Dans une transformation le systéme recoit de I’énergie de I'extérieur soit sous forme ordonnée
(travail) W soit sous forme désordonnée (chaleur) Q.

Expressions différentielles de la chaleur
dQ = CdT + ldx = CxdT + hdX = pdxr + A\dX

d@ ne dépend que de deux fonctions donc il existe des relations entre les coefficients.
Relation de Mayer

ox 0X

Cx—C,= —T(a—T)X(a—T)x

application & une mole de GP
Cp—Cy =R

Relation de Reech compressibilité adiabatique x , isotherme xr 7

Cp _xr
Cv XQ

Expressions différentielles du travail -
Par définition, si x et X sont conjuguées, dW s’écrit :

dw = Y X; d;
Pour une transformation infinitésimale d’un gaz ou d’un fluide :

AW = —p dV

9.4 Principe 2 et entropie

L’inégalité de Clausius est a la base de la définition de I’entropie : elle affirme que pour les
cycles multi-thermes

magiques i
une distinction doit étre faite entre cycles g.q = Z @ <0
physiques ; T;

— L’entropie est classiquement définie sur une transformation réversible par

as - [

TevV

47



— Enoncé du deuxiéme principe : Dans une transformation réelle I’évolution temporelle
crée de ’entropie

AS,, = AS—Z%ZO

Conséquences : dS et dU sont des différentielles totales

_ @

d
5 T

dU = dQ + dW (3)

On en déduit les relations thermodynamiques de Maxwell puis celle de Clapeyron qui réduisent
d’une unité le nombre des coefficients calorimétriques indépendants du systéme si I'on connait
I’équation d’état.

0X

l = _T(ﬁ)ax

reste par exemple C,

exemple X = —p

L’entropie statistique de Boltzmann
S = k Ln(2)
k est la constante de Boltzmann, c’est I’'unité d’entropie a 1’échelle microscopique :
k = R/N

k = 1.380658(£12) 102 JK*
R = 8.314510(£70) JK !
N = 6.022045 10%

9.5 Principe 3 et les basses températures

Enoncé du principe 3
Quand T tend vers le zéro 'entropie tend vers un constante.
Hypothese complémentaire de Plank : cette constante peut étre prise égale a 0.

quand T"— 0 S—=0

Conséquences :
X
(%)T - _(g_T)T —0 o, —0 CyouCx — 0 X reste fini
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Vocabulaire, références et exercices

Reéférences
Bazarov thermodynamique Mir 1970
J.P. Perez : thermodynamique Masson 1990

Vocabulaire Systémes, sources de chaleur, variables thermodynamiques, variables
conjuguées, principes, chaleur, capacités calorifiques, travail, ordre, désordre, entropie, trans-
formations réversibles, adiabatiques, isothermes, monothermes, dithermes, cycle de Carnot,
relation de Reech, relation de Mayer, relation de Clapeyron, relations de Maxwell, coefficients
calorimétriques, gaz parfait, loi de Joule, loi de Dulong et Petit, loi de Debye . Développement
du Viriel.

Exercices

1 Soit un systéme hydrostatique dépendant de P,V et T qui suit la loi de Joule; en déduire
la forme de ’équation d’état en utilisant la relation de Clapeyron. En déduire que le gaz
parfait suit la loi de Joule.

2 Soit un gaz de Van der Walls,
RT a

1. Justifier la forme de cette équation d’état et donner I’allure des isothermes. Tempé-
rature critique 7 interprétation de a et b7

2. Si a et b sont est constants, en déduire ’énergie interne

U= /CV(T)dT -7

1. Recherche la forme de S(V,T)
2. Etudier le cas on a dépend de T : soit a(T).

3 Démontrer le théoréme du viriel en mécanique .
Application aux gaz.
Qu’appelle-t-on le développement du viriel dans la théorie des gaz réels

Cas du gaz de Van der Walls,

RT a
p— = =
V—-b V2
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10 Thermodynamique 2

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours

10.1 Introduction

Les premiers principes permettent d’introduire les variables thermodynamiques
a I’équilibre :

Extensives T

Intensives X;

L’équation d’état T(x, X)

L’énergie interne Uz, T)

L’entropie S(x,T) avec S=0 a T =0

10.2 Les potentiels thermodynamiques

Si A est un équilibre du systéme dans des contraintes extérieures, le potentiel thermody-
namique est minimum en A si I'on considére une évolution dans les contraintes imposées au
systéme.

S, F,G,U sont des potentiels dans des contraintes différentes .

10.2.1 L’entropie S(U,z) et la nég-entropie —S(U, z) :

1 X 1 dW

Soit une évolution (isolée) telle que d@) = 0 et dW = 0O alors dU = 0OetdS = 0:le
systéme se positionne sur un extrémum de S

La nég-entropie est minimum en A pour une évolution isolée .

Autre facon de formuler : soit une transformation finie telle que W = 0et = 0 alors

AS—Z%ZO:»—ASSO

Relations thermodynamiques avec S :

] 1 oS e X o8
température : — = équation d’état : — = (=—)v

el
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10.2.2  L’énergie libre F(z,T) = U—-T5 :

dFF = =S dI'+ X dz
Soit une évolution (isotherme) telle que dT°= 0 et dW = 0 alors dF = 0 donc F' est extrémum
L’énergie libre est minimum en A si A est un équilibre pour les isothermes avec dW = 0

Autre formulation : soit une transformation isotherme finie telle que W=0 alors :
AS—ZQ>0:>AF<0
T = <
Relations thermodynamiques avec F(z,T) :

Entropie déterminée par F

_ OF
S = _(ﬁ)w
L’équation d’état déterminée
X = (5)r
Relations de Maxwell
~(50)= = (5)
ar/r — \gz/T
Relation de Clapeyron
l=-T(%),

Relation de Helmholtz

10.2.3 L’enthalpie libre G(X,T)=H — TS
L’enthalpie libre n’est fonction que des variables intensives X et T'!
dG = =S dT' —z dX

Soit une évolution (isotherme) telle que dT' = 0 et dX = 0 alors dG = 0 donc G est extrémum
L’enthalpie libre est minimum en A si A est un équilibre pour les isothermes avec X =
XQ = ('te
Autre formulation : soit une transformation isotherme finie a X, constant et Ax, nous avons

S T

Relations thermodynamiques avec G(X,T) :

Entropie déterminée par G

S=—(5)x
T
L’équation d’état déterminée
_ _(8a
v =—(5%)r
Relations de Maxwell
oz oS
(57)x = (53)r
Relation de Clapeyron
h=T(5F)x

Relation de Gibbs



10.2.4 L’énergie interne U(z, 5)

dU =1TdS + Xdx

Soit une évolution (isolée) telle que dS = 0 et dW = 0 alors dU = 0 donc S est extrémum
L’énergie interne est minimum dans les contraintes.
Autre fagon : soit une transformation finie telle que S = Cteet W = 0 alors :

AS—Z%EO:AUgo

relations thermodynamiques avec U(z,S) :

Température déterminée par U

_ ou
L’équation d’état
X=—(5)s

10.3 Expression de G pour les systémes ouverts

(systémes chimiques)
U est fonction de x, S et n; les nombres de moles de 1'espéce chimique 1.
Introduisons le potentiel chimique (variable conjuguée de n;)

dU = Xdzx +TdS + p;dn;
soit dG = —xdX — SdT + p;dn;
U est une fonction extensive de variables extensives donc :
U(Ax,\S, An;) = AU (z, S, n;)
On en déduit que U est une fonction homogene du ler ordre :

oU oU oU
x%—i—S%—i—n% = U(z,S,n;) = 2 X +TS+ n;p,

G = pin
et la relation de Gibbs-Duheim :

n;dp; = —SdI" + vdP

Exercice : Applications au Gaz parfait.

10.4 Les transitions de phases :

1. La variance selon Gibbs
Il est possible de définir I'enthalpie libre d’un systéme comportant plusieurs phases (¢
phases ) et plusieurs constituants chimiques ( C constituants ) de ces phases. La variance
selon Gibbs du systéme est :

Vais = C+2—¢
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Démonstration : les espéces sont libres de circuler entre les phases et a T, P, G est mi-
nimum par rapport a ces variations donc si p;; est le potentiel du constituant i dans la

phase k on a :

xi, est la concentration molaire du constituant ¢+ dans la phase k.

. Transition de phase des corps purs dans le diagramme P, 7T :

Cc=1
VGibhs = 3 — ¥

Vaines = 2 = P et T engendre une surface du diagramme
©=1,2,3 vgirps = 1 = P est un fonction de T : courbe de transition

vaies = 0 = P et T sont fixes : points triples

Classification des transitions : -
Avec P et T fixés, on effectue une transition a travers une courbe de transition : on a

dG = vdP — SdT

G sera continue dans la transition

lére espeéce si : % les dérivées premiéres discontinues
exemples volume molaire , densité et entropie
. R . 092G L., . .
2iéme espeéce si : el les dérivées secondes discontinues
exemples capacités calorifiques , coefficients thermo-élastiques

. Formule de Clapeyron (Transition de phase lére espéce) :
Il y a une relation entre les discontinuités !

Soit une transition :

L dP
1—2 T:SQ—Slz(UQ—Ul)d—T

En général, on observe % > 0 (contre exemple H50).
. Formule d’Ehrenfest. Relation entre discontinuités pour des transitions de 2iéme
espeéce :
1—2 L=0 Vg = U3 et
dP

OP2 — Cpl = TU(O&Q — Oél) ﬁ
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Vocabulaire, références et exercices

Reéférences
Bazarov, thermodynamique Mir 1970
J.P. Perez, thermodynamique Masson 1990

Vocabulaire Potentiels thermodynamiques, réactions chimiques, potentiels chimiques,
loi d’action de masse, énergie et enthalpie libres, transitions de phases, discontinuités, dia-
grammes de phase, diagrammes pour les systémes binaires, mélange eutectique, formule de
Clapeyron. Loi de Kirchhoff, formule de Dupré pour H20, transition de phase d'un gaz de
Van der Walls, construction de Maxwell, Superfluidité de He, transition A\ de He. Coordonnées
réduites.

Exercices

1 Démontrer la formule de Clapeyron et la formule d’Ehrenfest.

2 Soit un gaz de Van der Walls,
RT a

Vb V2
1. Justifier que la transition liquide vapeur ne s’observe que pour des températures

inférieures a la température critique. Calculer cette température en fonction de a et
b.

2. Ecrire I’équation de Van der Walls en coordonnées réduites.

P =

3 Question de cours d’agrégation en 1993.
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11 Thermodynamique 3

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours

11.1 Introduction a la physique statistique

Un systéme complexe macroscopique est constitué de N constituants microscopiques :
atomes, molécules, moments magnétiques etc .. ..

L’agitation thermique induit des changements d’état, d’énergie des constituants considérés
classiquement comme des entités discernables.

Une mesure a I’échelle macroscopique est une moyenne dans le temps sur des états micro-
scopiques en perpétuel changement (agitation thermique).

Hypothése ergodique : Les moyennes temporelles (obtenues des mesures macroscopiques)
peuvent étre obtenues comme des moyennes dans I'espace de phase du systéme avec "certaines"
probabilités (on dit "moyenne sur un ensemble").

< A(t) > =< A > ensemble

Exemple : Soit un systéme défini par les variables conjuguées (g¢;,p;) avec i =1, N
Considérons I’énergie du systéme : L’énergie interne est la moyenne temporelle de 1’énergie

U=<FE>= <Zai(t)>t = < Z £ >

ensemble

On distingue différentes approches de ’équilibre thermodynamique :
e Micro canonique : le systéme est isolé et fermé, E et N sont fixés .
e Canonique : le systéme est en contact d'un thermostat T et N sont fixés
e Grand canonique : le systéme est au contact d’'un thermostat et

d’une source de constituants (le systéme est ouvert) 7" et p sont fixés.

11.2 Statistique de Maxwell Boltzmann

Dénombrement de la probabilité thermodynamique -
Les états individuels des constituants forment un spectre d’états dénombrables :

Un état d’énergie ¢; est défini par les labels (7,j) avec i =1,..g; ou g; est la dégénéres-
cence du niveau d’énergie j

On montre facilement que la probabilité thermodynamique (de Boltzmann) de 1'état défini
par les nombres d’occupation (...n;.....) est pour N constituants

N!' .
Q=11 — g?] 2 est le nombre d’états microscopiques compatibles avec (...n;..)
n

j.
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L’entropie est maximum a l'équilibre Sy, = &k Ln(Qnae) ce qui est réalisé dans les
conditions de la statistique de Maxwell :

Dij = GXP<Z_6€j) indépendant de i et avec 8 = (KT) ' et Z = Z exp(—0f¢;)
ij

pij est la probabilité d’occupation de I'état i, j ( a I'équilibre) , elle ne dépend que de I'énergie
de I'état! Z est la fonction de partition.

11.3 Relations avec la thermodynamique

interprétation statistique de la thermodynamique

— L’entropie
]

— L’énergie interne
U = Z Dij €j
]
— L’énergie libre
F = — NkT Ln(Z) avec Z = Y  exp(—fz;)
(]

Rappel : U et S peuvent se définir a partir de I’énergie libre F' (relation de Helmholtz).
Par exemple :

o o
U = —N% Ln(Z) S = Nk (1—5%

— Interprétation microscopique de la chaleur et du travail

) Ln(Z)

dQ = Zij €ij dpij dW = Zij Pij d€z‘j

— Equipartition
1

£ = ag® =< e>=5m

11.4 Théorie cinétique des gaz

1. La pression cinétique : On montre

N
P:Wm<7]2>

2. Théoréme du Viriel en théorie cinétique des gaz :
Le Viriel pour un point mécanique

d SR -
&) = () + ()
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Applications

1. Trajectoires périodiques : sur une période
—/(F.f)dt = /(77.13)dt =T x<2¢. >
T T

2. Mouvements confinés sur un temps long
- < r.f>:<2 €. >7

3. Pour une collection de N atomes d'un gaz
(développement du Viriel en physique statistique)

< FEs>-— % PV = %Vim’el des forces intérieures = — < Z(ij) Ti; fij >

4. Qualitativement : forces intérieures attractives =- Viriel positif et baisse de la pression
(inversement pour des forces répulsives ).

Exercice : question de cours d’agrégation 1990

11.5 Statistiques quantiques

1. Critique de la statistique Maxwell Boltzmann :

— Le nombre de constituants par état est variable et ne respecte pas le principe de
Pauli pour les Fermions

— Le dénombrement a la Boltzmann ne tient pas compte de I'indiscernabilité quantique
des constituants élémentaires

2. Statistique de Fermi- Dirac

A T’équilibre le nombre de constituants dans I’état i, j est :
0< ! <1
> Ny = >
! expf(e; — p) +1

Le potentiel chimique p est déterminé par la conservation des éléments du systéeme

Z ni;; = N  Le paramétre § vaut 1/kT
]
Application : les électrons de conduction dans les métaux.

L’énergie de Fermi d’un systéme de Fermions :

iw— Fpquand T — 0 K

3. Statistique de Bose- Einstein
A T’équilibre le nombre de constituants dans I’état i,j est :

1
YT e Ble; —p) 1 >

Le potentiel chimique p est déterminé par la conservation des éléments et évidemment :
Vj H<¢eo<gj

Le paramétre S vaut 1/kT
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4. Applications :
(a) Condensation de Bose.
(b) Corps noir et rayonnement thermique.

Le potentiel chimique p est éventuellement déterminé par la conservation des éléments :
>, my =N
tj

Dans le cas des photons, ce nombre est libre car par la thermalisation un photon peut en
donner plusieurs donc :

V T>0K g =0
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Vocabulaire, références et exercices

Reéférences
[. Bazarov, Thermodynamique
M.Zemansky, Heat and thermodynamics
P. Grécias, Exercices et problémes de thermo...
Papon, Thermodynamique des états d...
M. Bertin, Thermodynamique classique e...
D. Ruelle, Statistical mechanics
Y. Rocard, Thermodynamique
JW Gibbs, The Collected works of J. W..
C. Chahine , Thermodynamique statistique...
P.M. Chaikin, Principles of condensed mat...
B. Jancovici, Thermodynamique et physique...
[. Prigogine, Introduction a la thermodyn...
Zitoun, Physique statistique
. Bazarov thermodynamique Mir 1970
J.P. Perez, : thermodynamique Masson 1990
E.A. Guggenheim,
H. Lumbroso,
R. Castaing, Cours de thermodynamique st...

Faroux, Thermodynamique, cours et 1...

Vocabulaire Facteur de Boltzmann. Statistiques quantiques, équipartition de I’éner-
gie, Viriel des forces, Fonction de partition, Théorie de Langevin du paramagnétisme, Loi de
Curie pour la susceptibilité magnétique. Théorie cinétique des gaz parfaits, des gaz réels. Le
Corps noir, la loi de Stefan. Condensation de Bose. L’énergie de Fermi. Capacité calorifique des
solides, (modéle de Debye, modeéle d’Einstein ), théorie des phonons.

Exercices

1 Justifier I’équipartition de 1’énergie en utilisant la statistique de Maxwell-Boltzmann.
Démontrer le théoréme d’équipartition de 1’énergie.

1
e = ag® =><e>= ékT

2 Calculer la fonction de partition d’une mole de gaz parfait

Vv 2mrm _
7 = E(mek:T)g/2 = V(—h2 )3/26 3/2

Vérifier la dimension et en déduire :

U = ;kTetPV = NkT
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3 Démontrer les lois de distribution de probabilité de Fermi-Dirac et de Bose-Einstein
Dénombrer les complexions en tenant compte de l'indiscernabilité et du principe de
Pauli.

Etablir la théorie de Planck du corps noir.

Démontrer que pour les photons p = 0.

En déduire le loi de Stefan

Application numérique :

Quelle est la puissance émise par une surface unité de corps noir a 300 K .

Quelle est la longueur d’onde centrale du spectre d’émission du corps noir a T = 300 K.
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12 Thermodynamique 4

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours
12.1 Introduction a la théorie du transport

Un systéme complexe constitué de deux sous-systémes {1,2} est a I’équilibre si certaines
propriétés se conservent quand on passe de 'un a l'autre des systémes comme par exemple

température T =T

pression P =B

potentiel chimique | 1 = o

potentiel électrique| U1l = U2

La théorie du transport décrit, en principe, la dynamique d’un systéme qui tend vers ’équilibre
dans ses contraintes extérieures (S — Spaz) -

12.2 Théorie thermodynamique des processus irréversibles

Soit un systéme en quasi-équilibre tel que chaque sous systéme puisse étre considéré, autour
du de chaque point du systéme, comme localement a 1’équilibre . Alors on a

T(x,t)

o(z,1)
P(x,t)

Diffusion chimique : -
Equilibre des potentiels avec une seule espéce chimique.
L’égalité des potentiels induit celle ces concentrations donc :

ON
plx,t) = AL quand t — o0

Le courant de particules suit la loi de Fick (hypothése de linéarité)

-

. —
j(@,t) = pv = —D,. grad(p)

D, est la constante de diffusion en [7257!
Loi de conservation des constituants avec une source locale (w par unité de volume et par sec)

%z—d@@(})ﬁ-@dé%z D, Ap—'—w
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Applications diffusion gazeuse, diffusion solide, neutronique des réacteurs.

D, soluté solvant D, em?s™! T en Celsius
solide C Calcium 1,4 1077 400 °C
liquide O, Alcool 2,6 107° 30 °C

gaz Alcool Air 6,13 30 °C

Diffusion thermique -
La dérive du systéme conduit & I'uniformité des températures donc :

T(xz,t) = Ty quand t — o0

Le courant de chaleur suit la loi de Fourier (hypothése de linéarité)

-

—
jlx,t) = pv = —Kr grad(T)

K est la constante de conductivité thermique en [72K ~!s~!

Remarque : attention cette hypothése de linéarité implique 1’absence de convection (pas de
déplacement de matiére) ni de rayonnement.

Loi de conservation de la chaleur (énergie) avec une source locale (w par unité de volume et

par sec)

oT = or
C’E——dzv(‘y)—kwéa = Do AT +w

C, est la capacité calorifique par unité de volume. (& volume constant ou a pression constante)
Dg est le coefficient de diffusion de la chaleur

Application diffusion de la chaleur.

— Equation de la diffusion de la chaleur sans sources internes :

% _ Dy A
ot Q &8¢

— Stationnaire a 1 dimension :
c(x) =ax +b= jx —grad(c)
— A partir d'une sourceen x =0 at =0

1 x?
exp(——) avec o(t) = <x’> = 2Dt

— Constante de Diffusion des constituants

c(x,t) =

Etude du mouvement Brownien comme marche au hasard a partir de z = 0, a une
dimension on trouve

t 12 l
<z?>=nl>=-1?=2Dt = D. = —= o
T 2T 2
Pour le gaz parfait, & 3 dimensions et sous la pression P on montre que :
D, o< (KT)*(m)~1*(P)~
62



12.3 Thermodynamique irréversible

théorie d’Onsager-Prigogine

Questions -
— Comment ’entropie d’un systéme croit-elle lorsqu’il tend vers I’équilibre ?
— Quelle trajectoire suit le systéme dans I'espace de phase?

Exemple : Croissance de I’entropie par diffusion de la chaleur
Les courants de chaleur et d’entropie s’écrivent respectivement :

aQ 7 - JQ

La puissance calorique & travers d*z ’r j d°x js = =

Le flux d’entropie & travers un élément de surface est :

0Q _Jo

. JQ 2
5S—T—T><dx

En prenant la divergence de js , on montre que I'entropie (par unité de volume) croit comme :

o Zdiv(G) = —div(Gs) — g grad(T) o avee jo = —Kgrad(T)
L’entropie produite par unité de volume est donc liée a ’existence des courants :
(O prosae =+ lgrad(T)]
que 'on peut écrire
(%)pmdmte - +% X  avecl = —K grad(T) et X = —% grad(T)

I est un flux (densité de courant ou flux) et X est appelé force thermodynamique .

Théorie d’Onsager -
Théorie linéaire de I’évolution vers 1’équilibre

ds
(at produite — Z I X

Les flux sont créés linéairement par les forces et il y a des effets croisés :

L= Ly X;

La matrice des coefficients cinétiques est symétrique :

Lij =Ly
Application au thermocouple : ( conduction électrique et de la chaleur) = croissance de l’en-

tropie

Jo = Lu(~Lgrad(T)) + Lus(—grad(V))

- — —
Je = L21(—%g7’ad(T)) + Loo(—grad(V))
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Ce qui donne pour le courant électrique (en redéfinissant les parameétres)
Loy =0 et Loy = 0T« Je =0 |—grad(V) — agrad(T)
o est la conductivité du métal et
a est le coefficient thermo-électromoteur du métal.

La fem induite dans le thermocouple a deux métaux est :

fem = (Aa. AT)

12.4 Théories microscopiques (physique statistique hors équilibre)

L’ensemble microcanonique -

Espace de phase du systéme : (¢,p); aveci = 1,3N

Le systéme ne peut étre déterminé que statistiquement et non absolument & ¢ = 0 (conditions
initiales floues)

Il existe une fonction de distribution dans I’espace de phase :

d Prob = f(q,p,t) dQ avec d) = dq dp

L’entropie statistique peut étre définie & une constante prés par
S:—k/f Ln(f) dQ

12.5 Evolution mécanique du systéme :

Loi de conservation (le systéme se conserve au cours du temps) :

% = —div(f) avec j = [0

g= 2
7= agH avec div(v) = 0
On en déduit (loi dynamique du systéme mécanique )

2—{ — —gradf .§ = —{f,H}

si f est une fonction composée de (q,p) par H soit f(H(q,p))
(¢,p) = H — f(H)

alors la distribution f est stationnaire
af
ot
Si f ne dépend que de I'énergie, f est stationnaire
Ensemble microcanonique : Le systéme est isolé d’énergie Ey, a 1’équilibre, tous les états
d’énergie Ey ont méme probabilité donc

0

1
/fdQ = 1:>f:§=>5' = —k In(Q) + Cte

L’entropie croit avec le volume d’espace de phase accessible a ’énergie Ej.
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12.6 Le théoréme H de Boltzmann et I’équation de Boltzmann

Hors équilibre, Boltzmann introduit la quantité Hp telle que :

- /f In(f) dQ ~ —S

Boltzmann démontre qu’elle décroit au court du temps ( croissance de I'entropie statistique)
Exemple : le constituant du systéme est a une dimension, 1’entropie croit comme le circon-
férence du cercle d’équation

H(g,p) = p* +¢* = Q x 27V E,

L’équation de Boltzmann porte sur la densité de probabilité a une particule dans la collection
des N constituants du systéme, elle s’écrit :

rvt /d301/dw—g{ff1 ffi}

avec :
g =1, — U =1, — U vitesses relatives g = |7
f=f(rv,t) f (7’ v’,t) densités dans d3x d®v
lefT7U ) (T Ul, )

o(g,w) est la section efficace (dimension [?) pour une diffusion sous I'angle solide w dans le
CM

L’analyse de cette équation conduit a la décroissance de Hp , c’est le théoréme H de Boltz-
mann .

df of [ of

of
E(T’U’t)za 5 —|——><F /dgm/ w—g =11}

F est la force extérieure qui s’exerce sur I'unité de masse.
f ala dimension de [7¢ 3 ~ (dg dp)™" avec m = 1
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Vocabulaire, références et exercices

Références
R. Castaing, Cours de thermodynamique
Bazarov, 1., Thermodynamique
Couture & al ,Statistical physics
C Chahine, Thermodynamique classique
D. Ruelle, Statistical mechanics
Klimontovich, Thermodynamique statistique...
A. Blanc-Lapierre, Mécanique statistique
I. Prigogine, Introduction a la thermodyn...

Papon, Thermodynamique des états d...

Vocabulaire Courants, Forces thermodynamiques, transport de la chaleur, des
espéces chimiques, diffusion, mouvement Brownien, marche au hasard, constante de Diffusion,
croissance de I’entropie, théoréme H, flux d’entropie.

Exercices

1 Unsystéme chaud (température initiale 7'1) de capacité C' est en contact avec une source
froide de capacité infinie (température 70), le contact se fait a travers une paroi adiaba-
tique de conductivité calorifique 0. Les deux systémes sont initialement a I’équilibre.

On remplace la paroi adiabatique par une paroi diatherme plane homogéne de surface .5,
d’épaisseur e et de conductivité Kr.

Calculer le flux de chaleur qui s’écoule du systéme chaud vers la source froide.
Calculer la température du systéme a U'instant ¢ :7'(¢)

Calculer I’entropie produite en fonction du temps. S(t)

Faire le bilan de I’entropie pour le systéme et sa source a t infini.

Faire une application numérique.

2 Démontrer que c(x,t) est solution de I’équation de la diffusion a partir de x = 0 et ¢ = 0.

2
1 x 9

\/%exp(——) avec o(t) = <

> = 2Dt
20
3 Préciser la dimension des différents termes de I’équation de Boltzmann .

clx,t) =
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13 Elasticité -Thermodynamique

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours

13.1 Introduction

e Un solide subit des forces & sa périphérie, reste en équilibre et se déforme :

dfo<d§
[df =0
[FAdf =0

e Exemple 1 : la barre sous tension : longueur [y, surface s et traction f selon Oz

la contrainte o = i = (ﬁ) - l_o
S do ), E

E est le module d’Young,
E est la tension o = % sous laquelle la déformation est de 100%

6l do

R J—

b E

Ordre de grandeur : £ = 10'' Pa pour l'acier.
e Travail de déformation isotherme et réversible :
dF' énergie libre = dW = s odl
densité d’énergie de déformation :
1

Considérant les variations de température on peut écrire ’équation d’état (I, 0,7T) sous
forme locale :

w

l
dl = EodoJrloosz

Coefficient de dilatation thermique :

ay
ar) _, — 7"

e Exemple 2 le ressort :
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e FExemple 3 le pendule de torsion : force de cisaillement :

00

— = G lavecGr~FE
aO’t

G est le module de cisaillement :
Pour une barre homogéne cylindrique de longueur [ la constante de torsion vaut :

TR* G

Couple = C 6 avec C' = 5

Le travail isotherme du couple de torsion conduit & une densité d’énergie de déformation
donnée par :

1 2
w:Z};—QGGQ W:/wd?’x

13.2 Théorie des déformations et contraintes élastiques

e Les déformations.
Les déplacements des points du solides sont limités et fonctions des coordonnées :

u(z,y,z) << 1
La déformation est donnée par une matrice d’ordre 2 (2-tenseur symétrique )

=2 G, T o)

uij

Exercice : démontrer que la composante antisymétrique correspond a un déplacement
(rotation).

e Exemple la barre sous traction :
Variation des distances
ol
- = ninjuij
)
Variation des volumes :

v
— = trace (u
- (u)

e Les contraintes :

Au point M les forces intérieures du solide sont des forces de cohésion & courte portée :
ds — dE = 045 de

Exemple : cisaillement i # j ou étirement i = j

e Equations d’équilibre statique des éléments du solide déformé
La résultante et le moment des contraintes sont nuls pour tout sous-volume du solide

conséquences : o;; =0 et g;; symétrique

dz;
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13.3 Déformations élastiques : la loi de Hooke (1678)

e Linéarité entre contraintes et déformations
Oij = Nijkl Ul symétrie i <> j k<1

Exemple : la barre sous traction o33 = FE ugss
Analyse du tenseur \;;; dans le cas isotrope :

6 x 6 = 36 constantes — +(isotropie) = 2 constantes A, i (les coefficients de Lamé)
Aijkt = Ay Oy + (86 + dirdjn)

e Loi de Hooke isotrope
oij = Atrace(u)d;; +2p w;
Application a la barre sous traction

e Définition du module d’Young E et du coefficient de Poisson v

E =5 (2p1+ 3))

A
2(A )

UV =

Pour lacier £ = 2,0 10* Pa v=20,3

13.4 Thermodynamique de la déformation

— Calcul du travail isotherme de déformation :

par unité de volume :

ow = 045 5(uw )

W =AF = %(Aijkl Uij Up) = %Uij Ui
F est I'énergie libre.

— Application a la barre sous traction

AF =

FE
9 (U33)2

— Echange de chaleur avec une source :
1
F = —CL(T — To) trace (U) + é)w'jkluij Ukl

compressibilité isotherme avec k = 3’\;:2

v\ __»p
UT—k:

dilatation thermique sans contrainte :

(6—U> =a(T —1Tp) avec o = 2
o=0 k

(%

détermination de la compression adiabatique .. .etc
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Vocabulaire, références et exercices

Références
Elasticité : Landau et Lifschitz

Vocabulaire Dynamique, déterminisme, action, principe de moindre action, équa-
tions canoniques, transformations canoniques, hamiltonien, lagrangien, Viriel. Variables conju-
guées.

Exercices

1
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14 Solide 1

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours

14.1 la conduction électrique

Théorie quantique de la conduction :
Bandes de conduction
Bande de valence
[solants conducteurs et semi conducteur
Conduction des semi conducteurs dopés N ou P
Application : jonction NP et transistor : PNP

Modeéle classique de Drude :
Loi d’Ohm :
j=7k avec v =p—
o est la densité volumique des charges « libres »

A représente les interactions avec le réseau cristallin.
Interprétation de la conductivité et dépendance par rapport a la température 7.

14.2 Les réseaux de Kirchhoff

réseaux de fils :
inconnues b L’intensité I, dans les branches
données Les tensions et les caractéristiques des composants

Loi d’Ohm et conservation des charges :
b=m+(n—1)

b nombre de branches , n le nombre de noeuds et m le nombre de mailles indépendantes.
Les intensités dans les branches [, sont déterminées par les équations.

La ligne de transmission sans perte
RV LV
2" Lo 2-
Ox? ot?

La self et la capacité (L et C') par unité de longueur de ligne détermine la vitesse sur la ligne :
v=1/VLC

Ligne bifilaire sans perte :

h—
L = Mlm( a) et O =
T a o €T a

et donc
v = c¢/\[ep = ¢/n n =2,
71



La ligne avec des pertes : résistances en série et en paralléle ... -

ligne avec des pertes :
e En série par unité de longueur R
e En paralléle par unité de longueur G—1

RV 0V v B

C’est I’équation du télégraphiste .

14.3 Capacités calorifiques

Dans les solides et par mole :
A basse température : Loi de Debye

C, = a(T/Tp)?
A haute température (mais avant la fusion) : Loi de Dulong et Petit.
CV =n3 R

Les modéles sont basés sur une description microscopique du réseau cristallin :
la statistique de M.B de 'oscillateur harmonique quantique
fonction de partition Z qui donne F' puis U puis C'

e Modéle d’Einstein : les sites du réseau vibrent comme des oscillateurs harmoniques indépen-
dants et les oscillations sont incohérentes.

e mode¢le de de Debye : les excitations du réseau sont des vibrations cohérentes appelées pho-
nons; & basse température la différence est notable avec le modéle d’Einstein.

e La capacité calorifique des électrons libres dans les conducteurs est faible car ’énergie de
Fermi est élevée : les électrons de conduction sont comme gelés jusqu’a des températures
tres élevées.

14.4 Elasticité mécanique

Loi de Hooke : les contraintes o sont linéaires par rapport aux déformations wu
o= \u

A est le tenseur des modules d’élasticité.

Exemple : La barre homogéne tendue

F
o= —etu=—alors o= Fu
S L

E est le module d’Young.

— Tenseur des contraintes :

Yl

df = oxdS  df;=o0;; xdS;
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— Tenseur des déformations :
I 2 6xj (‘9xz

— Loi de Hooke :
Oij = NijkiUpl

A dépend de 36 parameétres en général mais si le milieu est isotrope, il ne dépend que de
2 paramétres : le module Young et le coefficient de Poisson.

14.5 Polarisation électrique

Equations de 1'électrostatique statique :

div(D) = p
rot(E) = 0
5 = €O(E)+ﬁ

ot P est la polarisation du milieu .
Charges fictives équivalentes de la polarisation

div(eoE) = p — div(P)

soit B .
pp = —div(P) et 0, = 1.P

polarisation induite dans ’approximation linéaire :

ﬁzsoxelﬁetszl—l—xel

14.6 Magnétisme

Equations du magnétisme statique :

div(B) = 0
rot(H)

M est Paimantation du milieu : densité volumique de moment magnétique :
L’ aimantation est équivalente a des courants fictifs :

rot(B) = po(j + rot(3))

- — = -
Jo =rot(M) et &, = M.
Aimantation rigide : si M existe aj =0
champ d’un aimant permanent ~ un solénoide
— — - . . -
rot(B) = po rot(M) = pj. = loi de Biot et Savart avec j,
aimantation induite dans ’approximation linéaire :

—
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e Différents matériaux :

propriétés
diamagnétisme indépendant de la température T°
paramagnétisme dépend de T’
ferromagnétisme dépend de T (transition de phase).

14.7 Paramagnétisme

Theéorie classique de Langevin
M = pul(X) avec
L(X)=coth(X)— X"t Xx==~F

X
L(X)%gsiX<<1

donc )
_ L
X =P Ho 35T

14.8 Théorie quantique de Brillouin

Le magnéton de Bohr
. eh
f= gJjppavec ip =

2m,
7 est le spin en unité h et g est le facteur de Landé.
Exemple -
pour un électron (atome & un électron par exemple)

i =1/2 pup = 9,273 107 *A m?

g~ 2 =
B
M = pp  Bj(X) avec X = 'Z—T
2j+1 2 +1 1 1
By(X) = [ coth (2222 X) -~ coth(—X)]
2] 2] 2j 2]

si X<<1l M =xnH

donc
< P>

Xim = P flg —grm— avee < p* >& g%j(j + 1)pj
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Vocabulaire, références et exercices

Références

J P Perez, Electromagnétisme, Masson
Magnétisme page 475
Polarisation page 448
Propagation en ligne 583

L. Landau & al , Elasticité

Zitoun Phys statistique
Capacités calorifiques

Vocabulaire

Exercices
1
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15 Solide 2

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours

15.1 Propriétés géométriques
réseau de Bravais (RB) et réseau réciproque (RR) :

— Un cristal (mono) est un milieu anisotrope homogeéne aux distances macroscopiques et
périodiques aux distances microscopiques :
La méme propriété (par ex la présence de 'atome A) se retrouve périodiquement dans
I’espace
P(z+a) = P(x)
— La période spatiale constitue la maille cristalline.

— On distingue les cristaux par rapport a leurs symétries ponctuelles : Il existe 32 classes
cristallines (une classe = un groupe ponctuel compatible avec les translations) regroupées
en 7 systémes cristallins :
triclinique,monoclinique, orthogonal, quadratique, rhomboedrique, hexagonal, cubique.

— Les sites des mailles cristallines sont dénombrables (n, m,p dans 7) :
OM, = ni + mb + pé

Le réseau de Bravais (RB) est constitué par 1’ensemble des sites M;
La maille est définie par

(@,b,¢)
Le volume de la maille est .
v =(a,b,c)

15.2 Le réseau réciproque

Le réseau réciproque (RR) est défini par la maille des points P; tels que

O?i = na* + mb* + pc*

(@,6°,¢) = Z(bAE ENG, AND)
La dimension des vecteurs de la maille du réseau réciproque est celle d'un vecteur d’onde
soit I'inverse d’une longueur .

— Propriété du réseau réciproque par rapport au réseau de Bravais :
5i1.0P.
O 103 = (n1n2 + ) 2r = N 2«

— les plans réticulaires sont ceux qui contiennent des sites du RB et sont les plans d’onde
des ondes planes sur le réseau (les surfaces d’onde planes possibles). Les familles de plans
réticulaires sont caractérisé par des indices de Miller (p, ¢, ) qui caractérisent les directions
de propagation des ondes planes et les plans d’ondes :
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propriétés des indices
les indices sont premiers entre eux (division par le PGCD)
I’équation d’un plan % + % +2 =n

La normale & une famille de plans (p, q,r) est
dp.q.r) = pa +qb +ré

La distance entre plans (p,q, ) est

27
d(p7 q, T) = @

— Le volume de la maille du RR est
v = (T, b, &)
— Réflexion de Bragg sur la famille de plans (p, q,7)
2n d(p,q,r) sin(f,,) = m A

L’indice n est voisin de 1 pour les rayons X utilisés en cristallographie.

15.3 Diffraction des rayons X par les cristaux

Expérience de diffraction : on envoie des X sur un monocristal ou sur une poudre poly

cristalline.
Soit k le vecteur d’onde incident et k' le vecteur d’onde diffracté, la condition d’interférence

constructive est : L.
k—k € RR
A(p, q,r) tel que k—K = mgpq, r)

C’est possible si et seulement si |l; — K | < 2k est assez grand pour intercepter des sites de RR
Démonstration :

e l'onde est incidente sur M;
M; A exp(i(wt — /;O—J\Zfl)
e l'onde est transmise vers P le point d’observation (direction &')
en P Aexp(id) expi(wt — E’]\ﬁ)

e La fonction de transfert vaut donc :

T = Zexpi(wt—(E—E') Wz)

e Si l'interférence est constructive k — &’ € RR :

T = N et lintensité lumineuse est I = N?I,

Conséquences expérimentales :
Diagramme d’intensité sur un monocristal : collection de points lumineux trés intenses
Diagramme de poudre : anneaux lumineux (en réflexion de Bragg sur les différents plans)
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15.4 La conduction électrique

Modéle classique : La loi d’Ohm :
Hypotheése : 1l existe dans les conducteurs des charges libres (¢) de masse (m) et en densité
( p) dépendant du matériau :
J=E=pv
Le modeéle de Drude permet d’interpréter la conductivité ~

2
Y=p T
m

7 est le temps de relaxation du phénomeéne d’accélération sous l'influence du champ électrique
E .

Exemple pour le cuivre Un e— libre par atome de cuivre (électrons de valence)
A=063,04g
e=1,610"1C
m=9,11073! kg
Structure Atomique de Cu = (Ar) 3d' 4s!
Calcul numérique pour le gaz d’électrons classiques (masse m) libres :

Vitesse de dérive dans le champ F =1 vg = 7,6 micrométre/sec
Vitesse d’agitation thermique v(th) = 1200 km/sec
Libre parcours moyen v(th).7 = 3,15 nanométres
Métaux 1 p T A
107%Qm 10722em =3 10715 107%m

Li 8,6 4,2 0,9

Na 4.3 2.5 3.3

K 6.1 1.3 44

Cs 19 0,8 2,2

Cu 1,6 8,9 2,7 3,15

As 1,5 5,9 4.1

Classification des conducteurs

conducteur p>>CteVT T << avec T 1
Semi conducteur p= et T avecT T 7<< et | avecT 7T
Isolant p<< etx=CtevVT 7<< et | avecT T

15.5 Modéle des électrons quantiques libres

Modéle quantique :
Les électrons sont indiscernables et soumis au principe de Pauli (fermions)
Dans un puits qui a les dimensions macroscopiques du conducteur
L’énergie d’un électron dans le puits est :

P?
e=—+4Ujavec Uy~ 12 eV

2
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La quantification des quantités de mouvement s’applique :

2

7= hk et k = (ny,—
p e (n I

)

La densité d’états d’impulsions dans I'espace de phase est donc :

V V -
dn = d°k x =d’p x — p = hk
(2m)3 b h? b
La distribution des états quantiques (propre de p’et du spin) dans ’espace de phase en fonction
de I’énergie est :

d V
d—z = g(e) =2 x 2m 5 (2m)? V=
Le nombre d’occupation de chaque état est fixé par la statistique de Fermi-Dirac :
1 E— U
’I’L(Oé) = r}{p(a) avec o = W

i est le potentiel chimique des electrons e™.
L’énergie interne électronique et le potentiel chimique sont fixés par les équations suivantes :

N = [n(a)g(e)de = p(T) U = [exn(a)g(e)de = U(T)

Au voisinage de T'= 0 ( a trés basse température)
L’énergie de Fermi est I’énergie cinétique max des électrons & 7' =0 :

EF = H(T=0)

En conséquence :

N /EF (¢) de soit dans ce modeéle ¢ - (3N)2/3
= it dan m =— (—

0 J 7 8m v
Application Numérique pour le Cu ’énergie de fermi vaut ep = 7 eV

L’énergie interne a basse température (on développe au voisinage de T=0 ) :

U(T) = U(0) + %QN(Z)Q

La capacité calorifique est faible et varie linéairement avec T :

2 k2
C’V:aTeta:W—N—
2 EFR

La capacité est faible car ’énergie de Fermi est relativement élevée

Uy=12eVep = TeV

L’énergie d’ionisation est de 'ordre de 3 eV
Application numérique pour le cuivre
1 électron de conduction par atome, densité = 8,96 g/cm?, A = 63,54 g
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15.6 Une onde électronique dans un potentiel périodique (MQ)

Premiére zone de Brillouin (PZB) :
Une onde dans un réseau est définie par son amplitude a t en chaque site du RB.

_> N — -
OM; =na+mb+pc=R Ve~ Aexpi(wt — k.R)

La fonction w(k) est la relation de dispersion des ondes, elle caractérise la dynamique du milieu ;
la dispersion dans la direction k est définie par la dynamique "spécifique" des ondes dans cette
direction qui est associée & une famille de plans réticulaires et k est donc dans une direction
caractérisée par 3 indices de Miller :

F(w) pour (p,q,r)

propriété essentielle du réseau réciproque
si on ajoute & k£ un vecteur K du RR on ne modifie pas 1’état ondulatoire des sites du
réseau :

\ = ;- quelque soit M un site du RB

E+K
On peut donc limiter la définition de k& & une zone (premiére zone de Brillouin PZB) qui est
située autour de 'origine et limitée par les plans médiateurs construits entre O et I’ensemble

des premiers sites du RR .

Exemple a 1 Dimension période a

Réseau de Bravais .~ 2a —a 0 a 2a..
Réseau Réciproque L—dm 2 o 2 dm
a a a a

La premiére zone de Brillouin (PZB) a 1D est donc définie par

<k<

2|3
S

Remarque : par les translations du RR la PZ B engendre tout le réseau réciproque.

Exemples -

L'onde k = 0 est stationnaire : tous les sites sont en phase.

Sik est différent de zéro, il existe des déphasages entre les différents sites (onde progressive).
On montre que le nombre 'états k dans la PZB est égal au nombre de mailles du RB'!

15.7 Théorie des bandes de valence

Les états quantiques des électrons dans un cristal « ionique » sont ceux d’électrons dans un

potentiel attractif périodique :
Ur+R)=U()

Soit un état atomique de valence (7 — Rp) : I'électron étant indiscernable il est légitime de
considérer qu’il se trouve également sur tous les atomes du cristal soit un tel état :

W)~ = Sl )

&0



Cet état est périodique (RB) et tous les sites sont en phase.

A partir de cet état statique, on peut construire une onde plane électronique introduisant des
déphasages entre les sites : il s’agit des fonctions d’onde de Bloch :

U = exp —i(wt — k) Wo(F)

Cette fonction est satisfaisante pour représenter les électrons quantiques de valence dans un
solide si ces électrons peuvent effectivement passer d'un site a 'autre par effet tunnel c’est a
dire s’ils sont des électrons de valence.

L’onde w, k se propage sur une mer d’électrons
atomes) et les valeurs de k sont limitées a la PZB : ces états constituent une bande de 2N
états. L'énergie de ces états est telle que :

" statiques" liés aux atomes (& tous les

p2

2m*

£ = + U()
m™* est la masse effective des électrons dans le cristal (électrons liés au cristal ) ; Uy est I'énergie
de I’électron lié au cristal dans 1’état fondamental de repos.

La quantité de mouvement est p'= hk avec |k| < T appartient a la PZB.

Ainsi on définira, par exemple, la bande de conduction du sodium associé a I’état atomique :

3s!
2

g = P + Ugsl
2m*
Celle du silicium 3sp*
2
p
£ = Dy —+ U35p4

L’occupation moyenne des états obéit a la statistique et dépend de la température T :
dN = g(e) n(a)de

S’il existe des gaps entre les bandes, I'excitation des électrons est difficile.
En conclusion on distingue & basse température ( jusqu’a quelques milliers de Kelvin)

— Les isolants : bande de valence saturée bande de conduction vide gap large (=5 ¢V)

— Les semi-conducteurs intrinséques (purs) : bande de valence saturée & T=0 gap étroit (~

1 eV)
— Les conducteurs : bande de valence incompléte, conduction est possible méme a T=0.

— Les semi-conducteurs dopés : la conduction est conditionnée par le dopage N ou P.

15.8 Les capacités calorifiques des solides

But : évaluation de I’énergie interne des solides & T > 0.

1. Modéle classique :
Oscillateurs harmoniques classiques indépendants caractérisés par x et p

) 2

P mw®

€= — T
2m+ 2
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L’élasticité des solides permet de déterminer un ordre de grandeur pour w
w~ 10" Hz
Exemple : considérons une maille cristalline de dimension a et de masse m

o = Au soit 25 = E% soit §F = E ada

donc w? = FE % on trouve w ~ 103 Hz

Application de la statistique de Maxwell-Boltzmann ou principe d’équipartition

3 3
U = énergie cinétique + potentielle = N (§k:T + §k;T)

C’est la loi de Dulong et Petit : valable seulement a T' >> 0 et avant la fusion.
C ~3N kT

. Modéle d’Einstein :
Oscillateurs harmoniques quantiques indépendants caractérisés par n

2 2
P e
= om T3

2? = (n+1/2)hw

Application de la statistique de Maxwell-Boltzmann

1 hew

1
U=N =3Nhw X (z + —————
e ><(2+exp(oz)—1

On montre que
T —o0co=C— 3Nk

T—-0=C—=0

La capacité C(T') décroit trop vite & température voisine de 0 K.
. Modéle de Debye :

Les vibrations du cristal (déplacement de mailles par rapport a ’équilibre ) sont des
phonons -
U~ i~ Aexpi(wt — kF)

avec k € P/B

Les vibrations ont trois états de polarisation, le phonon est donc un boson ; la relation de
dispersion peut étre complexe et dépendre de la dynamique des vibrations dans le cristal ;
dans le cas d’une approximation linéaire on peut avoir :

w = ck

-,

w(k) < wp la fréquence limite est la fréquence de Debye.
La densité d’états quantiques est fixée dans la premiére zone de Brillouin par :
2

dn = g(w)dw g(w) = QNW—3 siw(k) <wpetwp = cx L
w?, a

La PZB une sphére, le nombre d’états k= Nx (3 états de polarisation) = 3 N
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L’occupation des états quantiques suit la statistique de Bose et ’énergie interne s’écrit :

U= /g(w) X hw X n(a)dw

Le nombre de phonons n’étant pas déterminé, le potentiel chimique est nul pour ces
quasi-particules.

(0) = —
nla) = ————
exp(a) — 1
Conséquences :
— A haute température :
U(T) — 3NkT
— A basse température :
(kT 12 T
U(T) — 9N — = C==rm"Nk(=—)?=0bT"
(T) 15" (hwp)? 5T N kG
avec 0p = ﬁ“’TD

Retour sur la capacité calorifique des conducteurs -
Pour les conducteurs (3 contribution des électrons de valence) :

C=aT+bT?

La capacité des phonons ou vibrations b 7% domine & haute température 77 > 10 K La
capacité des électrons a T' n’intervient qu’a trés basse température ' < 1 K
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Vocabulaire, références et exercices

Références
Zitoun, Physique statistique
Kittel, Physique des solides

Kiréev, Physique des semi-conducteurs MIR

Vocabulaire Oscillations, pulsations, fréquences, conduction, résistance, capacités
calorifiques, isolants, conducteur semi-conducteurs, dopage, zone de Brillouin, température de
Debye, modéle d’Einstein, phonons, modéle de Drude, loi d’Ohm, gap, bandes, fonctions de
Bloch, directions cristallines.

Exercices
1
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16 Ondes 1 Généralités

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours

Définition : On considére un milieu indéfini & I’équilibre . Sous une action extérieure , le
milieu recoit de 'énergie et quitte son état de repos, la perturbation est mesurée en chaque
point du milieu par une amplitude fonction du temps.

y(x,t) e Rou €C

16.1 Introduction : le cas du fil tendu.

Une corde vibrante est constituée de points matériels (masse m) reliés par un fil tendu
(tension T') sans masse selon Ozx.

Le mouvement des masses est déterminé par la tension 7" et le principe fondamental de la
mécanique.

A Tinstant ¢, par hypotheése, la position de la masse d’ordre n est :

T = na
Yn(t)
Au repos, la corde est telle que V¢V n ya(t) = 0.
La résultante des forces suivant la direction L soit Oy est obtenue trivialement :

n - Yn n—1 — Yn T
Fi(n) = TyHa Y +Ty 1@ L E(_Qyn+yn+1+yn71)

Solutions sinusoidales (en C)
yn(t) o expi(wt — ¢y,)

Ces solutions sont telles que le mouvement de l'oscillateur n se déduise du mouvement de
l'oscillateur n — 1 par un déphasage qui exprime un retard (une avance)

On = Opn_1+ Qo = nYy

avec le déphasage élémentaire ¢ est défini a 27 prés
On peut introduire le vecteur d’onde k tel que

T
kzﬁiwn:kwnetbiensﬁr ——<k<
a

S

La relation de dispersion s’écrit :



Etude du graphe w(k) et domaine linéaire si ka est faible devant 7 soit 'approximation dite

des grandes longueurs d’onde
A > 2a

Pour les grandes longueurs d’onde le milieu est linéaire donc non dispersif :

T
k= +4w/c avec ¢ = (_a)1/2 avec — L <<’
m a a

Si on introduit la masse linéique 0 = m/a alors

Cas du fil continu -
On passe a la limite
a—0 = -00<k<x

| On retrouve 1'équation d’onde y(x,t) dans I'approximation linéaire :

Py 10 _ o vation T

ox2 2ot 4
Solutions sinusoidales :

y x expi(wt — kx) = w = +ck

S

Remarque : dans le cas de la corde, I'onde est polarisée dans les directions transverses ou
longitudinales soit trois directions de polarisation : la dynamique des ondes transverses est
définie par la tension , celle des ondes longitudinales est conditionnée par le module d’Young
du matériau.

16.2 La propagation de ’onde

Principe dynamique : principe de moindre action
Densité lagrangienne sur la corde tendue
@ dy 2

1
t = — [ , yUYz) = = 2 — Z

avec Uy =

Equations de Lagrange pour onde y(x,t)

Z 0 8£0 %
o0x; 8yw Oy

xl_t x7y7

Cette équation conduit a I’équation de propagation d’une onde dans un milieu non dispersif.

1. Densité d’Hamiltonien (densité linéique d’énergie)

1
HO(yaytayac) =y Lo = 5(0 yp + T?Ji)

L’énergie de 'onde a ¢ vaut donc :



2. Variable conjuguée de y ou densité de quantité de mouvement selon Oy

0Ly oy
Py= = Tu = 0%
3. Courant d’énergie associé a la propagation de I’onde selon Ox
. dy Oy
Jz = J = — 9t or

exercice -
Vérifier la dimension de j , c’est la puissance qui passe en x a t dans le sens positif.
Démontrer la conservation de 1’énergie, soit :

9 o
div(j) = 5. =~

16.3 Ondes progressives et ondes stationnaires

— Ondes progressives les différents points du milieu connaissent des différences de phase

y(x,t) = A cos(wt — kx)

En notation complexe
y(x,t) = A expi(wt— kx)
Courant d’énergie d'une onde progressive en x a t :

j = TkwA?sin®(wt — k) o |A|?

— Ondes stationnaires : les points du milieu sont en phase ou en opposition.

Exemple :
y(x,t) = A sin (kx)cos(wt)
Les conditions aux limites du milieu : = quantification des vecteurs d’onde
Si par exemple, les points A et B des extrémités de la corde sont maintenus fixes
7 21 c

k=n—=A=—=w=n-7
l n l

— Interférences
Cas particulier : superposition de deux ondes de méme fréquence en un point M
Intensité de I'onde détectée, ou courant d’énergie

I o |AP?
— si les ondes sont cohérentes : Le déphasage ¢ est déterminé!
I=1+1+ 2\/ECOS<QD)
— si les ondes sont en phase : les amplitudes s’ajoutent

p=0=>T=(TL+ VL)

— si les ondes sont en opposition : les amplitudes se soustraient
p=m=1=(1-VL)
— si les ondes sont incohérentes : ¢ est indéterminé! les intensités s’ajoutent
Vo=1T=1+1

Remarque : superposition de deux ondes cohérentes de fréquences voisines induit des
battements

87



16.4 Dispersion

Relation de dispersion dans un milieu parcouru par une perturbation :
L’équation dynamique sera a priori une équation aux dérivées partielles en x et t.

Par transformation de Fourier cette équation se traduira par une équation algébrique sur
w et k qu’on appelle équation de dispersion du milieu.

On choisit par convention :
w > 0 et k algébrique

La relation de dispersion w(k) détermine la dynamique du milieu par rapport aux ondes :

y(x,t) = / g(k) exp i(wt — kx) dk

Si les conditions initiales : y(x,t=0) sont connues alors g(k) est déterminée par la T.F.

g(k) = %/ y(x,0) exp i(kx) dx

Onde monochromatique :

A
g(k) = A4k — ko) est la * distribution de Dirac” = 2—/ exp i(kx) dk
T

T

en conséquence de quoi
y(x,t) = A expi(wot — kox)

La propagation d'un paquet d’ondes permet de définir : la vitesse de phase et la vitesse
de groupe
w dw
USO = — /Ug = %
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Vocabulaire, références et exercices

Références

Alonso-Finn, Champs et Ondes, Inter-Editions

Vocabulaire Pulsations, fréquences, transformée de Fourier, analyse spectrale,
nombre d’onde, vecteur d’onde. dispersion, interférences, phase, polarisation vitesse de phase
de groupe.

Exercices

1 On donne une équation de propagation dans un milieu & 3D

>y 2
VoE e MY =0

ko mesure l'inertie de I'onde dans ce milieu.
Construire la relation de dispersion et discuter la vitesse de phase et de groupe, étudier
lecas kg = 0.

2 Calculer I'énergie d’une corde vibrante (o, T') qui est le siége d’une onde stationnaire telle
que :
y(z,t) = A sin(kz) cos(wt)
dans le mode % onde :

Etudier le courant d’énergie en fonction de x et t.

3 Soit une corde vibrante (o, T") qui est le siége d’une onde progressive telle que :
y(x,t) = A cos(wt £ kx)

Etudier le courant d’énergie en fonction de x et t, sens de propagation, intensité.
L’onde est incidente sur une extrémité (z = 0) qui n’est pas adaptée et une fraction f de
I’énergie est réfléchie, construire I’'onde résultante.

4 Une corde vibrante (o, T') est le siége d'une onde progressive qui résulte de la superposition
d’un mouvement suivant Oy et d’un autre suivant Oz de méme amplitude mais déphasé
de m/2
Etudier le mouvement de la corde.

Que se passerait-il si les lois de dispersion étaient différentes pour les déplacements selon
Oy et Oz7?

5 At = 0 une corde vibrante est pincée en son milieu puis abandonnée & une évolution libre
sans vitesse initiale ; déterminer y(x,t)

x<1/2 y(z,0) = ax

x>1/2 y(x,0)=a(l —2) et y(z,0) = 0

On recherchera la solution qui satisfait aux conditions initiales.
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17 Ondes 2 : Acoustique

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours

17.1 Généralités

Un systéme acoustique met en mouvement le fluide qui I’entoure; cette perturbation est
une onde acoustique dont la dynamique est celle d’un fluide (équations d’Euler ou de Navier
Stockes) ; cependant les mouvements acoustiques autour de 1’équilibre sont limités et la com-
pression non négligeable !

En chaque point M, on définit les propriétés du fluide :

Densité p =po+p
Pression p =po+p
Température 7T =Ty+T
Vitesse v

A T’équilibre on observe :
po po To 7 =0
On traite le probléeme
— a lordre le plus bas par rapport aux perturbations ( linéarisation)
— pour un liquide non-visqueux (pas de dissipation)

— chaque élément de fluide subit une transformation adiabatique réversible ; il est constam-
ment a I’équilibre thermodynamique.

Dans ces conditions 1’équation d’Euler s’écrit :

a—)
poa—: = —grad(p) — grad(U) avec grad(U) = 0
La conservation de la masse impose :
dp
div(v) = ——
po din() = -

La thermodynamique adiabatique et réversible impose

~ ~ = Too . .
= p et T = (————)p voir paragraphe 3
Xs est la compressibilité adiabatique dans le cas réversible .
« est le coefficient de dilatation thermique.

Cp/V est la capacité calorifique par unité de volume.
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Equation d’onde de D’Alembert :
Dans les 5 premiéres équations sur ( ¥, g, p), on élimine les variables ( ¥/, p) pour construire
I'équation sur ( p) qui est I’équation d’une onde élastique non dispersive, non dissipative :

2

L, 0% _
Ap—cQ@pzo avec ¢t = \/Xs po

Exercice : Vérifier la dimension physique de ¢

17.2 Potentiel des vitesses

Si le mouvement est irrotationnel, il existe un potentiel dont dérive les vitesses

L — .
v=grad(p)  o(T1)

en conséquence de quoi la pression peut s’écrire :

O
p = Poat—m(ﬂ

L’équation du mouvement en ¢(Z,t) peut étre construite a partir des 5 équations dynamiques :

92
Ap — 2L P 0

ot?
Vitesse des ondes acoustiques
% =Xs po
Application au gaz parfait :
Xs =7 'xr
Xr=0" il s’en suit c = ’Ygéo
po=M/Vy

Pour I'atmosphére (gaz parfait diatomique) :
Ty =300; M =29g; R =8,32JK iy =¢& = 7/5: c=340m/s

17.3 Energie et lagrangien pour ’acoustique linéaire

Le lagrangien libre de I'onde acoustique élastique peut étre choisit en fonction du potentiel
@ ol en fonction des variables physiques du probléme : U, p, p

1. Densité de lagrangien Ly(Z,t)
En fonction du potentiel on choisira :

Lo = B(grad(e))* - <))

En fonction des pressions et vitesse il s’écrit :

1

Ly = 5(:00“2 — xs(p)?)

La dynamique est celle du principe de moindre action (équations de Lagrange) qui conduit
a ’équation d’onde sur le potentiel.

D
-2
A(,O — C W =
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2. Densité d’hamiltonien (ou d’énergie ) :
Par les équations canoniques, on définira Hy a partir de Ly :

Ho = 500 + xs(3) = 2 (grad () + *(2)?)

3. Densité de courant d’énergie . et le flux j. d§

Je =DV
Justification : La puissance des forces de surpression est :

dP = v.df = pv.ds

exercice  démontrer la conservation de 1’énergie mécanique pour les ondes élastiques :
OHo
ot

Vérifier les dimensions de toutes les expressions ci-dessus.

div(je) = —

17.4 Aspects thermodynamiques

L’onde n’est pas en équilibre isotherme et ’équation des adiabatiques linéarisée joue le role
d’une équation d’état.
La thermodynamique conduit & deux équations sur les variations de pression, température
et densité :
— l'équation d’état linéarisée fait intervenir les coefficients thermoélastiques

1 1
dl'= —dP —dV
Pt T
— L’autre hypothése provient de la réversibilité isentropique.
dQ = 0= CpdT + hdP = \dV + pdP

Avec les relations calorimétriques bien connues en thermodynamique :

oT aT
A=C et C
P(av)P H = V(ap)
Par ailleurs, la relation de Clapeyron s’écrit avec nos notations :
oV
h=-T(—
— On en déduira donc aisément que les variations de températures sont données par :

— = o (— — — ~
T, Cr p Xs = C Xr =7 XT XT ~ Po

— Cette théorie élémentaire des ondes élastiques néglige :

—
La conduction de la chaleur = irréversibilité : grad(T)

Les frottements visqueux = transformation du travail en chaleur : n gvl
Les termes non linéaires = dispersion w(k)

L’amortissement et la dispersion peuvent étre étudiés dans le livre « mécanique des fluides »
de Landau et Lifchitz.
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17.5 Aspects physiologiques

Seuil de I'audition toutes fréquences confondues
Jref = 1072 Wom ™2

Catégories des phénomeénes sonores -

domaine ven Hz
infra sons v <20
sons 20, < v < 20 103
ultra et hypersons|20 10? < v < 10

Intensité sonore en décibel

dB = 10 log,y (%) = 20 log,, (<2-)
Jref Pref

Seuil de la douleur a 500 Hz

Seuil = 180 dB (<) = 10'®
]ref

Différences selon les milieux

Atmosphére : ¢ = 340 m s7*
Eau : ¢ = 1500 m s71

pour l'eau : py = lg.em™ et x = 2,3107°Pa"

17.6 Tuyaux et résonances

— Impédance acoustique d'un tuyau
C’est le rapport de la surpression au courant de matiére en un point du tuyau sonore

en électricité

avec I = flux de matiére = /po v.dS = poS v

— Dans le cas d’une onde plane dans un tuyau (en négligeant les effets de bord)

c
Z=+7.=4+—
S
— Reéflexion sur une impédance Z
b Z.—7Z
a Z.A+Z

— Reésonance d'un tuyau ouvert ou fermé

Ondes stationnaires & une dimension dans un tuyau :
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fermé aux deux extrémités

A
= n§ v =n % fondamental pour n = 1 harmoniques n = 2, 3. . ..

ouvert — fermé aux extrémités

A
l=(n+ 1/2)5 v=(n+ 1/2)% fondamental n = 0 harmoniques n=1,2. . ..

— Propagation des ondes acoustiques a 3D
A trois dimensions la propagation est complexe , on observe la réflexion et réfraction sur
les interfaces.
L’étude des ondes stationnaires dans des géométries simples, cylindriques ou sphériques,
suppose la résolution de I’équation de Laplace :

w

o(x,t) = exp(iwt) p(z) = Ap(x) + k*p(z) =0 aveck = —
c

Les conditions aux limites imposent la « quantification » des fréquences

En symeétrie sphérique, on a par exemple :

flr—ct)+ g(r+ct)

o(r,t) =
— La vibration des membranes
Vitesse des vibrations sur une membrane

cC =

2T

o
exercice : vérifier la dimension physique de ¢
T est la tension superficielle (force /unité de longueur)

o la densité surfacique de masse.
Etudier des modes de résonance d'une membrane cylindrique de rayon R ('exercice 3).

17.7 Dispersion et absorption des ondes sonores

A voir Agrégation épreuve A en 1998.
Equation de Navier Stockes au ler ordre par rapport aux perturbations :

ov

P05 = —grad(p) + povAv
par dérivation (0/0t ou par (div)) on en déduit :
>0 . ov
P o = —grad(p) +P0VAE
soit o 59
a—t;] = ¢ AT+ VAa—;) avec div(0) = —xs D

Pour une onde monochromatique plane de pulsation w la variation d’amplitude dans la
direction de propagation est

~ exp(—7 @)
avec w
T o
v est la viscosité cinématique , c est la célérité des ondes = (yspo) /2
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17.8 Acoustique musicale

Octaves des « physiciens »

n do
-1 16
0 32
1 64
2 128
3 256
4 512
5 1024
6 2048
7 4096
8 8192
Notes des « physiciens »
note V/Vprecedens | V/Vdo
do 1
ré 9/8 9/8
mi 10/9 5/4
fa 16/15 4/3
sol 9/8 3/2
la 10/9 5/3
si 9/8 15/8
do 16/15 2

Le « la » des physiciens

V= g 256 = 426H=z

Le « la » de musiciens et du diapason

v=440H 2
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Vocabulaire, références et exercices

Références

Landau et Lifchitz, Mécanique des fluides, Mir 1970

Vocabulaire Pulsations, fréquences, transformation de Fourier, analyse spectrale,
nombre d’onde, vecteur d’onde. Résonances . Limites de 'audition . Fréquence fondamentale
et harmoniques.

Exercices

1 On considére une onde sonore plane qui se propagent dans la direction Ox et correspon-
dant au seuil de 'audition a 500H z
: (reprendre les questions pour le seuil de la douleur)

Calculer la surpression qui s’exerce sur le tympan.

Calculer 'amplitude des vitesses des couches de I’atmosphére.

Veérifier que, dans les conditions, le terme (v.grad)v de 'équation d’Euler est négligeable.
Calculer 'amplitude des excursions de température en faisant 'hypothése que I'atmo-
sphére est un gaz parfait.

2 Etudier la propagation du son dans une cavité sphérique et les modes résonants dans une
sphére de rayon R = 1m quand la source sonore est ponctuelle et placée a 'origine.
Application numérique.

3 On considére une peau tendue a la tension 7'; la densité surfacique de cette peau est o :

Etudier I’équation du mouvement perpendiculaire a la peau (Oz) et démontrer que c’est
une équation d’onde de la forme :

o 0%z

Az — = — =0

Etudier les modes de vibration stationnaire d’une peau cylindrique tendue :
Les solutions en z(r) sont des fonctions de Bessel.

4 Démonter la conservation de I’énergie pour une onde élastique :

B OHo
ot
5 Etudier les questions de cours de 1984 et 1998.

dz’v(j'e) =
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18 Electrodynamique 1

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours
18.1 Equations de Maxwell

Théorie des interactions des particules chargées.

—

p j sont les sources des champs E, B
qui agissent sur des charges qui en retour agissent sur p ]
E est un vrai vecteur, B est un pseudo-vecteur
Les unités du systéme International

to et c fixés par pg = 4w 1077 et ¢ = 299 792 458,0 m/s avec gy g = ¢ >

L’unité de charge est le coulomb et 'unité d’intensité est 'ampére.

— Les équations qui définissent la structure des champs indépendamment des charges :

t(E) = —92 E=-% —grad(V
rot(E) 9 aquivalent & o — grad(V)
div(B) =0 B =rot(A)
— Les équations qui définissent 'action des sources du champ et ’action du milieu sur les
champs :
rot(H) = j + 22 B = po(H+1)
avec
div(D) = p D=¢E+ P

X . . . . .. 02
Systéme de Gauss rationalisé : tous les champs s’expriment dans la méme unité %

€0 = - et o =4m et x = (xg = ¢ t,7)
Retour sur la structure des champs :
rot(E) = —0yB
div(B) = 0
— L’action des sources et I'action de la matiére :
rot(H)=c'j+ 0D  B=d4dn(H+1)

div(D) = p D = (47) " (E + P)

Unité de charge : la charge de I’électron e = vVhca ou o« = 1/137,0 est la constante de
structure fine sans dimension.
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— « Equations de Maxwell symétrisées » , électriques et magnétiques

rot(E) = —c 14, — B rot(H) = c'j+ 0yD
div(B) = pm div(D) = p

remarque : les charges magnétiques seraient des pseudo-scalaires (type produit mixte).

— Action des champs sur les charges et les courants : la force de Lorentz généralisée

—

par unité de volume f = pE + 7 A B+ pmé — Jjm AN E

18.2 Equations de propagation des potentiels dans le vide
Notation : le d’alembertien [J
O = A-09°

Dans la jauge de Lorentz, les potentiels de Liénard-Wiechert sont solution de :

Ov=—L" 04=—uy

€0
Equations de propagation des champs dans le vide
1. Dans la jauge de Lorentz :
p
—)

OF = grad(
€o

0 ) i
+§(qu) OB = —rot(poj)

2. Le cas des champs statiques :
Un systeme est constitué de charges au repos ou de courants stationnaires.

0 =
Frie 0 et div(y) =0

Electrostatique et magnétostatique se séparent en deux théories indépendantes :
On obtient les équations linéaires de Poisson :

AV = —E()flp
AA = —pj

18.3 Le cas fondamental
La charge ponctuelle & symétrie sphérique (sans structure interne) dans le vide?

AV =0 =V() = %r‘l%—(cte = 0)
0

On en déduit le champ électrique coulombien et aussi la Loi de Biot et Savart pour la
magnétostatique .

P mor 1P 1 or, 1 oy
or2  ror  r200%2  r2tanf 00  r2sin%6 0p?’
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18.4 Développement multipolaire

-,

Développement du potentiel électrostatique V' (idem pour le potentiel vecteur A)
Le systéme considéré est constitué de n charges statiques ¢; en OP; : (atomes, molécules ou

autres).
Question : Quel est le potentiel V' en M & grande distance ?
s
IOM| >> |OB,]
Nous utilisons la convention d’Einstein

Soit:i=1,.methk = 1,2,3  OP, = ((z:)s)

— .
OM = 7 avecr® = sz
Le développement de Taylor en r,-1 conduit avec ces notations a :

or—1 1 Oyrt 1 Oyrt

(—zi)e + ﬁm(—%)k(—%)l + gm(—%)k(—%)l(—xi)ﬁ

it =Tt
8xk

Introduisons les moments multipolaires électriques

Q= Z qi

P =3 qi(xi)k

Dy = - qi(zi) k(i)

My = Z%(ﬂfz)k(ﬂfz)z(%)m
etc....

Ces moments sont des tenseurs symétriques définis sur la distribution des charges.
Avec ces moments, le potentiel s’écrit :

Or—1 1 Oyr—t 1 Oyt
M) = eyl Y p Ly G
VM) = (472) {Qr o S amam P T 31 g omam M )km + }

Analyse des coefficients des multipoles :

up = Tg /7

Op vt = r2(—uy)

ak(‘)l r1 = 7‘_3(3Ukul - 6kl)

01010y, r=t = T*4(—5ukulum + 3O + 3Um O + 3ul5km)

Applications Calcul de potentiels dipolaire, quadripolaire, structure des surfaces équipo-

tentielles et des lignes de champ.
Champ d’une charge ponctuelle & symétrie sphérique (sans structure interne)

_ _4a -1 ni q 25
A]V—0:>V(T)—47T€OT E_47T50T U
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Exercices -
Calcul de potentiels dipolaires, quadripolaires, étude des surfaces équipotentielles et des
lignes de champ.

18.5 Potentiels retardés

Un systéme de charges est en mouvement : atomes, molécules, systémes macroscopiques
ou autres dans une région limitée de I'espace :

\O?i|:7’,-<a

Loin des charges ( 7 >> a) les potentiels (dans la jauge de Lorentz) vérifient les équations
linéaires :

Ov=0 OA =0

Cas fondamental une charge ponctuelle en O qui varie dans le temps telle que q(t)
La solution est

t—r/c

v~ dt=1/c)
r

En général, elle sera par linéarité :

Ve R py s (RO g,

r r

18.6 Approximation des régimes quasistationnaires

a << ct << r approximation des grandes longueurs d’onde

a ~ ct<<r régime HF

Propagation des ondes électromagnétiques -
Equation de d’Alembert loin des sources dans le vide

Dﬁouﬁzo g0 ftg = €2

Dans le vide infini :

E = Ep expi(wt — kT)
IZ, E , B forment un triedre direct
la vitesse de propagation de la phase est ¢

la propagation a lieu sans dispersion et V w
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Dans un guide vide dont les parois sont des conducteurs parfaits -
Etude de leffet de peau .. .)

0(B,E) = 0
Les conditions aux limites sur les surfaces parfaitement conductrices :
BN - 07 ET - 0

& cause de :
divB = 0  rot(E) = —0yB

On distingue les ondes

1. TE transverses électriques ( (E. 0)

k)
2. TM transverses magnétiques ( (B.

) =0)
3. TEM transverses ( (B.k) =0 et (E.k) = 0)

Application : Le guide a section rectangulaire (réf par exemple J Ph Perez page 590)
Impédance dans un guide

Loy

7~

~
~

~I=
IS

dans le vide
7 = jge = (goc) 1 = 377,0 Q

Propagation de I’énergie électromagnétique -
dans le vide en présence de charges et de courants

OWern
ot

Soit pour les milieux linéaires :

=—(JE+ div(E N H)) avec 0Wem, = E6D + HSB

1
Wem — §<ED + HB)

Le flux d’énergie associé a la propagation de ’onde E.M. est le vecteur de Poynting :
P=EANH
Le flux du vecteur de Poynting P a travers une surface est une puissance .

Polarisation des ondes EM -
Dans le vide infini, on a deux directions indépendantes de polarisation transverses (Ox et
Oy) : o
E=E,,expi(wt—kz)

— Les équations de Maxwell fixent B en fonction de E.

— L’intensité de 'onde plane polarisée selon Ox et monochromatique est

1 11
I =|P| = — E? en moyenne dans le temps < [>=<|P|>=-—FE2,
HoC 2 ppc

— La direction de polarisation est conventionnellement prise comme celle de E.

E,, E, sont en principe complexes et comporte un déphasage arbitraire (indépendants).
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1. 8’ il n’y a pas de déphasage, la polarisation est rectiligne : onde peut étre obtenue a
partir d’'une onde polarisée selon Ox sur laquelle on effectue une rotation

2. si le déphasage est de 7 avec méme amplitude, on a des polarisations circulaires

D oud.

3. Si 'onde est non-polarisée (ou partiellement), on a une superposition incohérente
d’ondes avec des polarisations quelconques.

Les ondes polarisées selon Oz, Oy ou circulaires D, G constituent deux bases utiles pour
représenter toutes les ondes se propageant selon Oz.

— Le flux d’énergie associé est proportionnel au module carré des amplitudes respectives :
P o (| Bou|* + | Eoy|?) o (|Eop|* + | Eoc|*)

Les amplitudes se calculent par projection (produit hermitique ) sur les vecteurs unitaires
des bases :

1
. EOx = EO €z
—1 avec .
Eop = Ey €p

Sl

1
0

Applications
Analyse avec un polarimétre
Action d’une lame quart d’onde.

18.7 Rayonnement

Par principe relativiste, une charge accélérée rayonne du champ électromagnétique !

Le rayonnement dipo6laire de Hertz -

(passage des équations en coordonnées sphériques)

Soit une ligne de courant rectiligne de longueur a paralléle & Oz et parcourue par un courant
spatialement uniforme tel que :

Jj =Jjo cos(wt)

Les charges se posent aux extrémités de la ligne et il se crée un dipdle de moment p(t) tel que

p(t) = a 05 sin(wt)
w

1. Calcul du potentiel scalaire au premier ordre en 7! :

~cos(0), p L
V= o (TC) pris a (t — r/c)

2. Calcul du potentiel vecteur

A= Z—;(%) k pris a (t —r/c)
3. Vérification de la condition de Lorentz

4. Calcul des champs & grande distance : Eet H
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5. Conclusions : calcul du vecteur de Poynting et de la puissance rayonnée par le dipole

o N2 .92 Ho /.2
dpuissance = 0)dQ Puissance = =
Tor2c D) sin(6) orc )

Applications : par exemple réf J. Ph. Pérez

— Rayonnement d'une antenne demi-onde : pages 367

— Rayonnement des électrons atomiques : section efficace de Thomson .. ..pages 374

18.8 Approche lagrangienne de la force de Lorentz

Soit une charge ponctuelle non relativiste dans un champ E.M statique .
(Ref Landau théorie des champs : page 67)
Soit les potentiels électromagnétiques (V(Z,t), A(Z, t))

L(Z,0) = —+e (TA-V)

L’application des équations de Lagrange conduit a I’équation du mouvement :
%:eﬁ—i—eﬁ/\g avec p = mu
Intermédiaires du calcul :
= % _ mi+eA

P =%
_ D

(vﬁ.grad} = Uz + o

dd — 9 4 (y.grad)A

dt ~ ot
grad(v.A) = (v.grad)A + 7 A 770_1)%(14)

L’hamiltonien s’écrit (application des équations canoniques)

H—m—zﬂ—l—eV = L(_'—efT)2+eV ou plutot (H—GV)—L(_'—B/T)Q =0
R ~om P om N

18.9 Questions & voir
1. Transformations du champ (£, B) dans un changement de référentiel galiléen : (Réf Lan-
dau théorie des champs : page 87) (Réf J Ph Perez : page 179)

2. Rayonnement magnéto-dipolaire ( Réf Landau théorie des champs : page 232 ) (Réf J Ph
Perez : page 380)

3. Invariance de jauge (Réf Landau théorie des champs : page 71 ) (Réf J Ph Perez : page
191)

4. Interaction avec les milieux conducteurs ; conditions aux limites sur une paroi conductrice.
Effet de peau; ( Réf (J. Ph Perez : page 295)
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Vocabulaire, références et exercices

Reéférences
Landau et Lifchitz, Théorie des champs Mir 1970
Jackson J.D, Classical electrodynamics

Jean Ph. Perez, Electromagnétisme Masson 1990

Vocabulaire Potentiel vecteur et scalaire, potentiels retardés de Liénard Wiechert.
Guides d’ondes ...Dispersion. Rayonnement électromagnétisme (dipolaire électrique, magné-
tique quadripolaire . . .) Polarisation. Densité d’énergie électromagnétique, Vecteur de Poynting,.
Invariance de jauge. Transformations du champ EM dans un changement de référentiel galiléen.
Effet de peau.

Exercices
1 Calcul du potentiel électrostatique a I'infini d’une distribution de charges quadripolaires
2 Calculez les potentiels puis les champs électriques et magnétiques statiques d’un dipdle :
s mAd
Vo — Ao —;
r r
E o r3(3(pi)i — p) B o r3(3(mi)ii — m)

3 Emission dipolaire magnétique (J Ph Perez Electromagnétisme)
Une spire est parcourue par un courant alternatif de pulsation w : étude du rayonnement.

4 Rayonnement du dipole : Vérifiez que les expressions de V' et A ci-dessous satisfont a la
condition de Lorentz
cos(0) . = o, B, -
V = — A=—(—)k a(t—r/c
dmey “re 471'(7”0) ( /)

5 Intensité d’une onde aprés un polariseur de direction ¢ par rapport a Oz :
1. si 'onde est polarisée circulairement
2. si I'onde est polarisée rectilignement selon oz

3. si 'onde est non-polarisée
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19 Electrodynamique 2

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours

19.1 Equations de Maxwell

Systéme International
Structure des champs :

rot(E) = —0,B o . E=—-0,A—grad(V)
équivalent a
div(B) =0 B =rot(A)
19.2 Equations dans les milieux matériels

Equations qui définissent I'action des sources et 'action de la matiére dans les milieux
non-conducteurs, non-magnétiques, linéaires et isotrope : soit transparents

avec I =0 P=c¢gyxk
rot(H) = 0+ 0,D =B = u(H+I1) = poH

div(D) =0 =D = gFE+P = e(l+x)E =¢ceck

La permittivité relative y peut étre un nombre complexe (cas d’une absorption).
L’équation de d’Alembert s’écrit sur E :

c
avec n = e et v = — avec ni-1=y
n

n est 'indice du milieu, il n’a pas de direction privilégiée quand le milieu est isotrope.
L’onde plane s’écrira en général :

- k
E = FEy exp—i(wt — ki) avec kv = oty
n

Si I'indice est complexe ( 3 déphasage de P par rapport a E), 'onde est absorbée par le milieu.

La relation de dispersion k(w) caractérise le milieu transparent.

kc
w = — n(w) définit la relation de dispersion
n
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19.3 Une théorie élémentaire de la dispersion

Le mouvement des électrons atomiques soumis & un champ EM extérieur permet de justifier
la loi de Lorentz-Lorenz

B n?—1 _x _ N e 1
In} = n2+2 x+3 3eom W —w?+ifw
wp est la fréquence de résonance des électrons, m leur masse, N est leur densité volumique (on
peut envisager plusieurs fréquences de résonance) [ décrit ’amortissement du mouvement des
électrons par la dissipation de I'énergie et éventuellement, le rayonnement de freinage.

On distingue

La dispersion normale n est réel et le milieu est transparent.

w < Wy n croit avec w  formule empirique de Cauchy : n = ng + BA 2+ CX 4
w>wy ncroit avecw formule empirique (domaine X) : n =1 — BA?

La dispersion anomale dans la bande d’absorption

pour w = wo n(w) = Reéel(n) décroit avec w

19.4 Les milieux conducteurs non-magnétiques et isotropes

dans le systéme international
Structure des champs :

rot(E) = —0,B . \ E=-0,A—grad(V)
équivalent a
div(B) =0 B =rot(A)
Equations qui définissent I'action de la matiére : avec j = vF
rot(H)=7+0 B = uo(H +0)
avec
div(D) =0 D =¢cE+0

v est la conductivité du milieu supposée élevée.

OE
AB=qp%r =K =—iwpy  =>k=(1-i) “’;"7

On en déduit la distance de pénétration de 'onde dans le conducteur (~ un plasma) :

5:

— 0 quand w — oo
WhoY

Théorie microscopique

Le conductivité du milieu est grande si le nombre de charges libres est grand par unité de
volume soit N ~ 10% >> 1. Les charges mises en mouvement par le champ E sont ralenties
par des forces de frottement selon ’équation du mouvement

dv _,
- 7 = oF
m o + fu q
Par unité de volume la densité de courant limite est
2 2
- . ¢ N ) N q
j = Nqu = E soit v =
f f
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19.5 Ondes électromagnétiques dans les plasmas

Le plasma est un milieu conducteur particulier ou les charges ¢ sont libres (frottement
négligeable) quand le milieu reste globalement et localement neutre :
Retour sur les équations qui définissent ’action de la matiére :

avec et
p =0 P =0 D = gF

7 est la conductivité (complexe) du milieu, elle est « grande » car les charges sont peu inertes ;
dans un plasma, les charges sont libres mais en densité relativement réduite.

dv _
A — Gt
mdt g i ! mw

rot(H) = j+0,D = AFE = puy0,(j+e OF) = 0OF = puyyol

2 N ¢ 1
—k* + (%) = +Ho mq ko= £oyJo? —wp

Avec la fréquence plasma telle que :

Il y a donc deux régimes
e w < wp l'indice est imaginaire (absorption)

e w > wp il y a dispersion puis a trés haute fréquence le milieu est transparent.

19.6 La réfraction et biréfraction
— Réfraction sur un milieu transparent vitreux, isolant, isotrope (lois de Descartes)

1. La continuité de la phase conduit aux lois de Descartes

i =i sin(i) = nsin(t) et n* — 1 = y(w)

2. Coeflicients de Fresnel :

— Continuité des champs sur une interface vitreuse caractérisée par I’absence de charges
et de courants mais la présence d’une polarisation

AB,=0AH, =0 AD,=0 AE;,=0 AE,#0

— si la polarisation (direction E) est perpendiculaire au plan d’incidence (Oz, Ox) :

__ E, __ cos(i)—ncos(t) __ sin(t—1) _ B _ 2 cos(4) __ 2sin(t) cos(7)
R, = E; — cos(i)+ncos(t) ~  sin(t+i) T, = E: " cos(i)+mncos(t) ~  sin(t+i)
— si la polarisation est paralléle au plan d’incidence :
cos(t)—ncos(i) _ tg(t—1) 2 cos(i) _ 2cos(7)sin(t)

— B _ _ B _
R// — B;  cos(t)fncos(i)  tg(t+i) T// - f: " cos(t)+ncos(i) ~ sin(t+4) cos(i—t)
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— équations en incidence normale la polarisation est L au plan d’incidence :

transition 1 — n R//:%:L:—Z T//:%:lfn)
transition n — 1 R/ = % = L;Tll T), = % — 13:;)

3. Réfraction sur un milieu bi-réfringent (isolant, anisotrope)?
Equations qui définissent 1’action des sources et ’action de la matiére :

rot(H) =0+ 0.D B = po(H +0)
avec
div(D) =0 D=¢cy(1+x)E=¢0cE
La permittivité relative est une matrice symétrique éventuellement complexe (cas d’une
absorption) qui peut étre diagonalisée (directions principales axes 1,2,3) :
0*D

rot rot(E) = —pug vl avec D =¢g eE

4. pour une onde plane de vecteur d’onde k
kA (EAE) = —py w?D avec D = gy cE
D1k HLID HILk HLE EVYk EVD

D est conventionnellement la direction de polarisation, si I’onde est polarisée selon 1’axe
principal 1 alors on a

b= £o e
C

La propagation s’effectue dans le plan perpendiculaire (celui des axes 2,3 ) avec la vitesse
de phase

w C
V1 = 7— = — aveC /&1 = "N
k1 ny

Les vitesses de phases sont différentes selon I'état de polarisation de 'onde

Le cas de la biréfringence -
. e - , . . .
Si on pose v, = oo avec ny = /ey, les équations ci-dessus deviennent

U2

(1-—=)Ei—(Ek) k=0
Uy
C’est un systéme de 3 équations linéaires homogeénes ot k est unitaire dans la direction de
propagation de la phase. Ces équations imposent une relation entre le carré de la vitesse de
phase v?, la direction k de propagation de la phase. La direction de polarisation est fixée pour
chaque solution; dans chaque direction, il y a deux vitesses et deux polarisations définies.
Attention : la direction du rayon lumineux n’est pas celle de k mais plutot celle de 7

FPxc EANH+DANH
Lames demi-onde et quart d’onde.
Ces lames sont taillées dans des milieux uniaxes (tels que n; = ny # ng), sont utilisées en

incidence normale, les propagations se font dans la direction d’incidence mais avec une différence
de phase entre les deux polarisations. L’axe optique ( Ox3) est paralléle aux faces de la lame.

4. Réf série Schaum : optique cours et problémes
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19.7 Reéflexion sur un milieu conducteur parfait

— Continuité de la phase conduit aux lois de Descartes pour la réflexion

. ./
1T =1

— Coeflicients de réflexion : la continuité des champs sur une interface parfaitement conduc-
trice caractérisée par la présence de charges, de courants en surface et par I’absence des
champs E B a l'intérieur du conducteur.

B, =0 H#0
Dn%O Et:O

~ limite n = oo

109



Vocabulaire, références et exercices

Références
Landau et Lifchitz, Théorie des champs, Mir 1970
Jean Ph. Perez & al , Electromagnétisme, Masson 1990

Schaum, Optique : Cours et problémes

Vocabulaire Propagation, indice. Dispersion de la lumiére. Milieux anisotropes,
biréfringence. Polarisation avec des lames biréfringentes. Lames demi-onde, quart d’onde. Fré-
quence plasma, effet de peau. Dichroisme.

Exercices
1 Optique

— Rappeler la construction des rayons lumineux a l'interface entre le vide et un milieu
isotrope d’indice n : construction de Huyghens.

— Soit une interface entre le vide (2>0) et un cristal biréfringent uniaxe (2<0) ; 'axe
de symétrie est Oy et la matrice des permittivités relatives s’écrit :

o 0 0
0 &1 0
0 0 €0

Calculer les déphasages des ondes transmises en incidence normale (selon Oz) lors
de la traversée d’une lame d’épaisseur "e" par des ondes incidentes de polarisation
0z ou Oy.

— Etudier la réfraction en incidence oblique : montrer qu’il y a une double réfraction.
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20 Guide d’onde électromagnétique

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours

20.1 Introduction

Le guide est un cylindre creux rempli d'un isolant linéaire et homogeéne de permittivité ¢ et
de perméabilité p . Les champs E et B sont confinés dans l'isolant et se propagent selon Oz

B=uHetD=cE

Des courants et charges superficiels accompagnent les champs sur les faces intérieures des
conducteurs supposés parfaits .
Les équations de Maxwell (rappels) dans l'isolant :

rot(F) = — 0,B et rot(H) =0+ 0,D
On considére des ondes monochromatiques de pulsation fixée w, alors en notation complexe :
0, = — 1w convention de la MQ
Conséquences :
rot(E) = +iwpH et rot(H) = —iwe E

On considére des ondes planes progressives se propageant dans le sens de Oz, de la forme :
(E,H) o X(x,y) exp(—iwt + ikz)

On en déduit I’équation (de d’Alembert) vérifiée par la fonction d’onde transverse, X (x,y) :
0 9, >
{2 + 72 + (epw® — k‘Q)}X(w-/y) =0

C’est un équation d’onde stationnaire a 2D dont les solutions sont quantifiées par les conditions
aux limites dans la section du guide. Appelant kr les valeurs propres quantifiées du laplacien
transverse plus précisément

5, 0
8_;2 + 8_3/22 ~ —k> w? = AP+ k)

On en déduit que la pulsation du photon dans le guide qui suit la loi de dispersion d‘une
particule relativiste «massive»
w? = (k* + k%)

La masse de la particule (photon guidé) n’est autre que : m, = % ko

Puisqu’il y a différentes polarisations des photons (TM ou TE ou TME) dans le guide, il
existe un spectre de masses pour chaque type d’ onde.

La masse a alors une origine géométrique due a la «friction» sur les parois : A cause du
principe d’Heisenberg , I’onde ne peut se déplacer parfaitement dans I’axe du guide, alors qu’une

particule classique le pourrait.
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XYy

onde EM

A

figure

kr est I'inverse de la longueur compton du photon "massif" dans le guide .

La vitesse de groupe de 'onde devient nulle quand le photon est au repos k£ = 0 ce qui est
attendu (voir ci dessous) et la vitesse de phase diverge (elle n’est plus observable).

Les ondes guidées (massives) se dispersent (voir la loi de dispersion).

Remarque : Seules les particules de masse nulle ne se dispersent pas (photon dans le vide
o0) c’est le cas des photons provenant de galaxies lointaines...

Etudier le cas statique : £ = 0.

20.2 Discussion

On distingue deux types de polariation de ces ondes

— Les ondes TM ou transverses magnétiques sont telles que le champ H est perpendiculaire
a la propagation (partout et quel que soit t).

— Les ondes TE ou transverses électriques sont telles que le champ E est perpendiculaire a
la propagation (partout et quel que soit t).

1. pour les ondes TE, on a une relation linéaire entre les champs transverses :
wp X ﬁT —kAE
Ces champs sont proportionnels et en phase comme dans le vide.

Er Wi
= gz ==F
Hyp k

Pour les TE il existe un champ magnétique longitudinal paralléle a Oz

2. pour les ondes TM, on a une relation linéaire entre les champs transverses :
we X Zﬁr Ziz;A.Ei
Et donc ces champs sont proportionnels et en phase.

Er_,_F
f[f EW

Pour les TM il existe un champ électrique longitudinal paralleéle & Oz

Applications : accélération des faisceaux de particules.

20.3 Cas guide a section rectangulaire

Le guide est un cylindre creux rempli d’un isolant linéaire ; la section du guide est définie
par :
0<z<a O<y<b —00 <z <00
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Les conditions aux limites sur les conducteurs sont : H; =0 et £ =0
r =0oux = a Yy= H, = 0etl, = FE, =0
y =0ouy =0 V= H, = 0etE, = E, =0

Ces conditions aux limites imposent , par exemple pour les TE

+ky cos(kyx) sin(kay)
Eo | =k cos(kyz) sin(koy) | exp(—iwt + ikz)
0

Avec 'équation de dispersion w(k)
K2+ k3 + Kk =ep w? w? > min(ki + k3)
Avec pour satisfaire les conditions aux limites :
ki=mn (Z) et ko =m (Z)
a b
Le guide ne propage pas les ondes de fréquence trop faible, c’est un filtre passe haut.
w>=w, = cmmin(a” bt

Les fréquences trés élevées sont, en principe, coupées par les imperfections des parois.
Les vitesses de phase et de groupe des ondes sont :

ke C\/l_(k§+k%)c2

w
Vy = — v, = ¢ — =
* Tk g w w?
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Vocabulaire, références et exercices

Références
Mécanique : Landau et Lifschitz

Théorie des champs : Landau et Lifschitz

Vocabulaire Guide d’onde, conditions aux limites d’un conducteur, supraconduc-
teur, effet de peau, résonance, amortissement, ondes évanescentes, cavités résonantes.

Exercices

1 Construire les ondes électromagnétiques qui se propagent dans un guide indéfini de section
rectangulaire a, b.

2 Etudier les modes de résonance d’une cavité parallélépipédique a, b, c.

3 Construire les ondes électromagnétiques qui se propagent dans un guide indéfini a section
circulaire de rayon R. Etudier les fonctions spéciales de Bessel.
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21 Optique 1

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours

21.1 Approximation Eikonale

Approximation de 'optique géométrique et lois de Descartes.

Une onde lumineuse se propage dans un milieu isotrope, transparent caractérisé par l'in-
dice n, la polarisation de 'onde est définie par son champ électrique E(m,t), pour une onde
monochromatique le champ magnétique s’en déduit par :

rot(E) = — 0B
en notation complexe, avec la convention la plus courante en Optique
Oy = iw rot(E) = —iwB
On écrit E sous forme eikonale :

E(z,t) < d exp( y(z,t))

La fonction 1 est I’ argument de I’exponentielle, la phase de 'onde et la fonction dite eikonale.
Pour une onde monochromatique on ’écrira :

(T, t) = wt — o(7) Yo (Z) = C'te définit les surfaces d’onde.
E doit satisfaire aux équations de Maxwell :
div(D) = 0 rot(H) = 0D rot(F) = — OB div(B) = 0

En conséquences
E.grad(yg) = 0 H = (wpo) 'grad(vo) N E

et le vecteur de Poynting P est

E2 \

P =EANH = — grad(vy)
Wlo
Conséquences :
L’intensité | Plest proportionnelle & E?
La direction du rayon est celle de grad(o)
L’équation des surfaces d’ondes est (o (X)) = Cte

Les rayons lumineux sont perpendiculaires aux surfaces d’ondes.
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— Equation de d’Alembert :

rot.rot(E)=-+upsow? ¢ E avec ¢ = permittivité relative du milieu
soit
AE=-kn*E
avec 5
w T
n= \/g ko= —=—
C )\0

soit avec I’approximation eikonale y(z) >> 1
. —
AE = —i( Abo)E — (grad(bo))*E
— Equation de l'eikonale :

—
|grad(io)|=+kon

donc
—
grad(io)=-+ko n u

ol u est le vecteur tangent a la trajectoire suivie par le rayon lumineux ,

— on en déduit 'intensité lumineuse (module du vecteur de Poynting)

P=FENH=—k%kmnu = colni = — E°nu
WHo Clo

— Solutions particuliéres

=TI
81

Planes Po(x) =
Sphériques  o(x) = kr

21.2 Principe de Fermat

Soit deux points A et B appartenant a des surfaces d’ondes distinctes et situés sur un méme
rayon lumineux : La différence de phases entre ces deux points & I'instant t est :

Yap = Po(B) — o(A)

Démonstration : Soit une courbe C' quelconque joignant A et B intégrons le chemin optique de
A a B sur la courbe C,

L— /ndl - l{:01/|Wl(¢o)|dl > kgl/ﬁ(%)ﬁ — k7 (¢aB) = Lunin
AB

AB AB

Linin = kg ' (Yap) = / ndl sur le rayon lumineux

Principe de Fermat :
[ n dl est minimum sur le trajet choisi par la lumiére (chemin optique).

— On en déduit les lois de Descartes

— Une équation géométrique pour les rayons lumineux :

—
grad (n) = 8—(71 @)  équation I
s
1 est le vecteur tangent a la trajectoire suivie par le rayon lumineux et s est I’abscisse curviligne.
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Stabilité de la phase -
La phase en B depuis A est stable au voisinage du rayon lumineux : les interférences sont
constructives pour les rayons voisins si la phase est stable (bien définie)
Soit la formule d’analyse vectorielle :
grad(a.b) = (a.grad)b+ (b.grad)a + a A rot(b) + b A rot(a)
On en déduit I'équation I avec

@=0b= grad(y) = kon @ et avec 82 = (u.grad)
s

Exercice : Déduire les lois de Descartes de 1’équation I.

21.3 Interférences et dispositifs interférentiels

Soit deux ondes provenant d’'une méme source qui interférent en B en suivant deux chemins
différents :
Le déphasage des ondes en B est ¢ = ky AL = 27‘(‘%

1. Les deux ondes sont polarisées perpendiculairement : I = I; + I

2. Les deux ondes sont polarisées parallélement et sont cohérentes, le déphasage ¢ est défini!

I'=1+ I+ 2+/1115 cos(p)

alors on observe éventuellement des « franges »

(VI — VL) <I< (VL ++VD)?

3. Elles sont incohérentes le déphasage ¢ n’est défini ni dans le temps ni dans I'espace sur
la source ou le détecteur : ¢ est aléatoire et prend toute valeur entre 0, 27

I=15L+1

Vocabulaire :
— franges d’interférence : I(Z) varie dans Iespace
— ordre d’interférence p : p = p x 2m ou AL =p X Ag
— contraste des franges varie entre 0 et 1
Iy — I,

contraste = ———

Généralités sur les franges et anneaux -
Soit deux sources cohérentes S1 et S2, elles interférent dans tout ’espace :

ko AL = o = p2m avec AL 1| —19

Franges v ‘ ‘|
J A F .
R R

117



1. Miroirs de Fresnels : On observe des franges
2. Michelson : On observe des anneaux

3. Fabry-Perrot : c’est une lame d’air (n = 1) encadrée par deux plans parfaitement
réfléchissants (R ~ 1)
On observe des anneaux engendrés par la réflexion multiple : le Fabry-Perrot est une
cavité résonante dans le domaine optique.

AL = 2necos(r)

Le Fabry-Perrot a une sélectivité qui ’apparente a un laser.

Fonction de Airy du Fabry-Perrot

1 4R
I(p) x avec m =

1+ m(sin(2))2 (1- R)?

— sim = 0 avec R = 0 pas de franges. La visibilité des interférences nulle :

— sim — oo avec R — 1 alors le Fabry-Perrot fonctionne avec un pouvoir séparateur trés
grand car :
I(p) = 1sietseulementsip = p27

I(¢) =0 V¥V ¢# p2r
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Vocabulaire, références et exercices

Références

Landau et Lifchitz , Théorie des champs Mir 1970, page 174

Vocabulaire Eikonale, indice chemin optique, franges, anneaux surfaces d’onde
déphasage, amplitude, intensité ordre d’interférence, visibilité, Michelson, Fabry-Perrot
Exercices

1
2

Démontrer les lois de Descartes d’aprés le principe de Fermat.

Etudier le régime d’interférences d’un Fabry-Perrot,
démontrer : AL = 2ne cos(r)
Retrouver la fonction d’Airy.

Démontrer I'équation I.
Démontrer la formule d’analyse vectorielle du paragraphe 2.

grad(a.b) = (a.grad)b+ (b.grad)a + a A rot(b) + b A rot(a)

Application au cas : b est un champ uniforme.
Etude du Michelson
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22 Optique 2

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours

22.1 Introduction

Soit une onde lumineuse dans un milieu isotrope transparent caractérisé par l'indice n,
la polarisation de 'onde est définie par le champ électrique E (x,t) ; la diffraction existe si la
propagation de la lumiére s’écarte grandement de celle prévue par le principe de Fermat soit la
ligne droite en milieu homogeéne : C’est le cas s’il y a des obstacles a la propagation : fentes et
diaphragmes . On distingue classiquement :

— diffraction de Fraunhofer : état lumineux a I'infini ou au voisinage des images.

— Diffraction de Fresnel : état lumineux loin des images a distance finie.

Principe de Huyghens-Fresnel : (en régime stationnaire)

On peut construire I'état d’amplitude de 'onde en M en considérant qu’elle résulte de la
superposition d’ondes sphériques émises par des sources fictives situées sur une surface d’onde et
d’intensité proportionnelle & 'amplitude regue localement par la surface d’onde (superposition
d’ondelettes) .

E(M,t)%;— / E(P,0) expi w r) d*r avec r = |PM| et P € X
7r r
Pex

Y est la surface d’onde génératrice de 'amplitude en M & partir de P € X.

d?x est la mesure de 'élément de surface sur ¥ tel que : d?z = | dx |

Le facteur ik /2 est trés rarement avancé, nous faisons référence a Alonso-Finn page 429. On
peut également trouver ce facteur dans Landau & Lifchitz. Remarquons enfin que la dimension
de I'onde résultante est correcte mais que la justification mathématique est délicate. ®

22.2 Diffraction par une pupille

Dans le cas des pupilles d’axe Oz, la propagation de 'onde électromagnétique est limitée
par un obstacle (un écran) situé dans le plan Ozy en (z = 0), la surface d’onde est donc la
surface de la pupille et si on I'observe a grande distance en M on peut montrer que :

B(M. 1) o 22U ‘:t =) po.y / exp(ik(F @)) d?x

R e
avec 1 = ﬁ P € ¥ et @ dans la direction OM ro =|OM |>>r

5. Le propagateur de 'onde sphérique est solution de

(Af = —Kf
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I'intégration s’effectue sur la pupille ¥

Justification : 0r=r—ry=—u 0P a grande distance r~' ~ rg! +..0(ry 1)

Les cosinus directeurs de u seront notés («, 3, 7), k= ki

Si on introduit la fonction de transfert dans le plan de la pupille (& 2D) T'(z,y) en z = 0) ,
I'amplitude dans la direction @ de cosinus directeurs (a, ) est proportionnelle & la transformée
de Fourier de cette fonction :

EM, 1) o SRULLLZRT0) o ) PR avec = ki
To

T(k) = T(ka,kB) = / T(x,y,z =0) exp(i(Fk) d®z avec 7= (z,y)
(z,y)

La transformée de Fourier peut étre « visualisée » dans le plan focal d’une lentille d’observation.
Pour une fente telle que :

Ve,y T(x,y)=0 sauf si —a/2 <z <a/2et —b/2<y<b/2alors T(x,y) = 1
alors avec k, = ka , ky = kf3
o [ sin(kza/2 sin(k,b/2

Pour une pupille circulaire :

T(x,y) =0Ve,ysauf T'(r) = 1sir < R avec r = \/a% + y?

alors

T(ky) = 7R? (%) avec kg = ksin(6)
0

Les zéros de cette fonction de Bessel sont : X; = 1,227 ; 2, 237... soit :

A
in(0;,) = =—1{1,22; 2,23....
sin(0;) = =+ { }
dans le plan focal d’observation, les rayons des anneaux sombres de diffraction sont :
f A {1,22; 2,23....}
Ty = - N ) LyLd....
D

Action des transformations planes de la pupille dans ’espace réciproque k= (ky, ky)

— Translations : 7 — 7+ = k — k
— Rotations d’axe Oz : ¥ — Rot(F) = k — Rot(k)

— Homothétie : 7 — M = k — \ "'k
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22.3 Réseaux dans le domaine optique

Soit une pupille composée de n pupilles identiques de centre a; aveci=1,n :

T(ky, ky) = To(ka, ky) Zexpz

To(ka, k) = /T(I,y).exp(ig.ﬁ).de

avec 77 = (x,y) est Pamplitude qui résulte de la pupille en O
A; est le centre de la iéme pupille du plan Oxy, @; = OA;.

— Si les pupilles sont disposées aléatoirement : « diffusion »

Zexpi(%.&’i) ~< expi(k.@;) >~ 0

i
— Si les pupilles sont rangées réguliérement, des interférences sont possibles : « diffraction »
Zexpi(/gﬁi) = Z <expi(p;) >=nsip, = 0(2m1)
i i
Conditions d’interférence pour un réseau

Conditions d’interférence pour un réseau

— Oz
KT __--"|[~~- k2 g
,”, L] =l
figure 1

Soit une méme source qui éclaire un réseau plan en transmission ou en réflexion :
Le déphasage des ondes a l'infini est

- —
@Y = (]{32 ]{31) OA

s
ot OA repére la maille (périodicité) du réseau

1. Avec certaines conventions les maxima d’intensité sont obtenus en transmission pour :
ka(sin(iy) — sin(i1)) = p(27) (1D)
2. Avec certaines conventions les maxima d’intensité sont obtenus en réflexion pour :

ka(sin(iz) 4 sin(i1)) = p(27) (1D)

Calcul complet de amplitude pour un réseau a 1D -
Réseau de fentes ou de traits & 1D selon (Ox), pouvoir de résolution du réseau, amplitude
en transmission dans la direction ko
(wt —k Lo o
Amplitude ~ SPULLE=F70) T(ky — ky)
To
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En transmission par exemple
sin(is) — sin(iy)
122 - El = k 0
cos(iz) — cos(iy)

Si les fentes, en nombre N, ont une largeur b, une hauteur L et une périodicité a >> b :

., sin(0kaN/2) sin(6kb/2)

|T| = Lb. Sn(0ka/2)  okD)2 avec 0k = k (sin(iz) — sin(iy))

Les maxima d’interférence sont obtenus a l'ordre d’interférence p = 0,1, ... pour :

2
dka = 2 pr soit dk =p ( T

—) (cf réseau réciproque)
a

pour les maxima
. sin(0kb/2)
T|=Lb.——F—
d dkb/2
si b = 0 soit des fentes fines on a finalement |T| = Lb aux maxima, 'amplitude émise est la

somme des amplitudes transmises.

Pouvoir de résolution du réseau a4 1D (pouvoir séparateur)

au maxima d’ordre p, la valeur de X = dkaN = Npn

si la fréquence varie, la quantité X varie; elle passera d’un maximum & un minimum sur
une variation de 7 : le rapport d’une variation de X égale a 7 a sa valeur au maximum est le
pouvoir séparateur, c’est sa capacité a distinguer une variation de longueur d’onde.

oA 0(0kaN) w1
A (0kaN)  Npr Np

ou N est le nombre de fentes et p 'ordre d’interférence

22.4 Diffraction des X par les cristaux

Adéquation des rayons X pour sonder les cristaux :
A\ & taille de la maille cristalline ~ 1A = quantum d’énergie = hv ~ 10 keV

C’est le domaine des rayons X pour lesquels on prendra l'indice n = 1 (approximation haute
fréquence largement justifiée)

Réflexion de Bragg
2d sin(f) = p avec |pA| < 2d

ou d est la distance des plans cristallins qui réfléchissent les rayons X.
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Image X en transmission On observe a I'infini des points lumineux de lumiére ré-émise
par les mailles du réseau cristallin :
Si on introduit les vecteurs d’ondes incident et transmis :

];1,];:2 et(f = Eg—lzl

Alors, dans la «direction » Ky I’amplitude est le produit de deux termes

— un terme qui vient de la superposition des mailles

— un terme qui vient de la structure des mailles

B(q) o T(q) x ), exp(iq.d)

mailles

Le vecteur @ est un vecteur de translation du réseau de Bravais du cristal qui permet de passer

d’une maille & Pautre :
d’(nl, nag, ng) = anli —+ anQj + n3R3k:

(Z, 7, E) dépendent de la structure cristalline ; (R;, R2, R3) sont les périodes du réseau cristallin.

Introduisons le « réseau réciproque » tel que :
. o PNk kAT ing
b(mi,mo, m3) = ——=—=-(my + mo + mg

( ) (i,j,k)( Ry Ry R3 )
On montre facilement que :
a.b=2n(nym;) x 2w

— ki est un vecteur du réseau réciproque les amplitudes

En conséquence si le vecteur ¢

interférent positivement :
Si ¢ € b alors 'amplitude

E(Q) « T(q) x Z 1=1T() x N avec N ~ 10%

mailles

Si ko est tel que ¢ € b, on observe un maximum d’intensité trés intense car 'intensité est le

module carré de I'amplitude résultante :
1(Q) < |E(@)|? = |T(q)]* x N?> = N? x lintensité issue d'une maille

par exemple avec N ~ 10?3
Retrouvons la loi de réflexion de Bragg : condition de Bragg

¢ = 2ksin(0) 1 N ‘ . A
- ¢ = b= 3 m un entier tel que sin(f) = m—
b = m%r n 2d
ce qui impose 1'usage des rayons X.
A
— <1
2d
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Vocabulaire, références et exercices

Références

Alonso-Finn, Champs et Ondes, Inter-Editions

Vocabulaire Diffraction, Réseau réciproque, Pupille, Transformation de Fourier,
pouvoir séparateur d’un instrument (le microscope par exemple)

Exercices

1 Etude des réseaux en optique..

Pouvoir séparateur des réseaux

2 Reéflexion de Bragg des rayons X sur les cristaux
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23 Meécanique quantique

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours

23.1 Fondements expérimentaux

e La mécanique quantique est la science physique du dénombrable et du microscopique
tandis que la physique classique est celle du continu et du macroscopique

Exemple : le mouvement d’un point élémentaire dans un champ coulombien attractif

La trajectoire elliptique dépend :

1. de I’énergie mécanique : trajectoire fermée si £<0
o

F=FE.——<0
r

62
Ameg

avec pour l'attraction électrostatique a = et la gravitation « = G Mm

~

2. du moment cinétique : L soit le module L et deux angles : L

3. enfin de I'angle arbitraire de rotation autour de la direction de L soit © qui dépend
de lorigine du temps ( la rotation est fonction du temps)

La trajectoire (dans le plan perpendiculaire a L ) s’écrit :

p . , C
r(0) = , e sont appelés paramétre et excentricité
(6) 1+ ecos(d + p) b ppeies b

La dynamique permet d’établir les relations suivantes :

L? 2
p:_et62:1+—pEavecO<e<1

am (0%
Dans le cas quantique :
Ey me?. « 9

L*=h%(l+1) avec I <n
Lz = mh avec |m| <1

I’état dépend des nombres quantiques : n, [, m

e Lanotion de dénombrement apparait au XIX siécle avec la chimie et la notion d’atome (in-
divisible). Le passage du macroscopique au microscopique est fixé par le nombre d’Avo-

gadro N

R
N = 6,010% N = -

Détermination de N par I’étude du mouvement Brownien

Mesure de k par les fluctuations thermiques qui sont de 'ordre de kT puis
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o [ électricité est quantifiée par I’électrolyse : chaque réaction chimique échange un quantum
électrique, Le Faraday est la charge d’une mole :

F = Nxe

Mesure du nombre d’Avogadro par la mesure de e : expérience de Millikan.

e Les spectres d’émission des atomes :

Exemples : les lampes a vapeurs métalliques excitées par des électrons (expérience de
Franck — Hertz)
A" > A+~

Les longueurs d’ondes sont fixées
A = 5461 A, 4571 A pour Hg A ~ 5900 pour Na

ete ..

e Les spectres d’absorption de la lumiére du soleil : "atmosphére solaire (couronne) absorbe
la lumiére émise par la chromosphére (T = 6 000K).

e La théorie du corps noir : Hypothése de Plank :

e = hv

23.2 Le rayonnement thermique : La loi de Planck

Soit e(w) la densité d’énergie dans le rayonnement d’une cavité en équilibre a T avec ses
parois qui constituent une source de température a T'; e(w) est 1’énergie du rayonnement par
unité de volume (V=1), a la pulsation w et dans dw .

Les courants d’énergie (dans dw) en un point M sont isotropes :

c

j=e(w) yym !

La puissance incidente (dans dw) sur une surface unité de paroi plane absorbante (corps noir)
est égale (flux de j a la puissance réémise (équilibre thermodynamique)

I =-e(w)

Nous Recherchons e(w) ?
Probabilité d'un état (dans V' = 1) & n photons de pulsation w (statistique de Bose) :

exp(—ne)  hw

prob(n) = 1= exp(—) € = o7

Energie moyenne a la pulsation w
hw
exp(2) — 1

Densité des états de photons a la pulsation w avec deux états de polarisation :

dix (V=1 _, dk_ widw

dN =2 —_
% h? (2m)3  Aw?
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Densité d’énergie :

dE e(w) = hw " w?
dw B exp(22)—1 32

Energie totale dans V' = 1 :

(kT)* 1 . 4 4
73 XWXESOHE:EUXT

E =

Soit pour le rayonnement du corps noir ( formule de Stefan-Boltzmann) I la puissance rayonnée
par unité de surface
I=0 xT*

o est la constante de Stefan-Boltzmann :

oc="5,6 108 Wm 2. K4

23.3 L’effet photoélectrique : ’expérience de Franck-Hertz

— L’énergie I'extraction d'un électron est liée au quantum du rayonnement

y+A—>A+e
hv=FE,+E.> L

La probabilité d’extraction d’un électron est indépendante de l'intensité de 'onde mais
seulement du quantum d’énergie qu’elle porte :

— Incompatibilité de la théorie atomique avec la physique classique :
Calcul de la durée de vie de I’atome planétaire de Rutherford :

7=10""s
rappel : puissance du rayonnement dipolaire (moment dipolaire d(t) ~ e z(t))

2 1 )d'2
3 4mey’ 3

23.4 La mécanique ondulatoire

La physique des ondes introduit naturellement la quantification.

— La corde vibrante fixée aux deux extrémités de longueur a :

2a

k=n w=ck

T
— =\ =
a

n

— Dualité onde corpuscule pour le photon
c .
e=hw = hv A=—s0ithk = — =
v

La phase de 'onde peut s’écrire :
Y =wt—kx
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23.5 Généralisation : Loi De Broglie

= hv hw

hk

e =

> Nl

p:

Expérience de Davidson et Germer :
Diffraction des électrons par des cristaux ~ diffraction des rayons X
Diagramme de poudre :

nA = 2d sin(i) avec i = %
D’apreés de Broglie :
h
\ =
2mkE,

calcul de E, =~ 100 eV pour A = 14

23.6 Equation de Schrodinger
C’est une généralisation de la mécanique ondulatoire :

0
th—V =HWY
ot
H(q, p) est hamiltonien du systéme quantique il dépend des variables ¢ et des variables conju-
guées p. L’espace de phase du systéme et I'espace (¢, p)
Exemple : & une dimension une particule ponctuelle.

I

_ _ ho
G=z  p=iy

Postulats de la Mécanique quantique
Le systéme évolue selon I’équation de Schrodinger
Les quantités accessibles aux mesures sont associées a des opérateurs O hermitiens

Le résultat d’une mesure est toujours une valeur propre de O

Ll

La moyenne des résultats d'une mesure peut s’obtenir par un produit scalaire sur ¥

<0 >= /\II*O\I/ dq = Z a Prob(a)

a

5. La probabilité d’observé I’état |a > est donnée par le module carré de amplitude de |a >
dans |U >
prob(a) = | < a|¥ > |?

6. Conséquences

— Principe d’incertitude : Les opérateurs qui commutent peuvent étre définis simulta-
nément. Si non la mesure de I'un induit une incertitude quantique sur la mesure de
I'autre.

Exemples :

pr = —ih O, [z, p.] =ik Axr Ap, ~ h
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— Conséquence : théoréme d’Ehrenfest soit une observable O

d
—<0>=

i 00
o ;L<[7-[,O]>+<—>

ot

\ 90 o _

Hypothese < 52 > = 0
Si O commute avec ‘H sa moyenne est stationnaire
Si [¢p > est propre de H alors la moyenne de O est stationnaire : I’état est dit
stationnaire !
(a) Modeéles élémentaires en M.Q.

Recherche des états stationnaires propres de 1’énergie
(b) Le puits infini & une dimension

2

H:p—pour0<x<a
2m

avec [z, p| = ih
Y o sin(kz)
h?k?
k=n" e = — oxn’
a 2m
(c) Le rotateur quantique
L2
27
L=7xpJ avec (L, Ly] = ihL, etc..
b oc Y0, )
L =1(+1)R? exI(l+1)
Bandes de rotation : soit la transition dipolaire [ — [ — 1
L’énergie libérée vaut :

H:

h? h?
hvy = —((l+1)—(1—-1)) = —1
= Daery -y = 2
Les fréquences sont équidistantes (bande de rotation pour I = 1,2,3...)

(d) L’oscillateur harmonique & une dimension ou éventuellement plusieurs

2 2
P mwg

H=—+—7x
2m 2

avec [z, p| = ih
52
Vo H(ew(-5) € = wy/mofh
en = hwy (n+1/2) xn

remarque eg = 1/2 hwy
H,, (&) sont les polynémes d’Hermite-Tchebytchev définis par :



Vocabulaire, références et exercices

Landau et Lifchitz , Mécanique quantique , Mir 1970
Khiezer, Physique atomique , Ellipses

Blokhintsev, Principe de mécanique quantique, Mir
Levy leblond, Quantiques, Masson

Cohen — Laloe, Mécanique quantique, Dunod

Vocabulaire Quantum, constante de Plank, nombre d’Avogadro, corps noir, rayon-
nement thermique, équation de Schrodinger, opérateur valeurs propres, moyennes, commuta-
teurs, relations d’incertitudes.

Exercices

1 Revoir la théorie du rayonnement thermique
Calculer la constante de Stefan-Boltzmann et vérifier :
2 k2

_ _ -8 -2 -4

Application a la chromosphére : calcul de la constante solaire : puissance totale rayonnée
par la chromosphére.

2 Revoir la théorie du moment cinétique en mécanique : régles de quantification et états
propres : les harmoniques sphériques.

3 Vérifier la dimension de la formule du rayonnement dipolaire

g _ 2, 1 &
dt 3 'dwey 3

En déduire que pour une trajectoire circulaire d’un électron autour d’'un noyau atomique
I'énergie E décroit et I'électron « tombe » sur le proton en 7 = 10719

On démontrera que :

“ alors 1°(t) = 1(0) — o
alors r =r —
e m2c?

—

4 Revoir la théorie de l'oscillateur harmonique

Démontrer que le spectre est défini par e = fuvg(n + 1/2)
....spectre en énergie 4 3 D7
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24 Physique Atomique

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours

24.1 Introduction

e Neutralité électrique des atomes : il existe des électrons (effet photoélectrique, conduction
électrique . ..) donc des charges positives.

e Structure atomique : expérience de Rutherford avec les o d'une source radioactive de
quelques 8 MeV .

Diffusion élastique dans le champ coulombien répulsif du noyau atomique :

7 ze? e? he  ahe
V = —= X = —_—
4regr dmeghc r r
o2

o =
dmeghc
« est est la constante de structure fine, elle est sans dimension = ﬁ
Principe de mécanique (théorie classique de Rutherford) :

+oo
Ap = transfert d’impulsion = / f dt

0
si 0 est angle de la diffusion on montre : [Ap] = 4py sin2(§)

si b est le paramétre d’impact classique tg(6/2) est une fonction de b :

Zza he
2 Eyb

on en déduit la section efficace différentielle de Rutherford :

formule de Rutherford

tan(0/2) =

dop  Zza )2

1
Aor _ . By~ MeV
© 95" o) o e

e Impossibilié d’un image classique (planétaire) de I'atome :
Le rayonnement électromagnétique

Rappels sur le rayonnement dipolaire : P est la puissance rayonnée d le dipole

dP = WSIDQ (9) (d)QdQ

d(t) = er(t) est le moment dipolaire suivant Oz variable dans le temps.
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dEr 2ahe  (d)?
P p— p—
dt 3c3 % e?

Calcul de la durée de vie d’une orbite circulaire de rayon initial ag = 14 et de rayon a(t)

1 ah dE
E = —5(%) avec —- = —-P
E aj
T = = = —
P da2 N2 ¢
Ae = mic est la longueur d’onde Compton de I’électron

ap = 2 ~ 0,53 A le rayon de Bohr initial.
On trouve pour 'atome

Ac ~10
T~4a50~10 s

La vision quantique :

Les interactions des atomes avec le rayonnement sont discrétes et réglées par la relation
de Planck :
0F = hv

Autres effets quantiques

- I’émission se produit lors de transitions entre les états « stables » ou stationnaires
en théorie quantique :

Ay — A+ : émission : Fy — E; = hv
v+ A; — Ay . absorption : Fy — E1 = hv

- Effet photoélectrique avec un seuil en énergie : h v :

v+ AL — A +e”

- Expérience de Franck Hertz

6_+A1—>A2+6_

Exemple de systéme quantique : Le puits infini & une dimension de longueur a

he)? w
- 2(m>02(5)2 K’

e(n)

m est la masse de la particule.

n est le nombre de zéros +1 de la fonction d’onde sur l'intervalle [0, al.

n est le nombre quantique associé a la dimension du mouvement sur Ozx.

La particule au repos n’existe pas physiquement! e > 0

Applications numériques :

Un électron dans un puits de dimension 1 angstrom : I’atome ~ 10 eV

Un nucléon dans un puits de dimension 1 fm ( 107*3c¢m) : le noyau ~ 10 MeV
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24.2 Un électron dans un champ central

( exemple 'atome d’hydrogéne ou hydrogénoide )
Les séries raies de 'atome d’hydrogéne sans spin (en premiére approximation)
La formule de Balmer : raies de I'’hydrogéne dans le visible, transition n >2 - n =2:

1 1 B .
A =4pB7! (——+—) — = 3645,6 A

n?> 4 4
A | calcul expérience
Ha | 6562,08 6562,10
Hp | 4860,80 4860,74
H~ | 4340,00 4340,10
Hoé | 4101,30 4101,20
Hoo | - 3645.6

Interprétation énergique a ’aide de la relation de Planck

v 4 1 1
ANl="= (- = > 2
c B<22 n2> "
Les séries sont définies par la formule ci-dessous :
no | raies série
1 uv Lymann
2 visible Balmer
3 ir Paschen
4 mm Brackett
v 4.1 1

)\_1<n0):E:§(n_%_ﬁ> n > Ny

Termes spectraux des atomes : Généralisation

T =Ty = hv

24.3 Théorie quantique de 'atome

Détermination des termes spectraux des atomes et de ’atome d’hydrogéne : !
U () solution stationnaire de I’équation de Schrédinger

HY = EY
avec
2
H= p—+V(r) avec p = E Vet V(r)= —oz@
2m 1 T

Equation en coordonnées sphériques svp!
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on fait I'inventaire des états quantiques stationnaires possibles :

propres de H L? et L,

Les états propres du moment cinétique : Relations de commutation :
[Li, LJ] = ’LhEUkLk

Pourquoi rechercher des états propres de L? et L, :
Principe d’incertitude et commutation
Remarque le moment cinétique ne dépend que de la direction 7 soit des angles : 6 , ¢
Opérateurs de création d’'un quantum de moment cinétique : on vérifie

L,

avec AT =L, +iL, [f

’ A+] = At
on en déduit :
— si si U est propre de L,
L. W(0,p) = mh V(0,¢)

— alors ATU(0, ) est propre de L, et L? avec la valeur propre (m + 1)k et le méme /2.

Construction des fonctions propres Les harmoniques sphériques.
Y;™(0, ¢) sont des fonctions propres de L? et L, avec les valeurs mh et |m| <1

— Le « mouvement » radial avec Y;(0, ¢)?

2 L? h 10

2 - —_
p° = p;+ 2 avec p, - (r arr)

L’équation radiale de Schrédinger avec un changement de fonction
U(r) — u(r) = r ¥(r)

9 II1+1)  Ze* 2m 2m

s+ — e (G X ) = B x ulr)

— Recherche de I’état fondamental 1s soit avec n=1 [=0
Solution de la forme u(r) < r exp (— er)
Solution ok avec les conditions aux limites
On trouve

TTLCQ

amc
EM:—(Z®QX(2

h

— Généralisation 1’état : n, 1
On introduit un nombre quantique radial n,. qui est égal au nombre de zéros de la fonction
d’onde radiale sur ]0, +oo[ et un nombre quantique principal n tel que :

n=I0+14+n,>01+1
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Conséquences

n>1
0<l<n
im| <1
— Termes atomiques de 'Hydrogéne
Ey
En,l,m - - ﬁ

Dégénérescence de la couche n (avec le spin x2 ) : 2 S2(21+1) = 2n?
Théorie ok avec la formule de Balmer etc. ..

— Rayons atomiques : ordre de grandeur de 1 a 2 Angstrom V Z.

Rayon de Bohr
h

amc

=0,529 A

o =
On montre que la distance moyenne de I’ « orbite » n,[ est donnée par :

2
n*rg 1 I(1+1)
<rm>= — (14+=(1-
Le rayon atomique correspond & la derniére couche occupée soit la couche ny mais Z croit
avec m; en principe comme n3

Z n+2 1

- = 2 — — —
5 Yn ni(ny + 1)( 3 2)

En conséquence les rayons atomiques sont sensiblement constants VZ.

n2

2 n?
Z~=ndet <r, >-—2r
3! mo g0

24.4 L’atome a plusieurs électrons

Si on néglige l'interaction répulsive entre les électrons, on est ramené au probléme coulom-
bien de 'atome d’Hydrogéne cependant l'on se doit respecter le principe de Pauli, d’ou les
regles de remplissage des couches :

Nomenclature pour les couches : KL M N O P pour n=1,2,3,4,5,

Nomenclature pour la structure fine : s p d f soit pour [ = 0,1, 2, 3,

La structure atomique en couches ou modeéle en couches explique :

1. la périodicité des propriétés chimiques en Z et donc la relation entre la masse atomique
et la chimie exprimée par la table de Mendéléiev .

2. Configuration électronique des atomes, Exemple : atomes a 1 ou 2 électrons

Atome configuration  notation spectroscopique 29*1L;
1H 1 81 2 51/2

He 1s® 1S,

K 481 251/2

Autres exemples :
Cu = (15%25%2p%3523p%)3d'%4st = (Ar)3d'4s!
Si = (15%25%2p%)3s%3p*= (Ne)3s%3p?
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3. L’existence de nombres magiques (gaz rares et autres propriétés chimiques)

Exemple :
1s H-He 7=2
2s-2p Li-Ne 10
3s-3p Na-Ar 18
4s-3d-4p K-Kr 36
5s-4d-5Hp Ru-Xe 54
6s-4{-5d-6s Cs-Rn 86
7s-5f-6d-7p Fr... « 118 »

24.5 Le spin des électrons

C’est un moment cinétique interne et quantique : il apparait « naturellement » en théorie
quantique relativiste :

Le spin de « Pauli » est une correction a 1’équation de Schrodinger qui est décrit dans un
espace a 2 dimensions celui des états propres du spin selon s,

0 1 0 —i 1 0
§= 5oy o) avee o= (1 oy =( o= ),

Expérience de Stern et Gerlach -

On envoie un faisceau d’atomes « a un électron » dans un champ magnétique inhomogéne
qui sépare le faisceau en deux; ces faisceaux sont « polarisés » dans la direction du champ
magnétique inhomogene

0B,
0z

— E— - = —
f=—-gradlU = —M.B)= f, =M, M est le moment magnétique de I'atome

Facteur gyromagnétique :
M=—-|[|7FrANTdl = —L
2 / " om

d’une maniére générale on introduit le facteur de Landé g tel que

—

[ — —
M =g o J J est le moment cinétique total de 'atome
m

si le moment cinétique est orbital g=1
si le moment cinétique est le spin d’'un électron ¢ = 2,00232

L’unité du magnétisme atomique est le magnéton de Bohr :

h
up = 2 = 92731072 A m?
2m

soit dans ’expérience de Stern et Gerlach avec un électron

0B,
0z

fz = :i:,uB
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L’interaction spin orbite -

Le spin de I’électron induit une correction relativiste a I’équation de Schrodinger qu’on
appelle 'interaction spin orbite; on peut la considérer comme 'action du magnétisme orbital
sur le moment magnétique interne de I’électron, on montre que :

1,1 ,0V -2
spin—orbite — = — (L.
Hop bite = 5 (mc) ror (L.5)
ou V(r) est I'interaction centrale
Interaction coulombienne "
V(r) = 7
,

Exercice : Vérifier la dimension de I’expression ci-dessus .
Nous avons a L, S fixés différentes valeurs de J

L.S= %(JQ — L*— 8% avec J = {L - S..L+ S}

Cette interaction introduit une levée de dégénérescence des états avec des J différents, il y a
25+1 états de J différents pour L et S donnés.

C’est la structure fine des niveaux atomiques.

Exemple pour un atome a un électron on observe deux niveaux fins séparés par :

j:l:tl/2:>6(f,.§):(l+%) B2

24.6 Physique moléculaire

Les atomes s’assemblent en molécules

— Liaison covalente : molécules symétriques comme H,
Référence : le livre de Chpolski, physique atomique II, page 387
L’énergie de liaison de la molécule H, est calculée théoriquement de 'ordre de 4 eV et la
distance des noyaux d’hydrogéne est d’environ 0,8 Angstrom.

— Liaison ionique : HTCI~
L’affinité électronique est trés dissymétrique et les atomes se ionisent dans ’état de plus
basse énergie. Ils forment une molécule et restent liés par 'attraction électrostatique.

138



Vocabulaire, références et exercices

Reéférences
Landau et Lifchitz, Mécanique quantique, Mir 1970
Khiezer, Physique atomique, Ellipses

Vocabulaire Equation de Schrodinger, opérateur valeurs propres, moyennes, com-
mutateurs, relations d’incertitudes. Moment cinétique, spin, facteur gyromagnétique, Termes
atomiques, rayon de Bohr, magnéton de Bohr. Interaction spin-orbite. Couches et sous-couches,
nombre magiques

Exercices
1
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U-Caen 2000-2005 Pr C. Longuemare

25 Physique Nucléaire

Préparation a I’Agrégation de Physique
Résumé de cours

25.1 Introduction

— La table de Mendéléiev établit une relation entre la masse molaire, propriété physique, et
les propriétés chimiques des éléments car :

chimie =~ 7 ~

A
2

— Nomenclature des noyaux atomiques

Atome — Z
Noyauw — Z, A =7+ N

notation pour le noyau : éX

Z = Cte isotopes
N = Cte isotones
A=N+7Z = Cte isobars

Z et N = Cte isomeéres

Il existe 92 éléments chimiques et environ 300 isotopes stables :
1 238
1 H = 50U

On appelle stable les noyaux dont la durée de vie est supérieure & 10 y y = year

— Structure nucléaire :
Les noyaux stables sont tels que N est approximativement plus grand et voisin de Z.

A
NwZavecZ~§

Il existe des noyaux artificiels trés instables dont la durée de vie est courte ~ 10710 s

25.2 Propriétés statiques des noyaux

1. La masse au repos :
Ey = Mc

2. L’énergie de liaison des nucléons : protons et neutrons

—Ep = (Myoyau — (ZM, + NM,,))c?
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. Le défaut de masse atomique :
6 = (Mutome — (ZMy + NM,))c?
En pratique : si on néglige les énergie de liaison des électrons atomiques .
Ep~ -6
. L’unité de masse atomique :
uma = M(E2C)/12 = 931,49431 MeV/c* = 1,66054010~%" kg =+ (0, 6)
on a: My =1,007825 uma pour le neutron M, = 1,008665 uma

. Comportement de I’énergie de liaison en fonction de A pour les noyaux stables :

E
73 ~ 8 MeV en moyenne avec des variations locales de quelques MeV

Exemples : Deutérium, Fer, Uranium
Comparaison des énergies nucléaires avec les énergies atomiques x10°

. Rayon des noyaux par rapport aux rayons atomiques x 1077 :
Mesure par diffusion élastique d’électrons (expérience de Rutherford) :

R = V<r2> = rg A% avecro=1,25 fm

Les expériences d’Hofstader aux USA avec des électrons jusqu’a quelques GeV (Standford
(USA) dans les années 1960)

. Le spin d’'un noyau :
C’est un moment cinétique quantique qui résulte de la rotation orbitale et de la rotation
interne des constituants protons et neutrons :

J=L+S
Les états propres quantiques sont tels que :

J, =mh
J2=j(j + R
Les noyaux avec A impair(pair) sont des fermions ( des bosons).

Les atomes avec N impair (pair) sont des fermions ( des bosons).

. Les moments magnétiques dipolaires

=217
2m
Le quantum de moment magnétique :
1072 A m?
pour les électrons le magnéton de Bohr 1B 9,27
pour les noyaux le magnéton nucléaire UN = 2;2 << up 5,05 1073

Facteur de Landé pour les noyaux : ¢

-

= g puy J( en unités h)
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facteurs de landé g J
D 5,5833 %
n -3,8270 %
e -2,000 %
orbital 1 entier

9. Les moments électriques quadrupolaires :

Q = g(3c052(19) —1) 72

©

figure

Certains noyaux ont des formes d’ellipsoides et portent un moment quadripolaire élec-
trique : ( J Ph Pérez électromagnétisme éditions Masson) .
Ordres de grandeur :

Q

< 21072 em?
e

Exemple pour le Deutérium : € = 0,27 10720 ¢m?

25.3 Modéles nucléaires

1. La goutte liquide :

Interprétation de I’énergie de liaison en fonction de A et Z pour les isotopes stables :

Hypothéses :

. il existe une attraction nucléaire entre nucléons (p ou n) I'interaction forte
L’interaction forte est"symétrique" en n,p isospin ou indép. de charge)
L’interaction est & courte portée ~ fm 1075 m
L’interaction domine a 1’électromagnétisme. %102

Les nucléons obéissent au principe de Pauli
Les nucléons n ou p "préférent" s’apparier

Conséquences :

Ep=DBy+ B+ By+ B3+ By

By = a,A énergie en volume

By = —agA?/3 correction de surface
By = —a (2% AY?) répuldion coulombienne
Bz = —a,((N — Z)*/A) équilibre n-p

By =40 §=a,A3/" "pairing" n et p
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Résultat de 'ajustement aux énergies de liaison :

a, = 14MeV as = 13MeV
a. = 0,58 MeV a, = 19,5 MeV a, =33 MeV
2. Le modeéle en couche :
Les nucléons sont dans les états quantiques d’un potentiel attractifs moyen dont les ca-
ractéristiques sont approximativement :
U = =50 MeV
R=ry AY3 1y = 1,25—1,40 fm
exemple le noyau d’Hélium

Interprétation de I'énergie d’asymétrie (N ~ Z) par le principe de Pauli et la structure

en couches.

25.4 Dynamique nucléaire

— la radioactivité, deux catégories :
1. désintégration isobariques : A = Cte (désintégrations béta, gamma)

désintégration AZ réaction

B8~ +1 n—opt+e +v
Bt -1 p—=n+et+v
capture électronique -1 p+e” = n+v
émission gamma 0 4X* =3 X +7

2. désintégrations avec émission de nucléons (uniquement les noyaux lourds)
désintégrations alpha : AA = —4

X 5 X" 4+a=X"+3 He

— durée de vie, vie moyenne et demi-vie

loi de décroissance radioactive :
% = — AN = N = Nyexp(— At)
— Radioactivité naturelle :

Isotopes a vie longues 7 > 10% y + cosmogénése par le rayonnement cosmique supposé

stable depuis des milliards d’années.

Filiations des famille de I'uranium - thorium 25°U 233U  232T.
— Les réactions nucléaires :

— Avec les neutrons de quelques ~ MeV (haute énergie) jusqu’a Iénergie thermique
(énergie nulle)
n+4 X =5 X 4~ capture radiative

n+3°U — +2,5n  fission
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— Avec les particules chargées («, ions lourds) : seulement & haute énergie ( > gq MeV)
a cause de la répulsion coulombienne : Aux énergies inférieures, on observe unique-
ment la diffusion coulombienne élastique de Rutherford.

h
la barriére coulombienne : U, = ZZ' ﬁ

R = ryg AY3fm ahe = 1,44 MeV.fm

— Modéle de Fermi : modéle quantique a nucléons indépendants et a température nulle
dans un potentiel uniforme U :

139 D P% , . .,
prp = — — FEp = —— = 30, MeV Epg le nucléon le moins lié = U+ Ep
8 1o 2M

Exemples importants de réactions nucléaires -
réactions de fusion

U.en MeV
2DA3T 5 SHe+ln 0,53
p+p— D+et +v 0,58

réactions diverses avec des « et des neutrons

a+)B.— n+tC découverte du neutron
a+i®B— n+B3N production de neutrons
n+* N — p+itC découverte du proton

n+30 U — 3B7Cs+35 Rb+2 n fission de I'unranium

On dispose de sources a naturelles dans les minerais d’Uranium et les neutrons interagissent
avec les noyaux jusqu’aux énergies nulles ; ces réactions ont eu une importance historique dans
la développement de la physique nucléaire.

Cinématique des réactions -

Conservation de 'énergie (cinétique + masse)

Conservation de la quantité de mouvement

L’énergie "libérée" dans une réaction nucléaire : )

Q = (m; —my) ?
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Vocabulaire, références et exercices

Références

Evans, Le noyau atomique, Dunod 1960

Vocabulaire Noyau atomique, énergie de liaison, barriére coulombienne, désin-
tégrations alpha béta et gamma, capture électronique, conversion interne, masse atomique,
numéro atomique, nombre de masse, matiére nucléaire, spin parité, moment magnétique, ma-
gnéton nucléaire, isospin, réactions nucléaires, fission, section efficace, vie moyenne, demi-vie,
schéma de désintégration, isobare, isotope, isomeére .

Exercices

1 Les réactions de capture des neutrons thermiques sur I'uranium 235 permettent de mettre
en oeuvre la fission en chaine de I'uranium.
Calculer I'énergie ( en eV) et la vitesse des neutrons a la température de 1300 K.

Ces neutrons subissent parfois des captures sur '’hydrogéne et la réaction forme du Deu-
térium puis du Tritium éventuellement.

n+p—D+~y

Déterminer par un calcul relativiste, I’énergie des gammas issus de ces réactions.

Enfin les neutrons peuvent se désintégrer au bout d'un temps assez long ( la durée de vie
moyenne des neutrons est de 900 s).

n—p+e +v

Calculer I’énergie cinétique maximale des électrons issus de la désintégration des neutrons.

2 Le Carbone 13 est un noyau de spin 1/2 et dont le moment magnétique est de 0,702
magnéton nucléaire, on veut faire une observation RMN des noyaux de carbone 13.
Quelle est la fréquence RMN du carbone 13.

3 Le projet ITER est un programme mondial de fusion nucléaire , la réaction proposée est
la fusion deutérium - tritium :

D3 T = 5 Hed n

Pourquoi cette réaction est-elle difficile & réaliser ?
Calculer la «hauteur de la barriére coulombienne» dans cette collision.
A quelle température doit-on porter le plasma pour pouvoir réaliser la fusion ?

Pourquoi la réaction de fusion qui se produit dans le soleil (p +p — D + e™ + v) n’est
pas celle qui est envisagée pour ITER?
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